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Qisqacha sharh 

Ushbu kitob matematik tahlil bo'yicha o'quv qo'llanma bo'lib, u 
bir haqiqiy o'zgaruvchili funksiya differensial va integral hisobining 
klassik kursiga kiruvchi bo'limlarini o'z ichiga olgan. Qo'llanmada 
dastlab haqiqiy sonlar va limitlar nazariyasi bayon etilib, so'ngra 
uning asosida uzluksiz funksiyalar, differensiallash, aniqmas va aniq 
integrallar o'rganiladi. 

Tenglamalarni taqribiy yechish usullari hamda aniq integrallarni 
hisoblash usullari ham darslikdan o'rin olgan. Bundan tashqari, ki
tobga sonli qatorlar nazariyasi, hamda funksional ketma-ketlik va 
qatorlar nazariyalari kiritilgan. Barcha matematik xulosalar qisqa 
va sodda isbotlar asosida bayon qilingan va ko'p sonli misollar bi
Ian oydinlashtirilgan. Har bir bobning oxirida mavzularni chuqur 
o'zlashtirishga yo'naltirilgan masalalar keltirilgan. 

O'quv qo'llanmada to'plamlar nazariyasi va matematik mantiq 
tushunchalaridan foydalanilgani sababli, o'quvchiga qulaylik yaratish 
maqsadida, kitob oxirida to'plamlar va matematik mantiqning umu
miy nazariyasidan qisqacha ma'lumot keltirilgan. 

Kitob Mirzo Ulug'bek nomli O'zbekiston Milliy universiteti va 
M. V. Lomonosov nomli Moskva davlat universitetining Toshkentda
gi filiali talabalariga mualliflar tomonidan o'qilgan ma'ruzalar asosi
da yozilgan. O'quv qo'llanma universitetlarning "matematika", "ama
liy matematika va informatika", "mexanika", "informatika va axborot 
texnologiyalari" yo'nalishlari bo'yicha ta'lim oluvchi, hamda oliy 
matematika chuqur o'rganiladigan texnik oliy o'quv yurtlarida ta'lim 
oluvchi talabalar uchun mo'ljallangan. 



AHHOTaU;U:H 

KHllra 5IBJI5IeTC5I Y'-Ie6HbIM rrOC06HeM rro MaTeMaTWleCKOMY aHaJIH-

3Y H BKJIIO'-IaeT B ce65I pa3~eJIbI, BXO~5IIlI,He B KJIaCCH'-IeCKHll KYPC 

~H<p<pepeHI.J,HaJIbHOrO H HHTerpaJIbHOrO HC'-IHCJIeHH5I <PYHKIl,Hll O~HOll 

~ellCTBHTeJIbHOll rrepeMeHHOll. BHa'-laJIe H3JIaraeTC5I TeOpH5I ~ellCTBH

TeJIbHbIX '-IHCeJI, TeOpH5I rrpe~eJIOB H Ha 3TOll OCHOBe H3Y'-IaIOTC5I 

HerrpepbIBHble <PYHKIl,HH, ~H<P<PepeHIl,HpOBaHHe, HeOrrpe~eJIeHHbIll H 

orrpe~eJIeHHbIll HHTerpaJI, a TaK)Ke MeTO~bI rrpH6JIH)KeHHOrO peIIIeHH5I 

ypaBHeHHll H BbI'-IHCJIeHH5I orrpe~eJIeHHbIX HHTerpaJIOB. B KHHry BKJIIO

'-IeHa TeOpH5I '-IHCJIOBbIX p5I~OB, a TaK)Ke TeOpH5I <PYHKIl,HOHaJIbHbIX 

rrOCJIe~OBa-TeJIbHOCTell H p5I~OB. Bce MaTeMaTH'-IeCKHe yTBep)K~eHH5I 

cHa6)KeHbI KpaTKHMH H rrpOCTbIMH ~OKa3aTeJIbCTBaMH H rrpOHJIJIIOCT

pHpOBaHbI 60JIbIIIHM KOJIH'-IeCTBOM rrpHMepOB. B KOHIl,e Ka)K~Oll rJIaBbI 

rrpHBO~HTC5I Ha60p 3a~a'-l, rrpe~Ha3Ha'-leHHbIX M5I JIY'-IIIIerO YCBoeHH5I 

MaTepHaJIa. C Il,eJIbIO 06JIer'-leHH5I rrOJIb30BaHH5I Y'-Ie6HbIM rroco6HeM 

B KOHIl,e KHHrH rrpHBO~5ITC5I KpaTKHe CBe~eHH5I H3 06Il1,ell TeopHH 

MHO)KeCTB H MaTeMaTH'-IeCKOll JIOrHKH, HCrrOJIb3yeMbIe B rroco6HH. 

KHHra HarrHcaHa Ha OCHOBe JIeKIl,Hll, '-IHTaBIIIHXC5I aBTopaMH cTy~eHTaM 

HaIl,HOHaJIbHOrO YHHBepCH'I;'eTa Y36eKHCTaHa HMeHH MHP30 YJIyr6eKa 

H TaIIIKeHTCKoro <pHJIHaJIa MOCKOBCKoro rocy~apcTBeHHoro YHHBepCH

TeTa HMeHH M. B. JIOMoHOCOBa. rrpe~Ha3Ha'-leHO ~ml cTy~eHToB 

YHHBepCHTeTOB rro HarrpaBJIeHH5IM "MaTeMaTHKa", "rrpHKJIa~Ha5I Ma

TeMaTHKa H HH<popMaTHKa", "HH<popMaTHKa H HH<popMaIl,HOHHbIe 

TeXHOJIOrHH"H "MexaHHKa", a TaK)Ke ~JI5I cTy~eHToB TeXHH'-IeC-KHX 

BY30B C yrJIy6JIeHHbIM H3Y'-leHHeM BbICIIIell MaTeMaTHKH. 



Annotation 

The book is manual of calculus of the functions of one real vari
able. The book covers theory of real numbers, theory of limits, con
tinuous functions, differentiation, indefinite and definite integral, 
approximate solutions of the equations and numerical evaluation 
of definite integrals. In the last two chapters numerical series and 
functional sequences and series are investigated. Appendix contains 
a brief explanation of notions of general set theory and mathematical 
logic, which are used in the book. The proofs are concise and simple. 
Exercises at the end of each chapter mainly serve to deepen under
standing of the material. The book is accessible to undergraduate 
students of mathematics, applied mathematics and informatics, in
formatics and information technologies, mechanics and to advanced 
students of engineering. 
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So'z boshi 

Ushbu kitob matematik tahlil bO'yicha darslikning birinchi qismi 
bo'lib, u o'z ichiga, odatda bir o'zgaruvchili funksiyalarning diffe
rensial va integral hisobi deb yuritiluvchi bo'limini olgan. Bu oo'lim 
quyidagi umumqabul qilingan standart mavzulardan iborat: haqiqiy . 
sonlar nazariyasi, limitlar nazariyasi, uzluksiz funksiyalar nazariyasi, 
differensiallash, aniqmas va aniq integrallar hamda tenglamalarni 
taqribiy Yf'chish va aniq integrallarni hisoblash kabi differensial va 
integral hisobining tadbiqlari. 

Bulardan tashqari, sonli qatorlar nazariyasi hamda funksional 
ketma-ketliklar va qatorlar nazariyasi ham ushbu kitobdan o'rin 
olgan. 

Mazkur darslikda bir qator o'ziga xosliklar bor. Jumladan, haqiqiy 
sonlar nazariyasini konstruktiv qurish bilan bir qatorda haqiqiy 
sonlarning aksiomatik nazariyasi ham keltirilib, bu usullar o'zaro 
taqqoslangan. 

Darslikning ikkinchi qismida keltirilishi mo'ljallanayotgan Furye 
almashtirishlari nazariyasi kompleks qiymatli funksiyalarni o'rganish
ga olib kf'ladi. Shu nuqtai nazardan, darslikda haqiqiy sonIaI' nazari
yasi bilan birga kompleks sonlar nazariyasi ham nihoyatda sodda 
usulda bayon qilinib, buning natijasida haqiqiy o'zgaruvchi va kom
pleks qiymatli funksiyalarining ham xossalari o'rganilgan. Bundan 
tashqari, ratsional funksiyalarning elemental' funksiyalarda integral
lanishi haqidagi taniqli teorema haqiqiy o'zgaruvchi va kompleks 
qiymatli funksiyalarni integrallash orqali isbot qilingan. N atijada 
isbot sezilarli darajaela sodelalashgan. 

Kitobda Nyuton-Leyibnits formulasining yangi isboti kf'ltirilgan. 
Bu isbot, birinchielan, Riman aniq integrali ta'rifining, tushunish 
uchun biro?: murakkabroq bo'lsaela, maqsadga muvofiq ekanligini 
ko'rsatadi. Ikkinchielan, keltirilgan isbot 1m formulaniug hosilasi Ri~ 
man ma'nosida integrallanuvchi bo'lgan barcha differf'nsiallanuvchi 
funksiyalar ucllUn o'rinli ekanligini ta'kidlayeli. Shu horada esla
tib o'tamizki, oelatda Nyuton-Leybnits formulasi uzluksiz hosilalik 
funksiyalar uchungina isbotlanadi. 
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N avbatdagi o'ziga xoslik aniq integralning geometrik tadbiqlari
ga doirdir. Tekislikdagi egri chiziqning yoyi uzunligi formulasi keltirib 
chiqarilayotganda bu egri chiziq kompleks tekislikdagi egri chiziq 
deb hisoblandi. Natijada formulaning isboti nihoyatda soddalashdi. 

Taqribiy usullar bayon qilinayotganda, funksiya ekstremumini 
topishning amaliyotda ko'p qo'llaniladigan usuli ushbu darslikda 
birinchi marta asoslandi va yaqinlashish tezligi baholandi (8.2.1-
teorema). Bundan tashqari, tenglamalar yechishdagi Nyuton usuli 
(bu usul urinmalar usuli ham deb ataladi) yaqinlashish tezligining 
to'g'ri bahosi keltirildi. 

Funksional ketma-ketliklar va qatorlarni o'rganishda, matema
tik tahlil bo'yicha boshqa darsliklardan o'laroq, deltasimon ketma
ketliklar kiritilgan. U zluksiz funksiyalarni alge braik va trigonometrik 
polinomlar bilan tekis yaqinlashtirish haqidagi Veyershtrass teore
masi ushbu deltasimon ketma-ketliklar yordamida isbotlangan. 

Ayrim paragraflar, bandlar hamda alohida tasdiqlarning tartib 
raqamlariga yulduzcha qo'yilgan. Buning ma'nosi shundan iboratki, 
bu paragraf va bandlar, asosiy matndan unchalik qiyin bo'lmasada, 
matematik tahlil bo'yicha odatdagi dasturlarga kirmagan, lekin mate
matik tahlilni hamda uning tadbiqlarini kelgusidagi o'rganishlarda 
foydali bo'lgan materiallarga egadirlar. 

Nihoyat yana shuni qayd etamizki, darslikda qulaylik uchun is
botlar yakuni qora kvadrat • orqali belgilangan. 

Kitob Mirzo Ulug'bek nomli O'zbekiston Milliy universiteti va 
Lomonosov nomli Moskva davlat universitetining Toshkent filiali 
talabalariga mualliflar tomonidan o'qilgan ma'ruzalar asosida yozil
gan. 

Ushbu darslik universitetlarning "matematika", "amaliy mate
matika va informatika", "mexanika", "informatika va axborot tex
nologiyalari" yo'nalishlari bo'yicha hamda oliy matematika chuqur 
o'rganiladigan texnik oliy o'quv yurtlarida ta'lim oluvchi talabalar 
uchun mo'ljallangan. 



I Bob. Haqiqiy sonlar 

l\htematik tahlil shakllanishi davrida Ilnga differensial tenglama
lami tuzish va yechish Ilsullari deb qaral~all edi. Hozirgi kunda 
matell1atik tahlil degamla differcnsial va integral hisobi tushunilib, 
diffeff~lli:)ial teuglalllalar nazariyasi deganda esa, asosan lllatematik 
tahlillling usul va natijalariga asoslallgan, matell1atikaning alohida 
bo"limi tushuniladi. 

Zalllollaviy matelllatik tahlil asosida lirnitlar nazariyasi yotadi 
deb herh ikkilanmasdall aytish llmmkill. Keng ma"noda olib qara
ganda, aynan mana, shu holat matematik tahlilni matematikaning 
boshqa bo'lirnlaridan ajratib turadi. 

Ushbu kursning asosiy llla.qsadi - bir o'zgaruvchili funksiyalar 
uchun differmsial va integral hisobni bayon etish. Bir o"zgaruvchili 
funksiya deb bu kursda haqiqiy sonlar to'plarnini haqiqiy sonlar 
to'plall1iga akslalltirish tushuniladi. Shu sababli kurs haqiqiy sonlar 
to"plamini qurish bilan boshlanadi. 

§ 1.1. Butun sonlar 

1. Biz but un sonlar xossalarini o"quvchiga ma'lum deb hisoblay
miz. Odatda but un sonlar to'plall1i Z sirnvoli orqali belgilanadi. 

Har qanday ikki m va n butun sonlar urhun qO'shish rn + n va 
ko'paytirish mn amallari aniqlangan. Bu ikki ama.l komrnutativli/';, 
ya'ni 

m+n=n+m, mn = nTn (1.1.1) 

va assotsiativlik, ya 'ni 

k + (m + 71) = (k + m) + n, lr(rnn) = (km)n, (1.1.2) 
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xossalariga ega. 
Bundan tashqari, bu ikki amal distributivlik, ya'ni 

k(m+n)=km+kn (1.1.3) 

qonuni bilan bog'langan. 
Z to'plamida nolO va bir 1 sonlari alohida ajralib turadi. Ya'ni, 

har qanday m E Z uchun 

O+m= m, 1m=m (1.1.4) 

tengliklar 0' rinlidir. 
Butun sonlar to'plami musbat butun sonlardan, manfiy butun 

sonlardan va noldan iborat. Har qanday butun a soni uchun -a son 
qarama-qarshi son deyiladi va u quyidagi 

a+(-a)=O 

tenglikni qanoatlantiradi. Ko'paytirish amali qo'shish amalidan shu 
bilan farq qiladiki, butun sonlar to'plamida, qo'shishdan o'laroq, 
ko'paytirish am ali teskarilanuvchi emas. Boshqacha aytganda, biz 
har qanday butun a soni uchun unga teskari a-I element, yani a 

bilan ko'paytmasi 1 ga teng bo'lgan element mavjud deya olmaymiz. 
Musbat butun sonlar natural sonlar ham deb ataladi. Natural 

sonlar to'plami natural qator ham deyiladi va odatda N simvoli 
orqali belgilanadi. 

Butun m sonining natural n -darajasi induksiya orqali aniqlana-
di: 

I m =m, (1.1.5) 

Masalan, agar 2=1+1 deb aniqlasak, 

bo'ladi. 
Istalgan k butun son va ixtiyoriy natural m va n lar uchun 
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tenglikning bajarilishi ravshan. 
Bu tenglikning barcha manfiy bo'lmagan m va n larda o'rinli 

bo'lishi uchun k =F 0 bo'lganda 

kO = 1 

deb hisoblanadi. 
2. Biz ko'pincha sonlarning geometrik tasviridan foydalanamiz. 

Shu maqsadda biror to'g'ri chiziq olib, unda ixtiyoriy ravishda 0 
nuqtani belgilaylik. Bu 0 nuqta to'g'ri chiziqni ikkita nurga ajrata
di. Nurlardan birini musbat va ikkinchisini manfiy deb ataymiz. 
Odatda to'g'ri chiziq gorizontal ko'rinishda olinadi va o'ng tomon
ga ketgan nur musbat deb qaraladi. Albatta, matematik nuqtai 
nazardan bu tanlov majburiy emas. Musbat nurda 0 nuqtadan farq
Ii ixtiyoriy EI nuqtani belgilaymiz, so'ngra, OEI kesma davomida 
E2 nuqtani shunday tanlaymizki, bunda OEI va EIE2 kesmalar 
teng bo'lsin. Bujarayonni davom ettirsak, shunday El, E 2, ... , En, ... 
nuqtalarni olamizki, har bir En nuqta OEn- 1 kesma davomida yofa
di va quyidagi tengliklar o'rinli bo'ladi: 

E_n_tE_ n 

1-rasm 

n = 1, 2, 3, ... 

Xuddi shu usulda manfiy nurda OE_ I = OEl kesmani olamiz 
va E-2' E_ 3 , ... , E_ n , ... nuqtalarni shunday belgilaymizki, bunda 
E_ n nuqta OE_ I kesma davomida yotsin va quyidagi tengliklar 
bajarilsin: 

n=1,2,3 .... 

Bundan buyon biz istalgan n uchun En nuqtani butun n soniga, 
o nuqtani ('sa 0 ga, ya'ni nol soniga aynan teng deb hisoblaymiz. Bu 
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tasvirlashda musbat sonlar 0 nuqtadan o'ngda va manfiy sonlar esa, 
bu nuqtadan chapda joylashadi. Xususan, barcha natural sonlar 0 
nuqtadan o'ng tomonda yotadi. 

3. Har qanday musbat but un n soni noldan katta deb hisoblana
di va n > 0 deb yoziladi. Har qauday manfiy butun m soni ('sa 
noldan kichik deb hisoblalladi: m < O. 

Musbat sonlar va qo'shish amalidan foydalanib butun sonlarni 
taqqoslash mumkin. Chunonchi, agar biror h' natural (ya'ni butun 
musbat) son uchun n = m + k bo'lsa, biz m < n deymiz. Bu m < n 
tengsizlik n > m kO'rinishda ham yoziladi. 

Ushbu tengsizlik munosabati tranzitivlik xossasiga egadir, ya'ni 
agar m < 7! va 11 < k bo'lsa, m < k bo'ladi. 

Bundan tashqari, quyidagi ikki muhim xossalar ham o'rinli: 
1) agar m < n bo'lsa, ixtiyoriy k E Z uchun 

m+k<n+k 

bo'ladi: 
2) agar m < n va k > 0 bo'lsa, 

mk < nk 

bo'ladi. 
Qat'iy bo'lmagan m ~ n tengsizlik yoki m < n, yoki m = n 

ekanini anglatadi. 
Kiritilgan taqqoslash quyiclagi sodda geometrik ma'noga ega: 

agar m < n tengsizlik bajarilsa, m uuqta n nuqtadan chapda joy
lashgan bo'lacli. 

4. Butun sonlar to'plami Z ning biror E qismiy to'plami berilgan 
bo'lsin. Agar shunday butun m E E son topilsaki, ixtiyoriy nEE 
uchun 

m < n 

tengsizlik bajarilsa, m song a E to'plamning minimal elementi deyi
ladi. 
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Xuddi shu singari maksimal element tushunchasi ham kiritiladi. 
Ravshanki, Z to'plamning har qanday qismiy to'plami maksi

mal yoki minimal elementlarga ega bo'lavermaydi. Masalan, mus
bat butun sonlar to'plami maksimal elementga ega emas, manfiy 
butun sonlar to'plami esa minimal elementga ega emas. 

N natural sonlar to'plami butun sonlar to'plamining qismiy to'p
lami deb qaralganda, bu to'plamning eng muhim xossalaridan biri -
uning to'la tartiblanganligidir. Bu xossa shundan iboratki, N to'plam
ning ixtiyoriy qismiy to'plami eng kichik elementga egadir. O'ta 
muhim bo'lgan matematik induksiya usuli (prinsipi) aynan ana shu 
xossaning natijasidir. Biz bu usulning tadbiqini quyidagi sodda mi
sold a namoyish qilamiz. 

1.1.1 - misol. Ixtiyoriy n E N uchun 

nE N, (1.1.6) 

tengsizlik bajariladi. 
Isbot. (i) Shubhasiz, agar n = 1 bo'lsa, (1.1.6) tengsizlik o'rinli: 

(ii) Endi (1.1.6) tengsizlikni n = k da o'rinli deb faraz qilib, 
uning n = k + 1 da ha.m o'rinli ekanini kO'rsatamiz. Shunday qilib, 

bo'lsin. U holda, bu tengsizlikni qo'llab, 

2k+ 1 = 2k . 2 > k j 2 = I.: + k ?: k + 1 

ni hosil qilamiz, ya'ni (1.1.6) tengsizlik n = k + 1 cia ham o'rinli 
bo'lar ekan. 

(iii) Ma.tematik induksiya prinsipi (1.1.6) tC'ugsizlikni barcha 
natural n sonlari uchun o'rinli deb ta'kidlashimizga imkon bera
di. Haqiqatdan, agar bunday bo'lmasa, shuuday n soular topiladiki, 
ular uchun (1.1.6) tengsizlik bajarilmaydi. Biz bunday sonlar uchun, 
(i) ni hisobga olgall ravishda, n ?: 2 deyishimiz mumkin. Natural 
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sonlar to'plami to'la tartiblangan bo'lganligi sababli, bunday n son
lar ichida eng kichigi mavjud, biz uni (k + 1) deb belgilaymiz. Bun
dan chiqdi, (1.1.6) tengsizlik n = k da o'rinli bo'lib, n = k + 1 
da o'rinli emas ekan. Ammo bunday bo'lishi mum kin emas, chunki 
bu tasdiq (ii) ga ziddir. Demak, (1.1.6) tengsizlik barcha n larda 
bajarilar ekan. 

• 
5. Odatda butun sonlarni quyidagi: 

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 (1.1.7) 

raqamlardan foydalanib, o'nli sanoq sistemasida yoziladi, bunda 

2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1, 4 = 3 + 1, 5 = 4 + 1, 

6 = 5 + 1, 7 = 6 + 1, 8 = 7 + 1, 9 = 8 + 1. 

Bu holda sanoq sistemasining asosi qilib 

10 = 9 + 1 

soni olinadi. 
Har qanday musbat but un k sonni 

(1.1.8) 

ko'rinishda yagona usulda yozish mumkin, bunda har bir aj koef
fitsient (1.1.7) qiymatlardan birini qabul qiladi. 

Odatda (1.1.8) son simvolik ravishda 

(1.1.9) 

deb yoziladi, bunda ao - birlar soni, al - o'nlar soni, a2 - yuzlar soni 
va hakozo, deb ataladi. Ba'zan, k sonini musbat ekanligini ta'kidlash 
maqsadida, (1.1.9) oldiga « + » - plyus belgisi qo'yiladi: 

(1.1.10) 
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Manfiy m soni shu singari, Ie kin «-» minus ishora bilan yoziladi: 

(1.1.11) 

6. O'nli sanoq sistemasi o'rniga ixtiyoriy natural asosga ega 
bo'lgan sanoq sistemasini olish mumkin. Zamonaviy elektron hisob
lash mashinalarida (kompyuterlarda) ikkilik sanoq sistemasi qo'llani
ladi. Bunga sabab kompyuterlar tuzilishining texnologik xususiyat
laridir. 

Ikkilik sanoq sistemasida faqat ikki raqam: 0 va 1 ishlatiladi. 
Ushbu sistemaning asosi 1+1 soni bo'lib, quyidagi ko'rinishda yozi
ladi: 

10 = 1 + 1. (1.1.12) 

Demak, 

10lD = (1 + 1)(1 + 1) = 1 + 1 + 1 + 1 (1.1.13) 

bo'ladi. 
Bu (1.1.13) formula ikkilik sanoq sistemasida taniqli "ikki karra 

ikki to'rt "tengligini anglatadi. 
Ikkilik sanoq sistemasida ham har qanday natural k sonni (1.1.8) 

yoki (1.1.9) ko'rinishda yozish mumkin, bunda aj ikkita 0 yoki 1 
qiymatlarni qabul qiladi, 10 esa (1.1.12) tenglik orqali aniqlanadi. 
Misol tariqasida birinchi to'qqizta natural sonlarni yozilishini kelti
ramiz, bunda biz chap tomondagi sonni o'nli sanoq sistemasida va 
o'ng tomondagi sonni ikkilik sanoq sistemasida yozdik: 

1=1, 
2=10, 
3=11, 
4=100, 
5=101, 
6=110, 
7=111, 
8=1000, 
9=100.1. 
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Manfiy butun sonlar (1.1.11) ko'rinishda tasvirlanadi, bunda bJ 

ikkita 0 yoki 1 qiymatlarni qabul qiladi. 
Shunday qilib, « + » yoki « - » ishora bilan olingan, nol va 

birlarning ixtiyoriy chekli ketma-ketligi biror butun sonni ifodalaydi 
va aksincha, ixtiyoriy butun son, «+ ~ yoki «-» ishora bilan olingan 
nol va birlarning chekli ketma-ketligi orqali ifodalanadi. 

§ 1.2. Ratsional sonlar 

Yuqorida qayd qilinganidek, butun sonlar to'plamida ko'paytirish 
amali, qo'shish amalidan farqli o'laroq, teskarilanuvchi emas. Aynan 
mana shu hoI butun sonlar to'plamini ratsional sonlar to'plamigacha 
kengaytirish uchun bo'lgan sabablardan biridir. 

1. Butun sonning natural songa r!isbati ratsional son deyiladi. 
Ya'ni, agar p but un son bo'lib, q natural son bo'lsa, ratsional son 

deb!!. ko'rinishdagi ifodaga aytiladi. Odatda !!. ratsional sonni kasr 
q q 

ham deb atashadi, bunda p sur at va q maxraj deyiladi. Albatta, agar 

pn = mq bo'lsa, !!. va m kasrlar o'zaro teng bo'ladi. Shuning uchun, 
q n 

qat'iy qilib aytganda, har qanday ratsional son - bu teng kuchli 
kasrlar sinfidir, ya'ni har qanday ratsional son yuqoridagi ma'noda 
o'zaro teng bo'lgan barcha kasrlar sinfidan iboratdir. Lekin, shunga 
qaramasdan, biz musbat ratsional r son uchun 

deb yozamiz va o'ng tomonda mos tellg k1lchli kasrlar sinfilling biror 
vakili turibdi deb hisoblaymiz. Demak, b11 kdishllvimizga ko'ra. rat
sional SOIl shunday kasrki. uning surati musbat yo manfiy but1l11 
sondan yoki noldan iborat bo'lib, maxraji esa cloim mnsbat butun 
sondir. 

Agar surat musbat bo'lsa, ratsional sonni musbat deymiz ya 
aksincha, surat manfiy bo'lsa, ratsional sonni manfiy deymiz. 
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Shunday qilib, ratsional sonlar to'plami lllusbat ratsional sonlar, 
lllanfiy ratsional sonlar va noldan iborat ekan. Odatda ratsional 
sonlar to'plami Q simvoli orqali belgilanadi. 

Har qanday ratsional sonni kasr oldiga « + » yaki « - » ishora 
qo'yib, surati manfiy bo'lmagan butun son va maxraji esa natu
ral bo'lgan arifllletik kasr orqali ifoda qilish lllumkin. Butun sanni 
ham maxraji birga teng bo'lgan kasr ko'rinishclagi ratsional son deb 
qarasa bo'ladi. 

2. Ratsional sonlar to'plami Q da tahiiy ravishda qo'shish va 
ko'paytirish amallari kiritiladi. 

Ikki ratsional E va m sonlarning yig'indisi deb quyiclagi rat-
q n 

sional songa aytiladi: 

p m pn+qm 
-+-= . 
q n qn 

(1.2.1) 

Ratsional E va m sonlarning ko 'paytmasi deb quyidagi ratsional 
q n 

songa aytiladi: 
p Tn 

q n 

pm 

qn 
(1.2.2) 

Ratsional sonlarni qo'shish va kO'paytirish amallari l~ommutativ: 

r + s = s + r, r . s = s . r 

va assotsiativ: 

r + (s + t) = (1' + s) + t, r . (s . t) = (r . s) , t 

bo'lib, ular birgalikda esa distributivlik xossasiga: 

r(s+t)=rs+rt, 

ega ekanligini ko'rsatish qiyin emas. 
o b' 1 Ratsional sonlar to'plamida nolO 1 va zr 1 = '1 alohida 

o'rin tutadi. Chunonchi, ixtiyoriy ratsional r soni uchun 

r + 0 = r, r· 1 = r 



20 Haqiqiy sonlar I Bob 

teriglikiar baj ariladi. 
Kiritilgan qo'shish va ko'paytirish amallari uchun ularga teskari 

bo'igan ayirish va bo'lish amallarini aniqIash mumkin. 
Ikki ratsional r va s soniar ayirr,wsi deb 

r=s+t 

tenglik o'rinii bo'igan ratsional t songa aytiladi va t = r - s deb 
yoziladi. 

Agar s f=. 0 bo'Isa, ikki ratsional r va s sonlarning bo'linmasi 
(nisbati) deb 

r = s· t 
r 

tenglik o'rinli bo'lgan t ratsional songa aytiladi va t = - deb yozila-
s 

di. Shuni qayd etamizki, oxirgi tenglikdagi kasr, umuman aytganda, 
qat'iy ma'noda arifmetik kasr emas, chunki uning surati va maxraji 
butun sonlar bo'lmay qo'lishi ham mimkin. 

Har qanday ratsional l' soni uchun unga qarama-qarshi bo'lgan 
shunday (-r) son mavjudki, u 

r+(-r)=O 

tenglikni qanoatlantiradi. Xuddi shu singari, har qanday ratsional 
r f=. 0 soni uchun unga teskari bo'lgan shunday ,,.-1 son mavjudki, 

u 

tenglikni qanoatlantiradi. 
Shuni aytish kerakki, nol teskari ekmentga ega emas. ya'ni nolga 

bo'lish amali aniqlanmagan. 

3. Har qanday ikki ratsional sonni taqqoslash mumkin. Boshqacha 
aytganda, Q to'plamda tengsizlik munosabtini kiritish mumkin. Bu
ning uchun biz Q to'plamda manfiy va musbat elementlar mavjudligi
dan foydalanamiz, zero aynan shular orqaIi ratsional soniar tar
tiblanadi. 
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A vval nol bilan taqqoslashni kiritaylik. Agar ratsional l' son 
musbat bo'lsa, uni noldan katta deymiz (1' > 0) , ratsional l' son 
manfiy bo'lganda esa, uni noldan kichik deymiz (1' < 0). 

Endi yuqoridagi aksiomalardan foydalanib, umumiy holda teng
sizlik munosabatini kiritishimiz mumkin. 

Ta'rif. Agar ikki ratsional son uchun s - l' > 0 tengsizlik 0 'rinli 
bo'lsa, l' ratsional son s ratsional son dan kichik deyiladi: 

l' < s s - l' > o. 

Bu l' < s tengsizlik s > l' ko'rinishda ham yoziladi. 
Kiritilgan tengsizlik munosabati tranzitivlik, ya'ni: «agar l' < s 

va s < t bo'lsa, l' < t bo'ladi», xossasiga ega ekanligini ko'rsatish 
qiyin emas. 

Bundan tashqari, quyidagi ikki muhim xossalar ham o'rinlidir: 
1) agar l' < s bo'lsa, ixtiyoriy ratsional t uchun l' + t < s + t 

tengsizlik bajariladi; 
2) agar l' < s va t > 0 bo~lsa, rt < st tengsizlik bajariladi. 
Bunday aniqlangan taqqoslash qoidasiga muvofiq istalgan ikki 

l' va s ratsional sonlar uchun quyidagi uch: 

l' < s, l' = s, l' > s 

munosabatlardan bittasi va faqat bittasi o'rinli bo'lishini qayd etamiz. 
Shuni hisobga olgan holda, "ratsional sonlar to'plami chiziqli 

tartiblangan" deyishadi. 

4. Ratsional sonlarning ushbu paragrafda sanab o'tilgan xos
salari asosiy hisoblanib, ular yordamida bir qator yangi xossalarni 
keltirib chiqarish mumkin. Qizig'i shundaki, bunda ratsional son
larning qanday aniqlanganligi umuman ahamiyatga ega emas, muhi
mi ular uchun yuqoridagi xossalarning o'rinli ekanligidir. Boshqacha 
aytganda, biz bunday xossalarga ega bo'lgan ixtiyoriy tabiatda
gi ob'yektlarni olib, faqat keltirilgan xossalarga asoslangan holda 
mazmunli tasdiqlarni keltirib chiqarishimiz mumkin. Albatta, bun
da olingan yangi tasdiqlar ratsional sonlar uchun ham o'rinli bo'ladi. 
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§ 1.3. Cheksiz o'nli kasrlar 

1. Afsuski, ko'pgina masalalarni yechish uchun ratsional son
larning o'zi yetarli emas. Masalan, Yllzasi .50 kV.lll. ga teng bo'lgan 
kvaoratning tomonini topaylik. Ravshanki. bunday kvadratning to
moni 5V2 m ga teng bo'lishi kerak edi. Ammo bu son ratsional 
emas, chunki V2 ning ratsional Plllasligini oson ko'rsatish lllumkin. 
Agar biz ratsional sonlar mayclolli hilan cheklansak. bll ifocla ni
mani anglatishini Ullluman tllshuntira oimaymiz. ilu kamchilikni 
qisqa qilib quyidagkha aytish mumkin: ratsional sonIaI' to'plami 
to'la emas. 

Shuning uchun ratsional sonlar to'plamini biror usul yordami
da shunday to'ldirish zarurki. bunda, birinchidan. yangi eleuwntiar 
xuddi ratsional soular xossalariga ega bo'lsin va ikkinchidan, ular 
ratsional sonlar bilan birgalikda to'la to'plamni tashkil qilsin. Rat
sional soular to'plalllini to'idirishning eng oson yo'li cheksiz o'nii 
kasrlardan foydalanishdir. 

Har qanday ratsional sonni clavriy cheksiz o'nli kasr kO'rinishda 
yozish mumkin. Bunday kasrni olish uchun, masalan. burchak usuli 
bilan bo'lish algoritmidan foydalanish kifoya. 

1.3.1 - misol. 
1 
"3 = 0,3333 ... 

Endi, aytayIik, r = !!. ixtiyoriy musbat ratsional son bo'isin. U 
q 

holda burchak usulida bo'lish vaqtida, qoldiq har bir qadamda q 
dan kichik bo'lishi kerak. Natijada, biror qadamdan keyin qoldiqlar 
qaytarilib kela boshiaycli. Bundan chiqdi, ratsional sonning cheksiz 
o'nli kasr ko'rinishida ham raqamlarning biror guruhi qaytarilih kela 
boshiaydi. 

Shuni qayd etish kerakki, ratsional sonni bunday llsulda cheksiz 
davriy o'nli kasr ko'rinishida yozishda 9 raqami bu cheksiz o'nii 
kasrning davri bo'la olmaydi. MasaIan, burchak usulida bo'lishda 
0,499999 ... cheksiz o'nli kasr hosil bo'lma.y, uning o'rniga 0 raqami 
davri bo'igan 0,500000 ... cheksiz o'nli kasr hosil bo'ladi. 
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Bu tasdiqqa teskari tasdiq ham o'rinli. Chunonchi, 9 raqami 
davri bo'lmagan har qanday cheksiz davriy o'nli kasrga biror rat
sional sonni mos qo'yish mumkin. Buning uchun navbatdagi misolda 
qo'llanilgan algoritmdan foydalansa bo'ladi. Aytaylik, 

a = 1,518181818 ... 

bo'lsin. 
U hoida 

lOa 15, 18181818 ... 

va 
1000a = 1518,18181818 ... 

deb, quyidagi tenglikka ega bo'lamiz: 

990a = 1000a - lOa = 1503. 

Ushbu algoritm qaralayotgan cheksiz davriy o'nii kasrga r = 
1503 167 . l' , ad' R . 1 1 -- - - ratslOna sonm mos qo y 1. atslOna son ar bilan 
990 110 

davri 9 raqamiga teng bo'imagan cheksiz davriy o'nli kasrlar orasida 
o'rnatilgan bunday moslikning teskarisi ham o'rinli ekanini ko'rsatish 
qiyin emas. 

Agarda barcha cheksiz davriy o'nli kasrlarni oisak, u holda yuqori
dagi algoritm ularning har biriga biror ratsional sonni mos qo'yadi, 
Ie kin bunda ikki o'nli kasrga bitta ratsional son mos kelishi mumkin, 
masalan, 

1 "2 = 0,50000 ... = 0,499999 ... 

Bunday aniqmaslik faqat 0 yoki 9 soniari davriy qatnashgan
dagina sodir bo'ladi. Bu aniqmaslikni yo'qotish maqsadida, bundan 
buyon shun day kasrlarni teng deb hisoblaymiz. 

Ratsional soniar tOr'plamiga davriy bo'lmagan cheksiz o'nli kasr
Iarni qo'shish yordamida yuqorida qayd etilgan to'ldirishga erishi
Iadi. 

Ta'rif. Ushbu 
(1.3.1) 
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ko'rinishdagi ifodaga m1Lsbat cheksiz 0 'nli kasr deyiladi, bunda aa -
(butun cJsm deb ataymiz) manfiy bo'lmagan butun son bo'lib, har 
bir j ~ 1 larda aj (o'nli belgi deb ataymiz) sonlar 0, 1, 2, 3, 4, 5, 
6,7,8,9 qiymatlardan birini qabul qiladi. Bundan tashqari, (1.3.1) 
da ak(k ~ 0) lardan kamida bittasi noldan farqlidir. 

Ta'rif. Agar 
( 1.3.2) 

tenglikda minus « - » ishoraning o'ngida musbat cheksiz o'nli kasr 
turgan bo'lsa, bu (1.3.2) ifodaga manfiy cheksiz o'nli kasr deyiladi. 
Bu song a mos musbat cheksiz o'nli kasr 

(1.3.3) 

manfiy (1.3.2) kasrning absolyut qiymati deb ata.ladi. Bu holda 

iyi == b 

deb yoziladi. 
Quyidagi ifodaga 

0= 0,00 ... 0 ... (1.3.4) 

nollik cheksiz o'nli kasr, yoki oddiygina nol deyiladi. 
Musbat cheksiz o'nli kasrning absolyut qiymati deb shu kasr

ning o'ziga· aytiladi, nolning absolyut qiymati esa nolga teng deb 
hisoblanadi. 

2. Ikki cheksiz o'nli kasr uchun tenglik tushunchasini kiritamiz. 
Ta'rif. Agar 

va 
b = ba, b1b2 ••• bn ... 

cheksiz 0 'nli kasrlar 1Lchun 

tengliklar bajarilsa, bu kasrlarni teng deymiz. 

(1.3.5) 

(1.3.6) 

(1.3.7) 
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Bundan tashqari, 0 yoki 9 davriy qatnashgan kasrlar uchun 
quyidagi qO'shimcha tenglik munosabatini kiritamiz. 

Ta'rif. Agar 9 davriy qatnashgan quyidagi 

davriy kasrda ak # 9 bo'lib, 0 davriy qatnashgan 

davriy kasrda a~ = ak + 1 bo'lsa, bu davriy kasrlarni ham teng deb 
hisoblaymiz. 

va 

3. Ikki cheksiz o'nli kasr uchun taqqoslash qoidasini kiritamiz. 
Ta'rif. Ikki musbat, 0 'zaro teng bo'lm.agan, 

b = bo, b1b2 ... bn ... 

cheksiz 0 'nli kasr berilgan bo'lsin. Agar 

ao > bo 

bo'lsa, yoki shunday n no mer topilsaki, 

ao = bo, 

bo'lib, 

an> bn 

bo'lsa, a ni b dan katta deymiz va a > b deb yozamiz. 
Bu ta'rifning 0 yoki 9 davrga ega bo'lgan davriy kasrlar uchun 

ham muvofiqlashganligini navbatdagi tasdiq ko'rsatadi. 
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1.3.1 * - tasdiq. Mos ravishda 9 va 0 davriy qatnashgan ikki 
o 'zaro teng cheksiz 0 'nli davriy kasrlar berilgan bo'lsin, ya 'ni 

bunda ak i- 9 va 

bunda a~ = ak + 1. U holda quyidagi 

a < c < a' 

qo'shaloq tengsizlikni qanoatlantiruvchi c son mavjud emas. 
Isbot. Faraz qilamiz, shunday c son mavjud bo'lib, u 

ko'rinishga ega bo'lsin. 
Ta'rifga ko'ra, a < c tengsizlik shunday n nomer mavjudligini 

anglatadiki, u uchun 

lekin 

bo'ladi. 
Ta'kidlash lozimki, n butun son isbot qilinayotgan tasdiq shar

tidagi k butun sondan kichik bo'la olmaydi. Haqiqatan, agar n < k 
tengsizlik o'rinli bo'lganda edi, a va a' sonlarining verguldan keyingi 
birinchi (n - 1) o'nli belgila~~ teng bo'lgani uchun, biz nafaqat a < c 
tengsizlikka, balki a' < c tepgsizlikka ham ega bo'lar edik. 

Lekin n butun son k biltun sondan katta ham bo'la olmaydi, 
chunki a sonning k nomeridan boshlab, barcha o'nli belgilari 9 ga 
teng bo'lib, Cn sonlar , ravshanki, 9 dan katta bo'la olmaydi. 

Shunday qilib, yuqoridagi n son tasdiq shartidagi k songa teng 
bo'lishi kerak ekan. Xuddi shu singari, C sonining o'nli belgilari ichi
da a' sonining ularga mos o'nli belgilaridan kichik bo'lgan birinchi 
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belgisining nomeri ham k ga teng ekanligi ko'rsatiladi. Isbotlanay
otgan tasdiqning shartiga ko'ra a~ = ak + 1 ekanligini eslasak, 

qo'shaloq tengsizlikka ega bo'lamiz. 
Ammo, ravshanki, bu qo'shaloq tengsizlik hech qanday but un 

ak va Ck sonlar uchun o'rinli bo'la olmaydi. Hosil bo'lgan qarama -
qarshilik 1.3.1* - tasdiqning haq ekanligini isbotlaydi. 

• 
Ta'rif. Har qanday musbat cheksiz o'nli kasr ixtiyoriy manfiy 

cheksiz 0 'nli kasrdan katta hisoblanadi. 
Ta'rif. Agar Ibl > lal bo'lsa, a manfiy cheksiz o'nli kasrni b 

manfiy cheksiz 0 'nli kasrdan katta deymiz. 
Ta'rif. 0 sonini har qanday manfiy cheksiz 0 'nli kasrdan katta 

va har qanday musbat cheksiz 0 'nli kasrdan kichik deb hisoblaymiz. 
Shunday qilib, ixtiyoriy ikki cheksiz o'nli kasrni o'zaro taqqoslash 

mumkin ekan, ya'ni ikki cheksiz o'nli kasrlar yoki o'zaro teng, yoki 
ulardan biri ikkinchisidan katta bo'ladi. 

Odatdagidek, agar b > a bo'lsa, a ni b dan kichik deymiz va 
a < b deb yozamiz. Qat'iy bo'lmagan tengsizliklar a ::; b va a 2: b 
odatdagidek kiritiladi, ya'ni 

(a::; b) (a < b) V (a = b). 

Eslatma. Yuqorida kiritilgan ikki cheksiz o'nli kasrni taqqoslash 
qoidasidan tengsizlik munosabatining tranzitivligi to'g'ridan - to'g'ri 
kelib chiqadi: 

(a < 5) 1\ (b < c) :::} (a < c), 

ya'ni a < b va b < c tengsizliklardan a < c tengsizlik kelib chiqadi. 

4. Yuqoridagi tushunchalarning tadbig'i sifatida absolyut qiy
matning xossalaridan birini isbotlaymiz. 
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1.3.2 - tasdiq. Quyidagi ikki tengsizliklar teng kuchlidir: 

Ixl < a, (1.3.8) 

-a < x < a. (1.3.9) 

Isbot. Avvalo, har ikkala (1.3.8) va (1.3.9) tengsizliklarda a 

cheksiz o'nli kasrning musbat bo'lishini ta'kidlaymiz, chunki aks 
holda, ikkala tengsizlik ham hech qanday x uchun o'rinli bo'lmas 
edi. Shu sababli, bundan buyon a > 0 deb hisoblaymiz. 

1) Dastavval (1.3.8) dan (1.3.9) kelib chiqishini isbotlaymiz. De
mak, (1.3.8) tengsizlik bajarilsin deb faraz qilaylik. Agar x ~ 0 
bo'lsa, bu tengsizlik 

x<a 

ko'rinishga keladi va shuning uchun x cheksiz o'nfi kasr (1.3.9) 
qo'shaloq tengsizlikni ham qanoatlantiradi. 

Agarda x < 0 bo'lsa, (1.3.8) tengsizlikni unga teng kuchli Ixl < 
I - al ko'rinishda yozib olamiz, qaysiki, manfiy x va (-a) cheksiz 
o'nli kasrlarni taqqoslash qoidasiga binoan x > -a tengsizlik bajar
ilishini anglatadi, ya'ni bu holda ham x (1.3.9) qo'shaloq tengsizlikni 
qanoatlantirar ekan. 

2) Xuddi yuqoridagidek (1.3.9) dan (1.3.8) ning kelib chiqishi 
isbotlanadi. 

• 
§ 1.4. Haqiqiy sonlar 

1. 

Ta'rif. Haqiqiy son deb cheksiz o'nli kasrga aytamiz. 
Haqiqiy sonlar to'plami R simvoli orqali belgilanib, u sonlar o'qi 

ham deb ataladi. x E R yozuv x haqiqiy son (yoki qisqaroq qilib, 
son) ekanligini anglatadi. 
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Ravshanki, ratsional sonlar haqiqiy sonlarning barcha davriy 
cheksiz o'nli kasrlardan iborat qismiy to'plamini tashkil qiladi, ya'ni 
QCR. 

Ratsional bo'lmagan haqiqiy sonlarga irratsional sonlar deyila-
di. 

Bizning galdagi vazifamiz haqiqiy sonlar uchun arifmetik amal
larni, ya'ni qo'shish va ko'paytirishni kiritishdir. Biz bu vazifani 
keyingi paragrafda am alga oshiramiz. Ushbu paragrafda esa, haqiqiy 
sonlarning yuqorida o'rnatilgan tengsizlik munosabatlari bilan bog'liq 
bo'lgan asosiy xossalarini o'rganamiz. 

Sonlar o'qining quyidagi qismiy to'plamlarini kiritaylik: 
ochiq interval yoki qisqaroq, interval deb 

(a,b) = {x E R: a < x < b} 

to'plamga; 
yopiq interval yoki kesma (yoki ba'zan segment) deb 

[a,b] = {x E R: 

to'plamga; 
yarim interval deb 

[a,b)={xER: 

yoki 
(a,b]={xER: 

to'plamlarga aytamiz. 

(1.4.1) 

(1.4.2) 

(1.4.3) 

(1.4.4) 

2. Ushbu bandda biz Q ratsional sonlar to'plami R haqiqiy son
lar to'plamida zich ekanligini ko'rsatamiz. 

Ta'rif. Haqiqiy sonlar to'plami R ning biror qismiy to'plami E 
berilgan bo'lsin. Agar E ning R dan olingan ixtiyoriy interval bilan 
kesishmasi bo'sh bo'lmasa, E to 'plam R da zich deyiladi. 

1.4.1 * - tasdiq. Q ratsional sonlar to'plami R haqiqiy sonlar 
to 'plamida zichdir. 
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Isbot. R sOlllar o'qidan olingan ixtiyoriy (a, b) intprvall)('ril?;an 
bo'lsin. Bu intprvalda kamida bitta c ratsional son borligini isbot
laymiz. 

Agar n va b sonlar ratsional bo'lsa, masa.la hal; (" sifa tid a ularnillg 
o'rta arifllletik qi~'lllatini olallliz: 

va 

a+b 
c--- 2 . 

Shu sababli, faraz qilaylik. 

bo'lib, ulardan kamida bittasi irratsional son ho'lsin. Agar, lllisol 
uchun b irratsional bo'lsa, 11 hold a a soui urhun 9 sOlli davriy qat
nashmagau cheksiz o'nli kasr kO'riuishidagi ifodasini talllaYllliz. 

Intervalning ta'rifiga ko'ra a < b. Dplllak. shunday lllanfiy b(1'I
lllagan butun k son topiladiki, 11 uchun 

bo'lib, 

bo'ladi. 
Endi agar c sifatida quyidagi 

davriy cheksiz o'nli kasrni olsak, ravshanki. a S c < b bo'ladi, va (J 

soni davri 9 dan iborat cheksiz davriy kasr bo'lmagani tufayli a # c. 
Bundan chiqdi, a < c < b. 

• 
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Navbatdagi tasdiq ixtiyoriy haqiqiy sonni ratsional sonlar bi
Ian yaqinlashtirish mumkinligini ko'rsatadi. Ratsional sonlar uchun 
arifmetik amallar aniqlanganini eslatib o'tamiz. 

1.4.2* - tasdiq. Ixtiyoriy haqiqiy c soni berilgan bo'lsin. U holda 
istalgan E > 0 ratsional soni olinganda ham shunday ikki a va j3 
ratsional sonlari topiladiki, ular uchun 

a<c<j3 

va 

j3-a<E 

tengsizliklar bajariladi. 
Isbot. Agar c ratsional son bo'lsa, 

E 
a=c--, 

4 

E 
j3=c+-

4 

deb olishning o'zi yetarli. 
Endi c irratsional son bo'lsin. Aniqlik uchun, bu son 

ko'rinishdagi davriy bo'lmagan cheksiz o'nli kasr bo'lsin. 
Biz n nomerni quyidagi shartdan tanlab olamiz: 

1 
n > -. 

E 

U holda, ravshanki, (1.1.6) ga ko'ra, 

va shuning uchun, 
lO-n < E. 

Endi 
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va 

desak, ravshanki, 
13 - a lO-n < E 

bo'ladi. 

• 
Eslatma. 1.4.2* - tasdiq ixtiyoriy c E R uchun shu sonni o'z 

ichiga oluvchi ratsional chegarali hamda istalgancha kichik uzunlik
ka ega bo'lgan (a, (3) intervalning topilishini anglatadi. Ravshanki, 
bunda a va 13 sonlari mas ravishda chapdan va o'ngdan c soniga 
ratsional sonlar bilan yaqinlashishni beradi. 

3. Yuqorida o'rnatilgan haqiqiy sonlarni taqqoslash qoidasi yuqori
dan yoki quyidan chegaralangan to'plam tushunchalarini kiritish 
imkonini beradi. 

Faraz qilaylik, E haqiqiy sonlar to'plami R ning ixtiyoriy qismiy 
to'plami bo'lsin. 

Ta'rif. Agar shunday M soni topilsaki, ixtiyoriy x E E uchun 

x<M 

tengsizlik bajarilsa, E C R to'plamni yuqoridan chegaralangan 
deymiz. 

Bunda M soni E to'plamning yuqori chegarasi deyiladi. 
Ta'rif. Agar shunday m soni topilsaki, ixtiyoriy x E E uchun 

x> m 

tengsizlik bajarilsa, E C R to'plamni quyidan chegaralangan 
deymiz. 

Bunda m soni E to'plamning quyi chegarasi deyiladi. 
Ta'rif. Agar to 'plam yuqoridan ham quyidan ham chegaralan

gan bo'lsa, u chegaralangan deyiladi. 
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Shubhasiz, agar biror to'plam yuqoridan chegaralangan bo'lib, 
M uning yuqori chegarasi bo'lsa, M dan katta ixtiyoriy son ham shu 
to'plamning yuqori chegaraqi bo'ladi. Boshqacha aytganda, yuqori
dan chegaralangan to'plam cheksiz ko'p yuqori chegaralarga ega. 
Shu chegaralar ichida ularning eng kichigi ayniqsa muhimdir. 

Ta'rif. Yuqoridan chegaralangan to'plamning aniq yuqori che
garasi deb yuqori chegaralarning eng kichigiga aytiladi. 

Boshqacha aytganda, M soni E to'plamning aniq yuqori chegarasi 
bo'lishi uchun \l quyidagi ikki shartlarni qanoatlantirishi kerak: 

(i) ixtiyoriy x E E uchun 

x< M 

tengsizlik o'rinli; 
(ii) ixtiyoriy M' < M uchun shunday x' E E topiladiki, u uchun 

x'> M' 

tengsizlik o'rinli. 
Bunda (i) - shart M son E to'plamning yuqori chegarasi ekanlig

ini, (ii) - shart esa, ixtiyoriy kichikroq M' son yuqori chegara bo'la 
olmasligini, ya'ni M eng kichik yuqori chegara ekanligini anglatadi. 

E to'plamning aniq yuqori chegarasi sup E simvoli orqali belgi
lanadi. 

Quyidan chegaralangan E to'plamning aniq quyi chegarasi bu 
to'plam quyi chegaralarining eng kattasi sifatida aniqlanib, inf E 
simvoli orqali belgilanadi. 

Agar E to'plamining aniq yuqori chegarasi fv! shu to'plamning 
elementi bo'lsa (M E E), M shu to'plamning maksimal plementi 
yoki sodda qilib maksimumi deb ataladi. Xuddi shu kabi, minimal 
element yoki minimum aniqlanadi. 

Ratsional sonlar sinfi ko'pgina masalalarni yechishga yetarli emas
liligi to'g'risida yuqorida aytilgan edi. Misol sifatida quidagi 

E={xEQ: 

chegaralangan to'plamning ratsional sonlar sinfida aniq yuqori chega
raga ega emasligini qayd etamiz. 
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Haqiqatan, bu to'plamning aniq yuqori chegarasi sifatida V2 
sonni olish mumkin edi, ammo bu son ratsiunal emas, shuning uchun 
ratsional sonlar sinfida u «mavjud emas». Bunga sabab ratsional 
sonlar to'plamining to'la emasligidir. Aksincha, haqiqiy sonlar to'pla
mining eng muhim xossasi uning to'laligi hisoblanadi. 

Bu xossadan, xususan, ixtiyoriy musbat a haqiqiy soni uchun 
arifmetik kvadrat ildizning, ya'ni (Va)2 = a tenglikni qanoatlanti
ruvchi Va musbat haqiqiy sonning, mavjudligi kelib chiqadi, (quyi
da keladigan 3-bobning 3.6-paragrafiga qarang). 

Navbatdagi teorema haqiqiy sonlar to'plamini to'laligi tushun
chasining ma'nosini oydinlashtiradi. 

1.4.1 - teorema (to'lalik haqidagi asosiy teorema). Haqiqiy 
sonlarning har qanday bo'sh bo'lmagan yuqoridan chegaralangan 
to 'plami aniq yuqori chegaraga egadir. 

Isbot. Faraz qilaylik, E haqiqiy sonlarning aqalli bitta element
ga ega bo'lgan yuqoridan chegaralangan to'plami bo'lsin. 

1) A vval E to'plam elementlari orasida kamida bitta manfiy 
bo'lmagan son bor holni qaraymiz. Albatta, bu hold a aniq yuqori 
chegara ham manfiy bo'lmaydi. E to'plamning yuqori chegaralari
dan biri M bo'lsin deylik, yani istalgan x E E uchun 

x < M 

bo'lsin. 
E to'plamdagi istalgan manfiy bo'lmagan sonni 

( 1.4.6) 

ko'rinishda belgilab olamiz. Ma'lumki, biz ao ni butun qism va j ~ 1 
bo'lganda aJ sonlarni o'nli belgilar deb atagan edik. 

Shubhasiz, barcha (1.4.6) ko'rinishdagi sonlarning butun qism
lari M dan katta emas, shuning uchun, but un qismlar ichida eng 
kattasi mavjud. Ana shu butun qismni bo orqali belgilaymiz. Bu bo 
sonning ham manfiy emasligi aniq. 

Biz E to'plamning (1.4.6) ko'rinishdagi sonlari ichida faqat bu
tun qismi bo ga teng bo'lganlarinigina qaraymiz. Bu sonlar ichida 
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verguldan keyingi birinchi o'nli belgisi, ya'ni al eng katta bo'lgan 
son mavjud. Ana shu eng katta o'nli belgini bl orqali belgilaymiz. 
Ravshanki, bl (1.1.7) qiymatlardan birini qabul qiladi. 

Endi E to'plamning (1.4.6) ko'rinishdagi sonlari ichida fa.qat bu
tun qismi bo ga va birinchi o'nli belgisi bl ga tenglarinigina qaraymiz. 
Bu sonlar ichida verguldan keyingi ikkinchi o'nli belgisi, ya'ni a2 eng 
katta bo'lgan son topiladi. Ana shu eng katta o'nli belgini b2 orqali 
belgilaymiz. 

Mana shu jarayonni davom ettirib, biz quyidagi cheksiz o'nli 
kasrni olamiz: 

(1.4.7) 

Aynan mana shu son E to'plamning aniq yuqori chegarasi bo'lishi 
aniq. Haqiqatan, bu sonning tanlanishiga ko'ra, istalgan a E E 
uchun 

a<b (1.4.8) 

bo'ladi, ya'ni b son E to'plamning yuqori chegarasidir. Yana b son
ning tanlanishiga asosan, agar biz (1.4.7) dagi o'nli belgilardan biror
tasini kichiklashtirsak, (1.4.8) tengsizlik barcha a E E lar uchun 
o'rinli bo'lmay qoladi. Bundan chiqdi, b aniq yuqori chegara ekan. 

2) Endi E to'plamning barcha elementlari manfiy sonlar bo'lsin. 
Ushbu holda manfiy 

sonlar o'rniga ularning absolyut qiymatlarini, ya'ni 

sonlarni qaraymiz. 
So'ngra, E dagi sonlarning absolyut qiymatlaridan tuzilgan to'p

lamning (1.4.7) ko'rinishdagi aniq quyi chegarasini, ya'ni b cheksiz 
o'nli kasrni quramiz. Chunonchi, har bir qadamda ak o'nli belgining 
eng kichik qiymatini olamiz va uni bk deb belgilaymiz. Shundan 
so'ng, (- b) son E to'plamning aniq yuqori chegarasi ekanligi oson 
tekshiriladi. 

• 
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4. E to'plam yuqoridan chegaralangan bo'lmagan hollarda ham 
aniq yuqori chegara simvoli sup E ishlatiladi va bunda 

supE = +00 (1.4.9) 

deb hisoblanadi, bu yerda 00 - cheksizlik belgisi. 
Shunga o'xshash, to'plam quyidan chegaralanmagan holda 

inf E = -00 (1.4.10) 

deb yozishadi. 
Yuqoridan chegaralanmagan to'plamlarga eng muhim misollar 

sifatida quyidagi tengliklar bilan aniqlangan 

(a, +OO)={XER: x>a} (1.4.11) 

ochiq yarim to'g'ri chiziqni va 

[a, +00) = {x E R: x 2 a} (1.4.12) 

yopiq yarim to'g'ri chiziqni olish mumkin. 
Quyidan chegaralanmagan to'plamlarga esa misollar sifatida quyida

gi ochiq yarim to'g'ri chiziqni: 

(-00, b)={XER: x < b} (1.4.13) 

va 
(-00, b]={XER: x~b} (1.4.14) 

tenglik bilan aniqlangan yopiq yarim to'g'ri chiziqni olish mumkin. 
Haqiqiy sonlar to'plami R ni ba'zan cheksizlik simvoli orqali 

ham belgilashadi: 
R=(-oo, +00). 
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§ 1.5. Haqiqiy sonlar ustida arifmetik amallar 

1. Ushbu paragrafda biz haqiqiy sonlar ustida arifmetik am al
larni aniqlaymiz. Bunda quyidagi oddiy kuzatish asos qilib olinadi: 
agar biz a va b haqiqiy sonlarni ratsional 0' va /3 sonlar bilan mos 
ravishda yaqinlashtirsak, 0' + /3 va 0'/3 ratsional sonlar ham mos 
ravishda a + b yig'indiga va ab ko'paytmaga yaqinlashishi kerak. 

Istalgan haqiqiy sonni ratsional sonlar bilan ixtiyoriy aniqlikda 
yaqinlashtirish mumkinligi 1.4.2* - tasdiqda o'rnatilganligini eslatib 
o'tamiz. 

Yozuvni soddalashtirish maqsadida quyidagi belgilashni kirita
miz. Ixtiyoriy a haqiqiy son uchun R(a) simvoli orqali a dan kichik 
bo'lmagan ratsional sonlar to'plamini belgilaymiz: 

R(a) = {x E Q : x ~ a} = Q n [a, +00). (1.5.1) 

Bu to'plam quyidagi o'z-o'zidan ko'rinib turgan xossaga ega. 
1.5.1 * - tasdiq. Istalgan a E R uchun 

inf R(a) = a (1.5.2) 

tenglik 0 'rinli. 
Ishot. Bevosita R(a) to'plamning ta'rifidan a son quyi chegara 

ekanligi ko'rinib turibdi. Shuning uchun biz ana shu son quyi chegara
larning eng kattasi, ya'ni aniq quyi chegara ekanligini ko'rsatishimiz 
kifoya. 

Buning uchun biror c > a son ham R(a) to'plamning quyi 
chegarasi deb faraz qilaylik, ya'ni istalgan x E R(a) uchun x ~ c 
bo'lsin deylik. Ratsional sonlarning R da to"laligiga ko'ra, (a, c) in
tervalda kamida bitta ratsional x' son topiladi, ya'ni a < x' < c. 
Demak, (1.5.1) ta'rifga ko'ra x' E R(a). Ammo, ravshanki, bu ele
ment x' ~ c tengsizlikni qanoatlantirmaydi. Hosil bo'lgan qarama-
qarshilik tasdiqni isbotlaydi. • 

• 
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Eslatma. Agar a ratsional son bo'lsa, R(a) to'plamning aniq 
quyi chegarasi shu to'plamning o'ziga tegishli bo'lib, 

inf R(a) = min R(a) = a (1.5.3) 

tengliklar o'rinli bo'ladi. 

2. Avval ikki haqiqiy a va b sonlarning yig'indisini aniqlaymiz. 
(1.5.1) ta'rifga ko'ra, R(a) to'plam elementlari x ~ a tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi, R(b) to'plam elementlari esa y ~ b tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi barcha ratsional sonlardan- iborat. Ratsional son
lar uchun arifmetik amallar aniqlanganligini eslatib o'tamiz. 

Ta'rif. Ikki haqiqiy a va b sonlar yig'indisi deb 

c = inf (x + y) 
xER(a), YER(b) 

(1.5.4) 

tenglik orqali aniqlangan c songa aytamiz. 
Har qanday ikki haqiqiy son yig'indisining mavjudligi haqiqiy 

sonlar to'plamining to'laligi haqidagi asosiy teoremadan kelib chiqa
di. 

Quyidagi tasdiq o'rinli. 
1.5.2 - tasdiq. Agar a va b ratsional sonlar bo'lsa, (1.5.4) teng

lik bilan aniqlangan a va b haqiqiy sonlar yig'indisi ratsional sonlar 
maydonida aniqlangan (a + b) yig'indi bilan ustma-ust tushadi. 

Isbot to'g'ridan-to'g'ri (1.5.3) tengliklardan kelib chiqadi. 

Bu tasdiq ikki haqiqiy sonning yig'indisi uchun odatdagi 

belgilashdan foydalanishga imkon beradi. 

Shuni aytish kerakki, yuqoridagi ta'rifda a sondan o'ngda joy
lashgan barcha ratsional sonlar to'plami R( a) o'rniga, a sondan 
chapda joylashgan barcha ratsional sonlar to'plamidan, ya'ni 

L(a)={xEQ: x~a} = (-00, a]nQ (1.5.5) 
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to'plamdan foydalansa ham bo'ladi. 
Bunda ikki haqiqiy a va b sonlar yig'indisi sifatida quyidagi 

d = sup (x + y) (1.5.6) 
xEL(a), YEL(b) 

tenglik orqali aniqlangan d son olinadi. 
Bunday aniqlangan yig'indi yuqorida aniqlangan yig'indi bilan 

ustma-ust tushishini ko'rsatish qiyin emas, ya'ni navbatdagi tasdiq 
0' rinlidir. 

.) 

.) 

.,1 
1.5.3* - tasdiq. Istalgan ikki a va b haqiqiy sonlar uchun (1.5.6) 

tenglik orqali aniqlangan d son shu sonlarning yig'indisiga teng, 
ya'ni ,: 

d = a + b. (1.5.7) 

Isbot. Agar x E L(a), x' E R(a) va y E L(b), y' E R(b) bo'lsa, 

x < a ~ x', y ~ b ~ y' (1.5.8)ih 
(.) 

bo'ladi va shuning uchun, 

x+y ~ X'+y'. 

Demak, ushbu tengsizlik chap tomonidagi yig'indining aniq yuqori 
chegarasi, ya'ni d soni, o'ng tomondagi yig'indining aniq quyi chegarasi
dan, ya'ni a + b sonidan oshib ketmaydi. Binobarin, 

d ~ a + b. (1.5.9) 

Endi, istalgan ratsional E > 0 son uchun (1.5.8) shartdagi rat-to \ 
sional x, x', y va y' sonlarni 

X' - x < E, y' - Y < E (1.5.10) H 

tengsizliklarni qanoatlantiradigan qilib tanlaymiz (ravshanki, 1.4.2* 
- tasdiqqa ko'ra buni am alga oshirish mumkin). 

Shunday ekan, d sonining (1.5.6) ta'rifiga ko'ra, 

x' + y' < X + y + 2E ~ d + 2E, 

, .. . , 
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natijada, chap tomonning aniq quyi chegarasini olsak, 

a+b < d+2€ (1.5.11) 

tengsizlik hosil bo'ladi. 
Nihoyat, (1.5.9) va (1.5.11) larni solishtirib, 

d ~ a+b < d+2€ 

tengsizliklarni olamiz va bundan, € > 0 ning ixtiyoriyligiga ko'ra, 
talab qilingan 

tenglikka ega bo'lamiz. 

• 
Haqiqiy sonlar uchun (1.5.4) tenglik orqali aniqlangan qo'shish 

.amali xuddi ratsional sonlarni qo'shish amali singari xossalarga ega 
ekanligini ko'rsatish qiyin emas. 

" 1) Haqiqatan, kommutativlik xossasi quyidagi tenglikdan kelib 
. driqadi: 

inf (x + y) = inf (y + x). 
zER(a), IIER(b} IIER(b), zER(a) 

(1.5.12) 

2) Sh\1nga o'xshash, assotsiativlik xossasi ratsionalsonlar yig'in
dislning 'aSsotsiativligining bevosita natijasidir. 

3) Nol element sifatida, ravshanki, quyidagi cheksiz o'nli kasr 
olina.di: 

0=0,000 ... 

Haqiqata.n, agar x E R(a) va y E R(O) bo'lsa, ya'ni, x va y quyidagi 

x ~ a, y ~ 0 

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy ratsional sonlar bo'lsa, 
ravshanki, 

a + 0 = in£( x + y) = in£( x + 0) = inf x = a 



§ 1.5. Haqiqiy sonlar ustida arifmetik amallar 41 

bo'ladi. 

4) Nihoyat, ravshanki, istalgan a uchun unga qarama-qarshi 
(-a) element mavjud. Haqiqatan, agar a > 0 ~lement 

(1.5.13) 

ko'rinishga ega bo'lsa, unga qarama-qarshi element sifatida 

(1.5.14) 

manfiy cheksiz o'nli kasrni olish kerak, va aksincha, (1.5.14) ko'rl
nishdagi elementga qarama-qarshi sifatida (1.5.13) element olinadi. 

Biz ikki haqiqiy sonning yig'indisini aniqlagan vaqtda bu son
larning musbat ekanligini talab qilmagan edik. Ma'lumki, agar haqiqiy 
son ~ + ) ishorali (yoki umuman ishorasiz) cheksiz o'nli kasr orqali 
ifodalansa, bunday son musbat, va aksincha, agar haqiqiy son ~ -) 
ishorali cheksiz o'nli kasr orqali ifodalansa, bunday son manfiy dey
ilgan edi. Demak, agar a musbat haqiqiy son bo'lsa, -a manfiy 
haqiqiy son bo'ladi. 

Quyidagi sodda tasdiq o'rinli. 
1.5.4* - tasdiq. Ixtiyoriy ikki a va b musbat haqiqiy sonlar 

uchun 

-(a + b) = (-a) + (-b) (1.5.15) 

tenglik 0 'rinli. 
Isbot. Ixtiyoriy x E L(a) va y E L(b) berilgan bo'lsin, ya'ni x 

va y ratsional sonlar uchun 

x < a, y < b 

tengsizliklar o'rinli bo'lsin. 
U holda 

-x > -a, -y > -b 
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va shuning uchun -x E R(-a) va -y E R( -b). Demak, 1.5.3* -
tasdiqqa va aniq quyi hamda aniq yuqori chegaralarning keyingi 
paragrafda keltirilgan 1.7.9 - tasdiqdagi xossasiga ko'ra, 

(-a) + (-b) = inf[(-x) + (-y)] = 

= inf[-(x + y)] = - sup(x + y) = -(a + b). 

• 
3. Ikki haqiqiy sonning ko'paytmasini aniqlashga o'tamiz. Avval 

ikkala ko'paytuvchi musbat bo'lgan holni qaraymiz. 
Ta'rif. Ikki musbat haqiqiy a va b sonlarning ko 'paytmasi deb 

quyidagi haqiqiy c songa aytamiz: 

c = inf X· y. 
xER(a), yER(b) 

(1.5.16) 

i: Haqiqiy sonlar to'plamining to'laligi haqidagi asosiy teoremadan 
istalgan ikki haqiqiy musbat son ko'paytmasining mavjudligi kelib 
chiqadi. 

Quyidagi tasdiq o'rinli. 
1.5.5 - tasdiq. Agar a va b musbat ratsional sonlar bo'lsa, 

(1.5.16) tenglik bilan aniqlangan a va b haqiqiy sonlar ko'paytmasi 
ratsional sonlar maydonida aniqlangan ab ko 'paytma bilan ustma
ust tushadi. 

Isbot xuddi 1.5.2 - tasdiq isboti singari, to'g'ridan-to'g'ri (1.5.3) 
tengliklardan kelil) chiqadi. 

Bu tasdiq ikki musbat haqiqiy sonning ko'paytmasi uchun odatda
gi c:!:::: a . b = ab belgilashdan foydalanishga imkon beradi. 

Agar biz, xuddi ikki haqiqiy son yig'ndisi holidek, a va b son
lari ko'paytmasini ekvivalent ravishda barcha x E L(a) va y E 
L(b) lar uchun xy sonlar to'plamining aniq yuqori chegarasi sifatida 
aniqlamoqchi bo'lsak, hech qanday natijaga ega bo'lmaymiz. Chun
ki, masalan, a = b = 1 bo'lsa, xy sonlar to'plami R sonlar o'qiga 
teng bo'ladi. 
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Shunday hollarni bartaraf qilish maqsadida, L( a) to'plamdan 
barcha manfiy sonlarni chiqarib tashlaymiz, ya'ni istalgan a > 0 
uchun quyidagi to'plamni kiritamiz: 

L+(a) = {x E Q : 0 < x ~ a}. (1.5.17) 

Endi 
d = sup X· Y (1.5.18) 

xEL+ (a),yEL+ (b) 

deb belgilasak, bunday aniqlangan ko'paytma yuqorida aniqlangan 
ko'paytma bilan ustma-ust tushadi. 

1.5.6* - tasdiq. Ixtiyoriya va b musbat haqiqiy sonlar uchun 
(1.5.18) tenglik bilan aniqlangan d soni ularning ko 'paytmasiga teng, 
ya'ni 

d = abo (1.5.19) 

Isbot. Bu tasdiq ham, 1.4.2* - tasdiqdan foydalangan holda, 
xuddi 1.5.3* - tasdiq singari isbotlanadi. 

Ta'rif. Ikki manfiy a va b haqiqiy sonlarning ko 'paytmasi deb 
quyidagi haqiqiy songa aytamiz: 

ab = lallbl. (1.5.20) 

Ta'rif. Agar ikki a va b haqiqiy sonlardan biri manfiy va boshqasi 
musbat bo'lsa, ularning ko 'paytmasi deb quyidagi haqiqiy songa ay
tamiz: 

ab = - lallbl. (1.5.21) 

Nihoyat, istalgan haqiqiy sonning nolga ko'paytmasini nolga teng 
deb qabul qilamiz: 

a·O = o· a = O. 

Yuqoridagi tengliklar bilan aniqlangan haqiqiy sonlarni ko'pay
tirish amali xuddi ratsional sonlarni ko'paytirish amali kabi xos
salarga ega ekanini ko'rsatish qiyin emas. 
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Haqiqatan, agar a va b musbat sonlar bo'lsa, kommutativlik xos-
sasl 

inf x . y = inf y . x 
xER(a), YER(b) YER(b), xER(a) 

tenglikdan kelib chiqadi. 
Agarda a < 0 va b < 0 bo'lsa, yuqoridagi hold an foydalanib, 

quyidagi 

ba = Ibl· lal = lal· Ibl = ab 

talab qilingan tenglikni olamiz. 
Xuddi shu usulda bit ko'paytuvchi musbat va boshqasi manfiy 

bo'lgan holda ham kommutativlik xossasi isbotlanadi. 
Assotsiativlik xossasi: 

(ab)c = a(bc) 

musbat a, b va c sonlar uchun ratsional sonlar ko'paytmasining as
sotsiativlik xossasidan bevosita kelib chiqadi. Musbat bo'lmagan 
ko'paytuvchilar ishtirok etgan hoI ham yuqoridagi holga keltiriladi. 

Birlik elementning mavjudligi ravshan, chunki bir sifatida rat
sional 1 sonini, ya'ni 

1 = 1,000000 ... 

cheksiz o'nli kasrni olish mumkin. 
Haqiqatan, agar x E R(a) va y E R(l) bo'lsa, ya'ni x va y 

ixtiyoriy ratsional sonlar bo'lib, 

x ~ a, y ~ 1 

tengsizliklar bajarilsa, a > 0 sonlar uchun talab qilingan munosa
batni olamiz: 

a . 1 = inf (x . y) = inf (x . 1) = inf x = a 

Aksincha, agar a < 0 bo'lsa, 

a·1 = -Ial· 1 = -Ial = a. 
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Eslatma. Ixtiyoriy a > 0 haqiqiy bOn uehun 

(-1)·a=-a 

tenglik 0 'rinli 
Ushbu tenglikning to'g'ri ekanligi shubhasiz. 

Nihoyat, istalgan a > 0 element uchun unga teskari a-I element 

1 
b = inf 

zEL+(a) Z 
(1.5.22) 

ekanligini ko'rsatish qiyin emas,.bu yerda L+(a) - (1.5.17) tenglik 
orqali aniqlangan ratsional sonlar intervali. 

4 *. Yuqorida kiritilgan haqiqiy sonlarni qo'shish va ko'paytirish 
amallari ratsional sonlarga xos bo'lgan boshqa barcha xossalarga 
ham ega. Buning isboti murakkab bo'lmagan bir turdagi muloha
zalar yordamida amalga oshiriladi. 

Masalan, bu ikki arifmetik amalni bog'lovchi distributivlik xos
sasini, ya'ni 

(a + b) e = ae + be (1.5.23) 

tenglikning bajarilishini a, b va e sonlar musbat bo'lgan vaqtda tek- . 
shiraylik. Ravshanki, istalgan x E L+(a), y E L+(b) va z E L+(e) 
ratsional sonlar uchun 

(x + y)z = xz + yz 

tenglik o'rinlidir. 
a) Haqiqiy sonlar ko'paytmasi ta'rifiga ko'ra 

xz ~ ae, yz ~ be. 

Shu sababli, xz E L(ae) va yz E L(be) bo'ladi va, haqiqiy sonlar 
yig'indisi ta'rifiga ko'ra 
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xz+yz ~ ae+be. 

Demak, 

(x + y)z ~ ac+ be. (1.5.24) 

Shunday ekan, (1.5.24) ning chap tomonida aniq yuqori chegara
ga o'tsak, 

(a+b)c ~ ac+be (1.5.25) 

tengsizlikni olamiz. 
b) Teskari tengsizlik 

ae + be ~ (a + b) e (1.5.26) 

ham xuddi shunday ko'rsatiladi. Ikki (1.5.25) va (1.5.26) tengsizlik
larni taqqoslasak, biz talab qilinayotgan (1.5.23) tenglikni olamiz. 

Boshqa hollar ham ko'rilgan holga keladi. Misol uchun, a va b 
haqiqiy sonlar musbat bo'lib, e < 0 bo'lgan holni qaraylik. Bu holda, 
1.5.5 - tasdiqqa ko'ra, 

(a+b)c= -(a+b)lcl = -(alcl+blel) = (-alcl)+(-blcl) = ae+bc. 

5. Tengsizlikning ratsional sonlar uchun yuqorida keltirilgan 
asosiy xossalari haqiqiy sonlar uchun ham o'rinli ekanligi arifmetik 
amallar holidagidek ko'rsatiladi. Bevosita o'rnatilgan tengsizlik muno
sabatlaridan (1.3.3 - bandga qarang) har qanday ikki a va b haqiqiy 
sonlar uchun quyidagi munosabatlardan bittasi va faqat bittasi o'rinli 
ekani kelib chiqadi: 

a < b, a = b, a > b. 

Tranzitivlik xossasi ham, ya'ni a < b va b < c bo'lsa, a < c 
bo'lishi ham oson ko'rsatiladi. 

Endi tengsizlikning har ikki tomoniga biror bir haqiqiy son qo'shish 
mumkinligini ko'rsatamiz. Chunonchi, agar a va b haqiqiy sonlar 
uchun 

a < b (1.5.27) 
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tengsizlik bajarilsa, istalgan e E R larda 

(1.5.28) 

ekanini isbotlaymiz. 
Faraz qilaylik, x E L(a) va Z1 E L(e) hamda y E R(b) va 

z2 E R(e) bo'lsin. U holda, 

tengsizliklar bajariladi. Shuning uchun, 

Endi chap tomonda aniq yuqori chegaraga va o'ng tomonda esa 
aniq quyi chegaraga o'tsak, talab qilinayotgan (1.5.28) tengsizlik 
hosil bo'ladi. 

Isbotlangan xossadan, masaian, 

a>b (1.5.29) 

tengsizlikning 
a-b>O (1.5.30) 

tengsizlikka teng kuchliligi kelib chiqadi. 
Bu natijadan foydalanib, berilgan tengsizlikning ikki tomonini 

biror bir musbat song a ko'paytirganda natija o'zgarmasligini isbot
lash mumkin. Haqiqatan, (1.5.29) tengsizlik bajarilsin deylik. De
mak, (1.5.30) tengsizlik o'rinli bo'ladi. Musbat sonlarning ko'paytmasi 
musbat bo'lgani uchun (1.5.30) tengsizlikni e > 0 haqiqiy songa 
ko'paytirsak, 

ae - be = (a - b) e > 0 

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bundan chiqdi, 

ae> be 

ekan. 
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Tengsizlikning boshqa xossalari ham shunga o'xshash isbotlana-
di. 

Eslatrna. Birinchi marta ratsional sonlar to'plamini haqiqiy 
sonlar to'plamigacha matematik asoslangan ravishda kengaytirishni 
nemis matematigi R. Dedekind amalga oshirgan. Bunda olim kesim
lar tushunchasidan foydalangan. 

Aslida yuqorida aniqlangan L(a) va R(a) ratsional nurlarni De
dekind kesimining chap (yoki quyi) va o'ng (yoki yuqori) sinflari 
deyishimiz mumkin. Dedekind nazariyasida aynan mana shu sinflar 
a haqiqiy soni deb e'lon qilinadi. Bu nazariyaning biroz qiyinchi
lik tug'diradigan tomoni shundaki, bu usulda yuqoridagi nurlarni 
faqat ratsional sonlar orqali, ya'ni cheksiz o'nli kasrlarni jalb qil
may aniqlashga to'g'ri keladi. 

6. Eslatib o'tamizki, N natural (ya'ni, musbat but un) sonlar 
to'plami to'la tartiblangan, ya'ni ixtiyoriy E C N to'plam quyi
dan chegaralangan bo'lib, minimal elementga ega. Yuqorida natural 
sonlarning bu xossasi matematik induksiya prinsipi asosida yotishi 
aytilgan edi. Mana shu prinsipning tadbiqiga yana bir misol sifati
da ikki haqiqiy sonning natural darajasi uchun Nyuton binomi deb 
ataluvchi formulani isbotlaymiz. 

Bu formulada birinchi n ta natural sonning faktorial deb ataluv
chi ko'paytmasi muhim rol o'ynaydi. Faktorial n! simvol orqali bel
gilanib, ya'ni 

n! = 1 . 2 . 3 ..... (n - 1) . n, 

<<n faktorial» deb o'qiladi. 
Matematikada O! = 1 deb hisoblashga kelishib olingan. 
Agar Cm, Cm+l, ..• , Cn haqiqiy sonlar bo'lsa, ularning yig'indisini 

yozuvni qisqartirish maqsadida quyidagi 

n 

L Ck = Cm + cm+l + cm +2 + ... + Cn-l + Cn 

k=m 

simvolik ko'rinishda yozishadi. Bu yerda m va n but un sonlar bo'lib, 
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ular uchun m ~ n tengsizlik o'rinli. Bu ikki son ba'zan yig'indining 
chegaralari deb ataladi. 

Oxirgi formulada k harfi jamlash indeksi deyilib, uni ixtiyoriy 
boshqa harf bilan almashtirish mumkin: 

n n n 

k=m z=m j=m 

Ravshanki, agar jamlash indeksini bir birlikka surilsa, yig'indi 
chegaralari teskari tomonga suriladi, ya'ni: 

n n+l 

L Ck = L Ck-l· 
k=m k=m+l 

1.5.1 - rnisol (Nyuton binorni). Har qanday natural n hamda 
ixtiyoriy a E R va b E R lar uchun quyidagi tenglik o'rinli: 

n , 

( b)n '"' n. kbn-k 
a + = 6 k'( _ ),a . . n k. 

k=O 

(1.5.31) 

Isbot. 1) Shubhasiz, agar n = 1 bo'lsa, (1.5.31) tenglik bajari
ladi. 

2) Endi biror natural n uchun (1.5.31) tenglik o'rinli deb faraz 
qilib, n ni (n + 1) ga o'zgartirganda ham bu tenglikning saqlanishini 
ko'rsatamiz. Demak, ravshanki, 

Qavslarni ochsak, 

bo'ladi. 
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Birinchi yig'indida indeksni bir birlikka suramiz, ya'ni k indeks 
o'rniga k - 1 qo'yamiz. U holda, 

n , 

"'"' n. k n-k+l 
+ L.J k!(n _ k)!a b . 

k=O 

Endi birinchi yig'indida oxirgi hadni va ikkinchi yig'indida birin
chi hadni ajratsak, 

~ n. n. kbn+1- k n [' , ] 

+ ~ (k - 1)!(n - k + I)! + k!(n _ k)! a 
(1.5.32) 

tenglikka ega bo'lamiz. 
Agar 

n! n! (n + 1)! 
~------------+ = ~~--~--
(k - l)!(n - k + 1)! k!(n - k)! k!(n + 1 - k)! 

tenglik o'rinli ekanini hisobga olsak, (1.5.32) ni quyidagicha yozish 
mumkin: 

Ravshanki, bu tenglik (1.5.31) da n nomerni (n+1) ga o'zgartirish 
natijasida hosil bo'lgan tenglik bilan ustma-ust tushadi. 

1) va 2) lardan, matematik induksiya prinsipiga ko'ra, (1.5.31) 
tenglikning ixtiyoriy n uchun o'rinli ekanligi kelib chiqadi. 

N atija. Agar a 2 0 bo'lsa, ixtiyoriy n uchun 

(1 + at 2 1 + na, a 2 0, n E N, (1.5.33) 

tengsizlik bajariladi. 
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Bu tengsizlikka ishanch hasil qilish uchun (1.5.31) tenglikda b = 
1 deb, uning a'ng tamanida faqat birinchi ikkita, k = 0 va k = 1 
namerlarga mas kelgan hadlarni qaldirish yetarlidir. 

§ 1.6. Sanoqli va kontinuum quvvatli to'plamlar 

Agar ikki A va B ta'plamlar berilib, A to'plamning har bir a 

elementiga B to'plamning biror J(a) elementi ma'lum bir qonuniyat 
asasida mos qo'yilsa, 

J:A-+B 

akslan tirish berilgan deyiladi. 
Agar J akslantirish A to'plamning turli elementlarini B ta'plam

ning turli elementlariga mas qa'yib, A to'plamni B to'plamning usti
ga aks ettirsa (ushbu darslikning Qa'shimchalar qismida batafsilroq 
berilgan), J : A -+ B akslantirish o'zaro bir qiymatli deyiladi. Ush
bu hold a B to'plamning barcha elementlarida aniqlangan teskari 
J- 1 : B -+ A akslantirish mavjud bo'lib, u quyidagi ikki shartni 
qanaatlantiradi: 

1) har qanday a E A uchun J-l(J(a)) = a tenglik o'rinli; 
2) har qanday b E B uchun J(J-l(b)) = b tenglik o'rinli. 
Aniqki, har qanday o'zaro bir qiymatli akslantirishga teskari 

akslantirish ham a'zaro bir qiymatli bo'ladi. 
Agar ikki A va B to'plamlar uchun birini ikkinchisiga o'zaro 

bir qiymatli akslantirish mavjud bo'lsa, bu to'plamlar ekvivalent 
deyiladi. Bunday hold a ikki A va B to'plamlar bir xiI quvvatga ega 
ham deyiladi. 

Ta'rif. Natural sonlar to'plamiga ekvivalent to'plamlar sanoqli 
to 'plamlar deb ataladi. 

Boshqacha aytganda, agar to'plam elementlarini natural qatar 
yard amid a nomerlash mumkin ba'lsa, bunday ta'plam sanoqli deyi
ladi. 

1.6.1 - tasdiq. Chekli to'plamlarning sanoqli birlashm r 

to 'plam bo'ladi. 
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Isbot. Faraz qilaylik, Ek - berilgan chekli to'plamlar bo'lib, 

00 

bo'lsin. Agar biz E to'plamning barcha elementlarini natural qatar 
yordamida nomerlab chiqsak, tasdiq isbotlangan bo'ladi. 

Biz buni, masalan, E to'plam elementlarini navbatma-navbat 
nomerlab chiqish orqali amalga oshirsak bo'ladi. Ya'ni avval El 
to'plamning barcha elementlarini nomerlaymiz, so'ngra E2 to'plam
ning barcha elementlarini nomerlaymiz va hakazo. Chunonchi, agar 

Ek to'plam mk ta elementdan iborat bo'lib, a~k) E Ek element Ek 

da n - o'rinda turgan bo'lsa, biz unga E to'plam elementi sifatida 
yangi 

(1.6.1) 

nomer beramiz. 

• 
1.6.2 - tasdiq. Sanoqli to 'plamlarning chekli yoki sanoqli sonda

gi birlashmasi yana sanoqli to 'plam bo'ladi. 

Isbot. Faraz qilaylik, Ek - berilgan sanoqli to'plamlar bo'lib, 

00 

bo'lsin. Ushbu E to'plamning barcha elementlarini natural qator 
orqali nomerlab chiqish mumkinligini ko'rsatamiz. Buning uchun 
biz diagonallash deb ataladigan jarayondan foydalanamiz. 

Chunonchi, Ek to'plam elementlarini a~k), n = 1,2,3, .. orqali 
.• ·:1::th, yarim cheksiz matritsa deb ataluvchi quyidagi jadvalni 
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Endi 

Sanoqli va kontinuum quvvatli to'plamlar 

a.(l) a(2) a(3) 
333 

Pm = { a~k) E Ek : n + k - 1 = m } 

to'plamlarni kiritamiz. 

53 

(1.6.2) 

Bunday aniqlangan har bir Pm to'plam (1.6.2) matritsada chap
dan o'nga va tepaga qarab ketgan m - diagonalda joylashgan m ta 
elementlardan iborat bo'lib, u chekli to'plamdir. 

Shunday ekan, quyidagi 

00 

E U Fm 
m=l 

tenglik bajariladi. Bundan chiqdi, E to'plamning sanoqliligi 1.6.1 -
tasdiqdan kelib chiqadi. 

N atija. Butun sonlar to 'plami Z sanoqlidir. 
Haqiqatan, manfiy butun sonlar to'plamining natural sonlar to'p

lamiga ekvivalentligi o'z-o'zidan ko'rinib turibdi. Shuning uchun 
natija 1.6.2 - tasdiqdan kelib chiqadi. 

• 
1.6.1 - teorema. Barcha ratsional sonlar to'plami Q sanoqlidir. 
Isbot. Ixtiyoriy natural k son uchun maxraji k bo'lgan qisqar

maydigan kasrlar to'plamini kiritamiz: 

Masalan, 

Ek = { ~ : n E Z}. 

{ 
1 

2' 
1 

2' 
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Ravshanki, har bir Ek to'p1am sanoq1i bo'lib, 

Endi 1.6.2 - tasdiqdan foyda1anish yetarli. 

• 
1.6.2 - teorema. (0,1) intervalning barcha nuqtalari to'plami 

sanoqli emas. 
Ishot. Bu to'p1amni sanoq1i deb faraz qi1aylik. Bundan chiqdi, 

biz no1dan katta va birdan kichik barcha haqiqiy son1arni nomerlab 
chiqishimiz mum kin ekan, ya'ni 

Endi (0,1) interva1dan c haqiqiy sonini shunday tan1ab olamizki, 
u 

ko'rinishga ega bo'lib, barcha Ck son1ar ° va 9 dan farq1i hamda 
Cl =f=. all, C2 =1= a22, C3 =1= a33, ... , va umuman, Cn =1= ann tengsiz1ik1ar 
bajari1sin. 

Bunday aniq1angan c soni birorta ham Xk soniga teng bo'la 01-
maydi. Bu esa, {xd son1arning (0,1) interva1dagi barcha haqiqiy 
son1arni tashki1 etishiga, ya'ni (0, 1) interva1dagi barcha haqiqiy son
lar to'p1ami, yuqoridagi farazimizga ko'ra, sanoq1i ekaniga ziddir. 

• 
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Ta'rif. (0,1) intervalga ekvivalent bo'lgan to'plamlar kontinu
urn quvvatga ega to 'plamlar deyiladi. 

Sonlar o'qidan olingan istalgan interval kontinuum quvvatli to'p
lam bo'lishi aniq. Haqiqatan, agar a < b bo'lsa, 

x-a 
y =-

b-a 

akslantirish (a, b) intervalni (0,1) intervalga o'zaro bir qiymatli aks
lantiradi. Bunda har bir x E (a, b) nuqtaga y E (0,1) nuqta mos 
qo'yiladi. Teskari akslantirish quyidagi ko'rinishga ega: 

x = a + (b - a)y. 

Xususan, (-1, 1) interval kontinuum quvvatga egadir. 

1.6.3 - teorema. Barcha haqiqiy sonlar to'plami R kontinuum 
quvvatga ega. 

Isbot. Quyidagi 
x 

y =--
l-Ixl 

akslantirish (-1,1) interval va sonlar o'qi (-00, +00) orasida o'zaro 
bir qiymatli akslantirish ekanligini ko'rsatish yetarli. Buning uchun 
esa yuqoridagi akslantirishga teskari akslantirish mavjud va u quyida
gi 

x = -y-
1 + Iyl 

ko'rinishga ega ekanligini qayd etish kifoya. 

• 
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§ 1. 7*. Tartiblangan maydon 

1. Agar berilgan K to'plamning ixtiyoriy ikki elementi a E K 
va b E K uchun quyida keltirilgan aksiomalarni qanoatlantiradigan 
qo'shish va ko'paytirish amallari aniqlangan bo'lsa, bu to'plamga 
maydon deyiladi. Qo'shish amalining natijasi K to'plamining bir 
qiymatli ravishda aniqlangan elementi bo'lib, a + b deb belgilanadi 
va a va b lar yig'indisi deyiladi. Ko'paytirish amalining natijasi K 
to'plamining bir qiymatli ravishda aniqlangan elementi bo'lib, ab 
deb belgilanadi va a va blaming ko 'paytmasi deyiladi. 

Qo'shish aksiomalari: 
At) qo'shishning kommutativligi: 

a + b == b+ aj (1.7.1) 

A2) qo'shishning assotsiativligi: 

(a + b) + c == a + (b + c); (1.7.2) 

A3) nol deb atala.diga.n va 0 simvoli orqali belgilanadigan shun
day element mavjudki, ixtiyoriy a E K uchun quyidagi tenglik ba
jariladi: 

a + 0 == a; (1.7.3) 

A4) ixtiyoriy a E K uchun a ga qarama-qarshi deb ataladigan 
va -a orqali belgilanadigan shunday yagona element mavjudki, u 
uchun quyidagi tenglik bajariladi: 

a + (-a) == O. (1.7.4) 

Ko'paytirish aksiornalari: 
Ml) ko'paytirish kommutativligi: 

ab == ba; (1.7.5) 

M2) ko'paytirish assotsiativligi: 

(ab)c == a(bc); (1.7.6) 
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M3) bir deb ataladigan va 1 simvoli orqali belgilanadigan shun
day yagona element mavjudki, 1 I- 0 va ixtiyoriy a E K uchun 
quyidagi tenglik o'rinli bo'ladi: 

la = a; (1.7.7) 

M4) ixtiyoriy a I- 0 element uchun a ga teskari deb ataladigan 
va a- 1 orqali belgilanadigan shunday element mavjudki, u uchun 
quyidagi tenglik o'rinli: 

(1.7.8) 

Yuqoridagi to'rtta qo'shish va to'rtta ko'paytirish aksiomalari
ga biz qo'shish va ko'paytirishni bog'lovchi navbatdagi aksiomani 
qo'shamiz. 

Distributivlik aksiomasi: 
K dan olingan ixtiyoriy a, b, c elementlar uchun quyidagi tenglik 

o'rinli: 
a(b + c) = ab + ac. (1.7.9) 

Sanab o'tilgan aksiomalar maydon aksiomalari deyiladi. May
don aksiomalaridan nol va birning yagona ekanligi kelib chiqishi
ni ko'rsatish qiyin emas. Haqiqatdan, agar ikkita 01 va O2 noHar 
mavjud deb faraz qilsak, Al va A3 dan 

kelib chiqadi. _ 
Shunga o'xshash, agar ikkita 11 va 12 birlar mavjud deb faraz 

qilsak, Ml va M3 aksiomalardan 

kelib chiqadi. 
Ratsional sonlar yuqorida sanab o'tilgan barcha aksiomalarni 

qanoatlantirishini tekshirish oson. Shuning uchun ular maydonni 
tashkil qiladi. Ravshanki, haqiqiy sonlar to'plami ham maydoimi 
tashkil qiladi. 
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2. Maydon aksiomalaridan kelib chiqadigan bir necha tasdiqlarni 
keltiramiz. Avvalam bor biz, qo'shish va ko'paytirishning assotsia
tivligiga asosan, (a + b) + c o'rniga c + b + c deb va (ab) c o'rniga abc 
deb yozishimiz mumkinligini qayd etamiz. Bundan tashqari, a+( -b) 
o'rniga a - b deb yozishga kelishib olamiz. 

1. 7.1 - tasdiq (ayirish). Quyidagi 

tenglik faqat va faqat 

x=b-a 

bo 'lganda· bajariladi. 

Isbot. 1) Agar (1.7.10) tenglik bajarilsa, 

x = x + (a - a) = (x + a) - a = b - a 

bo'ladi, ya'ni (1.7.11) tenglik ham bajariladi. 
2) Agar (1. 7.11) tenglik baj arilsa, 

a + x = a + (b - a) = a - a + b = b 

bo'ladi, ya'ni (1.7.10) tenglik ham bajariladi. 

1.7.2 - tasdiq (bo'lish). Agar a i= 0 bo'lsa, 

ax = b 

tenglik faqat va faqat 

bo'lganda bajariladi 
Isbot. 1) Agar (1.7.12) tenglik o'rinli bo'lsa, 

( -1) ( ) -1 ( ) -1 b-1 X = X aa = xa a = ax a = a 

(1.7.10) 

(1.7.11) 

• 

(1.7.12) 

(1.7.13) 
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bo'ladi, ya'ni (1.7.13) tenglik ham o'rinli bo'ladi. 
2). Agar (1. 7 .13) tenglik baj arilsa, 

ax = a(ba- 1) = a(a-1b) = (aa-1)b = b 

bo'ladi, ya'ni (1.7.12) te~glik ham bajariladi. 

59 

• 
b 

Bundan buyon b(a-1 ) o'rniga - deb ham yozishga kelishib olamiz. 
a 

1. 7.3 - tasdiq. Har qanday a uchun 

O· a = 0 (1.7.14) 

tenglik 0 'rinli. 
Haqiqatan ham, 

0= a-a = l·a-a = (O+l)·a-a = O·a+1·a-a = O·a+a-a = O·a . 

• 
Bu tasdiqdan 0 ning o'z teskarisiga ega emasligi va 0 ga bo'lish 

amalini aksiomalarni buzmasdan aniqlab bo'lmasligi kelib chiqadi. 
1. 7.4 - tasdiq (Qisqartirish qoidasi). 

(ab = 0) => (a = 0) V (b = 0). (1.7.15) 

Bu tasdiq, ab ko'paytma nol bo'lishi uchun, a yoki b lardan 
kamida bittasi nolga teng bo'lishi shartligini anglatadi. Haqiqatan 
ham, agar, misol uchun, b i=- 0 bo'lsa, M4 aksiomaga ko'ra b- 1 

mavjud va shuning uchun 

bo'ladi. 
Shunga o'xshash, agar a i=- 0 bo'lsa, b = 0 ekanligi isbotlanadi. 

Albatta, a = 0 va b = 0 hoI ham bo'lishi mumkin. 
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• 
1.7.5 - tasdiq. Ixtiyoriya va b lar uchun 

( - a) b = - (ab) . (1.7.16) 

Chindan ham, distributivlik aksiomasiga ko'ra, 

ab+ (-a)b = [a + (-a)]b = Ob = 0, 

shuning uchun (-a)b element ab ga qarama-qarshi, ya'ni (-a)b = 
-(ab). 

• 
Bundan buyon, - (ab) elementni -ab deb belgilashga kelishib 

olamiz. 
1. 7.f) - tasdiq. Ixtiyoriy a uchun 

-(-a)=a. (1.7.17) 

Haqiqatan ham, (1.7.4) ta'rifga ko'ra, 

a + (-a) = 0 

va qo'shishning kommutativiigiga ko'ra, 

(-a)+a=O, 

ya'ni a element (-a) ga qarama-qarshi, yoki (1.7.17) o'rinli. 

• 
1. 7.7 - tasdiq. Ixtiyoriy a va b tar uchun 

(-a)( -b) = abo (1.7.18) 

Darhaqiqat, (1.7.16) va ko'paytirishning kommutativligidan 

(-a)(-b) = -[a(-b)] = -[(-b)a] = -(-ab) 

bo'ladi, va (1.7.17) ga ko'ra, (1.7.18) bajariladi. 
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• 
Xuddi shu kabi, kiritilgan amallarning boshqa standart xossalari 

ham isbotlanadi. Xususan, an butun darajaning odatdagi barcha 
xossalari o'rinlidir. Bunda natural daraja induktiv ravishda kiritila
di, ya'ni 

nE N, 1 a = a, 

manfiy daraja esa a -# 0 lar uchun a-n = ~, n E N, ko'rinishda 
an 

aniqlanadi. Nihoyat odatdagidek, agar a -# 0 bo'lsa, aO = 1 deb 
qabul qilinadi. 

3. Yuqorida keltirilgan maydon aksiomalari ratsional sonlar yoki 
haqiqiy sonlar to'plamlarining to'la tavsifini bermaydi. Bu aksioma
larning yetishmasligi tufayli, ularni qanoatlantiradigan, Ie kin rat
sional sonlar maydonidan ham, haqiqiy sonlar maydonidan ham jid
diy farq qiladigan boshqa maydonlar mavjud bo'lishi mumkin. Bun
day maydonlarga misol sifatida kompleks sonlar maydonini keltirsak 
bo'ladi. Haqiqiy sonlar maydonining o'ziga xos tomoni shundan ibo
ratki, ixtiyoriy ikki haqiqiy sonni taqqoslash mumkin, ya'ni ulardan 
qaysi biri ikkinchisidan katta yoki kichik ekanini aytsa bo'ladi. 

Aytaylik, biror K maydonda tengsizlik munosabati «<» beril
gan bo'lsin. Bunda a < b yozuv a elementning b elementdan kichik 
ekanini anglatadi. Agar < «kichik» munosabat kiritilgan bo'lsa, un
ga ko'ra > «katta» munosabatni quyidagicha kiritish mumkin: agar 
a < b bo'lsa, b> a deymiz. 

Qat'iy bo'lmagan a :s; b tengsizlik a < b yoki a = b ekanini 
anglatadi: 

(a:S; b) (a < b) V (a = b). 

Teskari a ~ b tengsizlik ham xuddi shu singari ma'noga ega. 
Qat'iy bo'lmagan «:S;» tengsizlikdan farqli «<» tengsizlikni ba'zan 

qat'iy tengsizlik ham deyishadi. 
Nol element bilan taqqoslash yordamida musbat va manfiy ele

mentlar kiritiladi. Chunonchi, a element noldan katta, ya'ni a > 0 



62 IJaqiqiy sonlar I Bob 

bo'lsa, u musbat deyiladi. Agar b element noldan kichik, ya'ni b < 0 
bo'lsa, u manfiy deyiladi. 

Shuni alohida qayd etib o'tamizki, matematik tahlilni tushunish 
uchun tengsizliklar bilan bemalol munosabatda bo'la olishlik zarur
dir. 

Quyida biz tengsizliklarning asosiy xossalarini to'rtta aksioma 
ko'rinishda keltiramiz. Bu aksiomalardan tengsizliklarning boshqa 
barcha zaruriy xossalarini keltirib chiqarish mumkin. 

Tengsizliklar aksiornalari. 
INl) Ixtiyoriy ikki a va b elementlar uchun quyidagi uch muno

sabatdan bittasi va faqat bittasi o'rinlidir: 

a = b, a < b, b < a. 

Boshqacha ayitganda, istalgan ikki elementni taqqoslash mumkin. 
Biz tengsizliklarni to'g'ri va noto'g'ri tengsizliklarga ajratamiz. 

Chunonchi, a element b element dan kichik bo'lgan holda a < b teng
sizlik to'g'ri tengsizlik deyiladi, aks hold a esa u noto'g'ri tengsizlik 
deyiladi. 

IN2) (tranzitivlik) Agar a < b va b < e bo'lsa, a < e bo'ladi. 
IN3) Agar a < b bo'lsa, ixtiyoriy e uchun a + e < b + c bo'ladi. 
Boshqacha aytganda, agar to'g'ri tengsizlikni ikki tomoniga bir 

xiI element qo'shsak, hosil bo'lgan tengsizlik yana to'g'ri bo'ladi. 
IN4) Agar a < b va c > 0 bo'lsa, ae < be bo'ladi. 
Boshqacha aytganda, agar to'g'ri tengsizlikning ikki tomonini 

bir xiI musbat elementga ko'paytirsak, natijada yana to'g'ri tengsiz
lik hosil bo'ladi. 

Yuqorida keltirilgan aksiomalarni qanoatlantiruvchi tengsizlik 
munosabati kiritilgan maydonga tartiblangan maydon deyiladi. 

4. Tengsizlik aksiomalaridan kelib chiqadigan ba'zi natijalarni 
keltiramiz. 

1 - natija. Agar a > 0 bo'lsa, -a < 0 bo'ladi va aksineha, agar 
a < 0 bo'lsa, -a > 0 bo'ladi. 

Haqiqatan ham, agar a > 0 bo'lsa, INl ga ko'ra a :f=. o. Agar 
-a < 0 noto'g'ri bo'lganda edi, -a > 0 to'g'ri bo'lar edi. Lekin 

• I 
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bunda IN3 va IN2 larga ko'ra, a + (-a) > a > 0 bo'lishi kerak, bu 
esa a + ( - a) = 0 tenglikka ziddir. 

Agar a < 0 bo'lsa, tasdiq xuddi yuqoridagidek isbotlanadi. 
Eslatib o'tamiz, 2 = 1 + 1. 
2 - natija. Agar a i= 0 bo'lsa, a2 > 0 bo'ladi. 
Haqiqatan ham, a > 0 bo'lganda IN4 aksiomaga ko'ra, a2 = a· 

a > O. Agar a < 0 bo'lsa, 1 - natijaga ko'ra, -a > 0 tengsizlik ba
jariladi. Shunday ekan, 1.7.7 - tasdiqni va hozirgina qaralgan holni 
qo'llasak, talab qilingan 

a2 = a· a = (-a)· (-a) > 0 

tengsizlikni olamiz. 
3 - natija. 1 > 0, ya 'ni maydonning bir elementi uning nol 

elementidan katta. 
Haqiqatan ham, 1 = 1· 1 = 12 > O. 
Xuddi shu ravishda ixtiyoriy tartiblangan maydonning ratsional 

va haqiqiy sonlarga o'xshash boshqa xossalari ham isbotlanadi. 

5. Ratsional yoki haqiqiy sonlar to'plami har qanday tartiblan
gan maydonga qaraganda turli xiI xossalarga boyroq ekanligini qayd 
etamiz. Ana shu muhim xossalarga misol tariqasida Arximed ak
siomasi dey a atalmish quyidagi xossani keltiramiz. 

A rximed aksiomasi. Tartiblangan K maydonning har qanday 
a elementi uchun a < n tengsizlikni qanoatlantiruvchi n butun son 
topiladi. 

Arximed ushbu aksiomani geometrik atamalarda keltirgan: nur
da birlik kesmani shuncha marta ketma-ket qo'yish mumkinki, nati
jada u ixtiyoriy oldindan berilgan nuqtadan o'tib ketadi. 

Arximed aksiomasi o'rinli bo'lgan tartiblangan maydonga arximed
cha tartiblangan maydon deyiladi. Masalan, ratsional sonlar to'plami 
ham, haqiqiy sonlar to'plami ham arximedcha tartiblangan maydon-
ni tashkil qiladi. 

6. Faraz qilaylik, K tartiblangan maydon bo'lib, E C K ixtiyo
riy to'plam bo'lsin. 
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Ta'rif. Agar shunday B E I\ element mavjud bo'lsaki, zxtiyoriy 
x E E uchun 

x < B 

tengsizlik bajarilsa, E to'plam yuqoridan chegaralangan deyiladi. 
B element E to'plamning yuqori chegarasi deyiladi. 
Ta'rif. Agar shunday A E I\ element mavjud bo'lsaki, ixtiyoriy 

x E E uchun 
x>A 

tengsizlik bajarilsa, E to 'plam quyidan chegaralangan deyiladi. 
A element E to'plamning quyi chegarasi deyiladi. 
Ta'rif. Agar to'plam yuqoridan ham quyidan ham chegaralan

gan bo'lsa, u chegaralangan deyiladi. 
Shubhasiz, agar biror to'plam yuqoridan chegaralangan bo'lib, 

B uning yuqori chegarasi bo'lsa, B dan katta ixtiyoriy element 
ham shu to'plamning yuqori chegarasi bo'ladi. Boshqacha aytgan
da, yuqoridan chegaralangan to'plam cheksiz ko'p yuqori chegaraga 
ega. Shular ichida eng kichigi ayniqsa muhimdir. 

Ta'rif. Yuqoridan chegaralangan to'plamning aniq yuqorz che
garasi deb yuqori chegaralarning eng kichigiga aytiladi. 

Boshqacha aytganda, M soni E to'plamning aniq yuqori chegarasi 
bo'lishi uchun u quyidagi ikki shartlarni qanoatlantirishi kerak: 

(i) ixtiyoriy x E E uchun 

x <M 

tengsizlik o'rinli; 
(ii) ixtiyoriy M' < M olganda ham shunday x' E E topiladiki, 

u uchun 
x'>M' 

tengsizlik bajariladi. 
Bunda (i) - shart M element E to'plamning yuqori 'chegarasi 

ekanligini, (ii) - shart esa, ixtiyoriy undan kichikroq ]"f' element 
yuqori chegara bo"la olmasligini, ya'ni !vI eng kichik yuqori chegara 
ekanligini anglatadi. 

t 
I 

i. 
i 

j 
J 
\ 
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E to'plamning aniq yuqori chegarasi lotincha supremum so'zidan 
olingan sup E simvoli orqali belgilanadi. 

Quyidan chegaralangan to'plamning aniq quyi chegarasi, yuqori
dagiga o'xshash, quyi chegaralarning eng kattasi sifatida aniqlanadi. 
E to'plamning aniq quyi chegarasi lotincha infimum so'zidan olin
gan inf E simvoli orqali belgilanadi. 

Agar E to'plamining aniq yuqori chegarasi M shu to'plamning 
elementi bo'lsa, ya'ni M E E bo'lsa, M to'plamning maksimal ele
menti yoki sodda qilib maksimumi ham deb ataladi. Xuddi shu kabi 
minimal element yoki minimum aniqlanadi. 

Ixtiyoriy tartiblangan J( maydonda aniq yuqori va aniq quyi 
chegaralar orasida sodda bog'liqlik borligini ko'rsatamiz. 

Istalgan E C J( to'plam uchun -E simvol orqali 

-E = {x E J( : -x E E} 

to'plamni belgilaymiz. 
Quyidagi tasdiq o'rinli. 
1.7.9 - tasdiq. Agar (-E) C J( to'plam aniq quyi chegaraga 

ega bo'lsa, u holda E to'plam aniq yuqori chegaraga ega bo'ladi va 

inf( -E) = - sup E 

tenglik bajariladi. 
Isbot. Agar 

a = inf( -E) 

bo'lsa, aniq quyi chegaraning ta'rifiga ko'ra, quyidagi ikki tengsizlik 
bajariladi: 

1) istalgan x E E uchun 

a < -x' - , 

2) istalgan a' > a element olganda ham shunday x' E E elemet 
topiladiki, u uchun 

-x' < a' . 

Bu munosabatlarni quyidagi ko'rinishda qayta yozish mumkin: 
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1) istalgan x E E nuqta uchun 

x < -a 

tengsizlik o'rinli, 
2) istalgan a' > a (ya'ni -a' < -a) element olganda ham shun

day x' E E element topiladiki, u uchun 

x' > -a' 

tengsizlik o'rinli bo'ladi. 
Bu degani, sup E = -a, ya'ni 

a = - supE . 

• 
7. Yuqoridan chegaralangan to'plam doim ham aniq yuqori clw

garaga ega ho'ladimi? Agar gap ixtiyoriy tartiblangan maydon to'g'
risida ketsa. bu savolga javob, umuman aytganda, salbiy. Misol 
sifatida tartiblangan ratsional sonIaI' maydonini olish mumkin. Yllqori
cla qayd etilganiclek. clwgaralangan 

E={,TEQ: 

to"plam na aniq yuqori va na aniq quyi chegaraga ega emas. 
Bu to"plamning aniq yuqori chegarasi v'2 Boni bo"lishi mumkin 

ecli. ammo bu son ratsional emas. shuning uchun. ratsional sonlar 
sinfida 11 «mavjl HI emas». 

Bu misolda yuqoridan chegarahngan to"plamlling aniq yuqori 
chegaraga ega l'masligining sababi ratsional sonIaI' to'plamining to'la 
emasligiclir. Shu lllunosahat bilan, barcha arximeclcha tartiblangan 
maydonlar to'plamidan shullclaylarini ajratib olaylikki. ularda hal' 
qanday yuqoridan chegaralangan to"plarn aniq yuqori chegaraga ega 
bo"lsin. Chunonchi. ixtiyori~' tartiblangan mayclon J( uchun quyida
gi aksiomani kiritamiz. 
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A niq yuqori chegara prinsipi. Tartiblangan maydonning ix
tiyoriy bo'sh bo'lmagan, yuqoridan chegaralangan to'plami uchun 
aniq yuqori chegara mavjud. 

Ushbu aksioma o'rinli bo'lgan tartiblangan maydonlar to'la de
yiladi. 

Shunday qilib, ratsional sonlarning tartiblangan maydoni to'la 
bo'lmasdan, haqiqiy sonlar maydoni esa, 1.4.1 - teoremaga ko'ra, 
to'ladir. 

Aslida istalgan K to'la arximedcha tartiblangan maydon bilan 
yuqorida qurilgan R haqiqiy sonlar maydoni orasida o'zaro bir qiy
matli moslik o'rnatish mumkin. Bunda K maydon ikki elementining 
yig'indisi ularga mos R maydon elementlari yig'indisiga mos keladi 
va K maydonning ikki elementi ko'paytmasiga R maydonning mos 
elementlari ko'paytmasi mos keladi. Bunday holda istalgan to'la 
arximedcha tartiblangan maydon R ga izomorJ deyiladi. 

Aksiomatik ravishda haqiqiy sonlarni kiritish usuli ixtiyoriy to'la 
arximedcha tartiblangan maydonni haqiqiy sonlar to'plami deb e'lon 
qilishdan iboratdir. Ammo bu usulda shunday to'plamning mavjud
lik masalasi ochiq qoladi. 

Bu masalaning yechimini muayyan haqiqiy sonlar to'plamini 
qurishdan iborat bo'lgan konstruktiv usul beradi. Bu usulni biz 1.4 
paragrafda amalga oshirgan edik. Bunda bizdan serdiqqat mehna" 
va zerikarli mulohazalar talab qilinganiga guvoh bo'ldik. Ammo, bu 
ikki usulni taqqoslamoqchi bo'lsak, bu borada mashhur ingliz fay
lasufi va matematigi Bertran Rassel (1872-1970) so'zlarini keltirish 
foydalidir. U shunday degan edi: o'g'rilik halol mehnatdan qanday 
ustunliklarga ega bo'lsa, aksiomatik usul ham konstruktiv usuldan 
xuddi shunday ustunliklarga egadir. 

Haqiqiy sonlar to'plamini qurishning yana bir konstruktiv usuli
ni R.Dedekind taklif qilgan edi. Bu usulda haqiqiy sonlar ratsio
nal sonlar to'plamimining kesimi sifatida kiritiladi. Ya'ni ratsio
nal sonlar to'plami ikki o'zaro kesishmaydigan, birining elementlari 
ikkinchisining har bir elementidan katta bo'lgan qism to'plamlarga 
bo'linadi. Bu ikki konstruktiv usullar ma'lum ma'noda bitt a natija
ga olib kelishini ko'rsatish qiyin emas. 
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§ 1.8. Kompleks sonlar 

1. Kompleks son tushunchasi. 

Agar ikki haqiqiy a va b sonlar uchun qaysisi birinchi va qaysisi 
ikkinchiligi aniqlangan bo'lsa, bunday sonlarga tartiblangan juftlik 
deyiladi. Tartiblangan juftlikni biz (a, b) ko'rinishda yozamiz. Bun
da a - birinchi va b - ikkinchi element. 

1.8.1 - ta'rif. Haqiqiy sonlarning tartiblangan juftligini kom
plek& &on deb ataymiz. 

Shunday qilib, agar Z - kompleks son bo'lsa, Z = (a, b) bo'ladi, 
bunda a va b - haqiqiy sonlar bo'lib, a - kompleks z sonining haqiqiy 
qismi va b esa uning mavhum qismi deyiladi. Haqiqiy va mavhum 
qisimlar uchun quyidagi belgilashlar ishlatiladi: 

Re z = a, 1m z = b. (1.8.1) 

1.8.2 -Ta'rif. Agar ikki kompleks Zl = (at, b1) va Z2 = (a2' b2) 
sonlar uchun al = a2 va bl = b2 tengliklar 0 'rinli bo'lsa, bunday 
kompleks sonlar teng deyiladi. 

1.8.3 - ta'rif. Ikki kompleks Zl = (aI, bl ) va Z2 = (a2' b2) son
laming yig'indi&i Zl + Z2 deb quyidagi kompleks songa aytamiz: 

(1.8.2) 

1.8.4 - ta'rif. Ikki kompleks Zl = (aI, bl ) va Z2 = (a2' b2) son
laming ko'paytmasi Zl . Z2 deb quyidagi kompleks songa aytamiz: 

Zl • Z2 = (ala2 - bl b2, al b2 + a2bt). (1.8.3) 

Kompleks sonlar to'plami (1.8.2) va (1.8.3) tengliklar orqali ki
ritilgan qo'shish va ko'paytirish amallari bilan birgalikda C simvoli 
orqali belgilanadi. Bunda nol sifatida 

0= (0,0) 

son va bir sifatida 
1=(1,0) 
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son olinadi. 
1.8.1 - tasdiq. C - kompleks sonlar to'plami maydonni tashkil 

etadi. 
Isbot haqiqiy sonlarning xossalarigan kelib chiqadi. 
Ikki kompleks Z1 = (a1,b1) va Z2 = (a2,b2) sonlarning ayirmasi 

ekanligi t.o'g'ridan-t.o'g'ri hisoblash orqali tekshiriladi. Ikki kompleks 
Z1 = (all bt) va Z2 = (a2, b2) sonlarning nisbati biroz murakkabroq 
ko'rinishga ega (bunda Z2 =I=- 0 deb shart qo'yilagi): 

C maydonning (a, 0) ko'rinishdagi elementini a E R haqiqiy son 
deb hisoblaymiz va 

(a,O) = a 

deb yozamiz. 
Haqiqiy sonlar maydonidan o'laroq, kompleks sonlar maydoni 

tartiblangan emasligini qayd etish zarur. 
1.8.5 - ta'rif. Quyidagi kompleks son 

£ = (0, 1) (1.8.4) 

mavhum bir deyiladi. 
1.8.2 - tasdiq. Quyidagi tenglik 0 'rinli: 

(1.8.5) 

Isbot. Kompleks sonlar ko'paytmasi ta'rifiga ko'ra: 

£2 = (0,1)(0,1) = (0·0 - 1·1, 1·0 + 1 ·0) = (-1, 0) = -1. 

• 
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1.8.3 - tasdiq. Istalgan z = (a. b) ~;ompleks son uchun 

z = a + ib (1.8.6) 

tenglik 0 'rinli 
Isbot. Yig'indi va ko'paytllla ta'riflariga ko'ra: 

a+ib = (a,O)+(O.l)(b,O) = (a.O)+(0·b-1·0. 0·0+b·1) 

= (a.O) + (O,b) = (a,b) = z. 

• 
1.8.3 - tasdiq biz uchun (1.8.6) kO'rinishdagi kompleks songa. 

xucldi kva.drati -1 bo'lgan i lllavhulll bir qaJnashgan haqiqiy SOIl 
deb qarashga imkoll b('radi. 

Kiritilgan lwlgilash va tushUllchala.rdall foydalanib. (a j • bj ) va 

(a'2, b2) ikki kompleks sonlar uchun qO'shish va kO'paytirish amal
larini quyidagi ko'rinishda yozishillliz mumkin: 

2. Kompleks son moduli. 

1.8.6 - ta'rif. Kompleks z = a+ib songa qo'shma deb z = a-ib 
kompleks songa aytiladi. 

Masalan. agar z = 2 + 3i bo'lsa, z = 2 - 3i bo'ladi. 

1 - eslatma. Istalgan kompleks Z SOll uchun quyidagi tengliklar 
o'rinli: 

z = z, z + z = 2Rez, z - z = 2i Imz. (1.8.7) 
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2 - eslatma. Istalgan ikki Zj va Z2 kompleks sonlar uchun 
quyidagi tengliklar o'rillli: 

(1.8.8) 

(1.8.7) va (1.8.8) tengliklarning isboti bevosita hisoblash orqali 
am alga oshiriladi. Masalan, (1.8.8) - tengliklardan birinchisining 
haqligiga ishonch hosil qilaylik. Aytaylik, Z1 = a1 + ib1 va Z2 = 
a2 + ib2 bo'lsin. U holda, (1.8.3) ga ko'ra, 

va shuning uchun, 

1.8.7 - ta'rif. Kompleks a + ib sonning moduli deb shunday 
manfiy bo'lmagan Izl soniga aytiladiki, u uchun 

(1.8.9) 

tenglik 0 'rinli. 
Demak, 

Izl2 = IRezl 2 + Ilmzl2. 

Masalan, agar z = 4 + 3i bo'lsa, Izl = V42 + 32 = 5 bo'ladi. 
Ravshanki, Izl = 14 

Kompleks son mudulining ta'rifidan bevosita quyidagi tengsiz
liklar kelib chiqadi: 

IRezl S Izl, Ilmzl S 14 (1.8.10) 

Qo'shma son tushunchasidan foydalanib, ikki kompleks Z1 va Z2 

sonlar nisbatini quyidagi sodda ko'rinishga keltirish mumkin: 

Z1 Z1 • Z2 

Z2 ~. 
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Masalan, 

2 - 3i 

4 + 3i 

Haqiqiy sonlar 

(2 - 3i) . (4 - 3i) 

14 + 3i l2 

-1 - 18i 

25 

I Bob 

1.8.4 - tasdiq. Istalgan ikki kompleks Zl va Z2 sonlar uchun 
quyidagi tenglik 0 'rinli: 

(1.8.11) 

Isbot. (1.8.9) modulning ta'rifiga ko'ra, (1.8.8) dagi tengliklar
dan 

IZI . z21
2 = (Zl' Z2)(ZI • Z2) = ZlZI . Z2Z2 = IZll2 ·I Z21

2 

kelib chiqadi. 

• 
Ikki kompleks son yig'indisi moduli uchun o'rinli bo'lgan formula 

haqiqiy sonlar uchun ma'lum bo'lgan formuladan birmuncha farq 
qiladi. 

1.8.5 - tasdiq. Istalgan ikki kompleks Zl va Z2 sonlar uchun 
quyidagi formula 0 'rinli: 

(1.8.12) 

Isbot. (1.8.9) modulning ta'rifiga ko'ra, (1.8.7) va (1.8.8) teng
liklardan 

kelib chiqadi. 
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• 
1.8.6 - tasdiq. Istalgan ikki kompleks Zl va Z2 sonlar uchun 

quyidagi tengsizlik 0 'rinli: 

(1.8.13) 

Isbot (1.8.12) tenglik va (1.8.10) tengsizliklardan kelib chiqadi: 

IZI + z21
2 = Izd 2 + IZ212 + 2Re(zl . Z2) ~ 

• 
Natija. Istalgan kompleks Zl, Z2, ••• , Zn sonlar uchun quyidagi 

tengsizlik 0 'rinli: 

(1.8.14) 

3*. Kompleks sonning geometrik atamalardagi ifodala
nishi. 

Biz R 2 koordinatalar tekisligini barcha tartiblangan (x, y) juft
liklar to'plami sifatida aniqlashimiz mumkin, bu yerda x E R va 
y E R. Bunda tartiblangan (x, y) juftlikni tekislikning nuqtasi deb, 
x va y sonlarni esa, uning koordinatalari deymiz. Birinchi koordi
nat ani ba'zan abssissa va ikkinchi koordinatani ordinata deb ham 
atashadi. Har qanday kompleks son haqiqiy sonlarning tartiblangan 
juftligi bo'lganligi sababli, ravshanki, kompleks sonlar to'plamini R 2 

koordinatalar tekisligi deb qarasak bo'ladi. Bunda hosil bo'ladigan 
yagona farq shundan iboratki, kompleks sonlar uchun ko'paytirish 
amali aniqlangan, lekin koordinatalar tekisligidagi nuqtalar uchun 
esa, bunday amal aniqlanmagan. 
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Bunday mos qo'yishda kompleks sonning moduli qaralayotgan 
nuqtalli koordinatalar boshi bilan bog'lovchi kesrna llZlluli!!,iga teng 
bo'ladi. 

Istalgan z = a +ib kompleks sonni olaylik. 10.1 - unga mos 
koordinatalar tekisligidagi (a, b) koordinatalik lluqta bo"lsill. O;r o'q 
va OAf nur orasidagi burchak qiymatini y orqali bdgilaylik (bu 
burchak qiymatining haqiqiy sonlar nazariyasiga asoslangall ta'rifiui 
3 - bobda keltiramiz). 

Ushbu i.p burchak z kompleks sonning argttmenti dpyiladi va 

argz = y 

ko'rinishda helgilanadi. 
Agar trigonometrik fllnksiyalardan foydalanadigan bo'lsak. bu 

burchakning tallgensi b ordillataning (J ahssissaga nisbatiga tpng 
ekanini. ya'ui 

ekanini ko"rish qiyin emas. 

b 
tgy =-

a 
(1.8.15 ) 

b n 
Masalan, agar z = 1 + i bo"18a, tg i.p = -;; = 1 va. natijada. cp = "4 

bo'ladi. 
Ikki kompleks son ko"paytirilgall vaqtda ularning argumentlari 

qo'shilishini. ya"ni 

(1.8.16) 

tenglikning 2n ga karralik qo'shiluvchi aniqligida bajarilishini tek-
shirish qiyin ernas. '" 

Haqiqatan, agar Zl = a1 + ib1 va Z2 = (J.2 +ib2 bo'lfla, Z1Z2 
(a1a2 - b1b2) + i(a1b2 + azbd bo"ladi va shuning uchun, 

tg[arg(Zl . Z2)] 
a1b2 + a2 b1 
a1a2 - b]b2 

b1 b2 -+-
fl1 a2 

b1 b2 1--·-
a1 a2 

tgi.p1 + tgi.p2 
1 - tgi.p1 . tgi.p2 
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Natijada, tangenslar yig"indisi uchun formulaclan quyidagi teng
lik kelib chiqadi: 

Nihoyat, oxirgi tmglikda tangenslarni tashlab yuborsak, talab 
qilinayotgall (1.8.16) IDuIlosabatni olamiz. 

§ 1.~. Misollar 

1 - misol. Tengsizlikni isbotlang: 

(~r<n!,n21. (1.9.1) 

Ko'rsatma. Induksiya usulini qo'llab, 

(1.9.2) 

tengsizlikdan foydalaning. 

2 - misel. Tengsizlikni isbotlang: 

n (n+1)n n"2 < n! < ~ ,n > 1. (1.9.3) 

Ko'rsatma. Induksiya usulini qo'llang. Bunda chapdagi tengsiz
likni ko'rsatish uchun (1.9.2) tengsizlikdan va o'ngdagi tengsizlikni 
isbotlash uchun esa, 

(1.9.4) 

tengsizlikdan foydalaning. 

3 - misol. Tengsizlikni isbotlang: 

(1.9.5) 
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Ko'rsatma. Agar TI = 10 bo'lsa, 210 = 1024 va 103 = 1000. De
mak, bu hold a (1.9.5) tengsizlik o'rinli ekan. Endi induksiya usulini 
qo'llab, 

2n3 > (n+ 1)3, n 2: 4, 

tengsizlikdan foydalanish yetarlidir. 

4 - misol. Agar Xl . X2 ... Xn = 1 va. barcha xJ > 0 bo'lsa, 

Xl + X2 + ... + Xn 2: n (1.9.6) 

tengsizlikni isbotlang. 
Ko'rsatma. Quyidagi ko'rinishda induksiyani qo'llash mumkin. 

Tasdiq n = 1 uchun o'rinli, albatta. Endi tasdiqni n uchun o'rinli 
deb, uni n + 1 uchun isbotlaymiz. 

Avval n toq bo'lsin deylik. U holda n+ 1 = 2k va shuning uchun 
induksiya shartiga ko'ra, 

(Xl + X2) + (X3 + X4) + ... + (xn + xn+d 2: 

2: 2(y'XIX2 + y'X3X4 + ... + y'xnXn+1) 2: 2k = n + 1, 

chunki y'XIX2 . y'X3X4 ... y'XnXn+1 = 1. 
Endi n juft bo'lsin deylik. U hold a X n+2 = 1 deb, yuqoridagi 

usulda tasdiqni n + 2 uchun isbotlash yetarli. 

5 - misol. Agar Yj > 0, j = 1,2" . " n, bo'lsa, 

YI + Y2 + ... + Yn 
n 2: :rjYI . Y2 ... Yn (1.9.7) 

tengsizlikni isbotlang. 
Ko'rsatma. Quyidagi 

Yj . 1 2 x J = , J = , ,"', n, 
y'YI . Yj ... Yn 

belgilashdan foydalanib, yuqoridagi tasdiqni qo'llang. 
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6 - misol. Agar Xl . X2 ••. Xn = 1 va barcha X J > ° bo'lsa, 

tengsizlikni isbotlang. 
Ko'rsatma. Quyidagi 

munosabatlarni o'zaro ko'paytiring. 

7 - misol. Dirixle nomi bilan ataluvchi prinsip quyidagidan ibo
rat: agar (n + 1) ta jismni n ta qutiga joylashtirilsa, shunday quti 
topiladiki, unda bittadan ortiq jism bo'ladi. 

Mana shu prinsipdan foydalanib, navbatdagi tasdiqni isbotlang. 
Har qanday musbat a va natural N uchun shunday natural m va 
n sonlar topiladiki, ular uchun n ~ N va 

la-ml ~_1 
n nN 

(1.9.8) 

tengsizlik bajariladi. 
Ko'rsatma. Har qanday X soni uchun uning kasr bo'lakchasi 

deb {x} = x - [x] song a aytiladi, bu yerda [x] orqali x sonining but un 
qismi belgilangan. Berilgan a haqiqiy son uchun k = 0,1,2, ... , N 
larda {ko:} kasr bo'lakchalarni qaraylik. Bu bo'lakchalarning ham
masi [0,1) yarim intervalda yotadi. Endi [0,1) yarim intervalni N 
ta bo'lakka bo'lib, Dirixle prinsipidan foydalaning. 

8 - misol. To'g'ri chiziqdagi o'zaro kesishmaydigan intervallar 
to'plami oshib borsa sanoqli ekanini isbotlang. 

Ko'rsatma. Har bir shunday intervalga biror ratsional sonni 
mos qo'yish mumkinligini ko'rsating. 

9 - misol. To'g'ri chiziqdagi har qanday sanoqsiz to'plam chegara
langan sanoqsiz qismiy to'plamga ega ekanini ko'rsating. 
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Ko'rsatma. Agar tasdiqning teskarisini faraz qilinsa, bunday 
to'plam sanoqli sondagi sanoqli to'plamlar birlashmasiga teng bo'li
shini ko'rsating. 

10 - misol. [0,1] kesma va (0,1) interval orasida o'zaro bir 
qiymatli moslik o'rnating. 

Ko'rsatma. [0,1] kesmadagi irratsional sonlarni o'z o'rnida qoldi
rib, [0,1] kesmadagi va (0,1) intervaldagi ratsional sonlar o'rtasida 
o'zaro bir qiymatli moslik o'rnating. 

11 - misol. [0, +(0) yarim to'g'ri chiziq va (0, 1) interval orasida 
o'zaro bir qiymatli moslik o'rnating. 

Ko'rsatma. [0, +(0) yarim to'g'ri chiziq va (0,1) intervaldagi 
irratsional va ratsional nuqtalar orasida alohida o'zaro bir qiymatli 
moslik o'rnating. Irratsional nuqta1ar orasida, masalan, quyidagi 
moslikni olish mumkin: 

y x 
x= 1-y' y= 1+x' xE (0,+00), yE (0,1). 
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§ 2.1. Ketma-ketlik limiti 

1. Sonli ketma-ketlik deb natural sonlar t'oplamida aniqlangan 
va haqiqiy qiymatlar qabul qiluvchi f : N -+ R funksiyaga aytiladi. 
Agar f(n) = Xn deb belgilasak, son Ii ketma-ketlik deganda natural 
sonlar bilan nomerlangan quyidagi haqiqiy sonlar to'plamini tushu
nish mumkin: 

(2.1.1) 

Biz (2.1.1) sonli ketma-ketlikni qisqa qilib {xn} orqali belgi
laymiz. Odatda formal qat'iylik tarafdorlari bu ketma-ketlikni {xn}~=l 
ko'rinishda, yoki, unga teng kuchli bo'lgan, {xm}~=l' {xdk:l' ... , 
simvollar yordamida belgilashni afzal ko'rishadi. Lekin biz uni, al
batt a, agar bunda xato tushunishlarga yo'l qo'yilmasa, yuqoridagi 
ko'rinishda belgilaymiz. Bunda:En sonni ketma-ketlikning n-elementi 
yo'ki hadi deb ataymiz. 

Bundan buyon, <momen> deganda biz natural sonni tushunamiz. 
Bundan tashqari, ushbu bobda sonli ketme-ketlikni biz ko'pincha 
qisqaroq qilib ketma-ketlik deb ataymiz. 

Sonli ketma-ketliklar uchun tabiiy ravishda arifmetik amallarni 
aniqlash mumkin. 

Ta'rif. Ikki {xn} va {Yn} ketma-ketliklar yig'indisi deb {xn+Yn} 
ketma-ketlikka aytamiz. 

Shunga o'xshash, ikki {xn} va {Yn} ketma-ketliklarning ayir
masi deb {xn - Yn} ketma-ketlikka, ko'paytmasi deb {xnYn} ketma-

ketlikka va nisbati deb {~:} ketma-ketlikka (oxirgi holda {Yn} 
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ketma-ketlikning barcha elementlari noldan farqli deb talab qilish 
zarur, ya'ni Yn i= 0) aytiladi. 

Ketma-ketlikning eng asosiy xossasi - bu uni limitining mavjudli
gidir. Limit deganda shunday haqiqiy son tushuniladiki, unga ketma
ketlikning hadlari, ularning nomeri oshgan sari, istalgancha yaqin
lashib boradi. Boshqacha aytganda, ixtiyoriy (istalgancha kichik 
bo'lgan) musbat (odatda bu sonni c:, ya'ni «epsilon» deb atalmish 
yunoncha harf bilan belgilashadi) son uchun ketma-ketlikning biror 
nomeri (c: ga bog'liq bo'lgan va odatda N orqali belgilanadigan) 
dan boshlab barcha hadlari limitdan o'sha musbat songa farq qilsin. 
Shunday qilib biz quyidagi ta'rifga kelamiz. 

Ta'rif. {xn} ketma-ketlik va a soni berilgan bo'lsin. Agar ix
tiyoriy c: > 0 olinganda ham shunday N = N(c:) nomer topilsaki, 
barcha n ~ N lar uchun 

(2.1.2) 

tengsizlik bajarilsa, a son {xn} ketma-ketlikning limiti deyiladi. 
Limitga ega bo'lgan ketma-ketliklar yaqinlashuvchi deb ataladi. 
Agar Xn ketma-ketlik a limitga ega bo'lsa, odatda 

deb yozishadi, yoki, ba'zan, 

lim Xn = a 
n-+oo 

n -t 00 da Xn -t a 

deb ham yozishadi ("en cheksizlikka intilganda iks en a ga intila
di"deb o'qiladi). 

Ba'zan ketma-ketlik limitining ta'rifi sonlar o'qidagi nuqtalar 
atrofi tushunchalaridan foydalanib ham kiritiladi. 

Ta'rif. Sonlar o'qidagi Xo nuqtaning atrofi deb shu nuqtani o'z 
ichiga oluvchi istalgan ochiq intervalga aytiladi. 

Agar bu interval (xo - c:, Xo + c:) ko'rinishga ega bo'lib, bunda 
c: > 0 bo'lsa, bu interval Xo nuqtaning c: atrofi deyiladi. Bu tush un
chadan foydalanib limitning ta'rifini yana quyidagicha ham berish 
mumkin: 
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agar biror a son uchun istalgan E > 0 olganda ham ketma
kerlikning N = N(E) nomerdan boshlab barcha elementlari a nuq
taning E atrofida joylashsa, u holda a son {xn} ketma-ketlikning 
limiti deyiladi. 

Boshqacha aytganda, agar istalgan E > 0 uchun a nuqtaning 
E atrofidan tashqarida {xn} ketma-ketlikning oshib borsa chekli 
sondagi hadlari joylashsa, a son bu ketma-ketlikning limiti deb ata
ladi. 

Yaqinlashuvchi eng sodda ketma-ketlik bu statsionar ketma
ketlikdir, ya'ni shunday {xn} ketma-ketlikki, uning barcha element
lari bitt a songa teng: Xn = c. Ravshanki, Xn = c statsionar ketma
ketlik yaqinlashadi va c soni uning limiti bo'ladi. Misol sifatida 
quyidagi ketma-ketlikni olish mumkin: 

1, 1, 1, ... , 1, ... 

Navbatdagi misol, sodda bo'lishiga qaramasdan, o'ta muhimdir. 

2.1.1 - misol. Xn = .!. ketma-ketlikning limiti 0 sonidir. 
n 

Haqiqatan, istalgan E > 0 uchun N(E) sifatida 

1 
N>

E 
(2.1.3) 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy natural sonni olaylik. 

111111 I! tit I 

2-rasm 

U holda biz n > N nomerlar uchun 
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munosabatga ega bo'lamiz. Bu esa 0 soni Xn ketma-ketligining limi
ti ekanini anglatadi. 

Odatda N(c) sifatida (2.1.3) tengsizlikni qanoatlantiruvchi N 
natural sonlar ichidan eng kichigini olishga harakat qilinadi. Ravshan
ki, 

N == N(c) = [~] + 1 (2.1.4) 

aynan shunday sondir. 
Bu yerda ixtiyoriy haqiqiy x son uchun [x] simvol orqali uning 

butun qismi, ya'ni x dan oshib ketmaydigan eng katta butun son 
belgilangan. Misol uchun, [rr] = 3, [2] = 2, [-3,14] = -4. 

Albatta, har qanday ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo'laver
maydi. Misol uchun, 

xn = n 

ketma-ketlik, ravshanki, limitga ega emas. Limitga ega bo'lmagan 
ketma-ketliklar uzoqlashuvchi deyiladi. 

E'tibor bering, oxirgi ketma-ketlikning qiymatlar to'plami chega
ralanmagan. Bir qarashda bu ketma-ketlik aynan shu sababli uzoq
lashadi va agar bu to'plam chegaralangan bo'lganida edi, ketma
ketlik ham yaqinlashar edi, degan tasavvur hosil bo'lishi mumkin. 
Lekin aslida bunday emas. 

Ta'rif. Agar shunday M > 0 son mavjud bo'lsaki, {xn} ketma
ketlikning barcha hadlari 

(2.1.5) 

tengsizlikni qanoatlantirsa, bunday ketma-ketlik chegaralangan de
yiladi. 

Chegaralangan ketma-ketlikka eng sodda misol bu istalgan stat
sionar ketma-ketlikdir. Masalan, 

5, 5, 5, ... , 5, ... 

Agar ketma-ketlik yaqinlashsa, yuqorida ko'rganimizdek, limi
tining ixtiyoriy c atrofidan tashqarida ketma-ketlikning oshib borsa 
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chekli sondagi elementlari yotadi. Bundan har qanday yaqinlashuv
chi ketma-ketlikning chegaralangan ekanligi bevosita kelib chiqadi. 

2.1.1 - tasdiq. Har qanday yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegara
langandir. 

Isbot. Faraz qilamiz, {Xn} ketma-ketlik biror a song a yaqin
lashsin, ya'ni istalgan € > 0 uchun shunday N nomer topilsinki, 
n ~ N bo'lganda (2.1.2) bajarilsin. Xu susan , agar € = 1 desak, 
shunday N = N(1) nomer topiladiki, u uchun 

IXn - al < 1, n ~ N, 

bo'ladi. 

I 111111111_11111111 I I 

a-I a a+I 

3-rasm 

Shunday ekan, quyidagi 

tengsizlikka ko'ra, xuddi o'sha n nomerlar uchun 

IXnl < lal + 1, n ~ N, (2.1.6) 

tengsizlikka ega bo'lamiz. 
Endi 

(2.1.7) 

deylik. Unda (2.1.6) va (2.1.7) larga ko'ra, istalgan n nomer uchun 

IXnl ~ M, n = 1,2,3, ... 

Demak, Xn ketma-ketlik chegaralangan ekan. 
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• 
Yuqorida bu tasdiqning teskarisi o'rinlimi degan savol qo'yilgan 

edi. Boshqacha aytganda, har qanda:' chegaralangan ketma-ketlik 
yaqinlashuvchi bo'ladimi? Navbatdagi misol bu savolga salbiy javob 
beradi. 

2.1.2 - misol. Ushbu 

ketma-ketlik chegaralangan va uzoqlashuvchidir. 

2. Ketma-ketliklar orasida nolga yaqiniashuvchi ketma-ketIiklar 
alohida o'rin tutadi. 

Ta'rif. Nol soniga yaqinlashuvchi ketma-ketlik cheksiz kichik 
deyiladi. 

Ushbu bandda biz cheksiz kichik ketma-ketliklar xossalarini o'rga
namiz. Qaralayotgan ketma-ketlikning cheksiz kichikIigiga urg'u berish 
maqsadida uning hadlarini yunoncha harflar {an}, {/3n} va haka
zolar bilan belgilaymiz. 

Yuqorida keitirilgan ta'rifga ko'ra, agar istalgan E > 0 uchun 
shunday N = N(E) nomer topilsaki, n ~ N bo'lganda 

(2.1.8) 

tengsizIik bajarilsa, {an} ketma-ketlik cheksiz kichik bo'ladi. 
Ravshanki, statsionar, ya'ni hamma hadiari o'zaro teng: Xn = c 

bo'lgan ketma-ketlik faqat c = 0 bo'lgandagina cheksiz kichik bo'la 
oladi. 

Cheksiz kichik ketma-ketliklarning quyidagi sodda, Iekin shu bi
Ian birga muhim xossasi bevosita ta'rifdan kelib chiqadi. 

2.1.2 - tasdiq. Agar {an} cheksiz kichik ketma-ketlik bo'lib, 
{xn} ketma-ketlik 

(2.1.9) 

tengsizlikni qanoatlantirsa, {xn} ketma-ketlik ham cheksiz kichik bo '
ladi. 
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Isbot. Cheksiz kichik ketma-ketlikning ta'rifiga ko'ra, istalgan 
E > 0 olganda ham shunday nomer N = N(E) topiladiki. n ~ N 
nomerlar uchun (2.1.8) tengsizlik bajariladi. Shunday ekan, (2.1.8) 
va (2.1.9) tengsizliklardan, n ~ N bo'lganda 

tengsizlik keilib chiqadi. Bu esa Xn --+ 0 ni anglatadi. 

2.1.3 - misol. {2-n} ketma-ketlik cheksiz kichikdir. 
Haqiqatan, (1.1.12) ga ko'ra, 

1 
2-n < -. 

n 

• 

Endi talab qilinayotgan tasdiq { ~} ketma-ketlikning cheksiz kichik

ligidan kelib chiqadi (2.1.1 - misolga qarang). 
2.1.3 - tasdiq. Ikki cheksiz kichik ketma-ketliklarning yig'indisi 

ham, ayirmasi ham yana cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi. 
Isbot. Aytaylik, an va (3n cheksiz kichik ketma-ketliklar bo'lsin. 

Cheksiz kichik ketma-ketlik ta'rifiga ko'ra, istalgan E > 0 uchun 
shunday Nl nomer topiladiki, n ~ Nl bo'lganda 

(2.1.10) 

tengsizlik bajariladi. Xuddi o'sha E > 0 uchun yana shunday N2 
nomer ham topiladiki, n ~ N2 bo'lganda 

(2.1.11) 

tengsizlik bajariladi. 
Agar 
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desak, n ~ N bo'lganda har ikkala (2.1.10) va (2.1.11) tellgsizliklar 
baravariga bajariladi. 

Natijada, 

IOn + ,Bnl ~ Innl + l,Bnl 
tengsizlikdan foydalansak, (2.1.10) va (2.1.11) larga ko'ra, 

(2.1.12) 

baho hosil bo'ladi. 
Oxirgi (2.1.12) tengsizlik {on + ,Bn} ketma-ketliknillg cheksiz 

kichikligini anglatadi. 
{On - ,Bn} ketma-ketlikning cheksiz kichikligi, 

tengsizlikdan foydalangan ravishda xuddi yuqoridagidek isbotlana
di. 

• 
2.1.4 - tasdiq. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik 

ketma-ketlikning ko 'paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi. 
Isbot. Faraz qilaylik, {Xn} chegaralangan va {on} cheksiz kichik 

ketma-ketliklar bo'lsin. Chegaralangan ketma-ketlikning ta'rifiga bi
noan, biror M > 0 o'zgarmas uchun (2.1.5) tengsizlik o'rinli bo'ladi. 
Cheksiz kichik ketma-ketlikning ta'rifiga ko'ra esa, istalgan E > 0 
uchun shunday N nomer topiladiki, n ~ N larda 

(2.1.13) 

bo'ladi. 
Natijada, (2.1.5) va (2.1.13) tengsizliklardan 

IXnlYnl < M ~ = E, n > N 

baho kelib chiqadi. Bu esa {xnon} ketma-ketlik cheksiz kkhikligini 
anglatadi. 
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• 
Ta'kidlashjoizki, istalgan {:rn} ketma-ketlikni c songa ko'payti

rishni biz {x,,} ni statsionar c, c, c, ... kf'trna-ketlikka kO'paytirish 
deb qarashimiz mumkill. 

2.1.5 - tasdiq. Jkki cheksiz kichik ketma-ketliklarning ko'payt
masi yana chp.ksiz kichik kctma-ketlik bo ·Iadi. 

Isbot 2.1.1 - va 2.1.4 - tasdiqlarclan clarhol kelib chiqadi. 

2.1.6 - tasdiq. Agar {on} va {/311 } h:eima-ketW:lar cheksiz kichik 
bO'lib, {.l:,,} ketma-h:tlik 

tengsizIzkni qanoatlantirw, {;l:n} ketma-kdIik ham cheksiz kichik bo'
ladi. 

Isbot. Ravshanki. tascliq shartidan quyiclagi qo'shaloq tengsiz
liklar kPlib chiqadi: 

Haqiqatan, masalan, o'llgdagi tellgsizlik (chap qismi ham xuddi 
shllnclay ishotlanacli) qllyidagi("ha o'rnatiladi: 

Encli, agar o'rnatilgan tf'ngsizlikni unga teng kuchli bo'lgan quyida-
gi 

ko'rinishcla yozib olsak, talab qilinayotgan tasdiq 2.1.2 - va 2.1.3 -
tasdiqlardall kelib chiqadi. 

• 
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3. Endi istalgan yaqinlashuvchi ketma-ketliklarni o'rganishga 
o'tamiz. Bunda bizning asosiy qurolimiz cheksiz kichik ketma-ketlik
larning yuqorida o'rnatilgan xossalari bo'ladi. 

Avvalo, navbatdagi tasdiq o'rinli ekanini qayd etamiz. 
2.1. 7 - tasdiq. {xn} ketma-ketlik a songa yaqinlashishi uchun 

{xn - a} ketma-ketlikning cheksiz kichik bo'lishi zarur va yetarli. 
Isbot limit va cheksiz kichik ketma-ketlik ta'riflaridan bevosita 

kelib chiqadi. 
Shunday qilib, {xn} ketma-ketlik faqat va faqat biror cheksiz 

kichik {an} ketma-ketlik bilan quyidagi 

Xn = a + an 

ko'rinishga ega bo'lgandagina a songa yaqinlashadi. 

Endi biz yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar 
haqidagi teoremalarni isbot qila olamiz. 

2.1.1 - teorema. Ikki yaqinlashuvchi {xn} va {Yn} ketma-ketliklar 
yig'indisi ham yaqinlashuvchi bo'lib, yig'indining limiti limitlar yig'indi
siga teng bo'ladi, ya 'ni 

lim (x n + Yn) = lim Xn + lim Yn. 
n-too n-too n-too 

(2.1.14) 

Isbot. Faraz qilaylik, Xn -7 a va Yn -7 b bo'lsin. U holda, 2.1.7 
- tasdiqqa asosan, 

(2.1.15) 

va 
Yn = b + i3n (2.1.16) 

tengliklar o'rinli bo'ladi, bu yerda {an} va {i3n} - cheksiz kichik 
ketma-ketliklar. 

Avvalgi band natijalarini hisobga olib, bu ikki tengliklarni qo'shsak, 

Xn + Yn = a + an + b + i3n = (a + b) + 'Yn 

tenglik hosi1 bo'ladi, bunda {'Yn} - cheksiz kichik ketma-ketlik. 
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O'rnatilgan tenglik, 2.1.7 - tasdiqqa ko'ra, {Xn + Yn} ketma
ketlikning a + b songa yaqinlashishini anglatadi. 

• 
2.1.2 - teorema. Ikki yaqinlashuvchi {xn} va {Yn} ketma-ketliklar 

ko 'paytmasi yana yaqinlashuvchi bo'lib, ko 'paytma limiti limitlar 
ko 'paytmasiga teng bo'ladi, ya 'ni 

lim (xn . Yn) = lim Xn ' lim Yn· 
n-+oo n-+oo n-+oo 

(2.1.17) 

Isbot. Faraz qilamiz, Xn -+ a va Yn -+ b bo'lsin. U holda, 2.1.7 
- tasdiqqa asosan, (2.1.15) va (2.1.16) tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu 
ikki tengliklarni o'zaro ko'paytirib, oldingi band natijalarini hisobga 
olsak, 

Xn 'Yn = (a+un)(b+f3n) = ab+a·f3n+ b , u n+ u n 'f3n = ab+'Yn 

bo'ladi, bu yerda {'Yn} - biror cheksiz kichik ketma-ketlik. 
O'rnatilgan tenglik, 2.1.7 - tasdiqqa ko'ra, {xn 'Yn} ketma-ketlik 

ab songa yaqinlashishini anglatadi. 

• 
Natija. {xn} va {Yn} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo'lsin. U 

holda, ixtiyoriy >. va J-L haqiqiy sonlar uchun {>.xn + J-LYn} ketma
ketlik ham yaqinlashuvchi bo'lib, 

lim (>,xn + J-LYn) = >. lim Xn + J-L lim Yn 
n-+oo n-+oo n-+oo 

tenglik 0 'rinli bo'ladi. 
Bu xossaga limitga o'tish amalining chiziqliligi deyiladi. 
Xususan, >. = 1 va J-L = -1 bo'lganda oxirgi tenglikdan 

lim (xn - Yn) = lim Xn - lim Yn 
n-+oo n-+oo n-+oo 

(2.1.18) 
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munosabatni olamiz. 

4. Ikki yaqinlashuvchi ketma-ketliklar nisbatini o'rganishga o·ta
miz. Bunda maxrajda turgan ketm<L-ketlikning barcha hadlari va 
uning limiti noldan farqli bo'lishi zarur. 

2.1.1 - lemma. Berilgan {Yn} ketma-ketlik b t= 0 songa yaqin
lashsin. U holda, shunday N nomer topiladiki, barcha n > N lar 
uchun 

(2.1.19) 

tengsizlik bajariladi. 
Isbot. Limit ta'rifiga ko'ra, istalgan E > 0 olganda ham shunday 

N = N(E) nomer topiladiki, u uchun 

IYn - bl < E, n ~ N(E), 

tengsizlik bajariladi. 
Bundan 

IYnl = Ib + Yn - bl ~ Ibl- IYn - bl > Ibl - E, n ~ N, 

kelib chiqadi. Bu tengsizlikda E = I~I desak, talab qilingan (2.1.19) 

tengsizlikni olamiz. 

• 
Eslatma. Isbotlangan lemma, xususan, noldan farqli limitga 

ega bo'lgan ketma-ketlikni nolga teng hadlarining soni faqat chekli 
bo'lishi mumkinligini anglatadi. 

Endi ikki ketma-ketlik nisbatining limiti haqidagi teoremani is
botlashimiz mumkin. 

2.1.3 - teorema. Faraz qilaylik, {xn} ketma-ketlik a songa 
va {Yn} ketma-ketlik esa b t= 0 songa yaqinlashsin. U holda biror 

nomerdan boshlab {~:} ketma-ketlik aniqlangan bo'lib, u ~ songa 

yaqinlashadi. 
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Isbot. Shartga ko'ra. :r n -t a va y" -t b bo'lsin. U hold a 2.1.7 
- tasdiqqa asosan. (2.1.15) va (2.1.16) tengliklar bajariladi. Shun
day ekan. 2.1.1- lemmaga asosan biror nomerdan boshlab quyidagi 
tengliklarni yozishimiz mumkin: 

.r" (l 

Yn b 

bXn - aYn 

bYn 

b(a + on) - a(b + (in) 

bYn 

Agar biz bu tenglikda In = On - (a / b) I1n deb bdgilasak. u holda 
In - cheksiz kichik ketm<t-ketlik bo·lih. 

J'll a 1 - - - =,,,'-
Yn b .lin 

(2.1.21) 

tenglik baj ariladi. 
2.1.1 - lelllmaga ko' ra {l / YIl} kptma-ketlik clwgara.langan. shu

ning llChUll 2.1...1: - tasdiqdau (2.1.21) ning o'ng qismi cheksiz kichik 
ketllla-kdlik ekanligi kelih chiqadi. Demak, 

lim 
:1' II 

• 
Shunday qilib, 2.1.3 - teoremaga asosan, nisbatning limiti limit

lar nisbatiga teng ekan. 
Shubhasiz, agar Yn ketma-ketlikning barcha elementlari noldan 

farqli bo'lsa. {.rn} ketma-ketlik barcha n larda aniqlangan bo'ladi. 
Yn 

Shunga ahamiyat berish joizki. agar biz ketma-ketlikning istal-
gan chekli sondagi elementlarini o'zgartirsak, uning yaqinlashish 
xossasi va limiti o'zgarmaydi. Xususan, agar ketma-ketlikning chek
Ii sondagi elementlari nolga tellg bo'lsayu, biz ularni, masalan, bir
lar bilan almashtirsak, natijada nolga teng bo'lmagan elementlardan 
iborat yangi ketma-ketlik olamiz va eski bilan yangi ketma-ketliklar 
bir vaqtda yoki yaqinlashuvchi, yoki uzoqlashuvchi bo'ladilar. Bun
dan tashqari, bordiyu ular yaqinlashsa, ularning limitlari o'zaro teng 
bo'ladi. 
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5. Ushbu bandda biz tengsizliklarda limitga o'tishni o'rganamiz. 
2.1.2 - lemma. Agar {xn} ketma-ketlik a songa yaqinlashib, 

Xn ~ 0 bo'lsa, u holda a ~ 0 bo'ladi. 
Isbot. Shartga ko'ra Xn ~ 0 va Xn ----t a bo'lsin. Demak, limit 

ta'rifiga asosan, istalgan E > 0 uchun shunday N nomer topiladiki, 

IX n - al < E, n ~ N, 

bo'ladi. 
1.3.2 - tasdiqdan bu tengsizlikning quyidagi qo'shaloq tengsiz

likka teng kuchli ekanligini olamiz: 

-E < Xn - a < E. (2.1.22) 

Shunday ekan, Xn ~ 0 shartdan va (2.1.22) ning o'ng tomonidagi 
tengsizlikdan, 

E + a > Xn ~ 0, ya'ni E + a> 0 

bahoni hosil qilamiz. Bundan chiqdi, istalgan musbat E uchun 

a> -E (2.1.23) 

tengsizlik o'rinli bo'lar ekan. 
Oxirgi tengsizlik a son har qanday manfiy sondan katta ekanini 

anglatadi va shuning uchun u manfiy bo'la olmaydi. Demak, a ~ o . 

• 
2.1.4 - teorema (tengsizliklarda limitga o'tish haqida). 

Agar ikki yaqinlashuvchi {xn} va {Yn} ketma-ketliklarning barcha 
hadlari 

(2.1.24) 

tengsizlikni qanoatlantirsa, ularning limitlari ham shu tengsizlikni 
qanoatlantiradi, ya 'ni 

lim Xn < lim Yn. 
»--+00 n--+oo 

(2.1.25) 
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Isbot. (2.1.24) ga ko'ra Yn - Xn ~ 0 tengsizlik o'rinli va shuning 
uchun, 2.1.2 - lemmaga asosan, 

Endi (2.1.18) tenglikni qo'llab, talab qilingan (2.1.25) munosa
batni olamiz. 

• 
Eslatma. Agar (2.1.24) shartni qat'iy Xn < Yn tengsizlikka 

o'zgartirsak, bundan, umuman aytganda, limitlar uchun ham qat'iy 

tengsizlik kelib chiqmaydi. Masalan, agar Xn = 0 va Yn = .!. ketma
n 

ketliklarni olsak, 

biroq 
lim x n = lim Yn = O. 

n-+oo n-+oo 

Navbatdagi teorema matematik tahlilda muhim rolo'ynaydi. 
2.1.5 - teorema. Agar {xn} va {Yn} ketma-ketliklar bitta songa 

yaqinlashsib, {zn} ketma-ketlik 

(2.1.26) 

tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda {zn} ketma-ketlik ham xuddi 
o'sha songa yaqinlashadi. 

Isbot. Shartga ko'ra, {xn} va {Yn} ketma-ketliklar limiti a soni 
bo'lsin. Shunday ekan, (2.1.26) tengsizlikdan 

Xn - a ~ Zn - a ~ Yn - a (2.1.27) 

munosabat kelib chiqadi. 
2.1.7 - tasdiqqa asosan, {Xn - a} va {Yn - a} ketma-ketliklar 

cheksiz kichik bo'ladi. Demak, (2.1.27) va 2.1.6 - tasdiqqa ko'ra, 
{zn - a} ketma-ketlik ham cheksiz kichik bo'ladi, ya'ni Zn --+ a. 
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• 
Eslatma. Isbotlangan teorema matematikada «ikki politsiyachi 

prinsipi» deb ataluvchi quyidagi matematik folklorning tasdig'idir: 
agar qochuvchi (ya'ni zn) hamma vaqt biror a manzilga intiluvchi 
ikki politsiyachi (ya'ni Xn va Yn) orasida bo'lsa, qochuvchi ham 
oxir-oqibat shu manzilga keladi. 

§ 2.2. Monoton ketma-ketliklar 

1. Sonli ketma-ketliklarni o'rganishdagi asosiy muammo - bu 
ular limitining mavjudligi haqidagi muammodir. Umumiy holda bu 
masalani hal qilish ancha murakkab bo'lsada, Ie kin ketma-ketliklar
ning ba'zi sinflari uchun u nisbatan oson yechiladi. Ayniqsa mono
ton ketma-ketliklar uchun limitning mavjudlik muammosi sodda 
yechimga ega. 

Ta'rif. Agar barcha n nomerlar uchun 

Xn S Xn+l, n = 1,2,3, ... (2.2.1) 

tengsizliklar bajarilsa, {xn} ketma-ketlikni 0 'suvchi deymiz. 
Agarda quyidagi qat'iy 

Xn < Xn+l, n = 1,2,3, ... (2.2.2) 

tengsizliklar o'rinli bo'lsa, {xn} ketma-ketlikni qat'iy o'suvchi deymiz. 
Masalan, Xn = n ketma-ketlik qat'iy o'suvchidir. 
Kamayuvchi ketma-ketliklar ham shunga o'xshash aniqlanadi. 
Ta'rif. Agar barcha n nomerlar uchun 

Xn ~ Xn+l, n = 1,2,3, ... (2.2.3) 

tengsizliklar bajarilsa, {xn} ketma-ketlikni kamayuvchi deymiz. 
Agarda quyidagi qat'iy 

Xn > Xn+l, n = 1,2,3, '" (2.2.4) 
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tengsizliklar o'rinli bo'lsa, {xn} ketma-ketlikni qat'iy kamayuvchi 
deymiz. 

O'suvchi ketma-ketliklarni va kamayuvchi ketma-ketliklarni mo
noton ketma-ketliklar deymiz. Ba'zan, qat'iy o'suvchi va qat'iy ka
mayuvchi ketma-ketliklar qat'iy mono ton ketma-ketliklar deyiladi. 

E'tibor bering, yuqoridagi ta'riflarga asosan statsionar ketma
ketlik ham o'suvchi, ham kamayuvchi bo'ladi. 

1 
2.2.1 - misol. Xn = - qat'iy kamayuvchi ketma-ketlikdir. 

n 
2.1.1 - tasdiqda har qanday yaqinlashuvchi ketma-ketlik chega-

ralangan bo'lishini ko'rdik. Buning teskarisi o'rinli emasligiga esa 
chegaralangan va uzoqlashuvchi Xn = (_1),,+1 ketma-ketlik misoli
da ishonch hosil qildik. 

Bu misolning o'ziga xosligi shundan iboratki, uning hadlari nol 
atrofida goh o'sib va goh kamayib o'zgarmas amplituda bilan tebrana
di. Boshqacha aytganda, bu ketma-ketlik monoton emas. Qizig'i 
shundaki, agar ketma-ketlik monoton bo'lsa, uning yaqinlashishi 
uchun chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli ekan. 

2. Shu munosahat bilan yuqoridan yoki quyidan chegaralangan 
ketma-ketlik tURhunchasini kiritamiz. 

Ta'rif. Agar shunday B soni rnavjud bo'lsaki, barcha n norner
lar uchun 

,t" ~ B (2.2.5) 

shart bajarilsa, {,1:,,} ketma-ketlikka yuqoridan chegaralangan 
deyiladi. 

Xuddi shu singari qllyidan chegaralangan ketma-ketlik aniqlana-
cli. 

Ta'rif. Agar shunday A soni mavjud bo'lsaki. barcha T/ nornerlar 
uchun 

·1'11 2 A (2.2.6) 

shart bajarilsfL. {.I',,} ketma-ketlikka quyidan chegaralangan de
yiladi. 

Har qallclay monoton ketllla-ketlik hech bo'lmagancla bir tomon
dan chegaralangall bo'ladi. Haqiqatan ham, agar {;rn} ketma-ketlik 
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o'suvchi bo'lsa, ixtiyoriy n no mer uchun 

tengsizlik o'rinli bo'ladi, ya'ni ketma-ketlik quyidan Xl soni orqali 
chegaralangan. Agar {xn} ketma-ketlik kamayuvchi bo'lsa, ixtiyo
riy n nomer uchun 

tengsizlik bajariladi, ya'ni ketma-ketlik yuqoridan Xl soni orqali 
chegaralangan. 

Shunday qilib, monoton ketma-ketlikning chegaralanganligini 
talab qilmoqchi bo'lsak, u o'suvchi bo'lganda yuqoridan chegaralan
ganlikni (chunki quyidan u shundoq ham chegaralangan), kamayuv
chi bo'lganda esa quyidan chegaralanganlikni talab qilish yetarli. 

Navbatdagi teoremani biz an'anaviy ko'rinishda keltiramiz. 
2.2.1 - teorema. Yuqoridan chegaralangan har qanday o'suvchi 

ketma-ketlik yaqinlashadi. 
Isbot. Shartga ko'ra, {xn} ketma-ketlik o'suvchi va yuqoridan 

chegaralangan bo'lsin, ya'ni (2.2.1) va (2.2.5.) shartlar bajarilsin. 
E simvoli orqali {xn} ketma-ketlikning qiymatlar to'plamini, 

ya'ni sonlar o'qining barcha Xn nuqtalardan iborat qismiy to'plamini 
belgilaymiz. (2.2.5) ga ko'ra, E to'plam yuqoridan chegaralangan 
va shuning uchun, 1.4.1 - asosiy teoremaga binoan, bu to'plamning 
aniq yuqori chegarasi mavjud. 

Mana shu aniq yuqori chegarani 

a = sup E 

deb belgilab, Xn ~ a ekanini isbotlaymiz. 
Aniq yuqori chegaraning ta'rifiga ko'ra, 

Xn ~ a, n = 1,2,3, ... (2.2.7) 

Yana o'sha aniq yuqori chegaraning ta'rifiga asosan ( § 1.2, (ii) 
shartga qarang), istalgan E > 0 uchun E to'plamning a-E nuqtadan 
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o'ngda joylashgan kamida bitta nuqtasi mavjud. Agar x N shunday 
nuqta bo'lsa, 

a - E < XN 

tengsizlik bajariladi. 
{xn} o'suvchi ketma-ketlik bo'lgani uchun bu tengsizlikni ketma

ketlikning nomeri N dan katta bo'lgan barcha elementlari ham 
qanoatlantiradi, ya'ni 

a - E < X n , n > N. (2.2.8) 

Shunday ekan, n ~ N bo'lganda har ikkala (2.2.7) va (2.2.8) 
tengsizliklar bir vaqtda bajariladi, ya'ni 

a - E < Xn ~ a, n > N. 

Bundan chiqdi, 

IX n - al < E, n ~ N, 

tengsizlik ham o'rinli bo'lar ekan. Bu tengsizlik esa {xn} ketma
ketlikning a soniga yaqinlashishini anglatadi. 

• 
N atija. Quyidan chegaralangan har qanday kamayuvchi ketma

ketlik yaqinlashadi. 
Haqiqatan, quyidan chegaralangan har qanday kamayuvchi {Yn} 

ketma-ketlik yaqinlashishini ko'rsatish uchun, Xn = -Yn ketma
ketlik o'suvchi va yuqoridan chegaralangan ekanligini qayd etib, 
unga 2.2.1 - teoremani qo'llash yetarli. 

Eslatma. Agar {an} ketma-ketlik o'suvchi bo'lib, biror a songa 
yaqirrlashsa, u hold a quyidagi tengsizliklarning bajarilishi turgan 
gap: 

an ~ a, n = 1,2,3 ... 
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Xuddi shunga o'xshash, {bn } ketma-ketlik kamayuvchi bo'lib, biror 
b songa yaqinlashsa, 

bn ~ b, n = 1,2,3 ... 

tengsizliklar o'rinli bo'ladi. 

3. Yuqoridagi 2.2.1 - teoremani qo'llashga misol keltiramiz. 
2.2.2 - misol. Quyidagi 

n 1 1 1 1 1 
Sn = L k! = O! + 1! + 2! + ... + n! 

k=O 

ketma-ketlikning yaqinlashishini ko'rsatamiz. 
1) O'z-o'zidan ko'rinib turgan 

1 
Sn+ 1 = Sn + (n + 1)! 

(2.2.9) 

(2.2.10) 

tenglikdan Sn+l > Sn tengsizlikni olamiz, ya'ni {Sn} ketma-ketlik 
o'suvchi ekan. 

2) Endi bu ketma-ketlining yuqoridan chegaralangan ekanini is
botlaymiz. Buning uchun 

1 
Sn < 3 - -, n EN, - n! 

(2.2.11) 

tengsizlik bajarilishini ko'rsatish yetarli. 
(2.2.11) bahoni matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymiz. 

Agar n = 1 bo'lsa, bu baho tenglikka aylanib, u haqiqatan o'rinli 
bo'ladi. 

Endi (2.2.11) bahoni n = k da to'g'ri deb, uning n = k + 1 
da ham bajarilishini ko'rsatish oson. Haqiqatan, farazimizga ko'ra, 
(2.2.10) tenglikdan 

1 1 1 k 1 
Sk+l = Sk+ (k + 1)! ~ 3- k! + (k + 1)! = 3- (k + 1)! ~ 3- (k + 1)! 
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hosil bo'ladi, ya'ni (2.2.11) tengsizlik n = k + 1 uchun ham to'g'ri 
ekan. 

Demak, matematik induksiya prinsipiga asosan, (2.2.11) baho 
istalgan n E N da bajariladi. 

Shunday qilib, {sn} ketma-ketlikning o'suvchi va yuqoridan che
garalangan ekanini ko'rsatdik. Bundan chiqdi, u yaqinlashuvchi bo'
ladi. 

(2.2.9) ketma-ketlik limiti e harfi bilan belgilanadi. E'tibor bering, 
bu son uchun (2.2.9) tenglik va (2.2.11) tengsizlikdan bevosita 

2<e:S3 

baho kelib chiqadi. 

4. Navbatdagi misolda shunday ketma-ketlik keltirilganki, agar 
biz uning yaqinlashishini isbotlay olsak, u hold a uning limiti oson 
topiladi. 

2.2.3 - misol. Quyidagi 

xn+l = ~ ( Xn + Xb
n

) , Xo = c, (2.2.1 2) 

munosabat bilan aniqlangan {xn}~o ketma-ketlik istalgan c > 0 
boshlang'ich qiymat uchun yaqinlashishini isbotlang. 

Shuni aytish kerakki, bunday aniqlangan ketma-ketlikda xn+1 
ni hisoblash uchun oldingi Xn ga qaytib, (2.2.12) formuladan foy
dalanish zarur. Shuning uchun, bunday ketma-ketliklar qaytadigan 
yoki rekurrent (yunoncha recurrere - qaytmoq so'zidan olingan) 
ketma-ketlik deb ataladi. Bunda (n + 1) - elemen tni birinchi n ta 
element orqali aniqlaydigan formulaga rekurrent formula deyiladi. 

1) Avval Xo > 0 ni har qanday t~.nlagandaham {xn}~l ketma
ketlik quyidan Vb son bilan chegaralanganini ko'rsatamiz, ya'ni bi
rinchi nomerdan boshlab 

Xn 2 Vb, n = 1,2,3, ... (2.2.13) 

tengsizlik bajarilishini isbotlaymiz. 
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Buning uchun istalgan musbat haqiqiy t soni uchun o'rinli bo'lgan 

- t+- = 1+- Vt-- > 1 1 (1) 1 ( 1 )2 
2 t 2 y't-' t> 0, (2.2.14) 

tengsizlikdan foydalanamiz. 
Agar (2.2.12) da mos almashtirishlarni bajarib, (2.2.14) tengsiz

likni qo'llasak, talab qilingan bahoni olamiz: 

Vb (xn Vb) 11 Xn+l =? 11 + - 2. vb. 
- vb Xn 

(2.2.11) 

2) Endi {xn} ~=l ketma-ketlikning kamayuvchi ekanini ko'tsatish 
oson. Haqiqatan, (2.2.12) rekurrent formulaga ko'ra, 

1 ( b ) x~ - b Xn - Xn+l = - Xn - - = --- 2. 0 
2 Xn 2xn 

va demak, xn+l ~ .En, n = 1,2,3, ... 
Shunday qilib, 2.2.1- teoremaning natijasiga asosan, {xn} ketma

ketlik biror haqiqiy a soniga yaqinlashadi. Bundan chiqdi, (2.2.12) 
rekurrent formulada limitga o'tsak, 

tenglikni olamiz. Bundan a = Jb ekani kelib chiqadi. Ixtiyoriy mus
bat sonning kvadrat ildizini taqribiy hisoblashning ushbu usulini 
buyuk ingliz olimi I. Nyuton taklif qilgan. 

Qayd qilamizki, (2.2.12) rekurrent formula kvadrat ildizni taqribiy 
hisoblashning zamonaviy kalkulyatorlarda qo'llashga qulay algorit
mini beradi. 

§ 2.3. Ichma-ich joylashgan kesmalar prinsipi 

Sonlar o'qida ixtiyoriy ikki [aI, b1] va [a2' b2] kesmalarni qaray
lik. Agar 



§ 2.3. Ichma-ich joylashgan kesmalar prinsipi 101 

bo'lsa, [a2' b2] kesmani [aI, bd kesma ichida joylashgan deymiz. 
Ravshanki, [a2, b2] kesmaning [aI, bI ] kesma ichida joylashishi 

uchun [a2. b2] kesmaning har bir nuqtasi [al. bd kesmaga ham te
gishli bo'lishi, ya'ni 

bo'lishi zarur va yetarlidir. 
N avbatdagi teorema cheksiz ko'p ichma-ich joylashgan kesmalar 

ketma-ketligi haqida bo'lib, u bir qator tadbiqlarga egadir. 
2.3.1 - teorema (ichrna-ich joylashgan kesrnalar prin

sipi). Agar [an, bn] C R kesrnalarning har biri o'zidan avvalgisini 
ichiga joylashgan bo'lib, ya 'ni 

(2.3.1) 

bo'lib, ularning uzunligi nolga intilsa. bu kesrnalar ketrna-ketligining 
barchasiga tegishli bo'lgan c nuqta rnavjud va yagonadir. 

Isbot. Ravshanki, (2.3.1) munosabat 

tengsizliklarning baj arilishini anglatadi. 
Demak, {an} ketma-ketlik o'suvchi va {bn} ketma-ketlik esa ka

maYllvchi ekan. Bundan tashqari, kesmaning ta'rifiga ko'ra, istalgan 
n uchun 

(2.3.2) 

tengsizliklar bajariladi. 
Madomiki {bn } ketma-ketlik kamayuvchi ekan, btl S bt tpngsiz

lik bajariladi va (2.3.2) ga ko'ra, 

bo'ladi. 
Bundan chiqdi, {an} ketma-ketlik chegaralangan bo'lib, 2.2.1 -

teoremaga ko'ra, u yaqinlashuvchi bo'ladi. Xuddi shunga o'xshab, 
{bn } ketma-ketlikning quyidan chegaralangan va yaqinlashllvchi eka
nini ko'rsatish mumkin. 
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Shartga ko'ra, kesmalarning uzunligi nolga intiladi, ya'ni 

Shunday ekan, {an} va {bn} ketma-ketliklar yagona limitga in
tiladi. Biz bu limitni c harfi bilan belgilaymiz, ya'ni 

c = lim an = lim bn . 
n---+oo n---+oo 

Endi, 2.2.1 - teoremadan so'ng keltirilgan eslatmaga ko'ra, 

tengsizlik bajarilishini qayd etamiz. Bu tengsizlik esa, o'z navbatida, 
c nuqtaning har bir [an, bn] kesmaga tegishli ekanini anglatadi. Bun
dan tashqari, c nuqtaning yagona ekani ikki turli nuqta bir vaqtning 
o'zida uzunligi istalgancha kichik bo'lgan kesmalarga tegishli bo'la 
olmasligidan kelib chiqadi. 

• 
Eslatma. Bu teoremada kesmalar o'rniga intervallarni olish mum-

1 
kin emas. Chunonchi, quyidagi ichma-ichjoylashgan intervallar (0, -) 

n 
ketma-ketligini qaraylik. Bu intervallarning har biri avvalgisi ichiga 
joylashgan bo'lib, ularning uzunligi nolga intiladi. Lekin bu interval
larning barchasiga tegishli bo'lgan nuqta mavjud emas. Boshqacha 
aytganda, bu intervallar barchasining kesishmasi bo'sh to'plamdir. 

§ 2.4. Ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari 

1. Ushbu paragrafda biz yaqinlashmaydigan ketma-ketliklarni 
o'rganamiz. Ko'pgina amaliy masalalarni yechishda aynan shun
day ketma-ketliklarni o'rganishga to'g'ri keladi. Ba'zan bu ketma
ketliklar biror songa yaqinlashishi uchun ularni «qismlarga ajratish» 
yetarli bo'ladi. Ana shu o'rinda hosil bo'ladigan limitlarga qismiy 
limitlar deyiladi. . 
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Ketma-ketlik limitga ega bo'lsa, u yaqinlashuvchi deyilar edi. 
Ravshanki, agar ketma-ketlik yaqinlashsa, u yagona limitga ega. 
Haqiqatan ham, agar u ikkita a va b limitlarga ega deb faraz qilsak, 

Xn = a + an = b + f3n 

bo'ladi va bundan 
b - a = an - f3n --+ 0 

ni olamiz. Demak, b - a = 0, ya'ni b = a ekan. 
Ammo uzoqlashuvchi ketma-ketliklarda qismiy limitlar ko'p bo'

lishi mumkin. Qismiy limitga aniq ta'rif berish uchun qismiy ketma
ketlik tushunchasini kiritamiz. 

Ixtiyoriy qat'iy o'suvchi {kn } natural sonlar ketma-ketligini tan
laymiz, ya'ni 

kl < k2 < ... < kn < ... 
Ta'rif. Agar {xn} ketma-ketlik berilgan bo'lsa, {Xkn}~=l ketma

ketlik {xn} ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi. 
Masalan, {X2n-l} va {X2n} ketma-ketliklar berilgan {xn} ketma

ketlikning har xiI, ya'ni biri toq nomerdagi va ikkinchisi juft nom erda
gi elementlaridan tashkil topgan ikki qismiy ketma-ketliklaridir. 

Ta'rif. Agar {xn} ketma-ketlikning a soniga yaqinlashuvchi {Xkn } 

qismiy ketma-ketligi mavjud bo'lsa, a son {xn} ketma-ketlikning qis
miy limiti deyiladi. 

2.4.1 - misol. Xn = (_1)n bo'lsin. U holda juft nomerli 

X2n = (_1)2n = 1 

qismiy ketma-ketlik 1 soniga yaqinlashadi, toq nomerli 

X2n-l = (_1)2n-l = - 1 

qismiy ketma-ketlik esa -1 soniga yaqinlashadi. Shuning uchun 1 
va -1 sonlar {xn} ketma-ketlikning qismiy limitlari bo'ladi. 

2. Endi ketma-ketlik uchun limit nuqta tushunchasini kiritamiz. 
Dastlab, yozuvni soddalashtirish maqsadida, quyidagi atamalashga 
kelishib olaylik. 
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Faraz qilaylik, E - sonlar o'qining ixtiyoriy qismiy to'plami va 
{xn} - biror ketma-ketlik bo'lsin. Agar shunday cheksiz ko'p turli 
nomerlar topilsaki, {xn} ketma-ketlikning bu nomerlarga mos kel
gan elementlari E to'plamga tegishli bo'lsa, biz E to'plamda {xn} 
ketma-ketlikning cheksiz ko'p elementlari yotadi deymiz. 

Bu kiritgan ta'rifimiz to'plamlar nazariyasida qabul qilingan 
an'anaviy atamadan farq qiladi. Misol uchun, agar E to'plam faqat 
bitta x = 1 nuqtadan iborat bo'lsa, to'plamlar nazariyasi nuq
tai nazaridan, u cheksiz ko'p nuqtaga ega bo'la olmaydi. Ammo, 
yuqoridagi kelishuvga ko'ra, E to'plamda {( -l)n} ketma-ketlikning 
cheksiz ko'p, ya'ni barcha juft nomerli elementlari yotadi. 

Sonlar o'qidagi a nuqtaning atrofi deb shu nuqtani o'z ichiga 
oluvchi ixtiyoriy intervalga aytilishini eslatamiz. Biz a nuqtaning E

atrofi deganda (a - E, a + E) intervalni tushunamiz va bunda doim 
E > 0 deb hisoblaymiz. 

Ta'rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy E-atrofida {xn} ketma-ketlik
ning cheksiz ko 'p elementi joylashsa, a nuqta berilgan ketma-ketlik
ning limit nuqta.si deyilatii. 

Masalan, 1 va -1 nuqtalar {( _l)n} ketma-ketlikning limit nuq
talaridir. Bu ketma-ketlik uchun limit nuqtalar to'plami qismiy li
mitlar to'plami bilan ustma-ust tushishi tasodifiy emas. Chunonchi, 
quyidagi ikki tasdiq o'rinli. 

2.4.1 - tasdiq. Har qanday ketma-ketlikning qismiy limiti shu 
ketma-ketlikning limit nuqtasi bo'ladi. 

Isbot. Faraz qilaylik, a nuqta {xn} ketma-ketlikning qismiy li
miti bo'lsin, ya'ni, a ga yaqinlashuvchi {Xkn } qismiy ketma-ketlik 
mavjud bo'lsin. Shunday ekan, istalgan E > 0 uchun {Xkn } ketma
ketlikning biror nomerdan boshlab barcha elementlari a nuqtaning 
E- atrofida yotadi. Demak, shu E atrofda {xn} ketma-ketlikning 
cheksiz ko'p elementlari yotacii, ya'ni a - ketma-ketlikning limit 
nuqtasi ekan. 

• 
Bu tasdiqning teskarisi ham o'rinli. 
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2.4.2 - tasdiq. Har qanday ketma-ketlikning limit nuqtasi shu 
ketma-ketlikning qismiy limiti bo'ladi. 

Isbot. Faraz qilaylik, a nuqta {xn} ketma-ketlikning limit nuq
tasi bo'lsin, ya'ni a nuqtaning istalganE-atrofida {xn} ketma-ketlik
ning cheksiz ko'p elementlari yotsin. 

Musbat Ega ketma-ket 1, ~, ~, t, ... qiymatlarni berib, shunday 
(a - ~, a + ~) intervallarni olamizki, bu in tervallarning har birida 
{xn} ketma-ketlikning cheksiz ko'p elementlari yotadi. 

Birinchi (a - 1, a + 1) intervalda ketma-ketlikning kl nomerli 
biror elementini tanlaymiz, ikkinchi (a - ~, a + ~) intervalda k2 > 
kl nomerli, uchinchi (a - ~, a + 1) intervalda k3 > k2 nomerli, 
... , n- interval (a - ~, a +~) da kn > kn - 1 nomerli va hokazo 
elemetlarni tanlaymiz. N atijada shunday {x kn } qismiy ketma-ketlik 
olamizki, 

bo'ladi. 
Demak, 

1 
IXkn - al < -, 

n 

ya'ni {Xkn } ketma-ketlik a songa yaqinlashadi. Bu esa, o'z navbati
da, a soni {xn} ketma-ketlikning qismiy limiti ekanini anglatadi. 

• 
3. Umuman aytganda, har qanday ketma-ketlikda qismiy limit

lar ko'p bo'lishi mumkin, ammo ularning ichida eng kattasi va eng 
kichigi ayniqsa katta ahamiyatga egadir. 

Ta'rif. Ketma-ketlikning eng katta qismiy limiti bu ketma-ketlik
ning yuqori limiti deyiladi. 

Agar {xn} ketma-ketlikning yuqori limitini a desak, u quyidagi 

simvol orqali belgilanadi. 

a = lim Xn 
n-+oo 

(2.4.1) 

Xuddi shunga o'xshash ketma-ketlikning quyi limiti aniqlanadi. 
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Ta'rif. Ketma-ketlikning eng kichik qismiy limiti bu ketma-ketlik
ning quyi limiti deyiladi. 

Agar {xn} ketma-ketlikning quyi limitini .{!. desak, u quyidagi 

simvol orqali belgilanadi. 

.{!. = lim Xn 
n-too 

(2.4.2) 

Yuqorida ikkita qismiy limitga ega bo'lgan ketma-ketlikka mi
sol sifatida {( -1 )n} ketma-ketlik keltirilgan edi. Bu misolda qismiy 
limitlar 1 va -1 ga teng. Ravshanki, bu holda 

lim Xn = 1, lim Xn = -1. 
n-too n-too 

Albatta, o'z-o'zidan quyidagi savol tug'uladi: har qanday ketma
ketlikda ham limit nuqtalar bormi? Agar ketma-ketlik chegaralan
gan bo'lsa, bu savolgajavob ijobiy bo'lar ekan. Bu natija bir-biridan 
bog'liqsiz ravishda chex matematigi B. Bol'sano va nemis matema
tigi K.Veyershtrass tomonlaridan isbotlangan. Aslida, biz bu yer
da bundanda umumiyroq navbatdagi tasdiqni isbotlaymiz. Shuni 
aytish lozimki, bordiyu ketma-ketlik yagona limit nuqtagaega bo'lsa, 
uning yuqori va quyi limitlari o'zaro teng bo'lib, ular ana shu nuq
tadan iborat bo'ladi. 

2.4.1 - teorema. Har qanday chegaralangan ketma-ketlik yuqori 
va quyi limitlarga ega. 

Isbot. Shartga ko'ra, {xn} chegaralangan ketma-ketlik bo'lsin 
deylik, ya'ni shunday A va B o'zgarmaslar mavjudki, ular uchun 

munosabat o'rinli. 
Bu tengsizliklar {xn} ketma-ketlikning barcha elementlari [A, B] 

kesmada yotishini anglatadi. 

A vval biz [A, B] kesmani A ; B nuqta orqali ikkita teng kesma

larga ajratamiz. Bu ikki kesmalardan ketma-ketlikning cheksiz ko'p 
elementlarini o'z ichiga olganini [aI, bd simvol orqali belgilaymiz. 
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Bordiyu, har ikkala kesma ham ketma-ketlikning cheksiz ko'p ele
mentini o'z ichiga olsa, [aI, b1] sifatida bu kesmalardan o'ng tomon
dagisini olamiz. 

So'ngra, tanlangan [aI, b1] kesmani ikkita teng kesmaga bo'lamiz 
va [a2' b2] simvoli orqali ulardan ketma-ketlikning cheksiz ko'p ele
mentlarini o'z ichiga olganini belgilaymiz. Yana, bordiyu, har ikkala 
kesma ham ketma-ketlikning cheksiz ko'p elementlarini o'z ichiga 
olsa, [a2' b2] sifatida bu kesmalardan o'ng tomondagisini olamiz. 

Bu jarayonni davom ettirib, hiz shunday ichma-ich joylashgan 
kesmalar ketma-ketligini olamizki, bunda n- qadamdaqurilgan [an' bn] 

kesma uzunligi B - A ga teng bo'lib, u {xn} ketma-ketlikning chek-
2n 

siz ko'p elementlarini o'z ichiga oladi, bundan tashqari, bn nuq-
tadan o'ngda ketma-ketlikning oshib borsa chekli sondagi element
lari yotadi. 

Ichma-ichjoylashgan kesmalar prinsipiga (2.3.1- teorema) asosan, 
[a, b] ning yuqoridagi barcha kesmalariga tegishli bo'lgan c nuqta 
mavjud va yagona. Aynan shu c nuqta {xn} ketma-ketlikning yuqori 
limiti bo'lishini isbotlaymiz. Buning uchun c nuqtaning ixtiyoriy £
atrofini qaraymiz. Ravshanki, biror nomerdan boshlab (ya'ni bn -

an < £ bo'lgan nomerdan boshlab), barcha [an, bn] kesmalar ana shu 
£-atrofda yotadi. Shunday ekan, quyidagi tasdiqlar o'rinli bo'ladi: 

1) c nuqtaning E-atrofida qaralayotgan ketma-ketlikning cheksiz 
ko'p elementlari yotadi; 

2) c nuqtani £-atrofining o'ngida qaralayotgan ketma-ketlikning, 
oshib borsa, chekli sondagi elementlari yotadi. 

Demak, c nuqta {xn} ketma-ketlikning eng katta limit nuqtasi 
ekan. Bundan, 2.4.2 - tasdiqqa ko'ra, c soni ushbu ketma-ketlikning 
yuqori limiti bo'lishi kelib chiqadi. 

Quyi limitning mavjudligi xuddi shunga o'xshash ko'rsatiladi . 

• 
Isbotlangan teoremaning natijasi sifatida Bol'sano-Veyershtrass 

teoremasini mumtoz ko'rinishida keltiramiz. 
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2.4.2 - teorema (B. Bol'sano, K. Veyershtrass.) Har qan
day chegaralangan ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik 
ajratish mumkin. 

Isbot 2.4.1 - teoremadan bevosica kelib chiqadi. 

4. Yuqori va quyi limitlarning o'zaro teng bo'lishi ketma-ketlik
ning yaqinlashishini anglatadi. 

2.4.3 - teorema. Ketrna-ketlik faqat va faqat chegaralangan 
bo'lib, uning yuqori limiti quyi limitiga teng bo'lgandagina yaqin
lashadi. 

Isbot. 1) Faraz qilaylik, {xn} ketma-ketlik yaqinlashsin. U hol
da, birinchidan, 2.1.7 - tasdiqqa ko'ra, bu ketma-ketlik chegaralan
gan bo'ladi. Ikkinchidan, yaqinlashuvchi ketma-ketlikning istalgan 
qismiy ketma-ketligi, ravshanki, ketma-ketlik limitiga yaqinlasha
di. Shuning uchun {xn} ketma-ketlik yagona limit nuqtaga ega 
bo'lib, uning yuqori limiti quyi limitiga teng bo'ladi. 

2) Endi, faraz qilaylik, {x,,} chegaralangan bo'lib, uning yuqori 
va quyi limitlari bitta a soniga teng bo'lsin. Yuqori limit ta'rifiga 
ko'ra, istalgan E > 0 uchun a nuqta E-atrofining o'ngida {xn} ketma
ketlikning oshib borsa chekli sondagi elementlari yotishi mumkin. 
Endi, quyi limit ta'rifiga ko'ra, a nuqta E- atrofining chapida ham 
ketma-ketlikning oshib borsa chekli sondagi elementlari yotishi mum
kin. Demak, biror nomerdan boshlab, {xn} ketma-ketlikning barcha 
elementlari a nuqtaning E-atrofida yotar ekan. Bu esa {xn} ketma
ketlikning a soniga yaqinlashishini anglatadi. 

• 
5. Yuqori va quyi limit xossalarini o'rgallishga o'tamiz. Avval 

quyidagi sodda tasdiqdan boshlaymiz. 
2.4.3 - tasdiq. Har qanday chegaralangan {xn} ketma-ketlik 

uchun quyidagi 

(2.4.3) 

tengliklar 0 'rinli. 
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Isbot. Ravshanki, {Xn} va {-Xn} ketma-ketliklar bir xiI sonda
gi limit nuqtalarga ega. Shuningdek, agar a nuqta {xn} ketma
ketlikning limit nuqtasi bo'lsa, -a nuqta {-xn } ketma-ketlikning 
limit nuqtasi bo'ladi. Bundan ko'rinadiki, (2.4.3) tengliklar o'rinli 
ekan. 

• 
Yuqori va quyi limitlar bilan limitlarga qaraganda ehtiyotlik bi

Ian munosabatda bo'lish zarur. Masalan, (2.1.17) tenglikka o'xshash 
tenglik yuqori limitlar uchun o'rinli emas. Haqiqatan, Xn = (-1) n 

va Yn = (-1) n+1 deylik. U holda 

lim Xn = lim Yn = 1, 
n-+oo n-+oo 

biroq Xn + Yn = 0 va shuning uchun, 

lim (xn + Yn) = O. 
n-+oo 

Demak, bu misolda 

lim (x n + Yn) < lim Xn + lim Yn' 
n-+oo n-+oo n-+oo 

Umumiy holda ketma-ketliklar yig"indisining yuqori va quyi li
mitlari uchun quyidagi munosabatlar o'rinli ekanini ko'rsatish oson: 

lim (x n + Yn) < lim Xn + lim Yn 
n-+oo n-+oo n-+oo 

va 

lim (x n + Yn) 2: lim Xn + lim Yn' 
n-+oo n-+oo n-+oo 

Keyinchalik bizga quyidagi tasdiq muhim bo'ladi. 
2.4.4 - tasdiq. Agar ixtiyoriy ikki chegaralangan {xn} va {Yn} 

ketma-ketliklar 
Xn :::; Yn, n = 1,2,3 ... 

shartlarni qanoatlantirsa, u holda 

lim Xn :::; lim Yn, 
n-+oo n-+oo 

lim Xn < lim Yn 
n-+oo n-+oo 

(2.4.4) 

(2.4.5) 



110 Sonli ketma-ketliklar II Bob 

tengsizliklar bajariladi. 
Boshqacha aytganda, agar ikki chegaralangan ketma-ketlik teng

sizlik belgisi bilan bog'langan bo'lsa, yuqori va quyi limitlar uchun 
ham bu tengsizliklar saqlanadi. 

Isbot. 1) Faraz qilaylik, a - {xn} ketma-ketlikning yuqori limiti 
va b - {Yn} ketma-ketlikning yuqori limiti bo'lsin. U hold a istal
gan E > 0 uchun b + E nuqtadan o'ngda {Yn} ketma-ketlikning 
oshib borsa chekli sondagi elementlari yotadi. Haqiqatan, aks hol
da Bo'lsano-Veyershtrass teoremasiga ko'ra, b sonidan katta qismiy 
limit mavjud bo'lar edi. 

Demak, biror nomerdan boshlab quyidagi tengsizlik bajariladi: 

Yn S b + E. 

Shunday ekan, (2.4.4) shartga ko'ra, biror nomerdan boshlab 
quyidagi tengsizlik ham bajariladi: 

Xn S b + E. 

Demak, bu tengsizlikni {xn} ketma-ketlikning barcha limit nuq
talari ham qanoatlantiradi va, xususan, uning yuqori limiti ham 
qanoatlantiradi, ya'ni 

a S b + E. 

Bundan. E > 0 ning ixtiyoriyligini hisobga olsak, a S b tengsizlik 
kelib chiqadi. 

2) Endi quyi limitlar uchun talab qilinayotgan munosabat 2.4.3 
- tasdiqdan bevosita kelib chiqadi: 

ya'ni (2.4.5) ning o'ng tomonidagi tengsizlik ham o'rinli ekan . 

• 
6. Yuqoridagi tasdiqning tadbiqi sifatida navbatdagi muhim 

misolni keltiramiz. 
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2.4.2 - misol. Quyidagi ketma-ketlikni qaraymiz: 

(2.4.6) 

Bu ketma-ketlikning yaqinla.<>hishini va u 2.2.2 - misolda o'rganilgan 

ketma-ketlik bilan bitta limitga ega ekanini isbotlaymiz. 
Ma'lumki, Nyuton binomi formulasi quyidagi 

n , 

( b) n "'"" n. nbn-k 
a + = L..J k!(n _ k)!a 

k=O 

ko'rinishga ega. Agar bu formulada a = ~ va b = 1 desak, 
n 

( l)n n n! 1 
en = 1 + ;; = ~ k!(n _ k)! nk 

k=o 

tenglik hosil bo'ladi. 

(2.4.7) 

Bundan n! = (n - k)!· (n - k + l)(n - k + 2) ... (n -l)n tenglikni 
qo'llab, 

n 1 ( 1) ( 2) ( k - 1) en = ~ k! 1 - ;; 1 -;; ... 1 - -n- (2.4.8) 

munosabatni olamiz. 
1) (2.4.7) va (2.4.8) tengliklardan 

en ~ Sn, n=1,2,3 ... (2.4.9) 

kelib chiqadi. 
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2) Endi istalgan m nomerni tayinlab, (2.4.8) yig'indida hadlarini 
sonini m ta had qolguncha kamaytiramiz. U holda istalgan n > m 

uchun (2.4.8) dan 

en ~ t, ~! (1 - ~) (1 - ~) ... (1 _ k ~ 1) > 

m1( m_1)m-l 
~ Lk! 1--n- > 

k=O 

tengsizlikni olamiz. 
Demak, 

en~(1-:)m8m, n>m. (2.4.10) 

3) Biz 2.2.2 - misolda {8n } ketma-ketlikning e ~ 3 soniga yaqin
lashishini ko'rsatgan edik. Bundan, albatta, ketma-ketlikning yuqori 
limiti ham e soniga tengligi kelib chiqadi. Shunday ekan, 2.4.4 - tas
diqni qo'llab, (2.4.9) dan 

lim en < lim 8 n e (2.4.11) 
n-+oo n-+oo 

munosabatni olamiz. 
Ravshanki, ixtiyoriy tayinlangan m uchun (2.4.10) ning o'ng 

tomoni n -+ 00 da 8 m ga yaqinlashadi. Shuning uchun, yana 2.4.4 -
tasdiqqa ko'ra, (2.4.10) dan 

kelib chiqadi, va bundan, m -+ 00 da 

tengsizlik hosil bo'ladi. 

lim en > e 
n-+oo 

Nihoyat,(2.4.11) va (2.4.12) munosabatlarni taqqoslab, 

lim en < e ~ lim en 
n-+oo n-+oo 

(2.4.12) 

(2.4.13) 
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tengsizliklarni olamiz. 
Albatta, yuqori limit quyi limitdan kiehik bo'la olmaydi. Demak, 

(2.4.13) dan ikkala qiSllliy limitlar tengligi kelib ehiqadi, ya'ni 2.4.3 
- teoremaga ko'ra, e" kl:'tllla-ketlik yaqinlashar va uning limiti t soni 
bo'lar ekall. 

§ 2.5. Koshi kriteriysi 

1. Yuqorida qayd qilganimizdek, berilgan ketma-ketlikning yaqill
lashish yoki yaqilliashmasligini aniqlash ketma-ketliklar nazariyasi
ning eng muhim masalalardan biridir. Bu masalaning qanehalik mu
rakkabligini ko'z oldimizga keltirish maqsadida q1.1yidagi ikki savol
ga javob jwrishga urinib ko'raylik: 

1) {.r n} ketma- ketlik berilgan a sOlliga yaqinlashaclimi? 
2) {xn} ketma-ketlik yaqiniashadillli? 
Bir qarashda, b1.1 ikki savol bir-biridan cleyarli farq qilmaydi, 

biroq ular orasidagi farq javob qidirishni boshlashimiz bilan ko'zga 
yaqqol tashlanadi. 

Birillchi savolga javob berish llchun .r n ketma-ketlikdan beril
gan a sonni ayirib, {xn - a} ketma-ketlikning nolga intilishini tek
shirishimiz kerak. Agar u nolga intilsa, savolgajavob ijobiy, bordiyu 
intilmasa, jovob salbiy bo'ladi. 

Ikkinehi savolga javob berish uehun esa, har bir haqiqiy a sonni 
olib, {or" - o} ketma-kl:'tliklli nolga intilishini tekshirishimiz kerak. 
Agar u nolga yaqinlashrnasa, haqiqiy sonlarni tanlashni toki {.r n} 
ketma-ketlik yaqinlashadigall sonni topgunga qadar davom ettirish 
kerak. Bordiyu bareha haqiqiy sonlarni tekshirib kO'rganimizda ham 
{xn} ketma-ketlik yaqinlashadigan son topilmasa, bu ketma-ketlik 
uzoqlashuvchi bo'ladi. 

Albatta. heeh kim bu usulda kd.ma-ketlik yaqinlashishini tek
shirmaydi. Buning sababi shundaki, fransllz lllatematigi Ogyusten 
Koshi ketma-ketlikning lirniti bo'lishi Illumkin bo'lgan SOIlIli bil
masdan turib, ketma-ketlikning yaqinlashishini aniqlash llsulini to
pishga mllyassar bo'lgan. Gap shundaki, hal' qanday yaqinlashu-
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vchi ketma-ketlikning hadlari <~zichlashishi» zarur, ya'ni uning el
ementlari bir-biri atrofida to'planishi kerak. Qizig'i shundaki, bu 
tasdiqning teskarisi ham o'rinli ekan, ya'ni agar ketma-ketlik had
lari <~ziehlashsa», u yaqinlashar ekan. 

Ilmiy adabiyotda biror hodisa ro'y berishining zaruriy va yetarli 
alomati kriteriy (yunoncha kriterion - qat'iy qaror degani) deyiladi. 
Shuning uehun, O.Koshi topgan yaqinlashish alomatini kriteriy ham 
deb atashadi. 

Albatta, ketma-ketlikning yaqinlashishini ta'minlaydigan bir qan
eha shartlar mavjud. Bulardan biri yuqorida ko'rsatilganidek mono
tonlik va chegaralanganlik shartidir. Ammo, bunday shartlar zaruriy 
bo'lmasdan, faqat yetarlidir. Shu sababli ular kriteriy bo'la olmaydi. 

2. Koshi kriteriysini keltirishdan avval, Koshi ketma-ketligi tu
shunehasini kiritamiz. 

Ta'rif. {xn} ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar istalgan E > 0 
olganda ham shunday nomer N = N (E) topilsaki, barcha n > N va 
m > N lar uchun 

n ~ N, m ~ N, (2.5.1) 

tengsizlik bajarilsa, {Xn} ketma-ketlik K oshi ketma-ketligi deb 
ataladi. 

Eslatrna. Matematik adabiyotda Koshi ketma-ketligi ba'zan 
fundamental ketma-ketlik ham deyiladi. 

2.5.1 - tasdiq. Har qanday Koshi ketma-ketligi chegaralan
gandir. 

Isbot. Faraz qilaylik, {xn} - Koshi ketma-ketligi bo'lsin. U hol
da istalgan E > 0 olinganda ham shunday nomer N = N (E) topi
ladiki, u uehun (2.5.1) shart bajariladi. Agar bu shartda m = N 
desak, n ~ N lar uehun 

n ~ N, (2.5.2) 

tengsizlikni olamiz. 
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Demak, agar 

deb belgilasak, barcha n E N nomerlarda quyidagi tengsizlik o'rinli 
bo'ladi: 

Bu esa {xn} ketma-ketligining chegaralanganligini anglatadi . 

• 
2.5.2 - tasdiq. Har qanday yaqinlashuvchi ketma-ketlik Koshi 

ketma-ketligidir. 
Isbot. Shartga ko'ra, {xn} yaqinlashuvchi ketma-ketlik bo'lib, 

a soni uning limiti bo'lsin. U holda istalgan c > 0 olinganda ham 
shunday nomer N = N(c) topiladiki, u uchun 

IXn - al < c, n ~ N, (2.5.3) 

tengsizlik o'rinli bo'ladi. 
Shuning uchun, agar qandaydir boshqa nomer m ham m ~ N 

shartni qanoatlantirsa, 

IXm - al < c, m ~ N, (2.5.4) 

tengsizlik bajariladi. 
(2.5.3) va (2.5.4) tengsizliklardan 

kelib chiqadi, va demak, c > 0 ning ixtiyoriyligiga ko'ra, {xrJ -
Koshi ketma-ketligi ekan. 

• 
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3.2.·5.2 - tasdiqqa teskari ho'lgan tasdiq, ya'ni har qanday Kashi 
ketma-ketligining yaqinlashuvchi ekanligi haqiqiy sonlar nazariyasida
gi eng ajoyib natijadir. 

2.5.1 - teorema (Koshi kriteriysi). Ketma-ketlik yaqinlashuv
chi bo'lishi uchun uning Koshi ketma-ketligi bo'lishi zarur va yetarli. 

Isbot. 1) Zarurligi 2.5.2 - tasdiqda isbatlandi. 
2) Yetarliligi. Har qanday {xn} Koshi ketma-ketligi yaqinlashuv

chi ho'lishini isbotlaymiz. Ta'rifga ka'ra, istalgan E > 0 olinganda 
ham shunday nomer N = N(E) topiladiki, u uchun (2.5.1) shart ba
jariladi. 2.5.1 - tasdiqqa asosan esa, {xn} ketma-ketlik chegaralan
gan, va shuning uchun, 2.4.1 - teoremaga ko'ra, u yuqori 7i va quyi 
[! limitlarga ega. Ikkita {x nk } va {xmk } qismiy ketma-ketliklarni 
shunday tanlab olamizki, 

(2.5.5) 

munosabatlar o'rinli bo'lsin. 
Endi (2.5.1) da n = nk va m = mk deb olib, k ni cheksizlikka 

intiltirsak, (2.5.5) ga ko'ra, 

tengsizlik kelib chiqadi. 
Bundan, E > 0 ning ixtiyoriyligiga ko'ra, a = [! tenglikni olamiz. 

Demak, 2.4.3 - teoremaga asosan, {xn} ketma-ketlik yaqinlashuvchi 
ekan. 

• 
4. Navbatdagi misol Koshi kriteriysining imkoniyatlarini namo

yish qiladi. 
2.5.1 - misol. Quyidagi 

Xn+l=Xn+(n+1)2' nEN, xl=l, (2.5.6) 
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rekurrent formula orqali aniqlangan {xn} ketma-ketlikni qaraylik, 
bu yerda {Bn} - elementlari faqat ikki: + 1 yoki - 1 qiymatlli qabul 
qiladigan ketma-ketlik. Masalall, 19 n = (-1) n yoki 19 n = (-1 ) [yin], bu 
yerda [x] simvoli odatdagidek x sonining butun qismini anglatadi. 

Bunday aniqlallgan {xn} ketma-ketlikning yaqinlashishini is bot
laymiz. Bu ketma-ketlik, umuman aytganda, monoton bo'lmaganligi 
uchun, biz mOlloton ketma-ketliklar uchun o'rinli bo'lgan natijalar
dan foydalana olmaymiz. Shu sabahli Koshi kriteriysini qo'llaymiz. 

Agar m > n desak, u holda, ravshanki, 

Bn Bn +1 Bm - 1 
Xm = Xn + (n + 1)2 + (n + 2)2 + ... + ----;;;}2' 

Shunillg uchun, 

1 1 1 Ix", - xnl ~ + + ... + -. 
(n+1)2 {7I+2)2 m 2 (2 . .5.7) 

Endi quyidagi 

1 1 1 1 
< (n+1)2 n(n+1) n n+ 1 

munosabatlli (2 . .5.7) ning o'ng tomonidagi har bir hadga qo'llasak, 

IXm-xnl < (~ __ 1 )+(_1 __ 1 )+ ... +(_1 __ ~) 
n n+1 n+1 n+2 m-1 m 

tengsizlikni olamiz. 
Qavslarni ochib, mos hadlarni qisqartirsak, 

hosil bo'ladi. 
Demak, 

1 1 IXm - Xn I < - - -
n Tn 

1 IXm - Xnl < -, m > n. (2 . .5.8) 
n 

Bu tengsizlikdan {Xn} ning Koshi ketma-ketligi ekanligi bevosita 
kelib chiqadi. Shunday ekall, bu ketma-ketlik yaqinlashuvchidir. 



118 Sonli ketma-ketliklar II Bob 

§ 2.6. Chegaralanmagan ketma-ketliklar 

Hozirgacha biz faqat chegaralangan ketma-ketliklarni o'rgandik. 
Biroq ko'pgina masalalarni yechayotganda chegaralanmagan ketma
ketliklarga ham duch kelamiz. Mantiqan chegaralanmagan ketma
ketlik - bu chegaralangan bo'lmagan ketma-ketlik bo'lishi kerakligi
dan quyidagi ta'rifni olamiz. 

Ta'rif. Agar istalgan haqiqiy A soni uchun {xn} ketma-ketlikning 
kamida bitta Xn elementi topilsaki, u uchun 

(2.6.1) 

tengsizlik bajarilsa, bu ketma-ketlikka chegaralanmagan deyiladi. 
Ravshanki, har qanday ketma-ketlik yoki chegaralangan yoki 

chegaralanmagan bo'ladi. 
2.6.1 - misol. Xn = n( _1)n ketma-ketlikni olib, uning bir nechta 

boshlang'ich hadlarini yozaylik: 

111 
1, 2, 3' 4, 5' 6, 7' ... 

Bu ketma-ketlikning chegaralanmaganligi aniq. Shu bilan bir
ga, uning toq nomerli {X2n-l} hadlari tashkil qilgan qismiy ketma
ketligi cheksiz kichikdir: 

111 
1, 3' 5' 7' ... 

Esltma. 1.6.1 - teoremaga asosan, elementlari barcha ratsio
nal sonlardan iborat bo'lgan {r'n } ketma-ketlik mavjud. Boshqacha 
aytganda, bu ketma-ketlik qllyidagi shartlarni qanoatlantiradi: 

(i) har bir rn - ratsiollal son, 
(ii) har bir ratsional son biror r' n bilan ustma-ust tushadi, 
(iii) agar n i rn bo'lsa, rn i rm bo'ladi. 
Aniqki, bu ketma-ketlik chegaralallmagan va, qizig'i shundakL 

uning limit nuqtalari R sonlar o'qi bilan ustma-ust tushadi. 
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Chegaralanmagan ketma-ketliklar ichida eng ahamiyatlisi chek
siz katta ketma-ketliklardir. 

Ta'rif. Agar istalgan haqiqiy A soni uchun shunday N = N(A) 
nomer topilsaki, barcha n ~ N larda {xn} ketma-ketlikning hadlari 

(2.6.2) 

tengsizlikni qanoatlantirsa, bu ketma-ketlikka cheksiz katta deyila
di. 

Quyidagi tasdiqqa asosan, cheksiz katta ketma-ketliklarni o'rga
nishni, ma'ium ma'noda. cheksiz kichik ketma-ketliklarni o'rganishga 
olib kelish mUlllkill. 

2.6.1 - teorema. Agar {xn} ketma-ketlik cheksiz katta bo'lsa. 

biror nomerdan boshlab {~} I.:etma-ketlik aniqlangan bo'lib. u 
J'n 

cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi. 
Isbot. Shartga ko'ra, {xn} - cheksiz katta ketllla-ketlik bo'isin. 

U holda istalgan c > 0 uchun (2.6.2) da A = ~ desak, biror N = 
c 

N (c) nomerdan boshlab, 

n ~ N, 

baho o'rinli bo'ladi. 
Delllak, n ~ N(c) larda {xn} ketma-ketlik elementlari noldan 

farqli bo'lib, 

< c, n~N, (2.6.3) 

shartni qanoatlantiradi. (2.6.3) tengsizlik esa {x1n} cheksiz kichik 

ketllla-ketlik ekanini anglatadi. 

• 
Teskari tasdiq o'rinli bo'lishi uchun biz "ketma-ketlikning ele

mentlari noldan farqli bo'lsin"degan tabiiy qo'shilllcha shartni talab 
qilishimiz zarur. 
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2.6.2 - teorerna. Agar {xn} ketma-ketlik cheksiz kichik bo'lib, 
biror nomerdan boshlab :Z:n i- 0 shart bajarilsa, u holda shu nomer-

dan boshlab { x1n} ketma-ketlik aniqlangan bo'lib, u cheksiz katta 

bo "ladi. 
Isbot. Shartga ko'ra, {xn} cheksiz kichik ketma-ketlik bo'lsin. 

Bundan chiqdi, istalgan c > 0 uchun shunday N nomer topiladiki, 
n> N larda 

(2.6.4) 

tengsizlik bajariladi. 
Yana shartga ko'ra, kerak bo'lsa N nomerni kattaroq olib, biz 

n 2: N larda Xn i- 0 shart bajariladi deb hisoblashimiz mumkin. 
Agar A avvaldan berilgan ixtiyoriy musbat son bo'lsa, (2.6.4) da 

1 
c = A deb, n 2: N = N(A) lar uchun 

1 
IXnl < A 

tengsizlikni olamiz. Uni quyidagi ko'rinishda qayta yozishimiz mumkin: 

1 
IXnl > A, n > N. 

Bu tengsizlik esa { x~ } cheksiz katta ketma-ketlik ekanini anglata-

di. 

Cheksiz katta ketma-ketlikka misol sifatida Xn 
ketma-ketlikni, ya'ni 

-1, 2, -3, 4, -5, ... 

ketma-ketlikni olish mumkin. ., 

• 
(_1)n . n 

E'tibor bering, bu ketma-ketlikning hadlari cheksiz marta ishorasi
ni o'zgartiryapti. Elementlari chekli sonda ishorasini o'zgartiradigan 
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cheksiz katta ketma-ketliklar alohida sinfni tashkil qiladi. Bunday 
ketrna-ketliklarni, o'z navbatida, ikki sinfga ajratish mumkin: 

birinchi sinfga biror nornerdan boshlab barcha elementlari mus
bat bo'lgan cheksiz katta ketrna-ketliklarni kiritarniz; 

ikkinchi sinfga esa, biror nornerdan boshlab barcha elementlari 
manfiy bo'lgan cheksiz katta ketma-ketliklarni kiritarniz. 

Ta'rif. Agar istalgan haqiqiy A soni uchun shun day N = N(A) 
norner topilsaki, {xn} ketrna-ketlikning elernentlari n 2 N larda 

Xn > A, n 2 N, (2.6.3) 

tengsizlikni qanoatlantirsa, bu ketrna-ketlikka +00 ka intiluvchi 
deyiladi. 

Bunda quyidagicha yoziladi: 

lim Xn = +00. 
n-+oo 

Bunday ketma-ketlikka eng sodda misol sifatida Xn = n ketma
ketlikni olish mumkin. 

Ta'rif. Agar istalgan haqiqiy A soni uchun shunday N = N(A) 
norner topilsaki, {x n} ketrna-ketlikning elernentlari n 2 N larda 

Xn < A, n 2 N, (2.6.4) 

tengsizlikni qanoatlantirsa, bu ketrna-ketlikka -00 ka intiluvchi 
deyiladi. 

Bunda quyidagicha yoziladi: 

lim Xn = -00. 
n-+oo 

Bunday ketma-ketlikka eng sodda misol sifatida Xn = -n ketma
ketlikni olish mumkin. 

Yuqoridagi ta'riflar qismiy limit tushunchasini kengaytirib, ular 
safiga +00 va -00 simvollarni qo'shishga imkon beradi. 

Ta'rif. Agar {.f n } ketrna-ketlikdan +00 ka intiluvchi, ya'ni 

lim x nk = +00 
k-+oo 
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bo'lgan {x nk} qismiy ketma-ketlik ajratish mum kin bo'lsa, bu ketma
ketlik uchun +00 yuqori limit deyiladi. 

Bunda quyidagicha yoziladi 

lim J: n = +00. 
n-too 

Masalan, Xn = (-1tn ketma-ketlik uchun +IX- yuqori limit 
bo'lacli. 

Ravshanki, ketma-ketlikning yuqori limiti faqat va faqat u yuqori
dan chegaralanmaganda +00 ga teng bo"ladi. 

Ta'rif. Agar {xn} ketma-ketlikdan -00 ka intiluvchi, ya 'ni 

lim '/""k = -IX
k-too 

bo "lgan {Ink} qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo'lsa, bu ketrna
ketlik uchun -00 q1lyi limit deyiladi. 

Bunda quyidagicha yoziladi 

lim Xn = -00. 
n-tCXl 

Masalan, Xn = (-1)"n ketma-ketlik uchun -00 quyi limit bo'ladi. 
Rav:'Ohanki, ketma-ketlikning quyi limiti faqat va faqat u quyi

dan chegaralanmaganda -00 ga teng bo'ladi. 
Yuqorida keltirilgan ta'riflarga asoslanib, biz har qanday son

Ii ketma-ketlik uchun yuqori va quyi limitlar mavjud deyishimiz 
mumkin. Bu limitlar orasidagi munosabatni formal ravishda quyida
gicha ifodalasa bo'ladi: 

-00 < lim Xn ~ lim Xn ~ +00. 
n-too n-too 

Eslatma. Aniqki, agar {xn} ketma-ketlik chegaralangan bo'lib 
uzoqlashsa, yuqoridagi munosabatda barcha qat'iy bo'lmagan teng
sizliklar belgisi qat'iy tengsizliklar belgisiga o'zgaradi. 

- . 
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§ 2.7. Kompakt to'plamlar 

1. Ushbu paragrafda biz ketma-ketliklarni emas, balki ixtiyoriy 
E C R to'plamlarni o'rganamiz. 

Ta'rif. Agar a E R nuqtaning istalgan E-atrofida E C R to'plam
ning cheksiz ko 'p nuqtasi bo'lsa, a nuqtani E to 'plamning limit 
nuqtasi deymiz. 

2.7.1 - tasdiq. Berilgan a E R nuqta E C R to'plamning limit 
nuqtasi bo'lishi uchun quyidagi: 

(i) Xn E E; 
(ii) Xn =1= a; 
(iii) n -+ 00 da Xn -+ a, 

shartlarni qanoatlantiruvchi {xn} ketma-ketlikning mavjud bo'lishi 
zarur va yetarli. 

Isbot xuddi 2.4.1 va 2.4.2 - tasdiqlar isbotiga o'xshash olib bo
riladi. 

1) Zarurligi. Berilgan a nuqta E to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. 
Bundan chiqdi, istalgan E > 0 olganda ham shunday x E E nuqta 
topiladiki, u uchun 

0< Ix - al < E (2.7.1) 

munosabat o'rinli bo'ladi. 
(2.7.1) dagi tengsizliklarning o'ng tomondagisi x nuqta a nuq

taning E-atrofida yotishini, chap tomonidagisi esa, x nuqta a nuq-

tadan farqli ekanini anglatadi. Endi E ga ketma-ket 1, ~, ~, ... , ~, .. 
2 3 n 

1 
qiymatlarni beraylik. Tanlangan har hir E = - uchun, (2.7.1) ga 

n 
ko'ra, shunday Xn E E nuqta topiladiki, u 

shartni qanoatlantiradi. 

1 o < I:rn - al < -
n 

(2.7.2) 

Ravshanki. bunday tanlangan {x n} ketma-ketlik uchun (i)-(iii) 
shartlar bajariladi. 
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2) Yetarliligi. Endi (i)-(iii) shartlarni qanoatlantiruvchi {Xn} 
ketma-ketlik mavjud bo'lsin deylik. U holda a nuqta E to'planmillg 
limit nuqtasi ekanini ko'rsata.miz. Istalgan E > 0 ni tayinlaymiz. 
(i) - shartga ko'ra. biror nomerdan boshlab, {xn} ketma-ketlikning 
barcha elementlari a nuqtalling E-atrofida yotadi, ya'ni a nuqtaning 
istalgan E-atrofida E to'plamning cheksiz ko'p elementlari yotadi. 
Bu esa, a nuqta E to'plamning limit nuqtasi ekanini anglatadi . 

• 
Berilgan E to'plamning barcha limit nuqtalari to'plami hosilaviy 

to'plam deyiladi va E' simvoli orqali belgilanadi. 
Shunga e'tibor qaratayliki, E to'plamning limit nuqtalari E to'p

lamga tegishli bo'lishi ham, tegishli bo'lmasligi ham mumkin. Masalan, 
agar E = (0,1) bo'lsa. E' = [0,1] bo'ladi. Demak, (0,1) interval
ning barcha nuqtalari limit nuqtalar bo'lib, ular E ga tegishlidir; 
ikki chegaraviy 0 va 1 nuqtalar esa, limit nuqta bo'lishiga qaramas
dan, E ga tegishli emas. 

Bu misolda E to'plamning barcha nuqtalari limit nuqtalar bo'lib 
chiqdi. Lekin doim ham bunday bo'lavermaydi. Masalan, agar m 

1 
natural son bo"lsa, barcha - ko'rinishdagi sonlardan tashkil top-

Tn 
gan E to'plam yagona a = 0 limit nuqtaga ega va bu nuqta E 
to'plamga tegishli emas. Ushbu to'plamning hech bir nuqtasi limit 
lluqta bo'lmaydi, chunki bu nuqtalarning har biri shunday atrofga 
egaki, unda E to'plamning bu nuqtadan boshqa elementi yo'q. 

Berilgan E to'plamning limit nuqtasi bo'lmagan elementlari yak
kalangan nuqtalar deyiladi. Binobarin, oxirgi o'rganilgan misolda E 
to'plamning barcha nuqtalari yakkalallgan ekan. 

Ta'rif. Bareha limzt nuqtalari 0 'ziga tegishli bo'lgan to 'plam 
yopiq to 'plam deyiladi. 

Shunday qilib, agar E' C E bo'lsa, E yopiq bo"lar ekan. Limit 
nuqtalar to'plami E' doimo yopiq bo'lishini ko'rsatish oson. 

E U E' to'plam E to'plamning yopilmasi deyiladi va E simvol 
orqali belgilanadi. E to'plam E ni o'z ichiga olgan eng kichik yopiq 
to'plam ekanini ko"rsatish qiyill emas. 
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2. Zamonaviy matematik tahlilda muhim o'rin tutgan yana bir 
tushunchani kiritallliz. 

Ta'rif. Agar E C R to 'plamga tegishli bo'lgan har qanday Xn E 

E nuqtalar ketma-ketligidan yaqinlashuvchi hamda lirniti ham E 
ga tegishli bo'lgan qismiy ketma-ketlik ajratish mum kin bo'lsa, bu 
to'plam kompakt to'plam deyiladi. 

Navbatdagi teorema haqiqiy sonlarning kompakt to'plamlari tav
sifini beradi. 

2.7.1 - teorema. Berilgan E C R to'plam kompakt bo'lishi 
uchun uning yopiq va chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli. 

Isbot. 1) Zarurligi. Faraz qilaylik, E to'plam kompakt bo'lsin. 
Uning yopiq va chegaralangan ekanini isbotlaymiz. 

Aytaylik, a nuqta E to'plamning ixtiyoriy limit nuqtasi bo'lsin. 
U holda, 2.7.1 - tasdiqning (i)-(iii) shartlarini qanoatlantiruvchi 
{xn} ketma-ketlik mavjud bo'ladi, ya'ni Xn E E bo'lib, xn -+ a 
bo'ladi. Bundan, kompakt to'plam ta'rifiga ko'ra, a E E kelib chiqa
di. Demak, E to'plam o'zining barcha limit nuqtalarini o'z ichi
ga olar ekan. Bu esa, ta'rifga ko'ra, E ning yopiq to'plalll ekanini 
anglatadi. 

Endi E chegaralanmagan to'plam deb faraz qilaylik. U holda 
Xn E E bo'lgan cheksiz katta ketma-ketlik mavjud bo'lib, ravshan
ki, bu ketllla-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratib 
bo'lmaydi. Bu esa E to'plamning kompaktligiga ziddir. Demak, E 
chegaralangan to'plam ekan. 

2) Yetarliligi. Endi E yopiq va chegaralangan bo'lsin. Uning 
kompakt bo'lishini isbotlaymiz. 

E to'plam nuqtalaridan tuzilgan ixtiyoriy {xn} ketma-ketlikni 
olaylik. Bu ketma-ketlik chegaralanganligi uchun, Bol 'sano-Veyersht
rass (2.4.2 - teo rem a) teoremasiga asosan, undan biror a soniga 
yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Endi a E E 
ekanini ko'rsatish yetarli. 

Ikki holni qaraymiz. 
A) {xn} ketma-ketlik aqalli bitta a ga teng bo'lgan elementga 

ega. Bu hold a barcha Xn E E bo'lgani sababli, a E E bo'ladi. 
B) {xn} ketma-ketlikning barcha elementlari a dan farqli. Bu 
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holda a nuqta E to'plamning limit nuqtasi bo'ladi va. E yopiq 
bo'lgani sababli, yana a E E bo'ladi. 

Shunday qilib, har ikkala holda ham a E E ekan. 

• 
Quyidagi uchta to'plam kompakt to'plamga misol bo'ladi: 
1) Chekli sondagi elementga ega bo'lgan to'plam. Bu to'plam 

chegaralangan va birorta ham limit nuqtaga ega emas va, shuning 
uchun, u yopiq (bu to'plamning barcha nuqtalari yakkalangan); 

2) 0, 1, ~, ~, ... , .!., ... nuqtalardan iborat to'plam (bu to'plam 
2 3 n 

faqat bitta a = 0 limit nuqtaga ega va biz uni to'plam elementlariga 
qo'shib qo'ydik; uning boshqa barcha nuqtalari yakkalangan); 

3) [a, b] kesma. 
Lekin (a, b) interval kompakt emas, chunki u, chegaralangan 

bo'lishiga qaramasdan, yopiq to'plam emas. Yarim to'g'ri chiziq 
[0, +00) ham kompakt emas, chunki u, yopiq bo'lishiga qaramas
dan, chegaralangan to'plam emas. 

Zamonaviy matematik tahlilda kompakt to'plamlar xossalaridan 
juda keng foydalaniladi. 

§ 2.8. Misollar 

1 - misol. Agar Xn > 0 ketma-ketlik uchun biror n nomerdan 
boshlab 

tengsizlik o'rinli bo'lsa, lim Xn = 0 ekanini isbotlang. 
n-+oo 

Ko'rsatma. Ushbu 0 < Xn < c qn tengsizlikdan foydalaning. 

2 - misol. Tenglikni isbotlang: 

J~~~! (e:a)n =0, (a>O). 
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Ko'rsatma. Quyidagi 

tengsizlikdan foydalanib, berilgan ketma-ketlik hadlarining avvalgi 
misol shartini qanoatlantirishini ko'rsating. 

3 - misol. Tenglikni isbotlang: 

an 

lim -, = 0 (a> 0). 
n-+CXl n. 

Ko'rsatma. Quyidagi Xn = an In! belgilashni kiritib, 

X n +l a 
--=--<q<1 

Xn n + 1 

tengsizlikdan foydalaning. 

4 - misol. Agar a > 1 bo'lsa, istalgan natural r soni uchun 

(2.8.1) 

ekanini isbotlang. 
Ko'rsatma. Agar Xn = n r I an desak, biror n nomerdan boshlab 

Xn+l 1 ( 1)r --=- 1+- <q<1 
Xn a n 

tengsizlik bajarilishini ko'rsating. 

5 - misol. Koshi kriteriysidan foydalanib, 

1 1 1 
Xn = 1 + :2 + "3 + ... -:;; (2.8.2) 

ketma-ketlikning uzoqlashishini isbotlang. 
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Ko'rsatrna. Biror nomerdan boshlab quyidagi tpIlgsizlik bajar
ilishini ko'rsating: 

1 
X2n - Xn > 2' 

6 - rnisol. Istalgan musbat sonlar ketma-ketligi {ak H~j=l uchlln 

(2.8.3) 

tengsizlikni isbotlang. 
Ko'rsatrna. Agar (2.8.3) tpIlgsizlikning teskarisini bajariladi 

deb faraz qilsak, ya'ni 

< 1 

desak, biror N nomerdan boshlab 

< 1, k > S. 

bo'ladi. Bundan chiqdi, shu nonlC'rdan boshlab. 

tengsizlik bajariladi, va'ni 

bo'ladi. Bu tengsizlik yordamida (2.8.2) ketma-ketlik yaqinlashadi 
degan ziddiyatga keling. 
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Eslatrna. Agar istalgan E > 0 uchun 

a1 = E, ak = k, k = 2,3, ... 

ketma-ketlikni aniqlasak, ravshanki, 

1· (a1 +ak+1)k l' 1m = 1m 
k-too ak k-too ( 1+E)k 1+", 1+-- = e 

k 

bo'ladi. Bundan (2.8.3) tengsizlikda qat'iy tengsizlik belgisini qo'yish 
mumkin emasligi kelib chiqadi. 

7 - rnisol. Agar 

( 1) n rrn 
Xn = 1 + -;; sin 2

4 

bo'lsa, ushbu 

inf{x n }, sup{xn}, lim Xn, 
n-too 

kattaliklarni toping. 

lim In 
n-too 

Ko'rsatrna. Quyidagi limitlardan foydalaning: 

lim X4k = 0, lim X4k+2 = e. 
k-too k-too 

8 - rnisol. Koshi kriteriysidan foydalanib, 

1 1 1 
Xn = 1 + 3a + 5a + ... + (2n _ 1)a' a ~ 1, 

ketma-ketlikni yaqinlashishga tekshiring. 
Ko'rsatrna. Biror nomerdan boshlab quyidagi tengsizlik baja

rilishini ko'rsating: 
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9 - misol. Koshi kriteriysidan foydalanib, 

1 1 1 
Xn = 1 + 3a + sa + ... + (2n _ l)a' a> 2 

ketma-ketlikni yaqinlashishga tekshiring. 
Ko'rsatma. Quyidagi munosabatdan foydalaning: 

1 III ----< =--. 
(2n + l)a (2n + 1)2n 2n 2n + 1 

10 - misol. Agar al 2': a2 2': a3 2': ... 2': an 2': ... va aJ > 0 
bo'lsa, 

ketma-ketlik, faqat va faqat 

(2.8.4) 

ketma- ketlik yaqinlashganda, yaqinlashishini ko'rsating. 
Ko'rsatma. Quyidagi 

tengsizlikni isbotlang. 

11 - misol. 10 - misoldan foydalanib, 

1 1 
Xn = 1 + 2P + ... + n

P
' P> 1 

ketma-ketlikni yaqinlashishga tekshiring. 
Ko'rsatma. Bu holda (2.8.4) ketma-ketlik maxraji birdan kichik 

bo'lgan geometrik progressiyani n ta hadining yig'indisi bo'lishini 
ko'rsating. 
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§ 3.1. Funksiyaning limit qiymati 

1. Ushbu bobda funksiya deganda biz E C R to'plamni R 
sonlar o'qiga akslantirishni tushunamiz. Bunday funksiyalar sonli 
funksiyalar ham deyiladi. Shunday qilib, agar f funksiya bo'lsa, u 
biror E C R to'plamdan olingan har bir haqiqiy x song a haqiqiy 
f(x) sonni mos qo'yadi. Bunda E to'plam f funksiyaning aniqlanish 
sohasi deyiladi va ba'zan D(f) simvol orqali belgilanadi. Biz yana 
f : E ---+ R kabi belgilashdan ham foydalanamiz. 

Bir xil aniqlanish sohasiga ega bo'lgan ikki f va g funksiyalar
ning yig'indisi f + g, ayirmasi f - g va ko'paytmasi f . g tabiiy 
ravishda aniqlanadi: 

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (f - g)(x) = f(x) - g(x), 

(J. g)(x) = f(x) . g(x). 

Biz aslida f va g funksiyalar turli aniqlanish sohaga ega bo'lganda 
ham, ya'ni D(J) =I- D(g) bo'lganda ham, ularning yig'indisi, ayir
masi va ko'paytmalarini aniqlashimiz mumkin. Bunda biz f + g 
yig'indi, f - g ayirma va f . g ko'paytmalarni ikki aniqlanish so
halarning kesishmasi D(J) n D(g) da aniqlangan deb hisoblaymiz. 

3.1.1 - misol. Agar n manfiy bo'lmagan but un son va ao, aI, ... , an 

biror o'zgarmas sonlar bo'lsa, quyidagi 
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ko'rinishda aniqlangan funksiyaga ko 'phad deyiladi. 
Ravshanki, f ko'phadning aniqlanish sohasi sonlar o'qiclir, ya'ni 

D(J) = R = (-00, 00). 

Agar ao # 0 bo'lsa, n soniga ko'phaclning darajasi deyiladi. 
ao, ai, ... , an sonlar ko'phadning koeffitsientlari deyiladi, bunda 
aO soni katta koeffitsient ham deb ataladi. 

O-darajali ko'phad 0 'zgarmas funksiya deyiladi: 

f(x) = c, c = const. 

1-darajali ko'phad chiziqli funksiya deyiladi: 

f(x) = kx + b, k # O. 

2-darajali kO'phad kvadratik funksiya deyilacli: 

2 f(x) = ax + bx + c, a # O. 

3.1.1 - tasdiq. Agar f va g ko 'phadlar bo'lsa, f + g, f - g va 

f . g funksiyalar ham ko 'phad bo'ladi. 

Isbot o'z-o'zidan ko'rinib turibdi. Aslicla ko'phadni yuqorida 
kiritilgan ueh arifmetik amallarni o'zgarrnas va f(x) = x funksiyalarga 
ehekli marta qo'llash natijasida hosil bo'lgan funksiya, deb ham 
ta'riflash mumkin ecli. Shu ma'noda 3.1.1- tasdiq ko'phadning ta'rifi 
bilan deyarli bir xildir. 

2. Agar g funksiyaning aniqlanish sohasidagi bareha x lar uehun 

g (x) # 0 shart bajarilsa, ikki f va g funksiyalarning f nisbati 
g 

quyidagi 

(L) (x) = f(x) 
g g(x) 

tenglik orqali aniqlanadi. 

Xuddi yuqoridagidek, biz L nisbatni f va g funksiyalar turli 
g 

aniqlanish sohalarga ega bo'lgancla ham aniqlashimiz mumkin, faqat 
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bunda biz doim nisbatning aniqlanish sohasi deb ikki f va g funksiya
lar aniqlanish sohalari kesishmasidan g funksiyaning nollari chiqarib 
tashlangan to'plamni olamiz: 

D (f) = D(J) n D(g) \ {x : g(x) = O}. 

3.1.2 - misol. Agar P va Q lar ko'phadlar bo'lib, Q(x) :t 0 
bo'lsa (ya'ni Q - nolga teng nolinchi darajali ko'phad bo'lmasa), 
quyidagi 

f( ) = P(x) 
x Q(x) 

funksiyaga ratsional funksiya deb ataladi. 
P 

Ravshanki, f = Q ratsional funksiyaning aniqlanish sohasi son-

lar o'qidan maxrajning nollarini chiqarib tashlangan to'plamga teng: 

D(J) = R \ {x: Q(x) = O}. 

Xususan, maxrajni Q( x) == 1 deb hisoblab, har qanday ko'phadni 
ratsional funksiya deb qarashimiz mumkin. 

3.1.2 - tasdiq. Agar f va g ratsional funksiyalar bo'lsa, f + g, 

f - g, f . g va L (g (x) # 0 bo'lganda) funksiyalar ham ratsional 
g 

funksiyalar bo'ladi. 

Isbot ratsional funksiyaning ta'rifidan bevosita kelib chiqadi. 
E'tibor bering, har bir ratsional funksiyani o'zgarmas va f (x) = 
x funksiyalarga yuqoridagi to'rtta (qo'shish, ayirish, ko'paytirish 
va bo'lish) arifmetik amallarni chekli marta qo'llash natijasi deyish 
mumkin. Shu ma'noda 3.1.2 - tasdiq ratsional funksiyaning ta'rifi 
bilan deyarli bir xildir. 

Funksiya o'z aniqlanish sohasining turli qismlarida turli formu
lalar orqali berilishi ham mumkin. 
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3.1.3 - misol. Signum funksiyasi quyidagicha aniqlanadi: 

{ 

-1 agar x < 0 bo'lsa, 

sign x = 0,' agar x = 0 bo'lsa, 

1, agar x > 0 bo'lsa. 

y y = sign( x) grafigi 

1 

0 x 

-1 
4-rasm 

Bu funksiyaning aniqlanish sohasi sonlar o'qidir. Istalgan x E R 
uchun quyidagi ikki tenglikning o'rinli ekanini oddiy hisoblashlar 
orqali ko'rsatish mumkin: 

x . sign x lxi, Ixl . sign x x, x E R. 

Navbatdagi misolda funksiyalarning umuman antiqa ko'rinishga 
ega bo'lishini ko'rishimiz mumkin. 

3.1.4 - misol. Dirixle funksiyasi quyidagicha aniqlanadi: 

D(x) = 
{

1' 
0, 

agar x ratsional bo'lsa, 

agar x irratsional bo'lsa. 
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x 

Bu funksiyaning ham aniqlanish sohasi sonlar o'qidir, ya'ni R. 

3. Funksiyalarni o'rganishda ularning grafigi (ya'ni koordina
talar tekisligining funksiya bilan bog'liq bo'lgan muayyan qismiy 
to'plami) muhim rol o'ynaydi. 

Eslatib o'taylik, agar x E R va y E R bo'lsa, R2 koordinatalar 
tekisligi deganda biz barcha tartiblangan (x, y) juftliklar to'plamini 
tushunar edik. Tartiblangan (x, y) juftlikni tekislikning nuqtasi, x 
va y sonlarni esa uning koordinatalari deb ham atashadi. Birinchi 
koordinatani ba'zan abssissa va ikkinchisini esa - ordinata deyishadi. 

f : E --+ R funksiyaning grafigi deb quyidagi: 

f(J) = {(x, f(x)) E R2, x E E} 

ko'rinishda aniqlangan f(J) C R2 to'plamga aytiladi. 
Boshqacha aytganda, f funksiyaning grafigi - bu koordinata

lari y = f(x) munosabat bilan bog'langan barcha (x, y) juftliklar 
to'plamidir. 

Odatda funksiya grafigini doskada tasvirlaganda, abssissalar o'qi
ni gorizontal ravishda chizib, musbat abssissalik nuqtalar manfiy 
abssissalik nuqtalardan o'ngda joylashtiriladi, ordinatalar o'qini esa 
vertikal ravishda chizib, musbat ordinatalik nuqtalar manfiy ordi
natalik nuqtalardan yuqorida joylashtiriladi. 

Bunday tanlashda funksiyalarning grafigi odatda silliq egri chi
ziqlardan iborat bo'lib, agar har bir shunday egri chiziqni istalgan 
vertikal to'g'ri chiziq bilan kessa, to'g'ri chiziq va grafik oshib borsa 
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bir marta kesishadi. Masalan, 3.1.1 - rnisolda kO'rilgan ko'phadlar 
shunday grafikka ega. Grafiklar silliq chiziq bo'lsacla, cheksizlikka 
ham ketib qolishi mumkin. Masalan, 3.1.2 - misolda ko'rilgan rat
sional funksiyalar grafigi ana shunday xossaga ega. 

Ba'zi funksiyalar grafigi uzilgan (odatta uzilishga ega bo'lgan 
deb ataladi) egri chiziqdan iborat bo'ladi. Misol tariqasida 3.1.3 -
misolda qaralgan funksiya grafigini olish murnkin. Nihoyat, Dirixle 
funksiyasi shunday grafikka egaki, uni qog'ozda eskiz ravishda ham 
tasvirlash qiyin. Bu grafik to'g'risida biroz tassavurni quyidagi rasm 
beradi: 5-rasm. 

4. Funksiyalarning eng muhim xossalaridan biri- ulaming uzluk
sizligidir. U zluksiz funksiyalar to'g'risida geometrik tasavvurni uzluk
siz deb ataladigan egri chiziqlar berishi mumkin, ya'ni shunday 
egri chiziqlarki, ularni chizganda qalam qog'ozdan ko'tarilmaydi. 
Oddiy qilib aytganda, grafigi uzluksiz egri chiziqdan iborat bo'lgan 
funksiya uzluksiz funksiyadir. 

Albatta, bu yerda keltirilgan mulohazalar faqatgina intuitiv bo'lib, 
ularni matematik ma'noda qat'iylashtirish ancha murakkabdir. Odat
da uzluksiz funksiyalar limit qiymat tushunchasi orqali ta'riflanadi. 
Biz ham ana shu yo'lni tanlaymiz. 

Avval misol tariqasida quyidagi ratsional funksiyani qaraylik: 

f(X)=X2~X-2. 
x - 1 

Bu funksiya maxraji nolga aylanadigan ikki x = 1 va x = -1 
nuqtalardan tashqari barcha nuqtalarda aniqlangan bo'lib, f(l) va 
f( -1) ifodalar esa ma'noga ega emas. Shunday bo'lsada, agar x = 

1 nuqtaning atrofida bu funksiya qiymatlariga e'tibor bersak, f(l) 
ga biror ma'no berishimiz mumkin bo'ladi. Haqiqatan, yetarlicha 
kichik a sonni olib, x = 1 + a deylik. U holda 

Endi, agar a nolga intilsa, ya'ni x = 1 + a birga intilsa, f(x) 
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qiymatlar ~ ga intiladi. Shuning uchun biz ~ sonni f funksiyaning 
2 2 

x = 1 nuqtadagi limit qiymati deyishimiz mumkin. 
Ta'rif (H.E.Heine). Berilgan f funksiya a nuqtaning shu nuq

tani o'zi kirishi shart bo'lmagan biror atrofida aniqlangan bo'lsin. 
Agar a ga yaqinlashuvchi va .T n of. a shartni qanoatlantiruvchi argu
mentning ixtiyoriy Xn ketma-ketligi uchun f(x n ) qiymatlar ketma
ketligi biror b soniga yaqinlashsa. ana shu b sonini f funksiyaning 
a nuqtadagi limit qiymati deymiz. 

Agar b soni f funksiyaning a nuqtadagi limit qiymati bo'lsa, 

lim f(x) = b 
x-+a 

(3.1.1) 

deb yoziladi. 
Shuni aytish kerakki, ta'rifdagi Xn of. a shart qaralayotgan funksi

yaning a nuqtada aniqlanmagan bo'lishiga imkon beradi (bu holni 
yuqoridagi misolga kO'rdik). Agarda f funksiya a nuqtada aniqlan
gan bo'lsa, qayd etilgan shartdan f funksiyani a nuqtadagi limit 
qiymatining, umuman aytganda, f(a) bilan ustma-ust tushmasligi 
kelib chiqadi. 

Funksiyaning a nuqtadagi limit qiymatini funksiyaning a nuq
tadagi limiti ham deb ataladi. 

Sonlar o'qining har bir nuqtasida limit qiymatga ega bo'lgan 
funksiyaga misol sifatida, barcha x E R larda bitta c qiymatni 
qabul qiladigan, f(x) = c o'zgarmas funksiyani olishimiz mumkin. 
Ravshanki, har bir a E R nuqtada bu funksiyaning limit qiymati c 
ga teng. 

Navbadagi misol ko'rinishdan ancha sodda bo'lishiga qaramas
dan juda muhimdir. 

3.1.5 - misol. Quyidagi 

f(x) = x 

birlik funksiya butun sonlar o'qida aniqlangan bo'lib, istalgan a E R 
nuqtadagi uning limit qiymati a ga tengdir: 

lim x = a. 
x-+a 
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Limit nuqta ta'rifidagi yana bir narsaga ahamiyat beraylik. Un
da aytilishicha, argumentning a ga intiluvchi ixtiyoriy {xn} ketma
ketligi uchun {f(xn)} ketma-ketlik b ga yaqinlashishi zarur. 

Endi 3.1.3 - misoldagi sign x :·unksiyani qaraylik. Agar biror 
{xn} ketma-ketlik uchun Xn > 0 va Xn ---+ 0 shartlar bajarilsa, 
sign Xn = 1 bo'lib, shu sababli, 

lim sign Xn 1 
n-too 

bo'ladi. 
Agar boshqa biror ketma-ketlik hadlari Yn < 0 shartni qanoat

lantirib, Yn ---+ 0 bo'lsa, sign Yn = -1 bo'ladi va shu sababli, 

lim sign Yn = -1 
n-too 

tenglik bajariladi. 
Har ikkala holda ham sign funksiyaning limiti mavjud bo'lsada, 

ular o'zaro teng emas va shuning uchun, sign funksiya 0 nuqtada 
limit qiymatga ega emas ekan. 

Xuddi shu xulosaga Xn = (_l)n ketma-ketlikni olsak ham ke-
n 

lamiz. Ravshanki, bu ketma-ketlik ham nolga yaqinlashadi, shu 
bilan birga, uning toq nomerli barcha elementlari manfiy va juft 
nomerli barcha elementlari esa musbatdir. Ta'rifga ko'ra, sign funksi
yaning mos qiymatlaridan tuzilgan ketma-ketlik 

sign Xn = (-It 

ga teng bo'lib, ko'rinib turibdiki, u yaqinlashmaydi. Bu yana bir 
marta sign funksiyaning 0 nuqtada limit qiymatga ega emasligini 
tasdiqlaydi. 

Endi, xuddi shu usulda 3.1.4 - misolda ko'rilgan D(x) Dirixle 
funksiyasini qaraylik. Agar istalgan a E R uchun unga yaqinlashuv
chi biror {xn} ketma-ketlikning barcha elementlari ratsional bo'lsa, 
D(xn) = 1 bo'ladi va shu sababli, 

• I 
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tenglik bajariladi. 
Bordiyu o'sha a E R ga yaqinlashuvchi boshqa biror {Yn} ketma

ketlikning barcha elementlari irratsional bo'lsa, D(Yn) = 0 bo'ladi 
va shu sababli, 

tenglik bajariladi. 
Bu ikki limitning o'zaro teng emasligidan Dirixle funksiyasi son

lar o'qining hech qaysi nuqtasida limit qiymatga ega emasligi kelib 
chiqadi. 

Agar istalgan a nuqtaga yaqinlashuvchi {x n} ketma-ketlikni 
shunday tanlasakki, uning toq nomerli X2k-l elementlari ratsional 
va juft nomerli X2k elementlari irratsional bo'lsa, biz yana xuddi shu 
xulosaga kelamiz. Haqiqatan, 

tengliklar o'rinli bo'lib, {D(x n )} qiymatlar ketma-ketligi uzoqlasha
di. Bundan, yana bir bor Dirixle funksiyasining sonlar o'qining hech 
qaysi nuqtasida limit qiymatga ega emasligini olamiz. 

Bevosita limit qiymat ta'rifidan va II bob natijalaridan nav
batdagi tasdiqqa kelamiz. 

3.1.1 - teorama. Agar 

lim f(x) = b, lim g(x) c 
x-ta x-ta 

bo'lsa, 

lim (J+g)(x) = b+c, lim (J-g)(x) = b-c, lim (J·g)(x) b·c 
x-ta x-ta x-ta 

tengliklar 0 'rinli bo'ladi va c =j:. 0 bo'lgan holda 

lim (t) (x) = ~ 
x-ta g C 

tenglik bajariladi. 
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Isbot 2.1.1,2.1.2 va 2.1.3 - teoremalardan va limit qiymatning 
ta'rifidan kelib chiqadi. Misol tariqasida quyidagi tenglikni isbot
laymiz: 

lim (j + g)(x) = lim f(x) + lim g(x). 
x~a x~a x~a 

(3.1.2) 

Buning uchun biz a ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy {x n } ketma
ketlikni qaraymiz. 2.1.1 - teoremaga ko'ra 

tenglikni olamiz. 
Bu esa, limit qiymatning Heine ta'rifi bo'yicha, (3.1.2) tenglik 

o'rinli ekanini anglatadi. 

• 
3.1.6 - misol. Quyidagi 

ko'phad istalgan a E R nuqtada f(a) ga teng limit qiymatga ega. 
Bu tasdiq 3.1.1 - teoremani chekli marta o'zgarmas funksiya va 
birlik f(x) = x funksiyaga qo'llashdan kelib chiqadi (3.1.5 - misolga 
qarang). 

5. Funksiyaning limit qiymati ta'rifini boshqacha ko'rinishda 
ham berish mumkin. Chunonchi, agar a nuqtaning yetarlicha kichik 
atrofida f funksiyaning qiymatlari b dan kam farq qilsa (boshqacha 
aytganda, x nuqta a ning <5-atrofida yotib, <5 > 0 yetarlicha kichik 
bo'lganda f (x) qiymatlar b son dan E dan kichik song a farq qilisa, 
ya'ni b ning E-atrofida yotsa), biz b sonni f funksiyaning a nuqtadagi 
limit qiymati deyishimiz mumkin. 

Ta'rif (Koshi (A.L.Cauchy». Berilgan f funksiya a nuqta
ning shu nuqtani 0 'zi kirishi shart bo'lmagan biror atrofida aniqlan
gan bo'lib, b biror haqiqiy son bo'lsin. Agar istalgan E > 0 olganda 
ham shunday [) > 0 topilsaki, 

0< Ix - al < <5 (3.1.3) 
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shartni qanoatlantiruvchi argumentning barcha :r qiymatlari uchun 

If(x) - bl < f (3.1.4) 

tengsizlik bajarilsa, b sonini f funksiyaning a nuqtadagi limit qiy
mati deymiz. 

(3.1.3) tengsizlikning chap qismi x i= a ekanini anglatadi, ya'ni 
(3.1.4) tengsizlik a nuqtaning 6-atrofida yotuvchi va, umuman ayt
ganda, a ga teng bo'lmagan argumentning barcha x qiymatlari uchun 
bajarilishini bildiradi. Demak, xuddi yuqoridagi Heine ta'rifi sin
gari, limit qiymat a nuqtada aniqlanmagan funksiyalar uchun ham 
aniqlanishi mumkin va bordiyu funksiya bu nuqtada aniqlangan 
bo'lsa, ta'rifga ko'ra. f funksiyaning a nuqtadagi limit qiymati f(a) 

bilan ustma-ust tushishi shart emas. 
Limit qiymatning Koshi va Heine bo'yicha ta'riflari teng kuchli 

ekanligi intuitiv tushunarlidir. Biz bu tasdiqni quyidagi teoremada 
isbotlaymiz. 

3.1.2 - teorema. Berilgan f funksiya a nuqtaning shu nuq

tani 0 'zi kirishi shart bo'lmagan biror atrofida aniqlangan bo'lsin. 
U holda, b son f funksiyaning a nuqtadagz K oshi ta'rifi bo 'yicha 
limit qiymati bo'lishi uchun bu son f funksiyning a nuqtadagi Heine 
rna 'nosida limit qiyrnati bo'lishi zarur va yetarli. 

Isbot. 1) Avval b son f funksiyaning a nuqtadagi Koshi ma'nosi
dagi limit qiymati bo'lsin. Demak, ta'rifga ko'ra, istalgan E > 0 
uchun shunday 6> 0 topiladiki. (3.1.3) shartdan (3.1.4) kelib chiqa
di. 

Qaralayotgan f funksiyaning aniqlanish sohasidan x n i= a shart
ni qanoatlantirib, a songa yaqinlashuvchi istalgan {xn} ketma-ketlik
ni olaylik. Ravshanki, biror N nomerdan boshlab bu ketma-ketlikning 
barcha elementlari a nuqtaning 6-atrofida yotadi, u holda xuddi shu 
nomerdan boshlab {f(x n )} ketma-ketlikning barcha elementlari, 
(3.1.4) ga ko'ra, b nuqtaning E-atrofiga tushadi. Demak, f( xn) ---t b, 
ya'ni b son f funksiyaning Heine ma'nosida ham limit qiymati bo'lar 
ekan. 

2) Endi b son f funksiyaning a nuqtadagi Heine ma'nosida limit 
qiymati bo'lsin. Biz b Koshi ma'nosida ham limit qiymat bo'lishini, 
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ya'ni 

(VE > 0)(38) 0) Vx(O < Ix - al < 8) (If(x) - bl < E) (3.1.5) 

ekanini ko'rsatishimiz zarur. 
Bu tasdiqni teskarisini faraz etish usuli bilan isbotlaymiz. 

Demak, faraz qilamiz, b Koshi ma'nosida limit qiymat bo'lmasin, 
ya'ni (3.1.5) mulohazaning teskarisi: 

(3E > 0)(V8 > 0) :Jx(O < Ix - al < 8) (If(x) - bl > E) 

o'rinli bo'lsin. 
Boshqacha aytganda, shunday E > 0 son mavjudki, istalgan 8 > 

o olganda ham (0 < Ix - al < 8) to'plamdan shunday x topiladiki, 
u uchun 

If(x) - bl ~ E (3.1.6) 

tengsizlik bajariladi. 
Biz 8 > 0 sonning ixtiyoriyligidan foydalanib, unga ketma-ket 

1 1 1 . I' b . h" k' H b' s: 1 1, -, -, ... , -, .. qIymat arm ens ImlZ mum lll. ar Ir u = -
2 3 n n 

uchun shunday Xn son topiladiki, u uchun 

1 
0< IX n - al < -

n 
(3.1.7) 

tengsizlik o'rinli bo'lib, (3.1.6) tengsizlik quyidagi ko'rinishga keladi: 

(3.1.8) 

Ravshanki, (3.1.7) va (3.1.8) shartlar birgalikda Xn ketma-ketlik 
a ga yaqinlashsa-da, lekin {f(x n )} ketma-ketlik b ga yaqinlash
masligini anglatadi. Demak, b son f funksiyaning Heine ma'nosida 
limit qiymati bo'la olmas ekan. Hosil bo'lgan qarama-qarshilik teo
rem ani isbotlaydi. 

• 
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Eslatma. f funksiyaning biror a nuqtadagi limit qiymatini ta'rif
layotgan vaqtda bu funksiyaning D(f) aniqlanish sohasi a nuqta
ning biror atrofini butunlay o'z ichiga olishini talab qilishga zaruriy
at yo'q. Buning o'rniga a ga yaqinlashuvchi va D(f) ga tegishli 
bo'lgan biror Xn ketma-ketlikning topilishini talab qilish yetarlidir. 
Bundan chiqdi, biz berilgan E to'plamning istalgan limit nuqtasi 
uchun f funksiyaning limit qiymatini aniqlashimiz mumkin ekan. 

6. Sonlar o'qining tartiblanganligi funksiyaning bir tomonla
rna limit qiymati tushunchasini kiritish imkonini beradi. Biz bu 
imkoniyatni 3.1.3 - misolda o'rganilgan signum funksiyasi misolida 
ko'rishimiz mumkin. Bu funksiyaning grafigidan ko'rinadiki, agar x 
nuqta 0 ga chapdan (ya'ni 0 dan kichik bo'lib) yaqinlashsa, sign x 
funksiya -1 ga yaqinlashadi, bordiyu :r nuqta 0 ga o'ngdan (ya'ni 
faqat musbat bo'lib) yaqinlashsa, sign x funksiya 1 ga yaqinlashadi. 
Demak, bu funksiya 0 nuqtada limit qiymatga ega bo'lmasada, am
mo u xuddi shu nuqtada o'ng va chap limit qiymatlarga ega bo'lar 
ekan. 

Bundan buyon, funksiyaning a nuqtadagi o'ng limiti haqida 
gapirganda, biz bu funksiyaning aniqlanish sohasi yetarlicha kichik 
h > 0 lar uchun (a, a + h) ko'rinishdagi intervalni o'z ichiga olishini 
talab qilamiz. Bunday intervalni a nuqtaning o'ng yarim atrofi deb 
ham atashadi. 

Xuddi shu singari, agar berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi 
(a- h, a) ko'rinishdagi intervalni o'z ichiga olsa, bunday funksiyani a 
nuqtaning chap yarim atrofida aniqlangan deb atashadi. Biz funksi
yaning chap limiti haqida gapirganda, uni qaralayotgan nuqtaning 
aynan chap yarim atrofida aniqlangan deb faraz qilamiz. 

Ta'rif (H.E.Heine). Berilgan f funksiya a nuqtaning biror 
o 'ng yarim atrofida aniqlangan bo'lib, b biror haqiqiy son bo'lsin. 
Agar a ga yaqinlashuvchi va Xn > a shartni qanoatlantiruvchi argu
mentning istalgan Xn ketma-ketligi uchun unga mos f(xn) qiymat
lar ketma-ketligi b ga yaqinlashsa, u holda b sonini f funksiyaning 
a nuqtadagi 0 'ng limiti deymiz. 
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Agar b soni f funksiyaning a nuqtadagi o'ng limiti bo'lsa, 

lim f(x) = b 
x-ta+O 

(3.1.9) 

kabi yoziladi. 
Ba'zan bundanda qisqa 

f(a + 0) b (3.1.10) 

belgilashdan ham foydalaniladi. 
Biror nuqtadagi o'ng limit shu nuqtadagi 0 'ngdan limit deb ham 

ataladi. 
Xuddi yuqoridagidek, f funksiyaning a nuqtadagi chap limiti 

yoki chapdan limiti tushunchasi ham kiritiladi, ya'ni, agar 

bo'lsa, b shunday limit deyiladi. 
Bunda quyidagi belgilashlardan foydalaniladi: 

lim f (x) = f (a - 0) = b. 
x-ta-O 

(3.1.11) 

Aniqki, 3.1.3 - misoldagi signum funksiyasi uchun quyidagi teng
liklar o'rinli: 

sign (0 - 0) = -1, sign (0 + 0) = + 1. 

O'ng va chap limitlar bir tomonlama limitlar deyiladi. Bunda 
avval kiritilgan oddiy limit qiymatini ba'zan ikki tomonlama limit 
deb atashadi. 

Agar biror nuqtada chap va o'ng limitlar o'zaro teng bo'lmasa, 
bu nuqtada limit qiymat mavjud bo'lmaydi. Ushbu tasdiqni isbot
lashdan avval biz o'ng va chap limitlarning Koshi bo'yicha ta'rifini 
beramiz. 

Ta'rif {Koshi (A.L.Cauchy)). Berilgan f funksiya a nuqta
ning biror 0 'ng yarim atmfida aniqlangan bo'lib, b haqiqiy son bo'lsin. 
Agar istalgan E > 0 olganda ham shunday 8 > 0 topilsaki, 

a<x<a+8 
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shartni qanoatlantiruvchi argumentning barcha x qiymatlari uchun 

If(x) - bl < E (3.1.12) 

tengsizlik 0 'rinli bo'lsa, b son f funksiyaning a nuqtadagi 0 'ng limiti 
deyiladi. 

Xuddi shu singari, funksiyaning a nuqtadagi Koshi bo'yicha 
chap limiti b ta'riflanadi: 

(VE> 0)(:38> 0) : [x E D(f)]!\[a-8 < x < a] => [If(x)-bl < E]. 

3.1.3 - teorema. Bir tomonlama limitning Heine va Koshi 
bo 'yicha ta'riflari teng kuchlidir. 

Bu tasdiq quyidagini anglatadi: b son funksiyaning a nuqtadagi 
Koshi ma'nosida o'ng (chap) limiti bo'lishi uchun uning shu nuqta
da Heine ma'nosida o'ng (chap) limit bo'lishi zarur va yetarli. 

Isbot ikki tomonlama limit haqidagi 3.1.2 - teoremaning isboti 
kabi olib boriladi. 

Ravshanki, agar f funksiya a nuqtaning shu nuqtani o'zi te
gishli bo'lishi shart bo'lmagan biror atrofida aniqlangan bo'lib, shu 
nuqtada b limitga ega bo'lsa, u shu a nuqtada ham chap, ham o'ng 
limitlarga ega bo'lib, bu limitlar b ga teng bo'ladi. 

Bu tasdiqning teskarisi ham o'rinli. 
3.1.4 - teorema. Agar f funksiyaning a nuqtada o'ng va chap 

limitlari mavjud va 0 'zaro teng bo'lsa, u holda f funksiyaning shu 
nuqtada limiti mavjud bo'lib, quyidagi tengliklar bajariladi: 

lim f(x) = f(a + 0) = f(a - 0). 
x-ta 

Isbot bevosita bir tomonlama limitlarning ta'riflaridan kelib 
chiqadi. 

Chunonchi, agar b son chap limitga teng bo'lsa, istalgan E > 
o olganda ham shunday 81 > 0 ko'rsatish mumkinki, a - 81 < 
X < a intervalda yotuvchi argumentning barcha x qiymatlari uchun 
(3.1.12) bajariladi. 

Xuddi shu singari, agar b son o'ng limitga teng bo'lsa, shunday 
82 > 0 ko'rsatish mumkinki, a < x < a + 82 intervalda yotuvchi 
argumentning barcha x qiymatlari uchun (3.1.12) bajariladi. 
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Shunday ekan, 6 = min {61' 62} desak, (3.1.12) tengsizlik 

0< Ix - al < 6 

shartni qanoatlantiruvchi argumentning barcha x qiymatlarida ba
jariladi. 

Bu esa b son f funksiyaning a nuqtadagi limiti ekanini anglatadi . 

• 
7. Funksiya chegaralanmagan to'plamda berilgan hollarda funksi

yaning argumenti cheksizlikka intilgandagi limiti tushunchasini kiri
tish mumkin. 

Ta'rif (H.E.Heine). Berilgan f funksiya yuqoridan chegaralan
magan E C R to 'plamda aniqlangan bo'lsin. Agar argumentning 
+00 ka intiluvchi istalgan Xn E E ketma-ketligi uchun mos f(x n ) 

qiymatlar ketma-ketligi biror b soniga yaqinlashsa, b son f (x) funksi
yaning x -+ +00 dagi limiti deyiladi. 

Agar b son f (x) funksiyaning x -+ +00 dagi limiti bo'lsa, 

lim f(x) = b 
x-t+oo 

(3.1.13) 

kabi yoziladi. 
Koshi ma'nosidagi bung a mos ta'rif quyidagi ko'rinishga ega: 
Ta'rif (Koshi (A.L.Cauchy)). Berilgan f funksiya yuqori

dan chegaralanmagan E C R to 'plamda aniqlangan bo'lib, b haqiqiy 
son bo'lsin. Agar istalgan E > 0 olganda ham shunday A > 0 son 
topilsaki, x > A shartni bajaruvchi barcha x E E lar uchun 

If(x) - bl < E (3.1.14) 

tengsizlik bajarilsa, b son f (x) funksiyaning x -+ +00 dagi limiti 
deyiladi. 

Xuddi funksiyaning nuqtadagi limiti holidak, x -+ +00 dagi 
limitning Heine va Koshi ta'riflari teng kuchli ekanligini isbotlash 
mumkin. 
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3.1. 7 - misol. Quyidagi ratsional funksiya 

1 
f(x)=-, x;fO, 

x 
(3.1.15) 

x -t +00 da 0 ga teng bo'lgan limitga ega. Bu tasdiqning haqligi 
istalgan Xn -t +00 ketma-ketlik uchun unga mos {f(x n } ketma
ketlik nolga intilishidan kelib chiqadi: 

lim f(x) = O. 
x-++oo 

Agar funksiya quyidan chegaralanmagan to'plamda aniqlangan 
bo'lsa, xuddi yuqoridagi singari, x -t -00 da Heine va Koshi ma'nosi
da limit tushunchalari kiritiladi. Bu ikki limit ta'riflari teng kuchli 
bo'lishi aniq. Agar b son f(x) funksiyaning x -t -00 dagi limiti 
bo'lsa, 

lim f(x) = b 
x-+-oo 

(3.1.16) 

kabi yoziladi. 

3.1.8 - misol. Quyidagi 

x 
f(x) = 1+ lxi' -00 < x < +00 (3.1.17) 

funksiya x -t +00 da 1 ga teng bo'lgan limitga ega: 

lim f(x) = 1, 
x-++oo 

x -t -00 da esa, -1 ga teng bo'lgan limitga ega: 

lim f (x) = -1. 
x-+-oo 

Keltirilgan tengliklarni isbotlash uchun (3.1.17) funksiyani x > 
o bo'lganda 

1 
f(x)=1+1/X' x>O 
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ko'rinishda va x < 0 bo'lganda esa, 

1 
J(:L') = -1-1!x' x < 0 

III Bob 

ko'rinishda yozib olib, 3.1.7 - misol xulosasini qo'llash yetarli. 
Shunday qilib, bu misolda yuqoridagi ikki limit har xiI bo'lib 

chiqdi. 
Agar J(x) funksiyaning ham x -+ +00 dagi, ham x -+ -00 dagi 

limitlari mavjud bo'lib, bitta b soniga teng bo'lsa, bu b soni J(x) 
funksiyaning x -+ 00 dagi limiti deyiladi va 

lim J(x) = b 
x-+oo 

kabi yoziladi. 
Ba'zan 

lim J(x) = b 
x-+±oo 

belgilashdan ham foydalaniladi. 
3.1.9 - misol. Ixtiyoriy ratsional 

funksiyani qaraylik. 

(3.1.18) 

(3.1.19) 

Agar x -=I- 0 bo'lsa, bu funksiyani quyidagi ko'rinishda yozish 
mumkin: 

(3.1.21) 

Ravshanki, x -+ 00 da (3.1.21) tenglikning o'ng tomonidagi kasr 

~: soniga yaqinlashadi. Kasr oldidagi x n - m ko'paytuvchiga kel

sak, x -+ 00 da n < m lar uchun uning limiti 0 ga teng, agar 
n = m bo'lsa, uning limiti 1 ga teng va n > m bo'lganda esa, bu 
ko'paytuvchining limiti mavjud bo'lmaydi. 
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Demak, n > m bo'lganda (3.1.20) funksiyaning x -+ 00 dagi 
limiti mavjud bo'lmasada, n ~ m bo'lganda 

{ 

ao 
bo ' 

lim f(x) = 
x-too 

0, 

munosabat o'rinli bo'lar ekan. 

n=m, 

n < m, 

Shunday qilib, agar ratsional f(x) funksiya x -+ +00 da biror 
haqiqiy songa teng limitga ega bo'lsa, u x -+ -00 da ham xuddi 
o'sha song a teng limitga ega bo'ladi. 

§ 3.2. Koshi kriteriysi 

1. Funksiyaning biror a E R nuqtadagi limiti mavjudligining 
zarur va yetarlilik sharti Koshi kriteriyasi orqali beriladi. Sodda 
qilib aytganda Koshi sharti quyidagidan iborat: a nuqtaning yetar
licha kichik atrofidan olingan argumentning barcha qiymatlarida 
funksiyaning unga mos qiymatlari bir-biridan kam farq qilsin. 

Ta'rif. Berilgan f funksiya a nuqtaning shu nuqtani 0 'zi kirishi 
shart bo'imagan biror atrofida aniqIangan bo'isin. Agar istalgan E > 
o oiganda ham shunday 0 > 0 topilsaki, 

o < lx' - al < 0, 0 < Ix" - al < 0 (3.2.1) 

shartlarni qanoatlantiruvchi argumentning barcha x' va x" qiymat
Iari uchun . 

If(x') - f(x") I < E (3.2.2) 

tengsizlik bajarilsa, f funksiya a nuqtada K oshi shartini qanoatlanti
radi deymiz. 

3.2.1 - teorema. Berilgan f funksiya a nuqtaning shu nuq
tani 0 'zi kirishi shart bo'lmagan biror atrofida aniqlangan bo'lsin. 
f funksiya a nuqtada limitga ega bo'lishi uchun uning shu nuqtada 
Koshi shartini qanoatlantirishi zarur va yetarli. 
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Isbot. 1) Faraz qilaylik, f funksiya a nuqtada b ga teng bo'lgan 
limitga ega bo'lsin. U hold a istalgan c > 0 olganda ham shunday 
8 > 0 topiladiki, u uchun quyidagi implikatsiya o'rinli bo'ladi: 

c 
\:Ix: [0 < Ix - al < 8] :::} If(x) - bl < -. 

. 2 

Bundan, quyidagi 

If(x') - f(x") I ~ If(x') - bl + If(x") - bl 

tengsizlikka ko'ra, (3.2.1) shartlarni qanoatlantiruvchi x' va x" lar 
uchun (3.2.2) tengsizlikning o'rinli ekanligi bevosita kelib chiqadi. 

2) Endi f funksiya a nuqtada Koshi shartini qanoatlantirsin. 
Ya'ni istalgan 8 > 0 uchun (3.2.1) dan (3.2.2) tengsizlik kelib chiqsin. 
f funksiyaning a nuqtada limitga ega ekanini isbotlaymiz. 

Faraz qilaylik, {x n } - a ga yaqinlashuvchi hamda Xn I- a shart
ni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bo'lsin. Biror N nomer
dan boshlab bu ketma-ketlikning barcha elementlari a nuqtaning 
8-atrofiga tushadi va demak, istalgan n ~ N va m ~ N nomerli Xn 

va Xm elementlar uchun, (3.2.2) ga ko'ra, 

tengsizlik bajariladi. 
Boshqacha aytganda, {f(xn )} Koshi ketma-ketligi ekan. Shu

ning uchun, 2.5.1 - teoremaga ko'ra, bu ketma-ketlik yaqinlashadi. 
Demak, f funksiya a nuqtada limitga ega. 

• 
Shuni qayd qilish joizki, agar (3.2.1) da a nuqtaning o'ng yoki 

chap yarim atrofini oladigan bo'lsak, biz a nuqtadagi o'ng yoki chap 
limit mavjudligining Koshi shartini olamiz. 

2. Funksiyaning cheksizlikdagi limiti mavjudligining Koshi shar
ti xuddi yuqoridagi ko'rinishga ega. Sodda qilib aytganda bu shart 
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quyidagidan iborat: argumentning yetarlicha katta qiymatlarida funk
siyaning mos qiymatlari bir-biridan deyarli farq qilmasin. 

Ta'rif. Berilgan f funksiya yuqoridan chegaralanmagan E C 
R to 'plamda aniqlangan bo'lsin. Agar istalgan € > 0 olganda ham 
shunday A > 0 son topilsaki, x, > A, x" > A shartlarni qanoat
lantiruvchi barcha x' E E va x" E E lar uchun 

If(x' ) - f(x")1 < € (3.2.3) 

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x ~ +00 da Koshi shartini qanoat
lantiradi deymiz. 

Quyidagi tasdiq o'rinli. 
3.2.2 - teorema. Berilgan f funksiya yuqoridan chegaralanma

gan E C R to'plamda aniqlangan bo'lsin. f funlsiya x .~ +00 da 
limitga ega bo'lishi uchun uning x ~ +00 da Koshi shartini qanoat
lantirishi zarur va yetarli. 

Isbot xuddi 3.2.1 - teoremaning isbotiga o'xshash ravishda olib 
boriladi. 

Endi funksiyaning x ~ -00 va x ~ ±oo da limiti mavjudligini 
ta'minlash uchun qo'yiladigan Koshi shartini kelt irish murakkab 
emas. 

§ 3.3. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar 

1. Faraz qilaylik, f funksiya E C R to'plamda aniqlangan 
bo'lib, c shu to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. 

Ta'rif. Agar a( x) funksiya c nuqtada nolga teng bo'lgan limit 
qiymatga ega bo'lsa, ya 'ni 

lim a(x) = 0 
x--+c 

bo'lsa, bu funksiya o'sha c nuqtada cheksiz kichik deyiladi. 
3.3.1 - misol. Ixtiyoriy tayinlangan c E R soni uchun 

a(x) = (x-ct, nEN 

(3.3.1) 
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funksiya c nuqtada cheksiz kichikdir. 
Bu tasdiqning haqligi 3.1.6 - misoldan kelib chiqadi. 
Ta'kidlab o'tamizki, agar b soni f funksiyaning c nuqtadagi limit 

qiymati bo'lsa, 
a(x) = f(x) - b 

funksiya, ravshanki, c nuqtada cheksiz kichik bo'ladi. Aniqroq ayt
ganda, f funksiya c nuqtada b ga teng limit qiymatga ega bo'lishi 
uchun, bu funksiyaning c nuqtada cheksiz kichik bo'lgan biror a( x) 
funksiya bilan birga 

f(x) = b+ a(x) (3.3.2) 

tenglikni qanoatlantirishi zarur va yetarli. 

2. Agar funksiya c nuqtaning atrofida chegaralanmagan bo'lsa, 
argument ega yaqinlashgan vaqtda bu funksiyaning xatti-harakatini 
o'rganish, ya'ni funksiya +00 yo -00 ga intiladimi yoki umuman 
boshqa hoI sodir bo'ladimi, shuni aniqlash diqqatga sazovor masala 
hisoblanadi. 

Faraz qilaylik, f funksiya E C R to'plamda aniqlangan bo'lib, 
c shu to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. 

Ta'rif. Agar argumentning c ga yaqinlashuvchi istalgan {x n } 

ketma-ketligi uchun 

lim f(xn) = +00 
n-+oo 

(3.3.3) 

tenglik o'rinli bo'lsa, f funksiya c nuqtada cheksiz katta deyiladi. 
Bunda quyidagicha yoziladi: 

lim f(x) = +00. 
x-+c 

(3.3.4) 

Agar f funksiya c nuqtada cheksiz katta bo'lib, u uchun (3.3.4) 
tenglik bajarilsa, g(x) = - f(x) funksiya ham c nuqtada cheksiz 
katta deyiladi va bu quyidagicha yoziladi: 

lim g(x) = -00. 
x-+c 

(3.3.5) 
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Shuni qayd qilish joizki, agar a( x) funksiya c nuqtada cheksiz 
kichik bo'lib, bu nuqtaning biror atrofida musbat bo'lsa, f (x) = 

atx) funksiya c nuqtada cheksiz katta bo'ladi. 

3.3.2 - misol. Quyidagi 

1 
f (x) = ( ) 2n ' n EN, x-c 

funksiya c nuqtada cheksiz kattadir. Bu tasdiqning haqligi 3.3.1 -
misoldan kelib chiqadi. 

3. Matematik adabiyotlarda a nuqtada o'ngdan yoki chapdan 
cheksiz katta bo'lgan funksiyalar ham ko'p uchraydi. Bunday funks i
yalarning ta'rifi yuqorida keltirilgan ta'riflarga o'xshashdir. Masalan, 
agar Xn -+ c bo'lib, Xn > c shartlarni qanoatlantiruvchi argument
ning istalgan {x n } ketma-ketligi uchun 

munosabat o'rinli bo'lsa, biz buni 

lim f(x) = +00 
x-+c+o 

(3.3.6) 

kabi belgilaymiz, yoki yanada qisqa qilib, 

f(c+O) = +00 (3.3.7) 

deb yozamiz. 
3.3.3 - misol. Quyidagi 

1 
f(x) = (x _ c)2n-l' n E N, 

funksiya c E R nuqtada o'ngdan ham, chapdan ham cheksiz kat
tadir, aniqrog'i, 

f(c- 0) = -00, f(c+O) = +00. 
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Bu tasdiqning haqligi, berilgan funksiyaning x < c larda manfiy 
va x > c larda mURbat ekanini hisobga olsak, 3.3.1 - misoldan kelib 
chiqadi. 

4. Berilgan nuqtada cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalarni 
taqqoslash uchun maxsus 0 va 0 belgilashlarni kiritish qulaydir. 

Ta'rif. Berilgan f va 9 funksiyalar a nuqtaning shu nuqtani 
o 'zi kirishi shart bo'lmagan biror atrofida aniqlangan bo'lib, x i- a 
bo'lganda g(x) i- 0 bo'lsin. Quyidagi 

f(x) = o(g(x)), x ---t a, (3.3.8) 

yozuv h(x) = ~~;~ funksiya a nuqtada cheksiz kichik ekanini anglata

di. 
Bu (3.3.8) belgilash «f(x) "0" kichik g(x) ga teng» deb o'qiladi. 
Masalan, 

x 2 = o(x), x ---t 0, 

yoki 

Umuman, istalgan a E R nuqta va m < n shartni qanoatlantiruv
chi ixtiyoriy butun m va n lar uchun 

(x - at = o((x - a)m), x ---t a, 

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu tenglik, sodda qilib aytganda, n - m > 0 
bo'lgan barcha butun sonlar uchun h(x) = (x - a)n-m funksiya a 
nuqtada cheksiz kichik ekanini anglatadi. 

Ahamiyat bering, xususiy holda, 

o:(x) = 0(1), x ---t a, 

yozuv o:(x) funksiyaning a nuqtada faqat cheksiz kichik ekanligini
gina anglatadi. 
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Ta'rif. Berilgan f va 9 funksiyalar biror E C R to'plamda 
aniqlangan bo'lsin. Quyidagi 

f(x) = O(g(x)), x E E, (3.3.9) 

yozuv E to'plamda biror o'zgarmas C uchun 

If(x)1 ~ C Ig(x)l, x E E, 

tengsizlik bajarilishini bildiradi. 
Bu (3.3.9) belgilash «f(x) "0" kattag(x) ga teng» deb o'qiladi. 
Masalan, 

1 - x 2 = 0(1 - x), x E [0,1]. 

E'tibor bering, quyidagi 

f(x) = 0(1), x E E, 

yozuv f(x) funksiyaning E to'plamda faqat chegaralangan ekanligi
nigina anglatadi. 

§ 3.4. Monoton funksiyalar 

Limitlar nazariyasi nuqtai nazaridan qaraganda, ayniqsa mono
ton deb ataluvchi funksiyalar o'rganishga qulaydirlar. 

Ta'rif. Agar ixtiyoriy x E E va y E E lar uchun quyidagi 

x < y => f(x) ~ f(y) (3.4.1) 

implikatsiya o'rinli bo'lsa, f funksiya o'suvchi deyiladi. 
Agar (3.4)) ning o'ng tomonidagi tengsizlikda qat'iy bo'lmagan 

tengsizlikni qat'iy tengsizlikka o'zgartirsak, biz qat'iy o'suvchi funksi-
yaning ta'rifini olamiz: . 

x < y => f(x) < f(y)· (3.4.2) 
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Masalan, f (x) = sign x funksiya but un sonlar o'qida o'suvchi, 
lekin qat'iy o'suvchi emas. 

Xuddi shunga o'xshash kamayuvchi funksiya ham aniqlanadi: 

x < y => f(x) ~ f(y)· 

Qat'iy kamayuvchi funksiya esa quyidagicha aniqlanadi: 

x < y => f(x) > f(y)· 

O'suvchi funksiya bilan kamayuvchi funksiyalar monoton funksi
yalar deyiladi, qatiy o'suvchi funksiya bilan qatiy kamayuvchi funksi
yalar esa qatiy mono ton funksiyalar deyiladi. 

Har qanday monoton funksiya bir tomonlama limitga ega. 
3.4.1 - teorema. Biror intervalda mono ton bo'lgan funksiya 

shu intervalning har bir nuqtasida chap va 0 'ng limitlarga ega. 
Isbot. Aytaylik, f funksiya (a, b) intervalda monoton bo'lib, c 

shu intervalning istalgan nuqtasi bo'lsin. Ana shu nuqtada, masalan, 
chap limit f(c - 0) ning mavjudligini isbotlaymiz. 

Aniqlik uchun f o'suvchi bo'lsin deylik. f funksiyaning c nuq
tadan chapda qabul qiladigan qiymatlari to'plamini, ya'ni 

{f(x) : a<x<c} (3.4.2) 

to'plamni qaraymiz. 
Madomiki f o'suvchi funksiya ekan, 

f(x) ~ f(c), a < x < c, 

tengsizlik bajariladi. 
Bundan (3.4.2) to'plamning yuqoridan chegaralanganligi kelib 

chiqadi. Demak, bu to'plamning aniq yuqori chegarasi mavjud bo'lib, 
biz bu chegarani M orqali belgilaymiz: 

M = sup f(x). 
a<x<c 

Endi f funksiyaning c nuqtadagi chap limiti ana shu aniq yuqori 
chegaraga tengligini, ya'ni 

f(c - 0) = M , (3.4.3) 
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ekanini isbotlaymiz. 
Aniq yuqori chegaraning ta'rifiga ko'ra quyidagi ikki tasdiq o'rinli

dir: 
1) a < x < c shartni qanoatlantiruvchi har qanday x nuqtalar f 

uchun I, 

f(x) ~ M (3.4.4r' 

tengsizlik bajariladi; 
2) istalgan c: > 0 olganda ham shunday x" nuqta topiladiki, u 

uchun a < x" < c bo'lib, quyidagi tengsizlik bajariladi: 

(3.4.5) 

Musbat r5 = r5(c:) sonni r5 = c - x" deb olamiz. Shunda, f 
funksiyaning o'suvchiligiga ko'ra, ixtiyoriy x > x" = c - 8 uchun! I 

(3.4.5) dan 
f(x) 2: f(x,,) > M - c: \ . 

tengsizlik kelib chiqadi. 
Agar (3.4.4) ni hisobga olsak, 

intervaldagi barcha x lar uchun 

M - c: < f(x) < M 

tengsizlikni olamiz. 
Bu tengsizlik M soni f funksiyaning c nuqtadagi chap limitiga 

tengligini anglatadi. Demak, (3.4.3) tenglik bajarilar ekan. 
Monoton funksiyaning o'ng limitga ega ekani ham xuddi shunga .. 

o'xshash isbotlanadi. 

• 
Eslatma. Agar f funksiya c nuqtaning biror atrofida aniqlangan 

va o'suvchi bo'lsa, uning o'ng va chap limitlari hamda c nuqtadag;.,~ 
qiymati quyidagi munosabat bilan bog'langan bo'ladi: 
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f(c - 0) ~ f(c) ~ f(c + 0). 

Bunda tengsizliklardan hech birini, umuman aytganda, tenglik 
bilan almashtirib bo'lmasligini sign x funksiyasi misolida ko'rish 
mumkin, chunki c = 0 nuqtada 

sign (0 - 0) = -1, sign 0 = 0, sign (0 + 0) = 1. 

§ 3.5. Funksiyalar uzluksizligi 

1. Ushbu paragrafda biz eng muhim matematik tushunchalar
dan biri bo'lgan uzluksiz funksiya tushunchasini kiritamiz. 

Ta'rif. Agar a nuqtaning biror atrofida aniqlangan f funksiya 
shu nuqtada limit qiymatiga ega bo'lib, bu qiymat f (a) ga teng bo'lsa, 
ya'ni 

lim f ( x ) = f ( a ) 
x-ta 

bo'lsa, f funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi. 
Funksiya limit qiymatining Heine va Koshi ta'riflarini esga 01-

sak, biz funksiyani nuqtadagi uzluksizligining ikki teng kuchli ta'rifini 
berishimiz mumkin. 

Uzluksizlikning Heine bo'yicha ta'rifi quyidagi ko'rinishga ega 
bo'ladi. 

Ta'rif (H.E.Heine). Berilgan f funksiya a nuqtaning biror 
atrofida aniqlangan bo'lsin. 

Agar argumentning a nuqtaga yaqinlashuvchi istalgan Xn ketma
ketligi uchun funksiyaning unga mos f(xn) qiymatlar ketma-ketligi 
f (a) ga yaqinlashsa, f funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi. 

Uzluksizlikning Koshi bO'yicha ta'rifi esa quyidagicha o'qiladi. 
Ta'rif (Koshi (A.L.Cauchy)). Berilgan f funksiya a nuq

taning biror atrofida aniqlangan bo'lsin. 
Agar ixtiyoriy E > 0 uchun shunday 8 > 0 topilsaki, argument x 

nmg 

Ix - al < 8 
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shartni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida 

11(x) - 1(a)1 < E 

tengsizlik 0 'rinli bo'lsa, 1 1unksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi. 
Albatta, 1 funksiyaning biror nuqtadagi uzluksizligi ta'rifida ar

gument qiymatlarining bu nuqtadan farq qilishini talab qilishga 
zaruriyat yo'q. 

Bundan buyon, agar biror funksiya E to'plamning har bir nuq
tasida uzluksiz bo'lsa, biz, qisqa qilib: funksiya E to 'plamda uzluksiz 
deymiz. 

3.5.1 - misol. Har qanday ko'phad butun sonlar o'qida uzluk
sizdir. 

Bu tasdiqning haqligi 3.1.6 - misoldan bevosita kelib chiqadi. 
Navbatdagi misol funksiya o'zi aniqlangan nuqtalarda uzluksiz 

bo'lishi shart emasligini ko'rsatadi. 
3.5.2 - misol. Dirixle funksiyasi (3.1.4 - misolga qarang) sonlar 

o'qining hech qaysi nuqtasida uzluksiz emas. 
Bu tasdiq Dirixle funksiyasining biror nuqtada ham limit qiy

matga ega emasligidan kelib chiqadi. 
Agar E to'plamda aniqlangan 1 funksiya a E E nuqtada uzluk

siz bo'lmasa, u holda 1 funksiya a nuqtada uzilishga ega deyiladi. 
Bunda a nuqta 1 funksiyaning uzilish nuqtasi deb ataladi. Shunday 
qilib, Dirixle funksiyasi sonlar o'qining har bir nuqtasida uzilishga 
ega ekan. 

Faqat bir nuqtada uzluksiz bo'lgan funksiyalar ham mavjud. 
3.5.3 - misol. Agar D(x) Dirixle funksiyasi bo'lsa, quyidagi 

1(x) = xD(x) 

funksiya x = 0 nuqtada uzluksiz bo'lib, boshqa barcha nuqtalarda 
uzilishga ega. H aqiqat an , ravshanki, 

11(x)1 ~ lxi, 

shuning uchun, agar Xn ---t 0 bo'lsa, 1(xn ) ---t 0 = 1(0) bo'ladi, ya'ni 
1 funksiya nolda uzluksiz ekan. 
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Endi, agar f funksiya boshqa biror a f- 0 nuqtada uzluksiz 
bo'lsin desak, u holda 

D(x) 
f(x) 

x 

funksiya ham o'sha nuqtada uzluksiz bo'lishi kerak, albatta. Am
mo bu Dirixle funksiyasining har bir nuqtada uzilishga ega ekaniga 
ziddir. 

2. Uzilish nuqtaning turlari. Ta'rifga ko'ra, agar a nuqtaning 
biror atrofida aniqlangan f funksiya uchun 

lim f(x) = f(a) 
x-+a 

tenglik bajarilmasa, bu a nuqta f funksiyaning uzilish nuqtasi dey i
lar edi. 

Uzilish nuqtani, bu tenglik bajarilmasligi sabablariga qarab, tur
larga ajratish mumkin. 

Eng sodda hoI - bu qachonki chap tomondagi limit mavjud 
bo'lib, biror b songa teng bo'lsayu, Ie kin b f- f(a) bo'lsa. Bu holda, 
agar funksiyani a nuqtada b ga teng qilib o'zgartirsak, ya'ni 

( ) 
_ {f(X), agar x f- a bo'lsa, II x -

b, agar x = a bo'lsa, 

desak, bu funksiya a nuqtadan tashqari barcha nuqtalarda f (x) 
funksiya bilan ustma-ust tushsada, Ie kin u, f funksiyadan farqli 
ravishda, a nuqtada uzluksiz bo'ladi. Shunday qilib, qaralayotgan 
holda berilgan funksiya qiymatini a nuqtada o'zgartirish yordamida 
uzilishni bartaraf qilish mum kin ekan. Shu sababli bunday uzilish 
nuqta bartaraf etiladigan uzilish nuqta deyiladi. 
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y 
f(x) = ~gnxj 

/(0) 

o x 

6-rasm 

Keyingi yanada muhimroq hol- bu a nuqtadagi uzilish funksiya
ning bu nuqtadagi limiti mavjud emasligi tufayli sodir bo'lgan holdir. 
Bu holda uzilish nuqta ikki turga bo'linadi. Bu bo'linishning asosi
da quyidagi bizga ma'lum bo'lgan tasdiq yotadi: a nuqtaning biror 
atrofida aniqlangan funksiya shu nuqtada uzluksiz bo'lishi uchun uning 
shu a nuqtada chap va o'ng limitlarga ega bo'lib, bu bir tomonlama 
limitlar funksiyaning shu nuqtadagi qiymatiga teng bo'li-shi, yani 

f(a - 0) = f(a + 0) = f(a) 

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarlidir. 
Bundan chiqdi, uzilish yoki o'ng va chap limitlar mavjud bo'lib, 

ular o'zaro teng bo'lmasligi sababli yoki bo'lmasa, bir tarafli limit
lardan birortasi mavjud emasligi tufayli sodir bo'lishi mumkin. Bir
inchi holga misol sifatida sign x funksiyasini olsak bo'ladi, ikkinchi 
holga esa - Dirixle funksiyasini. 

Agar a nuqtaning biror atrofida aniqlangan f funksiya bu nuq
tada o'ng va chap limitlarga ega bo'lib, ular o'zaro teng bo'lmasa: 

f(a - 0) i= f(a + 0), 

u holda bunday nuqta birinchi tur uzilish nuqta deyiladi. 
Bunda 

f(a + 0) - f(a - 0) 
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kattalik f funksiyaning a nuqtadagi sakrashi deyiladi. Masalan, a = 
o nuqta sign x funksiya uchun birinchi tur uzilish nuqta bo'lib, bu 
nuqtada qaralayotgan funksiya 2 ga teng bo'lgan sakrashga ega. 

Agar a nuqta atrofida aniqlanga:l f funksiyaning bu nuqtadagi 
bir tomonlama limitlaridan aqalli bittasi inavjud bo'lmasa, u holda 
a nuqta ikkinchi tur uzilish nuqta deyiladi. Masalan, 

{

. 1 
f(x) = sm;, 

o , 
agar x f::. 0 bo'lsa, 

agar x = 0 bo'lsa, 

ko'rinishda aniqlangan funksiya nolda ikkinchi tur uzilishga ega, 
chunki, ravshanki, nolda bu funksiya chap tomondan ham, o'ng 
tomondan ham limitga ega emas. 

- 1 

7-rasm 

3. Ushbu bandda biz uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amal
lar bajarish natijasida yana uzluksiz funksiya hosil bo'lishini ko'ramiz. 

3.5.1 - teorema. Agar f va 9 funksiyalar a nuqtaning biror 
atrofida aniqlilngan bo 'lib, shu nuqtada uzluksiz bo'lsa, bu ikki funksi
yalarning yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi va nisbati (ko'rsatilgan 
atrofda 9 f::. 0 bo'lgan hollarda) a nuqtada uzluksiz bo'ladi. 

I'Sbot. Faraz qilaylik, f va 9 funksiyalar a nuqtada uzluksiz 

bo'lsin. Biz f + g, f - g, f . 9 va L (g f::. 0 bo'lgarrda) funksiyalar 
9 
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ham o'sha nuqtada uzluksiz ekanini isbotlashimiz kerak, ya'ni har 
qanday Xn -t a ketma-ketlik uchun 

hamda a nuqtaning ko'rsatilgan atrofida 9 f::. 0 bo'lganda 

f(xn) -t f(a) 
g(xn ) g(a) 

munosabatlarni isbotlashimiz zarur. Lekin bu tasdiqlar bevosita 3.1.1 
- teoremadan kelib chiqadi. 

• 
Shuni aytish kerakki, 3.5.1 - teoremaning nisbatga tegishli qis

mida berilgan intervalning barcha x nuqtalarida 9 (x) f::. 0 shartni 
o'rniga faqat 9 (a) =J. 0 deb talab qilish yetarlidir. Haqiqatan, bu 
shartdan, 9 funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lgani uchun, uning a 
nuqtaning biror atrofida ham noldan farqli ekani kelib chiqadi. As
lida bundanda qat'iyroq navbatdagi tasdiq o'rinli. 

3.5.1 - tasdiq. Berilgan 9 funksiya a nuqtaning biror atrofida 
aniqlangan bo'lib, shu a nuqtada uzluksiz bo'lsin. Agar g ( a) > 0 
bo'lsa, a nuqtaning shun day 8-atrofi va c > 0 o'zgarmas topiladiki, 
barcha x E (a - 8, a + 8) larda 

g(x»c>O 

tengsizlik bajariladi. 

Isbot. Shartga ko'ra ixtiyoriy E > 0 uchun shunday 8 > 0 
topiladiki, barcha x E (a - 8, a + 8) larda 

g(a) - E < g(x) < g(a) + E 

tengsizlik bajariladi. 
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y 

a+/j x 

B-rasm 

Endi c = E = g~a) desak, talab qilingan tengsizlikni olamiz . 

• 
Isbotlangan 3.5.1 - tasdiq quyidagini anglatadi: agar berilgan 

funksiya uzluksiz bo'lgan nuqtasida noldan farqli bo'lsa, shu nuq
taning biror atrofida u o'z ishorasini saqlaydi. 

3.5.2 - misol. Har qanday ratsional funksiya o'zi aniqlangan 
barcha nuqtalarda uzluksizdir. Boshqacha aytganda, agar P( x) va 
Q ( x) ko 'phadlar bo' lsa, 

f(x) = P(x) 
Q(x) 

funksiya maxraj Q (x) noldan farqli bo'lgan barcha nuqtalarda uzluk
sizdir. 

Ta'rif. Berilgan y = f (x) funksiya E C R to 'plamda aniqlan
gan bo'lsin. Bundan tashqari, x = r.p(t) funksiya MeR to'plamda 
aniqlangan bo'lib, uning qiymatlar to 'plami E da yotsin. U holda M 
to'plamda aniqlangan va har bir t E M qiymatga f[r.p(t)] sonni mos 
qo 'yuvchi f (c.p) funksiya murakkab funksiya deb ataladi. 

Bunday aniqlangan F(t) = f[r.p(t)] funksiyani f va r.p funksiyalar
ning superpositsiyasi yoki bu ikki funksiyaning kompozitsiyasi deb 
ham atashadi va F = f 0 r.p kabi belgilashadi. 

3.5.2 - teorema. Agar r.p : M -t E funksiya biror a E M 
nuqtada, f : E ---+ R funksiya esa o'sha nuqtaga mos b = r.p(a) E E 
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nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda murakkab F(t) = f[cp(t)] funksiya 
t = a nuqtada uzluksiz bo'ladi. 

Isbot. Biz biror a E M nuqtaga intiluvchi har qanday tn E M 
ketma-ketlik uchun quyidagi 

(3.5.1) 

yaqinlashishni isbotlashimiz zarur. 
Lekin cp funksiyaning uzluksizligidan, 

munosabatni olamiz. U holda f funksiyaning b = cp(a) E E nuq
tadagi uzluksizligidan (3.5.1) kelib chiqadi. 

• 
2. Ushbu bandda biz biror intervalda uzluksiz funksiyalarning 

muhim bir xossasini o'rnatamiz. Bu xossaning geometrik ma'nosini 
quyidagidan iborat: agar uzluksiz funksiyaning grafigi biror gorizon
tal to'g'ri chiziqning ham yuqorisida, ham ostida o'z nuqtalariga ega 
bo'lsa, u holda bu grafik ana shu gorizontal to'g'ri chiziqni albatta 
kesib o'tadi. 

3.5.1 - lemma. Berilgan 9 funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lsin. 
Agar g(a) < 0 va g(b) > 0 bo'lsa, (a, b) intervalda shunday C nuqta 
topiladiki, u nuqtada 9 (c) = 0 bo'ladi. 

Isbot. Berilgan [a, bl kesmani CI = a; b nuqta orqali teng ikki 

bo'lakka bo'lamiz. Agar g(CI) = 0 bo'lsa, CI qidirilayotgan nuqta 
bo'ladi. Bordiyu g(ct) =f. 0 bo'lsa, [aI, bd simvoli orqali ikki [a, CIl 

va [cl, b 1 kesmalardan qaysi birining chetki nuqtalarida 9 funksiya 
har xiI ishorali qiymatlar qabul qilsa. o'shani belgilaymiz. Shunday 
qilib. 
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g(:c) 

9 - rasm 

K . . d d [ b] k . al + bl r eymgl qa am a aI, I esmam C2 = 2 nuqta orqa 1 teng 

ikki bo'lakka ajratamiz. Agar g(C2) = 0 bo'lsa, yana talab qilingan 
nuqta topildi. Bordiyu g(C2) =1= 0 bo'lsa, [a2' b2] simvol orqali ikki 
[aI, C2] va [C2' bl ] kesmalardan qaysi birining chetki nuqtalarida 9 
funksiya har xiI ishorali qiymatlar qabul qilsa, o'shani belgilaymiz. 
Demak, 

g(a2) < 0, g(b2 ) > o. 
Bu jarayonni davom ettirsak, biz, yoki qandaydir n-qadamda 

g( cn) = 0 tenglik o'rinli bo'ladigan Cn nuqtani olib, jarayonni tu
gatamiz, yoki ichma-ich joylashgan shunday [an, bn] kesmalarni ola
mizki, ular uchun 

(3.5.2) 

bo'ladi. 
Agar bu jarayon tugamasa, ravshanki, [an, bn] kesmaning uzun

ligi nolga intiladi, shuning uchun, ichma-ich joylashgan kesmalar 
prinsipiga ko'ra, [an, bn] kesmalarning barchasiga tegishli bo'lgan 
yagona C nuqta topiladi. Xuddi ana shu c nuqtada talab qilingan 
g(c) = 0 tenglik o'rinli ekanini isbotlaymiz. 

Demak, an -+ c va bn -+ c ekan. U holda, uzluksizlikka ko'ra, 
g(an) -+ g(c) va g(bn) -+ g(c). Shunday ekan, (3.5.2) munosabat
larda n -+ 00 da limitga o'tsak, 

g(c) ::; 0, g(c) > 0 
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tengsizliklarni olamiz. 
Aniqki, bu ikki tengsizlik bir vaqtda faqat g (c) = 0 bo'lgandagina 

bajariladi. 

• 
Navbatdagi teoremani uzluksiz funksiyaning barcha oraliq qiy

matlarni qabul qilishi haqidagi teorema deb nomlashadi. 
3.5.3 - teorema. Berilgan f funks2ya [a, b] kesmada uzluksiz 

bo'lsin. Agar f(a) < f(b) bo'lsa, 

f(a) < A < f(b) 

tengsizlikni qanoatlantir~vchi istalgan A soni uchun, (a, b) interval
da f ( c) = A tenglik bajariladigan c nuqta topiladi. 

Isbot. Quyidagi 

g(x) f(x) - A 

funksiyani kiritamiz. 
Ravshanki, g funksiya 3.5.1-1emmaning barcha shartlarini qanoat

lantiradi va shuning uchun, (a, b) intervalda shunday c nuqta mav.jud
ki, g(c) = 0 bo'ladi. Demak, f(c) = A tenglik bajarilar ekan. 

• 
5. Kesmada uzluksiz funksiyaning eng muhim xossalaridan biri uning 

chegaralanganligidir. Ushbu bandda ana shu xossa to'laroq o'rganiladi. 
Ta'rif. Berilgan f funksiyaning E C D(f) to'plamda qabul qi

ladigan barcha qiymatlar to'plami E to'plamning aksi deyiladi va 

f (E) = {f (x) : x E E } 

kabi belgilanadi. 
Ta'rif. Agar f funksiya va E C D(f) to'plam berilgan bo'lib, 

f (E) to 'plam yuqoridan chegaralangan bo'lsa, u holda f funksiya E 
to 'plamda yuqoridan chegaralangan deb ataladi. 
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Bunda f(E) to'plamning aniq yuqori chegarasi f funksiyaning 
E to'plamdagi aniq yuqori chegarasi deb ataladi va 

sup f(x) = sup f(E) 
xEE 

kabi belgilanadi. 
Quyidan chegaralangan funksiya xuddi shunga o'xshab aniqlana-

di. 
Ta'rif. Agar f funksiya va E C D(J) to'plam berilgan bo'lib, 

f (E) to 'plam quyidan chegaralangan bo'lsa, u holda f funksiya E 
to'plamda quyidan chegaralangan deb ataladi. 

Bunda f(E) to'plamning aniq quyi chegarasi f funksiyaning E 
to'plamdagi aniq quyi chegarasi deb ataladi va 

inf f(x) = inf f(E) 
xEE 

kabi belgilanadi. 
Biror to'plamda bir vaqtning o'zida ham yuqoridan, ham quyi

dan chegaralangan funksiya shu to'plamda chegaralangan deb ata
ladi. 

3:5.4 - teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). 
Biror kesmada uzluksiz funksiya shu kesmada chegaralangandir. 

Isbot. Berilgan f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lsin. Teo
remani isbotlash uchun, ravshanki, barcha x E [a, b]larda 

If(x)1 ~ B 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi B o'zgarmasning mavjudligini isbot
lash yetarli. 

Faraz qilaylik, bunday B topilmasin. U holda B ga ketma-ket 
1,2,3, ... qiymatlarni berib, [a, b] kesmada shunday {x n } ketma
ketlikni topamizki, u uchun 

(3.5.3) 

baho o'rinli bo'ladi. 
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Bol'sano - Veyershtrss teoremasiga ko'ra, {Xn} ketma-ketlikdan 
[a, b] kesmadagi biror c nuqtaga yaqinlashadigan {Xnk } qismiy ketma
ketlikni ajratish mumkin. Shartga ko'ra, J - uzluksiz, shuning uchun, 
birinchidan, {J(x nk )} ketma-ketlik J(c) ga yaqinlashadi. Lekin, boshqa 
tomondan, (3.5.3) bahoga ko'ra, 

tengsizlikni olamiz, ya'ni bu ketma-ketlik chegaralanmagan ekan. 
Hosil bo'lgan qarama-qarshilikdan teoremaning tasdiqi kelib chiqa
di. 

• 
3.5.5 - teorerna (Veyershtrassning ikkinchi teorernasi). 

Kesmada uzluksiz bo 'lgan Junksiya shu kesmada 0 'zining aniq yuqori 
hamda aniq quyi chegaralariga erishadi. 

Isbot. Berilgan J funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lsin. U hol
da 3.5.4 - teoremaga ko'ra, bu funksiya ham quyidan, ham yuqori
dan chegaralangan bo'ladi va, bundan chiqdi, 1.4.1 - teoremaga 
ko'ra u aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralarga egadir: 

m = inf J{x), 
xE[a,b) 

M = sup J(x). 
xE[a,b) 

Biz J funksiyaning ana shu chegaralarga erishishini isbotlashimiz 
kerak. Boshqacha aytganda, [a, b] kesmada shunday x* va x* nuq
talar mavjudligini ko'rsatish kerakki, ular uchun 

m = J(x*), M = J(x*) 

tengliklar o'rinli bo'lsin. 
Masalan, J funksiyaning M aniq yuqori chegaraga erishishini 

isbotlaymiz. Faraz qilaylik, bunday bo'lmasin. U holda M - J(x) 
ayirma qatiy musbat bo'lib, [a, b] kesmaning hech bir nuqtasida nol
ga aylanmaydi. Shuning uchun, 3.5.1 - teoremaga ko'ra, quyidagi 

1 
g(x) = M - J(x) 
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musbat funksiya [a, b) kesmada aniqlangan va uzluksizdir. 
Veyershtrassning birinchi teoremasiga asosan, 9 funksiya yuqori

dan biror musbat son orqali chegaralangan, ya'ni 

1 
M - f(x) ~ B, a < x < b. 

Demak, 
1 

f(x) ~ M - B' a < x < b. 

1 
Bu tengsizlik M - B son f funksiyaning yuqori chegarasi ekanini 

anglatadi, ya'ni, bundan chiqdi, M soni aniq yuqori chegara emas 
ekan. Hosil bo'lgan qarama-qarshilik teoremani isbotlaydi. 

• 
Agar shunday x* E E nuqta mavjud bo'lsaki, 

f(x*) = sup f(x) 
xEE 

bo'lsa, f(x*) qiymat f funksiyaning E dagi maksimumi deb ataladi 
va 

max f(x) = f(x*) 
xEE 

kabi belgilanadi. 
Bunda x* son f funksiyaning E to'plamdagi maksimum nuqtasi 

deyiladi. Masalan, 
max sign x = 1. 

xE[-l,l] 

Shu singari, agar shunday x .. E E nuqta mavjud bo'lsaki, 

f(x*) = inf f(x) 
xEE 

bo'lsa, f(x*) qiymat f funksiyaning E dagi minimumi deb ataladi 
va 
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min f ( x) = f (x *) 
xEE 

kabi belgilanadi. 
Bunda x* son f funksiyaning E to'plamdagi minimum nuqtasi 

deyiladi. Masalan, 
min sign x = -1. 

xE[-l,l] 

N atija. Biror kesmada uzluksiz funksiya shu kesmada 0 'zining 
maksimum hamda minimumiga egadir. 

Agar f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lib, E to'plam uning 
qiymatlar to'plami bo'lsa, ya'ni 

E = {y E R : y = f(x), x E [a, b]} 

bo'lsa, u holda f funksiya [a, b) kesmani E to'plamga uzluksiz aks
lantiradi deyiladi. 

Bunday aniqlangan E to'plam f akslantirishdagi [a, b] kesma
ning aksi ham deb ataladi. 

3.5.2 - tasdiq. Uzluksiz akslantirishda kesmaning aksi yana 
kesma bo'ladi. 

Isbot. Berilgan f funksiya [a, b) kesmada uzluksiz bo'lib, E 
to'plam bu kesmaning aksi bo'lsin. Quyidagi belgilashlarni kirita
miz: 

m = min f(x), M = max f(x). 
xE[a,b] xE[a,b] 

Ravshanki, E C [m, M]. Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga 
asosan, m E Eva ME E. 3.5.3 - teoremaga ko'ra esa, [m, M] C E. 
Demak, E = [m, M] ekan. 

• 
6. Ushbu bandda biz qanday shartlarda uzluksiz funksiya teskari 

funksiyaga ega bo'lishini va qanday shartlarda teskari funksiya uzluk
siz bo'lishini o'rganamiz. 
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Ta'rif. Agar f funksiya E to'plamda aniqlangan bo'lib, istalgan 
ikki x E E va y E E argument qiymatlari uchun x =J. y shartdan 
f(x) =1= f(y) kelib chiqsa, f funksiya E to'plamda teskarilanuv
chanlik lJhartini qanoatlantiradi d~ymiz. 

Ta'rif. E to'plamda aniqlangan f funksiyaning teskarisi f- l 

deb, M = f(E) to'plamda aniqIangan va quyidagi ikki shartni qanoat
Iantiruvchi funksiyaga aytiladi: 

1) istalgan x E E uchun 

f-l[f(x)] 

2) istalgan y E f(E) uchun 

x· , 

f[J-I (y)] y. 

3.5.3 - tasdiq. Funksiya o'z teskarisiga ega bo'lishi uchun uning 
teskariIanuvchanIik shartini qanoatlantirishi zarur va yetariidir. 

Isbot o'z-o'zidan ko'rinib turibdi. 
O'z teskarisiga ega bo'lgan funksiyalarni teskarilanuvchi deb 

ham atashadi. 

3.5.4 - tasdiq. Qat'iy mono ton funksiya teskarilanuvchidir. 
Haqigatan, agar Xl =1= X2 bo'lsa, Xl < x2 yoki Xl > x2 bo'lib, 

ravshanki, qat'iy monoton funksiya har ikkala holda ham f(xt) =J. 
f(X2) shartni, ya'ni teskarilanuvchilik shartini qanoatlantiradi. De
mak, bu funksiya 3.5.3 - tasdiqqa ko'ra teskarilanuvchidir. 

3.5.6 - teorema. Agar kesmada uzIuksiz funksiya teskarisiga 
ega bo'lsa, teskari funksiya ham uzIuksiz bo'ladi. 

Isbot. Shartga ko'ra, f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lib, 
f- l teskari funksiyaga ega bo'lsin. 3.5.2 - tasdiqqa asosan, agar 

m = ~in f(x), M = max f(x) 
xE[a,b] xE[a,b] 

deb belgilasak, [a, b] kesmaning aksi [m, M] kesma bo'ladi. 
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Aytaylik, Yo nuqta [m, M] kesmadan olingan ixtiyoriy nuqta 
bo'lsin. Ravshanki, agar Xo = f- 1 (Yo) deb olsak, f(xo) = Yo bo'ladi. 
Biz f- 1 teskari funksiyaning mana shu Yo nuqtada uzluksizligini 
ko'rsatamiz. 

Buning uchun [m, M] dan Yo ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy {Yn} 
ketma-ketlikni olib, unga mas {I-I (Yn)} ketma-ketlikning f- 1 (Yo) = 
Xo songa yaqinlashishini ko'rsatish yetarli. 

Avvalo shuni qayd qilamizki, biz Xn = f-l(Yn) deb belgilasak, 
ravshanki, 

(3.5.4) 

munosabatga ega bo'lamiz. 
Faraz qilaylik, {I-I (Yn)} ketma-ketlik, ya'ni {Xn} ketma-ketlik 

Xo ga yaqinlashmasin. U holda Xo nuqtaning biror atrofidan tashqari
da ketma-ketlikning cheksiz ko'p elamentlari topiladi. Demak, Bol't
sana - Veyershstrass teoremasiga asosan, {Xn} ketma- ketlik Xo dan 
farqli x~ E [a, b] limit nuqtaga ega. Boshqacha aytganda, xnk -+ 
x~ qismiy ketma-ketlik topiladi va shuning uchun, f funksiyaning 
uzluksizligiga ko'ra, 

(3.5.5) 

bo'ladi. 
Agar (3.5.4) va (3.5.5) ni taqqoslasak, Xo =I=- x~ bo'lishiga qara

masdan, f(xo) = f(x~) tenglikni olamiz. Bu esa f funksiyaning 
teskarilanuvchiligiga ziddir. Hosil bo'lgan qarama-qarshilik teore
mani isbotlaydi. 

• 
7*. Yuqorida istalgan (uzluksiz bo'lishi shart bo'lmagan) funksiya 

teskarilanuvchi bo'lishi uchun yetarli shartlardan biri uning qat'iy 
monotonligi ekani ko'rsatildi. Qizig'i shundaki, uzluksiz funksiya 
teskarilanuvchi bo'lishi uchun qat'iy monotonlik sharti zaruriy ham 
ekan. Chunonchi, agar biror kesmada uzluksiz funksiya teskarilanuv
chi bo'lsa, u ana shu kesmada qat'iy monoton bo'lishi shart. Bu 
tasdiqning isboti quyidagi sodda teoremaga asoslanadi. 
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3.5.1 - teorema. Agar kesmada uzluksiz funksiya teskarilanuv
chi bo'lsa, u 0 'zining maksimum va minimumlariga kesmaning che
garaviy nuqtalarda erishadi. 

Isbot. Shartga ko'ra berilgan f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz 
va teskarilanuvchi bo'lsin. U holda bu kesmaning istalgan ikki Xl 

va X2 nuqtalari uchun quyidagi implikatsiya o'rinli bo'ladi: 

Xususan, f(a) i- f(b). Aniqlik uchun f(a) < f(b) deb, istalgan 
X E (a, b) nuqta uchun quyidagi 

f(a) < f(x) < f(b) 

ikki tomonlama tengsizlik o'rinli ekaniga ishonch hosil qilamiz. Haqi
qatan, agar bunday bo'maganda edi, shunday Xo E (a, b) nuqta to
pilar ediki, u uchun, masalan, f(xo) > f(b) tengsizlik o'rinli bo'lar 
edi, ya'ni 

f(a) < f(b) < f(xo). 

Shunday ekan, 3.5.3 - teoremaga asosan, (a, xo) interval ichida 
shunday c nuqta topilar ediki, u uchun f(c) = f(b) bo'lar edi. Ammo 
bu tenglik f ning teskarilanuvchi ekaniga ziddir. 

• 
Endi biz kesmada uzluksiz funksiyaning teskarilanuvchiligidan 

uning qat'iy monoton ekanligi kelib chiqishini isbotlashga o'tamiz. 

3.5.8 - teorema. Agar kesmada uzluksiz funksiya teskarilanuv
chi bo'lsa, u holda bu funksiya ana shu kesmada qat'iy mono ton 
bo'ladi. 

Isbot. Faraz qilaylik, [a, b] kesmada uzluksiz bo'lgan f funksiya 
teskarilanuvchi bo'lsin. U holda, ravshanki, f(a) i- f(b) bo'ladi. 
Aniqlik uchun f(a) < f(b) deylik. Mana shu shartlarda f funksiya 
[a, b] kesmada qat'iy o'suvchi ekanini isbotlaymiz. 

. , 
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Haqiqatan, [a, b] kesmadan Xl < X2 shartni qanoatlantiruvchi 
ixtiyoriy ikki Xl va X2 nuqtalarni olaylik. 3.5.7 - teoremaga asosan, 
quyidagi qo'shaloq tengsizlik o'rinli: 

f(a) < f(xd < f(b). 

Yana xuddi shu 3.5.7 - teoremani [Xl, b] kesmada f funksiya va 
X2 nuqtaga qo'llasak, 

tengsizlikni olamiz. 
Bu yerda chapdagi tengsizlik f funksiyaning qat'iy o'suvchi ekani

ni anglatadi. 

• 
§ 3.6. Elementar funksiyalarning uzluksizligi 

1. Ratsional ko'rsatkichli darajali funksiya. 
Biz natural ko'rsatkichli darajali funksiyalarni o'rganishdan bosh

laymiz: 

(3.6.1) 

bu yerda n - natural son. Ushbu funksiya ko'phad bo'lib, butun 
sonlar o'qi R da tabiiy ravishda aniqlangan. Bundan tashqari, bu 
funksiya R da uzluksizdir. 

Ushbu bandda biz (3.6.1) funksiyani manfiy bo'lmagan [0,+00) 
yarim to'gri chiziqda berilgan deb hisoblaymiz. Shubhasiz, bu yarim 
to'gri chiziqda darajali funksiya qat'iy o'suvchi va, shu sababli, u 
teskarilanuvchi bo'ladi. Hosil bo'lgan teskari funksiya 3.5.6 - teo
remaga asosan uzluksizdir. Biz uni quyidagicha belgilaymiz: 

f - l () 1.. Y = yn. 
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Agar bu tenglikda y argumentni odatdagi x orqali belgilasak, 

(3.6.1) funksiyaga teskari funksiya .!.. ko'rsatkichli quyidagi 
r 

1 

p.L(x) = xn 
n 

darajali funksiya bo'ladi. Bundan tashqari, 

lim xn = +00 
x-too 

(3.6.2) 

bo'lgani uchun, manfiy bo'lmagan yarim to'gri chiziqda aniqlan
gan (3.6.1) funksiyaning qiymatlar to'plami ham manfiy bo'lmagan 
yarim to'gri chiziq bo'ladi. Demak, (3.6.2) darajali funksiya [0, +00) 
yarim to'gri chiziqda aniqlangan ekan. 

Teskari funksiyaning ta'rifiga ko'ra, istalgan a ~ 0 uchun 

Agar (3.6.2) belgilashdan foydalansak, bu tengliklarni quyidagi 
ko'rinishda yozish ham mumkin: 

( l)n an = a, ( n)l a n = a. (3.6.3) 

Manfiy bo'lmagan a~ sonni a ~ 0 sondan olingan arifmetik ildiz 
ham deb atashadi va 

1 
f/{i = an 

kabi belgilashadi. 
3.6.1 - tasdiq. Har qanday a> 0 hamda har qanday natural m 

va n lar uchun 
(3.6.4) 

tanglik 0 'rinli. 
Isbot. Quyidagi belgilashni kiritamiz: 

(3.6.5) 
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U holda, butun ko'rsatkichli darajaning xossalariga ko'ra, (3.6.3) 
ni hisobga olib, quyidagi tenglikka kelamiz: 

1 
Bundan, - ko'rsatkichli darajaning ta'rifiga asosan, 

n 

(3.6.6) 

Natijada (3.6.5) va (3.6.6) tengliklarni taqqoslasak, talab qili
nayotgan (3.6.4) tenglikni olamiz. 

• 
Endi, agar m va n istalgan natural sonlar bo'lsa, musbat rat

sional r = m uchun a ~ 0 sonining 7" ko'rsatkichli darajasini 
n 

quyidagicha aniqlaymiz: 

m [l]m an = an . (3.6.7) 

Agar r > 0 bo'lsa, a > 0 sonning manfiy ratsional (-r) ko'rsat
kichli darajasi 

(3.6.8) 

ko'rinishda aniqlanadi. 
Nihoyat, istalgan a > 0 uchun 

1 (3.6.9) 

deb qabul qilamiz. 
Shunday qilib, biz istalgan musbat haqiqiy son x uchun yuqorida

gi mulohazalar yordamida ixtiyoriy ratsional r ko'rsatkichli xr dara
jani kiritdik. Boshqacha aytganda, biz aniqlanish sohasi x > 0 mus
bat yarim to 'g 'ri chiziq bo'igan 
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ratsional ko 'rsatkichli darajali funksiyani aniqladik. Ravshanki, ko'r
satkichli funksiya ana shu yarim to'gri chiziqda uzluksiz va o'suvchi 
bo'ladi. 

Ratsional ko'rsatkichli daraja quyidagi asosiy xossalarga ega 
ekanini ko'rsatish qiyin emas: 

r·s a , 

(3.6.10) 

(3.6.11) 

(3.6.12) 

Bu munosabatlarda a va b - istalgan musbat sonlar bo'lib, r va 
s ko'rsatkichlar esa ixtiyoriy ratsional sonlardir. 

Isbot butun ko'rsatkichli darajalarning xossalaridan hamda 3.6.1 
- tasdiqdan bevosita kelib chiqadi. 

Eslatma. Agar a > 1 bo'lsa, ixtiyoriy ratsional r > 0 son uchun 

ar > 1 (a> 1, r > 0, r E Q). (3.6.13) 

Haqiqatan, r = min deylik va b = a1/ n deb belgilaylik. Agar b ~ 
1 bo'lsa, bu tengsizlikni n - darajaga ko'tarib, qarama-qarshilikka 
kelamiz: a = bn ~ 1. Demak, b > 1 ekan. Endi bu tengsizlikni m -
darajaga ko'tarsak, talab qilingan tengsizlikni olamiz: 

2. Ko'rsatkichli funksiya. 
Ushbu bandda ixtiyoriy a > 0 uchun 

f(x) = aX, x E Q, (3.6.14) 

funksiyani o'rganamiz. 
A vvalgi bandda biz bu funksiyani a > 0 ixtiyoriy haqiqiy son 

bo'lganida barcha ratsional x E Q ko'rsatkichlar uchun aniqlagan 
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edik. Bizning galdagi vazifamiz bu funksiyani ko'rsatkich ixtiyoriy 
haqiqiy son, ya'ni x E R bo'lgan holga ham aniqlashdir. Buning 
uchun biz avval (3.6.14) funksiya har bir irratsional nuqtada limit 
qiymatga ega ekanligini ko'rsatib, so'ngra o'sha nuqtada uni ana 
shu limit qiymatga teng deb aniqlaymiz. 

Limit qiymat mavjudligining isboti quyidagi tasdiqlarga asoslana-
di. 

3.6.1 - lemma Agar a > 0 bo'lsa, 

lim a1/ n 

n--+oo 

bo'ladi. 

1 (3.6.15) 

Isbot. Agar a > 1 bo'lsa, biz biror b > 0 uchun a = 1 + b deb 
yozishimiz mumkin. U holda, (1.3.22) ga ko'ra, istalgan natural n 
uchun 

( 1 + ~) n ~ 1 + b. 

Shunday ekan, darajali funksiyaning monotonligiga asosan, 

ya'ni 

(1 + b)l/n - 1 S ~. 
n 

Avvalgi belgilashga o'tsak, (3.6.13) ga ko'ra, 

I a - 1 o < a1 
n - 1 < --. 

- n 

Bundan a > 1 bo'lganda lemmaning tasdig'ini olamiz. Agarda 
a < 1 bo'lsa, isbotlanganga asosan, 

. (1) lin hm -
n--+oo a 

1 

va.talab qilingan munosabat a1
/

n = / 1 1/ tenglikdan kelib chiqa
(1 a) n 

di. 
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• 
Natija. Agar rk ratsional sonlar ketma-ketligi nolga intilsa, 

(3.6.16) 

tenglik bajariladi. 
Haqiqatan, agar rk > 0 bo'lsa, cheksiz katta nk ketma-ketlikni 

1 . 
rk < - shartdan tanlab olsak, a > 1 lar uchun 

nk 

tengsizlikni va 0 < a < 1 lar uchun esa, 

tengsizlikni olamiz. Bundan har ikki holda ham (3.6.16) tenglik kelib 
chiqadi. Agarda rk < 0 bo'lsa, talab qilingan natijani olish uchun 
aT = 1/a- T tenglikdan foydalanish kifoya. 

3.6.1 - teorema. Agar a > 0 va a i: 1 bo'lsa, quyidagi 

f (x) = aX, x E Q, (3.6.17) 

barcha ratsional sonlar to 'plamida aniqlangan funksiJi!!. har bir x E 
R nuqtada limit qiymatga egadir. --

Isbot. Avval f (x) = aX funksiyaning monoton ekanini ko'rsatay
lik. Aytaylik a > 1 bo'lsin. Agar x E Q va y E Q bo'lib, x < y 
bo'lsa, h = y - x > 0 deb belgilab, (3.6.13) yordamida quyidagi . 

f(y) - f(x) = f(x + h) - f(x) = ax+h 
- aX = aX[ah 

- 1] > 0 

munosabatga ega bo'lamiz, ya'ni bu holda f( x) funksiya qat'iy o'suv
chi bo'lar ekan. Xuddi shunga o'xshab, a < 1 bo'lganda bu funksiya
ning qat'iy kamayuvchi ekani ko'rsatiladi. 

Har qanday monoton funksiya singari, (3.6.17) funksiya ham har 
bir c ~ R nuqtada chap f(c - 0) va o'ng f(c + 0) limitlarga ega 
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(bu tasdiq 3.4.1- teoremaning isbotini so'zma-so'z qaytarish orqali 
isbotlanadi) . 

Endi bu limitlarning o'zaro tengligini isbotlaymiz. Aytaylik, {xn} 
va {Yn} ratsional sonlar ketma-ketligi ega yaqinlashib, Xn < c < Yn 

tengsizlikni qanoatlantirsin. 
Shunday ekan, hn = Yn - Xn desak, 

tenglik hosil bo'ladi. 
Shartga ko'ra, har bir Xn son har qanday Ym dan kichik, xususan, 

Xn < Yl. Demak, aXn ketma-ketlik chegaralangan. Bundan chiqdi, 
oxirgi tenglikda n -+ 00 deb limitga o'tsak, qayd qilingan 

f(c+O)-f(c-O) = 0 (3.6.18) 

tenglikni olamiz. Bu tenglik esa limit qiymatning har bir c E R 
nuqtada mavjudligini anglatadi. 

• 
Eslatma Agar c - ratsional son bo'lsa, 

f(c - 0) s f(c) S f(c + 0) 

munosabat va (3.6.18) tenglikdan 

f(c - 0) = f(c) = f(c + 0) 

tenglikni olamiz, qaysiki, o'z navbatida, f funksiyaning c nuqtada 
uzluksizligini anglatadi. 

Endi biz ko'rsatkichli funksiyani istalgan irratsional nuqtada un
ing qiymatini limit qiymatga teng deb aniqlashimiz mumkin. 
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Ta'rif. Agar a > O,"Q, # 1 bo'lsa, istalgan irratsional x son 
uchun 

lim ar 

r-tx, rEQ 
(3.6.19)-

deb hisoblaymiz. 
Shunday qilib, biz 3.6.1 - teorema yordamida asosning a > 

0, a # 1 bo'lgan barcha qiymatlari uchun ko'rsatkichli aX funksiyani 
R sonlar o'qining hamma nuqtalarida aniqladik. 

3.6.2 - teorema. Ko 'rsatkichli funksiya quyidagi xossalarga ega: 

y-x = a , 

bu yerda a > 0, b > 0, x E R, y E R. 

(3.6.20) 

(3.6.21) 

(3.6.22) 

Isbot ratsional qiymatli argumentlar uchun o'rinli bo'lgan (3.6.10)
(3.6.12) tengliklardan oevosita kelib chiqadi. Haqiqatan ham, agar 
(3.6.10)-(3.6.12) tengliklarda T E Q va sEQ sonlarni r -+ x va s -+ 
y deb limitga o'tsak, talab qilingan (3.6.20)-(3.6.22) munosabatlar 
ko'rsatkichli funksiyaning irratsional x va y nuqtalardagi (3.6.19) 
ta'rifidan kelib chiqadi. 

3.6.3 - teorema. Ko'rsatkichli (3.6.19) funksiya R da a > 1 
bo'lganda qat'iy o'suvchi va 0 < a < 1 bo'lganda qat'iy kamayuv
chidir. 

Isbot. Masalan, a > 1 bo'lib, x < y bo'lsin. Agar h = y - x > 
o deb, h ga yaqinlashadigan o'suvchi Tn ratsional sonlar ketma
ketligini olsak, u holda (3.6.13) ga ko'ra, 

arn - 1 > 0 

munosabatni olamiz. Endi rn ketma-ketlikning o'suvchi ekanini hisob
ga olsak, 
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tengsizlik hosil bo'ladi. 
Shunday ekan, (3.6.20) dan 

munosabatga elSa bo'lamiz, qaysiki, o'z navbatida. ko'rsatkichli funksi
yaning qat'iy o'sishini anglatadi. 

• 
Navbatdagi lemma argumentning haqiqiy qiymatlarida aniqlan

gan ko'rsatkichli fllnksiya :1' = 0 nuqtada uzluksiz ekanini ko'rsatadi. 

3.6.2 - lemma. Agar a > 0 va a #- 1 bo'lsa, u holda 

lim aX = 1. 
x--+o 

(3.6.23) 

Isbot. Aniqlik uchun a > 1 deylik. Aytaylik, Xn nolga yaqin
lashuvchi ixtiyoriy haqiqiy sonlar ketma-ketligi bo'lsin. Endi 0 ga 
yaqinlashuvchi va rn < Xn < Sn shartni qanoatlantiruvchi ikki Tn 

va Sn ratsional sonlar ketma-ketligini olamiz. U hold a 

Agar bu yerda (3.6.16) xossadan foydalanib, limitga o'tsak, talab 
qilingan tasdiqqa ega bo'lamiz. 

• 
3.6.4 - teorema. Agar a > 0 va a #- 1 bo'lsa, R haqiqiy sonlar 

to 'plamida aniqlangan 

x E R, (3.6.24) 

funksiya R da uzluksiz bo'ladi. 
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Isbot 3.6.2 -lemma va (3.6.20) tenglikdan hlib chiqadi. Haqiqatan, 

va o'ng tomon :r -+ c da nolga intiladi. Bu esa (3.6.24) funksiyaning 
c nuqtada uzluksizligini auglatadi. 

• 
3.6.5 - teorema. Agar a > 1 bo'lsa, quyidagi tengliklar 0 'rinli 

bo'ladi: 
lim aX = 0, 

x---+-oo 
lim aX = +00. 

x---++oo 

Isbot. Agar fJ = a-I> 0 desak, (1.3.22) ga asosan, 

(3.6.25) 

shuuin?; uchun n -+ +00 da an -+ +00 bo'ladi. Bundan, kO'rsatkichli 
funksiyaning monotonligiga ko'ra, (3.6.25) ning o'ng tomonidagi 
tenglikni olamiz. 

Endi chapdagi tenglik o'rinli ekani shubhasiz. Haqiqatan, agar 
x -+ -00 desak, 

bo'ladi. 

1 - natija. Agar 0 < a < 1 bo'lsa, 

lim aX = +00, 
x---+-oo 

lim aX = 0 
x---++oo 

tengliklar 0 'rinli bo'ladi. 
1 

Haqiqatan, agar - > 1 tengsizlikni va 
a 

• 
(3.6.26) 
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tenglikni hisobga olsak, talab qilingan (3.6.26) tengliklar 3.6.5 - teo
remadan kelib chiqadi: 

2 - natija. K 0 'rsatkichli funksiyaning qiymatlar to 'plami musbat 
yarim to'g'ri chiziq, ya'ni {y E R : y > O} bo'ladi. 

Isbot quyidagi 

infax = 0, sup aX = +00 
xER xER 

tengliklar va 3.5.3 - teoremadan kelib chiqadi. 

3. Logarifmik funksiya. 
Yuqoridagi 3.5.7 - va 3.6.4 - teoremalardan haqiqiy sonlar to'plamida 

aniqlangan ko'rsatkichli funksiyaning teskari funksiyaga ega ekani 
to'g'ridan- to'g'ri kelib chiqadi. 

Ta'rif. a > 0 va a i= 1 bo'lsin. Ko'rsatkichli 

funksiyaga teskari funksiya logarifmik funksiya deyiladi va 

x = loga y 

kabi belgilanadi. 
Bu funksiyani, argument va funksiyani belgilashni odatdagi ko'

rinishga o'tkazib, 
y = loga x (3.6.27) 

kabi yozish mumkin. 
Yuqoridagi 2 - natijaga asosan, logarifmik funksiya musbat yarim 

to'g'ri chiziqda, ya'ni {x E R: x > O} da aniqlangan. 
Ta'rifdagi musbat va birga teng bo'lmagan a soni logarifmik 

funksiyaning asosi deb ataladi. Logarifmik funksiya b > 0 nuqtada 
qabul qiladigan loga b qiymat esa, b sonining a asosga ko'ra logarifmi 
deyiladi. 

Eslatma Logarifmik funksiya musbat yarim to 'g 'ri chiziqda, ya 'ni 
{x E R : x > O} da uzluksizdir. 

Isbot bevosita 3.5.6 - va 3.6.4 - teoremalardan kelib chiqadi. 
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Asosiy logariflllik ayniyat deb ataJuvchi quyidagi ten~lik 10-
garifmik funksiyaning ko'rsatkichli funksiyaga teskari bo'lganidan 
bevosita kelib chiqadi: 

(3.6.28) 

Logariflllik funksiya bir qatar muhilll xossalar~a ega bo'lsada. 
aynan navbatdagi teoremada keltirilgan xossa logarifmning XVII
XX asrlarda keng tarqalishiga asos bo'lgan. Bu xossa kO'paytirish 
amalini unga nisbatan sodclaroq qO'shish amali bilan ma'illm llla'noda 
almashtirishga imkon beradi. 

3.6.6 - teorema. Ixtiyoriy ,r > 0 va y > 0 laT uchun 

loga (:r . y) = loga ,r + loga Y (3.6.29) 

tenglik 0 'rinlz. 
Isbot bevosita (3.6.28) asosiy logarifmik ayniyatdan va kO'rsat

kichli funksiyanillg (3.6.20) xossasidan kelib chiqadi. Haqiqatan. 

tengliklarni o'zaro ko'paytirsak, (3.6.20) tenglikka ko'ra, 

hosil bo'ladi. 
Bu tenglikclan. ko'rsatkichli funksiyaning qat'iy lllonotollligilli 

hisobga olsak, talab qilingan (3.6.29) t!'nglik kelib chiqadi. 

• 
Agar e soni 

( 1)" e = lim 1 + -
n---+oo n 

(3.6.30) 

tenglik orqali aniqlansa, asosi ana shu e soniga tf'ng bO'lgan 10-
garifmga natural logarifm deyiladi va u In x = loge X ko'rinishda 
belgilanadi. Natural logarifmlar matematikada va uning tadbiqida 
juda katta ahamiyatga ega. 
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Hisoblash amallarining bajarishini tezlashtirish maqsadida 1614 
yilda D. N eper tomonidan kiritilgan logarifmlar aynan natural 10-
garifmlar edi. Keyinchalik o'n asosli (o'nli) logarifmlar ularni siqib 
chiqarib, qariyib ueh asr mobaynida asosiy bo'lib qoldilar. Shu davr
da o'nli logarifmlar jadvallari yoki ularning soddalashtirilgan holi 
bo'lgan logarifmik ehizg'iehlar hisobehilar orasida keng tarqalgan 
edi. 

XX asr oxirlariga kelib turli sohalarda keng tarqalgan elektron 
hisoblash texnikasi logarifmik j adval va chizg'ichalarni keraksiz qili b 
qo'ydi. Ammo ilmiy izlanishlarda esa, asosan natural logarifmlar 
qo'llanilib. logarifmik funksiyalarning ahamiyati borgan sari oshib 
boraverdi. Natijada yana natural logarifmlar asosiy o'ringa ehiqib 
oldilar. 

4. Trigonometrik funksiyalar. 
R 2 tekislikda 

s = {(x, y) E R2 : x2 + y2 = I} (3.6.31) 

ko'rinishda aniqlangan S to'plamni qaraymiz. Bu to'plam markazi 
koordinatalar boshida bo'lib, radiusi 1 ga teng bo'lgan aylana, yoki 
qisqa qilib birlik aylana deyiladi . 

. Koordinatalari (aI, bl ) bo'lgan MI nuqta bilan koordinatalari 
(a2' b2) bo'lgan M2 nuqtani birlashtiruvehi MIM2 kesma uzunligi 
deb quyidagi 

(3.6.32) 

manfiy bo'lmagan songa aytiladi. Shunday ekan, (3.6.31) to'plamni 
R2 tekislikdagi koordinatalar boshidan uzunligi 1 ga teng bo'lgan 
masofada joylashgan nuqtalar to'plami dey ish mumkin. 

Aylananing ikki nuqtasi orasida yotgan qismi yay deb ataladi. 
Mana shu aylana yoyining uzunligi. tushunehasini kiritishga o'tamiz. 

Birlik aylanada koordinatasi (1,0) bo'lgan nuqtani P deb belgi
lab, aylana yoyining uzunligini shu nuqtadan boshlab o'lchaymiz. 

Birlik aylanadan yuqori yarim tekislikda yotuvchi istalgan M = 
(x, y) nuqtani (ya'ni y ~ 0 bo'lgan nuqtani) olamiz. Bu ikki P 
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va M nuqtalarni Pk-IPk kesmalardan iborat bo'lgan shunday siniq 
chiziq L = POPIP2 ... Pn-IPn bilan birlashtiramizki, bunda Po = P 
va Pn == M bo'lib, barcha Pk nuqtalar S aylanada yotsin. 

Biz siniq chiziq qirralari soat strelkasiga teskari ravishda ketma
ket joylashgan deb hisoblaymiz, ya'ni bizning holimizda, o'ngdan 
chapga qarab joylashgan bo'ladi. Bu degani, agar Pk nuqta (Xk' Yk) 
koordinatalarga ega bo'lsa, 

x = Xn < Xn-l < ... < Xl < Xo = 1 (3.6.33) 

tengsizliklar 0' rinli bo' ladi. 

y 

x 

10-rasm 

Bunday siniq chiziqni PM yoyga ichki chizilgan deymiz. Bu L 
siniq chiziqning uzunligi deb 

n 

(3.6.34) 

songa aytiladi, ?unda f}..Lk orqali Pk-l va Pk nuqtalarni birlashtiruv
chi kesma belgilangan bo'lib, uning uzunligi, (3.6.32) ga asosan, 

ga teng. 
Agar siniq chiziqning bo'g'inlari sonini, ya'ni n ni oshirib borsak, 

har bir bo'g'in uzunligi qisqarib, siniq chiziq uzunligi aylana uzunligi 
deb ataladigan song a yaqinlashib boradi. 
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Ta'rif. Birlik aylananing PM yoyi uzunligi l(M) deb bu yoyga 
ichki chizilgan siniq chiziqlar uzunligining aniq yuqori chegarasiga 
aytifadi: 

n 

l(M) = sup ILl = sup L I~Lkl· 
L L k=l 

(3.6.35) 

Agar M = (-1,0) bo'lsa, PM yoy yarim aylana yoyiga teng 
bo'lib, uning uzunligi yunoncha IT harfi bilan belgilanadi. 

Ravshanki, agar [-1,1] kesmaning ixtiyory x nuqtasi uchun M 
orqali aylananing (x,~) nuqtasini belgilasak, bu ta'rif har bir 
x ga PM yoy uzunligini, ya'ni manfiy bo'lmagan sonni mos qo'yadi. 
Shunday qilib, (3.6.35) tenglik orqali 

f(x) = l(M), bu yerda M = (x, ~), -1 S x S 1, 

funksiyani aniqlashimiz mumkin ekan. 
Agar x abssissani ozroq o'zgartirsak, yoy uzunligi ham ozgina 

o'zgarishini tekshirish qiyin emas, ya'ni yuqoridagi funksiya uzluk
sizdir. Shuning uchun, 3.5.3 - teoremaga ko'ra, bu funksiya bar
cha oraliq qiymatlarni qabul qiladi. Demak, 0 S 0: S IT kesmadan 
istalgan haqiqiy 0: sonni olsak ham birlik aylanadan yuqori yarim 
tekislikda yotuvchi shunday M nuqta topiladiki, u uchun l(M) = 
0: bo'ladi (VII bobdagi 7.1.2 - misolga keltirilgan eslatmaga ham 
qarang). Bunda M = (x, y) nuqta P = (1,0) nuqtani koordinatalar 
boshi atrofida 0: radianga burish bilan hosil qilingan deyiladi. 

Agar 0: haqiqiy son -IT S 0: < 0 oraliqdan olingan manfiy son 
bo'lsa, burishni soat strelkasi bo'yicha olamiz, bunda PM yoy uzun
ligini l(M) desak, 0: = -l(M) bo'ladi. Bu holda P nuqtani a radi
anga burish natijasida hosil bo'lgan M nuqta quyi yarim tekislikda 
yotadi, ya'ni uning ordinatasi y S O' bo'ladi. 

Shunday qilib, [-IT, IT] kesmadan olingan har qanday 0: haqiqiy 
song a birlik ~ylananing P nuqtasini 0: radianga burish natijasida 
hosil bo'lgan M = M(o:) nuqtasi mos keladi. Ravshanki, M nuq
taning (x, y) koordinatalari 0: ga bog'liq, ya'ni 

x = x(o:), y = y(o:). 
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Bunda x(o') son a sommng kosinusi, Y(o') son esa a sonmmg 
sinusi deyiladi. Ular quyidagicha belgilanadilar: 

cosO' = x(O'), sin a = y(O'). (3.6.36) 

Shunday qilib, P nuqtani a radianga burish natijasida hasil 
bo'lgan M(O') nuqta quyidagi koordinatalarga ega ekan: 

M ( a) = (cos a, sin a) . (3.6.37) 

y 

x 

11-rasm 

Trigonometrik deb ataladigan kosinus va sinus funksiyalari (3.6.36) 
tengliklar yordamida [-rr, rr] kesmada aniqlangan. Ammo davriy 
davom ettirish deb nomlanadigan usul yordamida ularni butun son
lar o'qiga davom ettirish mumkin. 

Agar shunday T t= 0 son topilsaki, barcha t E R lar uchun 

f(t + T) = f(t), -00 < t < +00, 

tenglik bajarilsa, but un sonlar o'qida aniqlangan f funksiya davriy 
deb ataladi. 

Bu yerda umumiylikni buzmasdan T sonni musbat deyish mumkin. 
Bu son davr deb ataladi. Masalan, Dirixle funksiyasi davriy bo'lib, 
istalgan musbat ratsional T soni uning davri bo'ladi. 
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Faraz qilaylik, 1 funksiya uzunligi T ga teng bo'lgan biror oraliq
da, masalan [0, T] kesmada aniqlangan va 1(0) = 1(T) bo'lsin. Agar 
1 funksiya T davrga eg~ bo'lgan davriy funksiya bo'lib, 1 bilan [0, T] 
da ustma-ust tushsa, f funksiya 1 funksiyaning davriy davomi deb 
ataladi. 

Ravshanki, (3.6.36) tengliklar orqali [-rr, rr] kesmada aniqlan
gan kosinus va sinus funksiyalarini butun sonlar o'qiga quyidagi 
tengliklar orqali 2rr davr bilan davriy davom ettirish mumkin: 

cos(o + 2rr) = cosO', sin(0'+2rr) = sinO'. 

Bevosita trigonometrik funksiyalar ta'rifidan (3.6.37) koordina
talarga ega bo'lgan M(O') nuqta birlik aylanada yotishi kelib chiqa
di, bundan esa navbatdagi asosiy trigonometrik ayniyatni olamiz. 

3.6.2 - tasdiq. Ixtiyoriy haqiqiy 0' uchun 

cos2
0' + sin 2 0' = 1 (3.6.38) 

tenglik 0 'r-inli. 
Bu (3.6.38) ayniyatdan sinus va kosinuslarning chegaralangan

ligi kelib chiqadi. 
N atija. Ixtiyoriy haqiqiy 0' uchun 

I cos 0'1 ~ 1, I sinal < 1 (3.6.39) 

tengsizliklar 0 'rinli. 
Biz burilishni abssissa o'qida yotuvchi P = (1,0) nuqtadan 

boshlab hisoblaganimiz uchun, 0' va -0' burchaklarga burish nati
jasida hosil bo'lgan nuqtalar abssissalari ustma-ust tushadi, ordina
talari esa ishorasi bilan farq qiladi. Boshqacha aytganda, quyidagi 
tengliklar o'rinli bo'ladi: 

cos( -0') = cos 0', sin( -0') = - sin 0'. (3.6.40) 

Bu tengliklar kosinusning juft va sinusning toq fllnksiya ekanini 
anglatadi. 

3.6.3 - tasdiq. Ixtiyoriy haqiqiy 0' va f3 lar uchun 
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cos( a - (3) = cos a cos (3 + sin a sin (3 (3.6.41) 

tenglik 0 'rinli. 
Bu (3.6.41) tenglik muhim trigonometrik ayniyatlardan biri bo'lib, 

u qo 'shish formulasi deb ataladigan tengliklar qatoriga kiradi. 
Ushbu (3.6.41) tenglikning isboti § 3.9 da keltirilgan ((3.9.3) 

formulaga qarang). 

3.6.4 - tasdiq. Agar 0 < a < ~ bo'lsa, 

o < sina < a (3.6.42) 

tengsizlik 0 'rinlidir. 
Isbot. Agar koordinatalari (x, y) bo'lgan M nuqta (0,1) koor

dinatali P nuqtani a radianga burish bilan hosil bo'lgan bo'lsa, u 
7r 

holda 0 < a < '2 lar uchun 

o < y < Vy2+(1-x)2 = IPMI s a 

tengsizlik bajariladi. Bundan, ravshanki, (3.6.42) kelib chiqadi . 

• 
Natija. Istalgan a E R uchun 

I sin al sial (3.6.43) 

tengsizlik 0 'rinli. 
Haqiqatan, agar lal s 1 bo'lsa, (3.6.43) tengsizlik, sinusning toq 

funksiya ekanini hisobga olsak, (3.6.42) dan kelib chiqadi. Agarda 
lal > 1 bo'lsa, (3.6.43) tengsizlikning (3.6.39) dan kelib chiqishi 
ko'rinib turibdi. 

3.6.7 - teorema. Kosinus va sinus trigonometrik funksiyalar 
butun sonlar 0 'qida uzluksizdir. 
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Isbot. Quyidagi tenglik 

. (3-0: . ,6+0: 
cos (3 - cos 0: = - 2 Sill -- Sill --

2 2 
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bevosita (3.6.41) formuladan kelib chiqadi. Endi (3.6.39) va (3.6.42) 
baholarni qo'llasak, 

I cos,6 - cos 0:1 ~ 2 1,6; 0:1 ·1 = 1,6 - 0:1 

hosil bo'ladi. Demak, quyidagi implikatsiya o'rinli ho'lar ekan: ,6 ----t 
0: =? cos,6 ----t cos 0:. Bu esa kosinusning ixtiyoriy 0' nuqtada uzluk
sizligini anglatadi. 

Sinusning uzluksizligi xuddi shu singari isbotlanadi. 

• 
Qolgan trigonometrik funksiyalar sinus va kosinuslar orqali aniq

lanadilar. Chunonchi, tangens va kotangenslar bu funksiyalarning 
nisbatlari kO'rinishida kiritiladi: 

Sill X 
tgx = --, 

cos x 

COS .r 
ctgx = -.-. 

Sill X 

Bu ikki funksiyaning o'zi aniqlangan har bir nuqtada uzluksizligi 
shubhasiz. 

5. Teskari trigonornetrik funksiyalar. 
Ravshanki, butun sonlar o'qida aniqlangan davriy funksiya teska

rilanuvchanlik shartini qanoatlantirmaydi, chunki u har bir qiymat
ni cheksiz ko'p nuqtalarda qabul qiladi. Shu sababli trigonometrik 
funksiyalarga teskari funksiyani aniqlash uchun bu funksiyalarni 
ular qat'iy monoton bo'lgan kesmalarda qarash kerak. Shunday 
qilinsa, teskari funksiyalar mavjud bo'lib, 3.5.6 - teoremaga ko'ra, 
ular uzluksiz ham bo'ladilar. 
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IT IT 
Sinus uchun monotonlik oraliq sifatda odatda [-?' ?] kesma 

olinadi. Bu kesmada sinus qat'iy o'sib, -1 dan +1 gaxlla barcha 
qiymatlarni qabul qiladi. Shunday ekan. [-1,1] kesmada 

IT IT 
-- < X < -, 2 - - 2 l(x) = sin x, 

funksiyaga teskari 1-1 funksiya aniqlangan. Bu teskari 1-1 funksiya 
arksinus deb ataladi va 

arcsIn x, -1 :::; x :::; 1, 

kabi belgilanadi. 
Arksinus [-1,1] kesmada llzluksiz ekanligi va qat'iy mono ton 

o'sishi shubhasiz. 
Kosinns uchun monoton o'sish oralig'i sifatida odatda [0, IT] kesma 

olinadi. Bu kesmada kosinus + 1 dan -1 gacha barcha qiymatlarni 
qabul qilib. qat'iy kamayadi. Shunday ekan, [-1. 1] kesmada 

l(x) = cosx, 

funksiyaga teskari 1-1 funksiya aniqlangan. Bu teskari 1-1 funksiya 
arkkosinus deb ataladi va 

arccos x, -1 :::; x :::; 1, 

kabi belgilanadi. 
Arkkosinus [-1,1] kesmada uzluksiz ekanligi va qat'iy ll1onoton 

kamayishi shubhasiz. 
, IT IT 

Tangens uchun monotonlik oralig'i sifatida (-?'?) intervali 

olinadi. Bu intervalda tangens qat'iy o'sib. -00 dan ~+')() gacha 
barcha qiymatlarni qabul qiladi. Shunday ekan, (-00, +(0) sonlar 
o'qida 

l(x) = tg.r, 
IT IT 

-- < X < -
2 2' 

funksiyaga teskari 1-1 funksiya aniqlangan. Bu teskari 1-1 funksi~'a 
arktangens deb ataladi Va. 

-ex; < X' < +X!. 
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kabi belgilanadi. 
Arktangens (-CXl, +CXl) sonlar o'qida uzluksiz va qat'iy mopoton 

o'suvchidir. 

Yuqorida o'rganilgan funksiyalar, ya'ni daraja)i, ko'rsatkichli, 
logarifmik va shu bilan birga asosiy trigonometrik hamda teskari 
trgonometrik funksiyalar eng sodda elementar funksiyalr deyiladi. 

Ta'rif. Eng sodda elementar funksiyalarga che.kli sonda arifmetik 
amal va superpozitsiyalarni qo'llash natijasida hosil bo 'lgan funksiya 
elementar /unksiya deyiladi. 

Eslatib o'tamiz, qo'shish, ayirish, ko'paytirish va bo'lish amallari 
arifmetik amallar deyilar edi. Shunday qilib, har qanday elemen
tar funksiyani eng sodda elementar funksiya va to'rtta arifmetik 
amallardan tuzilgan formula ko'rinishida yozish mumkin ekan. Mi
sol uchun, quyidagi funksiya elementardir: 

f(x) = sin(1n x) + 2etg y'X - 3 arctg(l + x 2
). 

Formula ko'rinishida berilgan elementar funksiyaning tabiiy aniq
lanish sohasi sifatida, odatda, argumentning bu funksiya ma'noga 
ega bo'lgan ba~cha qiymatlari to'plami olinadi. 

Quyidagi natija yuqorida isbot qilingan tasdiqlardan bevosita 
kelib chiqadi. 

3.6.9 - teorema. Elementar funksiya o'zi aniqlangan sohaning 
har bir nuqtasida uzluksizdir. 

§ 3.7. Ajoyib limitlar 

1. Birinchi ajoyib limit. 

3.7.1 - teorema. Quyidagi tenglik o'rinli (birinchi ajoyib limit): 

l
' sm a _ 
1m ---1. 

o-tO a 
(3.7.1) 
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Isbot. Ushbu 

f(o:) = 
sm 0: 

(3.7.2) 

funksiya 0: = 0 nuqtaning shu nuqtani o'zi kirmagan ixtiyoriy atrofi
da aniqlangan. A vval bu funksiyaning 0: = 0 nuqtadagi o'ng limitini 
hisoblaymiz. 

Faraz qilaylik, M = (x, y) nuqta P = (0,1) nuqtani 0: radianga 

burish orqali hosil_bo'lsin, bu yerda 0 < o::s ~. U holda 0: ning shu 

qiymatlarida 
0: sin 0: 

1--<--<1 
2 - 0: 

(3.7.3) 

bahoning bajarilishini ko'rsatish qiyin emas. Darhaqiqat, bu tengsiz
likning o'rinli ekanligi § 3.9 da kO'rsatilgan (3.9.2 - tasdiqqa qarang). 

(3.7.3) bahodan (3.7.2) funksiyaning nol nuqtadagi o'ng limiti 1 
ga tengligi, ya'ni 

1(0 + 0) lim 1(0:) = 1 
a-tO,a>O 

ekani kelib chiqadi. 
Endi, sinus toq funksiya bo'lgani uchun, (3.7.2) juft funksiyadir, 

ya'ni I( -0:) = 1(0:)· Shuning uchun, 

1(0 - 0) = lim f( -0:) = lim f(o:) = 1, 
a-tO, a>O a-tO, a>O 

ya'ni (3.7.2) funksiyaning nol nuqtadagi chap limiti ham 1 ga teng 
ekan. Bundan talab qilingan (3.7.1) munosabatni olamiz. 

• 
2. Ikkinchi ajoyib limit. 

3.7.2 - teorema. Agar e son (3.6.30) tenglik orqali aniqlangan 
son bo'lsa, quyidagi tenglik o'rinli bo'ladi (ikkinchi ajoyib linit): 



§ 3.7. 

Isbot. Ravshanki, 

Ajoyib limitlar 

lim (1 + h)I/h = e. 
h-+O 

lim (1 + ~) x = e 
x-+±oo X 

tenglikni isbotlash yetarlidir. 
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(3.7.4) 

(3.7.5) 

Avval x -7 +00 deb faraz qilib, n = [x] deb belgilaymiz. U hold a 
n ~ x < n + 1 bo'ladi va shuning uchun quyidagi ikki tomonlama 
tengsizlik bajariladi: 

( 1) n ( 1) x ( 1) n+I 
1+ n+1 ~ 1+;; ~ 1+; (3.7.6) 

Ravshanki, e sonining ta'rifiga ko'ra, x -7 +00 da bu tengsizlik 
o'ng va chap tomonlarining limitlari e ga teng. Demak, 

lim (1+~)X =e. 
x-++oo X 

(3.7.7) 

Endi, agar x -7 -00 bo'lsa, t = -x deb 

( 1) x ( 1) -t ( 1) t-I ( 1) 1+;; = 1- t == 1+ t _1 . 1+ t _ 1 

ni hosil qilamiz. 
Agar (3.7.7) tenglikni e'tiborga olsak, t -7 +00 da (ya'ni x -7 

-00 da) oxirgi tenglikning o'ng tomoni e soniga intilishini ko'rishimiz 
mumkin. Binobarin, (3.7.5) tenglik bajarilar ekan. 

• 
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§ 3._8. Kompleks qiymatli funksiyalar 

Matematik tahlilda haqiqiy o'zgdruvchili kompleks qiymat qabul 
qiluvchi funksiyalar muhim o'rin tutadi. Chunonchi, agar haqiqiy 
sonlar o'qining (a, b) intervalida aniqlangan f funksiya bu inter
valdan olingan har bir haqiqiy x songa kompleks f (x) sonni mos 
qo'ysa, bu funksiya kompleks qiymatli deyiladi. Bunday funksiya 

f : ( a, b) ---+ C 

kabi belgilanadi, bunda C - kompleks sonlar to'plami. 
Kompleks sonlar ta'rifiga ko'ra, kompleks qiymatli f funksiyani 

quyidagi ko'rinishda yozish mumkin: 

f(x) = u(x) + w(x), 

bu yerda u va v - oddiy (haqiqiy qiymatli) funksiyalardir. Bunda it 
funksiya f funksiyaning haqiqiy qismi va v funksiya f ning mavhum 
qismi deyiladi. Shunday qilib, kompleks qiymatli funksiyalarni o'rga
nish ikki haqiqiy qiymatli funksiyalarni o'rganishga kelar ekan. 

Kompleks qiymatli f = u + iv funksiyaning absolyut qiymati 
(yoki moduli) deb haqiqiy manfiy bo'lmagan quyidagi funksiyaga 
aytiladi: 

If(x)1 = Ju 2 (x) + v2 (x). 

Masalan, 
e (x) = cos x + i sin x 

funksiyaning moduli aynan birga teng funksiyadir: 

le(x)1 == 1. 

(3.8.1) 

Kompleks qiymatli funksiyaning limit qiymati va shu bilan bir
ga, uzluksizligi xuddi haqiqiy funksiyalar uchun aniqlangandek aniq
lanadi. Misol tariqasida uzluksizlik ta'rifini keltiramiz. 

Ta'rif. Agar ixtiyoriy E > 0 olinganda ham shunday 6 > 0 
topilsaki, a nuqtaning 6- atrofidan olingan barcha x lar uchun 
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If(:z;) - f(a)1 < E (3.8.2) 

tengsizlik bajaTilsa. kompleks qiymatli f funksiya a nuqtada uzluk
siz deyiladi. 

3.8.1 - tasdiq. Kompleks qiymatli f = v+iv funksiya biTOT nuq
tada uzluksiz bo'lishi uchun shu nuqtada haT ikkala IL va v funksiyalaT
ning uzluksiz bo 'lishi zaTUT va yetaTli. 

Ishot bevosita 

If(:r) - f(a)1 = j[u(x) - u(a)J2 + [v(:r) - 1'(a)F (3.8.3) 

knglikclan kelib chiqacli. 
Haqiqatan, agar (3.8.2) tengsizlik bajarilsa., 

1 u ( x) -I/. ( a ) 1 < E, 1 'u ( x) - 1.' ( (l ) 1 < E 

tengsizliklar ham bajarilacli. Bunclanu va l' f1lnksiyalarning a nuq
tacla uzluksizligi kdib chiqacli. 

Aksincha, agar 11 va l' funksiyalar (l nuqtada UZlllksiz bO'lsa, 
shunday 6 > 0 topiladiki. a nuqtaning 15-atroficlagi har qanclay x 
uchun 

Iv(.r) - ll(a)1 < ~, 

t('llgsizliklar bajarilacli. bu esa, o'z naxbatida, (3.8.3) ga ko'ra. (3.8.2) 
bajarilishilli allglatadi. 

Kompleks qiymatli fllnksiyalar ham haqiqiy funksiyalarning ko'p
gina xossalariga ega ekanini qayd etamiz. Masalall, arifmetik arnal
larni qo'llash uzluksiz kompleks qiymatli funksiyalar sinfidan chiqarib 
yuborrnaydi (bo'lish amalida maxraj noldan farqli degan qo'shimcha 
shart qo'yish zarur). 

Misol tariqasida f funksiya a nuqtada uzlllksiz bo'lib, f(a) =I 0 
1 

shart bajarilgall holda, 7 funksiyaning ham a nuqtada uzluksizligini 

isbot qilamiz. 
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Faraz qilaylik, f = u + iv funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lsin. 
U holda 3.8.1 - tasdiqqa asosan, har ikkala u va v funksiya uzluksiz 
bo'ladi. Shunday ekan, 

1 

f 
1 

u + iv 

u 

1 
tenglikdan bevosita 7 funksiyaning ham mavhum, ham haqiqiy 

qismlarining uzluksizligi kelib chiqadi. Demak, 3.8.1- tasdiqqa asosan, 

7- funksiya ham uzluksiz ekan. 

Xuddi shunga o'xshash, uzluksiz funksiyalarning boshqa xos
salari isbot qilinadi. 

§ 3. g*. Ilova (trigonometrik funksiyalarning xossalari) 

Faraz qilaylik, S - markazi koordinatalar boshida bo'lib, radiusi 
1 ga teng bo'lgan aylana bo'lsin, ya'ni birlik aylana bo'lsin. 

Agar P - birlik aylananing (1,0) koordinataga ega bo'lgan nuq
tasi bo'lsa, M = (x, y) orqali aylananing shunday nuqtasini belgi
laymizki, u P nuqtani t radianga burish natijasida hosil bo'lib, 

M = (cost,sint) (3.9.1) 

koordinataga ega bo'lsin. 
Faraz qilaylik, P va M nuqtalarni yangi s radianga burish nati

jasida aylananing mos ravishda P' va M' nuqtalari hosil bo'lsin. 
Bunda, albatta, PM kesma uzunligi P'M' kesma uzunligiga teng 
bo'ladi, ya'ni: 

IPMI = IP'M'I· (3.9.2) 

Quyidagi 
P = (1,0), p' = (coss, sin s), 

M= (cost,sint), A1'= (cos(t+s),sin(t+s)), 
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tengliklarni hisobga olib, (3.9.2) tenglikni 

(1 - cos t) 2 + sin 2 t = [cos t - cos (t + s) J 2 + [sin t - sin (t + s) J 2 

ko'rinishda yozib olamiz. 
Bundan, (3.6.38) asosiy ayniyatni qo'llab, murakkab bo'lmagan 

hisoblashlar orqali, 

cos t = cos (t + s) cos s + sin (t + s) sin s 

tenglikni hosil qilamiz. 
Agar ixtiyoriy a va 13 lar uchun 

t = 0'-13, 5 = (3 

desak, yana bir muhim 

cos( a - (3) = cos a cos (3 + sin a sin (3 (3.9.3) 

trigonometrik ayniyatni olamiz. (3.9.3) tenglik qo'shish formulalari 
deb ataladigan ayniyatlar qatoriga kiradi. Ko'pgina muhim trigono
metrik munosabatlar aynan (3.9.3) formuladan kelib chiqadi. 

Masalan, bu tenglikda {3 o'rniga -(3 ni olsak, (3.6.40) ga ko'ra, 

cos( 0'+ (3) = cos a cos (3 - sin a sin (3 (3.9.4) 

tenglik hosil bo'ladi. 
Endi (3 = -a deymiz. U holda, (3.6.38) asosiy trigonometrik 

ayniyatni qo'llab, 

cos 20' = cos2 a - sin 2 a = 1 - 2 sin 2 a 

munosabatni olamiz. 
Demak, 

1 - cos a = 2 sin 2 ::. 
2 

(3.9.5) 
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2. Ushbu bandda biz birlik aylana yoyining uzunligi uchun ko'ri
nishdan tabiiy bo'lgan baho olamiz. 

Aytaylik, (x. y) koordinatalik M nuqta birinchi kvadrantdayotsin, 
ya'ni x 2': 0, Y 2': 0 bo'lsin. Xuddi ycy uzunligi ta'rifidagi singari, P 
va /1.1 nuqtalarni L = POPlP2",Pn-lPn siniq chiziq bilan shunday 
birlashtiraylikki, Po = P va Pn = AI bo'lib, Pk nuqtalar 5 aylanada 
yotsin. 

Faraz qilaylik, siniq chiziq uchlari soat strelkasiga qarama-qarshi 
ravishda joylashgan bo'lsin, ya'ni bizning holimizda o'ngdan chap
ga qarab joylashgan bo'lsin. Bu degan so'z. agar Pk nuqta (.Ck, Yk) 
koordinatalarga ega bo'lsa, u hold a 

x = .T n < Xn-l < ... < Xl < Xo = 1 (3.9.6) 

bo'lsin. 
Bunda, bevosita birlik aylananing (3.6.31) ta'rifidan, siniq chiziq 

uchlarining ordinatalari quyidagi 

o = Yo < YI < .. , < Yn-l < Yn = Y (3.9.7) 

shartni qanoatlantirishi kelib chiqadi. 
7r . 

3.9.1 - tasdiq. Faraz qilaylik, 0 ::::: a ::::: "2 bo'lsm. Agar M = 

(x, y) nuqta birlik aylananing P = (1,0) nuqtasini a radianga burish 
bilan hosil qilinsa, 

a::::: 1-x+y (3.9.8) 

tengsizl-ik bajariladi. 
Ishot. Agar 

(Xk - xk_d 2 + (Yk - Yk_I)2 ::::: (IXk - Xk-ll + IYk - Yk_II)2 

tengsizlikdan foydalansak, (3.9.6) va (3.9.7) tengsizliklarga ko'ra, 

IPkPk-11 = J(Xk - xk_d 2 + (Yk - Yk-d 2 ::::: 

< IXk - Xk-ll + IYk - Yk-ll = (Xk-l - Xk) + (Yk - Yk-d 

munosabatni olamiz. 
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Demak, 

n n n 

ILl = L !PkPk-ll < L(Xk-l - Xk) + L(Yk - Yk-I) = 
k=l k=l k=l 

= (xo - xn) + (Yn - Yo) = 1 - x + Yo 

Boshqacha aytganda, 

ILl < 1- x + y. 

Bu tengsizlik chap qismida barcha L siniq chiziqlar bo'yicha aniq 
yuqori chegaraga o'tsak, talab qilingan (3.9.8) bahoni olamiz . 

• 
N atiJ· a. Agar 0 < a < ~ bo'lsa, - - 2 

a ~ 1 - cos () + sin () (3.9.9) 

tengsizlik 0 'rinli bo ~ladi. 
Haqiqatan, cos a = x va sin a = Y tengliklarni e'tiborga olsak, 

(3.9.8) dan (3.9.9) tengsizlik kelib chiqadi. 

3.9.3 - tasdiq. Faraz qilaylik, 0 < a ~ ~ bo'lsin. Agar M = 

(x, y) nuqta birlik aylananing P = (1,0) nuqtasini a radianga burish 
bilan hosil qilinsa, 

tengsizlik 0 'rinli bo'ladi. 

a sin a 
1--<--<1 2 - a 

(3.9.10) 

Isbot. Avval (3.9.5) tenglik va (3.6.43) baho yordamida 

1 - cos a = 2 sin 2 
- < 2 -a (0')2 
2 - 2 2 

tengsizlikni olamiz. 
So'ngra, bundan foydalanib, (3.9.9) bahoni 
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0:' < 1 - cos 0:' + sm 0:' ~ 

ko'rinishga keltiramiz. 
Bu baho va (3.6.43) dan 

0:'2 
, 0:' - - < sin (} < 0:' 2 -

tengsizlik kelib chiqadi. 

III Bob 

sin 0:' 

(3.9.11) 

Ravshanki, musbat (} lar uchun (3.9.10) va (3.9.11) munosabat
lar teng kuchlidir. 

§ 3.10. Misollar 

1 - misol. Ushbu 

{ 

1 - cosx 

f(x) = . x2 
' 

a, 

agar x f- 0 bo'lsa, 

agar x = 0 bo'lsa 

funksiya a ning qanday qiymatida uzluksiz bo'lishini aniqlang. 
Ko'rsatma. Quyidagi 

• 2 X 
1 - cos x = 2 sm -

2 

ayniyatdan foydalanib, birinchi ajoyib limitni qo'llang. 

. ..J 
2 - misol. Limitni hisoblang: 

• 
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Ko'rsatma. Quyidagi 

ayniyatni qo'llang. 

a2 _ b2 

a-b=--
a+b 

3 - misol. Tenglikni isbotlang: 

11'm _lo...::::.g,,--,a (,-l_+_x---=-) __ 1_ - , a> O. 
x-+o x In a 

205 

(3.10.1) 

Ko'rsatma. Logorifm asosini e ga keltirib, (3.7.4) tenglikdan 
foydalaning. 

4 - misol. Tenglikni isbotlang: 

aX - 1 
lim--- = Ina, a> O. 
x-+o x 

(3.10.2) 

Ko'rsatma. 3 - misoldan foydalanish maqsadida x = loga (1 + y) 
almashtirish bajaring. 

5 - rrtisol. Tenglikni isbotlang: 

lim V'I+X - 1 = ~. 
x-+o x n 

Ko'rsatma. an - 1 = (a - 1)(.an - 1 + an - 2 + ... + 1) formulani 
qo'llang. 

6 - misol. [0,1] kesmada aniqlangan va barcha [a, b] C [0,1] 
kesmalarda chegaralanmagan funksiyaga misol keltiring. 

Ko'rsatma. Ratsional nuqtalarda f (~) = q ko'rinishda aniqlan

gan funksiyani qarang. 
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7 - misol. Shunday f (x) va 9 (y) funksiyalarga misol keltiringki, 
ular uchun limf(x) = 0 va limg(y) = 1 bo'lib, limg(f(x)) mavjud 

x~o y~O x~o 

bo'lmasin. 
1 

Ko'rsatma. f(x) = xsin - va g(y) = sign2y funksiyalarni 
x 

qarang. 

8 - misol. [-1,1] kesmada aniqlangan va 0 nuqtada o'suvchi 
bo'lgan shunday funksiyaga misol keltiringki, u hech qanday J > 0 
uchun [~8, 8] kesmada monoton bo'lmasin. 

1 
Ko'rsatma. f (x) = x sin 2 

- funksiyani qarang. 
x 

9 - misol. Agar f funksiya butun sonlar o'qida aniqlangan 
bo'lib, uning grafigi x = 0 va x = c (c i- 0) to'g'ri chiziqlarga 
nisbatan simmetrik joylashgan bo'lsa, uning davriy ekanini is bot
lang. 

Ko'rsatma. Shartga ko'ra, 

f(x) = f(-x), f(c+ x) = f(c - x) 

tengliklar bajarilishidan foydalaning. 

10 - misol. Dirixle funksiyasi davriy ekanini va har qanday 
musbat ratsional son uning davri bo'lishini isbotlang. 

Ko'rsatma. Bevosita tekshirish orqali isbotlang. 

11 - misol. Agar davriy funksiya eng kichik musbat davrga ega 
bo'lmasa, u yoki har bir nuqtada uzilishga ega, yoki u o'zgarmasga 
teng bo'lishini ko'rsating. 

Ko'rsatma. Agar yuqoridagi shartni qanoatlantiruvchi funksiya
ning biror nuqtada uzluksizligidan uning o'zgarmasga tengligini is
bot qilsak, misol yechilgan bo'ladi. 

Aytaylik Tk --+ 0 davrlar ketma-ketligi mavjud bo'lib, f funksiya, 

masalan, nol nuqtada uzluksiz bo'lsin. Ixtiyoriy a uchun nk = [;k] 
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deymiz. U holda 

(l = nkTk + BkTk, bu yerda IBkl ~ 1. 

Emli f(a) = f(O) ekanini ko'rsating. 



IV Bob. Differensiallash 

§ 4.1. Funksiyaning hosilasi 

Hosila tushunchasi birinchi qarashda o'zaro bog'liq bo'lmagan 
ikki masala tufayli vujudga kelgan. Bu masalalarning birinchisi hara
katlanayotgan jismning tezligini aniqlash bo'lsa, ikkinchisi esa, biror 
chiziqqa o'tkazilgan urinmani topishdan iborat. Aslida bu ikki masala 
o'zaro uzviy bog'liqdir, chunki nuqtaning tezligi bu nuqta harakati 
traektoriyasiga urinma bo'lgan vektordir. 

1. Tezlik. Nuqtalling to'g'ri chiziq bo'ylah harakatini qaray
lik. Bu to'g'ri chiziqni biz koordinatalar o'qi, ya'lli haqiqiy sonlar 
to'plami deb qaraymiz. Faraz qilaylik, t vaqt momentida nuqtaning 
koordinatasi x(t) bo'lsin. Shu nuqta harakatining tezligini topamiz. 

Biror b.t vaqt oralig'idan keyin nuqta x(t + b.t) koordinataga 
ega bo'ladi. Demak, nuqta t dan t + b.t gacha o'tgan vaqt ichida 
x(t + b.t) - x(t) yo'lni 

x(t + b.t) - x(t) 
Vo'r = 

b.t 
(4.1.1) 

o'rtacha tezlik bilan bosib o'tadi. 
Biz nuqtaning t momentdagi tezligini tahminan yuqorida hisob

langan (4.1.1) o'rtacha tezlikka teng deyishimiz mumkin. Darhaqiqat, 
fizik mutaxasis «tahmiuaw> degan so'zni tashlab yuborib, aynan 
(4.1.1) ifodani nuqtaning izlanayotgan tezligi deb hisoblagan bo'lar 
edi. Biroq, nuqtaning tezligini, har qanday vaqt momentini olgani
mizda ham, keyin nima bo'lishiga bog'liq emas deb hisoblash tabiiy 
bo'lishiga qaramasdan, ravshanki, (4.1.1) o'rtacha tezlik b.t oraliq 

'I, 

': 

) 
I 

I 
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qiymatga bog'liqdir. (Shuni qayd etish joizki, XX asrdagi fan taraq
qiyoti fizik mutaxasisning o'z nuqtai nazarini himoya qilishiga asos 
borligini kO'rsatdi.) 

Endi t:lt vaqt oralig'ini kichiklashtira boshlab, (4.1.1) kasr o'zgari
shini kuzataylik. Bunda, albatta, maxraj nolga intiladi, lekin, shu 
bilan birga, x(t) ni t ning uzluksiz funksiyasi deb qarasak, kasr surati 
ham nolga intiladi. Bunda qaralayotgan kasr biror v soniga yaqin
lashishi mumkin. Aynan shu son nuqtaning t vaqtdagi tezligidir, 
ya'ni 

v = lim x(t + t:lt) - x(t) . 
~t-tO /).t 

( 4.1.2) 

Shu paytgacha tezlik tushunchasi to'g'risida gapirganda uning 
ma'nosini aniqlashtirmagan edik. Endi esa biz (4.1.2) munosabatni 
to'g'ri chiziq bo'ylab harakat qilayotgan nuqta tezligining ta'rifi deb 
qarasak bo'ladi. 

2. Urinrna. Eslatib o'tamiz, biror (a, b) intervalda aniqlangan 
f funksiyaning grafigi deb R2 koordinatalar tekisligidagi koordina
talari (x, f (x)) bo'lgan nuqtalar to'plamiga aytilar edi. Aniqrog'i, J 
funksiyaning r (I) grafigi quyidagi 

r (I) = {(x, y) E R2 : Y = f (x), a < x < b} (4.1.3) 

to'plamdan iborat. 
Farazqilaylik, (c,J(c)) va (c+h,J(c+h)) nuqtalar Jfunksiya 

grafigining ikki har xiI nuqtalari bo'lsin. Shu nuqtalardan o'tuvchi 
to'g'ri chiziq tenglamasini yozamiz: 

- J(c+h)-f(c)( _) + J() Y- h xc c. (4.1.4) 

Agar biz h ning qiymatini kamaytira borsak, f funksiya grafigi
ning abssissalari c va c + h bo'lgan ikki nuqtasi orqali o'tadigan 
to'g'ri chiziq r (I) grafikning (c, f (c)) nuqtasidan o'tkazilgan urin
maga yaqinlashib boradi. Bunda urinma tenglamasi, (4.1.4) teng
likka ko'ra, 

y = k(x - c) + J(c) (4.1.5) 
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ko'rinishga keladi, bu yerda 

k = lim f(c + h) - f(c) 
h-+O h 

( 4.1.6) 

b x 

12-rasm 

Yuqorida urinma tushunchasi to'g'risida gapirganda biz uning 
ma'nosini aniqlashtirmagan edik. Endi esa biz f(f) grafikka abssis
sasi ega teng bo'lgan nuqtada o'tkazilgan urinma - bu grafigi (4.1.5) 
- (4.1.6) ko'rinishga ega bo'lgan to'g'ri chiziqdir, deb ta'rijlashimiz 
mumkin. 

3. Hosila. 
Ta'rif. Berilgan f funksiya a nuqtaning biror atrofida aniqlan

gan bo'lsin. Bu funksiyaning a nuqtadagi hosilasi deb quyidagi li
mitga aytiladi: 

1
. f(a + h) - f(a) 
1m h . 

h-+O 
(4.1.7) 

Odatda f funksiyaning a nuqtadagi hosilasi f'(a) simvol orqali 
belgilanadi. 

Yuqoridagi (4.1.7) kasr suratini argumentning h orttirmasiga 
mos keluvchi f funksiyaning orttirmasi deb atash qabul qilingan. 
Kasrni o'zini esa ayirmali nisbat deb atashadi. 

4.1.1 - misol. Ushbu f(x) = x birlik funksiyani qaraylik. Rav
shanki, 

f(a + h) - f(a) = (a + h) - a = h. 
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Shuning uchun, 

=-f (,--a_+_h-.:....) _---=-f--=-( a--=-) _ ~ _ 1 
h -h-

va demak, istalgan a E R nuqta uchun f' (a) = 1 ekan. 
4.1.2 - misol. U shbu f (x) = :1'2 kvadratik funksiyani qaraylik. 

U hold a 

f(a+h) - f(a) = (a+h)2 - a2 = 2ah+h'2. 

Shuning uchun, 

f(a + h) - f(a) 

It 
2ah + h2 

---- = 2a+h 
11 

va demak istalgan a E R nuqta lldlllIl 

1'(a) = lim (2a+h) = 2a 
h-+O 

pkall. 
Ta'rif. AgaT f1tnksz!Ja a nuqtada hosiZaga rga bo 'Zsa, bu funk.5iyani 

a n'llqt(uia differensiallanuvchi deymiz . 
..t.l.l - ya ..t.l.2 - misollarda qaralgall fUllksiyalar har qanday 

(/ E R nllqtada differcllsiallanU\Thidirlar. 
4.1.3 - misol. Agar D(,f) Dirixle funk"iyasi bO'lsa, 

funksiya ,r = a nuqtada differensiallanuvchidir. 
Haqiqatan, 

fro + It) - frO) = h2 D(h). 

Shuning uchun, 

fro + h~ - frO) = ItD(h) -+ 0, h -+ 0, 

bu esa l' (0) = 0 ekanini anglatadi. 
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Qayd etish kerakki, bu funksiya noldan boshqa hech qanday 
nuqtada differensiallanuvchi emas. 

Eslatma. Ravshanki, f funksiyaning a nuqtadagi hosilasi ta'rifini 
quyidagicha ham yozish mumkin: 

f' ( a ) = lim f (x) - f ( a) . 
x--+a X - a 

(4.1.8) 

Haqiqatan, agar h = x - a deb yozib olsak, (4.1.7) va (4.1.8) 
ta'riflarning o'zaro teng kuchli ekani ravshan bo'ladi. 

4.1.1 - teorema. Berilgan a nuqtaning biror atrofida aniqIan
gan f funkysiya shu nuqtada differentsiallanuvchi bo'lishi uchun 
quyidagi 

f(x) = f(a) + A· (x - a) + a(x)(x - a) (4.1.9) 

tenglikni qanoatlantiruvchi A 0 'zgarmas sonning va a nuqtada chek
siz kichik bo'igan a(x) funksiyaning mavjud bo'ishi zarur va yetar
Iidir. 

Isbot. Ravshanki, (4.1.9) shartni quyidagi 

f(x) - f(a) = A + a(x) 
x-a 

ko'rinishda yozish mumkin, bunda x ---7 a da a(x) ---7 O. 
Bu tenglik, shubhasiz, chap tomondagi kasrning limiti mavjud 

bo'lib, u A soniga teng ekanligiga teng kuchlidir, ya'ni, hosilaning 
(4.1.8) ta'rifiga ko'ra, f' (a) = A tenglikka teng kuchlidir. 

• 
1 - natija. Agar a nuqtaning biror atrofida aniqIangan f funksiya 

shu nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, a nuqtada cheksiz kichik 
bo'igan shunday a(x) funksiya topiladiki, u uchun 

f(x) = f(a) + f'(a)(x - a) + a(x)(x - a) (4.1.10) 



§ 4.1. Funksiyaning hosilasi 

tenglik bajariladi. 

2 - natija. Agar Junksiya biror nuqtada diJJerensiallanuvchi 
bo"lsa, u shu nuqtada uzluksiz bo'ladi. 

Haqiqatan, bevosita (4.1.10) tenglikdan x --+ a da J(x) --+ f(a) 
ekani kelib chiqadi. Bu esa J funksiyaning a nuqtada uzluksiz ekani
ni anglatadi. 

Chap va o'ng limitlarning ta"rifidan foydalanib, funksiyaning 
chap va o'ng hosilasi tushunchalarini kiritish mumkin. 

Ta'rif. Berilgan J Junksiya a nuqtaning biror 0 "ng atroJida aniqlan
gan bo "lsin. Bu Junksiyaning a nuqtadagi 0 'ng hosilasi deb quyidagi 
limitga aytiladi: 

lim 
h-+O+O 

J(a + h) - J(a) 
h 

Funksiyaning nuqtadagi chap hosilasi ham xuddi shunga o'xshash 
kiritiladi; bunda faqat h --+ 0 - 0 deb limitga o'tiladi. Chap va o'ng 
hosilalar ba'zan bir tomonlama hosila ham deb ataladi. Albatta, 
chap va o'ng hosilalar o'zaro teng bo'lishi shart emas. Masalan, 
J(x) = Ixl funksiyaning x = 0 nuqtadagi o'ng hosilasi 1 ga va chap 
hosilasi -1 ga teng. 

Agarda J funksiya [a, b] kesmaning har bir ichki, ya'ni x E (a, b) 
nuqtasida differensiallanuvchi bo'lib, a nuqtada J' (a) o'ng hosilaga 
va b nuqtada J'(b) chap hosilaga ega bo'lsa va bundan tashqari, 
shunday aniqlangan J'(x) funksiya [a,b] kesmaning har bir nuq
tasida uzluksiz bo'lsa, biz bunday funksiyani [a, b] kesmada uzluksiz 
diJJerensiallanuvchi deymiz. 

Agar J funksiya biror (a, b) intervalning har bir nuqtasida differ
ensiallanuvchi bo'lsa, istalgan x E (a, b) nuqtada J' (x) son aniqlan
gan bo'ladi. Boshqacha aytganda, (a, b) intervalda x --+ J'(x) funksiya 
mavjud bo'lar ekan. Mana shu funksiya J funksiyaning hosilaviy 
Junksiyasi, yoki sodda qilib hosilasi deb ataladi. 
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Berilgan f funksiyaning hosilasini l' (x) simvol orqali belgilashni 
fransuz matematigi .J. L. Lagranj kiritgan. Funksiya hosilasi uchun 
ko'p ishlatiladigan yana bir belgilashni nemis matematigi G. V. 
Leybnits kiritgan bo'lib, u quyidagidan iborat: 

Masalan, 

df(x) 

dx 
yoki oddiyroq 

2x. 

4. Differensiallash qoidalari. 

df 
dx· 

Hosilani hisoblash jarayoni defferensiallash deb ataladi. N av
batdagi tasdiq differensiallashning chiziqli amal ekanini anglatadi. 

4.1.2 - teorema. Agar f va 9 funksiyalar a nuqtada differen
siallanuvchi bo'lsa, istalgan ,\ E R va J1 E R 0 'zgarmaslar uchun 
'\f(x) + J1g(x) funksiya ham shu nuqtada differensiallanuvchi bo'lib, 
quyidagi tenglik bajariladi 

'\f' + J1g'. (4.1.11) 

Isbot. Agar 

F(x) = ,\f(x) + J1g(x) 

deb belgilasak, 

F(x) - F(a) 

x-a 
,\ f(x) - f(a) + J1 g (x) - g(a) 

x-a x-a 

tenglik o'rinli bo'ladi. 
Bu tenglikda x ---+ a deb limitga o'tsak, talab qilingan tenglikni 

olamiz: 

F'(a) ,\1'(a) + J1g'(a). 

• 
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Ko'paytmani differensiallash qoidasi murakkabroq ko'rinishga 
ega. 

4.1.3 - teorema. Agar f va g funksiyalar a nuqtada differen
siallanuvchi bo'lsa, ularning ko 'paytmasi f (x) . g (x) ham shu nuqtada 
differensiallanuvchi bo'lib, quyidagi tenglik bajariladi 

(f.g)' = j'.g + f·g'· ( 4.1.12) 

Isbot. Agar 

F(x) = f(x) . g(x) 

desak, 

F(x) - F(a) = [j(x) - f(a)]g(x) + f(a)[g(x) - g(a)] 

tenglikni olamiz va shuning uchun, 

F(x) - F(a) _ f(x) - f(a) () f( )g(x) - g(a) 
------'-----'--'- - g x + a . 

x-a x-a x-a 

4.1.1 - teoremaning 2 - natijasiga ko'ra, g(x) funksiya, har qan
day differensiallanuvchi funksiya singari, a nuqtada uzluksizdir, ya'ni 
x --+ a da g (x) --+ g (a). Shunday ekan, x --+ a da limi tga o'tib, oxirgi 
tenglikdan talab qilinayotgan munosabatni hosH qilamiz: 

F' ( a) = j' ( a ) g ( a) + f ( a ) g' ( a ) . 

• 
Nisbatning hosilasi yanada murakkab ko'rinishga ega. 
4.1.1 - lemma. Agar g funksiya a nuqtada differensiallanuvchi 

bo'lib, g(a) f. 0 bo'lsa, gtx) funksiya a nuqtaning biror atrofida 

aniqlangan bo'lib, shu nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi va quyida
gi tenglik bajariladi: 
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(~)' = 
g' 

-2' 
9 

IV Bob 

(4.1.13) 

Ishot. 4.1.1 - teoremaning 2 - natijasiga asosan 9 (x) funksiya 
a nuqtada uzluksiz va shuning uchun u, 3.5.1 - tasdiqqa ko'ra, a 

1 
nuqtaning biror atrofida noldan farqlidir. Demak, shu atrofda 9 (x) 

nisbat aniqlangan. 
Agar 

desak, 

1 
F(x) = g(x) 

F x _ F a __ 1 ___ 1 __ g(a) - g(x) 
() ( ) - g(x) g(a) - g(x)g(a) 

tenglikni olamiz. Demak, 

F(x) - F(a) g(x) - g(a) 1 
x-a x - a g(x)g(a)' 

Bu tenglikda x --+ a deb limitga o'tsak, talab qilingan tenglikka 
ega bo'lamiz: 

F'(a) - g'(a) g2~a)' 

• 
4.1.4 - teorerna. Agar f va 9 funksiyalar a nuqtada differen

siallanuvchi bo'lib, 9 (a) =I- 0 bo'lsa, : ~:~ nisbat ham shu nuqtada 

differensiallanuvchi bo'ladi va quyidagi tenglik bajariladi: 

(£)' = 
f'. 9 - f· g' 

g2 (4.1.14) 
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Isbot. Biz bu kasrni quyidagi ko'rinishdagi ko'paytma deb qarashimiz 
mumkin: 

L = f'~' 
9 9 

Shunday ekan, ko'paytmani differensiallash haqidagi 4.1.3 - teore
mani va 4.1.1 - lemmani qo'llab, talab qilingan tenglikni olamiz: 

( f)' ,1 (1)' f' g' 9 = f . 9 + f· 9 = g - f g2' 

• 
4. Murakkab funksiyani differensiallash. 
A vvalgi bobning 3.5 - bandida kiritilgan murakkab funksiyalarni 

o'rganamiz. Chunonchi, y = f(x) funksiya biror E C R intervalda 
aniqlangan bo'lsin. Bundan tashqari, x = c.p(t) funksiya MeR 
intervalda aniqlangan bo'lib, uning qiymatlar to'plami E da yotsin. 
Ushbu bandda biz M to'plamda aniqlangan va har bir t E M songa 
f[c.p(t)] qiymatni mos qo'yuvchi f(<p) funksiyani o'rganamiz. 

4.1.5 - teorema. Agar c.p funksiya a E M nuqtada differen
siallanuvchi bo'lib, f funksiya bu nuqtaga mos b = c.p( a) E E da 
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda 

F(t) = f[c.p(t)] 

murakkab funksiya a nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi va 

F'(a) = f'(b)· c.p'(a) (4.1.15) 

tenglik bajariladi. 
Isbot. Ma'lumki, f funksiya b nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, 

(4.1.10) ga ko'ra, b nuqtada cheksiz kichik bo'lgan shunday a(x) 
funksiya topiladiki, u uchun 

f(x) - f(b) = [f'(b) + a(x)]· (x - b) (4.1.16) 
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tenglik bajariladi. 
Agar x = y(t) deb, b = y(a) ekanini hisobga olsak, (4.1.16) dan 

f[y(t)] - f[sc(a)] = [1'(b) + n(.-r)]SC(t) - sc(a) 
t-a t-a 

tenglikni olamiz. 
Bu tenglikda t -7 a deb limitga o'tsak, talab qilingan (4.1.15) 

tenglik hosil bo'ladi. 

• 
Eslatma. Agar f va SC funksiyalar o'zlari aniqlangan interval

laming har bir nuqtasida clifferellsiallanuvchi bo'lsa, u holda mu
rakkab funksiyani differensiallash formulasi SC funksiyaning aniqla
nish sohasiclagi barcha t larda o'rinli bo'lib, u quyiclagi ko'rinishda 
yoziladi: 

dJ[;/t)] = 1'[SC(t)]. y'(t). (4.1.17) 

Bu (4.1.17) formulani ba 'zan «zanjirli qoida» deb atashadi. Agar 
t o'zgaruvchi ham o'z navbatida qanclaydir S o'zgaruvchining funksiyasi 
bo'lsa, ya'ni t = T(S) bo'lsa, bu terminni ishlatish sababi yanadaoy
dinlashadi. H aqiqat an , bu holda quyidagi 

<I>(s) = f{ SC[T(S)]} 

murakkab funksiyaning (bu funksiya ba'zan <I> = fOscOT ko'rinishda 
ham belgilanadi) hosilasi 

<I>' ( s) = l' ( x) SC' (t) T' ( s) 

ga teng bo'ladi. buncla x = SC(t) va t = r(s). 

5. Teskari funksiyani differensiallash. 
Eslatib o'tamizki. biror E to'plamcla aniqlangan f funksiyaga 

teskari funksiya deb, At = f(E) to'plamda aniqlangan va quyidagi 
ikki: 
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1) istalgan x E E uchun 

1-1 [J(x)] 

2) istalgan Y E I(E) uchun 

x· , 

1[J-l (Y)] = Y 

shartlarni qanoatlantiruvchi I- f funksiyaga aytilar edi. 
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4.1.6 - teorema. 1 funksiya a nuqtaning biror atrofida qat'iy 
mono ton va uzluksiz bo'lsin. Bundan tashqari, f funksiya a nuqtada 
differensiallanuvchi bo "lib, f' (a) i 0 bo'lsin. U holda teskari f- 1 

funksiya b = f(a) nuqtada differensiallanuvchi bo'lib, 

tenglik bajariladi. 

(J-l)'(b) = _1_ 
f'(a) 

(4.1.18) 

Isbot. Albatta, teoremaning shartlari bajarilganda teskari funksiya 
mavjud bo'lib, u b = f(a) nuqtaning biror atrofida aniqlangan 
bo'ladi hamda f- 1 (b) = a tenglik bajariladi. Ana shu atrofdan olin
gan istalgan y i b son uchun x = f-l(y) deymiz. Bunda, ravshanki, 
f(x) = y bo'lib, x i a bo'ladi. Shunday ekan, 

1-1(y)~f-l(b) x-a 

y-b f(x)-f(a) 

1 
(4.1.19) 

f(x) - f(a) . 

x-a 

Agar y -+ b bo'lsa, teskari funksiyaning uzluksizligiga ko'ra 
(3.5.8 - teoremaga qarang), x -+ a bo'ladi. Demak, (4.1.19) teng
likda y -+ b deb limitga o'tsak, talab qilingan (4.1.18) tenglikni 
olamiz. 

• 
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§ 4.2. Eng sodda elementar funksiyalarning hosilalari 

1. Logarifmik funksiyaning hosilasi. Quyiclagi 

f(:1') = In :1', x> 0, (4.2.1) 

logarifmik funksiyani qaraymiz. bunda In x simvoli orqali (3.6.30) 
tenglik bilan aniqlangan va f soni asos qilib olingan logarifm belgi
langan, ya'ni In x = loge ,r. 

Biz bu funksyani har qanday ,r > 0 nuqtacla differensiallanuvchi 
ekallini isbotlaymiz. 

Ayirmali nisbat tuzib, uni, logarifm xossalaridan foydalanib, 
qulay ko'rinishga keltiramiz: 

In(x + h) -lnx = ~ :''In (1 +~) = ~ In (1 + ~)I/h 
h ,1' h x x x 

Agar t = hi x desak. ayirmali nisbatni 

In (x + h) - In (x) 
h 

kabi yozib olish mumkin. 

1 
- In(l + t)l/t, 
:z; 

h 
t= -, 

x 
(4.2.2) 

Ixtiyoriy tayinlangan x > 0 uchun h ---t 0 shartdan t ---t 0 kelib 
chiqadi. Agar ikkinchi ajoyib limitdan, ya'ni 

lim (1 + t)l/t = e 
t-tO 

tenglikdan foydalansak, logarifmik funksiyaning uzluksizligiga ko'ra, 

lim In[(l+t)l/t] = Ine = 1 
t-tO 

tenglikka ega bo'lamiz. 
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Shuning uchun, (4.2.2) tenglikda h -+ 0 deb limitga o'tsak, 10-
garifmik funksiya hosilasi uchun 

tenglikni olamiz. 

, 1 
(In x) = -, x > 0, 

x 

Endi ixtiyoriy a > 0, a f:. 1 ~osli 

f(x) = loga x, x> 0, 

(4.2.3) 

( 4.2.4) 

logarifmik funksiyaning hosilasini hisoblaylik. Agar b asosli log a
rifmdan a asosli logarifmga o'tish formulasidan, ya'ni 

log.x = 10gb x 
a 10gb a 

munosabatdan foydalanib, b = e desak, 

In x 
loga x = -

In a 

tenglik hosil bo'ladi. Bu tenglikni (4.2.3) formuladan foydalanib dif
ferensiallasak, navbatdagi tasdiqni olamiz. 

4.2.1 - tasdiq. (4.2.4) logarifmik funksiya har qanday x > 0 
nuqtada differensiallanuvchi bo'lib, uning hosilasi quyidagi ko'rinishga 
ega: 

1 
(loga x)' = --, x > O. 

x In a 
(4.2.5) 

2. Ko'rsatkichli funksiya hosilasi. Agar a > 0 va a f:. 1 
bo'lsa, 

f(x) = aX, -00 < x < 00, (4.2.6) 

ko'rinishdagi ko'rsatkichli funksiyani o'rganamiz. Ma'lumki, bu funk
siya R sonlar o'qining barcha nuqtalarida aniqlangan. Ko'rsatkichli 
funksiyaning har qanday x E R nuqtada differensiallanuvchi ekani
ni ko'rsatamiz. 
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Buning uchun (4.2.6) ko'rsatkichli funksiya (4.2.4) logarifmik 
funksiyaga teskari ekanini qayd etamiz. Shunday ekan, biz teskari 
funksiya hosilasi haqidagi 4.1.6 - teoremadan foydalansak bo'ladi. 
Chunonchi, agar 

f(x) loga x, x > 0, 

bo'lsa, 

bo'ladi. 
Ravshanki, 4.1.6 - teoremaning barcha shartlari o'rinli. Shunday 

ekan, (4.2.5) ga ko'ra, agar x va y sonlar x = aY munosabat bilan 
bog'langan bo'lsa, 

1 
[aY]' = [I-I (y)]' = 

f'(x) 

tenglikka ega bo'lamiz. 

1 
xlna= aYlna 

Odatdagi belgilashlarga o'tsak, navbatdagi tasdiqni olamiz. 
4.2.2 - tasdiq. (4.2.6) ko'rsatkichli funksiya har qanday x E R 

nuqtada differensiallanuvchi bo'lib, uning hosilasi quyidagi ko'rinishga 
ega: 

(4.2.7) 

Eslatma. Agar a = e bo'lsa, (4.2.7) formula nihoyatda sodda 
ko'rinishga keladi: 

eX , - 00 < x < 00. ( 4.2.8) 

3. Darajali funksiya hosilasi. Ixtiyoriy 0: E R sonni tayinlab, 

f(x) = xQ, x> 0, (4.2.9) 
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darajali funksiyani qaraymiz. Ko'rsatkich ixtiyoriy haqiqiy son bo'l
gani uchun, biz bu funksiyani musbat yarim to'g'ri chiziqda aniqlan
gan deb hisoblaymiz (haqiqatan, masalan 0: = -0.5 bo'lsa, x ::; 0 
lar uchun darajali funksiyani aniqlash qiyin). 

Logarifmik funksiya xossalaridan foydalanib, (4.2.9) funksiyani 
ko'rsatkichli va logarifmik funksiyalarning superpozitsiyasi sifatida 
yozib olamiz: 

Shunday ekan, 4.1.5 - teoremani qo'llasak, 

j'(x) = aln:r 1 e .0:. -
X 

tenglik hosil bo'ladi. 
Natijada navbatdagi tasdiqqa kelamiz. 
4.2.3 - tasdiq. (4.2.9) darajali funksiya har qanday x > 0 nuq

tada differensiallanuvchi bo'lib, uning hosilasi quyidagi ko'rinishga 
ega: 

(4.2.10) 

Eslatma. Agar 0: ko'rsatkich ixtiyoriy butun son bo'lsa, (4.2.10) 
formula barcha x#-O lar uchun o'rinli bo'ladi va 0: ixtiyoriy natu
ral son bo'lganda esa, (4.2.10) tenglik barcha x E R lar uchun 
bajariladi. 

4. Trigonometrik funksiyalar hosilalari. 1) Biz 

y = sm x, x E R, (4.2.11) 

funksiyadan boshlaymiz. 
Argument orttirmasini h deb, funksiya orttirmasini hisoblaymiz: 

sin (x + h) - sin x = 2 sin ~ cos (x + ~) . 



224 Differensiallash 

U holda ayirmali nisbatni quyidagicha yozish mumkin: 

sin(x + h) - sin x 
h 

. h 
sm - ( h) !.: 2 

cos x +"2 . 
2 

Birinchi ajoyib limitga ko'ra, quyidagi 

implikatsiya o'rinli bo'ladi. 

h 
sm-
~--71 

h 

2 

IV Bob 

( 4.2.12) 

Shunday ekan, (4.1.12) tenglikda h --70 deb limitga o'tsak, kosi
nusning uzluksizligiga asosan, quyidagi tasdiqni olamiz. 

(4.2.11) sinus funksiyasi har qanday x E R nuqtada differensial
lanuvchi bo'lib, uning hosilasi quyidagi ko'rinishga ega: 

(sin x) / = cos x. ( 4.2.13) 

2) Endi 

y cos x, x E R, (4.2.14) 

funksiyani qaraylik. 
Keltirish fOfInulalariga ko'ra, 

cos x = sin (~ - x ) . ( 4.2.15) 

(4.2.13) tenglikdan va murakkab funksiya hosilasi haqidagi 4.1.5 
- teoremadan foydalanib, (4.2.15) tenglikning chap tomonini differ
ensiallaymiz: 

( cos x) / = cos (~ - x ) (-1) = - sin x. 

Shunday qilib, 
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( cos x)' = - sin x, x E R. (4.2.16) 

3) Ushbu 

y = tg x, 
7r 

X ..../.. - + 7rk, k E Z, 
T 2 ( 4.2.17) 

tangens funksiyasining hosilasi ham oson hisoblanadi. 
Haqiqatan, agar nisbat hosilasi uchun isbotlangan (4.1.14) for

mulada f(x) = sinx va g(x) = cos x desak, 

( )
' (sin x)' cos x - sin x ( cos x)' 

tgx = ~--~----------~--~ 
cos2 X 

tenglikni olamiz. 
Demak, 

1 2 
(tgx)' = --2- = 1 + tg x, 

cos x 

cos2 
X + sin2 x 

cos2 x 

k E Z. 

1 

cos2 x 

( 4.2.18) 

4) Navbatdagi formula ham xuddi (4.2.18) tenglik singari isbot
lanadi. 

(ctgx)' 
1 2 

- -2- = -1 - ctg x, x =F 7rk, k E Z. (4.2.19) 
sin x 

5. Teskari trigonometrik funksiyalar hosilalari. 
1) Quyidagi 

y = arcsin x, -1 S x S 1, 

funksiyani qaraymiz. 

( 4.2.20) 

7r 7r 
Bu funksiya -"2 s y s "2 kesmada aniqlangan x = sin y 

funksiyaga teskari funksiyadir. Shuning uchun, teskari funksiyani 
differensiallash haqidagi 4.1.6 - teoremani va sinus hosilasi uchun 
olingan (4.2.13) formulani qo'llasak, 
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tenglikni olamiz. 
Endi 

Differensiallash 

1 
(arcsin x)' = --

(sin y)' 
1 

cos y 

cos y = J 1 - sin 2 y = ~ 

IV Bob 

(4.2.21) 

munosahatni e'tiborga olsak, (4.2.21) tenglikdan navbatdagi tasdiq 
kelib chiqadi. 

4.2.4 - tasdiq. (4.2.20) teskari funksiya har qanday x E (-1, 1) 
nv,qtada differensiallanv,vchi bo'lib, v,ning hosilasi qv,yidagi ko'rinishga 
ega: 

( arcsin x)' 

2) Quyidagi 

tenglikdan 

(arccos x)' 

formulani olamiz. 
3) Endi 

arccos x 

1 

1 

IT 

2 

-1<:r<1. 

arcsin x 

-1 < x < 1, 

y = arctgx, -oo<x<oo, 

funksiyani qaraymiz. 

( 4.2.22) 

( 4.2.23) 

( 4.2.24) 

Bu funksiya - ~ < y < ~ kesmada aniqlangan x = tg Y funksiya

ga teskari funksiyadir. Shuning uchun, teskari funksiya hosilasi haqida
gi 4.1.6 - teoremani va tangens hosilasi uchun (4.2.18) formulani 
qo'llasak, 

( )' 1 1 
arctgx = (tgy)' = 1+tg2y 
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tenglikni olamiz. 
Demak, tg y = x bo'lgani uchun, 

(arctgx)' = _1_2' -00 < x < 00, 
l+x 

( 4.2.25) 

formulani hosil qilamiz. 

6. Eng sodda elementar funksiyalar hosHalari jadvali. 
Agar eng sodda elementar funksiyalar hosilasini bilsak, yig'indi, 

ayirma, ko'paytma va nisbatlarni differensiallash haqidagi teore
malarni va murakkab funksiyani differensiallash qoidasini qo'llab, 
istalgan elementar funksiyani differensiallashimiz mumkin. Shunday 
ekan, quyidagi eng sodda elementar funksiyalar hosilalari jadvalini 
bilish muhimdir. 

(lo~ x)' 
1 

xlna 

(x > 0). 

(0 < a =f 1, x > 0). 

30. (ax)' = aX ·lna (0 < a 1= 1, -00 < x < 00). 

cos x (-00 < x < 00). 

50. (cos x)' - sm x ( - 00 < x < 00). 

80 . 

gO. 

10°. 

1 
(tgx)' = -- = l+tg2 x 

cos2 X 

-rr 
(x 1= "2 + k-rr, k E Z). 

1 2 ( ctg x)' = - -- = -1 - ctg x (x 1= k-rr, k E Z). 
sin 2 x 

(arcsin x)' 
1 

(-1 < x < 1). 
v'1=X2 

(arccos x)' 
1 

(-I<x<I). VI - x2 

(arctg x)' 
1 

(-00 < x < ao). 
1 + x2 
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Eslatma. Istalgan elementar funksiya hosilasi yana elementar 
funksiya bo'ladi. 

Elementar funksiyalarni differen:3iallash bo'yicha ikki muhim mi
solni keltiramiz. Bu misollarda a va b ixtiyoriy haqiqiy sonlardir. 

4.2.1 - misol. Quyidagi 

f(x) = In J(x - a)2 + b2 ( 4.2.26) 

funksiyaning hosilasini toping. 
Yechish. Murakkabfunksiyani differensiallash qoidasini qo'llab, 

hosilalar jadvalidan 

111 
J'(x) = "2 (In[(x - a)2 + b2

])' = "2 (x _ a)2 + b2 2(x - a) 

tenglikni olamiz. 
Shunday qilib, 

(In J(x - a)2 + b2 )' 
x-a 

(x - a)2 + b2· 

4.2.2 - misol. Quyidagi 

x-a 
f(x) = arctg -b-

funksiyaning hosilasini hisoblang. 

( 4.2.27) 

Yechish. Murakkab funksiyani differensiallash qoidasini qo'llab, 
hosilalar jadvalidan 

( )' x-a 
f'(x) = arctg -b-

1 1 

(

X - a) 2 b 
1+ -b-

tenglikni olamiz. 
Demak, 
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( x-a)' b arctg-
b (:r - a)2 + b2 • 

( 4.2.28) 

7. Yuqori tartibli hosilalar. 
Agar I fllnksiya biror intervalda differensiallanuvchi bo'lsa, bu 

intervalda l' (x) funksiya aniqlangan bo'ladi. Albatta, bu yangi I' 
funksiya ham shu intervalning biror a nuqtasida differensiallanuvchi 
bo'lishi rnumkin. U hold a l' funksiyaning a nuqtadagi hosilasi I 
funksiyaning shu nuqtadagi ikkinchi tartibli (yoki ikkinchi) hosilasi 
deb ataladi va 1" (a) kabi belgilanadi. Bunda quyidagi 

f"(a) = I(2)(a) 

belgilashlardan ham foydalaniladi. 
Xuddi shu singari, ikkinchi hosila ham qaralayotgan intervalning 

har bir nuqtasida mavjud bo'lib. u ham differensiallanuvchi funksiya 
bo"lishi mumkin. C hold a I funksiya ikkinchi hosilasining hosilasi 
I funksiyaning uchinchi tartibli (yoki llchinchi) hosilasi deb ataladi 
va 

I"' 

kabi belgilanadi. 
Umuman, agar I funksiya biror intervalda n - 1 tartibli I(n-l) 

hosilaga ega bo'lib, o'z navbatida bu funksiya ham differensiallanuv
chi funksiya bo'lsa, uning hosilasi I funksiyaning n - tartibli hosilasi 
deb ataladi va 

kabi belgilanadi. 
Bunda I funksiya berilgan intervalda n marta differensiallanuv

chi deb ataladi. 
Shunday qilib, n-hosila induktiv ravishda aniqlanar ekan: 
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Qulaylik uchun, ba'zan 0 - tartibli hosila deb funksiyaning o'zi 
tushuniladi, ya'ni 

Ba'zi funksiyalarning n-tartibli hosilasini hisoblashga misollar 
keltiramiz. 

4.2.3 - misol. Quyidagi 

f(x) = SIn x, -00 < x < 00, 

funksiyani qaraymiz. 
U Bing hosilasi 

(sin x)' = cosx = sin (x +~) 

ko'rinishga ega. 
Demak, sinus funksiyasini differensiallash argumentni IT /2 qiy

matga surishdan iborat ekan. Bundan, induksiyaga ko'ra, 

(sinx)(n) = sin (x+~n), n E N, -00 < x < 00, ( 4.2.29) 

formulani olamiz. 

4.2.4 - misol. Quyidagi formula xuddi yuqoridagidek isbotlana
di: 

(cos x)(n) = cos (x + ~n), n E N, -00 < x < 00. ( 4.2.30) 

4.2.5 - misol. Endi navbatdagi 
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f (x) = In:r, :r > 0, 

logarifmik funksiyani qaraymiz. 
U ning hosilalari quyidagicha aniqlanadi: 

( 
I 1 

In x) = -, 
x 

(In x)" = 
1 

(In x)'" = 
2 

X 
3' ... 
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Bu tengliklardan n - hosila uchun quyidagi xulosaga kelish mumkin: 

(lnx)(n) = (_1),,+1 (11 -1)1, 71 EN, :r > O. 
:r" 

(4.2.31) 

Bu formula bevosita induksiya usuli yordamida isbotlanadi. 
4.2.6 - misol. Agar a > 0, a -# 1 bo'lsa, 

f(:1') 

funksiyani qaraymiz. 
Bu funksiya hosilasi 

ga teng. 

J' = (J , -x < :1' < 00, 

Demak, bu funksiyani diffpf('n:-liallash uchun uni asosning natu
rallogarifmiga ko'paytirish kerak ('kall. Bundan chiqdi, ko'rsatkichli 
funksiyaning n-hosilasi quyidagi 

( 4.2.32) 

ko'rinishga ega bo'lishini ko'rish qiyin ernas. 

8. Leybnits formulasi. Agar- Il va I' funksiyalar biror inter-
valda n marta differenswllanuvchi bo'lsa, ularning ko 'paytmasi Ill' 

ham shu intervalda 71 marta differensiallanuvchi bo'lib, Leybnits for
mulasi deb ataluvchi quyidagi 
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n! 
(uv)(n) = L U(k)v(n-k) 

k=O k!(n - k)! 

n 

( 4.2.33) 

tenglik 0 'rinli bo'ladi. 
Bu formulani matematik induksiya usuli orqali isbotlaymiz. Av

val shuni qayd qilamizki, 71 = 1 bo'lsa, ushbu formula ko'paytmaning 
hosilasi uchun ma'lum bo'lgan (4.1.12) formula bilan ustma-ust 
tushadi. 

Endi faraz qilaylik, (4.2.33) formula biror 71 uchun o'rinli bo'lsin. 
Yuqori tartibli hosilaning induktiv aniqlanishiga asosan, (71 + 1) -
tartibli hosila uchun 

d 
(uv)(n+l) = _(uv)(n) 

dx 

tenglikni olamiz. 
Demak, 

d n n! 
'" u(k)v(n-k) = 

dx ~ k!(n - k)! 
k=O 

n+l, n, 
= '" n. u(k)v(n-k+1)+ '" n. u(k)v(n-k+1). 
~ (k - 1)!(n - k + I)! ~ k!(n - k)! 
k=l k=O 

Birinchi yig'indida oxirgi hadni va ikkinchi yig'indida birinchi 
hadni ajratsak, 
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+ "'"" 17. + 17. u(k)v(n-k+1) n [' , ] 

L- (k - 1)!(77 - k + 1)! k!(n - k)! . 
k=l 

tenglik hosil bo'ladi. 
Bu yerda kvadratik qavsni quyidagi 

17! n! 
(k - 1)!(17 - k + 1)! + k!(17 - k)! 

(17+1)! 

k!(17+1-k)! 

ko'rinishda yozsak, (4.2.33) formulani (n + 1) - hosila uchun olamiz: 

(uv)(n+1) = u(n+1)v+ uv(n+1) + t (17 + 1)! u(k)v(n-k+1) _ 
k=l k!(17+ 1- k)! -

k=O 

n+l • 
"'"" (17 + 1)! u(k)v(n-k+1) 

L- k!(17+ 1- k)! 

Endi talab qilinayotgan tasdiq matematik induksiya usulidan 
kelib chiqadi. 

§ 4.3. Funksiyaning lokal ekstremumi 

1. Funksiyaning nuqtada o'sishi va kamayishi. 
Ta'rif. Faraz qilaylik, f fu17ksiya a 17uqta17i17g biror atrofida 

a17iqla17ga17 bo'lsi17. Agar a 17uqta17i17g shu17day b-atrofi topilsaki, a 
17uqtada17 0 '17gda fu17ksiya a 17uqtadagida17 katta qiymatlar qabul qil
sa, ya'17i 

f(x) > f(a), a < x < a + b, (4.3.1) 

te17gsizlik bajarilsa, a 17uqtada17 chapda esa, fu17ksiya a 17uqtadagida17 
kichik qiymatlar qabul qilsa, ya'17i 

f(x) <f(a), a-b<x<a, (4.3.2) 

te17gsizlik bajarilsa, u holda f fu17ksiya a 17uqtada 0 'suvchi deyiladi. 
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y 

x 

13-rasm 

Xuddi shunga o'xshash, a nuqtada kamayuvchi funksiya aniqlana-
di. 

Agar funksiya hosilasi biror nuqtada noldan farqli bo'lsa, hosi
laning ishorasi bu funksiyani shu nuqta atrofida o'sish yoki kamayi
shini anglatadi. 

4.3.1 - tasdiq. Berilgan f funksiya a nuqtaning biror atrofi
da aniqlangan bo'lib, a nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. Agar 
J' (a) > 0 bo'lsa, funksiya a nuqtada 0 'sadi, agarda f' ( a) < 0 bo'lsa, 
funksiya a nuqtada kamayadi. 

Isbot. Hosilaning (4.1.8) limit ko'rinishidagi ta'rifiga ko'ra, istal
gan E > 0 olganda ham shunday 8 > 0 topiladiki, u uchun 

f'(a)-E < f(x)-f(a) < J'(a)+E, 0<lx-al<8, 
x-a 

shart bajariladi. 
Avval, faraz qilaylik, J'(a) > 0 bo'lsin. U hold a E > 0 ni yetar

licha kichik olib, 

f(x) - f(a) 
x-a 

> 0, 0< Ix - al < 8, (4.3.3) 

bahoni hosil qilamiz. 
Ravshanki, (4.3.3) munosabat (4.3.1) va (4.3.2) tengsizliklarning 

bir vaqtda bajarilishiga teng kuchlidir. 
Agarda f' (a) < 0 bo'lsa ham isbot xuddi shunga o'xshash bo'ladi . 

• 
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2. Lokal ekstremum. 

Ta'rif. Faraz qiIayIik, f funksiya a nuqtaning biror atrofida 
aniqIangan bo·lsin. Agar a nuqtaning shunday 8-atrofi topilsaki, un
da 

f(x) ~ f(a), a - 6 < x < a + 6, (4.3.4) 

bo'lsa, u hoida f funksiya a nuqtada lokal maksimumga ega de
yiladi. 

Bunda a nuqta Iokal maksimum nnqta deb ataladi. 
Xucldi shunga o'xsha.<;h Iokal minimum aniqlanadi, faqat ounda 

a Iluqtaning 6-atroficla 

f (x) ~ f (a), a - 6 < .r < a + 6, (4.3.5) 

tengsizlik bajarilishi zarur. 
Bu holda a nuqta Iokal minimum nuqta deb ataladi. 
Agar a nuqta yoki lokal minimum nuqta yoki lokal maksimum 

nuqta bo'lsa, u Iokal ekstremum nuqta deb ataladi. 

4.3.1 - teorema (P .Ferma). Agar f funksiya a Iokal ekstremum 
nuqtasida differensiallanuvchi bo'lsa, f' (a) = 0 bo'ladi. 

Isbot. Ravshanki, lokal ekstremum nuqtada funksiya o'suvchi 
ham, kamayuvchi ham bo'la olmaydi. Shuning uchun, 4.3.1 - tas
diqq!" ko'ra, f'(a) hosila musbat ham, manfiy ham bo'la olmaydi. 
Demak, f'(a) = 0 ekan. 

• 
§ 4.4. Chekli orttirma haqidagi teorema 

4.4.1 - teorema (M.Roll (M.RoUe)). Berilgan f funksiya 
[a, b] kesmada uzIuksiz va (a, b) intervaining haT biT nuqtasida dif
feTensiallanuvchi bo'isin. Agar f (a) = f (b) bo'lsa, ( a, b) inteTvalda 
shunday /;, topiladiki, f' (/;,) = 0 bo'ladi. 
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Isbot. Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko'ra, J funksiya 
biror x* nuqtada minimal qiymatga va biror x* nuqtada maksimal 
qiymatga erishadi. 

y 
unnma 

f(o)-f(b) nln~S 
o a c b x 

14-rasm 

Agar J(x*) = J(x*) bo'lsa, bunday funksiya berilgan kesma
da o'zgarmas bo'ladi. Shuning uchun, uning hosilasi shu kesmada 
nolga teng bo'ladi. Demak, bu holda teoremadagi ~ sifatida (a, b) 
intervalning istalgan nuqtasini olish mumkin. 

Agarda J(x*) < J(x*) bo'lsa, J(a) = J(b) shartga ko'ra, x* va 
x* nuqtalardan kamida bittasi (a, b) intervalning ichida joylashgan 
bo'ladi. Shunday ekan, bu nuqtani ~ orqali belgilasak, 4.3.1 - Ferma 
teoremasiga asosan, 1'(0 = 0 tenglikni olamiz. 

• 
Roll teoremasi sodda geometrik rna 'noga ega: agar funksiya in

tervalning chetki nuqtalarida bir xiI qiymatlarga ega bo'lsa, u holda 
grafikka o'tkazilgan urinma biror nuqtada abssissa o'qiga parallel 
bo'ladi. 

Roll teoremasi mexanik ma'noga ham ega: agar to'g'ri chiziq 
bo'ylab harakatlanayotgan nuqta boshlang'ich holatiga qaytsa, u 
holda uning tezligi birot vaqt momentida nolga aylanadi. 

4.4.2 - teorema (J.L.tagranj). Agar J funksiya [a, b] kesma
da uzluksiz bo'lib, (a, b) intervalning har bir nuqtasida differensial
lanuvchi bo'lsa, u holda (a, b) intervai ichida shunday ~ nuqta topi
ladiki, bu nuqtada 

f(b) - f(a) = f'(~)(b - a), a < ~ < b, (4.4.1) 
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tenglik bajariladi. 
Isbot. Quyidagi 

g(x) = f(x) - f(b) - f(a) (x - a) 
b- a 

funksiyani qaraymiz. 
Bevosita tekshirish orqali 

g(a) = f(a), g(b) = f(a) 

tengliklar bajarilishini ko'rish mumkin. 
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Demak, 9 (x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini qanoa t
lantiradi va shu teoremaga asosan, shunday ~ E (a, b) nuqta topi
ladiki, g'(~) = 0 bo'ladi. Shuning uchun, 

g'(~) = f'(~) - f(b) - f(a) = o. 
b-a 

Bu tenglik, ravshanki, (4.4.1) munosabat o'rinli ekanini anglatadi . 

• 
Natija. Agar f funksiya (a, b) intervalda differensiallanuvchi 

bo'lib, bu intervalning har bir nuqtasida 

f'(x) = 0 

bo'lsa, shunday C 0 'zgarmas topiladiki, u uchun 

f(x) = C, x E (a, b), 

tenglik bajariladi. 
Haqiqatan, (4.4.1) ga ko'ra, har qanday ikki Xl E (a, b) va x2 E 

(a, b) nuqtalar uchun 

f(X2) - f(xt) = f'(~)(X2 - xt) = 0 

tenglik o'rinli, ya'ni f(xt) = f(X2) = const, bu yerda const orqali 
biror o'zgarmas belgilangan. 
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1 - eslatma. (4.4.1) formulaning geometrik ma'nosi quyidagi
dan iborat: differensiallanuvchi funksiya grafigining istalgan ikki a 

va b abssissalik nuqtalaridan o'tm chi to'g'ri chiziq uchun grafik
ning ~ abssissalik shunday nuqtasi topiladiki, grafikka shu nuqtada 
o'tkazilgan urinma 0'8ha to'g'ri chiziqqa parallel bo'ladi. 

o a .; b x 

15-rasm 

2 - eslatma. Agar (4.4.1) formulada a = .r va b = :r + h d('sak. 
bu formula 

f(.r + Ii) - f(1') l' (~) . 11. J' < ~ < .l' + h. ( .t..±.:2) 

ko"rinishga keladi. 
TIu (4.4.:2) tenglikning chap tOlllunida f funksiya argll111l'Iltinillg 

Ii orttirlllasiga mas kelgan chekli (ya"ni lillliti!,<l o·tillllagandagil ort
tinnasi turibdi. Shu sababli, UA.2) formula (sh1l bilan birga (4.4.1) 
formula ham) cheHi orttinnalar f07'1mtlasi df'h ataladi. 

3 - eslatma. Madomiki (4A.2) formuladagi ~ lluqta .1' n .1' + h 
nuqtalar orasida yotar ekan, 0 < (j < 1 shartni qanoatlantiruvchi 
shunday () nuqta topiladiki, u uchun ~ = x + ()h tenglik hajariladi. 
Shuning I1ch11n (4.4.2) form111ani Cjuyidagi 

f(J' + h) - f(.r) = 1'(J: + ()h)h, () < () < 1. 

ko'rinishda yozish nl11mkin. Shubhasiz, bu tellglikda () nuqta t, va. it 
larga bog"liqdir. 

. I 



§ 4.4. Chekli orttirma haqidagi teorema 239 

Navbatdagi formula Lagranj chekli orttirmalar formulasining 
um umlashgan holidir. 

4.4.3 - teorema (O.Koshi). Ikki f va 9 funksiyalar [a, b] kesma
da uzluksiz va (a, b) intervalning har bir nuqtasida differensiallanu
vchi bo'lsin. 

Agar 9 funksiyaning hosilasi (a, b) intervalning barcha nuqtalari
da noldan farqli bo'lsa, bu interval ichida shunday ~ nuqta topiladiki, 
u uchun 

f(b) - f(a) 
g(b) - g(a) 

tenglik bajariladi. 
Isbot. Quyidagi 

f'(~) 
g'(~) , a < ~ < b, ( 4.4.3) 

r.p(x) = [J(x) - f(a)][g(b) - g(a)] - [g(x) - g(a)][J(b) - f(a)] (4.4.4) 

funksiyani qaraymiz. 
Ravshanki, 

r.p(a) = r.p(b) = O. 

Demak, r.p funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini qanoat
lantiradi va shu teoremaga aSOSall, shunday ~ E (a, b) nuqta topi
ladiki, r.p'(~) = 0 bo'ladi. Shuning uchun, (4.4.4) ga ko'ra, 

!,(~)[g(b) - g(a)] - g'(~)[f(b) - f(a)] = o. (4.4.5) 

Ravshanki, g(b) - g(a) =1= 0, chunki barcha x E (a, b) nuqtalar
da g'(x) =1= 0 bo'lgani uchun g(a) = g(b) tenglik Roll teoremasiga 
zid bo'lar edi. Shunday ekan, (4.4.5) tenglikning har ikki tomoni
ni g'(~)[g(b) - g(a)] songa bo'lib yuborsak, talab qilingan (4.4.3) 
tenglikni olamiz. 

• 
Koshi teoremasi limitlarni hisoblashda asqotadi. Darhaqiqat, Q 

o 
ko'rinishdagi aniqmasliklarni ochishda u nihoyatda foydalidir. 
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Chunonchi, agar 

lim f(x) = lim g(x) = 0 
x---+a x-,a 

( 4.4.6) 

bo'lsa, x -+ a da f((X)) nisbat Q ko'rinishdagi aniqmaslikka ega 
9 x 0 

deyiladi. 
Mana shu aniqmaslikni ochish deganda biz 

lim f(x) 
x-ta 9 (x) 

(4.4.7) 

limitni, u mavjud bo'lgan hollarda, hisoblashni tushunamiz. 
o 

Xuddi shu singari x -+ a + 0 da 0 aniqmaslik tushunchasi kiri-

tiladi. 
Navbatdagi teorema shunday aniqmaslikni ochishning bir usuli

ni beradi. 
4.4.4 - teorerna (Lopital qoidasi). Ikki f va 9 funksiyalar 

a < x < a + 8 intervalda differensiallanuvchi bo'lib, shu intervalda 
g' ( x) i- 0 bo' lsin. Bundan tashqari 

lim f (x) = lim 9 ( x) = 0 
x-ta+O x-ta+O 

tengliklar bajarilsin. 
U holda, agar quyidagi (chekli yoki cheksiz) 

limit mavjud bo'lsa, 

1
. f' (x) 
1m -

x-ta+O g' ( x) 

lim f(x) 
x-ta+O 9 (x) 

limit ham mavjud bo'lib, 

tenglik bajariladi. 

lim f(x) 
x-ta+O 9 ( x ) 

lim J'(x) 
x-ta+O g' (x) 

( 4.4.8) 

( 4.4.9) 

I 
\. 

( 
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Isbot. f va 9 funksiyalarni a nuqtada nolga teng deb aniqlaymiz 
(e'tibor bering, f va 9 funksiyalar a nuqtada aniqlanmagan edi): 

f(a) = g(a) = O. 

Endi bu ikki fnnksiya [a, x] kesmada uzluksiz bo'lib, Koshi teo
remasining barcha shartlarini qanoatlantiradi. 

Faraz qilaylik, {x n } - a nuqtaga yaqinlashuvchi ixt.iyoriy ketma
ket.lik bo'lsin. Koshi formulasini qo'llab, 

f(xn) - f(a) 

g(x n ) - g(a) 
(4.4.10) 

munosabatni olamiz. bu yerda ~n nuqta a < ~n < J'n shartni qanoat
lantiradi. Ravshanki, oxirgi tengsizlikdan .r" -7 a+O => ~n -7 a+O 
implikatsiya kelib chiqadi. Shunday ekan, agar (4.4.10) munosabat
ning o'ng tomonidagi kasrning limiti (chekli yoki cheksiz) mavjud 
bo'lsa, uning chap tomonidagi kasr limiti ham mavjud bo'lib, bu 
limitlar o'zaro teng bo'ladi. 

• 
Navbatdagi natija teorema isbotidan bevosita kelib chiqadi. 
Natija. Agar 4-4.4 - teorema shartlari chap limitlar uchun o'rinli 

bo'lsa, u holda teorema tasdiqi ham chap limitlar uchun 0 'rinli bo'ladi. 
Agar bordiyu 4.4.4 - teorema shartlari oddiy (ikki tomonlama) limit
lar uchun 0 'rinli bo'lsa, teorema tasdiqi ham bunday limitlar uchun 
o'rinli bo'ladi. 

4.4.1 - misol. Limitni hisoblang: 

A = lim sin 2x 
x-+O x + 2x2 

Lopital qoidasini qo'llab, 

2cos2x 
A = lim 2 

x-+O 1 + 4x 

tenglikni olamiz. 



242 Differensiallash 

4.4.2 - misol. Limitni hisoblang: 

1- cos2x 
A = lim 

x-+o x2 + sin2 0 

Lopital qoidasini qo'llab, 

1
0 2 sin 2x 

A = 1m 
x-+o 2x + sin 2x 

tenglikni olamiz 0 

Yana bir marta Lopital qoidasini qo'llasak, 

1
0 4 cos2x 

A = 1m = 1 
x-+o 2 + 2 cos 2x 

tenglikni olamiz 0 

§ 4.5. Teylor formulasi 

IV Bob 

1. Teylor polinomlari. Agar J funksiya a nuqtaning biror 
atrofida differensiallanuvchi bo'lsa, u holda, yuqorida ko'rganimizdek, 
x --+ a da cheksiz kichik bo'lgan shunday a( x) funksiya topiladiki, 
u uchun quyidagi 

J(x) = J(a) + J'(a) (x - a) + a(x) (x - a) 

tenglik bajariladi. Bu formulaning o'ng tomonidagi birinchi ikki hadi 
quyidagi chiziqli funksiyadir (ya'ni birinchi tartibli ko'phaddir): 

P(x) = J(a) + J'(a) (x - a)o 

Ravshanki, bu funksiya uchun 

P(a) = J(a), P'(a) = J'(a) 

tengliklar o'rinli bo'lib, u a nuqtaning yetarlicha kichik atrofida 
berilgan J(x) funksiyaga istalgancha yaqin bo'ladio 
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Endi, faraz qilaylik, f funksiya a nuqtaning biror atrofida n -
tartibgacha hosilalarga ega bo'lsin. Shunday n - tartibli P( x) poli
nom topishga harakat qilamizki, uning n - tartibgacha barcha hosi
lalari f funksiyaning mos hosilalariga teng bo'lsin, ya'ni 

P(a) = f(a), P' ( a) = f' ( a ) , a •• , (4.5.1) 

tengliklar bajarilsin. 
Shu maqsadda n - tartibli Teylor polinomi deb ataluvchi pol i

nomni quyidagi tenglik orqali aniqlaymiz: 

Pn(x,f) = :t f(kl(a) (x ~!a)k 
k=O 

Ravshanki, x = a bo'lganda 

Pn(a, f) = f(a) 

tenglik 0' rinli. 
Bundan tashqari, bevosita ta'rifdan 

P~(x,f) = :t f(kl(a) k(x ~~)k-l ~ f(kl(a) (x - a)k-l 
L.J (k - 1)! 

k=O k=l 

tengliklarni olamiz. 
Y oki, yig'indi indeksini bir birlikka sursak, 

~(x, f) I: f(k+1l(a) (x ~!a)k = Pn-1(x,f') 
k=O 

bo'ladi. 
Demak, x = a bo'lganda, 

P~(a,f) = Pn-1(a,f') = f'(a). 

Endi, isbotlangan (4.5.2) munosabatni differensiallasak, 

P:':(x,f) = P~_l(x,!,) = Pn-2(X,f") 

(4.5.2) 
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va, shuning uchun, 

P;:(a, J) = Pn-2(a, f") = f"(a). 

Shu mulohazalarni davom ettirib, Teylor polinomining (4.5.1) 
tengliklarni qanoatlantirishini ko'rsatish qiyin emas. Demak, Tey
lor polinomi biz izlayotgan polinom ekan. Shu sababli, bu polinom 
berilgan funksiyaga yuqori tartibli aniqlikda yaqinlashishini kutish 
ta'biiydir. Bunga mos tasdiq Teylor formulasi orqali beriladi. Teylor 
formulasi yordamida biz 

R(x) = f(x) - Pn(x, J) 

ayirmani sodda ko'rinishga keltirib, uning uchun kerakli baholarni 
olamiz. 

2. Teylor formulasi. Ushbu bandda biz yuqorida qayd etilgan 
Teylor formulasini isbotlaymiz va shu bilan birga, R( x) qoldiq had 
uchun turli ifodalar olamiz. 

TeopeMa 4.5.1. Berilgan n natural soni uchun f funksiya a 
nuqtaning biror atrofida n + 1 - tartibli hosilaga ega bo'lsin va x 
ko'rsatilgan atrofning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. 

Bundan tashqari, G (t) funksiya qayd etilgan atrofda differensial
lanuvchi bo'lib, t:f=. x bo'lganda G'(t) :f=. 0 bo'lsin. 

U holda x va a orasida yotuvchi shunday ~ nuqta topiladiki, u 
uchun 

n f(k) (a) 
f(x) - L k! (x - a)k = Rn+dx ) 

k=O 

formula 0 'rinli bo'ladi, bu yerda 

G(x) - G(a) f(n+1)(~) n 

G'(~) n! (x -~) . 

Isbot. Agar 

F(t) 

(4.5.3) 

( 4.5.4) 

(4.5.5) 
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desak, 

F'(t) f'(t) + t [j(k+1)(t) (x - t)k _ j(k)(t) (x - t)k-l] 
k=l k1 (k - 1)1 

bo'ladi va, tegishli qisqartirishlarni amalga oshirib, 

j(n+l) (t) 
F' (t) = , (x - t r 

n. 

tenglikni olamiz. 
Endi quyidagi 

F(x) - F(a) F'(~) 

G(x) - G(a) G'(~) 

Koshi formulasidan foydalanib, 

F(x) - F(a) G(x) - G(a) F'(~) 
G'(~) 

tenglikka ega bo'lamiz. 
Agar (4.5.6) ni hisobga olsak, bu tenglik 

F(x) - F(a) 
G(x) - G(a) j(n+l)(O n 

G'(~) n1 (x - ~) 

ko'rinishga keladi. 

(4.5.6) 

(4.5.7) 

Nihoyat, F funksiyaning (4.5.5) ta'rifidan bevosita kelib chiqadi-
gan 

n j(k) (a) 
F(x) - F(a) = j(x) - L k1 (x - a)k 

k=O 

tenglikni (4.5.7) ga qo'ysak, talab qilingan (4.5.4) munosabatni olamiz . 

• 
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1 - natija (Lagranj ko'rinishidagi qoldiq hadli Teylor 
formulasi). Berilgan It natural soni uchun f funksiya a nuqta
ning biror atrofida n + 1 - tartibli hosilaga ega bo "lsin. U holda 
ko'rsatilgan atrofdan ixtiyoriy x nuqta olganda ham x va a orasida 
shunday ~ nuqta topiladiki, u uchun quyidagi formula 0 'rinli bo'ladi: 

f(x) 

bu yerda 
_ f(n+1) (~) n+l 

Rn+ 1 (x) - (n + 1)! (x - a) . 

Isbot. 4.5.1 - teoremada 

G(t) (x - tr+1 

deb olamiz. 
U holda 

G'(t) = - (n + 1)(x - t)n 

bo'lib, G(x) - G(a) = -(x - a)n+l tenglikka ko'ra, 

G(x) - G(a) 

G'(~) 

Shuning uchun (4.5.4) tenglikning o'ng tomoni 

(4.5.8) 

(4.5.9) 

(x - a)n+l f(n+l)(~) x _ n _ f(n+1)(~) _'---_'----__ '---_--'-''-'- ( C) (x _ a) n+ 1 

(n+1)(x-~)n n! <" - (n+1)! 

ko'rinishga keladi va, natijada, talab qilingan (4.5.9) tenglikni olamiz . 

• 
(4.5.9) dagi ifoda Teylor formulasining Lagranj ko'rinishidagi 

qoldiq hadi deyiladi. 
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2 - natija (Koshi ko'rinishidagi qoldiq hadli Teylor for
mulasi). Agar 4.5.1 - teoremada 

desak, ravshanki, 

bo'ladi. 

G(t) = x - t 

G(x) - G(a) 
G'(~) 

x-a 

Shuning uchun (4.5.4) tenglikning o'ng tomonidagi ifoda 

(4.5.10) 

ko'rinishga keladi va u Koshi ko'rinishidagi qoldiq had deyiladi. 

• 
3 - natija (Shlomilx-Rosh ko'rinishidagi qoldiq hadli Tey

lor formulasi). 
Ixtiyoriy p natural sonni tayinlab, 4.~1. -:.~ teoremada 

G(t) = (x - t)P 

deb olamiz. 
U holda, ravshanki, 

G(x) - G(a) 

G'(~) 

(x - a)P 
p(x - ~)p-l . 

Shuning uchun (4.5.4) tenglikning o'ng tomonidagi ifoda 

j (n+l)(C) 
Rn+dx) = <" (x - a)P. (x - ~t-p+l 

p. n! 
(4.5.11) 

ko'rinishga keladi va u umumiy ko'rinishdagi yoki Shlomilx-Rosh 
ko'rinishidagi qoldiq had deyiladi. 
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• 
Eslatma. Teylor formulasida a = 0 bo'lganda uni ba'zan Mak

loren formulasi ham deb atashadi: 

f(x) f(O) + j'(O)x + f(2~!(O) x 2 + f(~!(O) x3 + ... 

f(n) (0) n 
... + ,x + Rn ( x ) , 

n. 
( 4.5.12) 

bu yerda 

f (n+l) (C) 
R (x) = <" xn+l 

n (n + I)! ' 
0<£<1. 

x 
( 4.5.13) 

Bu tenglikda ~ qiymat x va n larga bog'liq, ya'ni ~ = ~n(x). 

3. Ko'rsatkichli funksiya yoyilmasi. Quyidagi 

f(x) = eX 

ko'rsatkichli funksiyaning a = 0 nuqtada Teylor formulasi bo'yicha 
yoyilmasini (Makloren yoyilmasini) topamiz. 

Ravshanki, f(nl(x) = eX. Demak, f(n)(o) = 1. Shuning uchun, 
(4.5.11) formulaga ko'ra, 

(4.5.14) 

tenglik bajariladi, bunda 

0<£<1. 
x 

( 4.5.15) 

4. Sinus yoyilmasi. Quyidagi 
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funksiyani qaraymiz. 
Ma'lumki, 

Demak, 

Shuning uchun, 

f(n) (0) 

Natijada, 

Teylor formulasi 

f(x) sin x 

f(n) (0) . (7rn) sm 2 . 

agar n = 2k - 1 bo'lsa, 

agar n = 2k bo'lsa. 

x 5 x 7 

sin x = x 
3! + Sf , + ... 

7. 

bu yerda 

2k-l 
k-l X ... + (-1) -(2-k---1-)! 
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( 4.5.16) 

. ( 7r(2k+1)) x
2k+1 

Rk(X) = sm ~+ 2 (2k+1)!' 0<£<1. (4.5.17) 
x 

5. Kosinus yoyilmasi. Quyidagi 

f(x) = cosx 

funksiyani qaraymiz. 
Ma'lumki, 
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Demak, 

Shuning uchun, 

f(n)(O) 

Natijada, 

cosx = 

bu yerda 

Differensiallash 

cos (7f2n) . 

agar n = 21.; bo'lsa, 

agar n = 2k + 1 bo'lsa. 

IV Bob 

( 
7f(2k+2)) x2k+2 

Rk(X) = cos ~+ 2 (2k+2)!' 0< i < 1. (4.5.19) 
x 

6. Logarifm yoyilmasi. Madomiki in x funksiya manfiy ar
gumentlarda aniqlanmagan ekan, uni x = 0 nuqta atrofida Mak
loren formulasi bo'yicha yoyish mum kin emas. Odatda bu funksiya 
o'rniga 

f(x) = In(l + x), x> -1, 

funksiya olinadi. Yangi funksiya x = 0 nuqta atrofida aniqlangan 
va cheksiz marta differensiallanuvchidir. 

Agar n 2: 1 bo'lsa, hosila uchun 

tenglikni olamiz, demak, 

( -1 t-1 (n - I)! 
(1 + x)n 

Yana f(O) = 0 tenglikni hisobga olsak, x > -1 bo'lganda 
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yoyilma hosil bo'ladi, bunda 

0<5..<1. 
x 

( 4.5.21) 

7. Asimptotik yoyilma. Agar Mn+l orqali qaralayotgan funksi
yaning (n + 1)-tartibli hosilasining aniq yuqori chegarasini belgi
lasak, Teylor formulasidagi qoldiq had Mn+1 (x - a)n+l ifoda orqali 
yuqoridan baholanadi. Biroq, Teylor formulasining ko'pgina tad
biqlarida qoldiq had qanday Mn+l koeffitsient bilan baholanishi 
emas, balki x -+ ada uning (x_a)n+l kabi nolga intilishi muhimdir. 
Shu munosabat bilan avvalgi bobda kiritilgan quyidagi belgilashni 
eslatamiz: agar shunday o'zgarmas C > 0 topilsaki, barcha x E E 
larda 

If(x)1 < Clg(x)l, x E E, 

tengsizlik baj arilsa, biz 

f ( x) 0 (g (x) ) , x E E, 

deymiz. 
4.5.2 - teorema. Berilgan f funksiya biror n natural son uchun 

a nuqtaning biror atrofida n - tartibli hosilaga ega bo'lib, bu hosila 
a nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. U holda a nuqtaning shunday 
V (a) atrofi topiladiki, unda quyidagi formula 0 'rinli bo'ladi: 

n f(k)() 
f(x) = L k! a (x-a)k + O((x-a)n+1), x E V(a). (4.5.22) 

k=O 

Isbot. Lagranj ko'rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasida n 
o'rniga n - 1 olib, uni f funksiyaga qo'llaymiz: 

( 4.5.23) 
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Shartga ko'ra fIn) (;r) funksiya a nuqtada differPIlsiallanuvchi 
bo'lgani uchun 

tenglik o'rinli bo'lib, bunda O'(~) - argument ~ -+ ada cheksiz kichik 
funksiyadir. Albatta, a nuqtada cheksiz kichik bo'lgan har qanday 
funksiya shu nuqtaning biror V (a) atrofida chegaralangandir. Shu 
sababli oxirgi tenglikdan quyidagi munosabatni olamiz: 

f(n)(~) = f(n) (a) + O(x - a), x E V(a). (4.5.24) 

Endi, (4.5.24) bahoni (4.5.23) ning oxirgi hadiga qo'llab, o'z
o'zidan ko'rinib turgan 

(x - a)n . O(x - a) = O((x - at+!) 

munosabatdan foydalansak, talab qilingan (4.5.22) tenglikni olamiz . 

• 
Isbotlangan (4.5.22) formula f funksiyaning a nuqta atrofidagi 

asimptotik yoyilmasi deyiladi. Bu formulada o'ng tomondagi ko'phad 
f funksiya bilan, umuman aytganda, ustma-ust tushmasada, u f 
funksiyadan ko'phad darajasidan yuqoriroq tartibli cheksiz kichik 
miqdorga farq qiladi. Yoyilmaning nomi yunoncha «asimptotos» , 
ya'ni « ustma-ust tushmaydi» degan so'zdan olingan. 

Bu formula ko'pincha a = 0 bo'lganda qo'llaniladi. Bu hold a 
(4.5.22) formula quyidagi ko'rinishga keladi: 

f(x) = t f(~!(O) xk + O(xn+1), x E V(O). (4.5.25) 
k=o 

Ba'zi eng sodda elementar funksiyalarning noldagi asimptotik 
yoyilmalarini keltiramiz. 
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1) Eksponentaning yoyilmasi: 

x 2 x 3 xn n+l 
eX = 1 + x + - + - + ... + -, + 0 (x ). 

2! 3! n. 

2) Sinusning yoyilmasi: 

+ ... 
7! 

2n-l 

+ ( l)n-l x + O(x2n+l). 
... - (2n - I)! 

3) Kosinusning yoyilmasi: 

253 

( 4.5.26) 

( 4.5.27) 

x 2 x4 x6 x2n 
cosx = 1 --2' +, --6' + ... +(-It -(2 )' + O(x2n+2). (4.5.28) . 4.. n . 

Keltirilgan formulalar turli limitlarni hisoblashda asqotadi. 
4.5.1 - misol. Limitni hisoblang: 

1
. 1 - cos x cos 2x cos 3x 
1m 

x--tO 1 - cos x 
(4.5.29) 

Kosinusning O(X4) aniqlikdagi asimptotik yoyilmasini qo'llasak, 
(4.5.29) kasrning surati uchun 

1 - cos x cos2x cos3x = 

(4.5.30) 

ifodani olamiz. 
Xuddi shu usulda maxrajni quyidagi ko'rinishga keltiramiz: 
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Endi (4.5.30) va (4.5.31) ni (4.5.29) kasrga qo'ysak, 

1 - cos x cos 2x cos 3x 

1 - cos x 

IV Bob 

(4.5.31) 

tenglik hosil bo'ladi. Bundan yuqoridagi limit 14 ga teng ekanligi 
kelib chiqadi. 

§ 4.6. Differensiallar 

1. Birinchi differensial. Faraz qilaylik, f funksiya a nuqtada 
differensiallanuvchi bo'lsin. Argumentning h ga teng orttirmasiga 
mos kelgan f funksiyaning orttirmasini quyidagi ko'rinishda belgi
laymiz: 

~f(a, h) = f(a + h) - f(a). (4.6.1) 

Bu orttirmani, (4.1.10) formulaga ko'ra, quyidagi h --7 0 =? 

a(a, h) --70 implikatsiyani qanoatlantiruvchi biror a(a, h) yordami
da 

~f(a, h) = f'(a)h + a(a, h)h (4.6.2) 

kabi yozish mumkin. 
Funksiya orttirmasining h ga nisbatan chiziqli bo'lgan f'(a)h 

hadi f funksiyaning a nuqtadagi differensiali deyiladi va u df(a, h) 
orqali belgilanadi. Shunday qilib, 

df(a, h) = f'(a)h. (4.6.3) 
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Agar f funksiya biror intervalning har bir nuqtasida differen
siallanuvchi bo'lsa, uning differensiali ikki x va h o'zgaruvchilar 
funksiyasi bo'lib, u h bo'yicha chiziqlidir: 

df(x, h) = f'(x)h, 

An'ana bo'yicha h o'zgaruvchini dx deb belgilashadi va bu hold a 
differensial quyidagi ko'rinishga keladi: 

df(x, dx) = f'(x)dx, 

yoki yanada qisqa qilib, 

df f'(x )dx ( 4.6.4) 

kabi yoziladi. 
Masalan, 

d (sin x) = cos x dx. 

Yana bir misol: 

1 1 dx 
d(lntgx) = -. -- dx = ---

tg X cos2 X sm x cos x 

2. Birinchi differensial ko'rinishining invariantligi. Ba'zan 
x argumentning o'zi yangi t o'zgaruvchining funksiyasi bo'ladi. Mana 
shunday holda f (x) funksiyaning differensialini topaylik. Buning 
uchun, 

F(t) = f(x) = f[x(t)] (4.6.5) 

murakkab funksiyani t argumentning dt orttirmasiga mos kelgan 
orttirmasini izlaymiz. Agar f va x funksiyalar differensiallanuvchi 
bo'lsa, u holda F murakkab funksiya ham differensiallanuvchi bo'ladi 
va 

dF = dF(t, dt) = F'(t)dt = f'[x(t)]x'(t)dt (4.6.6) 

tenglik bajariladi. 
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Eudi, d:r = .r'(t)dt bo'lgaui uchuu, (4.6.6) tenglikni quyidagi 
ko'rinishda yozib olamiz: 

riP = j'(.r)rI.r. (-l.6.7) 

Ikki (4.6 . .5) va (-l. G. 7) teugliklardan 

df = j'(J')dx (4.6.8) 

rmmosabat kelib chiqadi. 
Shuuday qilib .. r argll111eutinin~ o'zi ham biror yangi o'zgarnvchining 

funksiyasi bo'lsa. f(.r) fuuksiyaniug (4.6.8) birinchi differensiali x1ld-
di (4.6.-1) kabi ko'riuishga e~a bO'lar ekan. Bu yerdagi ~'agona farq 
shundaki, (4.G.8) teuglikda d.r - fllnksiyauing differPllsialidir \'a bu 
tenglikni aslida quyidagi ma 'uo<1a tuShll11ish zarur: 

Izf(t.llt) = j'(.r(t)) d.r(t.rlt). 

Ynqoridagi (-l.G.8) tcuglik iJirinr:hi dlffen:nswl kO''{'mtslL'l:lI'mq 1'11-

variantligi deb uomlauadi. 

3. Ikkinchi differensial. FaI'a;, qilaylik. f fuubi~'a biror ill
tl'rvalda ikki marta. diffcreusiallanllvchi bo'biu. Bll fllubiya diffc
rmsiali quyidagi 

(Zf(.r,d.f) = j'(:r)d.r 

ko'rinishga ega oo'lib. u d:l' orttirmauing har bir tayiulallgan qiy
matida x o'zgarnvchiniug differensiallauuvchi flluksiyasi bo'ladi. Bu 
o·zgaruvchiga Ii oI'ttiI'ma bersak. 

df(x+h. dx)~df(.T, d.r) = [j'(.l·+h)~ j'(x)] dJ: = [.t"(.r)+o:(:l'. h)]h d.T 

munosabatni olamiz. b1luda h ----7 0 da 0(:1:. h) ----7 O. 
Birinchi diff('l"ensialning differeusiali birinchi differellsial orttir

masining h ga llisbatan chiziqli qismi bo'lib. u quyidagi kO'rinishga 
egadir: 

.t" (.z:) Ii, rlJ·. 
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Bu ifodaniu~ h = r/:r da~i qiymati f funksiyaniu?; ikkinchi d~ffe-
1'ensiali deb ataladi va rf2f = r/2f(.r. d.r) kahi belgilanadi, Shunclay 

qilib, 
({2 f = f" (.1') (d.l') '2. (.f.6.9) 

ya'ni ikkinchi cliff!'reusial d.l.' orttinnaniJl?; kvadratik flluksiyasi ekan. 
:\Iasalan. 

r/2(sill.l') = - sin.r (d.r)2. 

Encli .1: argument yaugi t o'zgaruvchining funksiyasi bO'l?;an hol
da f (.1') funksiyaning ikkinr hi differPIlsialilli t opamiz. Chllnonr hi. 
quyidagi murakkah fnnksiyani qaraymiz 

P(t) = f(,r) = f[,dt)] ( 4.6.10) 

va nni t argulllf'utniug lit orttirmasiga mos kPlgan ikkinchi diffprcn
;;ialini hisob1a~·miz. 

Agar f va ,/, funksiya.lar ikki marta diff!'H'llsiallanuvchi bo·l;;a. 
1: h()lda F 1111 uakka h fuuksi,\'« h,Hll ikki lllart a ,liffr'n'll~iallallll\'chi 

Lu·lib. 
FI/(t) = f"[.l' (t)][.r'(t)]2 + f'[.r(t)].rl/(t) 

tCllglik bajaliladi. 
Dl'lllak. 

d2F = d2F(t.dt) = F"(t)(dt)2 = J"[I'(t)][.I"(t) dt]2+f'[.I'(t)].I'''(t)(dt)2. 
(.f.G.lll 

Aga.r. (4.6.9) ta'rifga ko·ra . . 1'''(t)(rlt)2 = ([2:1' ekanini hisobga 
olsak. u holcla (4.G.10) \'a (4.G.ll) clau 

r/ 2 f = f" (.r)( d:r) '2 + f' (.r) (p. l' ( .f.6.12) 

lIlllI10sabatni olamiz. 

Emli (.f.G.9) va (.f.6.12) ni taqqoslasak, shuni ko'rish Illlunkinki, 
.1' o'zgarnvchi boshqa t o'/gamvchining fUllksiyasi bo'lga.n vaqtda, 
ikkil]chi diifcrcusialga qO'shilllcha f'(.r)d'2.r had qo'shilar ('kan. bun
da d2

.l' - .r o"zgarnvchining ikkinchi cliffpreIlsia.lidir. Shunclay qilib, 
ikkillCbi cliffl'H'usial kO'rinishi iuvarialltlik xossasiga. ('ga emas ekall. 
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4. Ixtiyoriy tartibli differensiallar. Berilgan f funksiyaning 
n-tartibli differensiali (n - 1 )-tartibli differensialning differensiali 
sifatida induktiv ravishda aniqlanib, 

(4.6.13) 

ko'rinishga ega bo'ladi. 
Haqiqatan, faraz qilaylik, f funksiya biror intervalda n marta 

differnsiallanuvchi bo'lib, uning (n - 1 )-differensiali aniqlangan va 
bu differensial uchun 

(4.6.14) 

tenglik o'rinli bo'lsin. 
Bundan chiqdi, f funksiyaning aniqlanishiga ko'ra, (n-1 )-tartibli 

differensial x o'zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyasi bo'lar 
ekan. Demak, 

dn- i f(x+h, dx)-dn- i f(x, dx) = [f(n-i)(x+h)- f(n-i) (x)] (dx)n-i = 

= [j(n) (x) + a(x, h)]h (dxr-i. 

Ravshanki, bu orttirmaning h bo'yicha chiziqli qismi 

( 4.6.15) 

ga teng. Ushbu (4.6.15) ifodaning h = dx dagi qiymati f funksiya
ning n-differensiali deyiladi. Shunday ekan, bu ta'rif va (4.6.14) 
tenglikdan (4.6.13) formula bevosita kelib chiqadi. 

Agar x o'zgaruvchi yangi t o'zgaruvchining funksiyasi bo'lib, 
n ~ 2 bo'lsa, f funksiyaning n-differensiali uchun formula mu
rakkabroq ko'rinishga ega ekanini ko'rsatish qiyin emas. Boshqacha 
aytganda, n-differensial ham, ikkinchi differensial kabi, invariantlik 
xossasiga ega bo'lmaydi. 

Eslatma. Teylor formulasi differensiallarda quyidagicha yozila-
di: 
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bu yerda 

R () 
_ dn+1 f(~, dx) 

n+l x - ( )" n+ 1 . 

§ 4.7. Kompleks qiymatli funksiyalarni difIerensiallash 

Ta'rif. Kompleks qiymatli va x haqiqiy 0 'zgaruvchili f (x) funksiya
ning x = a nuqtadagi hosilasi deb quyidagi limitga aytiladi: 

lim f (x) - f ( a ) = l' (x) . 
x-ta X - a 

(4.7.1) 

4.7.1 - tasdiq . Kompleks qiymatli va x haqiqiy 0 'zgaruvchili 
f(x) = u(x)+iv(x) funksiya differensiallanuvchi bo'lishi uchun uning 
haqiqiy u( x) va mavhum v (x) qismlarining differensiallanuvchi bo'lishi 
zarur va yetarli. 

Isbot bevosita hosila ta'rifidan kelib chiqadi. 
Ravshanki, kompleks qiymatli funksiya hosilasi 

1'(x) = u'(x) + iv' (x) 

ga teng. 
Masalan, agar 

e ( x ) cos x + i sin x 

bo'lsa, 
e' (x) - sin x + i cos x 

bo'ladi. 

(4.7.2) 
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Kompleks qiymatli funksiyalarni differensiallash amali xuddi haqi
qiy funksiyalar holidagidek xossalarga ega. 

Misol tariqasida ikki kompleks qiymatli funksiyalar ko'paytmasi
ning hosilasi uchun 

(lg)' = f'g + fg' (4.7.3) 

formulani isbotlaymiz. 
Faraz qilaylik, f = u + iv va 9 = P + iq funksiyalar differensial

lanuvchi bo'lsin. U holda, 4.7.1 - tasdiqqa ko'ra, 

fg = (up-vq)+i(uq+vp) 

formulada u, v, p va q lar differensiallanuvchi haqiqiy funksiyalar 
bo'ladi. 

Demak, yana 4.7.1 - tasdiqqa ko'ra, ko'paytma ham differen
siallanuvchi ekan. Endi (4.7.2) formulani va haqiqiy funksiyalar 
ko'paytmalarini differensiallash qoidasini qo'llasak, 

(lg)' = (u'p + up' - v'q - vq') + i(u'q + uq' + v'p + vp') 

tenglikni olamiz. 
Bundan talab qilinayotgan (4.7.3) formula bevosita kelib chiqa-

di: 

(lg)' = (u' + iv')(p+ iq) + (u + iv)(p' + iq') = f'g + fg'. 

Yana bir misol tariqasida kompleks qiymatli f funksiya a nuq-
1 

tada differensiallanuvchi bo'lib, f(a) -=J 0 bo'lganda, 7 funksiyaning 

shu nuqtadagi hosilasini topamiz. 
Shunday qilib, f = u+iv funksiya a nuqtada differensiallanuvchi 

bo'lsin. U holda, 4.7.1 - tasdiqqa asosan, har ikki u va v funksiyalar 
ham shu nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi. Yana 4.7.1 - tasdiqni 
qo'llab, o'z-o'zidan ko'rinib turgan 
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1 1 u . v 
-=--= -1 
fu +iv u2 + v"2u2 + v2 

tenglikka ko'ra, ~ funksiya ham a nuqtada differensiallanuvchi ekani-f . 
ga iqror bo'lamiz. 

Shunday ekan, g = } deb belgilab, (4.7.3) formulaga asosan, 

(fg)' = J'g + fg' = j + fg' 

ni olamiz. 
Madomiki (fg)' == 0 ekan, oxirgi tenglikdan 

I 1 fl f' 
g = -7 f = - J2 

hosil bo'ladi. 
Shunday qilib, 

(} )' (4.7.4) 

Haqiqiy va mavhum qismlari elementar funksiyalar bo'lgan kom
pleks qiymatli funksiyalarning hosilalari, (4.7.2) formulani qo'llab, 
os on topiladi. 

4.7.1 - misol. Aytaylik, c = a+ ib bo'lib, bunda a va b haqiqiy 
sonlar b i= 0 shartni qanoatlantirsin. Ushbu 

x-a 
<1>(x, c) = In V(x - a)2 + b2 + i arctg -b-

funksiya hosilasi topilsin. 

(4.7.5) 

Yechish. Hosilani hisoblash uchun biz (4.2.27) va (4.2.28) teng
liklar hamda (4.7.2) formuladan foydalanamiz. Natijada 

x - a b 
<1>' (x , c) = ( ) 2 b2 + i ( ) 2 b2 = x-a + x-a + 
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x - a + ib 
(x - a)2 + b2 

x-c 1 

Ix - cl 2 X - C 

IV Bob 

munosabatni olamiz, bu yerda c = a - ib, ya'ni ega qo'shma sondir 

Shunday qilib, 

<p'(x, c) = 
1 

x-c 
(4.7.6) 

Yuqori tartibli hosilalar ham shunga o'xshash hisoblanadi. 
4.7.2 - misol. Yana c = a + ib deymiz, bunda a va b lar haqiqiy 

sonlar bo'lib, b "I O. Yuqoridagi (4.7.5) funksiyaning n - tartibli 
hosilasi topilsin. 

Yechish. Agar (4.7.6) tenglikni ketma-ket differensiallasak, 

munosabatni olamiz. 

(-It-1 (n - I)! 
(x - c)n 

(4.7.7) tenglikni quyidagi ko'rinishda yozish mumkin: 

(_I)n-l <p(n)(x, c) = 1 
(n-l)! (x-c)n· 

(4.7.7) 

(4.7.8) 

Demak, (4.7.8) tenglikning o'ng tomonidagi funksiya oshkor ko'rinishda 
yoziladigan biror elementar funksiyaning hosilasi ekan. 

Eslatma. Agar c = a + ib bo'lsa, 

bo'ladi va shuning uchun, (4.7.5) funksiyani 

<I> (x, c) = In jx - cl + i arctg x ~ a, 1m c = b"l 0, (4.7.9) 

ko'rinishda yozish mumkin. 
Agarda b = 1m c = 0 bo'lsa, <I> (x ,c) funksiya quyidagi sodda 

ko'rinishga ega: 

<p(x, c) Inlx-cl,lmc=O. (4.7.10) 
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Bunda, albatta, hosila uchun (4.7.6) va (4.7.8) tengliklar o'rinli 
bo'lib qolaveradi. 

Shunday qilib, ixtiyoriy kompleks c soni va ixtiyoriy natural n 

uchun 
~ (_1)n-l <I>(n-l)(x,c) = 1 
dx (n - 1)! (x - c) n 

(4.7.11) 

tenglik bajarilar ekan, bunda <I>(x, c) funksiya b =J. 0 da (4.7.9) teng
lik va, b = 0 bo'lganda esa, (4.7.10) tenglik orqali aniqlangandir. 

§ 4.8. Funksiyalar grafigini tekshirish 

Ushbu paragrafda biz funksiyalar grafigini o'rganamiz. Eslatib 
o'tamizh biror E to'plamda aniqlangan I funksiyaning grafigi deb 
R2 dan olingan quyidagi 

f(J) = ((x,y) E R2 : I(x) = y, x E E} (4.8.1) 

nuqtalar to'plamiga aytilar edi. 
Boshqacha aytganda, I funksiya grafigi tekislikning (x, I (x)) 

ko'rinishdagi barcha nuqtalari to'plamidan iborat bo'lib, bunda x 
berilgan I funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishlidir. 

Agar funksiya berilgan intervalda differensiallanuvchi bo'lsa, hosi
la ishorasi yordamida bu funksiyaning monotonlik intervallarini aniq
lashimiz mum kin va natijada, funksiyaning lokal ekstremum nuq
talarini topa olamiz. Funksiya grafigini o'rganishni mana shu eks
tremum nuqtalarini topishdan boshlaymiz. 

1. Lokal ekstremum nuqtalarini topish. Yuqorida ekstre
mumning quyidagi zaruriylik sharti topilgan edi (4.3.1- Ferma teo
remasi): 

agar I Iunksiya c nuqtada diIIerensiallanuvchi bo'lib, shu nuqta
da lokal ekstremumga ega bo'lsa, I' ( c) = 0 bo'ladi. 

Berilgan I funksiyaning hosilasi nolga teng bo'lgan nuqta shu 
funksiyaning kritik yoki statsionar nuqtasi deyiladi. Oxirgi nom 
hosilaning mexanik rna 'nosiga asoslangan. Agar x - vaqt va I (x) 
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- biror harakatlanayotgan moddiy nuqtaning x vaqt momentida
gi koordinatasi bo'lsa, funksiya hosilasini moddiy nuqtaning tezli
gi deb qarashimiz mumkin. Agar biror a nuqtada tezlik nolga ay
lansa, ya'ni qaralayotgan moddiy nuqta bu momentda harakatdan 
to'xtasa, bunday nuqta f funksiyaning statsionar nuqtasi bo'ladi. 

Sodda f (x) = x3 funksiya misolida yuqoridagi shart yetarli 
emasligini ko'rish mumkin. Chunonchi, x = 0 nuqtada f'(0) = 0 
shart bajarilsada, 0 nuqta berilgan funksiya uchun lokal ekstremum 
nuqta bo'la olmaydi. 

Ushbu bandda biz lokal ekstremum uchun yetarlilik shartlari
ni topish masalasini o'rganamiz. Afsuski, lokal ekstremum uchun 
bir vaqtning o'zida ham yetarli, ham zarur bo'lib, oson tekshiri
ladigan shart hozirga qadar ma'lum emas. Shu sababli biz lokal 
ekstremum uchun turli vaziyatlarda tekshirishga qulay bo'lgan bir 
necha yetarlilik shartlarini keltiramiz. 

4.8.1 - teorema (ekstremumning birinchi yetarlilik shar
ti). Faraz qilaylik, f funksiya c nuqtaning biror atrofida differen
siallanuvchi bo'lib, f' (c) = 0 bo'lsin. Bundan tashqari, c nuqtaning 
o'sha atrofida quyidagi shart bajarilsin: 

x < c bo'lsa, l' (x) < 0 bo'lsin va 

x>c bo'lsa, f'(x»O bo'lsin. (4.8.2) 

U holda c nuqta f funksiyaning lokal minimum nuqtasi bo'ladi. 

y 

!1(c)=O 
o c x 

16-rasm 

Isbot. Agar x < c bo'lsa, [x, c] kesmada Lagranj formulasini 
qo'llab, (4.8.2) shartdan foydalansak, 
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f(c) - f(x) = f'(~)(c - x) < 0, x < ~ < c, 

munosabatni olamiz. 
Demak, 

x < c bo'lganda f(x) > f(c) bo'lar ekan. (4.8.3) 

Xuddi shu singari, x > c bo'lsa, [c, xl kesmada Lagranj formu
lasini qo'llab, teorema shartiga ko'ra, 

f(x) - f(c) = f'(~)(x - c) > 0, c < ~ < x, 

munosabatni olamiz. 
Demak, 

x < c bo'lganda f(x) > f(c) bo'lar ekan. ( 4.8.4) 

Shunday qilib, (4.8.3) va (4.8.4) larga ko'ra, x i= c bo'lganda 
f(x) > f(c) bo'lar ekan. Bu esa c nuqtaning lokal minimum nuqtasi 
ekanini anglatadi. 

• 
N atija. Faraz qilaylik, f funksiya c statsionar nuqtaning biror 

atrofida differensiallanuvchi bo'lib, quyidagi shartni qanoatlantirsin: 

x < c bo'lsa, J'(x) > 0 bo'lsin va 

x > c bo'lsa, J'(x) < 0 bo'lsin. (4.8.5) 

U holda c nuqta f funksiyaning lokal maksimum nuqtasi bo'ladi. 
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y 

o c x 

17-rasm 

Isbot qilish uchun 4.8.1 - teoremani h(x) = - f(x) funksiyaga 
qo'llash yetarli. 

Qayd etamizki, 4.8.1 - teorema f funksiya c nuqtadan chapda 
va o'ngda yotgan nuqtalarda differensiallanuvchi bo'lib, c nuqtaning 
o'zida esa faqat uzluksiz bo'lgan hold a ham o'rinlidir. Chunonchi, bu 
teoremani quyidagi umumiyroq ko'rinishda ham keltirish mumkin. 

4.8.1 * - teorema (ekstremum uchun birinchi yetarlilik 
shartining boshqa ko'rinishi). Biror 8 > 0 uchun f funksiya 
{x : 0 < I x - cl < 8} to 'plamning barcha nuqtalarida differensial
lanuvchi bo'lib, c nuqtaning o'zida uzluksiz bo'lsin. Agar c nuqtaning 
o-atrofida (4.8.2) shart bajarilsa, c nuqta f funksiyaning lokal mini
mum nuqtasi bo'ladi. 

Isbot 4.8.1 - teorema isbotini so'zma-so'z qaytarishdan iborat
dir. 

Xuddi shu singari, f funksiya c nuqtada differensiallanuvchi 
bo'lmay, bu nuqtada faqat uzluksiz bo'lgan holda ham, agar (4.8.5) 
shart bajarilsa, c nuqta f funksiyaning lokal maksimum nuqtasi 
bo'lishini ko'rsatish mumkin. 

4.8.1 -misol. Quyidagi 

f(x) Ix - cl 

funksiyani qaraymiz. 
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y 

/ 
f(x) = Ix-cl grafigJ 

o c x 

18-rasm 

Bu funksiya but un sonlar o'qida uzluksiz bo'lib, x = c nuq
tadan boshqa barcha nuqtalarda differensiallanuvchidir. Bu nuq
tadan tashqarida hosila quyidagicha aniqlanadi: 

f'(x) sign (x - c) 
{
-I, 

1, 

agar x < c bo'lsa, 

agar x > c bo'lsa. 

Demak, (4.8.2) shart o'rinli bo'lar ekan va shuning uchun, 4.8.1 * 
- teoremaga ko'ra, qaralayotgan funksiya x = c nuqtada lokal mini
mumga egadir. 

Shuni aytish joizki, (4.8.2) va (4.8.5) shartlarga ko'ra f funksiya 
hosilasining c nuqta atrofida chegaralangan bo'lishi shart emas. 

4.8.2 - misol. Quyidagi 

f(x) 1 - vIxI 

funksiyani qaraymiz. 
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y 

1 

-1 o 

19-rasm 

Bu funksiya butun sonlar o'qida uzluksiz bo'lib, x = 0 nuq
tadan boshqa barcha nuqtalarda differensiallanuvchidir. Bu nuq
tadan tashqarida hosila quyidagicha aniqlanadi: 

f'(x) 
sign x 

---
2M { ~;lX' 

2.Ji' 

agar x < 0 bo'lsa, 

agar x > 0 bo'lsa. 

Demak, (4.8.5) shart o'rinli bo'lar ekan va shuning uchun, qa
ralayotgan funksiya x = 0 nuqtada lokal maksimumga egadir. 

Navbatdagi yetarlilik shartini tekshirish os on bo'lsada, u o'rgani
layotgan funksiyaga ko'proq shart qo'yadi. Chunonchi, statsionar 
nuqtada bu funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi mavjud bo'lishi 
talab qilinadi. 

4.8.2 - teorema (ekstremumning ikkinchi yetarlilik shar
ti). Faraz qilaylik, c nuqtaning biror atrofida f funksiya hosila
ga ega bo'lib, bu nuqta f ning statsiQnar nuqtasi bo'lsin. Bundan 
tashqari, f funksiya c nuqtada ikkinchi -tartibli hosilaga ega bo'lsin. 

Agar f" ( c) > 0 bo'lsa, c nuqta f funksiyaning lokal minimum 
nuqtasi bo'ladi va f"(c) < 0 bo'lganda esa, c nuqta funksiyaning 
lokal maksimum nuqtasi bo'ladi. 
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Isbot. Avval f"(c) > 0 deb faraz qilamiz. U holda 4.3.1 -
tasdiqqa asosan, bu tengsizlik f' (x) birinchi hosilaning c nuqta
da o'sishini anglatadi. Bundan chiqdi, f'(c) = 0 bo'lgani sababli, 
(4.8.2) shart o'rinlidir. Demak, c nuqta f funksiyaning lokal mini
mum nuqtasi ekan. 

Teorema f"(c) < 0 bo'lgan hold a ham xuddi shunga o'xshab 
isbotlanadi. 

• 
Eslatrna. Agarda f"(c) = 0 bo'lsa, 4.8.2 - teorema c statsio

nar nuqtaning lokal ekstremum nuqtasi bo'lishi haqida biror tayinli 
javob bera olmaydi. Bu holda yanada yuqoriroq tartibli hosilalarni 
o'rganishga to'g'ri keladi. 

4.8.3 - teorerna. Faraz qilaylik, kEN uchun f funksiya c nuq
taning biror atrofida 2k - 1 - tartibli hosilaga ega bo'lib, c nuqtaning 
o'zida esa, 2k - tartibli hosilaga ega bo'lsin. 

Bundan tashqari, 

J'(c) = J"(c) = ... = f(2k-l l (C) = 0 (4.8.6) 

tengliklar bajarilsin. U holda, agar f(2k) ( c) > 0 bo'lsa, c nuqta f 
funksiyaning lokal minimum nuqtasi bo'ladi va f{2k l (c) < 0 bo'lganda 
esa, c nuqta f funksiyaning lokal maksimum nuqtasi bo'ladi. 

Isbot. Teylor formulasini qo'llasak, c va x nuqtalar orasida 
shunday ~ nuqta topiladiki, u uchun 

f"(c) f(3)(c) 
f(x) = f(c) + J'(c)(x - c) + -,-(x - c)2 + ,(x - C)3 + .. + 

2. 3. 

f {2k-2)( ) f{2k-l)(C) + c (x _ C)2k-2 + .." (x _ c)2k-i 
(2k - 2)! (2k - I)! 

I. t""\ ,..,.\ 

~ 4.1:S.,) 

tenglik o'rinli bo'ladi. 
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Endi, (4.8.6) shartni e'tiborga olsak, (4.8.7) dan 

j (2k-l)(C) 
j(x) - j(c) = <, (x - c)'~k-l 

(2k - 1)! ' 

munosabat kelib chiqadi. 

0< ~ - c < 1, 
x-c 

IV Bob 

(4.8.8) 

Aniqlik uchun, 2k - tartibli hosila j(2k)(c) > 0 shartni qanoat
lantiradi, deb faraz qilamiz. 4.3.1 - tasdiqqa asosan, bu tengsizlik 
oldingi j(2k-l)(x) hosilaning c nuqtada o'sishini anglatadi, ya'ni c 
nuqtadan chapda u c nuqtadagi qiymatidan kichik qiymat qabul 
qiladi va c nuqtadan o'ngda esa, bu hosila c nuqtadagi qiymatidan 
katta qiymat qabul qiladi. Teoremaning shartiga ko'ra j(2k-l) (c) = 
Ova, bundan tashqari, (4.8.8) da ~ nuqta c va x nuqtalar orasida 
yotadi. Shularni hisobga olsak, quyidagi shartga ega bo'lamiz: 

x < c da j(2k-l) (~) < 0 bo'ladi va 

x > c da j(2k-l)(~) > 0 bo'ladi. 

Demak, (x - c)2k-l funksiyaning toqligi tufayli, 

j(2k-l)(~)(X _ c)2k-l > 0, x =1= c. 

Shunday ekan, (4.8.8) dan 

j(x) > j(c), x =1= c 

kelib chiqadi. 

(4.8.9) 

Ravshanki, bu tengsizlik c nuqta j funksiyaning lokal minimum 
nuqtasi ekanini anglatadi. 

Teorema j{2k)(c) < 0 bo'lgan holda ham xuddi yuqoridagidek 
isbotlanadi. 

• 
2. Funksiya grafigining qavariqligi. Biror (a, b) intervalda 

differensiallanuvchi bo'lgan j funksiyani qaraymiz. Eslatib o'tamizki, . I 
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(-!.8.1) ta'rifga ko"ra, (a, b) intervaldan olingan istalgan c uchun 
bu funksiya grafigiuing mos nuqtasini (c, f(c)) ko'rinishda yozish 
mumkin. 

Qaralayotgan funksiya differensiallanuvchi bo'lgani uchun, uning 
grafigi har bir nuqtada urinmaga egadir. Chunonchi, agar c nuqta 
(a, b) intervalning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsa, grafikning (c, f(c)) nuq
tasidan o"tkazilgan urinma quyidagi tenglamaga ega: 

K(x) = f(c) + f'(c)(x - c). ( 4.8.10) 

Boshqacha aytganda, f funksiya grafigining (c, f(c)) nuqtasi
dan o'tkazilgan urinma (4.8.10) funksiyaning grafigi bilan ustma-ust 
tushadi. 

Agar (a, b) intervalning ixtiyoriy x nuqtasi uchun 

f(x) ~ f(c) + f'(c)(x - e), a < x < b, (4.8.11) 

tengsizlik bajarilsa, u hold a f funksiya grafigi o'zining (c, f( e)) nuq
tasidan o'tkazilgan urinmadan pastda yotadi deyiladi. 

Agar (4.8.11) da "~"belgini 112: 1Ibelgiga almashtirsak, biz funksiya 
grafigi urinmadan tepada yotishining shartini olamiz. 

Ta'rif. Agar biror intervalda dillerensiallanuvchi lunksiyaning 
graligi har qanday urinmadan pastda yotsa, bu gralikning qavariq
lik yo 'nalishi yuqoriga qaragan deb ataladi. 

Shunga o'xshash, agar funksiya grafigi har qanday urinmadan 
yuqorida yotsa, bu grafikning qavariqlik yo 'nalishi pastga qaragan 
deyiladi. 

Qavariqlik yonalishi ikkinchi tartibli hosila ishorasi yordamida 
aniqlanishi mumkin. 

4.8.4 - teorema. Berilgan I lunksiya (a, b) intervalda ikkinehi 
tartibli hosilaga ega bo 'lsin. U holda, 

1) agar f" (x) 2: 0 bo'lsa, I lunksiya graligining qavariqlik yo 'nalishi 
pastga qaragan bo'ladi; 

2) agar I" (x) ~ 0 bo'lsa, I lunksiya graligining qavariqlik yo 'nalishi 
yuqoriga qaragan bo'ladi. 
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y 

----0 x 
20-rasm 

l "X: 
~ 

~f 
~ 

", 

• x 
21-rasm 

Isbot. Faraz qilaylik, c nuqta (a, b) intervalning ixtiyoriy nuq
tasi bo"lsin. Teylor formulasiga ko"ra, 

f(x) = f((') + f'(c)(x - c) + 1"\0 (x - c)2. 
2. 

( 4.8.12) 

Agar ikkinchi tartibli hosila manfiy bo'lrnasa, (4.8.12) dan 

f(x) :::::: f(c) + j'(c)(x - c) 

tengsizlikni olamiz. 
Bu tengsizlik f funksiya grafigi urinmaclan yuqorida yotishini 

anglatadi. Demak, uning qavariqlik yo'nalishi pastga qaragan ekan. 
Agarda 1" ~ 0 bo'lsa, isbot xuddi yuqoridagidek bo'ladi. 

• 
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3. Bukilish nuqtalari. Funksiya grafigining qavariqligi funksiya 
aniqlanish sohasining turli intervallarida turli yonalishlarga ega bo'li
shi mumkin. Berilgan funksiyaning grafigini chizishda qavariqlik 
yo'nalishlari o'zgaradigan nuqtalar muhim ahamiyatga egadirlar. 

Ta'rif. Agar shunday 8 > 0 mavjud bo'lsaki, ikki (c - 8, c) 
va (c, c + 8) intervallardan birida f funksiya grafigining qavariqlik 
yo 'nalishi pastga va boshqasida yuqoriga qaragan bo'lsa, grafikning 
(c, f(c)) nuqtasi bukilish nuqta deb ataladi. 

4.8.5 - teorerna (bukilish nuqta uchun zaruriylik sharti). 
Berilgan f funksiya c nuqtaning biror atrofida ikki marta differen
siallanuvchi bo'lib, ikkinchi tartibli f" (x) hosila c nuqtada uzluk
siz bo'lsin. Agar (c, f(c)) nuqta bukilish nuqtasi bo'lsa, f"(c) = 0 
bo'ladi. 

Isbot. Teskarisini faraz qilish usuli bilan isbotlaymiz. A vval 
f" ( c) > 0 bo'lsin deylik. Shartga ko'ra ikkinchi hosila c nuqtada 
uzluksiz. Shuning uchun, 3.5.1 - tasdiqqa asosan, c nuqtaning biror 
8-atrofida u ishorasini saqlaydi: 

J"(x) > 0, c-8<x<c+8. ( 4.8.13) 

Shunday ekan, 4.8.4 - teoremadan f funksiya grafigining qavariq
lik yo'nalishi c nuqtadan chapda ham, o'ngda ham pastga qaragan
ligi kelib chiqadi. Bu esa (c,J (c)) ning bukilish nuqtaligiga ziddir. 

Shunga o'xshash, fff (c) < 0 tengsizlikdan f funksiya grafigi 
qavariqlik yo'nalishining c nuqtadan o'ngda ham va chapda ham 
yuqoriga qaraganligi kelib chiqadi. Bu ham (c, f(c)) ning bukilish 
nuqtaligiga ziddir. 

Shunday qilib, f"(c) = 0 ekan. 

• 
4.8.5 - teorema bukilish nuqta uchun zaruriy shartni beradi. 

Lekin bu shart yetarlilik sharti bo'la olmaydi. Misol sifatida f (x) = 
x4 funksiyani olish mukin. Bu funksiya uchun f"(:r) = 12 :1,2 2': O. 
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Demak, 1"(0) = 0, lekin funksiya grafiginin!!, qavariqlik YO'nalishi 
pastga qaragan. 

4.8.6 - teorerna (bukilish nuqta uchun birinchi yetarlilik 
sharti). Berilgan f funksiya c nuqtaning biror atrofida ikki marta 
differensiallanuvchi bo'lib. 1" (c) = 0 bo'lsin. Agar ikkinchi tartib
Ii hosila c nuqtadan chapda va 0 'ngda turli ishomlarga ega bo'lsa. 
( c, f ( c)) nuqta f funksiya grafigining bukilish nuqtasi bo'ladi. 

Isbot bevosita 4.8.4 - teoremadan kelib chiqadi. Haqiqatan ham, 
bu teoremaga ko'ra, f funksiya grafigining qavariqligi c nuqtaning 
chap va o'ng tOUlonlarida turli YO'nalishlarga ega. Shuning uchun, 
(c, f(c)) - bukilish nuqtadir. 

• 
Eslatrna. Ravshanki, 4.8.6 - teoremada ikkinchi tartibli hosilani 

c nuqtaning o'zida mavjudligini talab qilish shart bo'lmasdan, bu 
hosilaning c nuqtadan chap va o'ng tomonda turgan nuqtalarda 
mavjud bo'lib, o'sha c nuqtadan chap va o'ngda turli ishoralarga 
ega bo'lishini talab qilish yetarlidir. 

4.8.3 - rnisol. Quyidagi 

f(x) xvfxT 
funksiyani qaraymiz. 

I 
t, 
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y 

f(x) = xM 

o x 

22-rasm 

Bu funksiya butun soniar o'qida uzIuksiz differensiallanuvchi 
bo'lib, uning hosilasi 

J'(x) = ~vTxf 
ga teng. 

Ravshanki, f funksiya x = 0 nuqtadan boshqa barcha nuqtaIar
da ikkinchi tartibli hosilaga ega. Bu hosiia nol nuqtadan tashqarida 

ga teng. 

f" ( X ) = ~ sign x 
4 vTxT 

Ikkinchi tartibli hosiia x = 0 nuqtadan chapda va o'ngda har 
xiI ishoralarga ega bo'igani uchun, funksiya grafigining qavariqIigi 
chap va o'ngda turli yo'naiishlarga ega va shuning uchun, (0,0) 
nuqta bukilish nuqtadir. 

Navbatdagi yetarIiIik shartini tekshirish oson bo'isada, Ie kin u 
o'rganilayotgan funksiyaga ko'proq shart qo'yadi. Chunonchi, bu 
shartda funksiya uchinchi tartibli hosilasining bukilishlikka tekshiri
Iayotgan nuqtada mavjudligi talab qilinadi. 
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4.8.7 - teorema (bukilish nuqta uchun ikkinchi yetarlilik 
sharti). Berilgan J J1lnksiya (. u1lqtaning biror atroJida ikki marta 

diJJerenSULllan1wchi bo 'lib, J" (c) = 0 bo'lsin. Agar c nuqtada uchin
chi tartzbli hosila rnavjud bo ·lib. P \) ((') # 0 bo'l.oa, J Junkszya graJigi 

( c, J ( c)) nuqtada bukilishga ega bo ·ladi. 

Isbot. Aniqlik uehun JP) ((') > 0 deylik. U holda, 4.3.1 - tas
diqqa ko'ra, ikkinchi tartibli 1" (.r) hosila c nuqtada o'sadi, va 1" (c) = 

o bo'lgani ueh11n. ikkinchi tartibli hosila c nuqtadan chapda manfiy 
va undau o'n?;da Illusbat bo'lacli. Shuning 11chu11 , 4.8.6 - teorema?;a 
asosan, J funksi~ra grafigi (c, J (c)) 11uqtada bukilishga ega. 

• 
Agar JII/(c) = 0 bo'lsa, 4.8.7 - teorema J funksiya grafigi (c, J(r)) 

nuqtacla bukilishga ega bo'lishi haqida heeh qanday rna'lumot be
ra olmaydi. Bu hold a biror ijobiy natija olish uehun funksiyaning 
yuqoriroq tartibli hosilalarini tekshirish lozim. 

4.8.8 - teorema. Faraz qilaylik, kEN uchun J funksiya c 

nuqtaning biror atroJida 2k -tartibli hosilaga ega bo'lib, c nuqtamng 

o 'zida esa 2k + 1 -tartibli hosilaga ega bo'lsin. 

Bundan tashqari 

J"(c) = J"'(c) = ... = J(2k)(c) = 0 (4.8.14) 

shart bajarilsin. 

Agar J(2k+l)(c) # 0 bo'lsa, (c, J(c)) nuqta J Junksiya gtaJigining 

bukilish nuqtasi bo'ladi. 

Isbot. Ikkinehi tartibli hosila 1" (x) uehun Teylor formulasidan 
foyclalanamiz. Bu formulaga asosan, c va x nuqtalar orasida shun
day ~ topiladiki, u uehun 
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j (2k-l) ( ) j(2k)(C) + c (x _ C)2k-3 + <., (x _ C)2k-2 
(2k - 3)! (2k - 2)! 

tenglik o'rinli bo'ladi. 
Agar (4.8.14) tengliklarni e'tiborga olsak, (4.8.15) dan 

1"( ) = j(2k)(O (x _ c)2k-2 
x (2k-2)! ' 

munosabatni olamiz. 

~-C 
0< -- < 1, 

x-c 
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(4.8.15) 

( 4.8.16) 

Aniqlik uchun 2k + 1 - tartibli hosila c nuqtada musbat bo'lsin, 
deb faraz qilamiz, ya'ni j(2k+l)(c) > 0 bo'lsin. Natijada, 4.3.1 -
tasdiqqa asosan, oldingi j(2k) (x) hosilaning c nuqtada o'sishi kelib 
chiqadi. Boshqacha aytganda, bu hosila c nuqtadan chapda bu nuq
tadagi qiymatdan kichik va undan o'ngda esa, bu qiymatdan katta 
qiymat qabul qiladi. Bundan, j(2k)(c) = 0 bo'lgani va ~ nuqta c va 
x nuqtalar orasida yotgani uchun, 

x < c da j(2k)(~) < 0 bo'ladi va 

x > c da j(2k)(~) > 0 bo'ladi 

degan shartning bajarilishi ma'lum bo'ladi. 
Demak, (x - c)(2k-2) funksiya juft bo'lgani uchun, 

(4.8.17) 

(4.8.18) 

ifoda c nuqtaning chap va o'ng tomonlarida turli ishoralarga ega. 
Shunday ekan, (4.8.16) tenglikdan ikkinchi tartibli f"(x) hosila ham 
xuddi shunday xossaga ega ekani kelib chiqadi. U holda, 4.8.6 -
teoremaga ko'ra, j funksiya grafigi (c, j(c)) nuqtada bukilishga ega. 

j(2k+l)(C) < 0 bo'lganda ham isbot xuddi shu yo'l bilan am alga 
oshiriladi. 

• 
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4. Funksiya grafigining asirnptotalari. Fllnksiya grafigini 
o'rgallilayotgallda kO'pillcha yaxshi llla'lulIl bo'l~an shllnday «etalon» 
funksiya topishga harakat qilinadiki. llnin~ grafigi qaralayotgall funksi
ya grafigiga iloji boricha yaqin bo·lsill. Ko'p hollarda ana shunday 
etaloll fUllksiya sifa tida 

y = k,r + b ( .f.8.19) 

ko'rinishga ega hO'lgall chiziqli fllnksiya olinadi. 

Ta'rif. Agar f f71nksiya 

f(x) = kx + b + a(l') ( 4.8.20) 

ko'rinishga ega bo ·lib. bunda 

lim 0:(.1') = 0 
x-++oo 

(4.8.21) 

bo'lsa, (4.8.19) tenglik bilan aniqlangan funbiya f funksiyaning 
l' --+ +x dagi asimptotasi deb atalad~. 

l'vlasalan. 

')2+3 +~ f(,r) = _,1' .1' .J 

.1' + 1 

funksiya grafigi 

y = 2,1' + 1 

asimptotaga ega. ChUllki 

.f 
{(.r) = 2.1' + 1 + --. 
. .f' + 1 
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.1/ 
/ 

y= 2x+l 

x 

23-rasm 

Funksiyaning x -+ -00 dagi asimptotasi ham xuddi yuqoridagidek 
aniqlanadi. 

4.8.9 - teorema. Berilgan f funksiya grafigi x -+ +00 da 
(4- 8.19) asimptotaga ega bo'lishi uchun quyidagi ikki 

lim f(x) = k 
x-t+oo x 

( 4.8.22) 

va 

lim [j(x) - kx] = b 
x-t+oo 

( 4.8.23) 

limitlarning mavjud bo'lishi zarur va yetarli. 
Isbot. 1) Faraz qilaylik, (4.8.20) va (4.8.21) shartlar bajarilsin. 

(4.8.20) tenglikni 

f(x) = k + !!.- + Q1(x) 
x x x 

( 4.8.24) 

kabi yozib olamiz. Agar (4.8.21) ni e'tiborga olsak, (4.8.24) teng
likdan (4.8.22) kelib chiqadi va (4.8.20) tenglikdan esa, (4.8.23) ni 
olamiz. 
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2) Endi (4.8.22) va (4.8.23) limitlar mavjud bo'lsin, deb faraz 
qilamiz. Limitga o'tish amali chiziqli bo'lgani uchun, (4.8.23) teng
likni 

lim [J(x)-kx-b] = 0 
x~+oo 

deb yozib olishimiz mumkin. 
Ravshanki, bundan (4.8.21) asimptotik tenglikka ega bo'lamiz . 

• 
Ta'rif. Agar quyidagi ikki 

lim f (x) yoki lim f (x) 
x~+a x~-a 

bir tomonlama limitlardan kamida bittasi +00 yoki -00 ga teng 
bo'lsa, f funksiya grafigi x = a vertikal asimptotaga ega deyiladi. 

y. 

24-rasm 

5. Funksiya grafigini xomaki chizish. Bu bandda, yuqorida
gi natijalarga asoslanib , funksiya grafigini o'rganish va qurishning 
asosiy bosqichlarini keltiramiz. 
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4.8.4 - misol. Funksiya grafigini yasang: 

f(x) = (2x + 3)e2
/

x
. ( 4.8.25) 

y 

V 
: 

y=2x+7 

x 

25-rasm 

1. Avvalo shuni qayd etamizki, ' (4.8.25) tenglik bilan f funksiya 
x = 0 nuqtadan boshqa barcha x E R nuqtalarda aniqlangan. Shu
ning uchun, biz f funksiyaning tabiiy aniqlanish sohasi sifatida 

D(f) = (-00, 0) U (0, +(0) ( 4.8.26) 

to'plamni olishimiz mumkin. 
2. Ravshanki, o'rganilayotgan funksiya nolga faqat Xo = -3/2 

nuqtada aylanadi. Bundan tashqari, funksiya ' (-00, - ~) yarim 
. 2 

to'g'ri chiziqda manfiy va (-%' 0) hamda (0, +(0) intervallarda 

musbat qiymatlarni qabul qiladi. 
o nuqtada chap limit nolga teng: 

.. lim f(x) = 0, 
x-tO-O 

( 4.8.27) 

bu nuqtada o'ng limit esa, +00 ga teng: 
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lim 1(x) = +00. 
X~O+O 

( 4.8.28) 

3. Berilgan (4.8.25) funksiya hosilasi 

? ? 
1'(x) = -=-(x2 - 2x - 3)e2

/
x = -=-(x + 1)(x - 3)e2

/
x 

x2 X2 
( 4.8.29) 

ga teng. 
Bevosita bu tenglikdan statsionar nuqtalar Xl = -1 va X2 = 3 

ekani kelib chiqadi. Xl = -1 nuqtadan chapda va X2 = 3 nuqtadan 
o"ngda hosila musbat bo'lib, boshqa barcha nuqtalarda u manfiy 
bo'ladi. Demak, Xl = -1 nuqta funksiyaning lokal maksimum va 
X2 = 3 nuqta esa, uning lokal minimum nuqtalari ekan. Bundan 
tashqari, 

1( -1) = e- 2 = 0, 135 ... , 1(3) = ge 2
/

3 = 17,529 ... 

Funksiya (-00, -1) yarim to'g'ri chiziqda o'sadi, (-1, 0) va 
(0, 3) intervallarda esa u kamayib, (3, +(0) yarim to'g'ri chiziqda 
funksiya yana o'sadi. 

4. Ikkinchi tartibli hosila 

1"(x) = 20 (X + ~) e2/x 

x4 5 
(4.8.30) 

ga teng. 
3 

Bu tenglikdan ikkinchi tartibli hosila X3 = - 5 nuqtada nolga 

aylanishi kelib chiqadi. Bundan tashqari, 

( 3) _ 9 -10/3_ 1 -5 - 5 e - 0,064 ... 

ekanini ko'rish oson. 
Ikkinchi tartibli hosila bu nuqtadan chapda manfiy va o'ngda 

musbat. Shuning uchun, (X3, 1(X3)) nuqta (4.8.25) funksiya grafigi
ning bukilish nuqtasidir. Bu nuqtadan chapda funksiya grafigining 
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qavariqlik YO'nalishi tepaga qara~an, o'ngda esa bu YO'nalish pastga 
qaragan. 

5. Teylor formulasidan x ----7 ±oo da 

2/ 2 0(1) 
e x = 1 + - + --, :1: ----7 ±oo, 

.1' ,1'2 

ekanligi kelib chiqadi. 
Shuning uchun, 

( 
2 0(1)) 0(1) 

f(x)=(2x+3) 1+-+-,,- =2:1'+7+--. 
J' x~ J' 

(4.8.31) 

Bu tenglik funksiya grafigi 

y = 2,r + 7 ( 4.8.32) 

og'ma asimptotaga ega ekanligini anglatadi. 
Bundan tashqari, (4.8.28) tenglikka ko'ra, ordinatalar o'qi grafik

ning vertikal asimptotasi bo'ladi. 
1-5 bandlarda o'rnatil~an xossalar~a asosan funksiya grafiginin~ 

xomaki chizmasini qurishimiz mumkin (25-rasmga qarang). 

§ 4.9. Misollar 

1 - misol. Agar f(:1') = aX bo'lsa, hosila ta'rifidan foydalanib 
f'(2) ni hisoblang. 

Ko'rsatma. (3.10.2) tenglikdan foydalaning. 

2 - misol. Quyidagi 
y = lnx 

funksiya Ox o'qini qanday burchak ostida kesadi'? 
Ko'rsatma. Hosilaning geometrik ma'nosidan foydalaning. 
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3 - misol. Agar f(x) differensiallanuvchi va n natural son bo'lsa, 

(4.9.1) 

tellglikni isbotlang. Aksincha, agar (4.9.1) tellglik o'rinli bo'lsa, f 
funksiya hosilaga ega, deyish mumkinmi? 

Ko'rsatma. (4.9.1) tenglikni isbotlash uchun hosila ta'rifidan 
foydalaning. Teskari tasdiqni tekshirish uchun D (x) Dirixle funksiyasi
ni tekshiring. 

4 - misol. Agar 
a) f(x) funksiya x = Xo nuqtada hosilaga ega bo'lib, g(x) funksiya 

shu nuqtada hosilaga ega bo'lmasa, yoki 
b) har ikkala f (x) va g (x) funksiyalar x = Xo nuqtada hosilaga 

ega bo'lmasa, 

F(x) = f(x)g(x) 

funksiya x = Xo nuqtada hosilaga ega emas deyish mumkinmi? 
Ko'rsatma. a) f(x) = x - Xo va g(x) = Ix - xol funksiyalarni 

x = Xo nuqtada tekshiring. 
b) f(x) = D(x) va g(x) = 1 - D(x) funksiyalarni istalgan Xo 

nuqtada tekshiring. 

5 - misol. Agar f( x) funksiya chekli ( a, b) intervalda differen
siallanuvchi bo'lib, 

lim l' ( x) = 00 
x-ta 

bo'lsa, albatta 
lim f(x) = 00 
x-ta 

bo'ladi, deyish mumkinmi? 
Ko'rsatma. f(x) = ~ funksiyani tekshiring. 

6 - misol. Limitni hisoblang: 

lim {jX. 
x-t+oo 



§ 4.9. Misollar 285 

Ko'rsatma. A vvalln \IX = h,:.x deb, so'ngra Lopital qoidasidan 
foydalaning. 

7 - misol. Limitni hisoblang: 

lim xx. 
x-++lJ 

Ko'rsatma. Almashtirish bajarib, ayyalgi misolga keltiring. 

8 - misol. Quyidagi egri chiziq asimptotasini toping: 

Xl+x 

y = (1 ). (x > 0). +.r J 

Ko'rsatma. 4.8.9 - teoremani qo'llang. Limitlarni hisoblashda 
ikkinchi ajoyib limit va Lopital qoidasidan foydalaning. 

9 - misol. Agar y = .r3e2x bo'lsa, y(20) ni topiIlg. 
Ko'rsatma. Leybnits formlllasidan foydalanin~. 

10 - misol. Agar f (x) funksiya che ksiz (x 0, +(0) in tervalda 
differensiallanuvchi bo'lib, 

lim l' ( x) = 0 
x-++oo 

bo'lsa, 

lim f ( x) = 0 
x-++oo x 

ekanini isbotlang. 
Ko'rsatma. (4.4.3) Koshi formulasidan foydalaning. 

11 - misol. Teylor formulasidan foydalanib, limitni hisoblang: 

. 1 - (cos x) tg X 

hm ------'--::---'--
x-+o X sin 2 x 
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Ko'rsatma. f(x) = (cosx)tgr = etg:rlJl(cosx) funksiyaga 0(x4) 
qoldiq hadli va g(.1') = sin 2 .r funksiyaga 0(x3 ) qoldiq hadli Teylor 
formulasini qo'llang. 

12 - misol. Aniqmaslikni oching: 

lim (tgx)tg 2x 
x-+f 

Ko'rsatma. (tgx)tg 2X = etg2xln(tgx) deb, darajadagi funksiya 
limitini hisoblash uchun Lopital qoidasini qo'llang. 



V Bob. Aniqrnas integral 

§ 5.1. Boshlang'ich funksiya 

1. Boshlang'ich funksiya tushunchasi. Biror intervalda ikki 
f va F funksiyalar berilgan bo'lib, ular 

F'(x) = f(T) (5.1.1) 

munosabat bilan bog'langan bo'lsin. 
Yuqorida bayon qilinganidek, bunda f funksiya F funksiyaning 

hosilasi deyiladi. IV bobda F funksiyani bilgall hold a f funksiyani 
topish uSll11arini ko'rib chiqdik. 

Ushbu bobda esa biz teskari masalani o'rganamiz, ya'ni a?;ar 
f funksiya ma'lum bo'lsa, hosilasi f ga teng bo'lgan F funksiyani 
topish usulllari bilan tanishamiz. 

Ta'rif. Agar F funksiya biror intervalda differensiallanuvchi 
bo 'hb, (5.1.1) tenglik bajarilsa, F funksiya shu intervalda f funbiya 
nchun boshlang'ich funksiya deyiladi. 

5.1.1 - misol. Ma'lumki. (sinT)' = cosx. Demak, 

f(x) = COST 

funksiyaning boshlang'ich funksiyasi 

F(x) = sinT 

bo'ladi. 
Matematikada ko'p hollarda berilgan amalga teskari amal ya

gona ravishda aniqlanmaydi. Masalan, kvadratga oshirish amaliga 
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teskari amal kvadrat ildiz chiqarish amalidir. Bunda har bir haqiqiy 
x soni uchun a = .];2 son yagona ravishda aniqlansada, ammo istal
gan musbat a soni uchun shunday ikki turli Xl va X2 sonlar topi
ladiki, ularni har birining kvadrati a ga teng bo'ladi. 

Shunga o'xshash hoI berilgan funksiyaga boshlang'ich funksiyani 
topishda ham sodir bo'ladi. Chunonchi, agar F( x) funksiya f uchun 
boshlang'ich funksiya bo'lsa, istalgan C o'zgarmasui olsak, F( x) + 
C funksiya ham, albatta, yana boshlang'ich funksiya bo'ladi. Shu 
o'rinda f funksiyaning bundan boshqa boshlang'ich funksiyaga ega 
emasligini qayd etish lozim, ya'ni navbatdagi teorema o'rinlidir. 

5.1.1 - teorerna. Agar ikki Fl va F2 funksiyalar biror intervalda 
f funksiya uchun boshlang'ich funksiyalar bo'lsa, u holda shunday 

C 0 'zgarmas son topiladiki, qayd etilgan intervalda 

(5.1.2) 

tenglik bajariladi. 

Isbot. Agar 

deb belgilasak, ravshanki, 

g' ( x ) = F{ ( x) - F~ ( x ) = f ( x) - f ( x ) = 0 

bo'ladi. Demak, Lagranj formulasining natijasiga ko'ra, g (x) = const 
ekan. 

• 
Berilgan f funksiya uchun boshlang'ich funksiya topish jara

yoni f funksiyani integrallash deyiladi. Masalan, cos x funksiyaning 
integrallash natijasi sin x funksiyasidir. 

Agar F funksiya f uchun biror boshlang'ich funksiya bo'lsa, 
5.1.1 - teoremadan istalgan boshqa boshlang'ic h funksiyaning F (x) + 
C ko'rinishga ega ekanligi kelib chiqadi, bunda C ixtiyoriy o'zgarmas 
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sondir. Bu F( x) +C funksiya J uchun boshlang'ich bo'lgan funksiya
laming eng umumiy ko'rinishi bo'lib, uning muhimligi tufayli, u 
aniqmas integral degan maxsus nomga ega. A.niqmas integral quyida
gicha belgilanadi: 

J J(x)dx. (5.1.3) 

Shunday qilib, J funksiyadan olingan aniqrnas integral quyidagi 

J J(x)dx = F(x) + C (5.1.4) 

ifodaga teng deb hisoblanadi, bunda F funksiya f fllnksiyaning biror 
boshlang'ich funksiyasi bo'lib, C esa ixtiyoriy o'zgarmas sondir. 

l\.lasalan, 

J cos xdx = sm x + C. 

Shuni aytish kerakki, hozirgi kunda matematik ilmiy adabiyot
larda bu belgilash sekin- asta yo'qola boshlab, uning o'rniga «aniqmas 
intervalda» olingan aniq integral tuShUIlC hasi ko'proq ishlatilyap
ti. Lekin darsliklarda bu belgilashdan xuddi avvaJgidek keng foy
dalanilib kelinyapti. 

Agar F(x) funksiya J(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi 
bo'lsa, dF(x) = J(x)dx bo'ladi. Shuning uchun, (5.1.4) tenglikni 

J dF(x) = F(x) + C (5.1.5) 

ko'rinishda ham yozish mumkin. 
Masalan, 

d( arctg x) 
dx 

1 + x 2 

bo'lgani uchun 

J dx 

1 + x 2 J d(arctgx) arctgx + C. 
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2. Aniqrnas integrallar jadvali. Eng sodda elementar funksiyalar 
hosilalarining jadvalidan bevosita unga mos aniqmas integrallarning 
jadvali kelib chiqadi. Bu jadval odatda quyidagi ko'rinishda keltir
iladi: 

(l I- -1. 

dx J - = In Ixl + C (x I- 0). x 
aX 

J aTdx = - + C (0 < n I- 1. -00 < x < 00). 
In a 

4°. J cos xd.l' = sin.r + C (-00 < x < 00). 

5U. J sin x = - cos.r + C (-00 < J' < 00). 

d:r 
J cos2 x 

tg.r + C 

dx J = -c~x + C 
sin 2 x 

(x I- br, k E Z). 

dx 
J = arcsinx + C (-1 < x < 1). 
~ 

dx 
J -- - arctgx + C (-00 < x < 00). 

1 + x 2 -

dx J Inlx+Jx2+11 + C (-oo<.r<oo). 
JX2+1 

dx 
11°. J JT2=1 In Ix + vfx2=11 + C (Ixl > 1). 

12°. J~ = ~lnll+xl +C (lxiI-I). 
1 - x 2 2 1 - X 

Bll jadvaldagi barcha formulalarning (ayniqsa 10°-12° tenglik
larning) to'g'riligi o'ng tomonda turgan ifodadan bevosita hosila 
olish bilan tekshiriladi. 
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§ 5.2. Integrallashning asosiy usullari 

1. Aniqrnas integralning chiziqliligi. A.niqmas integralning 
asosiy xossalaridan biri uning chiziqliligidir. 

5.2.1 - tasdiq. Agar J va 9 Junksiyalar biror intervalda bosh
lang'ich Junksiyaga ega bo'lib. A va f.1 lar ixtiyoriy haqiqiy sonlar 
bo'lsa. u holda AJ + J-lg Jl1,nksiya ham 0 'sha intervalda boshlang'ich 
Junksiyaga ega bo'lib, 

j[AJ(X) + J-lg(x)]d.r A j J(x)dx + J-l j g(x)dx (5.2.1) 

tenglik bajariladi. 

Isbot bevosita 4.1.2 - teorema va differensiallash amalining chi
ziqliligidan kelib chiqadi. 

2. O'zgaruvchini alrnashtirib integrallash. 0 'zgaruvchini 
almashtirib integrallash usuli quyidagi tasdiqqa asoslanadi. 

5.2.2 - tasdiq. Berilgan g(t) funksiya G(t) boshlang'ich funksiya
ga ega bo'lsin, ya 'ni 

J g(t)dt = G(t) + C (5.2.2) 

bo'lsin. 

Bundan tashqari, 'P( x) - ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya 
bo'lib, uning qiymatlari to'plami 9 funksiyaning aniqlanish sohasiga 
tegishli bo'lsin. U holda quyidagi 

J g[cp(x)] cp'(x) dx G[cp(x)] + C (5.2.3) 

tenglik bajariladi 

Isbot (5.2.3) tenglikning o'ng tomonida turgan funksiyani bevosi
ta differensiallash hamda murakkab funksiya hosilasi haqidagi 4.1.5 
- teoremani qo'llash orqali amalga oshiriladi. 
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O'zgaruvchini almashtirib integrallash usuli quyidagicha qo'llana
di. A.ytaylik, f(:1') funksiya uchun boshlang'ich funksiya topish talab 
qilinsill. Biz bu funksiyalli quyidal!,i 

f(x) = g[<p(x)] . <p'(.r) (S.2A) 

ko'rinishda yozib olishga erishdik df'ylik. Bunda g va r.p lar 5.2.2 -
tasdiqning shartlarini qanoatlantiruvchi funksiyalar ho'lsin. V holcla 
biz 

J f(·c) dx = G[<p(,T)] + C (5.2.5) 

deb yozishimiz mumkin. 
Agar t = cp(:r) clesak. dt = <p'(,r)dJ' ho'ladi va "huning 11ch11n. 

(5.2A) tenglikdan 

f (:r) d:c = g [ <p (x)] . <p' ( x) b = g ( t) elt 

munosabat kelib chiqadi. 
Dernak, o'zgaruvchini almashtirib integrallash usuli aniqmas in

tegral ostidagi ifodada .r o'zgaruvchi o'rniga t = r.p( x) funksiyaga 
teskari bo'lgan <p- 1 (t) funksiyani qo'yishdan iborat deyish mumkin. 
Shu sababli, ushbu usul ko'pincha o'rniga qo'yish usuli elf'b ham 
ataladi. 

Bu usulda ko'zda tutilgan natijaga erishish, asosall, <p( ,1') fllnksi
yani qanchalik to'g'ri talliallishiga bog'liq. ChUllki bu funksiya tan
langandan keyin g funksiya yagona ravishda aniqlanadi. O'rniga 
qo'yish usuli uchun universal algoritm yo'q. Shu sababli, bu usul 
bilan mo'ljallangan amaliy natijaga erishish asosan hisoblovchining 
mahoratiga bog'liq, ya'ni uning ichki hissiga hamda formulalarni te
gishli ravishda teng kuchli formulalarga almashtirish bO'yicha egal
lagan bilimiga bog'liqdir. 

,5.2.1 - misol. Quyidagi 

J esinx cosx dx 
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integralni hisoblang. 
Agar t = sin ,r almashtirish bajarsak, elt = cos x dx bo'ladi va 

shuning uchun, 

esin 
T cos x dx = et dt. 

Demak, 

J esin.r cos x dx = J / dt = et + C = (,SIllT + C. 

5.2.2 - rnisol. Quyidagi 

J J sin x 
tgx dx = -- d,r 

cos ;:c 

integralni hisoblang. 
Agar t = cos x almashtirish bajarsak, dt = - sin x dx bo'ladi va 

sllUning uchun, 

Demak, 

d 
sin x dx 

tgx x=--
cosx 

-dt 

t 

J tg x dx = - J ~t = -In It I + C = -In I cos xl + C. 

5.2.3 - rnisol. Quyidagi 

J (2x + 5)2007 dx 

integralni hisoblang. 
Bir qarashda qavsni Nyuton binomi formulasi yordamida ochib, 

integral ostidagi ifodani 2008 ta haddan iborat yig'indi ko'rinishda 
yozib olib, so'ngra boshlang'ich funksiyani hisoblash kerakdek ko'rinadi. 
Ammo, agar quyidagi 
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t = 21' + 5, dt = 2dx 

almashtirishni bajarsak. integral osoa hisoblanadi. ya"ni 

V Bob 

(2;1:+5)2007 dx = t200, - lit = - --+c = +C. J J 1 1t2008 (2.1'+5)2008 

2 2 2008 4016 

3. Bo'laklab integrallash. 

5.2.3 - tasdiq. Agar II va v f1lnksiyalar biror intervalda differen
siallan1lvchi bo'lib, '11'( x) t'(;I:) ko "paytma shu intervalda boshlang'ich 
f1lnksiyaga ega bo'lsa, 1l holda u (x) t" (.1') ko 'paytma ham sh1l inter
valda boshlang'ich f1lnksiyaga ega bo'ladi va 

J u(x)v'(x) d:r = u(x)l{r) - J v(x)u'(:r) dx (5.2.6) 

tenglik bajariladi. 
Isbot. Agar ko'paytma hosilasi uchun ma'lum bo'lgan 

(uv)' = n'v + lIV' 

formuladan foydalansak, 

1l(x)v'(x) = [u(a:) v (:!')]' - 1l'(x)l'(x) 

bo'ladi. Bunda, o'ng tomon boshlang"ich funksiyaga ega bo'lgani 
uchun, chap tomon ham boshlang'ich funksiyaga egadir. Shunday 
ekan, b11 tenglikni integrallab, talab qilingan (5.2.6) formulani olamiz . 

• 
Eslatma. (5.2.6) tenglikni odatda 

f U dv = u1' - f V du (5.2.7) 
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ko'rinishda yozishadi. 
Albatta, bo'laklab integrallash uSllli (5.2.6) tenglikning o'ng tOlllO

nidagi integral uning chap tOlllonidagi integraldan osonroq hisoblan
gan holdagina foyda beradi. 

5.2.4 - misol. Quyidagi 

J x cosx dx 

integralni hisoblang. 
Agar u = x, dv = cos x dx desak, du = dx, v = sin x bo'ladi va 

(5.2.7) formula bo'yicha bo'laklab integrallasak, 

J x cos x dx = x sin x - J sin x dx = x sin x + cos x + C 

tenglikni olamiz. 
5.2.5 - misol. Quyidagi 

J x 2
cosx dx 

integralni hisoblang. 
Agar u = x 2 , dv = cos x dx desak, du = 2xdx, v = sin x bo'ladi 

va bo'laklab integrallasak, 

J x 2 cos x dx = x 2 sin x - 21 x sin x dx 

tenglikni olamiz. 
O'ng tomondagi integralni hisoblash uchun biz bu safar u = 

x, dv = sin xdx deb, yana bo'laklab integrallash formulasini qo'llaymiz. 
Natijada 

J x sin x dx = x ( - cos x) - J ( -cos x) dx = - x cos x + sin x + C 

tenglik hosil bo'ladi. 
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Shunday qilib, 

J x 2 
COS X dx = x 2 sin x + 2x cos x - 2 sin x + C. 

E'tibor bering, yuqoridagi integralni hisoblashda bo'laklab integ
rallash formulasidan ikki marta foydalanishga to'g'ri keldi. 

5.2.6 - misol. Quyidagi 

J xCI: In x dx (a =1= -1) 

integralni hisoblang. 
dx 

Agar u = In x, dv = J.a dJ" desak, dl1 = -
x 

va, bo'laklab integrallash formulasiga ko'ra, 

xa+ 1 

v = -- bo'ladi 
a+1 

x"'lnx dx = -- In,y- -- - = -- Inx- +C. J X"'+l J x"'+l dx :1.",+1 X"'+l 

a+1 0+1 x 0+1 (a+1)2 

§ 5.3. Kompleks qiymatli funksiyalarni integrallash 

Ta'rif. Kompleks qiymatli J" haqiqiy 0 'zgaru17chili f (x) funksiyasi
ning boshlang'ich funksiyasi deb 

F' ( x ) = f ( x) (5.3.1) 

tenglikni qanoatlantiruvchi kompleks qiymatli F (x) funksiyaga ayti
ladi. 

5.3.1 - tasdiq. Kompleks qiymatli x haqiqiy 0 'zgaruvchili F( x) = 
U(x)+iV(x) funksiya kompleks qiymatli f(,r) = ll(x)+iv(x) funksiya
ning boshlang'ichfunksiyasi bo'lishi uchun U(x) funksiya u(,y) ning 
va V (x) funksiya v (x) ning boshlang 'ich funksiyasi bo 'Zishi zarur va 
yetarlidir. 

Isbot bevosita boshlang'ich funksiya ta'rifidan kelib chiqadi. 
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Bu holda ham boshlang'ich funksiyaning umumiy ko'rinishi aniq
mas integral deyiladi va quyidagicha belgilanadi 

J f(x) dx = F(x) + C, . (5.3.2) 

bu yerda C = C1 + iC2 - ixtiyoriy kompleks o'zgarmas son. Shun
day qilib, f kompleks qiymatli funksiyani integrallash masalasi ikki 
haqiqiy funksiyani , ya'ni f funksiyaning haqiqiy va mavhum qism
larini integrallashga kelar ekan. 

Masalan, agar 
f (x) = cos x + i sin x 

bo'lsa, 

J f (x) dx = sin x - i cos x + C 

bo'ladi. 
Kompleks qiymatli funksiya uchun boshlang'ich funksiya topish 

jarayoni integrallash deyilib, u xuddi haqiqiy funksiyani integrallash 
amali ega bo'lgan xossalarga egadi·r. 

5.3.1 - misol. Agar a va b haqiqiy sonlar bo'lib, e = a + ib 
bo'lsa, 

<I>(x, e) = In Ix - el + i arctg -b-' 
{ 

x-a 

lnl x -el , 

ko' rinishda aniqlangan funksiya 

<p(x, e) 
1 

x-e 

agar 1m e =1= 0 bo'lsa, 

agar 1m e = 0 bo'lsa, 

(5.3.3) 

(5,3.4) 

funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'ladi. 
Haqiqatan, agar (4.7.11) formulada n = 1 desak, 

bo'ladi. 

<I>' (x, c) = _1_ 
x-e 



298 Aniqmas integral V Bob 

Shuning uchun, 

J dx 
-- = <J?(x, c) + C. 
x-c 

(5.3.5) 

5.3.2 - misol. Faraz qilaylik, a va b haqiqiy sonlar bo'lib, c = 

a+ib bo'lsin. Agar <J?(x, c) (5.3.3) tenglik bilan aniqlangan funksiya 
bo'lsa, istalgan natural n soni uchun 

J dx (_I)n-l <J?(n-l) (x, c) + C 
(x-c)n - (n-l)! 

(5.3.6) 

tenglik o'rinli bo'ladi. 
Isbot bevosita (4.7.11) tenglikdan kelib chiqadi. 

§ 5.4. Ratsional funksiyalarni integrallash 

1. Algehraik polinomlarning xossalari. Ushbu bandda kom
pleks algebraik polinomlarni, ya'ni quyidagi ko'rinishdagi 

(5.4.1) 

funksiyalarni o'rganamiz, bu yerda ak - berilgan kompleks sonlar 
bo'lib, z = x + iy esa kompleks o'zgaruvchidir. 

Agar aD "# 0 bo'lsa. n natural son polinomning darajasi deyiladi 
va agar barcha z E C larda P(z) = 0 bo'lsa, polinom aynan nolga 
teng deyiladi. 

5.4.1 - tasdiq. Agar polinom aynan nolga teng bo'lsa, uning 
barcha koeffitsientlari nolga teng bo'ladi. 

Ishot. Quyidagi 

ayniyat bajarilsin deylik. 
Agar bu tenglikda z = 0 desak, an = 0 hosil bo'ladi. Shunday 

ekan, yuqoridagi ayniyatni 
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[ n-l n-2 + + 1 0 z aoz + al z ... an-l = , z E C 

ko'rinishda yozish mumkin. 
Natijada, z =1= 0 uchun 

n-l + n-2 + + 0 aoz alz ... an-l = 

tenglikni olamiz. 
Chap tomondagi funksiya uzluksiz bo'lgani sababli , bu tenglik 

z = 0 da ham o'rinli bo'ladi, ya'ni, bundan chiqdi, tenglik bar
cha z E C larda bajariladi. Hosil bo'lgan ayniyatda z = 0 desak, 
an-l = 0 ni olamiz. Bu jarayonni davom ettirsak, P polinomni bar
cha koeffitsientlarining nolga tengligi kelib chiqadi. 

• 
5.4.2 - tasdiq. Agar ikki polinom bir-biriga aynan teng bo 'lsa, 

u holda ular bir xil koeffitsientlarga egadir. 
Ushbu tasdiq yuqoridagi 5.4.1- tasdiqning natij asidir. Haqiqatan , 

bu polinomlarning ayirmasi aynan nolga teng bo'lib, natijada ayir
maning barcha koeffitsientlari noldan iborat bo'ladi. 

Har qanday musbat darajali polinomni darajasi kichikroq bo'lgan 
ixtiyoriy polinomga bo'lish haqidagi navbatdagi tasdiq algebraik 
polinomlar nazariyasida muhim ahamiyatga egadir. 

5.4.3 - tasdiq. Agar P (z) darajasi n ~ 1 bo 'lgan ixtiyoriy poli
nom bo 'lsa, u holda darajasi m ~ n bo 'lgan istalgan H (z) polinom 
uchun darajasi n-m bo 'lgan shunday Q(z) va darajasi m dan kichik 
bo'lgan shunday R (z) polinomlar topiladiki, ular uchun 

P (z)· = H( z) . Q(z) + R (z) (5.4.2) 

tenglik 0 'rinli bo'ladi. 
Bu tasdiqdagi polinomlarni nomlash uchun odatdagi atamalar

dan foydalaniladi, ya'ni P - bo'linuvchi, H - bo'luvchi, Q - nisbat , 
R - qoldiq deb ataladi. 
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5.4.3 - tasdiq «burchak» usuli bilan bo'lish orqali isbotlanadi. 
5.4.1 - misol. Agar 

P(z) = z5 + 3z3 + 4z2 + 5:: + 6, H(z) = z2 + 1 

polinomlar berilgan bo'lsa, 

P(z) = (z2 + 1)(z3 + 2z + 4) + (3z + 2) 

deb yozish mumkin, ya'ni (5.4.2) dagi belgilashlarda 

Q(z) = z3 + 2z + 4, R(z) = 3z + 2 

tengliklar bajariladi. 

Faraz qilaylik, c ixtiyoriy kompleks son bo'lsin. Agar (5.4.2) 
tenglikda H(z) polinom sifatida chiziqli ikki had deb ataluvchi bi
rinchi darajali z - c polinomni olsak, 

P(z) = (z - c) . Q(z) + R 

tenglikni olamiz, bu yerda R - nolinchi darajali polinom, ya'ni kom
pleks o'zgarmas. Bu tenglikda z = c desak, R = P(c) tenglik hosil 
bo'ladi. Shunday qilib, biz Bezu teoremasi deb ataluvchi quyidagi 
tasdiqni isbotladik. 

5.4.1 - teorema (E.Bezu (E.Bezout)). Agar P(z) darajasi 
n 2 1 bo'lgan ixtiyoriy polinom bo'lsa, u holda istalgan c kompleks 
soni uchun darajasi n - 1 bo'lgan shunday Q (z) polinom topiladiki, 
u 

P(z) = (z - c) . Q(z) + P(c) ( 5.4.3) 

tenglikni qanoatlantiradi. 
Agar (5.4.2) tenglikda qoldiq aynan nol bo'lsa, ya'ni R(z) == 0 

bo'lsa, P(z) polinom H(z) polinomga bo'linadi deymiz. 
Ta'rif. Agar P( c) = 0 bo'lsa, c soni P polinomning ildizi deb 

ataladi. 
5.4.2 - teorema. Darajasi n 2 1 bo'lgan P(z) polinom (z - c) 

ikki hadga bo'linishi uchun c soni P polinomning ildizi bo'lishi zarur 
va yetarlidir. 
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Isbot j)('vosita Bpzll teoremasician kelib ('hiqacli. Haqiqatan, (5.4.3) 
fornllliaga ko·ra. 

P(z) = (z - c) . Q(z) (5.4...1) 

tenglik faqat va faqat P( (') = 0 bO'lgaIlda bajarilacli. 

Ushhll paragrafcla::: = :r+I,lj kompleks o'zgaruvchini qarashimiz
ga asosiy sabah shunclaki. faqat shu holdagina hal' qanday polinom 
ildizga pga bo'ladi deb aytish mumkin. Bu haqidagi tasdiq algebra
ning asosiy teoremasi deyilih. uning isbotini hnyuk nemis rnatern
atigi Gans nomi bilan bog·lashadi. 

Algebraning asosiy teoremasi. M1Lsbat damjali ha, qanday 
algebmik polmom zlduga ega. 

Algebraning asosiy tcoremasining isboti odatda kompleks o'zgaruv
chili funksiyalar nazariyasi kursida keltiriladi. 

E'tibor bering, agar biz algebraik polinornlarning faqat haqiqiy 
ilclizlari bilan cheklanganimizda. teorema o'rinli bo'lmas edi. Masalan, 
P( x) = .£2 + 1 ko'phad haqiqiy ildizga ega emas. 

Shuni qayd etib o'tamizki, polinom koeffitsientlarini ozgina o'zgar
tirish natijasida haqiqiy ildizlarning soni o'zgarishi mumkin. Masalan, 
ikkiuchi darajali 

P(x, a) = x2 
- a 

polinom a = 0 da yagona (ikki karrali) haqiqiy ildizga ega: Xa = O. 
Agarda a koeffitsiPIlt noldan farqli bo'lsa, u nolga qanchalik yaqin 
bo'lmasin, natija o'zgaradi. Chunonchi, agar a > 0 bo'lsa, P(x, a) 
polinom ikki haqiqiy ildizga ega: Xl = -va, X2 = va, Ie kin a < 0 
bo'lganda esa, bu polinom umurnan haqiqiy ildizga ega emas. 

Algebraning asosiy teoremasiga asoslanib, n - darajali istalgan 
polinom n ta (kompleks) ildizga ega ekanini ko'rsatamiz. 

5.4.3 - teorema. Agar P(z) - (5.4.1) ko'rinishga ega bo'lgan 
n 2': 1 damjali polinom bo'lsa, shunday n ta c1, C2, ... , Cn kompleks 
sonlar topiladiki, ular uchun 

P(z) = aa(z - cd . (z - C2) ..• (z - cn-Il . (z - cn) (5.4.5) 
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tenglik bajariladi. 

Isbot. Algebraning asosiy teoremasiga ko'ra, P polinom biror 
kompleks Cl soniga teng bo'lgan ildizga ega. Demak. (5.4.4) teng
likka ko'ra, darajasi n - 1 ga teng ho'lgan shunday Qd:) polinom 
topiladiki, u uchun 

(5.4.6) 

tenglik bajariladi. 
Agar n > 1 bo'lsa, yana algebraning asosiy teoremasiga ko'ra, 

QI(z) polinom ham biror C2 ga teng bo'lgan ildizga ega bo'ladi. 
Demak, (5.4.4) ga ko'ra, endi darajasi n - 2 ga teng bo'lgan shunday 
Q2(Z) polinom topiladiki, u uchun 

munosabat o'rinli bo'ladi. 
Bundan, (5.4.6) ga asosan, 

ni olamiz. 
Bu mulohazalarni davom ettirib, biz quyidagi 

(5.4.7) 

tenglikka kelamiz, bu yerda Qn - nolinchi darajali polinom, ya'ni 
kompleks o'zgarmas sondir. 

Nihoyat, agar (5.4.7) tenglikning o'ng tomonidagi qavslarni ochib, 
hosil bo'lgan polinomdagi zk lar oldidagi koeffitsientlarni (5.4.1) 
polinomdagi mos koeffitsientlar bilan solishtirsak, Qn = ao teng
likni olamiz. 

• 
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Eslatma. (5.4 .. 5) tenglikda ba'zi Ck ildizlar o'zaro ustma-ust 
tushishi mumkin. Shuni hisobga olgan holda, polinomni ikki hadlar 
ko'paytmasi sifatida quyidagicha yozib olsak bo'ladi: 

(5.4.8) 

endi bu yerda barcha Ck sonlar har xildir. Har bir rnk ko"rsatkich 
natural bo'lib, u Ck ildizning karrasi deyiladi. Ravshanki, 

m 1 + m2 + ... + ml = n. (5.4.9) 

Agar karra mk = 1 bo'lsa, Ck ildiz oddiy, aks hold a esa u karrali 
ildiz deyiladi. 

Ravshanki, C soni P ko'phadning m - karrali ildizi bo'lishi uchun, 
Q( c) i- 0 shartni qanoatlantiruvchi biror ko'phad topilib, 

P(z) = (z - c)mQ(z) 

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir. 

2. Ratsional funksiyalar xossalari. Aytaylik, P va Q - kom
pleks koeffitsientli algebraik polinomlar bo'lib, Q(z) oj. 0 bo'lsin, 
ya'ni Q nolga teng nolinchi darajali polinom bo'lmasin. Ushbu band
da biz quyidagi 

f( ) = P(z) 
z Q(z) 

(5.4.10) 

ko'rinishga ega bo'lgan ratsional funksiyalarni o'rganamiz. Ravshan

ki, berilgan f = ~ ratsional funksiyaning aniqlanish sohasi C kom

pleks tekislikdan maxrajning nollari olib tashlangan to'plamga teng: 

D (1) = C \ {z : Q (z) = O}. (5.4.11) 

Xususan, har qanday polinom ham, Q(z) == 1 deb qarasak, rat
sional funksiya bo'ladi. Agar f va 9 funksiyalar ratsional bo'lsa, 
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bevosita tekshirish orqali f +g, f - g, f·g va L (g(z) =t:- 0 bo'lganda) 
9 

funksiyalar ham ratsional ekanini ko'rish mUlllkin. 
Agar P(z) polinomning darajai"i Q(z) polinomning darajasidan 

kichik bo'lsa, ~~:~ ratsional funksiya to'g'ri kasr deyiladi. 

5.4.4 - tasdiq. Berilgan P( Z)) ratsional funksiya to 'g 'ri kasr 
Q(z 

bO'lib, c kompleks "oni Q (z) polinomning 111 - karrali ildizi bo'lsin, 
ya 'ni quyidagi tenglik bajarilsin: 

( 5.4.12) 

U holda 

(5.4.13) 

tenglik bajariladi. 

Bu tenglikda A = P((c)) o'zgarmas son bo'lib, PI (z) esa shunday 
QI C 

polinomki, (5.4.13) ning o'ng tomonidagi u qatnashgan oxirgi kasr 
to 'g'ri kasrdir. 

Isbot. Quyidagi 

P(z) _ A 
Q(z) (z - c)m 

ayirmani qaraYllliz. 

P(z) A P(z) - AQI (z) 
(z - C)mQI (z) 

(5.4.14) 

Ravshanki, shartga ko'ra, c soni (5.4.14) ning o'ng tOlllonidagi 
oxirgi kasr suratning ildizidir. Haqiqatan, 

Shunday ekan, 



§ 5.4. Ratsional funksiyalarni integrallash 305 

P(z) - AQdz) = (z - C)Pl(Z). 

Bu tenglikni (5.4.14) ga qo'ysak, talab qilingan (5.4.13) muno
sabatni olamiz. 

• 
1 - eslatma. Biz c kompleks soni qaralayotgan to'g'ri kasrning 

nafaqat maxrajining ildizi, balki suratining ham ildizi bo'lgan holni 
inkor qilmaymiz. Bu hold a (5.4.13) dagi A o'zgarmas nolga aylanadi. 

2 - eslatma. Shuni aytish kerakki, (5.4.13) tenglikning o'ng 
tomonidagi ikkinchi kasr maxraji, darajasi dastlabki kasr maxraji
ning darajasidan kichik bo'lgan ko'phaddir ((5.4.2) tenglikka qarang). 

5.4.4 - teorema. Berilgan ~~:~ ratsional funksiya to'g'ri kasr 

bo'lib, Q (z) polinom quyidagi 

(5.4.15) 

ko'rinishga ega bo'lsin, ya 'ni k = 1,2, ... , T/ uchun Ck kompleks soni 
Q (z) polinomning m'k - karrali ildizi bo'lsin. 

U holda ratsional funksiya quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi: 

(5.4.16) 
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Bu tenglikda AkJ lar kompleks 0 'zgarmaslar bo'lib. ulaTning biT 
qisrni nolga tcng bo'lishi murnkin. 

Isbot ketma - ket .5..!,4 - tasdiqni qo'l1ashdan iborat. Chunonchi, 
bu teoremani har bir qo'llash natijasida hosil bo'ladigan to'g'ri kasr 
maxrajining darajasi kamayib boradi. Bu jarayonni toki o'sha daraja 
birga teng bo'lguncha davom ettirish yetarlidir. 

3. Ratsional funksiyalarning integrallanishi. 
5.4.5 - teorerna. Haqiqiy o'zgaruvchili har qanday mtsional 

funksiya elernentar funksiyalarda integmllanadi. 
Isbot bevosita .5.4.4 - teoremadan kelib chiqadi. Haqiqatan, 

har qanday ratsional funksiyani polinom va to'g'ri kasr yig'indisi 
ko'rinishida yozish mumkin. O'z navbatida, har qanday to'g'ri kasr 
esa, .5A..! - teoremaga ko'ra (::: ni haqiqiy o'zgaruvchi x deb qarab. 
ya'ni mavhum qismi y = 0 deb), 

(.5,4.17) 

ko'rinishdagi kasrlarning chiziqli kombinatsiyasi sifatida yoziladi 
(bu yerda q-kompleks sonalar). 

Nihoyat, Yllqorida ko'rilgan .5.3.2 - misolga asosan, (.5.4.17) ko'ri
nishdagi ifodalarning boshlang'ich funksiyalari elementar funksiyalar
dan iboratdir. 

• 
1 - eslatrna. Agar (. = a + ib va :r haqiqiy o'zgamvchi desak, 

) 
{

In Ix - el + iarctg x -b a, 
~(.r, e = 

In Ix - el, 
agar 1m e of- 0 bo'lsa, 

agar 1m e = 0 bo'lsa, 

(.5.4.18) 
ko'rinishda b('filgan funksiya. (.5.3.6) ga asosan, 

J dx - (_1)J-1 (J-1). 
(x _ e)J - (j _ I)! ~ (.1, e) + C ( .5.4.19) 
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tenglikni qanoatlantiradi. Boshqacha aytganda, bu tenglikning o'ng 
tomonidagi ifoda (5.4.17) uchun boshlang'ich funksiyadir. 

Demak, ratsional funksiyaning boshlang'ich funksiyasi ratsional 
kasrlar hamda quyidagi ikki : 

va 

L(x) In Ix - cl 

x-a 
A(x) = arctg -b-

funksiyalarning yig'indisidan iborat bo'lar ekan. 

(5.4.20) 

(5.4.21) 

2 - eslatma. Agar haqiqiy o'zgaruvchili ratsional funksiyada 
koeffitsientlari ham haqiqiy bo'lsa, u holda, albatta, boshlang'ich 
funksiya ham haqiqiy qiymatli funksiya bo'ladi. Bunday funksiyalar 
uchun yuqoridagi teorema kabi tasdiq o'rinlidir: 

haqiqiy 0 'zgaruvchili va haqiqiy koeffitsientli har qanday ratsion
al funksiya elementar funksiyalarda integrallanadi va 'lming bosh
lang 'ich funksiyasi logarifm, arktangens va ratsional funksiyalar orqali 
ifodalanadi. 

Haqiqatan, agar f(x) haqiqiy koeffitsientli ratsional funksiya 
bo'lsa, u hold a 5.4.4 - teoremaga ko'ra, bunday funksiya ham (5.4.16) 
ko'rinishda ifodalanadi, bu yerda Ck sonlar va AkJ koeffitsientlar, 
umuman aytganda, kompleks sonlardir. Shunday ekan, f uchun 
boshlang'ich funksiya ratsional funksiyalar va (5.4.20) hamda (5.4.21) 
ko'rinishlardagi funksiyalarning kompleks koeffitsientlar bilan olin
gan chiziqli kombinatsiyasi orqali ifodalanadi. 

Ammo f uchun boshlang'ich funksiya haqiqiy funksiya bo'lgani 
sababli, ravshanki, bu boshlang'ich funksiya yuqoridagi chiziqli kom
binatsiyaning haqiqiy qismiga teng bo'ladi. Bu chiziqli kombinat
siyaning mavhum qismi esa o'zgarmasga teng bo'lib, biz bu o'zgarmasni 
nolga teng deb hisoblashimiz mumkin. 

4. Ba'zi trigonometrik integrallarni hisoblash. Ushbu band
da biz ikki o'zgaruvchili ratsional funksiyalarni qaraymiz. Avval ikki 
o'zgaruvchili ko'phad tushunchasini kiritaylik. 
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Ta'rif. Ikki u va v haqiqiy 0 'zgaruvchili haqiqiy ko 'phad deb 
quyidagi chekli yig'indiga aytiladi: 

P(u,v) = LCkmUkvm, 
k,m 

bu yerda Ckm koeffitsientlar haqiqiy sonlardir. 
Masalan, 

funksiya ikki o'zgaruvchili ko'phadga misol bo'ladi. 

(5.4.22) 

Ta'rif. Ikki u va v 0 'zgaruvchili ratsional funksiya deb (5.4.22) 
ko'rinishdagi ikki ko 'phadning nisbatiga aytamiz: 

P(u, v) 
R(u,v) = Q(u,v)" 

5.4.5 - Tadiq. Agar R(u, v) ikki o'zgaruvchili ratsionalfunksiya 
bo'lsa, u holda 

f (x) = R (sin x, cos x) 

ko'rinishdagi funksiya elementar funksiyalarda integrallanadi. 
Isbot. O'zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanamiz. Bu

ning uchun, universal trigonometrik almashtirish deb ataluvchi, quyi
dagi 

almashtirishni bajaramiz. 
U hold a 

x 
t = tg-

2 

x = 2 arctgt, dx=~ 
1 + t 2 

bo'ladi. 
Bundan tashqari, 

va, shunga o'xshash, 

. 2t 
sm x = 1 + t 2 

1 - t 2 

cosx = 1 + t2 

(5.4.23) 
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tengliklar o'rinli bo'ladi 
Shunday ekan, (5.4.23) almashtirishni bajarsak, 

J . J (2t 1 - t
2 

) 2dt R(smx,cosx)dx = R --2' --2 --2 
1+t 1+t 1+t 

munosabatni olamiz. 
Ravshanki, o'ng tomondagi integral ostida t argumentning rat

sional funksiyasi turibdi. Shuning uchun, 5.4.5 - teoremaga asosan, 

bu integral t = tg ~ o'zgaruvchining elementar funksiyasidir. De

mak, bunday boshlang'ich funksiya x o'zgaruvchining ham elemen
tar funksiyasi bo'ladi. 

5.4 .2 - misol. Quyidagi 

J dx 
cos x - 2 sin x + 3 

integralni hisoblang. 
(5.4.23) universal trigonometrik almashtirishni qo' llasak, 

J dx J 1 
cos x - 2 sin x + 3 - 1 - t 2 2t 

1 + t2 - 21 + t2 + 3 

2dt 
1 + t2 

J 2dt J dt • 
- 1 - t 2 - 4t + 3 + 3t2 - t 2 - 2t + 2 - ,a'! I 

J dt 
= ( )2 = arctg(t - 1) + C t-1 + 1 

A 

hosil bo'ladi. 
I J m .. )1 

Demak, 
'{" 

• 
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J d.T (X ) ------- = arctg tg - - 1 + C. 
cos.r - 2 sin x + 3 2 

§ 5.5. Misollar 

1 - misol. Integralni hisoblang: 

J £Ix 
~. 

Ko'rsatma. t = ye:r=l almashtirish bajaring. 

2 - misol. Intpgralni hisoblang: 

J "~ 
(x In x)" dx. 

Ko'rsatma. t 

lashni qo'llang. 
In x almashtirish bajarib, bo'laklab integral-

3 - misol. Integralni hisoblang: 

J dx 
sin x . cos4 X • 

Ko'rsatma. (5.4.23) universal trigonometrik almashtirishni qo'llab, 
ratsional funksiyani integrallashga keltiring. So'ngra, 5.4.4 - tasdiq
dan foydalaning. 

4 - misol. Integralni hisoblang: 

Ko'rsatma. Ushbu 

J 2x + 1 dx. 
3x - 2 

2x+ 1 = _a_+ b 
3x - 2 3x - 2 
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tenglikdan a va b koeffitsientlarni toping. 

5 - misol. Integralni hisoblang: 

J dx a < :r < b. 
J(x - a)(b - x)' 

Ko'rsatma. Quyidagi 

x - a 2 
-b-- = sin t 
-a 

almashtirishni bajaring. 

6 - misol. Intcgralni hisoblang: 

J Ja 2 + x2 dx. 

Ko'rsatma. x = a sh t almashtirish bajaring. 

7 - misol. Agar f' (x 2 ) = .!.. (x > 0) bo'lsa, f (x) funksiyani 
x 

toping. 
Ko'rsatma. f' (x) funksiyaui topib. uni integrallang. 

8 - misol. Integralni hisoblang: 

J a] sin x + bI cos:t 
-------dx. 

a sin x + b cos x 

Ko'rsatma. Quyidagi 

al sin x + bI cos X = A( a sin x + b cos x) + B( a sin x + b cos x)' 

tenglikdan A va B koeffitsientlarni toping. 

9 - misol. Integralni hisoblaug: 

J 
x5dx 

\11 - :1'2' 
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Ko'rsatrna. 1 - :r 2 = t 2 almashtirish bajaring. 

10 - rnisol. Integralni hisoblang: 

J dx 

(x - 2)2(x + 3)3' 

x-2 
Ko'rsatrna. t = -- almashtirish bajaring . 

. r + 3 

V Bob 



VI Bob. Aniq integral 

§ 6.1. Integral - integral yig'indilar limiti sifatida 

1. Egri chiziqli trapetsiya yuzasi. Aniq integral tushunchasi 
biror kesmada berilgan funksiya grafigi va abssissalar o'qi bilan 
chegaralgan geometrik shakl yuzasini hisoblash masalasi bilan uzviy 
bog'liqdir. 

Biror [a, b) kesmada f funksiya berilgan bo'lib, u manfiy bo'lma
gan qiymatlar qabul qilsin. Bu funksiya grafigi, abssissalar o'qi ham
da x = a va x = b vertikal to'g'ri chiziqlarning ikki kesmalari bilan 
chegaralangan shaklni T deb belgilaylik: 

T = {( x, y) E R2 : 0 ~ y ~ f ( x ) , a ~ x ~ b}. (6.1.1) 

T shaklni odatda egri chiziqli trapetsiya deyishadi. Bu shaklning 
S = S(T) yuzasini hisoblash maqsadida [a, b) kesmani 

a = Xo < Xl < X2 < ... < Xn = b 

nuqtalar yordamida [x k-l , x k], k = 1, 2, ... , n qismiy kesmalarga 
ajratamiz. 

U holda T egri chiziqli trapetsiya quyidagi: 

Tk={(X,y)ER2 : O~y~f(x), Xk~X~Xk-d 

ko'rinishdagi kichik egri chiziqli trapetsiyalarning yig'indisiga ay
lanadi. 

Agar 
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deb belgilash kiritsak, Tk kichik pgri chiziqli trapetsiyalling Sk = 

S(Tk ) yuzasi taqriball 

ga teng bo'ladi, b11 yprda ~k nuqta [.1'1.:-1, .rk] kesmalling ixtiyoriy 
nuqtasidir. 

Shullday ekan, bUtUll T egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi taqri
ban 

n 

S(T) '::::' L f(~k) ~Xk (6.1.2) 
k=) 

ga teng bo'ladi. 

y 

26-rasm 

Agar har bir qismiy [Xk-l, Xk] segmentning uzunligini kichik
lashtirsak (va natijada, bo'linish nuqtalari soni n ni oshirsak), (6.1.2) 
yig'indi egri chiziqli trapetsiya yuzasiga yanada yaqinroq bo'lishini 
kutish tabiiydir. 

Shuni qayd etish joizki, biz egri chiziqli trapetsiya yuzasining 
aniq ta'rifiga ega emasmiz. Shu sababli, bizning yuqoridagi mulo
hazalarimiz mana shu yuzani intuitiv tushunishimizga asoslangan 
edi. Biz boshqa yo'l tutsak ham bo"ladi, ChUllOllChi, qismiy seg
mentlar uzullligi nolga intilgan vaqtdagi (6.1.2) yig'indining limitini 
(6.1.1) egri chiziqli trapE'tsiya yuzasi deb atashimiz mumkin. 
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2. Integral yig'indilar limiti. Shunday qilib, f funksiya (bu 
safar manfiy bo'lmasligi shart emas) biror [a, b] kesmada aniqlan
gan bo'lsin. Bu kesmaning P bo'linishi deb shunday P = {xdk==l 
nuqtalar to'plamiga aytamizki, ular 

P = {a = Xo < Xl < ... < Xn = b} 

shartni qanoatlantirsin. Har bir [Xk-l, Xk] qismiy segmentda biror 
~k nuqtani tanlaymiz: 

Ta'rif. BeT"ilgan f funksiyaning P bo'linish va {~J} nuqtalaT" 
tanlanishiga mos integral yig'indisi deb, ushbu 

n 

ap(J) = ap(J, {~J}) = L f(~k) b..xk (6.1.3) 
k==l 

songa aytiladi, bu yeT"da b..xk = Xk - Xk-l' 
P bo'linishning diametT"i deb eng katta qismiy segmentning uzun

ligiga aytamiz: 

d = d(P) = max b..xk. 
l<k<n 

(6.1.4) 

Ta'rif. AgaT" ixtiyoT"iy E > 0 son olinganda ham shunday 8 = 
8 (E) son topilsaki, 
d(P) < 8 shaT"tni qanoatlantiT"uvchi haT" qanday P bo'linish uchun 

~) omliq nuqtalaming tanlanishiga bog'liq bo'lmagan holda 

(6.1.5) 

tengsizlik bajaT"ilsa, u holda I soniga (6.1.3) integral yig'indilarning 
d(P) ----t 0 dagi limiti deyiladi. 

Bunda quyidagicha yoziladi: 

I = lim ap(J). 
d(P)-rO 
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Ta'rif. Agar berilgan f funksiya uchun (6.1.3) yig'indilarning 
d(P) -+ 0 dagi I limiti mavjud bo'lsa, u holda f funksiya [a, b] 
kesmada Riman bo 'yicha integrallanuvchi deyiladi. 

Ko'rsatilgan I limit f funksiyadan [a , b] kesma bo'yicha olingan 
Riman aniq integrali deyiladi va quyidagicha belgilanadi: 

b J f(x) dx = I (6.1.6) 

a 

(<<integral a dan be gacha ef iks de iks» deb o'qiladi). 
(6.1.6) tenglikda f funksiya integral ostidagi funksiya deb, a 

soni integralning quyi chegarasi va b soni esa integralning yuqori 
chegarasi deb ataladi. 

Eslatma. Berilgan f funksiyaning [a, b] kesmada Riman bo'yicha 
integrallanuvchi bo'lishi uchun istalgan integral yig'indining, bo'linish 
diametri kichiklashganda istalgancha kichik qilish mumkin bo'lgan 
biror ap (J) kattalik bilan birga, quyidagi: 

b 

ap(J) = J f(x) dx + ap(J) (6.1. 7) 

a 

ko'rinishga ega bo'lishi zarur va yetarli. 

3. Nyuton-Leybnits formulasi. Ushbu bandda biz differ
ensial hisobni integral hi sob bilan bog'lovchi asosiy formulani is
botlaymiz. Tarixan shunday sodir bo'lganki, bu formulaning turli 
ko'rinishlarini har xiI vaqtlarda bir-biridan bog'liqsiz ravishda ko'p
gina matematiklar isbotlashgan. Nyuton xam bu formula haqida 
o'z ustozi Barroudan xabar topib, undan ko'p foydalangan. Lekin 
matematik adabiyotlarda ushbu formulani, differensial va integral 
hisobni shakllanishida eng katta hissa qo'shganligiga hurmat ramzi 
sifatida, Nyuton va Leybnits nomlari bilan bog'lashadi. Darhaqiqat, 
fan tarixchilarining mehnati zoyi ke~madi va hozir bu formulani 
ko'pincha sodda qilib integral hisobning asosiy formulasi deb atasha
di. 
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Riman integralining yuqoridagi integral yig'indilar limiti sifatida 
keltirilgan ta'rifi sal uzunroq va murakkablashgan bo'lib ko'rinishiga 
qaramasdan, bu ta'rif yordamida integral hisobining asosiy teore
masini eng sodda isbotini berish mumkin. 

6.1.1 - teorema (Nyuton-Leybnits formulasi). Faraz qi
laylik, f funksiya [a, bJ kesmada Riman bo'yicha integrallanuvchi 
bo'lsin. Bundan tashqari, F funksiya [a, bJ kesmada uzluksiz bo'lib, 
har bir ichki nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin va 

F' (x) = f (x) , a < x < b (6.1.8) 

tenglik bajarilsin. 
U holda quyidagi 

b J f(x) dx F(b) - F(a) (6.1.9) 

a 

formula (integral hisobining asosiy formulasi) o'rinli bo'ladi. 
Isbot. Bcrilgan [a, bJ kesmaning ixtiyoriy P = {a = Xo < Xl < 

... < :r n = b} bo'linishini olamiz. Lagranj formulasiga asosan, har 
qanday qismiy [Xk-l, :rkJ kesmada shuuday ~k nuqta topiladiki, u 
uchun 

F(Xk) - F(Xk-l) = F'(~k)tl:rk 

tenglik bajariladi. Bu tenglikni, (6.1.8) ga ko'ra, 

(6.1.10) 

ko'rinishda yozish mumkin. Endi (6.1.10) t.engliklarni k bO'yicha 1 
dan n gacha yig'ib, zaruriy qisqartirishlarni bajarsak, 

n n 

k=l k=l 

tenglikni olamiz. 
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Bu tenglikning chap tomoni [a, b] kesmaning bo'linishiga bog'liq 
emas. Tenglikning o'ng tomoni esa integral yig'indidan iborat bo'lib, uning 
limiti f funksiyadan [a, b] kesma bo'yicha olingan integralga teng. 
Shunday ekan, (6.1.11) tenglikda limitga o'tib, talab qilingan (6.1.9) 
formulani olamiz. 

• 
Eslatma. Odatda quyidagi 

I I
X-b 

F(x) ~ = F(x) x:a F(b) - F(a) (6.1.12) 

belgilashlardan foydalaniladi. 
Bunda (6.1.9) integral hisobining asosiy formulasini ko'pincha 

b 

J f(x) dx = F(x) I~ (6.1.13) 

a 

ko'rinishda yozishadi. 

4. Integrallanuvchi funksiyalarga misollar. 

6.1.1 - misol. O'zgarmas f(x) = c funksiya istalgan [a, b] 
kesmada integrallanuvchidir. Haqiqatan, istalgan P = {x k} bo'linish 
va ixtiyoriy ~k E [Xk-l, Xk] uchun f(~k) = c tenglikdan 

munosabat kelib chiqadi. 
Demak, 

lim ap(J, {~d) = c(b - a). 
d~O 

Shuning uchun 
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b 

/ cd:t = c(b - a). (6.1.14) 

" 
6.1.1 - tasdiq. Agar' f f1lnksiya [n,b] kesmada Riman bO'yicha 

integr'allanuvchi bU'lsa, 1l shu kcsmada chcgamlangan bo'ladi. 
Isbot. Paraz qilaylik, f funksiya [a, b] k('smada Riman bO'yicha 

illtegra.llanuvchi bo'lib, I uui iukgral yig'indilarining limiti bo'lsiu. 
Df'mak, ixtiyoriy E > 0 udllln shunday 8(::) > 0 topiladiki, bo'liuish 
dianlf'tri d(P) < 8 bo'lgau istalgall (6.1.3) ko'rillishdagi iutegral 
yig'indi (6.1.5) shartni qanoatlantiradi. Xususan, E = 1 desak, rl(P) < 
8(1) bo'lganda 

" L f(E,d /}.:q, < III + 1 (6.1.15) 
k=l 

tengsizlikui olamiz. 
Albatta, f funksiyaning har bir qismiy [Xk-l, XI...] kesmada chpga

ralangall ekallilli ko'rsatish yetarli. Isbotlli teKkarisini faraz qilish 
yo'li bilall olih horamiz. Demak, faraz qilaylik, l)('rilgan fUllksiya 
birtH qisllliy k('slllada. chegaralanma?,all ho'lsill, masalall. [:ro, x d da. 
Quyidagi 

II 11 

k=] k=2 

teng,likka kO'ra, (6.1.15) dan 

If(~dl.6.:rl < III + 1 + L f(~d !:l.r". (6.1.16) 
k=2 

k('lib chiqadi. 
Biroq bu tf'ngsizlik f fUllksiyanillg [J:o, ,r I] qismiy kt'slllada dwga

ralanmagan d('gall farazimizga ziddir. Haqiqatan, k ~ 2 ho'lsa, hal' 
qauday tayilllauga.Il oraliq nuqtalar ~k E [:1: k- I , .1: A] udmll Klmnday 
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6 E [xo, Xl] nuqtani ko'rsatish mumkinki, funksiyaning chegaralan
maganligiga ko'ra, (6.1.16) ning chap tomoni uning o'ng tomonidan 
katta bo'ladi. 

O'rnatilgan qarama-qarshilik 6.1.1 - tasdiq o'rinli ekanini ko'rsatadi. 

• 
Shunday qilib, Riman bo'yicha integrallanuvchi har qanday funk

siya chegaralangan ekan. Ammo bu tasdiqning teskarisi o'rinli emas. 
Haqiqatan, navbatdagi misolda chegaralangan, lekin Riman bO'yicha 
integrallanmaydigan funksiyaga namuna keltiramiz. 

6.1.2 - lllisol. Dirixle funksiyasi 

D(X)={1, 
0, 

agar X ratsional bo'lsa, 

agar X irratsional bo'lsa, 

hech qanday [a, b] C R, a < b, kesmada integrallanuvchi emas. 
Haqiqatan, [a, b] sonlar o'qining ixtiyoriy kesmasi bo'lib, P uning 

ixtiyoriy bo'linishi bo'lsin. Quyidagi ikki integral yig'indini qaraymiz: 

n 

ap(D, {~d) = L D(~k) i1xk 
k=l 

va 
n 

ap(D, {7]k}) = L D(7]k) i1xk. 
k=l 

Oraliq ~k nuqta sifatida [Xk-l, Xk] kesmadan istalgan ratsional 
nuqtani olamiz va ikkinchi yig'indi uchun oraliq 7]k E [Xk-l, Xk] nuq
ta sifatida istalgan irratsional nuqtani olamiz. U holda, ravshanki, 
D(~k) = 1 va shuning uchun 

ap(D, {~d) 
n 

L i1xk = b - a. 
k=l 

Xuddi shunga o'xshash, D(7]k) = 0 va shuning uchun 
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Madomiki b - a =I- 0 ekan, oxirgi ikki integral yig'indi o'zaro teng 
emas. Bundan chiqdi, Dirixle funksiyasining integral yig'indilari yuqo
ridagi ta'rif bO'yicha limitga ega bo'la olmaydi. Demak, Dirixle 
funksiyasi [a, bJ kesmada Riman bo"yicha integrallanmas ekan. 

Agar R[a, bJ simvol orqali [a, bJ kesmada Riman bO'yicha integ
rallanuvchi funksiyalar to'plamini belgilasak, u holda R[a, bJ beril
gan [a, bJ kesmada chegaralangan funksiyalar to'plamining qismiy 
to'plami bo'ladi. Bundan tashqari, bu qismiy to'plam xosmasdir, 
ya'ni u chegaralangan funksiyalar to'plami bilan ustma-ust tush
maydi. 

Dirixle funksiyasining integrallanmasligiga sabab uni sonlar o'qi
ning har bir nuqtasida uzilishga ega ekanligidadir. Biroq bundan Ri
man bO'yicha integrallanuvchi funksiya uzilish nuqtasiga ega bo'la 
olmaydi degan fikr kelib chiqmaydi. 

6.1.3 - misol. Har qanday C E [a, bJ uchun 

gc(x) = {
I, 

0, 

agar x = c bo'lsa, 

agar x =I- c bo'lsa, 

funksiya [a, bJ kesmada integrallanuvchi bo'lib, 

o 
a 

tenglik o'rinlidir. 

(6.1.17) 

(6.1.18) 

Haqiqatan, agar c nuqta P bo'linishning hech bir nuqtasi bilan 
ustma-ust tushmasa, 

n 

(6.1.19) 

integral yig'indida oshib borsa bitta had noldan farqli bo'lib, ravshan
ki, u ham d(P) dan kichik bo'ladi. Agarda c nuqta P bo'linishning 
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biror nuqtasi bilan ustma-ust tushsa, (6.1.19) yig'indida noldan 
farqli had oshib borsa ikkita bo'ladi. Lekin har ikkala hold a ham in
tegral yig'indilar d(P) ---+ 0 da nolga intilishi aniq. Demak, (6.1.18) 
tenglik o'rinli bo'lar ekan. 

• 

§ 6.2. Riman integralining asosiy xossalari 

1. Riman integralining chiziqliligi. U shbll bandda Rimall 
integralining integral ostidagi funksiyadan chiziqli bog'liq ekanini 
ko'rsatamiz. 

6.2.1 - teorema. Agar f va 9 funksiyalar [0, b] kesmada Ri
man bu 'yicha integrallanuvchi bo'lsa, istalgan haqiqiy A va If, sonlar 
uchun Af + fl9 funksiya ham shu kesmada Riman bo 'yicha integral
lanuvchi bo'lib, 

b /, /, 

J [Af(x) + 119(·1')] dx A J f(·c) d.c + 11, J g(.r) d:c (6.2.1) 

a a a 

tenglik bajariladi. 
Isbot. Agar P berilgan [a, b] kesruaning i8ta1gau bo'liuishi bo'18a, 

Af + fl9 funksiyanillg (6.1.3) kO'riuishdagi integral yig'illdisi f va 9 

fllnksiyalar integral yig'illdilari bilan qllyidagicha bog'l<mgau bo'ladi: 

(6.2.2) 

Shartga ko'ra f va 9 fllnksiyalar integrallanllvchi, shuning nehuu, 
(6.1.7) tenglikka asosan, ularning integral yig'indilariui quyidagi: 

b 

ap(f) J f(:c) d:r + i1!p(f) 

a 

• 
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va 
b 

(Tp(g) = ! g(x) dx + Oip(g), 

a 

ko'rinishlarda yozish mumkin, bu yerdagi Oip(J) va Oip(g) katta
liklarni bo'linish diametri kichiklashganda istalgancha kichik qilish 
mumkin. 

Demak, 

b b 

(Tp()..f + fL9) ).. ! 9 (x) dx + fL ! 9 ( x) dx + 
a a 

+)..Oip(J) + fLQp(9)· (6.2.3) 

Madomiki 

)..Oip(J) + fLOip(g) 

kattalikni P bo'linish diametri kichiklashganda istalgancha kichik 
qilish mumkin ekan, (6.2.3) tenglik )..f+fLg funksiya Riman bo'yicha 
integrallanuvchi bo'lib, (6.2.1) tenglik o'rinli ekanini anglatadi. 

• 
Navbatdagi muhim xossani integralning integrallash kesmasi

ning funksiyasi sifatida additivligi deb atashadi. 

6.2.2 - teorema. Agar a < b < c bo'lib, f funksiya [a, b] va 
[b, c] kesmalarda integrallanuvchi bo'lsa, bu funksiya [a, c] kesmada 
ham integrallanuvchi bo 'ladi va quyidagi tenglik bajariladi: 

c b c ! f(x) dx ! f(x) dx + ! f(x) dx. (6.2.4) 

a a b 
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Isbot. 1. P* simvol orqali [a, c] kesmaning b nuqtani o'z ichiga 
olgan ixtiyoriy bo'linishini belgilaymiz, ya'ni, agar 

P* = {a = Xo < Xl < X2 < ... < Xn = c} 

desak, biror m nomer uchun b = Xm bo'ladi. Ravshanki, bu hold a 
P* bo'linish quyidagi ikki bo'linish yig'indisidan iborat bo'ladi: 

1) [a, b] kesmaning diametri d(Pl ) :::; d(P) bo'lgan 

PI = {a = TO < Xl < X2 < ... < Xm = b} 

bo'linishi va 
2) [b, c] kesmaning diametri d(P2 ) :::; d(P) bo'lgan 

P2 = {b = Xm < Xm+l < Xm+2 < ... < Xn = c} 

bo'linishi. 
Mana shu P* bo'linishga mos kelgan f funksiyaning integral 

yig'indisini 
n m n 

L f(f.k)~xk = L f(6')~;Z:k + L f(f.k)~xk (6.2 . .5) 
k=l k=l k=m+l 

ko'rinishda yozish mumkin. 
Shartga ko'ra, f funksiya [a, c] va [c, b] kesmalarda integral

lanuvchidir. Shuning uchun. (6.2.5) ning O'llg tomonidagi integral 
yig'indilar f funksiyadan mos ravishda [a, c] va [c, b] kesmalarda 
olingan integrallarga intiladi. Df'mak. (6.2 . .5) uing chap tomonidagi 
integral yig'indi (6.2.4) !ling o'ng tomonidagi integrallar yig'inclisiga 
intiladi, ya'ni 

b c 

lim a P* (1) = J f ( :r) d.?; + J f ( x) d:r. 
d(P*)-tO 

a b 

(6.2.6) 

2. Endi [a, c] kesmaning, b nuqtani o'z ichiga olmagan, ixtiyoriy 
P bo'linishini qaraymiz. Aytaylik, b nuqta Xm-l va .rm nuqtalar 
orasida yotsin, ya'ni 

Xm-l < b < X m · 
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Agar P bo'linishga b nuqtani qo'shsak, [a, c] kesmaning yan
gi bo' linishini olamiz. Ana shu bo'linishni P* simvol orqali belgi
laymiz. Bunda, albatta, d(P*) ~ d(P) bo'ladi. Ravshanki, bu ikki 
bo'linishlarga mos keluvchi (6.1.3) ko'rinishdagHntegral yig'indilar 
ayirmasini quyidagicha yozish mumkin 

ap(f) - ap*(f) 

f(~m)(xm - Xm-l) - f(~:-n)(b-xm-l) - f(~~)(xm -b) , (6.2.7) 

bu yerda ~:n E [Xm-l, b] va ~~ E [b, xm]. Integrallanuvchi funksi
yaning chegaralanganligi haqidagi 6.1.1 - tasdiqqa ko'ra, shunday 
M > 0 o'zgarmas topiladiki, barcha x E [a, c] uchun If(x)1 ~ M 
tengsizlik bajariladi. Shuning uchun (6.2.7) dan 

= 2M/).xm ~ 2Md(P) (6.2.8) 

kelib chiqadi. 
Demak, har ikkala integral yig'indi bitta limitga ega bo'lib, (6.2.6) 

ga ko'ra, 

b c 

lim ap(f) = J f(x) dx + J f(x) dx , 
d(P)-tO 

a b 

ya'ni (6.2.4) tenglik bajarilar ekan. 

Eslatma. Biz (6.2.4) tenglikda a < b < c deb faraz qilgan edik. 
Agar istalgan a uchun 

a I J(x) dx o (6.2.9) 

a 
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deb kelishib olinsa, (6.2.4) tenglik a ~ b ~ c bo'lgancla ham o'rinli 
bo'lacli. Shuni alohida qaycl ctamizki, (6.2.9) tenglik isbotlamnaydi 
va u faqat kelishuv natijasidir. 

Navbatdagi tasdiq, [a, b] kesmaela integrallanuvchi funksiya qiy
matini shu kesmaga tegishli bo'lgan ixtiyoriy c nuqtada o'zgartirsak, 
o'zgartirilgan funksiya yana integrallanuvchi bo'lib, buncla integral
ning qiymati o'zgarmasligini ko'rsatadi. 

6.2.1 - tasdiq. Agar f funksiya [a,b] kesmada Riman bo'yicha 
integrallanuvchi bo'lib, c E [a, b] bo' lsa, istalgan haqiqiy JL uchun 

fJ1(x) = {f(X)' 
J1 ' 

agar x i=- c bo'lsa, 

agar x = c bo'lsa, 

funksiya ham [a, b] kesmada integrallanuvchi bo'ltb, 

b 

J f(x) dx 

a a 

tenglik bajariladi. 

Isbot bevosita 6.2.1 - teorema va 6.1.3 - misoldan kelib chiqadi. 
Buning uchun, quyidagi o'z-o'zidan ko'rinib turgan, 

tenglikdan foydalanish yetarli. 
Eslatma. Agar [a, b] kesmadaintegrallanuvchi funksiyaning qiy

matlarini shu kesmaning istalgan chekli sondagi nuqtalarida o'zgartir
sak, hosil bo'lgan funksiya yana integrallanuvchi bo'lib, bunda in
tegralning qiymati o'zgarmaydi. 

Shuni aytish kerakki, Dirixle funksiyasi nolga aynan teng funksiya
dan sanoqli sondagi nuqtalarcla (barcha ratsional nuqtalarda) farq 
qiladi. Demak, agar integrallanuvchi funksiya qiymatlarini sanoqli 
sondagi nuqtalarda o'zgartirsak, Dirixle funksiyasi misolida kO'rgani
mizdek, o'zgartirilgan funksiya Riman bO'yicha integrallanmasligi 
ham mum kin ekan. 
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6.2.1 - misol. Ayta~'lik, (' E R ]lo'bin. Shu nllqtada uzilishga 
f'ga bo'lgall 

agar :1' 2: e bo'lsa. 

agar :1' < c bo'lsa 
(6.2.10) 

funksiyani aniq1ah, nnillg ista1gau [a, b] kesmaJa integrallanuvchi 
ekanini kO'rsatamiz. 

Haqiqatan, agar e nllqta [a, b] kesmadall tashqarida yotsa, bu 
kesmada hA:r) o'zgarmas bo'lib. 6.1.1 - misolga ko'ra, u integra1-
1anuvchi bo'ladi. 

Bordiyu C E [a, b] bo'lsa, (6.2.10) funksiya [e, b] kesmada o'zgarmas 
bo'lib, [a, e] kesmada esa, c nuqtadan boshqa barcha nuqtalarda 
o'zgarmasga teng bo'lacli. Shulling uchun, u hal' ikkala kesma1arcla 
ham integrallanuvchi bo'ladi. Demak, 6.2.3 - teoremaga ko'ra, bu 
funksiya but un [a, b] kesmada integrallanuvchiclir. Xususan, agar 
C E [a, b] bo'lsa, 

b J hc(x) dx b-c (6.2.11) 

a 

tenglik bajariladi. 
Shuni aytish kerakki. hc (x) funksiya pog 'onasimon (yoki bo'lakli

o'zgarmas) deb ataluvchi funksiya1arga eng sodda miso1dir. Umu
man, pog'onasimon deb quyiclagi kO'rinishclagi funksiyaga ayti1adi: 

n 

f(x) = LaJhcJ(,r), (6.2.12) 
J=l 

bu yercla aJ va cJ berilgan haqiqiy son1ardir. 
6.2.2 - misol. ~ = [a, (3) - sonlar o'qining biror yarim intervali 

bo'lsin, ya'ni 

Quyidagi 

~ = {,r E R : 0 ::; :z: < ~}. 

w(,r,~) = 
{

1, 

0, 

agar .1' E ~ bo'lsa, 

agar x ~ ~ ])o'lsa, 
(6.2.13) 
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funksiyani aniqlayamiz. 

y 

n 
o a p x 

27-rasm 

Ushbu w(x,~) funksiya ~ yarim intervalning xarakteristikfunksi
yasi deyiladi. Agar ha(x) va hb(X) (6.2.10) tenglik orqali aniqlangan 
pog'onasimon funksiyalar bo'lsa, ravshanki, 

Aniqlanishiga ko'ra, w(x,~) funksiya istalgan kesmada integral
lanuvchi bo'lib, agar ~ yarim interval biror [a,b] kesmaning ichida 
yotsa, (6.2.1) va (6.2.11) tengliklarga asosan, 

b b b J w(x,~) dx = J ha(x) dx-J h(1(x) dx = (b-o:) - (b-f3) 13-0:· 
a a a 

Shunday qilib, agar ~ yarim interval [a, b] kesmaning ichida 
joylashgan bo'lib, uning uzunligini I~I = 13 - 0: desak, 

b 

J w(x,~) dx (6.2.14) 

a 

tenglik bajarilar ekan. 
6.2.3 - misol. P = {a = Xo < Xl < X2 < ... < Xn = b} -

berilgan [a, b] kesmaning biror bo'linishi bo'lsin. Bu kesmada h(x) 
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funksiyani shunday aniqlaymizki. u har bir qismiy .3.k = [Ik-I, Xk) 
yarim intervalda o'zgarmas bo'lib, fik qiymatni qabul qilsin, ya'ni 

h(x) = fib agar x E I:lk bo'lsa ( 6.2.15) 

(k = n bo'lganda I:lk sifatida I:l n = [Xn-l, Xn] = [Xn-I, b] kesma 
olinadi) . 

Albatta, bllnday aniqlangan h( X) fllnksiya pog'onasimonciir. Agar 
6.2.2 - misoldagi belgilashlardan foydalanib, w( x, I:lk) deb I:lk qismiy 
yarim int.ervalning xarakteristik funksiyasini olsak, h(x) funksiyani 
quyidagi ko'rinishda yozish mumkin bo'ladi: 

n 

h(x) = LfikW(X,l:lk)' ( 6.2.16) 

k=l 

Demak, xulosa qilib shuni aytish mumkinki, istalgan pog'onasimon 
funksiya har qanday [a, b] kesmada Riman bO'yicha integrallanuvchi 
bo'lar ekan. Bundan tashqari, (6.2.14) tenglikka ko'ra, 

Bundan, (6.2.15) ta'rifni hisobga olsak, oraliq nllqtalar ~k E 
[Xk-l, Xk) istalgancha tanlanganda ham, 

b J h(:r) dx = t h(~k)I:lXk 
a k=l 

(6.2.17) 

tenglikni olamiz. Boshqacha aytganda, P bo'linishning qismiy in
t.ervallarida o'zgarmas qiymat qabul qiluvchi h(x) pog'onasimon 

funksiyadan olingan integral shu P bo'linishga mos keluvchi integral 
yig'indiga teng bo'lar ekan. 

Integralning navbatdagi xossasi tengsizlik belgisi bilan bog'langan 
fllnksiyalardan olingan integrallar haqidadir. 
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6.2.1 -lemma. BCTilgan f funksiya [a, b] kcsmada Riman bO'yicha 
integrallanu1Jchi bo ·lsin. AgaT 

f(x) ~ 0, a:::;.l·:::;b, 

bo'lsa. quyidagi trngszzlik bajaTiladi: 

b 

/ f(x) dx ~ O. 
a 

(6.2.18) 

(6.2.19) 

Isbot. Agar f fll11ksiyaclan olillgan iutegral mallfiy bO'lgallcla 
ecli, (6.1. 7) ten~;likka ko' ra, P bO'lillishlling diaIllE'tri yetarlic ha kichik 
oo'lgallcia, ap(f) illtE'?,ral yi?,'iucli ham manfiy bo'lar edi. Ammo 
(6.2.18) shartga asosall f fuuksiyaning barcha iutegral yig'inclilari 
mllsbatclir. Bu qarama-qarshilik lell1rnani isbotlaydi. 

• 
6.2.3 - teorema. BeTilgan f va g funksiyalaT [a, b] kesmada 

Rzman bo 'yicha intcgrallanuvchi bo'lsin. AgaT 

f(.r) :::; g(.z:), a:::;.r:::; b, (6.2.20) 

bo'lsa, quyidagi tcngsizlik bajm-iladi: 

b b J f(J;) d:1' :::; / g(x) dx. (6.2.21) 

a a 

Ishot bevosita 6.2.1- tporellla va 6.2.1-lernmadan kelib chiqacli. 
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§ 6.3. Darbuning yuqori va quyi integrallari 

1. Darbuning yuqori va quyi yig'indilari. Yllqorida ko'rga
nimizdpk, Rimall illtcgraliuiug ta'rifi uning xossalarini nisbatan oson 
isbotlashga imkou l)('radi. Ammo bu ta'rif yordamida berilgan fll11ksi
yalling biror k('smada illtcgrallallllvehiligini aniqlash aneha murakkab
dir. 

Illtegralllillg yana hoshqacha auiqlash uSlllini fra.llsuz mat('ma
tigi .J .G.Darbu taklif qilgan. Darbu ta'rifining ustunligi shuudall 
iboratki. u bo'yieha integrallanish kritcriysi nisbatan yaqqolroq ifo
dalanib, osonroq tekshirilacli. TIu USlll11illg asl mohiyati integralla
uishga tekshirilayutgau J fUllksiyalli ikkita. pog'onasimon fUllksiyalar 
bilau ikki tomondan yaqiulashtirishdadir: ulardan biri J dan kichik 
bo'lib yaqinlashsa, ikkiuchisi ('sa J dan katta bo'lib uuga yaqin
lashadi. 

Faraz qilaylik, J fuuksiya biror [a, b] kesmada aniqlaugan bo'lib. 
shu k('smada chegaralangan bo'lsin. Bundan tashqari, P = {a = 

:1'0 < .1'1 < l'2 < ... < .rn = b} berilgau k('smaning ixtiyoriy bo'linishi 
bo'lsin. 

Endi h(.r) pog'onasimon funksiyani shllnday alliqlaymizki, u har 
bir [Xk-l •• 1'k) qismiy yarim iut('rvalda hiror lik qiymatni qabul qilsin 
(agar k = 11 bo'lsa, biz h(.r) funksiya oxirgi qismiy [X n -l, Xn] = 
[Xn-l, b] kcsmada o'zgarmasga teng deb olamiz). Bunday aniqlau
gan h (.1') fuuksiya, 6.2.3 - misolda ko'rganimizdck, Rirnan bo'yicha 
intpgrallaullvchi bo'ladi va undan oliugau integral (6.2.17) formula 
bO'yicha hisoblanadi. 

Faraz qilamiz. h(.r) pog'onasimon funksiya shunday aniqlangan 
bo'lsinki, u uchun 

h(.r) ::; J(x), a::;.r::; b, (6.3.1) 

tengsizlik bajarilsiu. Bu bahoni ta'minlash uchuu h (l') funksiyaning 
liJ..: = TnJ..: qiymatlariui <Illyidagieha aniqlash kifoya: 

171k = inf { J(t) : t E [XIc-l, Xlc] }. (6.3.2) 
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Hosil bo'lgan funksiyani h(x, P) simvoli bilan belgilaymiz. De
mak, agar 11k = [Xk- l, Xk) desak (k = n bo'lganda, odatdagidek, 
I1n = [Xn~l' xn] deb hisoblaymiz), biz quyidagi ta' rifgaega bo'lamiz: 

agar x E 11k bo'lsa, 

k = 1,2, ... , n. (6.3.3) 

Pog'onasimon h(x, P) funksiyani P bo'linishga mos keluvchi 
Darbuning quyi pog 'onasimon funksiyasi deb ataymiz 

Shunday qilib, Darbuning quyi pog'onasimon funksiyasi (6.3.1) 
tengsizlikni qanoatlantirib, undan olingan integral, (6.2.17) ga ko'ra, 

b J h(x , P) dx (6.3.4) 

a 

ga teng. 
(6.3.4) tenglikning o'ng tomonidagi yig'indi P bo'linishga mos 

keluvchi Darbuning quyi yig 'indisi deyiladi va odatda quyidagicha 
belgilanadi: 

s(j , P ) (6.3.5) 

11' i [( 

28-rasm 
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Xuddi shu singari, berilgan P bo'linish uchun Darbuning yuqori 
pog 'onasimon funksiyasi H (x) = H (x, P) ni shunday aniqlaymizki, 
u har bir D..k = [Xk-l, Xk) qismiy yarim intervalda o'zgarmas bo'lib, 
quyidagi 

(6.3.6) 

tenglik bilan aniqlangan qiymatlarni qabul qilsin. 
Shunday qilib, 

H(x,P) = Mk x E D..k, k = 1,2, ... ,n. (6.3.7) 

Yuqori pog'onasimon funksiya integrali 

b 

J H(x,P) dx (6.3.8) 

a 

ga teng. 
(6.3.8) tenglikning o'ng tomonidagi yig'indi P bo'linishga mos 

kelgan Darbuning yuqori yig'indisi deyiladi va odatda quyidagicha 
belgilanadi: 

n 

su, P) (6.3.9) 

y 

29-rasm 
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Darbuning har qanday bo'linishga mos kelgan yuqori pog'onasimon 
funksiyasi quyidagi tengsizlikni qanoatlantirishi ravshan: 

H(x,P) ~ f(x), a < x < b. (6.3.10) 

Shuni aytish kerakki, shartimizga ko'ra o'rganilayotgan funksiya 
chegaralangan bo'lgani uchun, (6.3.2) va (6.3.6) kattaliklar va bu
ning natijasida, Darbuning quyi (6.3.5) va yuqori (6.3.9) yig'indilari 
chegaralangan aniq sonlardir. 

2. Darbuning yuqori va quyi integrallari. Darbuning quyi 
va yuqori yig'indilari xossalarini navbatdagi bir qator sodda jum
lalarda keltiramiz Bujumlalarda f funksiyani [a, b] kesmada aniqlan
gan va chegaralangan ixtiyoriy funksiya deb qaraymiz. 

1 - jumla. Berilgan [a, b] kesmaning istalgan ikki P1 va P2 
bo'linishlari- uchun h(x, Pt) quyi pog'onasimon funksiya H(x, P2 ) 

yuqori pog 'onasimon funksiyadan katta emas, ya 'ni 

h(x, Pd ::;; H(x, P2 ), a < x < b. (6.3.11) 

Isbot (6.3.1) va (6.3.10) tengsizliklardan kelib chiqadi. 

2 - jumla. Darbuning istalgan quyi pog'onasimon funksiyasi
dan olingan integral Darbuning har qanday yuqori pog'onasimon 
funksiyasidan olingan integraldan katta emas, ya 'ni 

b b J h(x, pt) dx ::;; J H(x, P2 ) dx. 

a a 

Isbot 1 - jumla bilan 6.2.3 - teoremadan kelib chiqadi. 

3 - jumla. Darbuning istalgan quyi yig'indisi Darbuning har 
qanday yuqori yig'indisidan katta emas, ya 'ni 

(6.3.12) 
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Isbot Darbuning quyi va yuqori yig'indilari ta'rifi hamda 2 -
jumladan kelib chiqadi. 

4 - jumla. Darbuning barcha quyi yig'indilari to 'plami yuqori
dan chegaralangan bo'lib. Darbuning barcha yuqori yig'indilari to 'p
lami quyidan chegaralangan bo'ladi. 

Isbot 3 - jumladan kelib chiqadi. 

Ta'rif. Berilgan f funksiyadan [a, b] kesma bo'yicha olingan 
Darbuning quyi integrali I(f) deb [a. b] kesmaning bar-cha bo'li
nishlari bo 'yicha olingan Darbu quyi yig'indilarining aniq yuqori 
chegarasiga aytamiz. ya 'ni 

I(f) = sup s(f. Pl. 
p 

(6.3.13) 

Ta'rif. Berilgan f funksiyadan [a, b] kesma bo'yicha olingan 
Darbuning yuqori integrali Itfl deb [a, b] kesmaning barcha 
bo'linishlari bo 'yicha olingan Darbu yuqori yig'indilarining aniq quyi 
chegarasiga aytamiz, ya 'ni 

I(f) = inf S(f, Pl· 
p 

(6.3.14) 

Ravshanki, Darbuning bunclay aniqlangan quyi va yuqori integ
rallarining mavjudligilli 4 - jumla ta'minlaydi. 

5 - jumla. Darbuning quyi integrali Darbuning yuqori integrali
dan katta emas, ya :ni 

I(f) :::; I(f). (6.3.1.5) 

Isbot 3 - jumladan kelib chiqadi. 

Ta'rif. Agar f funksiya uchun Darbuning quyi integrali Dar
buning yuqori integraliga teng bo'lsa: 

I(f) = I(f), (6.3.16) 
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u holda bu funksiya [a, b] kesmada Darbu ma'nosida integrallana
di deymiz, bunda Darbuning quyi va yuqori integrallarining umu
miy qiymatini, ya'ni ID = I = I sonni f funksiyaning [a, b] kesma 
bO'yicha Darbu ma'nosidagi integra!i deymiz. 

Endi P bo'linishga yangi nuqtalarni qo'shganda Darbuning quyi 
va yuqori yig'indilari qanday o'zgarishini kuzatamiz. 

6 - jumla. Agar P berilgan [a, b] kesmaning ixtiyoriy bo'linishi 
bo'lib, P* esa P ga chekli sondagi nuqtalarni qo'shishdan hosil bo'lgan 
yangi bo'linish bo'lsa, Darbuning quyi va yuqori yig'indilari quyidagi 
tengsizliklarni qanoatlantiradi: 

s(j,P):S; s(j,P*), S(j,P*):S; S(j,P). (6.3.17) 

Shunday qilib, bo'linishga yangi nuqtalarni qo'shganda Darbu
ning quyi yig'indilari o'sib, Darbuning yuqori yig'indilari esa kama
yar ekan. 

Isbot. Shubhasiz, bu jumlani P bo'linishga faqat bitt a nuqta 
qo'shilgan holda isbotlash yetarlidir. 

(6.3.17) dagi tengsizliklardan o'ngdagisini isbotlaymiz. Aytaylik, 
boshlang'ich bo'linish 

P = {a=xo<xl < ... <xn=b} 

ko'rinishga ega bo'lib, yangi P* bo'linish (Xm-l, xm) intervalda yot
gan bitta x* nuqtani: 

Xm-l < x* < Xm , 

qo'shishdan hosil bo'lsin. 
Bunda 6.m = [Xm-l, xm) qismiy yarim interval ikkiga bo'linadi: 

bu yerda 6.~ = [Xm-l, x*) va 6.~ = [x*, xm). 
Ravshanki, bu qo'shilish natijasida (6.3.9) yig'indining faqat In 

- nomerli bitta hadi o·zgaradi. Demak, 

I' 
i 

", 
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S(f, P) - S(f,P*) = Mm L\xm - M~, L\'xm - M::' L\"xm , (6.3.18) 

bu yerda !vI:'" va M::' soniar f funksiyaning mos ravishda L\~ va 
L\~ yarim intervallardagi aniq yuqori chegaralari bo'lib, L\' Xm = 

(x* - xm-d va L\"xm = (xm - x*). 
Agar o'z-o'zidan ko'rinib turgan 

M" < M m- m 

tengsizliklarni va 

tenglikni hisobga oisak, (6.3.18) dan talab qilingan tengsizlik kelib 
chiqadi: 

S(f, P) - S(f, P*) = (Mm - M:r,)L\'x m + (AIm - M::')L\"x m 2 O. 
(6.3.19) 

Xuddi shunga o'xshash (6.3.17) dagi tengsizliklardan chapdagisi 
ham isbotlanadi. 

• 
7 - jumla (Darbu ma'nosida integrallanish kriteriysi). 

Chegaralangan f funksiyaning Darbu ma 'nosida integrallanuvchi bo '
lishi uchun ixtiyoriy E > 0 olganda ham shunday Po bo'linish 
topilib, uning uchun 

(6.3.20) 

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. 
Isbot. 1. Avval f funksiya Darbu ma'nosida integrallanuvchi 

bo'lsin, deylik. U holda, (6.3.16) ta'rifga ko'ra, 

s~p sU, P) = I(f) = ID = I(f) = irl S(f, Pl· (6.3.21) 
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Aniq chegaralarning ta ·rifla.riga binoan ShllIlday ikki Pi = Pi (S") 
va P2 = P2(E) bo'linishlar topiladiki, ular uchun 

(6.3.22) 

tengsizliklar bajariladi. 
Bu ikki Pi va. P'2 bo"linishlami birlashtirish natijasida hosil ho"lgan 

bo'linishni PE simvoli bilan belgilaymiz. U holda, 6 - jumlaga ku"ra., 
Pi va P2 bo'linishlardan PE bo'linishga o'tishda quyi yig"indilar 
faqat o'sishi mUlllkin va yuqori yig"indilar esa, aksincha, faqat ka
mayishi mumkill. Shuning uchun, (6.3.22) ga ko"ra, 

c 

S(J, PEl < ID + ~. 

Bundan, shubhasiz. (6.3.20) tengsizlik kelib chiqadi. 
2. Endi (6.3.20) shart bajarilsin, deylik. !\1a"l1lluki, istalgan P 

bo'linish uchun 

s(J, P) ~ I(J) ~ I(J) ~ S(J, P) 

tengsizliklar bajariladi. Shunday ekan. istalgan bo'linish uchun quyida
gi baho o"rinli bo'ladi: 

I(J) - I(J) ~ S(J,P) - s(J,P). 

Bu bahoda P = Pc desak, (6.3.20) ga ko'ra, 

I(J) - I(J) < E (6.3.23) 

tengsizlikka ega bo'lamiz. 
Ravshanki, bundan, E > 0 ixtiyoriyligiga ko'ra, I(J) = I(J) 

tenglik kelib chiqadi. Demak. f funksiya Darbu ma'nosida integral
lanuvchi ekan. 

• 
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7 - jumla.cla. o'rnatilgan Darbu ma 'nosidagi integrallanish kri
teriysi berilg,au fUIlksi~'auing integrallauuvchi bO'lishi haqidagi maS<l
lasini to'la hal qiladi, 

~avbatdagi jlllllialar intpgralga IlPrilg,au ikki ta'rifui, .va'ui Dar
buning aniq yuqori va auiq qu~'i iutp?,rallamiug llstma-llst tushishi 
rna'uosiclagi ta'rifi hilau Rilllauuiug, iuteg,ral ~'ig'iudilar limiti III a 'nosi
dagi ta'riflarini o'zaro bog'lash?,a ~'()rdam bpradi. CIlllllOn(·hi. 1m 
.illmlalarda Darbuuing qllyi integrali quyi illtq!,ral yig'iudilarniug. 
Darbllniug Yllqori iutegrali esa yuqOl'i illtegral ~'ig'illClilarniug lillliti 
ekani kO'rsatiladi. 

Dastan'al. G - jllmlaga qo'shilllcllil rd\'isl!da. qllyi va YUqUll 

yip,' illdila millg 1>( 'rilgall 1)0 'liuishga qO'shimdw (lH'kli :-'()Jl( lagi u uq 
tabu qU'shilgalldag,i u'zgarishilli baholaYllli/. 

8 - jumla. Bprzlgan f fm~ksiya [a. b] h:.muu1a r:hegaralanglL71 

bo'lib. ;,11 blt fll.n~:siyaning [(f. "] h:smruia mUll YUqOT7 va mesa u.lli'llg 
aniq qU!Ji chegaTalari bo'lsin. Hunrlan tashqari, P bprilgan [(J. l/] 

kesm(J.ning lxtiyoriy brdinishi va d = d(P) 1l7~ing rli(J.mciri bO'l8in. 
Agar px bo 'limsh P bo'lm'lshga yangi S ta nuqta qo 'shish 'J'ilall 

hosll bo'lgrLn bo 'Zmish bO'lsa, Darbuning quyi yzg'inrlilari 

s(f. PX) ~ s(f. P) + X(M - m)r1(P) (6.3.2~) 

tengsizliknz va Da7'bltmng yuqori yig'ind7lm'i esa 

S(f. P) ~ S(f. P*) + S(JJ - III )dl P) (6.3.2.:» 

tengsulikni qanoatlanhTO.di. 

Isbot. Ravsha.nki. (6.3.24) va (6.3.25) tPngsizliklarni X = 1 da 
isbotlash yetarli. chllnki UItlllllliy holga lY marta bittadan llllqtalar 
qo'shish bilan o'tish mumkin. 

Shuniug UChUll. ruasalau. (6.3.25) tengsizlikni N = 1 da isbot
la,vllliz. 

Aytaylik. hoshlaIlg'ich ho'linish P = {(J = ,1'0 < .1'1 < ... < 
.tn = b} ko"rinishga ega bo"lib. ~Tangi px b()'liuish (.1'",-1 • . I'm) intPl'-
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valda yotgan bitta :1'* nuqtani, :vani 

Xm-l < x'" < Xm 

shartni qanoatlantiruvchi nuqtani qo'shishdan hosil bo'lsin. 
Bunda ~m = [Xm-l, xm) qismiy yarim interval ikkiga bo'linadi, 

ya'ni 

bu yerda ll;n = [Xm-l'.r*) va ll~ = [x*,xm)' 
Ravshanki, bu qO'shilishda (6.3.9) yig'indida faqat m - nomerli 

bitta had o'zgaradi. Demak, xuddi 6 - jumla isbotidagidek ((6.3.19) 
ga qarang), 

S(f, P) - S(f, P*) = (Mm - M:n)ll'x m+ 

(6.3.26) 

bu yerda M:r, va M::' sonlar f funksiyaning mos ravishda ll:n va 
ll~ yarim intervallardagi aniq yuqori chegaralari bo'lib, ll' Xm = 
(x* - xm-d va ll"xm = (x m - x*). 

Nihoyat, o'z-o'zidan ko'rinib turgan 

tengsizliklarni hisobga olsak, (6.3.26) dan talab qilingan (6.3.25) 
bahoni N = 1 da olamiz: 

S(f,P) - S(f,P*)::; 

< (M - m)ll'xm + (M - m)ll"xm = (M - m)llxm ::; (M - m)d(P). 

Demak, yuqorida qayd qilinganidek, (6.3.25) tengsizlik ixtiyoriy 
N uchun ham o'rinli bo'lar ekan. 

Xuddi shu singari (6.3.24) tengsizlik ham isbotlanadi. 

• 
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Ta'rif. Biror A haqiqiy soni berilgan bo'lsin. Agar istalgan E > 
o uchun shunday 0 > 0 topilsaki, ixtiyoriy P bo'linish olganda ham 
d(P) < 0 shartdan 

Is(j,P) - AI < E 

tengsizlik kelib chiqsa, A son Darbuning quyz s(j, P) yig'indilarining 
d (P) ---+ 0 dagi limiti deyiladi. 

Xuddi shunga o'xshab Darbuning yuqori S(j, P) yig'indilarining 
d(P) ---+ 0 dagi limiti aniqlanadi. 

9 - jumla (Darbuning asosiy lemmasi). Berilgan f funksiya 
[a, b] kesmada aniqlangan va chegaralangan bo'lsin. U holda, d(P) ---+ 
o da Darbuning quyz va yuqori yzg'indilarining limiti mavjud bo'lib, 
quyi yig'indilar limiti Darbuning f funksiyadan olingan quyi integ
raliga teng. ya'ni 

lim s(j, P) = L 
d(P)-+O 

yuqori yig'indilari limzti esa Darbuning f funksiyadan olingan yuqori 
integraliga teng. ya'ni 

. bo'ladi. 

lim 5 (j. P) 1 
d(P)-+O 

Isbot. Avval Darbuning yuqori yig'indilarini qaraymiz. Istal
gan E > 0 uchun shunday 0 = O(E) > 0 topilishini ko'rsatamizki, 
diametri f, dan kichik bo'lgan ixtiyoriy P bo'linish uchun 

I < 5 (j, P) < 1 + E (6.3.27) 

tengsizlik o'rinli bo'lsin. 
Buning uchun aniq quyi chegara ta'rifidan foydalanamiz. Bu 

ta'rifga ko'ra, istalgan E > 0 olganda ham shunday Pc bo'linish 
topiladiki, u uchun 

(6.3.28) 

tCIlgsizlik bajariladi. 



342 Aniq integral VI Bob 

Aytaylik, N = N(E) SOIl Pe bo'linish nuqtalari soni bo'lsin. U 
hold a 

E 1 
8 = 8(E) = 2" N(M _ m) (6.3.29) 

deymiz, bu yerda M orqali f funksiyaning [a, b] kesmadagi aniq 
yuqori chegarasi va m orqali esa bu funksiyaning aniq quyi chegarasi 
belgilangan (biz f o'zgarmasga aynan teng emas deb hisoblashimiz 
mumkin, shuning uchun, M - m > 0). 

Endi P diametri d(P) < 8 shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 
bo"linish bo'lsin. Madomiki, 7 yuqori yig'indi {S(j, P)} lardan [a, b] 
kesmaning barcha P bo'linishlari bo'yicha olingan aniq quyi chegara 
ekan, biz tanlagan bo'linish uchun (6.3.27) da chapdagi tengsizlik 
bajariladi. Shuning uchun, bu bo'linish uchun (6.3.27) dagi tengsiz
likning o'ng qismini isbotlash yetarli. 

Tanlab olgan P bo'linishimizga Pe bo'linishning barcha nuqta
larini qo'shishdan hosil bo'lgan bo'linishni P* simvol orqali belgi
laymiz. U holda, 8 - jumlani qo'llab, (6.3.29) tanlashga ko'ra, 

S(j, P) S S(j, P*) + N· (M - m)8 = S(j, P*) + ~ (6.3.30) 

tengsizlikni olamiz. 
Agar P* bo'linishni Pe bo'linishga P bo'linishning barcha nuq

talarini qo'shish bilan hosil bo'lgan deb qarasak, 6 - jumlaga ko'ra, 

(6.3.31) 

Nihoyat, agar (6.3.30) tengsizlikda avval (6.3.31), so'ngra (6.3.28) 
baholardan foydalansak, 

S(j,P) S S(j,Pe ) + ~ < 7 + E 
2 

tengsizlikka ega bo'lamiz. Demak, (6.3.27) dagi tengsizlikning o'ng 
tomoni ham bajarilar ekan. 

Ravshanki, (6.3.27) tengsizlikdan Darbuning yuqori integrali Dar
buning yuqori yig'indilarining limiti ekani bevosita kelib chiqadi. 

Xuddi shunga o'xshab, Darbuning quyi yig'indilarining limiti 
Darbuning quyi integrali ekani isbotlanadi. 
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• 
Darbuning asosiy lemmasidan Darbu ma'nosida integrallanish

ning navbatdagi yana bir kriteriysini olamiz. 

10 - jumla. Berilgan [a. b] kesmada chegaralangan f funksiya
mng Darbu ma 'nos ida integrallanuvchi bo "lishi uchun Darbuning 
quyi yig'indilari limiti Darbuning yuqori yig "indilari limitiga teng 
bo'lishi, ya 'ni 

lim sU, P) = lim SU, P) 
d(P)-+O d(P)-+O 

(6.3.32) 

tenglikning bajarilishi zarUT va yetarlidir. 
Isbot bevosita 9 - jllmla va Darbu ma'nosidagi integralning (6.3.16) 

ta'rifidan kelib chiqadi. 

§ 6.4. Riman integrali bilan Darbu ma'nosidagi 
integralning ustma-ust tushishi 

1. Riman bo'yicha integrallanish kriteriysi. 

1. Ushbu paragrafdagi bizning asosiy maqsadimiz - Darbuning 
asosiy lemmasiga asoslanib Rilllall va Darbu integrallarining ustma
usf tushishini ko'rsatishdir. 

6.4.1 - teorelna. Benlgan f f1Lnkszya [a, b] kesmada Rirnan 
bo 'yicha integrallanuvchi bo "Zishi 7lchun uning slm kesrnada DaTb1L 
TlW 'nosuia integrallanuvchi bo 'Zi8hi ULTW' va yeta1'li. Bunda Riman 
integraZz Darbu rna 'no8zdagi integmZga teng bo "Zadi. 

Isbot. 1) Dasta\'val f funksiya [a.b] kesmada Darbll ma'llosida 
illtegrallanuvchi bo'lib. 

P = i (} = ,I' 0 < .1' I < ... < .1' II = b} 
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shu kesmaning ixtiyoriy bO'linishi bo·lsin. 
Agar mk va Ah lar orqali f funksiyaning [Xk-I, .Tk] qismiy kesma

dagi mos ravishda aniq quyi va aniq yuqori chegaralarini belgilasak, 
~k E [Xk-l, Xk] nuqtani ixtiyoriy tanlaganda ham 

tengsizlik bajariladi. 
Bu qO'shaloq tengsizlikni .6.:rk ga ko'paytirib, k bo'yicha yig'ib 

chiqsak, 

s(j,?) :::; ap(j,{~d) :::; S(j,P) (6.4.1) 

tengsizlikni olamiz. 
10 - jumlaga ko'ra, (6.4.1) ning chap qismida turgan Darbuning 

quyi yig'indilari ham, uning o'ng qismida turgan Darbuning yuqori 
yig'indilari ham bitta limitga intiladi. Shuning uchun, (6.4.1) teng
sizlikka asosan, integral yig'indilar ham xuddi o'sha limitga intila
di. Bu esa, o'z navbatida, Riman integrali mavjud bo'lib, Darbu 
ma'nosidagi integralga tengligini anglatadi. 

2) Endi f funksiya [a, b] kesmada Riman bo'yicha integrallanuv
chi bo'lib, 

P = {a = Xo < Xl < .. , < Xn = b} 

shu kesmaning ixtiyoriy bo'linishi bo'lsin. Bu bo'linish diametrini 
d(P) orqali balgilaymiz. Bar bir [Xk-l, Xk] kesmadan ~k nuqtani 
shunday tanlaymizki, 

(6.4.2) 

tengsizlik bajarilsin. Bundan tashqari, (h E [Xk-l, Xk] nuqtani shun
day tanlaymizki, 

(6.4.3) 

tengsizlik bajarilsin. 
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Ikki (6.4.2) va (6.4.3) tengsizliklarni birgalikda quyidagi 

ko'rinishda yozish mumkin. 
Bu qo'shaloq tengsizlikni 6.xk ga kO'paytirib, k bO'yicha yig'ib 

chiqsak, 
CTp(f, { (h}) - d(P) < s(f, P) ::; 

::; S(f,P) < CTp(f,{~d) + d(P) 

tengsizlikka ega bo'lamiz. 

(6.4.4) 

Ushbu tengsizlikning chap va o'ng tomonidagi integral yig'indilar, 
f funksiya Riman bo'yicha integrallanuvchi bo'lgani sababli, d(P) -+ 
o da f funksiyadan olingan Riman integraliga intiladi. Bundan chiq
di, xuddi shu limitga Darbuning quyi va yuqori yig'indilari ham 
intiladi. Nihoyat, 10 - jumlaga asosan, bundan f funksiyadan olill
gan Darbu ma'nosidagi integral mavjud bo'lib, u Riman bo'yicha 
integralga tengligi kelib chiqadi. 

• 
2. Isbotlangan teorema «Darbu ma'nosidagi integarl» degan ata

mani tashlab, keyinchalik bunday integrallarni ham Riman integrali 
deyishga imkon beradi. Shuni aytish joizki, bu teoremaga asosan, 
avval o'rnatilgan Darbu ma'nosida integrallanish kriteriysi bir vaqt
ning o'zida Riman bo'yicha integrallanish kriteriysi ham bo'ladi. 

Eslatib o'tamiz, mk va Mk simvollar orqali mos ravishda (6.3.2) 
va (6.3.6) tenglilar bilan aniqlangan sonlar belgilangan edi. 

6.4.2 - teorema (Riman bo'yicha integrallanish kriteriysi). 
Chegaralangan f funksiyaning [a, b] kesmada Riman bO'yicha integ
ralanuvchi bo'lishi uchun ixtiyoriy E > 0 olganda ham shu kesmani 
quyidagi 

n 

L(Mk - mk)6.x k < E 
k=l 

(6.4.5) 
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tengsizlikni qanoatlantiruvchi P bo'linishining topilishi zarur va 
yetarlidir. 

Isbot o'z-o'zidan ko'rinib turgan 

n 

SU, P) - sU, P) = :L(Mk - mk)~xk 
k=l 

tenglik va 7 - jumladan bevosita kelib chiqadi. 

Yuqoridagi kriteriy Riman integralining navbatdagi muhim xos
salarini isbotlashga imkon beradi. 

6.4.3 - teorema. Agar f funksiya [a, b] kesmada integrallanuv
chi bo'lsa, bu funksiya istalgan [c, d] C [a, b] kesmada ham integral
lanuvchi bo'ladi. 

Isbot. Berilgan f funksiya [a, b] kesmada integraHanuvchi bo'lib, 
[c, d] C [a, b] bo'lsin. IntegraHanish kriteriysiga (6.4.2 - teorema) 
ko'ra, ixtiyoriy E > 0 olganda ham [a, b] kesmaning shunday P~ 
bo'linishi topiladiki, uning uchun navbatdagi baho bajariladi: 

SU, P~) - sU, Pe) < E. (6.4.6) 

Agar biz Pe bo'linishga ikki c va d nuqtalarni qo'shsak, 7 - jumla
ga asosan, yuqori yig'indilar faqat kamayishi va quyi yig'indilar esa 
faqat oshishi mumkin. Shuning uchun (6.4.6) tengsizlik saqlanadi. 
Demak, umumiylikni buzmagan holda, biz Pe bo'linish c va d nuq
talarni o'z ichiga oladi deyishimiz mumkin. 

Shunday ekan, Pe bo'linishning [c, d] kesmada yotuvchi nuq
talari [c, d] kesmaning biror P* bo'linishini hosil qiladi. Bundan 
tashqari, shubhasiz, 

SU, P*) - sU, P*) ~ SU, Pe) - sU, Pe) . (6.4.7) 

Agar (6.4.6) va (6.4.7) tengsizliklarni birgalikda qarasak, [c, d] 
kesmaning P* bo'linishiga mas kelgan Darbuning yuqari SU, P*) 
va quyi 8U, P*) yig"indilari uchun quyidagi 

SU. P*) - s{j, P*) < :: 
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tengsizlikni olamiz. Demak, 6.4.2 - teoremaga asosan, f funksiya 
[c, d] kesmada integrallanuvchidir. 

• 
Natija. Agar f funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bo'lsa, 

ixtiyoriy c E (a, b) uchun bu funksiya [a, c] va [c, b] kesmalarda ham 
integrallanuvchi bo'lib, 

c b c 

J f(x) dx J f(x) dx + J f(x) dx (6.4.8) 

a a b 

tenglik bajariladi. 

Eslatma. Mazkur tasdiq 6.2.2 - teoremaga teskari tasdiqdir. 
O'sha teoremada (6.4.8) tenglik a ~ b ~ c munosabatni qanoat
lantiruvchi har qanday a, b, c sonlar uchun isbotlangan edi. Biz 
integralni uning yuqori chegarasi quyi chegarasidan kichik bo'lganda 
shunday aniqlashimiz mumkinki, natijada (6.4.8) tenglik istalgan 
a, b, c sonlar uchun o'rinli bo'ladi. Chunonchi, agar a < b bo'lsa, 

a b J f(x) dx J f(x) dx (6.4.9) 

b a 

deymiz. 
Ravshanki, integralni bunday aniqlashimizda (6.4.8) tenglik har 

qanday a, b, c haqiqiy sonlar uchun o'rinli bo'ladi (albatta, bunda 
integral ostidagi funksiya mos integrallash oraliqlarida aniqlangan 
bo'lishi z arur ) . 

Shuni alohida qayd etish joizki, integralning yuqori chegarasi 
quyi chegarasidan kichik bo'lgan vaqtda (6.4.9) tenglik isbotlan
masdan, faqat chapdagi integralning ta'rifi sifatida qabul qilinadi. 
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3. Agar funksiyaning kesmadagi tebranishi tnshunchasini kirit
sak, (6.4.5) integrallanish kriteriysini boshqa (matematik adabiyot
larda ko'p uchraydigan) ko'rinishda yozish mumkin. 

Ta'rif. Faraz qilaylik, ~ sonlar 0 'qidagi ixtiyoriy kesma bo'lib, 
u berilgan f funksiyaning aniqlanish sohasiga kirsin. U holda f 
funksiyaning ~ kesmadagi tebranishi deb quyidagi kattalikka ayti
ladi: 

w(j,~) = sup If(x) - f(y)l. (6.4.10) 
xED., yED. 

Masalan, agar f(t) funksiya temperaturaning vaqtga bog'liqligini 
ko'rsatsa va ~ orqali 24 soatga teng bo'lgan vaqt intervalini belgi
lasak, (6.4.10) kattalik temperaturaning bir kecha-kunduzdagi o'rta
cha tebranishlarini anglatadi. 

Biror kesmadagi funksiyaning tebranishi uning shu kesmadagi 
aniq yuqori va aniq quyi chegaralarining ayirmasiga tengligini tek
shirish qiyin emas: 

w(j,~) = sup f(x) - inf f(y). 
xED. yED. 

(6.4.11) 

Tebranish tushunchasidan foydalanib, 6.4.2 - teoremani nav
batdagi ko'rinishda keltirish mumkin. 

6.4.2* - teorema (Riman bo'yicha integrallanish kriteriysi). 
Chegaralangan f funksiyaning [a, b) kesmada Riman bO'yicha integ
rallanuvchi bo'lishi uchun ixtiyoriy E > 0 olganda ham berilgan 
kesmaning shun day 

P = {a = Xo < Xl < ... < X" = b} 

bo'linishi topilib, u uchun 

n 

L w(j, ~k)~Xk < E ( 6.4.12) 
k=l 

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli, bu yerda ~k = [x k-l , X k]' 
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2. Murakkab funksiyaning integrallanishi. 

Ta'rif. Agar 9 funksiya [A, B] kesmada aniqlangan bo'lib. shun
day 0 'zgarmas L > ° topilsaki, istalgan ikki .r E [A., B] va y E [.4., B] 
mtqtalar uchun 

Ig(J:) - g(y)1 :::; LI·I' -.Ill (6.4.13) 

tengsizlik bajarilsa. 9 funksiya berilgan kcsmada Lipshits shartini 
qanoatlantiradi deyiladi. 

6.4.1 - misol. Ushbu 

g(x) = I.TI 

fllnksiya butun soular o"qida Lipshit:-; shartini qanoat.lant.iradi. Haqi
qatan, 

Ig(J:) - g(Y)1 = Ilxl - Iyll :::; I·r - YI, 
ya'ni (6.4.13) shart L = 1 o"zgarmas bilan bajarilar ekan. 

6.4.2 - misol. Ushbu 

g(x) = J.2 

funksiya sonlar o'qidagi ixtiyoriy kesmada Lipshits shartini qanoat
lantiradi. Haqiqatan, agar Ixl :::; }"1 va Iyl :::; }..! bo'lsa, 

Ig(x) - g(y)1 = 1.1' + yl·l:r - yl :::; 2MI·/' - yl. 

ya"ni (6...1.13) shart L = 2}"1 o"zgarmas bilan bajarilar ekan. 
Ravshanki, biror kesmada Lipshits shartini qanoatlantiruvchi 

har qanday funksiya shu kesmada llz11lksiz ham bo'ladi. Haqiqatan, 
agar y --t x bo'lsa. (6.4.13) shartdan g(y) --t g(:r) kelib chiqa
di, qaysiki o'z navbat.ida, 9 funksiyaning x nuqtadagi uzluksizligini 
anglatadi. Bu tasdiqning t.eskarisi o'rinli emas. albatta. Masalan, 

g(.r)=VX,O<x<l 

funksiya [0,1] kesmada uzlllksiz, ammo u shu kesmacla Lipshits 
shartini qanoatlantirmasligini ko'rish qiyin emas. 
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Eslatma. A~;:1f C[a, b] simvol orqali [a, b] kesmada uzluksiz funk
siyalar to'plamilli, C l [a, b] simvol orqali [a, b] kesmada llzluksiz dif
ferensiallanuvchi funksiyalar to'plamini va nihoyat, Lip[a, b] simvol 
orqali [a, b] kesmada Lipshits shartini qanoatlantiruvchi funksiyalar 
to'plamini belgilasak, u hold a quyidagi munosabat o'rinli bo'ladi: 

Cl[a, b] C Lip[a, b] c C[a, b]. (6.4.14) 

O'ng tomondagi tegishlilikni biz yuqorida ko'rsatgan edik. Chap
dagi tegishlilik Lagranj formulasidan va Cl[a, b] dan olingan ixti
yoriy g funksiyalling hosilasi, Veyershtrassning birinchi teoremasiga 
ko'ra, [a, b] kesmada chegaralanganligidan kelib chiqadi. Haqiqatan, 
ma'lllmki, 

g(:r) - g(y) = g'(~)(.T - y), 

shuning uchun 
Ig(X) - g(y)1 ~ MI·T - YI, 

ya'ni C l [a, b] dan olingan har qanday funksiya Lipshits shartini 
qanoatlantirar ekan. Yuqoridagi misollardan ko'rinib turibdiki, (6.4.14) 
dagi har ikkala tegishlilik qat'iydir. 

6.4.4 - teorema. Berilgan !.p funksiya [a, b] kesmada integral
lanuvchi bo'lib, uning qiymatlari biror [A, B] kesmaga tegishli bo'lsin. 

Agar g funksiya [A, B] kesmada Lipshits shartini qanoatlantirsa, 

f(x) = g[!.p(x)], a ~ x ~ b, (6.4.1.5) 

murakkab funksiya ham [a, b] kesmada integrallanuvchi bo'ladi. 

Isbot. Lipshits shartiga ko'ra, [a, b] kesmaning ixtiyoriy P = 
{a = Xo < Xl < ... < Xn = b} bo'linishi olinganda hamda ~k E 
[x k-l , X k] va T/k E [x k-l , X k] nuqtalar ixtiyoriy tanlanganda ham 
quyidagi 

tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikning o'ng tomonida !.p funksiya
ning 6.k = [Xk-l, Xk] qismiy kesmadagi tebranishi turibdi. 
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Demak, 

( 6.4.16) 

Shunday ekan, (6.4.16) ni /)..r'k ga ko'paytirib, k bO'yicha 1 dan 
n gacha yig'ib chiqsak, 

n " 
(6.4.17) 

bo'ladi. 
Shartga ko'ra i.p funksiya integrallanuvchi edi. Bundan chiqdi, 

(6.4.17) ning o'ng tomonini, P bo'linishni tanlash hisobiga, ista.lgan 
E > 0 dan kichik qilish mumkin, Demak, f funksiya ham integral
lanuvchi bo'lar ekan. 

• 
1 - natija. Agar P(t) ixtiyoriy ko'phad bO'Zib, f funksiya [a, b] 

kesmada integrallarmvchi bo 'Zsa, g (.r) = P[J (J')] murakkab funksiya 
ham [a, b] kesmada integrallanuvchi bo 'Zadi. 

Ravshanki, P(t) ko'phad uzluksiz diffefensiallanuvchi funksiya 
bo'lganligi sababli sonlar o'qining istalgall h'sma::;ida Lipshits shar
tini qanoatlantiradi. Demak, natija 6..!..! - h'l Jrt'lllill lall kdib chiqadi. 

2 - natija. Biror kesmada integmllm/.'II.'lIf'hi il.:ki funksiya ko 'payt
masi ham shu kesmada integrallamwchi bo 'Zadi, 

Agar 

tcnglikni e'tiborga olsak, isbot, o'ng tOlllOllllillg, Yllqorida qayd qilin
ganidek, integrallauuvchi ekanidan kelib chiqadi. 

3 - natija. Agar f funksiya [a, b] kes1I/,(ula intlf]7'alla1l1I.'l1chi bo'Zsa. 

If I funksiya ham shu kesmada integmlla:/I,1/,17chi brJ'lil., fj1lyidagi teng-
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sizlik bajariladi: 

b b 

J f(x) dx < J If(x)1 dx. (6.4.18) 

a a 

Isbot. Berilgan f funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bo'lsin. 
Ma'lumki, g(x) = Ixl funksiya sonlar o'qining istalgan kesmasida 
Lipshits shartini qanoatlantiradi. Bundan chiqdi, 6.4.4 - teorema
ga asosan, g[J(x)] = lJ(x)1 murakkab funksiya ham [a, b] kesmada 
integrallanuvchi bo'ladi. 

Endi (6.4.18) tengsizlikni isbotlash qoldi xolos. Buning uchun 

-If(x)1 ~ f(x) ~ If(x)1 

tengsizlikni integrallab, 6.2.2 - teoremadan foydalanamiz. N atijada, 

b b b -J If(x)1 dx ~ J f(x) dx ~ J If(x)1 dx 
a a a 

tengsizlikni olamiz, qaysiki, shubhasiz, (6.4.18) tengsizlikka teng 
kuchlidir. 

• 
Shuni aytish kerakki, teskari tasdiq o'rinli emas, ya'ni If(x)1 

funksiyaning integrallanuvchi ekanidan f (x) funksiyaning integral
lanuvchi ekani, umuman aytganda, kelib chiqmaydi. 

6.4.3 - misol. Agar D (x) Dirixle funksiyasi bo'lsa, 

f(x) = 2D(x) - 1 

funksiyani qaraymiz. Ravshanki, 

f(x) = { 1, agar x ratsional bo'lsa, 
-1, agar x irratsional bo'lsa. 
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Shuning uchun, If(x) I == 1 funksiya integrallanuvchi bo'lsada, 
f funksiya integrallanuvchi bo'lmaydi (aks hold a Dirixle funksiyasi 
D(x) = [1 + f(x)]/2 ham integrallanuvchi bo'lar edi). 

§ 6.5. Integrallanuvchi funksiyalar sinflari 

1. Monoton funksiyalarning integrallanuvchanligi. Integ
rallanish kriteriysining (6.4.2 - teorema) sodda natijasi sifatida ix
tiyoriy monoton funksiyaning integrallanuvchi ekanini ko'rsatamiz. 

6.5.1 - teorema. Kesmada monoton bo'lgan haT qanday funksiya 
shu kesmada Riman bO'yicha integmllanuvchi bo'ladi. 

Isbot. Aniqlik uchun f funksiyani [a, b] kesmada o'suvchi bo'lsin, 
deylik. Bunda, albatta, f(a) < f(b) desak bo'ladi (agar f(a) = 
f(b) bo'lsa, f funksiya qaralayotgan kesmada o'zgarmas bo'lib, u, 
6.1.1 - misolda ko'rsatilganidek, integrallanuvchi bo'ladi). Bundan 
tashqari, P = {a = Xo < Xl < ... < Xn = b} berilgan kesma
ning ixtiyoriy bo'linishi bo'lib, d(P) uning diametri bo'lsin. U holda, 
ravshanki, ixtiyoriy qismiy yarim interval [Xk-l, ,rk) uchun quyidagi 
munosabat o'rinlidir: 

(6.5.1) 

bu yerda mk va Mk sonlar mos ravishda (6.3.2) va (6.3.6) tengliklar 
bilan aniqlangan aniq chegaralardir. Demak, 

va shuning uchun, 

n n 

I)Mk - mk]~xk ~ d(P) 2)f(xk) - f(xk-t}] = d(P) [J(b) - f(a)]. 
k=l k==l 

(6.5.2) 
Agar istalgan c > 0 uchun 

<5 = <5(c) = f(b) ~ f(a) 
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desak, diametri d(P) < fJ bo'lgau har qanday P bo'linish uchun 
(6.5.2) dan (6.4.5) hahn kdib chiqadi. Bundan chiqdi, 6.4.2 - teo
rell1aga asosan, f flluksiya illtegrallanuvchi bo'lar ekan. 

• 
Agar f fuuksiya [a, bl kesmada. a.lliqlangan bo'lib, bu kesll1anillg 

shunday 
p = {a = ,Yo < ,rl < X2 < ... < Xn = b} 

bo'linishi mavjud bo'lsaki, f funksiya har bir qismiy (Xk-l, Xk) kesma
da monoton bo'lsa, u hold a f funksiyani qaralayotgan kesmada 
bo'lakli mono ton deymiz. 

Natija. Kesmada bo'lakli monoton boolgan har qanday funksiya 

shu kesmada integrallanuvchi bo'ladi. 
Haqiqatan, isbot 6.2.2 - va 6.5.1 - teoremalardan bevosita kelib 

chiqadi. 

2. U zluksiz funksiyalarning integrallanuvchanligi. U zluk
siz funksiyalarning integraUanuvchanligi tekis uzluksizlik tushuu
chasi yordamida o'rnatiladi. 

Ta'rif. Agar ixtiyoriy E > 0 son olganda harn shunday J > 0 
son topilsaki, haT qanday :1' 1 E E va ,1'2 E E nuqtalar uchun 

(6.5.3) 

implikatsiya 0 'r-inli bo'lsa. f funksiya E to 'plamda tekis uzluksiz 
deyiladi. 

Shubhasiz, E to'plamda t('kis uzluksiz bo'lgan har qauday fnnksiya 
E to'plall1ning hal' biq llllqtasida uzluksiz bo'ladi. Agar E ixtiyoriy 
to'plam bo'lsa, tf'skari ta.sdiq o'rinli emas, albatta. Lekin E to'plam 
kesma bo'lgallda, llatija hoshqacha bo'lar ekan. Chunonchi, ixtiy
oriy kesmada beril?,an fllIlksiya.la.r uchun uzluksizlik va tekis uzluk
sizlik tushUlH'halari llstm<l-llst tushadi. 
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6.5.2 - teorema (G. Kantor). Kesrnada uzl1lksiz bO'lgan har 
qanday funksiya shu krsmada tekis uzI1lksizdir-. 

Isbot. BeriIgan f funksiya [a, b] kesmada uzIuksiz bo'lsin. Bu 
funksiyaning tekis uzIllksiz I'kanini teskarisini faraz qiIish yo'Ii biIan 
isbotlaymiz. Shullday qiIib, f funksiya [a, b] kpsmada tekis uzIuksiz 
bo'Imasin deylik. Bundan chiqdi, quyidagi shartni qanoatlantirnvchi 
=0 > 0 son topiladi: 

ixtiyoriy 8 > 0 son olganda ham, uning qanday kichik bo'lishidan 
qat'iy nazar-, [a, b] kesmadan doirn shunday ikki x' va x" nuqtalar 
topiladiki, 1tiar uchun 

1/ - x"I < 8 (6.05.4) 

bo'lib, f funksiya uch1ln esa, (6.5.3) tengsizlikka teskari tengsizlik 
bajariladi, ya 'ni 

If(x ' ) - f(x")1 ~ EO· (6.5.5) 

(6.5.4) da 8 ning ixtiyoriy musbat sonIigidan foydalanib, unga 
1 

ketma-ket 8" = - qiymatIarni beramiz. (6.5.4) va (6.5.05) tengsiz
n 

IikIarga asosan, har bir shunday 8n uchun [a, b] kesmadan shunday 
ikki x;, va x~ nuqtalar topiladiki, 

I I II I 1 xn - xn <-
n 

(6.5.6) 

bo'lib, 
(6.5.7) 

tengsizlik bajariIadi. 
Bolsano-Veyershtrass (2.4.1- teorema) teoremasiga asosan, {x~} 

ketma-ketlikdan yaqinIashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. 
BeIgilashIarda chalkashmaslik maqsadida, qismiy ketma-ketlikni qay
ta nomerlab, {x~} ketma-ketlikning o'zi biror c E [a, b] songa in
tiladi deyishimiz mumkin. U holda, (6.5.6) bahodan, {x~} ketma
ketlikning ham xuddi shu c soniga yaqinIashishi kelib chiqadi. Shart
ga ko'ra, f funksiya [a, b] kesmaning har bir nuqtasida uzluksiz edi. 
Shuning uchun, 

f(x~) -+ f(c), f(x~) -+ f(c), n -+ 00, 
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bu esa (6.5.7) tengsizlikka ziddir. 

• 
Funksiya tebranishi tushunchasidan foydalanib (oldingi bandga 

qarang). funksiyaning kesmadagi tckis llzluksizligi ta'rifini quyidagi 
ko'rinishda ham keltirish nlllmkiu. Biz I~I siruvol orqali ~ kesma
ning llzunligini belgilaganimizni eslatib o'tamiz. 

6.5.1 - tasdiq. Berilgan f funksiyaning [a, b) kesmada tekis 
uzluksiz bn'lishi uchun zstalgan :: > 0 olganda ham shunday J > 
o son topilib, uzunligi J dan kichik bo'lgan har qanday ,6. c [a, b) 
kesmada f funksiyaning tebmnishi :: dan ki('hik bo 'lishi zarllr va 
yetaTlidir, ya 'ni istalgan ,6. C [ a, b) kesma udwn quyidagi implikat
siyaning bajarilishi zarur va yetarli: 

I~I < 0 => w(f,~) < E. (6.5.8) 

Darhaqiqat, agar ,6. = [x 1, X2] clesak. E = [a, b) bo'lgan holda 
(6.5.3) va (6.5.8) implikatsiyalarning teng kuchliligiga shubha yo'q. 

6.5.3 - teorema. Kesmada uzluksiz bo'lgan har qanday funksiya 
shu kesmada integrallamLVchidir. 

Isbot. Berilgan f funksiya [a, b) kcsmada uzluksiz bo'lsiu. U 
holda. 6.5.3 - teoremaga ko'ra, u shu kesmada tekis uzluksiz ham 
bo'ladi. Shunday ekan, ixtiyoriy E > 0 olganda ham shunday fJ > 0 
topiladiki, u uchun (6.5.8) implikatsiya o'rinli bo'ladi. 

Endi P = {a = Xo < Xl < ... < Xn-l < Xn = b} orqali [a,b] 
kesmaning shunday bo'linishini belgilaylikki, llning diametri fJ dan 
kichik bo'lsin, ya'ni ixtiyoriy k = 1. 2, ... , n llchun Xk - Xk-l < fJ 
bo'lsin. U holda, (6.5.8) shartga kO'ra, 

w(f,,6.k) < E 

tengsizlik bajariladi. 



§ 6.5. Integrallanuvchi funksiyalar sinflari 357 

Demak, 

n n 

(6.5.9) 
k=l k=l 

Mazkur bahodan. P bo'linishni tanlash hisobiga, (6.5.9) ning 
chap tomonidagi ifodani istalgancha kichik qilish mumkinligi ke
lib chiqadi. Bu esa f funksiyaning [a, b) kesmada integrallanuvchi 
ekanini anglatadi (6.4.2* - teoremaga qarang). 

• 
Agar f funksiya berilgan kesmaning, oshib borsa biror chekli 

sondagi nuqtalaridan tashqari, barcha nuqtalarida uzluksiz bo'lib, 
o'sha chekli sondagi nuqtalarda birinchi turdagi uzilishga ega bo'lsa, 
bunday funksiyani qaralayotgan kesmada bo'lakli uzluksiz deymiz. 

Natija. Kesmada bo'lakli uzluksiz bo'lgan har qanday funksiya 
shu kesmada integrallanuvchi bo'ladi. 

Haqiqatan, ravshanki, har qanday bo'lakli uzluksiz funksiyani 
biri uzluksiz va ikkinchisi pog'onasimon bo'lgan ikki funksiya yig'indi
si sifatida yozish mumkin. Ma'lumki, bun day ikki funksiyaning har 
biri integrallanuvchi bo'ladi. Demak, ularning yig'indisi ham integ
rallanuvchidir. 

3. Yuqori chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan integral. Agar 
f funksiya [a, b) kesmada integrallanuvchi bo'lsa, 6.4.3 - teoremaga 
ko'ra, u istalgan kichikroq kesmada ham integrallanuvchi bo'ladi 
va demak, ixtiyoriy x E [a, b) uchun quyidagi funksiyani aniqlash 
mumkin: 

x 

F(x) = J f(t) dt. (6.5.10) 

a 

Mazkur (6.5.10) funksiya yuqori chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan 
integral deyiladi. 
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Agar J funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bo"lsa, (6.5.10) 
integral shu kesmada uzluksiz funksiya bo'lishini ko'rsatish qiyin 
emas. Biz bundanda kuchliroq natijani, ya'ni qayd qilingan integral 
[a, b] kesmada Lipshits shartini qanvatlantiruvchi funksiya ekanini 
isbotlaymiz. 

6.5.4 - teorema. Agar J Junksiya [a, b] kesmada integrallanuv
chi bo'lsa, yuqori chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan (6.5.10) integral shu 
kesmada Lipshits shartini qanoatlantiruvchi Junksiya bo'ladi. 

Isbot. Agar J funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bo'lsa, 
6.1.1 - teoremaga ko'ra, u shu kesmada chegaralangan bo'ladi, ya'ni 

IJ(x)1 ~ M, a < x < b. 

Shuning uchun, (6.4.12) tenglikni va (6.4.22) bahoni hisobga 
olib, a ~ x < y ~ b bo'lganda talab qilingan natijaga ega bo'lamiz: 

y y y 

IF(y) - F(x)1 = J J(t) dt ~ J IJ(t)1 dt ~ J M dt = Mly - xl· 

x x x 

• 
Riman bo'yicha integrallanuvchi har qanday J funksiya uchun 

biz yuqori chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan (6.5.10) integralni [a, b] 
kesmaning har bir nuqtasida differensiallanuvchi bo'ladi deya 01-
maymiz. Ammo J funksiya uzluksiz bo'lgan nuqtalarda hosila mavjud 
bo'lib, u J ning shu nuqtadagi qiymatiga teng bo'ladi. 

6.5.1 - misol. [-1,1] kesmada berilib, x = 0 nuqtada birinchi 
turdagi uzilishga ega bo'lgan 

J(x) = {o, 
1, 

agar -1 ~ x < 0 bo'lsa, 

agar 0 ~ x ~ 1 bo'lsa, 

funksiyani qaraymiz. Sodda hisoblashlar shuni ko'rsatadiki, unga 
mos yuqori chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan 

x 

F(x) = J J(t) dt 

-1 



§ 6.5. Integrallanuvchi funksiyalar sinflari 

integral quyidagicha aniqlanadi: 

F(x) = x+lxl 
2 

359 

Bevosita bu tenglikdan F(x) funksiyaning noldan farqli barcha 
nuqtalarda differensiallanuvchi bo'lib, x = 0 nuqtaning o'zida esa 
differensiallanuvchi emasligi kelib chiqadi. Bu hoI tasodifiy emas, 
chunki integral ostidagi funksiya aynan x = 0 nuqtada uzilishga 
ega bo'lib, qolgan barcha nuqtalarda uzluksizdir. 

6.5.5 - teorema. Agar f funksiya [a, b] kesmada integrallanuv
chi bo'lib, biror c E [a, b] nuqtada uzluksiz bo'lsa, yuqori chegarasi 
o'zgaruvchi bo'lgan (6.5.10) integral ana shu c nuqtada hosilaga ega 
bo'ladi va quyidagi tenglik bajariladi: 

F'(c) = f(c). 

Isbot. Shartga ko'ra, f funksiya [a\ b] kesmada integrallanuvchi 
bo'lib, c nuqtada uzluksiz bo'lsin. Bundan chiqdi, ixtiyoriy € > 0 
uchun shun day 8 > 0 topiladiki, 

Ix - cl < 8 bo'lganda If(x) - f{c)1 < € bo'ladi. (6.5.11) 
,',' 

Faraz qil~ylik, c+h E [a, b] bo'lsin. Navbatdagi tenglikni qaraymiz: 

c+h c+h 

F(c+h)-F(c) 1/ 1/ 
h - f(c) = h f(x) dx- f(c) = h [f(x)- f(c)] dx. 

c c 

Agar 0 < Ihl < 8 bo'lsa, (6.5.11) ga ko'ra, oxirgi integralda 
integral ostidagi funksiya absolyut qiymati bo'yicha € dan katta 
bo'lmaydi. Shuning uchun, 

c 

Demak. 
F(e + h) - F(c) 

17 
f(e) 

ekall. 



360 Aniq integral v"[ Boh 

• 
Natija. Agar f Junksiya [a, b] /"esrnada uzluksiz bo'lsa. yuqori 

chegarasi 0 'zgaruvchi bo'lgan (6.5.10) integral shu kesrnada uzluksiz 
diJJerensiallanuvchi bo'lib, quyidagi tenglik bajariladz: 

x 

d~T J J (t) dt = f (x) , a < x < b. (6.5.12) 

a 

Shunday qilib, biror kesmada uzluksiz bo'lgan ixtiyoriy funksiya 
shu kesmada boshlang'ich funksiyga ega bo'lishi isbotlandi. Xusu
san, har qanday elementar funksiya boshlang'ich funksiyaga ega (al
batta, bunday boshlang'ich funksiyaning elemental' funksiya bo'lishi 
shal't emas). 

4. Aniq integrallarni hisoblash qoidalari. 

6.5.2 - tasdiq (o'zgaruvchini almashtirish qoidasi). Beril
gan g Junksiya [0',,6] kesrnada uzluksiz diJJerenszallanuvchi bo'lib, uning 
qiyrnatlar to'plarni [a, b] kesrna bo'lsin. Bundan tashqari. 

g(a) = a, g(,6) = b 

tengliklar bajarilsin. 
Agar J Junksiya [a, b) kesrnada uzluksiz bo'lsa, 

b f3 J 1(x) dx J j[g ( t )) g' ( t) dt (6 . .5.13) 

a a 

tenglik 0 'rinli bo'ladi. 
Isbot. 6.5.5 - teoremaning natijasiga ko'ra, f funksiya F bosh

lang'ich funksiyaga. ega. Shunda.y ekan, 

<I>(t) = F[g(t)), a ~ t ~ ,6, 
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murakkab funksiya 

<I>'(t) = P'[g(t)]g'(t) = f[g(t)]g'(t) 

hosilaga ega. Demak, :\yuton-Leybnits formulasiga asosan, 

~ ~ J f[g(t)] g'(t) dt = J <I>'(t) dt = <I> (;3) - <I> (0) 

b 

P[g(p)] - P[g(o)] P(b) - P(a) = J f(x) dx. 

6.5.2 - misol. Integralni hisoblang: 

1r/4 

J sin2 X d 
1= -- X 

cos4 X 
o 

a 

Agar t = tg X almashtirish bajarsak, quyidagi natijani olamiz: 

1r/4 1 

J t 2 J t31t=1 1 
I = ~ dx = t 2 dt = - = -. 

cos X 3 t=o 3 
o 0 
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• 

6.5.3 - tasdiq (bo'laklab integrallash qoidasi). Agar u va v 
funksiyalar [a, b] kesmada differensiallanuvchi bo'lib, ularning hosi
lalari shu kesmada integrallanuvchi bo'lsa, quyidagi tenglik bajarila
di: 

b b J u(x)v'(x) dx u(x)v(x) I~ - J v(x) u'(x) dx. (6.5.14) 

a a 
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Isbot. Ravshanki, u(x)v(x) ko'paytma 

u(x) v'(x) + u'(x) u(x) 

funksiya uchun boshlang'ich funksiyadir. Demak, Nyuton-Leybnits 
formulasiga ko'ra, 

b 

j[V(.T)C'(X) + V'(x)l-{:r)] dx = u(x)l'(.r) I~ . 
a 

• 
Eslatma. (6.5.14) formula o'ng tarafidagi birinchi had integml

dan tashqarz had deyiladi. 
6.5.3 - misol. Integralni hisoblang: 

2 

I = j.r In x d.r . 

1 

Agar 11 = In.r ya dl' = .I'd.r deb. bo'laklab intE'/?,rallash qoiclasilli 
qo'Uasak. quyidagi natijani olamiz: 

I 
.r2 \2 f2 .. 1'2 d.l' 
-In.r - --
2 1 2:r 

1 

'1'2\2 = 2In2--
4 1 

1 3 
21n 2-1+- = 2In2--. 

4 4 

6.5.4 - tasdiq (integral ko'rinishdagi qoldiq hadli Teylor 
formulasi). Aga".11 man/zy bO'lmagan butun son bo·lib. / /unkszya 
a n1lqtaning biro". atru/zda (1/ + 1) marta 1lzlnkszz dz//cTPnsiallalllf,lIchi 
bO'lsa. 1£ holda () 'sha atm/dan uli'ngan haT qanday '/' 1/,chu.n quyidagi 

tenglik bajaTiZadi: 

, " (.1' - (l) 2 () (.r - (/)" 
f ( ,r) = f ( (l ) + f ((J) r .1' - (/ ) + f ((l) '; + ... + f " (([) Ii : + 
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:r 

+~ j(X - tt j(n+l)(t) dt. 
n. 

(6.5.15) 

a 

Isbot. Agar n = 0 bo'lsa, (6.5.15) tenglik 

x 

j ( x ) = j ( a) + j l' (t) dt 

a 

ko'rinishga kelib, Nyuton-Leybnist formulasi bilan ustma-ust tusha
di. Endi matematik induksiya usulidan foydalanamiz. Buning uchun 

, ,,(x - a)2 (n-l)( ) (x - a)n-l 
j(x) = j(a)+ j (a)(x-a)+ j (a) , +. . .+ j a ( _ )' + 

2. n 1. 

x 

+ 1 j(X _ tt- 1 j(n)(t) dt 
(n - 1)! 

(6.5.16) 

a 

tenglik o'rinli deb faraz qilib, bundan (6.5.15) tenglik haq ekani
ni keltirib chiqaramiz. Ana shu maqsadda (6.5.16) dagi integralni 
bo'laklab integrallaymiz: 

x 

1 j(x _ tt- 1 j(n) (t) dt = 
(n - 1)! 

a 

x 

1 (x - t)n j(n)(t)lt=x + 1 j (x - t)n j(n+l)(t) dt = 
(n - 1)! n t=a (n - 1)! n 

a 

x 

= - j(n)(a) + - (x - tt j(n+l)(t) dt. ( X a)n 1 j 
n! n! 

a 

Hosil bo'lgan ifodani (6.5.16) ga qo'ysak, talab qilingan (6.5.15) 
tenglikni olamiz. 



364 Aniq intf'grai \'I Bob 

5. O'rta qiymat formulasi. Biror [a, b] kesmada intpgrallanuv
chi bO'lgan f funksiyani qaraymiz. 

Ta'rif. Berilgan f funksiyaning [a, b] kesrnadagi 0 'rta qiymati 
deb quyidagi kattalikka aytiladi: 

b 

E(J) = b ~ a J f(x) dx. (6.5.17) 

a 

l\1asalan, agar [a, b] kcsmani uzunligi l = (b - a) ga teng bo'lgan 
biror metal g'o'laning matematik ideallashtirilgani deb qarab, funksi
yaning f(x) qiymatini x E [a, b] nuqtadagi temperatura desak, u 
hold a (6.5.17) kattalik metal g'o'laning o'rtacha temperaturasini 
anglatadi. Shubhasiz, agar f funksiya o'zgarmas bo'lsa, ya'ni f(:r) = 

c desak, o'rtacha qiymat ham c ga tcng bo'ladi. 
Ushbu misolda g'o'la bir jinsli deb faraz qilingan edi. Bordi-yu 

g'o'laning zichligini o'zgaruvchi deb. uning x nuqtadagi qiymatini 
p( x) ga teng desak, u hold a o'rtacha qiymat sifatida quyidagi kat
talik olinadi: 

b 

Itp) J f(x) p(x) dx, (6.5.18) 

a 

bu yerda 
b 

J(p) = J p(x) dx. (6.5.19) 

a 

Odatda p( x) ::::: 0 va J (p) > 0 deb faraz qilinadi. 
Shuni aytish kerakki, bu umumiy hold a ham o'zgarmasning o'rta

eha qiymati o'sha songa teng o'zgarmas bo'ladi. 
Matematik adabiyotlarda o'rta qiymat haqidagi teorema odatda 

navbatdagi ko'rinishda keltiriladi. 
6.5.6 - teorema. Berilgan f va p funksiyalar [a, b] kcsrnada 

integrallanuvchi bo'lib, p quyidagi shartni qanoatlantirsm: 

p(x) ::::: 0, a < x < b. (6.5.20) 
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Agar-

m(J) = inf f (:1'). 
a<x<b 

M(J) = sup f(x) 
a<x<b 

(6.5.21) 

desak, 
m(J) S J1 S }'v1(J) (6.5.22) 

shar-tni qanoatlantir-uvchi shunday f.L son topiladib, u uchun quyidagi 
tenglik bajar-iladi: 

b b J f(x) p(x) d,T = f.L J p(x) dx. (6,5.23) 

a a 

Isbot. Yuqoridagi (6.5.21) belgilashga ko'ra, barcha X E [a, b] 
lar uchun 

m(J) S f(x) S M(J) 

tengsizlik o'rinli. Bu qo'shaloq tengsizlikni hadma-had p(x) 2: 0 ga 
ko'paytiramiz: 

m(J) . p(x) S f(x)· p(x) S M(J)· p(x). 

Endi bu tengsizlikni integrallasak, 

b 

m(J) ·I(p) S J f(x) p(x) dx S M(J)· I(p) 

a 

(6.5.24) 

bo'ladi, bu yerda I(p) (6.5.19) tenglik bilan aniqlangan kattalikdir. 
Agar I(p) > 0 bo'lsa, 

b 

f.L = Itg) J f(x) g(x) dx (6.5.25) 

a 

deb belgilaymiz. Buday aniqlangan f.L soni uchun (6.5.23) tenglik o'z
o'zidan ko'rinib turibdi. Bundan tashqari, (6.5.22) shart bevosita 
(6.5.24) dan kelib chiqadi. 
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BardiYH 1((1) = 0 bo'lsa, (6,5,24) t.eugsizlikka ko'ra, (G.5.23) 
t.englikuiug har ikki talllonidagi iutl'/?;rallar nalga tmg 1>o'li1>. (G.5.23) 
tenglik. albatta. istalgan I' Helmu hajariladi. 

• 
1 - eslatma. Agar l(p) > (J ))o'lsa, (G.5.18) t!'uglik bilau auiqlau

gau o'rta qi~'lllat lIcll1lll Cjllyidagi ikki tOllloulallla 1>aho ()"I'iuli bo'ladi: 

(6.3.2G) 

Haqiqatall, (G.5.18) va (G.5.25) t.!'ugliklarga ko'ra /' = £1'(/)' 
D!'lllak. (G.5.22) ya (G.5,2G) haholar lIstllla-llst tllshar d:au. 

Shl11l!b~' qilih. hal' qauda~' fllllksi~'allillg (G,3.18) kO'riuisb<idgi 
()'rta qi)'lllati hll flluksiyalliug auiq )'ll<jori \'a auiq qllyi ch!'garalari 
orasida yotadi. 

1 - natija (birinchi o'rta qiymat formulasi). Agar 6,S.6 -

tcoTcrnllda f fnul.:s'lya [0, u] kc,muula 1lZlu!':siz bo'lsa, 7t holda ur.nl

gan kcs7ttruia shunday ( rmqta topilarliki. 'It uch'ltn q'llyidagz formula 

() 'rinli bo'lrub:: 

b b .I f(,I:) p(.r) d./' = f(O.l (1(.1') d./'. (6.5.21) 

a a 

Ushhll f(J1'lll1llaui ishotlash uelmu a\'\'a1 keslllada llzl1lksiz har 
qauday flluksiya shll k!'slllada o';,iuiug lllaksiul1l111 va lllillillllll11-
lari orasida yot.gan harcha qiYlllatlal'lli qahul qilishiui ko'rsat.;uuiz. 
Haqiqatall, \,p~'Prshtasslliug ikkiuchi tpol'!'lllasiga biuoau (3.5.5 -
U'Ol'f' III a) , [0, b] h'Slllacia shllwlay n va ,-) uuqtalar topiladiki, IlIar 
1lcll11u 

11/ (1) = M(1) = lllax f(·/') = f(:5) 
"<J<b 

bo'ladi. Shllnday eLlll, 3.5,3 - t.corPlllaga ko'ra, (6.5.22) shartui 
qanoatlautil'11vchi hal' qallday II son Udl1l11 Sll1111da)' ( E [n, (J]Ullq

ta topiladih Il llehml f(O = fL teuglik haja.riladi. Demak, (G.5.21) 
tenglik (6.5.23) dau kdih chiqadi. 



§ 6.5 Integra.l1anm"chi funksiyalar sinflari 367 

Agar (6.5.21) fnrmulada p(.1') == 1 desak. sodda almashtirishlar
dan keyin. 

b 

_1_ J f(·r) d.r = f(~) 
b-a 

a 

(6.5.28) 

tmglik hosil bo'ladi. Demak, [a, b] kesmada uzluksiz ho'lgan funksiya 
o'zining o'rta qiymatini shu kesmaning biror nuqtasida qabul qiladi. 
Odatda ana shu (6.5.28) formulani birinchi o'rta qiymat formulasi 
deb atashacli. 

2 - natija (ikkinchi o'rta qiymat formulasi). Berilgan [a. b] 

kesrnada uzluksiz f funksiya va differensiallanuvchi g funksiya beril
gan bo'lsin. Bundan tashqari, g funksiyaning hosilasi shu kesmada 
integrallanuvchi bo'lib, g/(.l·) 2 0 bo·lsin. U holda [a, b] da shunday 

( n71qta topiladiki, u uchun 

b ~ b J f(x) g(x) dx = g(a) J f(:r) dx + g(b) J f(·1') dx (6.5.29) 

a a ~ 

formula 0 'rinli bo'ladi. 

Natijani isbotlash uchun 

x 

F (.1') = J f (t) dt, a ~ x ~ b, 

a 

deb belgilaylik. 
U holda (6.5.12) tenglikka ko'ra, F'(x) = f(:r). Shunday ekan. 

bo'laklab integrallasak, quyidagiga ega bo'lamiz: 

b b J f(x) g(:c) d.l' J F'(x) g(.r) d.r = 

a 
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b 

= F(b)g(b) - F(a)g(a) -I F(x) g'(x) dx. (6.5.30) 

a 

Shartga ko'ra g' (x) ~ 0 ekan, biz oxirgi integralga birinchi o'rta 
qiymat formulasini qo'llashimiz mumkin. Demak, 

b b 1 F(x)g'(x)dx = F(~) 1 g'(x)dx = F(~)[g(b) -g(a)], 
a a 

bu yerda ~ nuqta [a, b] kesmaning biror nuqtasidir. 
Bu munosabatni (6.5.30) tenglikka qo'ysak va F(a) = 0 ekanini 

hisobga olsak 

b J f(x) g(x) dx = g(a)F(~) + g(b)[F(b) - F(~)] 
a 

formulani olamiz. Ravshanki, bu tenglik talab qilingan (6.5.29) for
mulaning o'zidir. 

Ikkinchi o'rta qiymat formulasini Bonne formulasi ham deyisha-
di. 

2 - eslatma. Bonne formulasi nisbatan umumiyroq holda ham 
o'rinli ekanini qayd etarniz. Chunonchi, [a, b] kesmada f funksiya 
integrallanuvchi bo'lib, g funksiya esa faqat monoton bo'lgan holda 
ham bu formula o'rinlidir. Ammo bunda (6.5.29) formulaning isboti 
ancha murakkablashadi. 

§ 6.6. Xosmas integrallar 

Yuqorida biz chegaralangan f funksiyadan chegaralangan [a, b] 
kesmada olingan integral tushunchasini kiritdik. Ammo, ko'p hollar
da chegaralanrnagan oraliqda olingan, yoki chegaralanmagan funksi
yadan olingan integrallarni o'rganishga to'g'ri keladi. Bunday integ
rallar xosmas deb a.talib, ular integral yig'indilarining limiti sifatida. 
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emas, balki biz yuqorida o'rgangan (<xos») integrallarning limiti 
sifatida aniqlanadi. 

1. Birinchi turdagi xosmas integrallar. 

1. Mazkur bandda biz chegaralanmagan oraliqda olingan integ
r all arni chegaralangan oraliqda olingan integrallar limiti sifatida 
aniqlaymiz. 

Ta'rif. Faraz qilaylik, f (x) funksiya x 2 a da aniqlangan bo'lib, 
istalgan A > a uchun [a, A] kesmada integrallanuvchi bo'lsin. Agar 

A 

lim 1 f(x) dx 
A-++oo 

(6.6.1) 

a 

limit mavjud bo'lsa, u f funksiyadan olingan birinchi turdagi xos
mas integral deyiladi va 

+00 1 f(x) dx (6.6.2) 

a 

kO'rinishda belgilanadi. 
Bunda (6.6.2) xosmas integral yaqinlashadi deyishadi va 

+00 A 

1 f(x) dx = lim 
A-++oo 

1 f(x) dx (6.6.3) 

a a 

deb yozishadi. 
Agarda (6.6.1) limit mavjud bo'lmasa, (6.6.2) xosmas integral 

uzoqlashadi deyiladi. 
Shuni aytishjoizki, (6.6.3) tenglik isbotlanmaydi; u yaqinlashuv

chi xosmas integral qiymatining ta'rifi deb qabul qilinadi. 

6.6.1 - misol. A.gar a > 0 bo'lsa, pER ning quyidagi 

1
+00 dx 

x P 
a 

(6.6.4) 
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xosmas integral yaqinlashadigan barcha qiymatlari topilsin. 
Avval p =I- 1 deylik. U holda har qauday A > a uchun 

A 

J dx = A1-p - a1- P . 

xP 1- p 
(6.6.5) 

a 

Ravshanki, (6.6.5) tenglik o'ng tomonining A -+ +00 dagi limiti 
faqat va faqat p > 1 bo'lganda mavjuddir. Bu holda 

+00 

J dx _ a1- p 

- ,p > 1, 
x P p-1 

a> 0, (6.6.6) 

a 

bo'ladi. 
Bordiyu p < 1 bo'lsa, (6.6.5) tenglikning o'ng tomoni A -+ +00 

da +00 ga uzoqlashadi. Nihoyat, agar p = 1 bo'lsa, 

A 

J dx = In A 
x a 

a 

tenglikka ega bo'lamiz va ushbu holda ham limit +00 ga tengdir. 
Buni odatda quyidagicha yozishadi: 

+00 

J dx = +00, p S 1, a > O. 
xP 

a 

Shunday qilib, (6.6.4) birinchi turdagi xosmas integral p > 1 da 
yaqinlashib, p S 1 da esa uzoqlashar ekan. 

Agar ahamiyat bersak, xosmas (6.6.2) integralning yaqinlashishi 
A -+ +00 da ushbu 

A 

F(A) J f(x) dx 
a 
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funksiyaning limiti mavjudligini anglatadi. Shuning uchun, xosmas 
integralning yaqilliashish kriteriysi sifatida funksiyaning chpksiz
likdagi limiti mayjudligi uC'hun Koshi kriteriysini olsak bo'ladi. 

6.6.1 - teorema (Koshi kriteriysi). Xosmas (6.6.2) integral
ning yaqinlashishi uch71.n ixtiyoriy E > 0 olganda ham shunday A = 
A(E) son topilib. Em sun UCh1l1L q71.yidagz implikatsiyaning bajarilishi 

zarur va yetarlidzr: 

All 

(A' > A) 1\ (A" > A) =? j J(J') dx < E. (6.6.7) 

A' 

Isbot 3.2.2 - teorf'Illadan bevosita kelib chiqacli. 

N avbatdagi tporemada xosmas integrailling chiziqlilik xossaSl 
o'rnatiladi. 

6.6.2 - teorema. Agar J va 9 Junksiyalardan a dan +00 gacha 
olingan xosmas integrallar yaqinlashsa. u holda ixtiyoriy A va f1 
haqiqiy sonlar uch1ln AJ+ftg yig'indidan olingan integral ham yaqin
lashadi va quyidagi tenglik bajariladi: 

+= += +00 

j [AJ(X) + fl.9(X)] dx = A j J(x) d.l: + IL j g(:I') dx. (6.6.8) 

a a a 

Isbot. Yig'indidan olingan integralning yaqinlashishi quyiclagi 

A" A" A" 

j[AJ(.J') + IIg(X)] dx siAl j J(.1') d.T + 1111 j g(x) dx 

A' A' 

tengsizlik va (6.6.7) Koshi kriteriysidan bevosita kelib chiqadi. (6.6.8) 
tenglik esa aniq integral va limitning C'hiziqlilik xossasi natijasiclir. 

2. Agar teoremacla xosmas integrallarniug yaqinlashishi yoki 
uzoqlashishi uchun yetarlilik shartlar o'rnatilgan bo'lsa, bunday teo
rema matematik adabiyotlarda yaqinlashish yoki uzoqlashish alo
mati deb nomianadi. Navbatdagi yaqinlashish alomati o'rganilayotgan 
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integralni yaqinlashishi avvaldan ma'lum bo'lgan integral bilan taqqos
lashga asoslangandir. 

6.6.3 - teorema (taqqoslashning umumiy alomati). Faraz 
qilaylik, 
g (x) ~ 0 funksiya berilib, 

00 J g(x)dx (6.6.9) 

a 

integral yaqinlashsin. Agar f funksiya istalgan A > a uchun [a, A] 
kesmada integrallanuvchi bo'lib, 

If(x)1 ~ g(x) (6.6.10) 

tengsizlikni qanoatlantirsa, (6.6.2) xosmas integral ham yaqinlasha
di. 

Isbot bevosita 6.6.1 - teoremadan kelib chiqadi. 

Yuqorida o'rganilgan 6.6.1- misol yordamida biz taqqoslayotgan 
g (x) funksiyamizni aniq ko'rinishda tanlab olishimiz mumkin. 

6.6.4 - teorema (taqqoslashning xususiy alomati). Faraz 
qilaylik, a > 0 bo'lib, f funksiya har qanday A > a uchun [a, A] 
kesmada integrallanuvchi bo'lsin. 

1) Agar biror p > 1 uchun 

c 
If(x)1 ~ x

P
' x~a>O, p>1, C>O, (6.6.11) 

tengsizlik bajarilsa, u holda (6.6.2) xosmas integral yaqinlashadi. 
2) Agar biror p ~ 1 uchun 

C 
f(x) ~ x

P
' x ~ a > 0, p ~ 1, C> 0, (6.6.12) 

tengsizlik bajarilsa, u holda (6.6.2) xosmas integral uzoqlashadi. 
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Isbot. Agar 6.6.1 - misolning natijasidan foydalansak, teore
maning birinchi qismi bevosita 6.6.3 - teoremadan va ikkinchi qismi 
esa, 6.2.3 - teoremadan kelib chiqadi. 

3. N avbatdagi alomat asosan integral ostidagi funksiya ossil
yatsiyalanganda, ya'ni turli ishorali qiymatlar qabul qilib tebrangan 
holda qo'llaniladi. 

6.6.5 - teorema (Dirixle-Abel alomati). Faraz qilaylik, 
1) f funksiya x ?: a yarim to 'g'ri chiziqda uzluksiz bo "lib, uning 

x 

F(x) = J f(t) dt (6.6.13) 

a 

boshlang "ich funksiyasi shu yarim to 'g'ri chiziqda chegaralangan bo'l
szn; 

2) g funksiya X ?: a yarim to 'g'ri chiziqda uzluksiz differensial
lanuvchi bo'lib, quyidagi shartlarni qanoatlantirsin: 

g(x) ?: 0, g'(x)::; 0, lim g(x) = O. 
x-too 

(6.6.14) 

U holda 
+00 J f(x)g(x)dx (6.6.15) 

a 

xosmas integral yaqinlashadi. 
Isbot. Koshi kriteriysidan foydalanish maqsadida quyidagi in

tegralni bo'laklab integrallaymiz: 

A" J f(x) g(x) dx = F(A")g(A") - F(A')g(A')-

AI 

A" -J F(x)g'(x)dx, (6.6.16) 

AI 
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bu yerda F funksiya (6.6.13) tenglik orqali aniqlangan. Shartga 
ko'ra, bu funksiya chegaralangan: 

IF(x)1 S AI, x > a. 

Shunday ekan, (6.6.16) tenglikka asosan, 

AU AU 

J f(x) g(x) dx S M[g(A") + g(A')] + M J 19'(x)1 dx. (6.6.17) 

A' A' 

Hosilasiga (6.6.14) da qo'yilgan shartga ko'ra, 19'(x)1 = -g'(x). 
Shuning uchun, (6.6.17) ning o'ng tomonidagi integral g(A') - g(A") 
ga teng. Demak, 

AU 

J f(x) g(x) dx S 2Mg(A'). (6.6.18) 

A' 

Teorema shartiga asosan ((6.6.14) ga qarang), 9 funksiyaning 
cheksizlikdagi limiti nolga teng. Bundan chiqdi, ixtiyoriy E > 0 01-
ganda ham shunday A = A(E) topiladiki, A' > A bo'lganda 

E 
g(A') < 2M 

tengsizlik bajariladi. Agar bu bahoni (6.6.18) ga qo'ysak, 

AU 

J f(x) g(x) dx < E 

A' 

tengsizlikka ega bo'lamiz. Demak, Koshi kriteriysiga (6.6.1 - teore
rna) asosan, (6.6.15) integral yaqinlashar ekan. 

• 
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6.6.2 - misol. Quyidagi integralni yaqinlashishga tekshiring: 

Agar 

+00 

J sinxdx , p> o. 
xP 

f(x) = sin x, 
1 

g(x) = -
xP 

(6.6.19) 

desak, Dirixle-Abel alomatining barcha shartlari bajarilishini tek
shirish qiyin emas. Demak, bu alomatga binoan (6.6.19) integral 
y aqinlashadi. 

Dirixlp-Abel alomati yordamida xosmas integrallarning uzoqlashi
shini ham ko'rsatish mumkin. 

6.6.3 - misol. Ushbu 

+00 J sin: x dx (6.6.20) 

1 

xosmas integralning uzoqlashishini kO'rsating. 
Buning uchun quyidagi tenglikdan foydalanamiz: 

1 cos 2x sin 2 x 
- = --+2--. 
x x x 

(6.6.21) 

Bu tenglikning o'ng tomonidagi birinchi kasrdan olingan xosmas 
integral Dirixle-Abel alomatiga asosan yaqinlashadi. Ravshanki, bu 
yerdagi ikkinchi kasrdan olingan xosmas integral (6.6.20) dagi in
tegralni ikkilanganiga teng. Shunday ekan, agar (6.6.20) integral 
yaqinlashganda edi, 6.6.2 - teoremaga ko'ra, (6.6.21) tenglikning 
chap tomonida turgan kasrdan olingan xosmas integral ham yaqin
lashar edi. Ammo, 6.6.1- misolda ko'rsatilganidek, bu integral uzoq
lashadi. Demak, (6.6.20) integral ham uzoqlashar ekan. 



376 Aniq integral VI Bob 

Shuni aytish zarurki, navbatdagi misolda kO'rsatilganidek, bi
rinchi turdagi xosmas integralning yaqinlashishidan integral ostida
gi funksiyaning na faqat cheksizlikda nolga intilishi, hattoki uning 
chegaralanganligi ham kelib chiqmaydi. 

6.6.4 - misol. Quyidagi xosmas integralni yaqinlashishga tek
shiring: 

+00 J xqsin(xP
) dx, p> 0, q 2 o. 

1 

(6.6.22) 

Buning uchun, ko'paytmasi (6.6.22) integral ostidagi funksiyaga 
teng bo'lgan 

f(x) = xp
- 1 sin(xP), g(x) = x q - p+1 

funksiyalarni qaraymiz. 
Ra vshanki, f ( x) funksiyaning boshlang'ich funksiyalaridan biri 

chegaralangan -~cos(xP) funksiya bo'lib, g(x) funksiyaesa, q-p+ 
p 

1 < 0 shart bajarilganda, cheksizlikda nolga monoton yaqinlashadi. 
Shunday ekan, Dirixle-Abel alomatiga ko'ra, 

p>q+1 

shart bajarilganda (6.6.22) xosmas integral yaqinlashadi. 
Ammo, q yuqoridagi shartni qanoatlantirgan holda, istalgancha 

katta musbat son bo'la oladi. Bundan chiqdi, yarim to'g'ri chiziqda 
yaqinlashuvchi integral ostidagi funksiya shu soh ada chegaralanma
gan bo'lishi ham mumkin ekan. 

4. Xosmas integrallarni hisoblashda o'rniga qo'yish (o'zgaruvchi
larni almashtirish) va bo'laklab integrallash usullaridan foydalani
ladi. 

6.6.1 - tasdiq (o'zgaruvchilarni almashtirish). Faraz qi
laylik, g(t) funksiya t 2 a yarim to'g'ri chiziqda uzluksiz differena
iallanuvchi bo'lib, quyidagi shartlarni qanoatlantirsin: 

1) g(a) = a; 
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2) lim g(t) = +00; 
t-t+oo 

3) g'(t) ~ 0, a::::; t < +00. 
Agar f (x) funksiya x ~ a yarim to 'g 'ri chiziqda uzluksiz bo'lsa, 

+00 +00 J f(x) d:r = J f[g(t)]g'(t) dt (6.6.23) 

a 

tenglik o'rinli bo'ladi. Bundan tashqari, bu xosmas integrallarning 
birini yaqinlashishidan ikkinchisining ham yaqinlashishi kelib chiqa
di. 

Isbot. A > a va B > a sonlar A = g(B) tenglik bilan bog'langan 
bo'lsin. U holda, 6 . .5.1 - tasdiqqa ko'ra, 

A B J f(x) dx = J f[g(t)]g'(t) dt. (6.6.24) 

a 

Yuqoridagi 3) shartga asosan, A -t +00 intilish B -t +00 intil
ishga teng kuchlidir, shuning uchun isbotlanayotgan tasdiq (6.6.24) 
tenglikdan kE'lib chiqadi. 

• 
6.6.2 - tasdiq (bo'laklab integrallash). Berilgan u va v 

funksiyalar 
x ~ a yarim to'g'ri chiziqda uzluksiz differensiallanuvchi bo'lib, 
quyidagi limit mavjud bo'lsin: 

lim u(x)v(x) B. 
:r-t+oo 

U holda, 

+00 +00 J u(x)v'(x) dx B - u(a)v(a)- J v(x) u'(x) dx, ( 6.6.2.5) 

a a 
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tenglik 0 'rinli bo'ladi. Bnndan tashqari, ikki xosmas integralning 
birini yaqinlashishidan ikkinchisining ham yaqinlashishi kelib chiqa
di. 

Isbot. 6.5.2 - tasdiqqa ko'ra, istalgan A > a uchun, 

A A J n{x)v'(x) d.r = n{A)v(A) - n(a)v(a) - J v(x)n'(x) dx 

a a 

tenglik bajariladi. 
Bu tenglikda A --+ +oc deb limitga o'tsak, talab qilingan tas

diqni olamiz. 

• 
5. Xuddi yuqoridagidek, (-00, a) yarim to'g'ri chiziq bo'yicha 

olingan birinchi tur xosmas integral ham aniqlanadi: 

a a 

J f(x) dx = lim J f(x) dx. 
A-+-oo 

(6.6.26) 

-00 A 

Xosmas (6.6.26) integral ham xuddi (6.6.2) integral ega bo'lgan 
xossalarga ega. 

Endi butun sonlar o'qi bo'yicha olingan birinchi tur xosmas in
tegralni o'rganamiz: 

+00 

J f(x) dx. (6.6.27) 

-00 

Agar ikki karrali limit 

B 

A-+-~~-++oo J f(x) dx (6.6.28) 

A 

mavjud bo'lsa, (6.6.27) xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi va 
bu limit (6.6.27) xosmas integral qiymati sifatida qabul qilinadi. 
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Istalgan haqiqiy a son uchun 

+00 a +00 J f(x) dx = J f(x) dx + J f(x) d.r (6.6.29) 

-00 -00 a 

tenglik bajarilishini ko'rsatish qiyin emas. Bunda (6.6.29) tE'nglik~ 

ning chap tomonidagi xosmas integral faqat va faqat bu tmglikIling 
o'ng tomonidagi har ikkala xosmas iIltC'grallar yaqinlashgandagiIla 
yaqinlashadi. 

2. Xosmas integrallarning absolyut va shartli yaqinlashishi. 

Ta'rif. Faraz qilaylik, f (.1') funksiya J' ~ a da aniqlangan bo "lib, 
har bir [a. 4.] kesmada integrallanuvchi brJ"is2n. Agar 

+00 J If(x)1 d:r: (6.6.30) 

a 

xosmas mtegral yaqinlashsa, 

+00 J f(x) d.T (6.6.31) 

a 

xosmas integral absolyut yaqinlashadi deyzladi. 
Bevosita 6.6.3 ~ teoremadan har qanday absolyut yaqinlasl1llvchi 

xosmas integralning yaqinlashishi kelib chiqadi. 
6.6.5 - misol. Quyidagi integralni absolY1lt yaqinlashishga tek~ 

shiring: 
+00 

J sin x d' 
2 

1. 
X 

1 

Bu integral absolyut yaqinlashadi, chunki 6.6.3 ~ teoremaga asosan, 
quyidagi integral yaqinlashadi: 

+00 

J 1 sinxl d 
2 X. 

X 
1 
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Ta'rif. Agar (6.6.31) integral yaqinlashib, (6.6.30) integral 
uzoqlashsa, (6.6.31) xosrnas integral shartli yaqinlashadi deyi
ladi. 

6.6.6 - misol. Quyidagi 

(6.6.32) 

integral shartli yaqinlashadi. Haqiqatan, Dirixle-Abel alomatiga ko'ra, 
bu integral yaqinlashadi, ammo, o'z-o'zidan ko'rinib turgan 

I sin xl sin 2 x -- >--- , x x 
x> 0, 

tengsizlikdan foydalanib, (6.6.20) integralning uzoqlashishini hisob
ga olsak, ushbu 

+00 J I Si:x l dx 

1 

integralning uzoqlashishini ko'ramiz. Ravshanki, bundan (6.6.32) 
integralning shartli yaqinlashishi kelib chiqadi. 

3. Xosmas integralning bosh qiymati. Ko'pgina muhim tad
biqlarda (6.6.28) ko'rinishdagi ikki karrali limitga o'tayotgan vaqtda 
qo'shimcha ravishda A = - B shart talab qilinadi, ya'ni integral
lash chegaralari koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylash
gan deb hisoblanadi. Bunda hosil bo'lgan xosmas integral maxsus 
nomga ega. 

Ta'rif. Berilgan f funksiya R butun sonlar 0 'qida aniqlangan 
bo'lib, bu 0 'qning har bir kesrnasida integrallanuvchi bo'lsin. Agar 

A 

lim J f(x) dx 
A-t+oo 

(6.6.33) 

-A 



§ 6.6. Xosmas integrallar 381 

limit mavjud bo'lsa, u holda f funksiyani R da Koshi bo'yicha in
tegrallanuvchi deymiz. 

Bu limit f funksiyadan olingan xosmas integralning bosh qiymati 
yoki Koshi ma 'nosidagi integral deyiladi va quyidagi ko'rinishda 
belgilanadi: 

+00 A 

V.p. J f(x) dx = lim 
A-++oo 

J f(x) dx. (6.6.34) 

-00 -A 

Bunda ikki V.p. xarflar fransuzcha «bosh qiymat»ni anglatuvchi 
«valeur principal» so'zlarining bosh harflaridir. 

6.6.7- misol. Agar f toq funksiya bo'lsa, ya'ni f( -x) = - f(x) 
bo'lsa, u holda 

o A A J f (x) dx = J f ( - x) dx = - J f (x) dx, 

-A 0 0 

shuning uchun, 

A A A 

lim J f ( x) dx = - J f (x) dx + J f (x) dx = o. 
A-++oo 

-A 0 0 

y f{x} = -f{-x} 
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DeIIlak, toq funksi~'a uchuu quyidagi teIlglik bajarilar pkall: 

+::>v 

\'.p. J 1(,1') d,r, = O. 

4. Ikkinchi turdagi xosmas integrallar. 

1. Ma'lumki, 6.1.1 - t('orpmaga ko'ra, keslllada iutegrallanuv
chi har qanday funksiya shu kesmada chegaralangan bo'lishi shart, 
aks holda int('gral yig'indilarining limiti mavjud bo'lmaydi, xucicii 
sllllllday, Darbuniug quyi va yuqori yig'iIldilari ham ma'noga ega 
bo'lmaycli. Ammo, ba'zi IIluhim hollarcla, chpgaralanmagan funksiya
dan ham oliugan intpgralga aniq bir ma'no berish mumkill. 

l\'Iasalan, 

1(,1') o < ,I' S; 1, (6.6.3G) 

funksiyani qaraylik. 
Biz bu funksiyaning [0,1] k('srnacia illtpgrallallishi haqida gapira 

olma~'miz, ChUllki 1m kpsma lluqtalaridan biricla. ~'a'lli ° llllqtacia, 
qaralayotgau funksiya alliqlanmagan. 

Faraz qilaylik, llol llllqtada biz 1m fllllksi\"ani f(O) = A~ deb 
aniqladik ham d('~·lik. EIldi f fUllksiya [0,1] keSm<lIlillg barcha nuq
talarida alliqlallgall bo'ldi. AlIl III ° , biz A sonni qallday talliashimiz
dan qat"iy Ilazar, ravshallki. f fUllksiya [0.1] kesmada c1wgaralau
gan bo'la olmaycli. Ilatijada., bu kpsmacla u Riman bO'yicha illtcgral
lanuvrhi ham bo·lmaydi. 

Endi boshqacha yo'l tlltaylik. Agar 0 <c: < 1 ho']sa, (6.6.35) 

funksiya ixtiyoriy [c:, 1] kesmada llz1uksizdir va demak, integrallalluv
chi ham bo'ladi. Bu funksiyani [c, 1] kesIllada NyutoIl-Leybnits for
IIlulasiclan foydalanib intcgrallaymiz: 

1 

J dx 2yf.T Ix=l Vx = x=c; 
2 - 2y1E. 
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Shubhasiz, E -t 0 da integral 2 soniga yaqinlashadi va shuning 
uchun, (6.6.35) funksiaydan [0,1] kesma bo'yicha olingan integral
ning qiymatini 2 ga teng deb hisoblashimiz tabiiydir. 

O'rganilgan misol umumiy holga o'tish uchun asos bo"la oladi. 
Ta'rif. Berilgan f funksiya (a, b] yarim intervalda aniqlangan 

bo'lib, 0 < E < b ~ a intervaldan olingan har qanday E uchun [a + 
E, b 1 kesmada integrallanuvchi bo'lsin. 

Agar 
b 

lim J f (x) dx = I 
,,--+0+0 

a+" 

limit mavjud bo'lsa, bu limit f funksiyadan olingan ikkinchi tur 
xosmas integral deyiladi. Bunda f funksiya [a, b] kesmada xosmas 
ma 'noda integrallanuvchi deb ataladi. 

Bunday xosmas integral tIchun odatdagi belgilashdan foydaIani
ladi: 

b b 

J f(x) dx = lim J f(x) dx. 
,,--+0+0 

(6.6.36) 

a a+e 

Qayd etish joizki, (6.6.36) tenglik chap tomonda turgan integ
raIning ta'rifi deb qabul qilinib, u isbotlanmaydi. 

Xuddi birinchi tur xosmas integrallar kabi, ikkinchi tur xosmas 
integrallar uchun ham yaqinlashish alomatlari o'rnatiladi, xususan, 
umumiy va xususiy taqqoslash alomatlari isbotlanadi. 

2. Agar f funksiya b nuqtada maxsuslikka ega bo'lsa (ya'ni f 
funksiya har qanday E > 0 uchun [a, b~E] ko'rinishdagi kesmada Ri
man bo'yicha integrallanuvchi bo'lsa), u hold a ikkinchi tur xosmas 
integral qiymati quyidagi limit ko'rinishida aniqlanadi: 

b-" 

lim J f(x) dx. 
e--+O+O 

(6.6.37) 

a 

Ravshanki, oddiygina o'zgaruvchini almashtirish yordamida ikkin
chi tur xosmas integralni birinchi tur xosmas integralga kelt irish 
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mumkin. Chunonchi, (6.6.37) integralda 

1 
t=-

b-x 

almashtirishni bajarsak, 

b-e J f(x) dx 
a 

tenglikka ega bo'lamiz. 
Bu tenglikda E ---+ 0 + 0 deb limitga o'tsak, 

b 00 

J f (x) dx = J f (b - ~) ~; 
a 1/(b-a) 

VI Bob 

(6.6.38) 

tenglik hosil bo'ladi. Bunda har ikkala xosmas integral bir vaqtda 
yoki yaqinlashadi yoki uzoqlashadi. 

3. Ikkinchi tur xosmas integrallar uchun ham absolyut va shartli 
yaqinlashish tushunchalarini kiritish mumkin. Chunonchi, agar If(x)1 
funksiyadan olingan ikkinchi tur xosmas integral yaqinlashsa, f (x) 
funksiyadan olingan xosmas integral absolyut yaqinlashadi deyiladi. 
Bundan tashqari, agar f(x) dan olingan integral yaqinlashib, If(x)1 
dan olingan integral uzoqlashsa, f funksiyaning integrali shartli 
yaqinlashadi deyiladi. 

6.6.8 - misol. Quyidagi: 

1 

J ~ cos ~ dx 
x x 

o 

ikkinchi tur xosmas integralning shartli yaqinlashishini ko'rsatamiz. 
1 

Agar t = - deb o'zgaruvchini almashtirsak, 
x 

1 l/e 

J ~ cos ~ dx = J cos t dt 
x x t 

c 1 
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tenglikni olamiz. 
Bundan chiqdi, 

Xosmas integrallar 

1 

J ~ cos ~ dx = 
X X 

o 

+00 

J cost dt 
t ' 

1 

385 

chunki o'ng tomondagi integral Dirixle-Abel alomatiga ko'ra yaqin
lashadi. Demak, chap tomondagi integral ham yaqinlashar ekan. 

Agar berilgan integral ostidagi funksiyani f (x) deb belgilasak, 
If (x) I funksiyadan olingan integral uzoqlashishini ko'rsatish qiyin 
emas. Haqiqatan, agar u yaqinlashganda edi, yana yuqoridagi al
mashtirishni bajarib, 

+00 J I c~stl dt 

1 

tenglikni olar edik, ammo o'ng tomondagi integral, xuddi 6.6.6 -
misoldagi singari, uzoqlashadi. 

Shunday qilib, qaralayotgan integralning shartli yaqinlashishi 
isbotlandi. 

Shuni aytish kerakki, manfiy bo'lmagan f (x) ;::: 0 funksiyadan 
(a, b] yarim kesmada olingan integral faqat bitta holda, ya'ni bu 
funksiyadan [a + E, b] kesmada olingan integrallar E ---+ 0 da +00 ga 
intilgandagina uzoqlashadi. Shuning llchun, odatda 

b 

J If(x)1 dx = +00 . 
a 

deb yozishadi. Ushbu belgilash faqat manfiy bo'lmagan funksiyalar
dan olingan integral uzoqlashganda ishlatiladi. 

Masalan, 
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4. Berilgan funksiya [a, b] kesmaning biror ichki c nuqtasida 
maxsuslikka ega bo'lganda ham bu funksiyadan olingan ikkinchi tur 
xosmas integrallar o'rganiladi. Chullonchi, agar f funksiya ixtiyoriy 
E > 0 uchun [a, c - E] va [c + E, b] ko'rinishdagi kesmalarda integral
lanuvchi bo'lsa, u holda f funksiyadan olingan xmlInas integral ikki 
xosmas integralning yig'indisi sifatida aniqlanadi: 

b c b 

J f(x) dx = J f(x) dx + J f~x) dx. 
a a c 

Bunday aniqlangan ikkinchi tur xosmas integrallar uchun Koshi 
ma'nosidagi yoki bosh qiymat ma'nosidagi integral tushunchasini 
kiritish mumkin. Chunonchi, 

V.p. J [(x) dx = ,.!i6':.o (7'[(X) dx + J [(x) dX). (6.6.39) 
a a c+e 

6.6.9 - misol. Agar f funksiya [-1, 1] kesmada toq bo'lib (ya'ni 
barcha x E [-1,1] lar uchun f( -x) = - f(x) bo'lib), x = 0 nuqtada 
maxsuslikka ega bo'lsa, uning Koshi ma'nosidagi xosmas integralini 
hisoblang. 

Berilgan funksiyaning ta'rifiga ko'ra, 

-c 1 1 

J f (x) dx = J f ( - x) dx = - J f (x) dx 

-1 c c 

tenglikka ega bo'lamiz. Shuning uchun, 

-c 1 J f(x) dx + J f(x) dx O. 
-1 

Demak, nolda maxsuslikka ega bo'lgan toq funksiya uchun 

1 

V.p. J f(x) dx = 0 

-1 
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bo'lar eLm. 

6.6.10 - misol. Agar a < (' < b bo'lsa, navbatdagi ten?;likni 
isbotlaIli!,: 

b 

Y,p, f d.r~ b-c 
In--. 

c-a 
(6.6AO) 

. J: - (' 
a 

Agar E > 0 ,Vptarlicha kichik bo'isa. qllyida~ini olamiz: 

('-0 b 

d:r 

J ~+f 
E b-(' b-c 

= In --- + In ~- = In --, la-('I :: C-(l J' - (' • .1' - C 
a c+, 

Demak. yuqoridagi (6.6.39) ta'rifga ko'ra, talab qilingan (6.GAO) 
tenglik bajarilar ekan. 

§ 6.7. Haqiqiy argumentli kompleks qiymatli 
funksiyalardan olingan aniq integral 

1. BPI'ilgClIl [0, b] kpsmada alliqlClllgan f : [0. b] ---+ C fllnksiya 
kOllllpks qi:nnatiar qalmi qibill d('~'lik. B1lnclall chiqdi. sll1lllda~' ikki 
haqiqi~' funksiyalar 11 : [n, bJ ---+ R \'a (' : [n. bJ ---+ R IJlavjuclki. ular 
Ucllllll q1l~·ida?;i t('nglik <)'r'illli hO'ladi: 

f ( .1' ) = II ( :1') + I (-(.1' ) . (J < .1' < b. (6.7.1) 

B1lnday aniqIangan f fUllksiyacian Rimall bU'yicha aniq integral 
xllcldi haqiqi~· qi~'matli hmksi)·alar holiclagidek olinadi. Cll1lnonchi, 
[n, b] k('slllCllling istalgall P bo'linishini qarayIik: 

p = {(l = J' () < .r 1 < X 2 < ... < J'Tl = b}. 

Hal' bir qismiy [.Tk-I, J'k] kesma.cla biror ~k nuqtani tanlaymiz: 
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Endi integral yig'indini tuzamiz: 

n 

(6.7.2) 

bu yerda f}.xk = Xk - Xk-l. 
Agar ixtiyoriy E > 0 olganda ham shunday 8 > 0 topilsaki, 

diametri d(P) < 8 bo'lgan har qanday P bo'linish va ~k E [Xk-l, Xk] 
nuqtalarni ixtiyoriy tanlanishi uchun 

tengsizlik bajarilsa, I kompleks son (6.7.2) integral yig'indilarning 
P bo'linish diametri d(P) nolga intilgandagi limiti deyiladi. 

Agar f funksiyaning integral yig'indilari limiti mavjud bo'lsa, bu 
funksiya [a, b] kesmada Riman bo'yicha integrallanuvchi deyiladi. 
Aynan shu limit f ning aniq integrali deb ataladi: 

b 

J f(x) dx = lim ap(J). 
d(P)--tO 

a 

(6.7.3) 

Kompleks qiymatli f(x) funksiya integrallanuvchi bo'lishi uchun 
uning u(x) haqiqiy qismining va v(x) mavhum qismining integral
lanuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir. Bu tasdiqni va bunda bajari
ladigan quyidagi 

b b b 

J f(x) dx J u(x) dx + i J v(x) dx (6.7.4) 

a a a 

tenglikni isbotlash qiyin emas. 
(6.7.4) tenglik yordamida kompleks qiymatli funksiyadan olin

gan integralning barcha asosiy xossalarini keltirib chiqarish mumkin. 
Navbatdagi muhim xossani biz bevosita integral ta'rifidan foy

dalanib isbotlaymiz. 
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6.7.1 - tasdiq. Agar f : [a, b] ---+ C fun/':siya [a, b] kesrnada 
integrallamLVchi bo'lsa. If(.1')1 funksiya ham [a, b] da integrallan71vchi 
bo'lib. 

b b 

.f f(x) dx < .f If(x)1 dx (6.7.5) 

a a 

tengsizlik bajariladi. 
Isbot. Shartga ko'ra. u(x) = Re f(x) va c(.r) = 1m f(x) funksiyalar 

integrallanuvchidir. Bundan 

funksiyaning ham integrallanuvchi ekani kelib chiqadi. Haqiqatan, 
o'z-o'zidan ko'rinib turgan 

If(x) - f(y)1 = J[u(x) - u(y)J2 + [v(x) - u(y)J2 ~ 

~ lu(x) - u(Yll + Iv(x) - u(y)1 

tengsizlikdan istalgan ~ kesma uchun shu kesmadagi tebranish 

w(J,~) ~ w(u,~) + w(v,~) 
tengsizlikni qanoatlantirishi kelib chiqadi. 

Shunday ekan, Rimanning integrallanish kriteriysiga (6.4.2* -
teorema) asosan, u va v funksiyalar integrallanuvchi bo'lgani sababli, 
If I funksiya ham integrallanuvchi bo'ladi. 

Endi (6.7.2) formulagayig'indining moduli haqidagi (1.8.14) teng
sizlikni qo'llasak, 

n 

lap(J)1 < L If(~k)1 ~Xk 
k=l 

bahoni olamiz. 
Bu tengsizlikda d(P) ---+ 0 deb limitga o'tsak, talab qilingan 

(6.7.5 l tengsizlikka ega bo' lamiz. 

• 
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§ 6.8. Misollar 

1 - misol. Agar f(:r) funksiya [0, +(0) cia uzluksiz bo'lib, 
lim f(x) = A bo'lsa, 

x-++oo 

1 

lim J f( TI:1' )dx 
rz-++= 

(6.8.1) 

o 

limitni toping. 
Ko'rsatma. Avval .4 = 0 holni qarab, (6.8.1) dagi integralni 
1 1 

(0. r,;:;-) va ( r,;:;-' 1) intervallar bO'yicha integra1lar yig'indisi sifati~ 
yTi V71 

da yozib oling. SO'ngra umumiy hulni o'rganilgan holga keltiring. 

2 - misol. Agar f funksiya T > 0 davrga ega bo'lgan davriy 
funksiya bo'lib, [0, TJ kesmada integrallanuvchi bo'lsa, 

1 

lim J f(TlI)dx 
n-++oo 

o 

tenglik bajarilishini isbotlang. 

= ~ 11' f(t)dt 
T u 

Ko'rsatma. AvvaJ n:1' = t almashtirish bajarib, so'ngra f funksi~ 
yaning cIavriyligicIan foydalaning. 

3 - misol. Agar f(3-') funksiya x > 0 da monoton o'suvchi bo'lib. 
f(x) 

lim -- = +00 bo'lsa, 
x-++oo x 

00 

J sin (J(x))dx 
o 

integral yaqinlashadimi? 

Ko'rsatma. f(x) = (4[xJ2 + 1)~ funksiyani tekshiring. 
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3 - misol. Agar [a., b] kesmada f' (.r) monoton va If' (x) I ~ .4. 
bo'lsa, 

b J sin(f(x)) dx ~ ~ (6.8.2) 

a 

tengsizlikni isbotlang. 

Ko'rsatma. (6.8.2) integralda t = f(x) almashtirish bajaring. 
Hosil bo'lgan integralga (6.5.29) Bonne formulasini qo'llang (o'sha 
yerdagi 2 - eslatmaga qarang). 

4 - misol. Agar f(x) funksiya (a.b) intervalda monoton bo'lib, 
a 
J xP f(x)dx integral mavjud bo'lsa, lim xP+1 f(x) = 0 tenglikni is-
o x-++o 
botlang. 

Ko'rsatma. Ikkinchi tur xosmas integral yaqinlashishi uchun 
Koshi kriteriysini kelt iring va undan foydalaning. 

5 - misol. Berilgan [a, b] kesmada 9 (x) funksiya uzluksiz bo'lsin. 
Agar f(a) = f(b) = 0 tenglikni qanoatlantiruvchi har qanday uzluk
siz differensiallanuvchi f funksiya uchun 

1b f(x)g(x)dx = 0 

tenglik bajarilsa, 9 (x) == 0 ekanini isbotlang. 

Ko'rsatma. Berilgan kesmaning biror nuqtasida 9 (x) =F 0 deb 
faraz qilib, f funksiyani e- 1/

x2
(1-x)2 funksiya yordamida tanlash 

hisobiga ziddiyat oling. 

6 - misol. Berilgan [a, b] kesmada u(x) uzluksiz differensial
'lanuvchi va v(x) uzluksiz bo'lsin. Agar [a, b] kesmada uzluksiz dif
ferensiallanuvchi va f(a) = J(b) = 0 shartni qanoatlantiruvchi har 
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qanday f funksiya uchun 

b J [u(x)j'(x) + v(r,)J(x)] dx = 0 (6.8.3) 

a 

tenglik bajarilsa, u' (x) = V (x) ekanini isbotlang. 
Ko'rsatma. Avval (6.8.3) tenglik 

b J [u'(x) - v(x )]f(x )dx = 0 

a 

munosabatga teng kuchli ekanini ko'rsating. So'ngra 5 - misoldan 
foydalaning. 

7 - misol. Agar f(x) funksiya [0,1] kesmada integrallanuvchi 
bo'lib, 

1 
r J f(x)dx > 0 

o 

(6.8.4) 

bo'lsa, u holda shunday [a, b] ~ [0,1] kesma topilib, unda f(x) ~ 0 
tengsizlik bajarilishini isbotlang. 

Ko'rsatma. Agar [0, 1] kesma bo'linishining diametri yetarlicha 
kichik bo'lsa, (6.8.4) tengsizlik Darbuning quyi yig'indilari uchun 
ham bajarilishidan foydalaning. 

8 - misol. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lsa, 

b-h 

lim J If(x + h) - f(x)ldx = 0 
h-tO+O 

a 

ekanini isbotlang. 
Ko'rsatma. Kantor teoremasiga ko'ra f funksiya [a, b] kesmada 

tekis uzluksiz ekanligidan foydalaning. 
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9 - misol. Integrallanuvchi toq funksiyaning istalgan boshlang'ich 
funksiyasi juft va juft funksiyaning boshlang'ich funksiyalari orasida 
faqat bittasi toq ekanini isbotlang. 

Ko'rsatma. Berilgan f funksiyaning istalgan F boshlang'ich 
funksiyasini quyidagi 

x 

F(x) = j f(t)dt + C 

o 

aniq integral ko'rinishida yozib oling. 

10 - misol. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi 
bo'lib, biror c E (a, b) nuqtada birinchi tur uzilishga ega bo'lsa, u 

x 

holda F(x) = J f(t) dtfunksiya ana shu c nuqtada differensiallanuv
o 

chi emasligini ko'rsating. 
Ko'rsatma. F (x) funksiyaning c nuqtadagi hosilasi ta'rifidan 

foydalaning. 

11 - misol. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lib, 
manfiy bo'lmasa, 

(
b) lin 

lim jfn(x) dx = max f(x) 
n-l-+oo xE[a,b] 

a 

(6.8.5) 

tenglikni isbotlang. 

Ko'rsatma. Agar M = maxxE[a,b] f(x) va (6.8.5) dagi ketma

ketlikni an desak, an ~ M(b - a) ~ ekanini va istalgan E > 0 uchun 
biror [a, /3] kesmada f (x) ~ M - E bo'lgani uchun an ~ (M - E)(/3-
a) ~ ekanini is botlang. 

12 - misol. Agar uzluksiz f(x) funksiya [0, 1] kesmada monoton 
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kamaysa, istalgan a E (0,1) uchun 

a 1 f f(x) dx ~ a. J f(x) dx (6.8.6) 

o 0 

tengsizlikni isbotlang. 
Ko'rsatma. Avval (6.8.6) tengszlikning chapidagi integralda 

X = at almashtirish bajaring, so'ngra uni o'ngdagi integral hilan 
taqqoslang. 

13 - misol. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a, b] kesmada in
tegrallanuvchi bo'lsa, quyidagi, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb 
ataluvchi, tengsizlikni isbotlang: 

b b b f f ( X ) g (x) dx S; J If(x)12 dx J Ig(x)12 dx. (6.8.7) 

a a a 

Ko'rsatma. Istalgan A va B sonlar uchun, ravshanki, 

A2 B2 
AB < -+-. - 2 2 

Demak, agar 

If(:1')1 Ig(x)1 
A( x) = --r=====, B (x) = --r====== 

b b 

J If(x) 12 dx J Ig(x)12 dx 
a a 

desak, 
b 

/ A(x)B(x) dx S; 1 

a 

bo'ladi. 
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14 - misol. Agar f( x) funksiya [0, 1] kesrnada uzluksiz differensiallanuv
chi bo'lib, f(l) - f(O) = 1 bo'lsa, 

1 f 1f'(x)12 dx ~ 1 

o 

tengsizlikni isbotlang. 
Ko'rsatma. Ravshanki, 

1 

f(1) - f(O) = f f'(x) dx = l. 

o 

Bu tenglikda f' va 1 funksiyalar uchun Koshi-Bunyakovskiy 
tengsizligini qo'llang. 

• ffinx 
15 - mlsol. Agar xi- 0 da f(x) = - va f(O) = 0 desak, f(x) 

x 
x 

funksiyaning [-1,1] kesmada integrallanuvchi va F(x) = J f(t) dt 
-1 

funksiya (-1, 1) intervalda differensiallanuvchi ekanini ko'rsating. 
F'(O) ni toping. 

Ko'rsatma. Birinchi ajoyib limitdan foydalanib, 6.2.1 - tasdiq 
va 6.5.5 - teoremalarni qo'llang. 



VII Bob. Aniq integralning geometrik 
tadbiqlari 

§ 7.1. Egri chiziq yoyining uzunligi 

1. Biz ushbu bandni [a, b] kesmada aniqlangan f : [a, bJ -t R 
funksiyaning grafigini o'rganishdan boshlaymiz. Berilgan f funksiya
ning grafigi f(f) deganda biz R2 tekislikda yotgan quyidagi to'plamni 
tushinishimizni eslatib o'tamiz: 

f(J)={(x,y)ER2
: f(x)=y, a:Sx:Sb}. (7.1.1) 

Agar f uzluksiz funksiya bo'lsa, uning grafigi uzluksiz egri chiziq 
bo'ladi, ya'ni, sodda qilib aytganda, bunday grafikni chizganimiz
da qo'limiz qog'ozdan ko'tarilmaydi. Shu egri chiziqning uzunligini 
topishga harakat qilamiz. Buning uchun berilgan [a, b] kesmaning 
ixtiyoriy P bo'linishini olamiz, ya'ni 

P = {a = Xo < Xl < X2 < ... < Xn = b}. 

y 

x" x 

31-rasm 
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Ravshanki, (Xk' f(xk)) koordinataga ega bo'lgan Mk nuqtalar 
r(J) grafikda yotadi. Ketma-ket Mk nuqtalarni kesmalar bilan bir
lashtirib, l(P) = MoM 1 M2 ... Mn siniq chiziqni olamiz. Bunda MkMk-l 
kesmalar ushbu siniq chiziqning bo'limlari deyiladi. Pifagor teore
masiga ko'ra bu bo'limlarning uzunligi 

tenglik orqali aniqlanadi. 
Demak, butun siniq chiziqning uzunligi uchun 

n 

Il(P)1 = L J(Xk - xk_d 2 + [J(Xk) - f(Xk-l)J2 
k=l 

tenglikni olamiz. 
r (J) egri chiziqning uzunligi I r (J) I deb l (P) siniq chiziq uzunligi

ning bo'limlari uzunligi nolga intilgandagi limitiga aytiladi. Ravshan
ki, f funksiyaning uzluksizligiga ko'ra, agar P bo'linish diametri 
nolga intilsa, l(P) siniq chiziqning har bir bo'limining uzunligi ham 
nolga intiladi va aksincha. Shunday ekan, quyidagi tenglikka ega 
bo'lamiz: 

n 

Agar bu limit chekli bo'lsa, r(J) egri chiziq to'g'rilanuvchi deyi
ladi. Aksincha, limit chekli bo'lmasa, bu egri chiziqni to'g'rilanmaydi 
deymiz. 

Faraz qilaylik, f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz differensial
lanuvchi bo'lsin. Har bir qismiy [Xk-l, Xk] kesmada Lagranjning 
chekli orttirmalar formulasini qo'llasak, 

tenglikni hosil qilamiz, bunda ~k - (Xk-l, Xk) intervalning biror nuq
tasi. 
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Demak, bu holda (7.1.2) tenglik quyidagi ko'rinishga keladi: 

n 

(7.1.3) 

E'tibor bering, bu tenglikning o'ng tomonicia )1 + [j'(x)F funk
siya integral yig'indilarining limiti turibdi. Bu funksiya, farazilllizga 
ko'ra. uzluksizdir va demak, u integrallanuvehidir. Shunday ekan, 
(7.1.3) tenglikning a'ng tarafidagi limit mavjud va u quyidagiga 
teng: 

b 

IfUll = J )1 + [f'(x)J2dx. (7.1.4) 

a 

Shunday qilib, llzluksiz diffrensiallanuvchi f funksiya grafigi 
bo'lgan egri chiziqning uzunligi (7.1.4) formula orqali hisoblanar 
ekan. 

(7.1.4) formulaning qo'llanishiga misol keltirishdan avval giper
bolik sinus sh x va giperbolik kosinus eh :r funksiyalarining ta'riflarini 
eslatib o'tamiz: 

eX __ e-X eX + e-X 
shx = eh:r = ---

2' 2 

Bu funksiyalarning navbatelagi soelda xossalari: 

1 + (sh x) 2 = (eh x) 2 

va 
(clu)' = shx, (sli:r)' = eli:I:, 

yuqoridagi ta'riflardan to'g'ridan-to'g'ri kelib ehiqadi. 
7.1.1 - misol. Quyidagi 

y = eh x, 0::; x ::; a, 

funksiya grafigi zanjir ehiziq deb ataladi. Shu egri ehiziq uzunligini 
toping. 
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Agar giperbolik sinus va kosinuslarning yuqoridagi xossalaridan 
foydalansak, misolning yechimi bevosita (7.1.4) formuladan kelib 
chiqadi: 

a a 

I L I = J VI + [( ch x) 'F dx = J VI + (sh x) 2 dx = 

o 0 

a 

= J ch X dx = sh X Ig sh a. 

o 

2. Agar J funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lib, faqat (a, b) 
intervaldagina uzluksiz differensiallanuvchi bo'lsa, (7.1.4) dagi in
tegral, umuman aytganda, ikkinchi turdagi xosmas integral bo'ladi. 
Bu hold a integral yaqinlashishini qo'shimcha ravishda o'rganish 10-
zim. Agar integral yaqinlashsa, funksiya grafigi to'g'rilanuvchi bo'ladi. 

Eslatma. Ikkinchi turdagi (7.1.4) xosmas integral faqat va faqat 
J' funksiya [a, b] kesmada absolyut integrallanuvchi bo'lgandagina 
yaqinlashadi. Bu tasdiq, quyidagi o'z-o'zidan ko'rinib turgan 

1i'(x)1 < VI + 1f'(x)1 2 ~ 1 + 1i'(x)1 . 

tengsizlikka ko'ra, umumiy taqqoslash alomatidan kelib chiqadi. 

7.1.2 - misol. Ushbu 

{ 

. 1 
J(x) = xsm;, 

0, 

agar 0 < X ~ 1 bo'lsa, 

agar x = 0 bo'lsa, 

funksiya grafigi to'g'rilanmaydigan egri chiziq ekanini ko'rsatamiz. 
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y 

o x 

32-rasm 

Haqiqatan, agar x > 0 bo'lsa, 

l' (x) = sin ~ ~ cos ~ 
x x x 

tenglikni olamiz. Endi l' (x) funksiyaning absolyut integrallanmasli
gi ravshan. Demak, yuqoridagi egri chiziq to'g'rilanmas ekan. 

Agar l' hosiladan [a, b] kesmada olingan xosmas integral ab
solyut yaqinlashsa, yuqoridagi eslatmada qayd qilinganidek, j funk
siya grafigi to'g'rilanuvchi bo'lib, uning uzunligini (7.1.4) formula 
yordamida hisoblash mumkin. 

7.1.3 - misol. Birlik aylananing P = (1,0) va M = (a, b), b 2:: 0, 
nuqtalarini tutashtiruvchi PM yoy uzunligini hisoblang. 

Bu yoy, albatta, j(x) = v"f=X2 funksiya grafigi bo'ladi. Modo
miki 

1+ Ij'(x)12 = 1+ (b) 2 
1 

1 - x 2 

ekan, quyidagi natijaga ega bo'lamiz: 
1 

IPMI = J V1 + 1f'(x)l2dx (7.1.5) 

a a 
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y 

p x 

33-rasm 

Biz M = (-1,0) bo'lganda PM yoy uzunligini yunoncha 7r harfi 
bilan belgilagan edik. Shundayekan, 

1 

J dx 
7r = ~. 

-1 

Integral ostidagi funksiya juft bo'lgani uchun, 

1 

7r J dx 2" = ~. 
o 

Bu tenglik yordamida (7.1.5) formulani 

(7.1.6) 

ko'rinishda yozish mumkin. 
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Shuni aytish kerakki, (7.1.6) formula (7.1.5) ga qaraganda ma'qul
roq, chunki 0 < a < 1 bo'lganda (7.1.6) da o'ng tomondagi integral 
xos integraldir. 

Eslatma. (0,7r) intervaldan olingan har qanday t son uchun 
birlik aylanada shunday M = (a, b) nuqta topilib, P = (1,0) va M 
nuqtalarni tutashtiruvchi yoy uzunligi t ga teng bo'lishini ko'rsatish 
oson. 

Haqiqatan, masalan, 0 < t < 7r /2 bo'lsin. Quyidagi 

a 

f((1) = 7r J dx 
2 V1 - x 2 

o 

funksiyani qaraylik. 
Ravshanki, bu funksiya 0 :S a :S 1 bo'lganda uzluksiz bo'lib, 

f(O) = 7r /2 va f(l) = O. Shunday ekan, a argument (0,1) interval
da o'zgarganda f funksiya 0 bilan 7r /2 orasidagi barcha qiymatlarni, 
xususan t qiymatni ham qabul qiladi. Funksiyaning ana shu t qiy
matni qabul qiladigan nuqtasini a deb belgilaylik, ya'ni f(a) = t, 
o < a < 1. Endi b = ~ deb tanlash kifoya. 

3. Har qanday egri chiziq ham biror bir funksiyaning grafigi 
bo'lavermaydi. Shu sababli, umumiy holda egri chiziq uzunligini 
hisoblash masalasi nisbatan murakkabdir. Masalan, R2 koordina
talar tekisligida yotuvchi va markazi koordinatalar boshida bo'lgan 
aylana, ravshanki, egri chiziq bo'ladi, ammo bu egri chiziq hech 
qanday funksiyaning grafigi bo'la olmaydi. Ushbu bandda biz ay
lanadanda umumiyroq bo'lgan va uzluksiz yassi egri chiziq deb atalu
vchi egri chiziqlarning uzunligini topish bilan shug'ullanamiz. Bun
da uzluksiz yassi egri chiziq deganda biror [Ct,,8] kesmaning uni tek
islikka uzluksiz akslantirishdagi aksi tushuniladi. 

Faraz qilaylik, [Ct,,8] kesmada ikkita uzluksiz funksiya aniqlan
gan bo'lsin: 

x = ~(t), Y = 'Ij;(t), t E [Ct, ,8]. (7.1.7) 

j 
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Bu ikkita funksiyani [a, /3] kesmada aniqlangan va R2 tekislikda 
qiymat qablll qilllvchi bitta 

<1.>(t) = (<.p(t) , ~,(t)) 

vektor-funksiyalling komponelltalari sifatida qarash mumkill. Bun
day vektor-funksiyaning R( <1.» qiymatlar to'plami koordillatalari (7.1.7) 
tengliklarni qalloatlantiruvchi R 2 tekislikdagi barcha nuqtalar to'pla
midan iborat bo'ladi. 

Ta'rif. Farm qzlaylik, [a, i1J kesrnada aniqlangan <1.>(t) = (<p(f), 1/'(t)) 
vektor-funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin: 

1) <p(t) va 1,(t) funksiyalar [a, fiJ da uzluksiz; 

2) tl i- t2 bo'lsa, <1.>(tl) i- <1.>(t2)' 
U holda <1.>(t) funl.:siyaning L = R(<1.» C R2 qiyrnatlar to'plarni sod
da yassi egri chiziq deyiladi. 

Demak, berilgan L egri chiziqning sodda yassi egri chiziq bo'lishi 
uchun 1) va 2) shartlarni qanoatlantiruvchi va qiymatlar to'plami L 
bilan ustma-ust tushuvchi vektor-funksiyaning topilishi kerak pkan. 

Bu ta'rifdagi t kattalik pararnetr deb atalib, (7.1.7) tenglamalar 
L chiziqni parametrla.'3htiradi deyiladi. Ravshanki, bitta egri chi
ziqning o'zi turli usullarda parametrlashtirilishi mumkin. Sodda egri 
chiziqni yana yoy ham deb atashadi. 

Ushbu bandda bundan buyon L egri chiziq deganda sodda egri 
chiziqni tushunamiz. 

Bundan keyingi bayonimizni osonlashtrish maqsadida, R 2 koor
dinatalar tekisligini C kompleks tekislik deb, ya'lli barcha z = x + 
iy kompleks sonlar to'plami deb hisoblaymiz. Bunda x va y haqiqiy 
sonlar z kompleks sonining mos ravishda haqiqiy va mavhum qism
lari deb ataladi. 

Bu holda <1.>(t) vektor-funksiyani komplpks qiymat.li funksiya deb 
hisoblash mumkill: 

<1.>(t) = <.p(t) + i ~,(t). 

Shunclay qilih, L egri chiziq 

:1' = y(t). .IJ = dt), t E [no 5]. 
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tenglamalar bilan parauwtrlashtirilgan bo"lib, <I> (t) = cp(t) + i l' (t) 
bo"lsin. 

y 

0 a{t,) \l'it,) <t'{t,_,) q;{t,) \l'it,_,)\l'it.)X 

a p . 
10 ~ ~-l ~ tl+1 In t 

34-rasm 

Bundan tashqari, P - berilgan [0:,,8] kesmaning 

P = {o: = to < tl < ... < tn = ,8} (7.1.8) 

ko'rinishdagi bo'linishi bo'lsin. 
Ravshanki, Mk = <I> (tk) nuqtalar L egri chiziqda yotadi. Bu 

nuqtalarni ketma-ket kesmalar bilan birlashtirib, L egri chiziqqa 
ichki chizilgan quyidagi 

silliq chiziqni olamiz. Bunda har bir Mk-lMk kesma l(P) siniq chi
ziqning bo'limi deyiladi. Har bir Mk-lMk bo'lim uzunligi 

tenglik orqali aniqlangani uchun, l (P) siniq chiziqning uzunligi 

n 

Il(P)1 = L 1<I>(tk) - <I> (tk-Il I (7.1.9) 
k=l 
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ga teng bo'ladi. 
L egri chiziqning uzunligi I L I deb L egri chiziqqa ichki chizilgan 

siniq chiziqlar uzunligining aniq yuqori chegarasiga aytiladi: 

n 

(7.1.10) 

Agar egri chiziq chekli uzunlikka ega bo'lsa, u to'g'rilanuvchi 
deyiladi. Ravshanki, har qanday to'g'rilanuvchi egri chiziqning uzun
ligi manfiy bo'lmagan song a tengdir. 

7.1.1-teoreMa. Faraz qilaylik, Lee egri chiziq [a,;3] kesma
da uzluksiz differensiallanuvchi cP : [a,;3] -t C funksiyasining aksi 
bo'lsin. U holda L egri chiziq to 'g 'rilanuvchi bo'lib, uning uzunligi 
ushbu 

(3 

ILl = J Icpl (t) I dt, (7.1.11) 

qiymatga teng bo'ladi. 
Isbot. 1) L(t) orqali cP : [a, t] -t C funksiyasining aksini, ya'ni 

L egri chiziqning mos qismini belgilaylik va 5(t) mana shu L(t) egri 
chiziqning uzunligi bo'lsin, ya'ni 

5(t) = IL(t)l. 

Avval 5(t) funksiyani [a,;3] kesmada chegaralangan ekanligi
ni isbotlaymiz. Ravshanki, bu funksiya o'suvchidir, shuning uchun 
5(;3) ni chekli ekanligini isbotlash yetarli. 

(7.1.8) kO'rinishdagi istalgan P bo'linish uchun, Nyuton - Leyb
nis formulasiga asosan, ushbu 

tk J cpl(S) ds. 

tk-l 

tenglik bajiniladi. Shuning uchun, P bo'linish orqali aniqlangall 1 (P) 
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siniq chiziq uzunligi, (7.1.9) tenglikka binoan, 

n 

II(P)1 = L 
k=l 

ga teng. Demak. 

n tk f3 

II(P)1 ~ L J 1<1>'(s)I ds = J 1<1>'(s)I ds. 
k=l tk-l a 

Endi chap tomondagi ifodaning aniq yuqori chegarasini olsak, 

(j 

I L I ~ J 1<1>' ( s) I ds (7.1.12) 

tengsizlik hosil bo'ladi. 
Shunday qilih, L egri chiziq to'g'rilanuvchi bo'lib, uning uzunli

gi (7.1.12) bahoni qanoatlantirar ekan. Bundan, o'z-o'zidan ko'rinib 
turgan S(t) ~ S(;3) = ILl munosabatga ko'ra, S(t) funksiyani 
chegaralanganligi kelib chiqadi. 

2) Endi S(t) funksiyani differensiallanuvchi ekanligini isbotlab, 
uni hosilasini topamiz. Faraz qilaylik, t E [a, f3) va h > 0 sonlar (t+ 
h) E [a,,Bj shartni qanoatlantirsin. U hold a (7.1.12) tengsizlikning 
isbotini a = t va ,B = t + h lar uchun qaytarib, quyidagi 

t+h 

S(t + h) - S(t) < J 1<1>'(s)I ds (7.1.13) 

tengsizlikni hosil qilamiz. 
Bizga yuqoridagi ayirma uchun quyidan ham baho kerak bo'ladi. 

Agar <1>(t+ h) - <1>(t) ayirma <1>(t) va <1>(t + h) nuqtalarni tutashtiru
vchi vektorni ham ifodalashini hisobga olsak, 

1<1>(t + h) - <1>(t) I ~ S(t + h) - S(t) (7.1.14) 
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tengsizlikka ega bo'lamiz. Natijada, (7.1.14) dan 

I 
<1>(t + h) - <1>(t) I < S(t + h) - S(t) 

h - h 
(7.1.15) 

baho kelib chiqadi. 
Demak, h ning ishorasi qanday bo'lishidan qat'iy nazar, S(t) 

funksiyaning monotonligiga ko'ra, (7.1.13) va (7.1.15) munosabat
lardan quyidagi 

t+h 

1_<1>,,-(t_+_h':-)h_<1>--.:.(....:....t) I ~ S(t + h~ - S(t) < ~ J 1<1>'(s) I ds 

t 

tengsizlikni hosil qilamiz. 
Hosilaning uzluksizligiga ko'ra, bu qo'shaloq tengsizlikning chap 

va o'ng tomonlari h -+ 0 da 1<1>' (t) I ga intiladi. Shunday ekan, 

dS (t) = 1<1>' (t) I. 
dt 

(7.1.16) 

3) Agar (7.1.16) tenglikni integrallab, unga Nyuton - Leybnis 
formulasini qo'llasak, 

f3 (3 

S(13) - S(a) J S'(t) dt J I <1>'(t) I dt 

tenglikka ega bo'lamiz. Lekin, S(13) - S(a) = ILl bo'lgani uchun, 
bu tenglik isbot qilinishi talab qilingan (7.1.11) formulaning o'zidir . 

• 
Natija. Agar L egri chiziq (7.1.7) tenglamalar yordamida para

metrlashtirilgan bo'lib, <p(t) va 1jJ(t) funksiyalar [a, 13] kesmada uzluk
siz differensiallanuvchi bo'lsa, u holda L egri chiziq to 'g 'rilanuvchi 
bo'lib, uning uzunligi quyidagi formula orqali hisoblanadi: 

(3 

ILl = J J[<p'(t)]2 + [1j/(tl]2 dt. (7.1.17) 

C\ 
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Isbot kompleks qiymatli <I>(t) funksiyaning hosilasi ham kom
pleks qiymatli 

<I>' (t) = <.p' (t) + i V" (t) ) 
funksiya bo'lib, uning absolyut qiymati 

1<I>'(t) I = J[<.p'(t)J2 + [¢'(t)J2 

ga tengligidan bevosita kelib chiqadi. 

7.1.4 - misol. Quyidagi 

x2/3 + y2/3 = a2/3, a > 0, x > 0, y > 0, 

astroida yoyi uzunligini hisoblang. 
Bu egri chiziqni quyidagicha paramertlashtirish mumkin: 

x(t) = <.p(t) = acos3 t, y(t) = 1jJ(t) = a sin3 t, 0 ~ t ~ 7r/2. 

Ravshanki, 

<.p' (t) = -3a cos2 t . sin t, ~,t (t) = 3a sin2 t . cos t. 

Shuning uchun, 

[<.p'(t)J2+[~,'(tW=9a2cos4tsin2t+9a2sin4t cos2t= 9a
2 

sin 2 2t. 
4 

U holda, (7.1.11) formulani qo'llab, 

7r/2 

/ 

3 3 17r/2 I L I = ~ sin 2t dt = - ~ cos 2t 
2 4 0 

o 

tenglikni olamiz. 

3a 
2 

4. Ushbu bandda uch o'lchovli R3 fazoda berilgan egri chi
ziqlarni o'rganamiz ( R3 fazoning ta'rifi §7.3 da keltirilgan). Beril
gan [0', ,oj kesmani <I>(t) = (i.p(t), V,(t), ~.(t)) akslantirishdagi aksi
ga Jazoviy egri chiziq deb ataladi. Agar bunda hosil bo'lgan egri chi
ziqni L orqali belgilasak, u uch o'lchovli R3 fazoning qism to'plami 
bo'ladi. 
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Yassi egri chiziqqa o'xshash, L fazoviy egri chiziqning uzunligi 
ham unga ichki chizilgan siniq chiziqlar uzunliklarining aniq yuqori 
chegarasi sifatida aniqlanadi. 

Agar <P (t) akslan tirishning 

x = <p(t), y = tfJ(t) , z = X(t), as t S (3, 

komponentalari uzluksiz differensiallanuvchi bo'lsa, L egri chiziq 
to'g'rilanuvchi bo'lib, uning uzunligi 

(3 

ILl = J J[<p'(t)]2 + [~,'(t)F + [\'(t)]2 dt (7.1.18) 

C> 

formula orqali aniqlanadi. 
Keltirilgall formulaning isboti 7.1.1 - teorema isbotini deyarli 

so'zma-so'z qaytarish bilan am alga oshiriladi. Bunda <p(t) akslan
t.irishning hosilasi deb 

<P' (t) = (<p' (t), tfJ' (t), \:' (t) ) 

akslantirish olinib, unig uchun 

I<p'(t)I = J[<p'(t)]2 + ['tP'(t)]2 + [X'(t)]2 

formuladan foydalaniladi. Natijada (7,1.11) formula singari 

/3 

I L I = J I <P' (t) I dt (7,1.19) 

tenglik o'rnatiladi. Ravshanh bu tenglik (7,1.18) bilan ustma-ust 
tushadi, 
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§ 7.2. Yassi shakl yuzi 

R 2 koordinatalar tekisligining ixtiyoriy E to"plamini qaraylik. 
Bizning gaidagi maqsadimiz bu to'plam yuzini ta'riflash va uni 
hisoblash usulini topishdir. 

Avvalam bor shuni qayd etaylikki, berilgan E to'plamning yuza
ga ega yoki ega emasligi bu to'plam chegarasining qanchalik kat
taligiga bog'liqdir. Shu sababli biz E to'plam chegarasi tushunchasi
ni kiritishdan boshiaymiz. 

Faraz qiIayIik, b = (b l , b2 ) nuqta R2 tekisliknig ixtiyoriy nuqtasi 
bo'isin. Istalgan =- > 0 uchun b nllqtaning E-atrofi deb markazi b 
nuqtada bo'lib, radiusi c ga teng bo'igan doiraga, ya"ni 

(7.2.1) 

shartni qanoatlautiruvchi barrha x = (.rl. :1'2) E R2 nllqtalar to'p
Iamiga aytamiz. 

Ta'rif. R2 tekislikning ixtiyoriy E qismiy to'plami berilgan bo'lsin. 
Agar b E R2 nuqtaning istalgan E-atrofida E to'plamga ham te
gishli bo'lgan, ham tegishli bo'lmagan nuqtalari bo'lsa, b nuqta E 
to 'plaT/wing chegaraviy nuqtasi deyiladi. 

Chegaraviy nuqtalar to'plami E to'plamning chegarasi deb ata
Iadi va odatda BE simvoli orqali beigilanadi. 

MasaIan, agar a, b, r, d soniar a < b va r < d shartiarni qanoat
Iantiruvchi ixtiyoriy haqiqiy soniar bo'lsa, 

(7.2.2) 

to'g'ri to'rtburchak chegarasi quyidagi to'rtta kesmaning yig'indisidan 
iborat: 

bu yerda 

2 51 ={(x,y)ER : as;,z;S;b, y=c}, 

52 ={(x,y)ER2
': :L'=a, cS;yS;d}, 
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x = b, c ~ y ~ d}. 

E'tibor bering, xuddi shu to'plam quyidagi: 

G = {( x, y) E R 2 
: a < x < b, c < y < d} (7.2.3) 

to'g'ri to'rtburchakning ham chegarasi bo'ladi, ya'ni 8F = 8G. Bu 
ikki F va G to'g'ri to'rtburchaklarning farqi shundaki, F to'plam 
barcha chegaraviy nuqtalarini o'z ichiga olsa, G to'plam esa biror
ta ham chegaraviy nuqtasini o'z ichiga olmaydi. Oson ko'rsatish 
mumkinki, 

8G == 8F = F \ G = {(x, y) E F : (x, y) ~ G}. 

Ta'rif. Agar biror F to'plam o'zining barcha chegaraviy nuqta
larini o'z ichiga olsa, u yopiq to'plam deyiladi. 

Masalan, (7.2.2) to'g'ri to'rtburchak yopiq to'plamdir. 

Ta'rif. Agar G to'plam birorta ham chegaraviy nuqtasini o'z 
ichiga olmasa, u ochiq to'plam deyiladi. 

Masalan, (7.2.3) to'g'ri to'rtburchak ochiq to'plamdir. 
Ixtiyoriy to'plamning yuzini ta'riflashdan oldin biz muntazam 

to'g'ri to "rtburchak yuzini aniqlaymiz. Muntazam to'g'ri to'rtburchak 
bu (7.2.2) ko'rinishdagi to'plamdir. Bu to'plam [a, b] va [c, d] kesma
larni ko'paytmasi ham deyiladi va F = [a, b] X [c, d] ko'rinishda 
belgilanadi. 

Shunday qilib, muntazam to'g'ri to'rtburchak deganda, biz 
tomonlari koordinata 0 'qlariga parallel bo'lgan ixtiyoriy yopiq to 'g'ri 
to'rtburchakni tushunar ekanmiz. 

Ta'rif. Quyidagi son: 

IFI = (b - a) . (d - c) (7.2.4) 

(7.2.2) ko'rinishdagi P muntazam to'g'ri to'rtburchakning yuzi deb 
ataladi. 
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Ravshanki, ixtiyoriy muntazam to'g'ri to'rtburchakning yuzi biror 
musbat sondir. 

Ta'rif. Chekli sondagi (yopiq) muntazam Pk to'g'ri to'rtburchak
laming birlashmasini, ya'm 

(7.2.5) 

to 'plamni yopiq ko 'pburchakli shakl deb ataymiz. 

35-rasm 

Yopiq ko'pburchakli F shakldan barcha chegaraviy nuqtalarini 
olib tashlash natijasida hosil bo'lgan 

G = F \ of 

to'plamni ochiq ko'pburchakli shakl deymiz. 
Nihoyat, agar biror E C R2 to'plam berilib, u uchun shunday 

ochiq ko'pburchakli shakl G topilsaki, ular 

GeE c (GU oG) 

munosabatni qanoatlantirsa, E to'plamni ko 'pburchakli shakl deymiz. 
Bunda G berilgan E ko'pburchakli shaklning ichki qismi deb atala
di. 
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Shunday qilib, biz aniqlagan ko 'pburchakli shakl chegarasini 0 'z 
ichiga olishi yoki olmasligi, yoki bo'lmasa, chegaraning biror qis
minigina o'z tchiga olishi mumkin ekan. 

Agar ikki ko'pburchakli shaklla.rning ichki qismlari umumiy nuq
talarga ega bo'lmasa, ularni biri ikkinchisi ustiga tushmaydigan ko'p
burchakli shakllar deymiz. 

Ta'rif. AgarQ ko'pburchakli shakl (7.2.5) ko'rinishga ega bo'lib, 
Pk muntazam to'g'ri to'rtburchaklar o'zaro biri ikkinchisini ustiga 
tushmasa, u holda bu shaklning YUZt ~Q I orqali belgilanadi) deb 
quyidagi songa aytamiz: 

n 

IQI = LIPkl. (7.2.6) 
k=l 

Bu ta'rifning korrektligi, ya'ni uning (7.2.4) formulagazid bo'lmay, 
Q qay tarzda muntazam to'g'ri to'rtburchaklarga bo'linishiga bog'liq 
emasligi, navbatdagi sodda tasdiqlardan kelib chiqadi. 

7.2.1 - tasdiq. Agar P muntazam to'g'ri to'rtburchak quyidagi 

(7.2.7) 

ko 'rinishga ega bo'lib, bunda Pl va P2 biri ikkinchisi ustiga tush
maydigan muntazam to'g'ri to'rtburchaklar bo'lsa, u holda 

(7.2.8) 

bo'ladi. 
Isbot o'z-o'zidan ko'rinih turihdi. Haqiqatan, agar masalan, Pl = 

[a,h] X [c,d] va P2 = [h,b] X [c,d] bo'lsa, P = [a,b] X [c,d] bo'lib, 
(7.2.7) tenglik bajariladi. Shunday ekan, (7.2.4) ta'rifga ko'ra, 

IFll + IP2 1 = (h - a)(d - c) + (b - h)(d - c) = (b - a)(d - c) = IFI . 

• 
7.2.2 - tasdiq. Agar P muntazam to'g'ri to'rtbm'chak quyidagi 
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kO'rinishga ega bo'lib, bunda Pk 0 'zaro biri ikkinchisi ustiga tush
maydigan rnuntazam to 'g 'ri to'rtburchaklar bo'lsa. u holda 

bo'ladz. 

Isbot. Biz lll1111I1liyliklli lmzmasdall. herilgau P muutazam to'g'ri 
to'rthmchak ikki. vprtikal va /?,orizolltal, parallpl to'g'ri chiziqlar 
kptma-kl'tligi yordamida n· lar/?,a bo'liIl/?,rUl deh faraz qilishimiz 
111lll11kiu. dl1luki aks holda PI. lal'lli :vauada kichikroq bo'lakl<H/?,a 
ho'lih. talah qiliugau kO'riuishga keltira olallliz. Sll1l!l(la~· pkan. is
hot 1.2.1 - t asdiqlli ketllla- ket qo'llashdau kdih chiqadi. 

• 
7.2.3 - tasdiq. Fan},z qilaylik. Q k() 'plmTchaUi shakl ikl.:z :ril 

1J,s1llria () 'zaTO biri i/';bn('hisini 1lstzga blshmaydigrw m1lntazmn to '.'1 'rz 

t() 'Ttlmrchaklar biTlashmasi bo'lib ifodalansin, ya'm: 

Q = PI U P'2 ... UP" 

va 

U holria fj1lyidagi tenglik lmjariladi: 

Isbot. Q ko'plmrchakli shaklui yanada kichikroq o'zaro biri 
ikkillChisi lIstiga tllshIllaydigan to'g'ri to'rtlmrchaklarga sllllnday 
bo'lamizki, hunda Pk va r: to'g'ri to'rthmchaklardan hal' birilli 
hosil bo'lgau Illayda to'g'ri to'rtlmrchaklar birlashmasi ko'riuishida 
tasvirlash Illlll11kill bo'lsill. Buudan so'ug isbot 1.2.2 - tasdiqui qo'llash 
bilall yakullianadi. 

• 
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7.2.4 - tasdiq. Ko'pburchakli shakl yuzining (7.2.6) ta'rifi kor
rektdir. 

Isbot bevosita 7.2.3 - tasdiqdan kelib chiqadi. 
Ko'pburchakli shakl yuzining eng muhim xossalari quyidagilar

dan iboratdir. 
1 o. M usbatligi. Istalgan Q ko 'pburchakli shakl uchun quyidagi 

tengsizlik 0 'rinli: 

IQI > O. 

20. Additivligi. AgarQ ko'pburchakli shakl biri ikkinchisi ustiga 
tushmaydigan ikki Ql va Q2 ko'pburchakli shakllar birlashmasidan 
iborat bo'lsa, ya 'ni 

bo'lsa, u holda 

bo'ladi. 
30. Monotonligi. Agar P ko'pburchakli shakl Q ko'pburchakli 

shaklning qismiy to 'plami bo'lsa, ya 'ni P C Q bo'lsa, u holda 

IPI ~ IQI 
bo'ladi. 

Endi biz tekislikdagi istalgan geometrik shaklning yuzini o'rga
nishga o'tishimiz mumkin. 

Ta'rif. R2 tekislikning istalgan chegaralangan to'plamini yassi 
shakl deymiz. 

Aytaylik, E yassi shakl va P biror ko'pburchakli shakl bo'lsin. 
Agar PeE bo'lsa, P ko'pburchakli shaklni E shaklga ichki chizil
gan deymiz. Aksincha, agar E C P bo'lsa, P ko'pburchakli shaklni 
E shaklga tashqi chizilgan deymiz. 

Ta'rif. Berilgan E yassi shaklning quyi yuzi IEI* deb bu shakl
ga ichki chizilgan ko 'pburchakli shakllar yuzlarining aniq yuqori chega
rasiga aytiladi: 

IEI* = sup IPI· (7.2.9) 
PeE 
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Agar E shaklga birorta ham ko'pburchakli shaklni ichki chizib 
bo'lmasa, IEI* = 0 deb qabul qilinadi. 

Ta'rif. Berilgan E yassi shaklning yuqori yuzi IEI* deb bu 
shaklga tashqi chizilgan ko 'pburchakli shakllar yuzlarining aniq quyi 
chegarasiga aytiladi: 

IEI* inf IQI. 
Q~E 

(7.2.10) 
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Ta'rif. Agar yassi shaklning quyi yuzi yuqori yuzi bilan ustma
ust tushsa. u kvadratlanuvchi deyiladi. Bunda 

(7.2.11) 

son kvadratlanuvchi E shaklning yuzi deb ataladi. 
7.2.2 - teorema. Berilgan E yassi shaklning kvadratlanuvchi 

bo 'lishi uchun ixtiyoriy E > 0 olganda ham unga ichki va tashqi 
chizilgan shun day mos ravishda P va Q ko 'pburchakli shakllar topi
lib. ularning yuzlari 

IQI - IPI < E (7.2.12) 

shartni qanoatlantirishi zarur va yetarlidir. 
Isbot. 1. Agar E yassi shakl kvadratlanuvchi bo'lsa, ta'rifga 

ko'ra, istalgan E > 0 uchun shunday ichki chizilgan P va tashqi 
chizilgan Q ko'pburchakli shakllar topiladiki, ular 

E 

IPI> IEI- 2' 
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tengsizliklarni qanoatlantiradi. Ravshanki, bundan (7.2.12) tengsiz
lik kelib chiqadi. 

2. Agar (7.2.12) shart bajarilsa, u hold a quyi va yuqori yuzlar 
uchun quyidagi 

o'z-o'zidan ko'rinib turgan tengsizliklardan 

munosabatni olamiz. 
Bu tengsizlikdan, c > 0 ning ixtiyoriyligiga ko'ra, yuqori va 

quyi yuzlarning ustma-ust tushishi kelib chiqadi. Demak, E shakl 
kvadratlanuvchi bo'lar ekan. 

• 
N atija. Berilgan E yassi shaklning kvadratlanuvchi bo'lishi uchun 

uni chegarasining yuzi nolga teng bo' lishi zarur va yetarlidir. 
Haqiqatan, agar P shakl E ga ichki chizilgan ochiq ko'pburchakli 

shakl bo'lib, Q esa E ga tashqi chizilgan yopiq ko'pburchakli shakl 
bo'lsa, u hold a 

S = Q \ P = {M E Q : M ~ P} 

to'plam, ravshanki, BE chegarani o'z ichiga oluvchi yopiq ko'pburchakli 
shakl bo'ladi. Bundan tashqari, 

lSI = IQI - IFI 

tenglik o'rinli. Demak, (7.2.12) shart chegaraning IBEI* tashqi yuzi 
nolga tengligini anglatadi. Bundan chiqdi, loEI = 0 ekan. 

Endi egri chiziqli trapetsiya deb ataluvchi shakllar yuzini o'rga
nishga o'tamiz. 
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Ta'rif. Agar- f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lib, manfiy 
bo'lmasa. 

"2 T = {( .1' • Y) E R ::z: E [a, b], 0 <::: y <::: f ( :1' ) } (1.2.13) 

/,;0 'Tinishdagi to 'plamm cgr-i chiziqli tmpetsiya deb ataymiz. 

y 

b X 

38-rasm 

7.2.3 - teorema. (1.2.13) egr-i chiziqli tmpetsiya /,;vadmtlanuv
chi bO'lib, uning yuzi quyidagicha aniqlanadi: 

b 

ITI = J f(x) dx. (7.2.14) 

a 

Ishot. 6.5.3 - teorf'maga ko'ra, f funksiya [a, b] kesmada uzluk
siz bo'lg,ani sababli u shu kesmada integrallauuvchidir. Endi 6.4.9 
- t('()r('maga asosan, istalgan E > 0 olgauda ham [a, b] kesmauing 
sllllnclay r bo'linishi topiladiki, unga mos Darbuniug yuqori va quyi 
yig'iudilari quyidagi: 

(7.2.15) 

shartni qalloatlantiradi. 
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Shuni qayd etamizki, Darbuning sp(f) quyi yig'indisi egri chi
ziqli trapetsiyaga ichki chizilgan ko'pburchakli shakl yuziga teng 
bo'lib, Darbuning Sp(f) yuqori yig'indisi egri chiziqli trapetsiyaga 
tashqi chizilgan ko'pburchakli sha1d yuziga teng bo'ladi. Shunday 
ekan. (7.2.15) shart. 7.2.2 - teoremaga ko'ra, T egri chiziqli trapet
siyaning kvadratlanuvchi ekanini anglatadi. Bundan tashqari, istal
gan P bo'linish uchun quyidagi tengsizliklar bajariladi: 

sp(f) ::; ITI ::; Sp(f). 

Bu tengsizliklar va (7.2.15) shart birgalikda Darbuning quyi va 
yuqori integrallari o'zaro ustma-ust tushib, ITI ga tengligini ko'rsata
di. Shunday ekan, 6.4.2 - teoremadan talab qilingan (7.2.14) tenglik 
kelib chiqadi. 

• 
1 - natija. Agar f va g funksiyalar [a, b] kesmada uzluksiz bo'lib, 

g(x) ::; f(x), a::; x ::; b, 

tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda 

E = {(x,y) : x E [a,b], g(x)::; y::; f(.r)} 

yassi shakl kvadratlanuvchi bo'lib, uning yuzi 

b 

lEI = j[J(x) - g(x)] dx (7.2.16) 

a 

ga teng bo'ladi. 
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y r(x) 

.g(x) 

o a b x 
39-rasm 

2 - natija (Kaval'eri prinsipi). Faraz qilaylik, 

El {(x,y) x E [a,bj, gd.l')::; y::; h(:r)} 

va 

E2 = {(x, y) x E [a, bj, g2(X)::; Y ::; 12(x)} 

bo'lsin. Agar 

h(x) - gdx) = 12 (x) - g2(.r), a::; x ::; b, 

bo'lsa, lEI I = IE21 bo'ladi. 

7.2.1 - misol. Quyidagi doiraning yuzi topilsin: 

Ravshanki, bu tenglikni quyidagicha yozish murnkin: 

Shuning uchun, (7.2.16) formuladan foydalansak. 

1 

11((r)1 = ![Jr2-x2+Jr2-x2jdx 

-1 

421 
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hosil bo'ladi. 
Endi x = r sin t trigonometrik almashtirishni qo'llasak, 

1 ~/2 

IK(r)1 =2/ Jr2-x2dx=2r2 / J1-sin2 t eostdt= 

-1 -~/2 

munosabatni olamiz. 
Demak, 

~/2 

= 2r2 / cos2 t dt 

-~/2 

IK(r)1 = r2 [t + ~ sin 2t] t=~/2 = 7lT2. 

2 t=-~/2 

§ 7.3. Jism hajmi 

(7.2.17) 

Vshbu paragrafda biz ueh o'lchovli fazodagi aylanish jismlar deb 
ataluvehi maxsus to'plamlarning hajmini hisoblash bilan eheklana
mlZ. 

Veh o'lchovli R3 fazo deganda u = (x, y, z) haqiqiy sonlar ueh
ligining tartiblangan to'plami tushuniladi. Bunda u ni R3 fazoning 
nuqtasi va x, y hamda z sonlarni u nuqtaning koordinatalari deyi
shadi. Yana x - absissa, y - ordinata z esa applikata deb ham ataladi. 

Agar biror koordinatani tayinlab qo'ysak, masalan, x = Xo de
sak, u holda (xo, y, z) ko'rinishdagi nuqtalar Ox o'qiga perpendikul
yar bo'lib, uni x = Xo nuqtada kesadigan quyidagi tekislikni tashkil 
qiladi: 

P(xo) = {(xo, y, z), Y E R, z E R}. (7.3.1) 

Boshqa koordinatalar o'qlariga perpendikulyar tekisliklar ham 
xuddi shunga o'xshash kiritiladi. Bu tekisliklar bilan chegaralangan 
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eng sodda shakl bu yopiq parallelepiped bo'lib, u quyidagi ko'rinishga 
ega: 

F={(x,y,Z)ER3
: al~x~a2' bl~y~b2' cl~z~cd, 

(7.3.2) 
bu yerda aI, a2, b1 , b2, Cl, C2 lar al < a2, b1 < b2 va Cl < C2 shartlarni 
qanoatlantiruvchi ixtiyoriy haqiqiy sonlardir. 

Shunga o'xshash, 

G={(:r,y,z)ER3
: al<x<a2, b1 <y<b2, Cl<Z<C2} 

(7.3.3) 
to'plam ochiq paralldepiped deyiladi. 

Faraz qilaylik, b = (Vj. V2. b.;) nuqta R3 fawning ixti~roriy nllq
tasi bo'lsin. Istalgan ,c > 0 llChUll b nuqtaning E-atrofi deb radiusi E 

ga teng bo'lib. markazi b lluqtacla bo'lgan sharga. ya'ni 

shartni qanoatlantiruvchi barcha x = (Xl, X2, X3) E R3 nuqtalar 
to'plamiga aytamiz. 

Ta'rif. R3 Jazoning ixtiyoriy E qismiy to'plami berilgan bo'lsin. 
Agar b E R3 nuqtaning ixtiyoriy E-atroJida E to'plamga ham te
gishli bo'lgan, ham tegishli bo'lmagan nuqtalar topilsa, b nuqta E 
to 'plamning chegaraviy nuqtasi deyiladl. 

Chegaraviy nuqtalar to'plami E to'plamning chegarasi cleyiladi 
va odatda BE simvol orqali belgilanadi. 

Ta'rif. Agar F to'plam o'zining barcha chegaraviy nuqtalarini 
o'z ichiga olsa. u yopiq to'plam deyiladi. 

Masalan, (7.3.2) parallelepiped yopiq to'plamdir. 

Ta'rif. Agar G to'plam birorta ham chegaraviy nuqtalarini o'z 
ichiga olmasa, u ochiq to 'plam deyiladi. 

Masalan. (7.3.3) parallelepiped ochiq to'plamdir. 
Yopiq F parallelepipedning ham, ochiq G parallelepipedning 

ham chegarasi quyidagi to'plamdan iborat: 

BG=BF=F\G = {(x,y,z)EF (x,y,z)~G}. 



424 Aniq integralning geometrik tadbiqlari VII Bob 

Har qanday parallelepipedning ehegarasi yoq deb ataluvehi to'g'ri 
to'rtburehaklardan iboratdir. 

Biz (7.3.2) ko'rinishdagi to'plamni muntazam parallelepiped dey
miz. Boshqaeha aytganda, muntazam parallelepiped deganda biz 
yoqlari koordinatalar 0 'qlariga perpendikulyar bo'lgan ixtiyoriy yopiq 
pamllelepipedni tushunamiz. 

Ta'rif. (7.3.2) ko'rinishdagi muntazam pamllelepipedning haj
mi deb quyidagi songa aytamiz: 

(7.3.4) 

Ravshallki. istalgaullluntazam parallelepipf'dning hajmi Illtlshat 
son bo·lacli. 

Ta'rif. Chpkli sondagi PI.: (yopiq) rnuntazarn pamlld£:]JipedlaT
ning bi1'ioshrnasini. ya 'ni 

(7.3.5) 

to 'plamni yopiq ko 'pyoqli jism deb ataymiz. 
Yopiq kO'pyoqli F jismdan uning bareha chegaraviy nuqtalarini 

olib tashlash natijasida hosil bo'lgan G to'plamga ochiq ~:o'pyoqlt 
jism deyiladi, ya'ni 

G = F \ 8F. 

Nihoyat, agar biror E C R3 to'plam uehull shunday G oehiq 
ko'pyoqli jism topilsaki. uning uehun 

GeE c (G u 8G) 

munosabat bajarilsa, E to'plamni kO'pyoqli jism deymiz. Bunda G 
to'plam E ko'pyoqli jismning ichki qismi deb ataladi. 

Shunday qilib, biz aniqlagan ko 'pyoqli jism chegamsini 0 'z ichiga 
olishi yoki olmasligi, yoki bo'lmasa chegamning biror qisminigina 
o'z ichiga olishz mumkm ekan. 

Agar ikki ko'pyoqli jismlarning ichki qismlari umumi~' nuqta
larga ega. bo'llllasa, biz bu jismlarni biri ikbnr.hisini ushga tusJz
rnaydi deymiz. 
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Ta'rif. Agar Q ko'pyoqli jism {7.3.5} ko'rinishga ega bo'lib, Pk 

muntazam parallelepipedlar 0 'zaro biri ikkinchi ustiga tushmasa, u 
holda bu jismning hajmi ~ Q I orqali belgilanadi} deb quyidagi songa 
aytiladi: 

n 

(7.3.6) 

Bu ta'rifning korrektligi xuddi ko'pburchakli shakl yuzi ta'rifining 
korrektligi kabi ko'rsatiladi. 

Quyi va yuqori yuz tushunchalari singari quyi va yuqori hajm 
tushunchalari kiritiladi. 

Faraz qilaylik. B ueh o'lchovli R3 fazoning chegaralangan to'plami 
bo'lsin. Bunday to'plamni bundan bay on jism deb ataymiz. Jismga 
ichki va tashqi chizilgan ko'pyoqli jismlar tushunchalari xuddi iehki 
va tashqi chizilgan ko'pburchaklar singari aniqlanadi. 

Ta'rif. Berilgan B jismning quyi hajmi IBI* deb B ga ichki 
chizilgan P ko 'pyoqli jismlar hajmlarining aniq yuqori chegarasiga 
aytiladi: 

IBI* = sup IFI· 
PcB 

Agar B jism ichiga birorta ham ko'pyoqlijism chizilmasa.IBI* = 
o deb qabul qilinadi. 

Ta'rif. Berilgan B jismning yuqori hajmi IBI* deb B ga tashqi 
chizilgan Q ko 'pyoqli jismlar hajmlarining aniq quyi chegarasiga 
aytiladi: 

IBI* = inf IQI· 
Q-::;B 

Ta'rif. Berilgan B jismning quyi hajmi uning yuqori hajmiga 
teng bo'lsa, bu jism kublanuvchi deyiladi. Bunda 

IBI = IBI* = IBI* 

son kublanuvchi E jismning hajmi deb ataladi. 
7.3.1 - teorema. Berilgan B jismning kublanuvchi bo'lishi uchun 

unga ichki va tashqi chizilgan shunday mas ravishda P va Q kO'pyoqli . 
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jismlar topilib, istalgan E > 0 uchun quyidagi shartning bajarilishi 
zarur va yetarlidir: 

IQI - IPI < E. (7.3.7) 

Bu teoremaning isboti xuddi 7.2.2 - teorema isbotidek alib bo
riladi. 

Shuni aytish kerakki, jismlar hajmining umumiy nazariyasi kar
rali integrallar nazariyasida rivajlantiriladi. Shuning uchun, biz btl 
yerda hajmlarni faqat maxsus hollarda addiy Riman integralidan 
foydalanib hisoblash usullari bilan tanishamiz. 

Faraz qilaylik, P( a) va P(b) tekisliklar Ox o'qiga perpendikulyar 
ba'lib, bu o'qni mas ravishda a va b nuqtalarda kessin. Bllndan 
tashqari, B C R3 yuqoridagi tekisliklar orasida joylashgan biror 
jism bo'lsin. U holda B(x) simvol orqali B jismning P(x) tekislik 
bilan kesishmasini belgilaymiz, ya'ni 

B(x) = Bnp(x). 

B(x) ni ba'zan kesim ham deb atashadi. Ravshanki, har bir kesim 
yassi shakl bo'ladi. 

Har bir x E [a,b] uchun B(x) kesim kvadratlanuvchi ho'lsin 
deylik va S (x) simvol bilan bu shakl yuzini belgilaylik, ya'ni 

S(x) = IB(x)l. 

Navbatdagi teoremajism hajmini hisablashni birar kesmaga per
pendikulyar bo'lgan ko'ndalang kesimlar yuzidan shu kesma bo'yicha 
olingan integralni hisoblashga olib keladi. 

7.3.2 - teorema. (Kaval'eri prinsipi). Faraz qilaylik, B ik
ki P{ a) va P(b) tekisliklar orasida joylashgan jism bo'lib, B jismni 
P(x) tekislik bilan kesimining S(x) yuzi [a, b] kesmada integrallanuv
chi funksiya bo'lsin. U holda B jismning I B I hajmi uchun quyidagi 
formula 0 'rinli: 

b 

IBI = J S(x) dx. (7.3.8) 

a 
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y 

o x 

40-rasm 

Isbot odatda karrali integrallar nazariyasi deb ataluvchi bo'lirn
da kPltiriladi. Bu isbot karrali integralni takroriy integralga keltirish 
haqidagi teoremani B jismning xarakteristik fllIlksiyasiga qo'llashga 
asoslanadi. 

Biz bu teorernadan aylanish jisrnlaruing hajrnlarini hisoblash 
uchun foydalanarniz. Aylanish jismlar deganda biz egri chiziqli trapet
siyaning abssissalar o'qi atrofida aylanishi natijasida hosil bo'lgan 
shaklni tushunarniz. 

Shunday qilib, agar f funksiya [a, b] kesrnada rnanfiy bo'lrnasa, 
B aylanish jism deb quyidagi to'plamga aytamiz: 

B = {(x,y,z)ER3
: xE[a,b], y2+z2::;f2(x)}. (7.3.9) 

Ravshanki, bu jisrn (7.2.13) egri chiziqli trapetsiyani Ox o'qi atrofi
da aylantirishidan hosil bo'ladi. 

7.3.3 - teorema. Agar f funksiya [a, b] kesmada manfiy bo'l
magan integrallanuvchi funksiya bo'lib, B (7.3.9) ko'rinishdagi ay
lanish jism bo'lsa, u holda B jism hajmi I B I uchun quyidagi formula 
o'rinli: 

b 

IBI = IT J f2(x) dx. (7.3.10) 

a 
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Isbot. Kaval'eri prinsipidan foydalanamiz. P(x) yuqorida aniq
langan tekislik bo'lsin. B(.7:) orqali B jismni shu tekislik bilan kesish 
natijasida hosil bo'lgan kesimini belgilaylik. Bu kesimning radiusi 
f(x) ga teng bo'lgan doiradan ibcratligi bevosita (7.3.9) ta'rifclan 
kelib chiqacli. Shuning uchun, bu kesimning S(x) yuzi 

(7.3.11) 

ga teng bo'ladi. 
Shartga ko'ra f(x) funksiya [a, b] kesmacla integrallanuvchidir. 

Shunday ekan, 6.4.4 - teoremaga ko'ra, j2(x) funksiya ham va de
mak, S(x) funksiya ham [a, b] kesmada integrallanuvchi bo'ladi. De
mak, biz (7.3.8) formulani qo'llashimiz mumkin. Bu formuladan, 
(7.3.11) tenglikni hisobga olsak, talab qilingan (7.3.10) munosabat
ni olamiz. 

• 
7.3.1 - misol. Radiusi R ga teng bo'lgan 

shaming hajmini toping. 
Ravshanki, btl shar, agar 

f (x) = J R2 - .1' 2 , - R ~ x ~ R, 

deb olsak, (7.3.9) ko'rinishdagi aylanish jism bo·ladi. 
Shuning uchun. (7.3.10) formulaga ko'ra, 

Demak. 

IB(R)I 
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Shuni qayd etamizki. (7.3.10) formulani aylanish jism ehegara
lanmagan bo"lga.ll holda ham qo'llash lllumkin. Bunda bu jiSlll hajmi 
deganda hiz ll11ga yaqilliashuvehi chcgaralangan jismlar ha.jmlari
ning limit.illi tusllllnamiz. Albatta, 1m holda xosmas illtq~ra.llarni 
qarashga. to"g"ri kt>ladi. 

7.3.2 - misol. Quyidagi 

f(·1' ) 
1 

.1' ::;> 1, 
:r 

funksiya gra.iil',ining abssissalar o"qi atrofida aylallishi natijasida hosil 
bo'lgan B jiSlllllillg hajmini hisohlang. 

Avval (7.3.10) formuladan 1 ::; J' ::; b kesmada foydalallamiz. 
So'ngra, bu formulada b --+ +00 deb limitga o"tsak, 

tenglikni olamiz. 

§ 7.4. Aylanma sirt yuzi 

Ushbu paragrafda biz aylanish jismlarini chegaralovchi sirtlarni
gina o'rganish bilan cheklanamiz. 

Ueh o'lchovli fazoda OXl o'qi atrofida X2 = f(xt) funksiya grafi
gi aylanishi llatijasida hosil bo'lgan 5 sirtni qaraymiz. Qat'iyroq ayt
ganda, bu sirtni quyidagicha ta'riflaymiz: f berilgan [a, b] kesmada 
manfiy bo'lmagan funksiya bo'lsin. 5 aylanma sirt deb fazoning 
quyidagi ko'rinishdagi to'plamiga aytamiz: 
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Aylanma sirtga muhim misol sifatida kesik konus sirtni olishimiz 
mumkin. Bu sirt kesmaning, aniqrog'i, f(XI) = /':Xl + c chiziqli 
funksiya grafigining aylanishi natijasida hosil bo'ladi, ya.'ni 

J{ = {(Xl, X2, X3) E R3 : X~ + X; = (kXl + c)2, as .rl S b}. 

Ma'lumki, bu kesik konus yon sirtining yuzi sodda ko'rinishga 
ega: 

IKI = 27rrl, (7.4.1) 

bu yerda r - konusni asoslari radiuslarining o'rta arif11letigi, I esa 
konus yasovchisining uzunligidir. 

Ixtiyoriy P = {a = Xo < Xl < ... < Xn = b} bo'linislmi olaylik. 
Bu bo'linishga mos kelgan har bir 

Lk = {(x,y)ER2 
: X = xb 0 S Y S f(Xk)}, k=O,I, ... ,n, 

kesmaning abssissalar o'qi atrofida aylanishidan aylana hosil bo'ladi. 
Shu aylanalardan ikki ketma-ket kelganini asos qilib 5k kesik konus
larni yasaymiz. Nihoyat, mana shu kesik konuslardan tashkil topgan 
aylanma sirtni 5 (P) orqali belgilaymiz. 

Har bir 5k kesik konus yon sirtining yuzi 15kl, (7.4.1) ga ko'ra. 
quyidagi formula bilan aniqlanadi: 

f(Xk-d + f(Xk) . / 
15kl = 27r 2 V (~xk)2 + [J(:tk) - f(·l:k-dF· 

Faraz qilaylik, f funksiya [fl, b] kesmada uzluksiz clifferensial
lanuvchi bo'lsin. U holda, Lagranj formulasiga ko'ra, shllnday ~k E 
(Xk-l,X x ) son topiladiki, u uchun 

tenglik bajariladi. 
Kantor teoremasiga asosan f funksiya [a, b] kes11lada tekis uzluk

sizdir. Shu sababli, ixtiyoriy =- > 0 olganda ham P bo'linish di
ametrini shunday kichik tanlash mumkinki, har bir qislIli~' kesmada 
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tenglikka ega bo'lamiz, bu yerda lakl < c. Shunday ekan, o'rgani
layotgan 5(P) aylanma sirtning yuzi uchun 

n 

15(P)1 = 21l' L [J(~k) + aklJ1 + [J'(~k)F b.Xk 

k=l 

tenglikni olamiz. 
Demak, 

n 

15(P)1 = 21l' L f(~dJ1 + [j'(~k)F b.Xk + O(c). 
k=l 

Agar 5 aylanma sirt yuzini P bo'linish diamf'tri nolga intil
gandagi 5 (P) sirtlar yuzlarining limitiga teng deb aniqlasak, oxirgi 
tenglikdan 

b 

151 21l' J f(x)J1 + 1f'(x)12 dx (7.4.1) 

a 

formulani olamiz. 

7.4.1 - misol. Abssissa o'qi atrofida 

1 
f(x) = -, 1:::; X :::; b, b> 1, 

X 

funksiya grafigi aylanishi natijasida hosil bo'lgan 5 (b) sirt yuzini 
toping. 

Agar (7.4.1) formuladan foydalansak, 

tenglikka ega bo'lamiz. 
Bundan qaralayotgan sirt yuzi uchun quyidagi bahoni olamiz 
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b 

18(b)1 = 211" J ~Jl + :4 d,c ~ 
b 

JdX 
211" -;- = 211" In b. 

1 1 

Demak, b -+ +00 da 18(b)l-+ +00 bo'lar ekan. 

Shuni aytish kerakki, qaralayotgan sirt yuzi cheksiz bo'lishiga 
qaramasdan, u chegaralagan jism, 7.3.2 - misolga ko'ra, chekli hajm
ga egadir. Xususan, bu sirt chegaralagan <<idishga» uch litrdan sal 
ko'proq (V = 11") bo'yoq sol ish mum kin bo'lib, bunda bu «idish» 
to'ladi. Ammo xuddi shu <<idish» sirtini bo'yash uchun esa, qancha 
ko'p bo'yoq bo'lsa ham yetmaydi. 

§ 7.5. Misollar 

1 - misol. Quyidagi 

funksiya grafigining uzunligini toping. 
Ko'rsatma. (7.1.4) formulani qo'llang. Hosil bo'lgan integralda 

x = b sh t giperbolik a.lmashtirishni bajaring. 

2 - misol. Quyidagi 

7 
Y = "8 x

8
/

7
, 0 ~ X ~ 4, 

funksiya grafigi uzunligini toping. 
Ko'rsatma. (7.1.4) formnlani qo'llang. 

3 - misol. Quyidagi 
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funksiya grafigi uzunligini toping. 
Ko'rsatma. (7.1.4) formulani qo'llang. 

4 - misol. Quyidagi 

9 3 9 . 3 
X = "5 cos t, Y = 4" sm t 

parametrik ko'rinishda berilgan yopiq egri chiziq uzunligini toping. 
Ko'rsatma. (7.1.7) formulani qo'llang. 

5 - misol. Quyidagi 

x = ~ (t - sin t), y = ~ (t - cos t), 0 ~ x ~ 211", 

parametrik ko'rinishda berilgan egri chiziq uzunligini toping. 
Ko'rsatma. (7.1.7) formulani qo'llang. 

6 - misol. Quyidagi 

y = 2x2
, X + y = 2 

egri chiziqlar bilan chegaralangan soh a yuzini toping. 
Ko'rsatma. (7.2.16) formulani qo'llang. 

1 - misol. Ushbu 

ellips yuzini toping. 
Ko'rsatma. (7.2.16) formulani qo'llang. 

8 - misol. Ushbu 

ellipsoid bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang. 
Ko'rsatma. (7.3.8) formulani qo'llang. 
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9 - misol. Quyidagi 

y = sm :1', y = 0, 0::; x ::; IT, 

egri chiziqlarning Oy o"qi atrofida aylanishi natijasida hosil bo'lgan 
sirt chegaralagan jism hajmini toping. 

Ko'rsatma. (1.3.10) formuladan foydalaning. 

10 - misol. Quyidagi 

IT 
Y = coS.l', Ixl::; 2' 

funksiya grafigining 0.1' o'qi atrofida aylanishi natijasida hosil bo'lgan 
sirt yuzini toping. 

Ko'rsatma. (7.4.1) formulani qo'llang. 



VIII Bob. Tenglamalar ildizlarini va aniq 
integrallarni hisoblashning taqribiy usullari 

§ 8.1. Tenglamalar ildizlarini hisoblashning taqribiy 
usullari 

Bu paragrafda biz funksiya ildizlarini va uning ekstremumlari
ni taqribiy hisoblash usullarini ko'rib chiqamiz. Biz o'rganadigan 
barcha usullarda berilgan funksiyalarni uzluksiz deb hisoblaymiz. 

Shunday qiiib, f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lib, f (a) < 
o va f(b) > 0 shartlarni qanoatlantirsin. U holda, 3.5.1 - lemmaga 
ko'ra, (a, b) intervalda shunday c nuqta topiladiki, u uchun f(.c ) = 0 
tenglik bajariladi, ya'ni c soni quyidagi 

f(x) = 0 (8.1.1) 

tenglamaning yechimi bo'ladi. 
Demak, f funksiyaga qo'yilgan shartlar c ildizning ·mavjudligini 

ta'minlar ekan. Endi biz mana shu ildizning qiymatini avvaldan 
berilgan istalgan aniqlikda hisoblash bilan shug'ullanamiz. 

Dastavval biz (8.1.1) tenglama ildizini taqribiy hisoblashning 
«vilka usuli» deb nomlanadigan eng sodda usul bilan tanishamiz. 

l."Vilka" usuli. Bu usulga asos qilib 3.5.1 - lemma isbotida 
foydalanilgan jarayon olingan. Ushbu lemmada biror kesmaning 
chekkalarida turli ishoraga ega bo'lgan uzluksiz funksiya grafigi 
abssissalar o'qini kesib o'tishi isbotlangan edi. Isbotda qo'llanga 
jarayon esa kesmani teng ikki bo'lakka bo'lib, ulardan qaysi birining , 
chekkalarida funksiya turli ishoraga ega bo'lsa, kesmaning o'sha qis-
mini tanlashdan iborat edi. 
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Yuqorida qaycl qilinganiclek, f funksiya [a, b] kesmacla uzluk
siz bo'lib, f(o.) < 0 va f(b) > 0 shartlarni qanoatlantirsin. (8.1.1) 
tenglama ildizini topish maqsadida 

(8.1.2) 

belgilash kiritib, Xk rekurrent kPtma-kptlikni quyiclagicha aniqlaymiz: 

va k > 0 lar llchun 

,ro = a 

agar f(.rk) < 0 bo·lsa. 

agar f(xk) > 0 bo'lsa. 

b-a a+b 
Ravshanki. hJ = -- va shuning UChll11 .rJ = --. 

2 2 

(8.1.3) 

(8.1.4) 

Shunday qilib, berilgan f funksiyaning ilclizini topish jarayoni 
ketma-ket f(Xk) qiymatlarni hisoblashdan iborat ekan. Agar bor
diyu biror natural k llchun f(Xk) = 0 tenglik bajarilsa. biz Xk nuq
tani qidirilayotgan ildiz deb e'lon qilib, jarayonni tugatamiz. Shu
ning uchun, bundan buyon f(Xk) of- 0 deb faraz qilamiz. 

8.1.1 - tasdiq. (8.1.2)-(8.1.4) tengliklar bilan aniqlangan Xk 
ketma-ketlik uchun 

(8.1.5) 

shartlar 0 'rinlidir. 
Isbot oddiy bo'lib, u matematik induksiya usuli bilan olib bo

riladi. 
8.1.2 - tasdiq. (8.1.2)-(8.1.4) tengliklar bilan aniqlangan Xk 

ketma-ketlik (8.1.1) tenglamaning biror c ildiziga yaqinlashadi va 
bunda quyidagi baho bajariladi: 

(b - a) 
Ix - cl < . n 2n 

(8.1.6) 
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Isbot. (8.1.2) va (8.1.4) tengliklardan 

p 

Ix n+p - xnl ~ L IXn+k - xn+k-ll 
k=l 

=f.- (b-a) 
~ 2n+k 
k=l 

bahoni olamiz. 
Demak, ixtiyoriy natural n va p lar uchun 

baho bajarilar ekan. 

p 

L hn+k = 
k=l 

(8.1.7) 

Hosil bo'lgan (8.1.7) baho {xn} ketma-ketlikning Koshi ketma
ketligi ekanini anglatadi va shuning uchun, bu ketma-ketlik biror c 
songa yaqinlashadi. 

Agar (8.1.5) tengsizliklarni hisobga olsak, bevosita f funksiya
ning uzluksizligidan f( c) = 0 tenglikni olamiz, ya'ni bu x = c son 
(8.1.1) tenglamaning ildizi bo'lar ekan. 

Nihoyat, agar (8.1.7) bahoda p ~ 00 da limitga o'tsak, talab 
qilingan (8.1.6) bahoga ega bo'lamiz. 

• 
Eslatma. Yuqorida f funksiyaga qo'yilgan (8.1.1) shart tengla

maning kamida bitta ildizi borligini ta'minlaydi. Albatta bunda 
( a, b) intervalda bir nechta ildiz bo'lgan hoI va hattoki, cheksiz 
sondagi ildizlar bo'lgan hoI ham inkor qilinmaydi. Masalan, [-2, 2) 
kesmada 

f (x) = 2x - I x + 11 + I x-II (8.1.8) 

funksiya uzluksiz bo'lib, 

f( -2) = -2 < 0, f(2) = 2 > 0 

shartlarni qanoatlantiradi. 
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3.5.1 - lemmaga ko"ra, bu shartlardan (-2, 2) interval ichida f 
funksiyaning ildizi mavjudligi kPlib chiqadi. Ammo bu funksiyaning 
aniqlallishidan -1 :::; x :::; 1 kesmaning har bir ;c nuqtasi uning ildizi 
ekanligi ko'rinib turibdi. Bundan chiqdi. (8.1.8) funksiya cheksiz 
ko'p ildizlarga ega pkan. Yuqorida ko'rilgan "vilka" usuli esa bu 
ildizlardan faqat bittasini. chunonchi, c = 0 ildizni topish usulini 
beradi. 

2. Vatarlar usuli. Mazkur bandda biz vatarlar usulini ko'rib 
chiqamiz. "Vilka" usnlidan farqli o'laroq vatarlar usulida biz f funk
siyanillg [a. b] keslllacla uzluksizligidan tashqari. lUling ((1, b) inter
valda qo"shilllCha ravishcla clifferensiallanuvchi bo"lishini ham talab 
qilallliz. Bunda fnnksiya grafigi vatari deb grafiklli ixti~Toriy ikki 
nuqtasini birlashtiruvchi to'g'ri chiziq kesmasiga a~Ttiladi. 

Vatarlar usulidagi ildiznillg aniqlangan taqribiy qiYlllatidan yan
gi taqribiy qiYlllatiga o"tish g"oyasi quyidagidan iborat. Aytaylik. :1"0 

yuqoridagi (8.1.1) tpnglallla ildizining avvalgi qadamcla aniqlangan 
taqribiy qiymati bo'lsill. Agar f funksiya grafigining (.1'0. f(:ro)) 
va (b, f(b)) nuqtalarini birlashtiruvchi vatar abssissalar o'qini :rl 

nuqtada kessa. mana shu :Cl son (8.1.1) tpnglama ildizining yangi 
taqribiy qiymati deb olinadi. 

Agar :1'k izlanayotgan c ildizning taqribiy qiymati bo'lsa, keyin
gi :Ck+l taqribiy qiymat uchun formulani aniqlaylik. Buning uchun 
grafikning (.q. f(:Ck)) va (b. f(b)) koordinatalik nuqtalaridan o'tuvchi 
to'g'ri chiziqning tenglamasini. ya 'ni 

f(b) - f(Xk) 
y(x) = f(Xk) + (x - Xk) 

b - Xk 
(8.1.9) 

tenglamani qaraymiz. 
Qayd qilganimizdek, Xk+l son y( x) = 0 tenglamani ildizi bo"lishi 

kerak. Demak, 

va bundan chiqdi, 

(8.1.10) 
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Mazkur rekurren t form ula (8.1.1) tenglama ildizilli taqri biy hisob
lashning vatarlar usuli ketma-ketligini aniqlaydi. Bunda boshlang'ich 
yaqinlashish sifatida 

.ro = a (8.1.11) 

nuqtani olishimiz mumkin. 
Agar I funksiyaning [a, b) kesmadagi hosilasi musbat va o'suvchi 

bo'lsa, yuqoridagi ketma-ketlik korrekt aniqlanganligiga, ya'ni Xk 

nuqtalardan birortasi ham [a, b) kesmadan tashqariga chiqmasligiga 
ishonch hosil qilamiz. 

8.1.3 - tasdiq. Berilgan Ilunksiya [a, b] kesmada dillerensial
lanuvchi bo'lib. uning I' (J.') hosilasi shu kesmada 0 'suvchi bo'lsin. U 
holda istalgan Xo E [a, b) nuqta uchun 

I(x) - I(xo) 
x - Xo 

(8.1.12) 

ayirrnali nisbat x ning lunksiyasi silatida x > Xo da o'suvchi bo'ladi. 
Isbot. Har qanday h > 0 uchun x ni x+h ga o'zgartirganimizda 

(8.1.12) ayirmali nisbat qiymatining kamaymasligini ko'rsatish yetar
Ii. Buning uchun Lagranj formulasidan foydalanamiz. Bu formulaga 
asosan, shunday 6 E (xo. x) nuqta topiladiki, u uchun 

I(x) - I(xo) = /'(6)(x - xo), Xo < 6 < x, (8.1.13) 

tenglik bajariladi. 
Shunga o'xshash, h > 0 uchun shunday 6 E (x, x + h) nuqta 

topiladiki, 

I(J' + h) - I(J.·) = /'(6)h. x < 6 < x + h, (8.1.14) 

tenglik o'rinli bo·ladi. 
Shunday ekan. (8.1.13) va (8.1.14) ten~liklarga k()·ra. 

I (x + h) - I ( x 0) = [J (:r + h) - I ( .r ) 1 + [J (.r) - f ( .1' 0 )] = 

= /'(6)h + f'(6 H·r - .I'ol. 
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Endi 1'(x) hosila o'suvchi ekanini qayd qilsak, 6 ~ 6 bo'lgani 
uchun 1'(6) :::; 1'(6) tengsizlikka ega bo'lamiz. Demak, 

f(x + h) - f(xo) ;:::: 1'(6)h + 1'(6)(x - xo) = 1'(6)(x + h - xo). 

Btl tengsizlikdan, (8.1.13) ga ko'ra, talab qilingan natijani, ya'ni 

f (.r + h) - f ( x 0 ) ;:::: l' ( 6) = f ( ,r) - f ( .r 0 ) 

x + h - Xo x - Xo 

munosabatni olamiz. 

• 
Navhatdagi tasdiqda (8.1.10)-(8.1.11) tengliklar bilan aniqlan

gan {.ric} ketma-ketlik o"su\Thi bo'lih. yuqoridan (8.1.1) tenglama.
ning izlanayotgan .1' = c ildizi bilan chegaralangan ekanini ko"rsatamiz. 

8.1.4 - tasdiq. Berilgan f lunksiya [a, b] kesrnada dillerensial
lanuvchi bo'lib. 

f ( a) < o. f ( b) > 0, l' ( :r) > O. a:::;.r:::; b. (8.1.15) 

shartlarni qanoatlantirsin. Bundan tashqari. 1'( x) hosila [a, b] kesma
da o'suvchi bo'lsin. 

U holda (8.1.10)- (8.1.11) tengliklar bilan aniqlangan .t' k ketma
ketlik 0 'suvchi bo "lib. uning barcha hadlari 

(8.1.16) 

bahoni qanoatlantiradi. 
Isbot. Matematik induksiya usulidan foydalanamiz. Buning uchun, 

shartga ko'ra Xo = a < c bo'lgani sababli. a :::; Xk :::; c deb faraz 
qilib, Xk :::; Xk+1 :::; c qo'shaloq tengsizlikni isbotlash yetarlidir. 

Ma"lumki. f(c) = O. Shuning uchun (8.1.10) tenglikni quyidagicha 
yozish mumkin: 

(8.1.17) 
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Bu tenglikka ko'ra, agar :!'k = C bo'lsa, Xk+l = c ekani kelib 
chiqadi. Ya'ni is bot qilinishi talab qilingan Xk :::; Xk+l :::; c tengsizlik 
bajarilar ekan. Shu sababaJi bundan buy on a :::; Xk < c deb faraz 
qilamiz. 

Sodda almashtirishlar yordamida (8.1.17) tenglikni 

ko'rinishga keltiramiz. 
Agar 

f(c) - f(Xk) 
(C-Xk) 

deb bdgilash kiritsak, (8.1.18) tenglik 

ko'rinishga keladi. 

(8.1.18) 

(8.1.19) 

(8.1.20) 

Shartga ko'ra f o'suvchi bo'lgani sababli (h > 0 bo'ladi. Bundan 
tashqari, farazimizga ko'ra Xk < c < b bo'lgani uchun, 8.1.3 - tasdiq 
va (8.1.19) tenglikdan (h :::; 1 tengsizlik kelib chiqadi. Demak, 

(8.1.21) 

shart bajarilar ekan. 
Shunday qilib, xk < c degan farazimizga ko'ra, (8.1.20) va (8.1.21) 

munosabatlardan 

o :::; c - x k+1 < c - x k 

baho kelib chiqadi. Bundan esa, o'z navbatida, (8.1.10)-(8.1.11) 
ketma-ketlik uchun talab qilingan 

tengsizlikka ega bo'lamiz. 

• 
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Shullday qilib. (8.1.10)-(8.1.11) ketma-ketlik korrekt aniqlangall 
pkan. 

8.1.5 - tasdiq. Agar 8.1.4 - tasdiq shartlari bajarilsa, (8.1.10)
(8.1.11) tengliklar bilan rLlIiqZrwgrLn .1' I.' h:t7lla-ketlik (8.1.1) tcnglama
"1171g ,), = (' ilrliziga yaqinlasharJi. Bunrlan tashqari, bir07' q. 0 < 
q < 1. 0 'zqarrnas w:hun 

/ ,r 1/ - r'/ ::;; (b - (l) . q" (8.1.22) 

baho 0 'nnz" b(i'ladi. 

Isbot. Agar 

dcb helgilash kiritsak. 8.1.-1 - tasdiqdan {cd ketma-ketliklling ka
llla~Tllvchi va mitnfi)T cmasligi kelib chiqadi. Agar fh, (8.1.19) formula 
bilan alliqlangan sonlar bo'lsa. (8.1.20) tenglikdall 

(8.1.23) 

rekurren t m unosabatlli olamiz. 
Lagranj formulasiga ko'ra. shunday ~k E (J'Ic. c) va 771.' E (XI.:. b) 

sonlar topiladiki. ular uchun 

va 

tengliklar baj ariladi. 
Yuqoridagi ikki tenglikni (8.1.19) ga qo'ysak, fA quyidagi ko'rinish

ga keladi: 

fh = J'(~k) . 
f'(77k) 

Agar a: = f'(a) desak, J'(.r) funksivaning o'suvchi bo'lgani uchun, 
f'(b) . 

fh = f'(~k) > J'(a) 
f'(7/k) - f'(b) 

= a: 
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bahoga ega bo'lamiz. Shunday ekan, (8.1.23) dan quyidagi 

Ek+l ~ (1 - a)Ek 

muhim tengsizlik kelib chiqadi. Demak, 

o ~ Ek+l ~ (1 - a)k+lEo. 

Ravshanki, f funksiyaga qo'yilgan shartlarga kO'ra, 

O<a~1. 

(8.1.24) 

Endi Eo = C - Xo = c - a < b - a ekanini hisobga olsak, (8.1.24) dan 
talab qilingan (8.1.22) bahoni olamiz. 

• 
Vatarlar usulining ustunligi taqribiy qiymatlar ketma-ketligining 

izlanayotgan ildizga tez yaqinlashishidadir. Bu usulning yana bir 
muhim xususiyati shundan iboratki, rekurrent ketma-ketlikni hisob
lash vaqtida funksiya qiymatini oldingi nuqtada hisoblashning o'zi 
yetarlidir. Bundan tashqari, biz funksiyaning birinchi hosilasi mav
judligini talab qilsakda, hech bir nuqtada uning qiymatini hisoblash
ga zaruriyat yo'qdir. 

Agar bizda bar ma'lumotlar hosilaning ham qiymatini hisoblash
ga imkon bersa, taqribiy qiymatlar ketma-ketligining ildizga yaqin
lashish tezligini yanada oshirish mumkin. I.Nyuton taklif qilgan 
urinmalar usuli aynan shunday usuldir. 

3. Urinmalar usuli (Nyuton usuli). Urinmalar usulining 
asosiy g'oyasi quyidagidan iborat. Aytaylik, Xo yuqoridagi (8.1.1) 
tenglama ildizining taqribiy qiymati bo'lsin. Agar f funksiya grafigi
ga (xo, f(xo)) nuqtada o'tkazilgan urinma abssissalar o'qini Xl nuq
tada kessa, ana shu Xl nuqtani (8.1.1) tenglama ildizi uchun yan
gi taqribiy qiymat sifatida olamiz. Bu jarayonni davom ettirib, biz 
urinmalar usulining taqribiy qiymatlar ketma-ketligiga ega bo'lamiz. 

Shunday qilib, grafikka (Xk, f(xk)) nuqtada o'tkazilgan urinma 
tenglamasini qaraylik. Bu tenglama quyidagi ko'rinishga ega: 
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Agar Y(Xk+d = 0 bo'lsa, 

tenglik hosil bo'ladi. Demak, 

(8.1.25) 

Boshlang'ich yaqinlashish Xo sifatida odatda ildizga yaqinligi av
valdan ma'lum bo'lgan nuqtalardan biri olinadi. (8.1.25) rekurrent 
formula orqali aniqlangan ketma-ketlik urinmalar u8ulining taqribiy 
qiymatlar ketma-ketligi deyiladi. 

Faraz qilaylik, ildizini topishimiz kerak bo'lgan J funksiya biror 
[a, b] kesmada ikkinchi hosilaga ega bo'lib, quyidagi shartlarni qanoat
lantirsin 

J(a) < 0, J(b) > O. f'(x) ~ m > O. 0 ~ J"(x) ~ M, a < x < b. 
(8.1.26) 

U holda bu kesma ichida J(c) = 0 tenglikni qanoatlantiruvchi 
c nuqta mavjud va yagona bo'ladi. Biz (8.1.26) shartlar bajaril
ganda (8.1.25) ketma-ketlikning ana shu c ildizga yaqinlashishini 
ko'rsatamiz. 

8.1.6 - tasdiq. Agar (8.1.26) 8hartlar bajaril8a. u holda (8.1.25) 
rekurrent muno8abat bilan aniqlangan {x k} ketma-ketlik mono ton 
kamayib. (8.1.1) tenglamaning x = c ildiziga yaqinla8hadi. 

Isbot. A vval Teylor formulasidan foydalanamiz. Bu formulaga 
asosan, eva Xk nuqtalar orasida yotgan shunday f;,k nuqta topiladiki, 
u uchun 

tenglik bajariladi. Agar J(c) = 0 ekanini hisobga olib, !'(Xk) ga 
bo'lib yuborsak, 
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tenglikka kelamiz. 
Endi (8.1.25) rekurrent munosabatni hisobga olsak, bu tenglik

ning chap tomoni dk+l ga tengligini ko'ramiz. Demak, 

f"(~k) 2 
X k+ I - C = J ( ) (c - x k) . 

2 ' Xk 
(8.1.27) 

Hosil bo'lgan tenglikning o'ng tomoni, (8.1.26) shartlarga ko'ra, 
harcha k lard a l11usbat. Bundan chiqdi, boshlang'ich Xo nuqtaning 
qanday tanlanishidan qat'iy nazar, (8.1.25) ketl11a-ketlikning Xl dan 
boshlab barcha nuqtalari (8.1.1) tenglamaning c ildizidan o'ngda 
yotar ekan. 

Agar X > c bo'lsa, (8.1.26) shartlardan J(x) > J(c) = 0 ekani 
kelib chiqadi. Shunday ekan, hosilaning musbatligiga ko'ra, 

J(x) 
f'(x) > 0, x> c. 

Bundan chiqdi, (8.1.25) tenglikka ko'ra, Xk > c bo'lganda Xk+l < 
Xk bo'ladi, ya'ni bu ketl11a-ketlik monoton kamayuvchi bo'lar ekan. 

Shunday qilib, {xn} ketma-ketlik kamayuvchi va quyidan chega
ralangandir. Demak, bu ketma-ketlik limitga ega. Bu limitni d orqali 
belgilab, (8.1.25) tenglikda k -+ 00 deb limitga o"tsak, 

rl = d _ fld) 
J'(d) 

tenglikka ega bo'lamiz. Bundan J(d) = 0 ekani kelib chiqadi. De
mak, ildizning yagonaligiga ko'ra, d = c. Bu esa 8.1.6 - tasdiqning 
haqligini ko'rsatadi. 

• 



Tawibi.v llsullar 

ShUlli a.vtish kt'rakki. millmalar uS1l1idagi taqribiy qi~'lllatlclr 

k(,tma-kptligi vatarlar llslllidagi kPtlll<l-ketlikka qaragawla. iidi/llillg 
alliq qi~'matiga allcha tpi' yaqilliashadi. ~ a yba tdagi t ascliq yaqill
lashish tezligi as()Sall hoshlalll!, 'ieh ~'aqilliashisllllillg t alliallishiga hog'liq 
pkallilli kO'rsatadi. 

8.1. 7 - tasdiq. Agar (8.1.26) sllO.Ttlar bajo,rilib. 

2m I·to - ('1 < -
JI 

(8.l.28) 

/)()'lsa. (8.1.25) te'llglil.: orqali (miqlrmgan {.I'd !':chna-l.:dlil.: ur:h1ln 

2m 2" 
I .1' II - (' I < -. q . 11 = O. 1. .... - JI 

/mho () 'rinli /)(dru/i. /m ?/f"f'rla 

JI 
q = I.to - cl . - < 1. 

2m 

(8.l.29) 

(8.l.30) 

Isbot. Agar :k = .l'i.: - (' deb belgilab. (8.l.27) tellglikdall fo~'
dalallsak. (8.1.26) shartlarga kO'ra, 

(8.l.31) 

tengsizlikka ega bo'lamiz. 
Endi (8.1.29) bahoni matematik induksiya usuli bilan o'rnatish 

qiyin emas. Haqiqatan, n = 0 uchun bu baho, (8.l.30) munosahatni 
hisobga olsak, o'z-o'zidan ko'rinib turgan tenglikka aylanadi. So'ngra, 
bahoni n = k uchun o'rinli desak, (8.1.31) ga ko'ra. 

Bu tpngsizlik TI = k + 1 cia (8.1.29) haho bilan ustma-ust tushadi. 
Demak. iuciuksiyaga ko'ra. (8.l.29) baho barcha n lar uchun o'rillli 
ekan. 
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• 
8.1.1 - misol. Ushbu 

(8.1.32) 

tenglama ildizini hisoblash uchun Nyuton usulidagi taqribiy qiy
matlar ketma-ketligini toping. 

Agar 
f(x)=xm-a (8.1.33) 

deb belgilash kiritsak, u holda f'(x) = mxm- 1 va f"(x) = m(m-
1)xm - 2 bo'ladi. Demak, (8.1.33) funksiya (8.1.26) shartlarni qanoat
lantiradi va (8.1.25) rekurrent formula 

ko'rinishga keladi. Bu formulani quyidagicha yozib olish ham mumkin: 

( 1 - ~) Xk + a -1' 
m mxm 

k 

(8.1.34) 

Xususan, agar m = 2 desak, (8.1.34) tenglikdan a sonmmg 
kvadrat ildizini hisoblash uchun bizga ma'lum bo'lgan Nyuton for
mulasini olamiz: 

(8.1.35) 

Shu o'rinda (8.1.26) shartlarning muhim ekanligini qayd etish 
zarur. Agar bu shartlar bajarilmasa, Nyuton usulidagi taqribiy qiy
matlar ketma-ketligi (8.1.1) tenglama ildiziga yaqinlashmasligi ham 
mumkin. 
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8.1.2 -misol. Ushbu 

(8.1.36) 

tenglama ildizini [-4,1] kesmada hisoblash uchun Nyuton usulidagi 
taqribiy qiymatlar ketma-ketligini toping. 

Buning uchun 

(8.1.37) 

funksiyani qaraymiz. 

Agar bu funksiya qiymatini x = -4 va x = 1 nuqtalarda hisobla
sak, 

f( -4) = -111 < 0, f(l) = 24 > 0, 

munosabatlargaega bo'lamiz. Demak, [-4, 1] kesmada (8.1.36) teng
lama ildizga ega ekan. 

Nyuton usulidagi taqribiy qiymatlar ketma-ketligi, (8.1.25) for
mulaga binoan, quyidagi rekurrent munosabat orqali aniqlanadi: 

(8.1.38) 

Agar boshlang'ich yaqinlashish sifatida Xo = 1 ni olsak, u holda 
to'g'ridan-to'g'ri (8.1.38) formuladan 

Xl = -1, X2 = 1, ... 

ketma-ketlikka ega bo'lamiz. 

Demak, Xn = (_I)n. Ravshanki, bu ketma-ketlik uzoqlashadi. 
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Shuniqaydetishjoizki, (8.1.37) furiksiya [-4, 1] kesmada (8.1.26) 
shartlarni qanoatlantirmaydi. Aynan shu sababli taqribiy qiymatlar 
ketma-ketligi ildizga yaqinlashish o'rniga x = 1 va x = -1 orasida 
«o'ralashib qolayapti» ( 41-rasmga qarang). 

§ 8.2. Funksiyaning ekstremum nuqtalarini 
hisoblashning taqribiy usullari 

Berilgan funksiyaning ekstremum nuqtalarini topish masalasi, 
IV bobda keltirilgan nazariyaga ko'ra, statsionar nuqtalarni, ya'ni 
hosilaning nollanni aniqlab, so'ngra bu statsionar nuqtalarni o'rga
nishdan iboratdir. Demak, ekstremum nuqtalarni taqribiy hisoblash 
8.1- paragrafda o'rganilgan masalaga kelar ekan. Ammo zamonaviy 
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kompyuterlar funksiyaning ekstremum nuqtalarini. ularni hosila
larini topmasdan turib, taqribiy hisoblash imkoniyatini beradi. Ush
bu paragrafda shunday usullardan biri bilall tanishamiz. 

1. Funksiya ekstremum nuqtasini topish algoritmi. Ush
bu bandda biz funksiya ekstremum nuqtasini taqribiy hisoblashning 
shunday usulini o'rganamizki, u funksiya nollarini topishning av
valgi paragrafda (1 - bandga qarang) o'rganilgan «vilka» usuliga 
o 'xshashdir. 

Faraz qilaylik, f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lib. biror 
c E (a, b) nuqta uchun quyidagi shartlarni qanoatlantirsin: 

(i) f funksiya [a, c] kesmada qat'iy o'ssin; 

(ii) f funksiya [c, b] kesmada qat'iy kamaysin. 

Shubhasiz, bu shartlar ostida c nuqta f funksiyaning [a, b] kesma
dagi maksimum nuqtasi bo'ladi. Biz yana shuni ta'kidalashimiz mum
kinki, bunday aniqlangan f funksiya (a, b) interval ichidalokal mini
mumga ega emas. 

Qo'yilgan shartlar o'rganiladigan funksiyalar sinfini ancha, toray
tirib qo'yadi, albatta. Lekin shllnga qaramasdan bunday funksiyalar 
tadbiqlarda ko'p uchrab turadi. Misol tariqasida gaz molekulalari 
uchun tezlik bo'yicha Bol'smanning mumtoz taqsimotini olishimiz 
mumkin. 

Bizning maqsadimiz c nuqtaga yaqinlashuvchi ketma-ketlikni 
tuzishdan iboratdir. 

Aytaylik, 

Xo = a, 
b- a 

ho=--
2 

(8.2.1) 

bo'lsin. Biz c nuqtaga yaqinlashuvchi {xn} ketma-ketlikni quyidagi 
rekurrent formuladan aniqlaymiz: 

Xn = Xn-l + hn - 1 , n = 1,2, ... , (8.2.2) 

bu yerdagi {hn } orttirmalar ketma-ketligi na vbatdagi fonn uladan 
topiladi: 



{ h,,_,. ap;ar f ( ,I' n) > f ( ./' Il- 1 ) ho·lsa. 

li" = hn- I 
(8,2.3) 

--- ap;ar f (.1' Il) ::; f ( ,I' Il - I ) bo·lsa. 2 ' 

Bllndall ko·rilladiki. bi/' f fUllksi~'a qi~'lllatlarini ,l'lJ = ([ Ullq
tadall hoshlah hisoblab. o'lIgga qara1) /ilJ qadalll bilall toki fUlIksiya
lIillp; ua ,-])a tdagi qinlla ti oldingisidau kichik 1)o'lgllllga qadar harakat
lalla mil.. Bllllga eri,.,hishimi? biL-lll biz te~kari ~'()'nalishda ikki marta 
kic hik qadalll 1 Jilan harakat lana h()shla~·llli/. Agar funksi~'a kalllay
i,.,hdan to·xtasa. biz ~'alla o'ugga qarab harakatianallli/. Shullda~' 
qilib. hi/ goh o·,.,llychi Y;I g()h kamaYllvchi hO'lgau {,I'll };~IJ ketma
ket likka ega bo 'la miz. 

Rav:-;hanki, (8.2,2) ketlll<l-ketlik O'sllHhidall kamayuvchiga yoki 

1m ketllla-ketlikning Il<lYhatdagi 111lqtasi c nllqtaciall o'ngda bO'lishi 
zahoti. yoki llndan kpyillgi qadalllda o·zgaradi. Bundan so'ug ketma
kE,tlik ikki marta kichik qadam hilan kallla~'a boshlaydi. Bumlall 
b('\'osi ta kO'rinib turibdiki. (8.2.2) ketma-ketlik nuqtalari bir tOlllon

ga (chap yoki o'lIg tomollga) harakatlanayotganida ikkidau kam 
bO'llllagan va to'rtdall ko'p bO'lmagan sonda qadam qO'yadi, 

2. Taqribiy qiymatlar ketma-ketligining yaqinlashishi. 
Agar (8.2.2) ketma-ketlikning Xn elementi o'zidan oldingi va o'zidan 
keyingi elementlardan katta bo'lsa, ya'ni 

tengsizliklar o'rinli bo'lsa, biz bu elementni (8.2.2) ketma-ketlikning 
o'ng burilish nuqtasi deb ataymiz. 

Shunga o'xshash. agar (8.2.2) ketma-ketlikning Xm elementi o'zi
dan oldingi va o'zidan keyingi elementlardan kichik bo'lsa. ya'ni 

.1'", < Xm-l va l'm < :l'm+l 

tpngsizliklar o'riuli bo'lsa. biz bunday elelmentni ketma-ketlikning 

chap burilish nuqtasi deb ata~'llliz. 
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O'ng va chap burilish nuqtalarini biz (8.2.2) ketma-kpt1ikning 
chekka nuqtalari deb ham ataymiz. 

Navbatdagi ikki tasdiq yuqorid-igi bandda keltirilgan muloha
zalardan bevosita kelib chiqadi. 

1 - tasdiq. Agar Xn nuqta (8.2.2) ketma-ketlikning o'ng burilish 
nuqtasi bo'lsa, u holda quyidagi 

uch nuqtalardan biri (8.2.2) ketma-ketlikning chap burilish nuqtnsi 
bo'ladi. 

2 - tasdiq. Agar Xm nuqta (8.2.2) ketma-ketlikning chap burilish 
nuqtasi bo'lsa, u holda quyidagi 

uch nuqtalardan biri (8.2.2) ketma-ketlikning 0 'ng burilish n/Lqtasi 
bo'ladi. 

Agar :/:"1 orqali (8.2,2) ketma-ketlikning birinchi o'ng burilish 
lluqtasini belgilasak, x n2 orqali llndan keyingi chap burilish nuq
tasini belgilasak va bu belgilashni davom ettirsak, 11 hold a biz (8.2.2) 
ketma-ketlikning bal'Cha chekka nuqtalaridan tnzilgan va navbatma
navbat llomerlangan qism ketma-kptligini olamiz. 

Asosiv tal"diq qllyidagidan iborat. 
3 - taf'idiq. Agar- {.r"k} I.:etma-ketlil.; (8.2.::3) !.:ef.lIw-l.:dlibung 

nrwbatma-navbat nomerlangan rheJ.:ka nuqtrLi[JTirlall ibm'at qis1/L h:(1ma
ketligi bo'lsa, u holda k 2 1 lar uchun 

nk < 4k - 2 (8.2.4) 

tengsizlik 0 'rinli. 
Isbot. Qism ketma-ketlikning tuzilishiga ko'ra 1 S 1/1 S 2. 

Bundan tashqari, 1 - va 2 - tasdiqlardan ketma-ketlikning har bir 
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o'suvchi yoki kamayuvchi bo'lagi 4 dan ko'p bo'lmagan qadam nati
jasida hosil bo'lishi kelib chiqadi. Shunday ekan, qo'shni chekka 
nuqtalar nomerlari oshib borsa 4 taga farq qilishi mumkin, ya'ni 

(8.2.5) 

Bundan chiqdi, agar o'z-o'zidan ko'rinib turgan quyidagi 

k 

nk = n1 + I)n J - nJ -1) 
J=2 

ayniyatdan foydalan~ak, (8.2.5) tengsizlikdan 

k 

nk ::; 2 + L 4 = 2 + 4(k - 1) = -lk - 2 
J=2 

munosabatni olamiz. 

• 
8.2.1 - teorema. Agar f funksiya (i) va (ii) shartlarni qanoat

lantirsa, (8.2.1}-(8.2.3) tengliklar bilan anzqlangan {.Tn} ketma-ketlik 
f funksiyaning X = c maksimum nuqtasiga yaqinlashadi va bunda 

(8.2.17) 

baho bajariladi. 

Isbot. Biz {Ink} orqali (8.2.2) ketma-ketlikning chap va o'ng 
burilish nuqtalari ketma-ketligini belgilaymiz. Faraz qilaylik, nk-1 < 
n ::; nk tengsizlik bajarilsin. U holda bevosita chap va o'ng burilish 
nuqtalar ta'rifidan Xn va c nuqtalarning X nk _ 1 va x nk nuqtalar orasi
da yotishi kelib chiqadi. Shunday ekan. 

(8.2.7) 
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1 - va 2 - tasdiqlarga ko'ra, X nh _ 1 nuqtadan X nk nuqtagacha h = 

(_l)k-l b;k a qadam bilan oshib borsa 4 qadamda borish mumkin. 

Shuning uchun, ravshanki, 

b - a 
IXnk - Xnk _1 I < 4h = 4 2k . 

Bu baho va (8.2.7) tengsizlikka ko'ra, 

b-a 
IX n - cl S; 42"k. 

O'z navbatida 3 - tasdiqqa ko'ra, 

tengsizlikka ega bo'lamiz. 
Shundayekan, 

b - a b 2\"'2 
IX n - cis; 4 2(n+2)/4 = ( - a) 2n/4 

va demak, talah qilingan (8.2.6) baho isbotlandi. 

• 
Shuni aytish joizki, o'rganilgan usul o'zining qo'llanishi soddali

gi bilan ajralib turadi. Chunki bu usulni amalda qo'llash uchun 
biz funksiya qiymatini navbatdagi nuqtada hisublab, uni oldingi 
qadamda hisoblagan qiymat bilan solishtirishimiz yetarlidir. 



Ii 8.3 Aniq ill tegralliiTlli hisoblaslming taqribiy usullari 4.5.5 

§ 8.3. Aniq integrallarni hisoblashning taqribiy 
usullari 

Aniq integrallarni t.aqribiy hisoblash usullari asosida integralni 
illtegral yig'indilar lillliti ko'rinishidagi ta'rifi. ~'a'ni Cjllyidagi 

b 

/f(.l')d.r 
II 

a 

teuglik ~'otacli. 
Bu ta'rifga as()Sall bi;; illtogralni t.aq1iuan ullga mos integral 

yig;illdi bilall allllashtiri:--himiz lll11111kill. Tnrli llsullar bilan 

p = {(l = .LU < .1'1 < ... < .1'" = b} 

]lo'linislmi va ~I.: E [.1'1.:-1 •• rd nuqt.alal'lli taulah. biz aniq integral 
hisoblaslming har xiI taqribiy uSllllariga. ega bo'lamiz. 

1. To'g'ri to'rtburchaklar usuli. Berilgan [a, bl kesmani n ta 
teng uo'lakka bo'lallliz (1m bO'lillish odatda. tekis tO'r deyiladi): 

b-a 
.rl.: = a + kh, k = 0,1, 2 ..... II. bu yerda h = --. (8.3.1) 

n 

Oraliq ~k nuqtalar sifatida [XI.:-1. xl.:l qismiy kesmaning o'rtasini 
olamiz, ya'ni 

c _ XI.:-1 + XI.: 
<..,k - • 

2 
(8.3.2) 

U holda aniq integralning taqribiy qiymati IR (h, f) sifatida quyida
gi ifodaga ega bo'lamiz: 

n 

h L f(~I.:)· (8.3.3) 
1.:=1 

To'g'ri to'rtburchaklar usulining xatoligini (bu xatolik qoldiq 
had ham deyiladi) ER(h, f) simvol orqali belgilaymiz, ya'ni 

b 

ER(h, f) = J f(x) dx - IR(h, f). (8.3.4) 
a 
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Endi shu kattalikni baholaymiz. Buning uchun uzunligi h ga 
teng bo'lgan [Xk-b Xk] qismiy kesmani alohida qaraylik. Dastavval 
bu kesmani almashtirish bajarib. [-h/2, h/2] kesmaga keltirarniz. 
Faraz qilaylik, f funksiya ana sh'J kesmada ikki marta differ en
siallanuvchi bo'lsin. U holda, Teylor formulasiga ko'ra, biror "7 = 
17:n 0 < l"7rl < Ixi. uchun 

.1.. 2 

f(x) = f(O) + f'(O)x + 1"(17r) 2 

tenglikni olamiz. 
Shunday ekan, simmetrik kesmada integrallab, 

h/2 J f(x) dx 

-h/2 

tenglikni hosil qilamiz. 

h/'}. 

hf(O)+ J 1"("7r)x; dx 

-h/2 

(8.3.5) 

Shuni qayd etish joizki, "7 = "7~' nuqta x dan uzluksiz bog'liq 
bo'lmasligi mumkin. Ammo, agar <p(0) = 1"(0) desak, ..p(:1:) = 
f"("7x) funksiyaning uzluksizligi (8.3.5) tenglikdan hevosita kelib 
chiqadi. Shuning uchun, o'rta qiymat haqidagi formulaga ko'ra., 

h/2 h/2 
223 J f"(7]x)~ dx = 1"(0) J ~ dx = f"(0)~4' 

-h/2 -h/2 

bll yerda 0 - (-h/2, h/2) interva.ldall olingan biror nuqtadir. Shun
day qilib, 

hi'}. 

J f(x) dx = hf(O) + 1"(0) ~:. (8.3.6) 

-h/2 

Shubhasiz, xuddi shunday tenglik har bir qismiy [Xk-l, Xk] kesma 
uchun ham o'rinli, ya'ni 

7 f(:1') d:r (8.3.7) 
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bu yerda f.k- qismiy kesmaning markazi bo'lib, (h esa (Xk-l, Xk) 
intervalning biror nuqtasidir. 

Endi qoldiq hadni, (8.3.4) va (8.3.7) tengliklardan foydalanib, 
quyidagi kO'rinishda yozamiz: 

t, (1 f(x)dx 

l\1a'lumki, 

tengsizliklar o'rinli. Demak. ikkinchi hosilaning uzlllksizligiga ko'ra. 
[a, b] kesmadan shunday B* nuqta topiladiki, u uchun 

~ tJ"(Bk) = J"(B*). 
n 

(8.3.9) 
k=l 

Bu tE'nglik yorclamida (8.3.8) qoldiq had yanada qulayroq ko'ri
nishga keladi: 

ER(h, f) = n· J"(B*) ~:. (8.3.10) 

Nihoyat, nh = b - a bo'lgani uchun, (8.3.1)-(8.3.4) munosabat
lardan va qoldiq hadning (8.3.10) ko'rinishidan foydalanib. quyidagi 
formulani olamiz: 

b J f(x) dx = h tf(a+kh-h/2) + j"(B*) (b2~n~)3, 
k=l 

b-a 
h=-

n 
a 

(8.3.11) 
Bu (8.3.11) tenglik to'g'ri to'rtburchaklar formulasi deyiladi. 

Chunki bu holda (8.3.11) dagi aniq integralga teng bo'lgan egri 
chiziqli trapetsiya yuzi asosi .6.xk = h va balandligi f(~k) bo'lgan 
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to'g'ri to'rtburchaklar yuzlari yig"indisi bilan yaqinlashtiriladi. Shu
ni qayd etish joizki, agar f funksiya [a. b] kf'smacia chiziqli bo'lsa. 
u hold a (8.3.11) formuladan kO'rinib turibdiki, illtegralning to'g'ri 
to'rtburchaklar formulasi orqali his0blangan taqrihiy qiymati llning 
aniq qiymati hilan llstma-ust tllshadi. 

2. Trapetsiyalar usulL Yana tekis to'r deb atalu\'Chi h(l'linishni 
olib, endi bu safar f(~k) sifatida quyidagi kattalikni olamiz: 

ya'ni, Ek E [Xk-l, Xk] nuqtalarni shunday tanlaymiz, yuqoridagi 
tenglik o'rinli ho"lsin. Boshqacha aytganda, [Xk-l, :l'k] qismiy kesllla 
ustida joylashgan egri chiziqli trapetsiya yuzining taqribiy qiymati 
sifa t.ida biz parallel tomonlarining uzunligi f (.r k- d va f (J: d larga 
teng bo'lgan trapetsiya yuzini olamiz. 

U holda aniq integralning taqribiy qiymati h (h. f) sifatida quyida
gi ifodaga ega bo'lamiz: 

Ir(h, f) = II t f(x k- d
2
+ f(a'k). 

k=l 

(8.3.12) 

Trapetsiyalar usulining xatoligini hisoblash maqsadida yana uzun
ligi h ga teng bo'lgan [Xk-l, J'k] qismiy kesmani alohida qaraylik. 
Almashtirish bajarib bu kesmani [--h/2. h/2) ga keltiramiz. Faraz 
qilaylik, f funksiya ana shu keslIlada ikki marta. differensiallanuvchi 
bo'lsin. Dastavval. quyidagi integralni bo'laklab integrallab, bizga 
qulay ko'rinishga keltiramiz: 

x x 

J (.r 2 
- f2)f"(t) dt = (:l.2 - t2)1'(t) I~::x + 2 J t1'(t) dt 

--r -.1.' 

x x 

2tf(t)I~~~~. - 2 J f(t) dt 2xf(:l') + 2J'f( -J') - 2 J f(t) tit. 

-x -J' 
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Shunday ekan, o'rta qiymat haqidagi formulani qo'llasak, nav
bat.dagi t.englikka kdamiz: 

I X J f(t) dt - x[J( -.r) + f(:t)] = -~ J (.r 2 
- t2 )f"(t) dt 

-x 

-I 

-X 

_ 1" (0) 2x
3 

3 . 

Elldi bu tenglikda .1' = h/2 deb. 

h/2 

J f(t) dt = h f( -h/2) + f(h/2) 
2 

-h/2 

_ 1"(O)h
3 

12 

tenglikni olamiz. bu yerda 0 E [-h/2, h/2] bo'lgan biror nuqta. 
Shubhasiz, xuddi shunday baho uzunligi h ga teng bo'lgan har 

bir qismiy [.rk-l, Xk] kesmada o'rinli: 

Xk 

J f(x) dx (8.3.13) 

Bundan, xuddi to'g'ri to'rtburchaklar usulidagidek, (8.3.13) teng
liklarni yig'ib chiqsak, trapetsiyalar usulidagi xatolik uchun 

ET(h, f) 

b J f(x) dx - h(h, f) 
a 

t 1"(Ok) ~~ (8.3.14) 
k=l 

ifodani olamiz. 
Ikkinchi tartibli 1"( x) hosilaning uzluksizligiga ko'ra, shunday 

0* E [a, b] nuqta topiladiki, u uchun (8.3.9) tenglik bajariladi. Agar 
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b- a 
h = -- ekanini eslasak, u holda (8.3.12) ta'rif va (8.3.14) teng

n 
likka ko'ra, quyidagi formulaga ega bo'lamiz: 

b n J f(x)dx = ~L[j(a+(k-l)h)+f(a+kh)] 1"(8*) (b - a)3. 
12n2 

a k=l 

(8.3.15) 
Bu formulani navbatdagi ko'rinishda ham yozish mumkin: 

b 

J f (x) dx = f (a) + f (b) + h I: f (a + k h) _ f" (0*) (b - a) 3 

2 12n2 
k=l a 

(8.3.16) 
Ushbu (8.3.16) formula trapetsiyalar formulasi deyiladi. Shuni 

aytish kerakki, aniq integralni taqribiy hisoblashning trapetsiyalar 
usulidagi xatolik tartibi ham xuddi to'g'ri to'rtburchaklar usulidagidek. 

3. Parabolalar (Simpson) usuli . Agar (8.3.11) va (8.3.16) 
formulalarni taqqoslasak, trapetsiyalar formulasining xatoligi to'g'ri 
to'rtburchaklar formulasi xatoligidan ikki marta katta bo'lib, yana 
ishorasi bilan farq qilishini ko'rishimiz mumkin. Shuning ucilUn. 
Ir(h, f) + 2IR(h, f) yig'indi uchga ko'paytirilgan f funksiyaning 
integraliga yuqori tartibli aniqlikda yaqinlashishini kutsak bo'ladi. 
Boshqacha aytganda, 

b J f(x) dx = ~[Ir(h, J) + 2IR(h, f)] + a(h) 
a 

tenglik o'rinli bo'lib, bunda h -+ 0 da a(h) yuqori tartib bilan nol
ga intilishini kutish tabiiydir. Bu tenglik qismiy interval bo'yicha 
olingan integralning quyidagi ifodaga yaqinlashishini anglatadi: 

Xk J f(x) dx ~ ~h [f(Xk- d
2
+ f(Xk) + 2f(~k)] , (8.3.17) 

Xk-l 
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bu yerda 6 = (.rk~l + xk)/2. 
(8.3.17) formuladagi yaqinlashish xatoligini baholash maqsadida 

j funksiyani to'rt martta uzluksiz differensiallanadi deb faraz qilib. 

E 

IE = J [j(4) (t) + j(4)( -t)] PE(t) dt (8.3.18) 

o 

integralni qaraynnz. bu ,Verda PE (t) - to:rtinchi tartibli quyidagi 
polinom: 

(8.3.19) 

Bu polinolllning quyida kPltirilgan xossalarga pga ekanini ko"rish 
(!lym emas: 

(i) PE(t) 2': o. 0 ~ t ~ ~; 
(ii) PE(s) = P;(E) = P;'(~) = 0: 
(iii) P;(O) = 0; 

(iv) pP) (0) = 4[: 

(v) pP) (E) = - 2E; 

(vi) PE(4) (t) == -6, 0 ~ t ~ E; 

(vii) 11sh bu tenglik 0' rinli: 

E 

J PE(t) dt 
30 

o 

Agar 
cp(t) = j(t) + j( -t) 

funksiyani qarasak, u 

y'(t) = f'(t) - f'(-t), ... ,cp(4)(t) = j(4)(t) + j(4)(_t), 

va 

<./(0) = cp"'(O) = 0 

shartlarni q anoa tlan tir adi. 
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Shunday ekan, bu munosabatlardan foydalanib (8.3.18) integral
ni uch marta bo'laklab integrallasak (P~(t) va <p funksiyalar xos
salariga. asosan bunda hosil bo'ladigan barcha integraldantashqari 
hadlar nolga aylanadi), ; 

~ ~ 

I~ = J <p(4)(t ) P~ (t) dt = - J <p(3)(t) P:(t ) dt == 
o 0 

e ~ 

= J <p"(t ) P:'(t) dt = - J <p'(t ) pJ3)(t) dt 

o 0 

tenglika. ega ho·Iamiz. ana bir marta bo'laklah intcgraUah, (iv) va 
(v) sha.rtlarni hisobga olsak, quyidagini olamiz: 

~ 

I~ = - <p(c) P:"(c) + <p(O)P:"(O) + J <p(t) p~4)(t) dt 

o 
~ 

= 2c[1 (e) + j (- c)] + 8:: f(O) - 6 jU(t) + j (- t) rlt . 

o 
Oxhgl in t.egralda almashtirish bajarib, navbatdagi muhim teng

likka kelamiz: 
~ e J j (t ) dt =:: ~U(c)+4j(0)+ f( - c)] - ~ J [j(4)(t)+ j(4)( --t)] P~ (t ) dt. 

-~ 0 
18 .~ . 0) 
\ •• J. 

Q'ng tomondagi integralga. o'rta qiyrnat h,vILddgi. {Otl1!1I lalli qci'l
lasak, u quyidagi ko'rinishga keladi: 

~ . J [1(4) (t) + j(4) (-t)] P~(t) dt = 

o 
~ 

= [j(4) (1]) + j(4)( -1])] J Pe(t) dt = 2j(4)((}) c
5 

. 
30 

o 
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Shunday qilib, (8.3.20) dan biz o'rganayotgan integral uchun 

e 

J c: c: 5 

f(t) dt = -[J(c:) + 4f(0) + f( -E)] - f(4)(())-
3 90 

-e 

(8.3.21) 

tenglik hosil bo'ladi. 
Xususan, E = h/2 deb, (8.3.21) ni qu?idagicha yozish mumkin: 

h/2 

J f(t) dt = %[J( -h/2) + 4f(0) + f(h/2)] - f(4)(()) 2;;0' 

-h/2 

Xuddi shunga o'xshash baho uzunligi 11 ga teng bo'lgan har bir 
[,I'k-l, ;L'k] qismiy keSllla uchun o'rinli ekani turgan gap, ya'ni: 

Xk J f(x) dx 
h h5 

6[J(Xk - 1 ) + 4f(~k) + f(Xk)] - f(4) (()k) 2880' 

(8.3.22) 
Demak, 

Shartga ko'ra f(4)(X) uzluksiz bo'lgani uchun shunday ()* E [a, b] 
nuqta topiladiki, u uchun 

Nihoyat, nh = b - a ekanini e'tiborga olsak, talab qilingan for
m ulani olamiz: 

b 

J f(x) dx 
a 

% t[J(xk-d + 4f(~k) + f(Xk)] - f(4)(()*) ~8~0~:' 
k=l 

(8.3.23) 
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Bu (8.3.23) tenglik Simpson formulasi yoki parabolalar formu
lasi deyiladi [T. Simpson (1710-1761)]. E'tibor bering, (8.3.17) for
mulaning o'ng tomoni f funksiya grafigining abssissalari Xk-l, (,k 

va Xk bo'lgan uch nuqtasi orqali o'tuvchi parabola ostining yuziga 
teng. Aynan shu sababli (8.3.23) tenglik parabolalar formulasi ham 
deb ataladi. 

(8.3.1) va (8.3.2) lardan foydalanib, (8.3.23) formulani yana 
quyidagi ko'rinishda ham yozish mumkin: 

b J f(x) dx 
h 2h n-l 

6"[J(a) + f(b)] + 6" L f(a + kh) + 
a k=l 

+ 2h ~ f(a + kh _ h/2)] _ f(4) ((}*) (b - a)5 . 
3 ~ 2880n4 

k=l 

(8.3.24) 

Simpson formulasi to'g'ri to'rtburchaklar hamda trapetsiyalar 
usullariga qaraganda ancha yuqori tartibli aniqlikka ega va shu 
sababli undan zamonaviy hisoblashlarda keng foydalaniladi. Shuni 
qayd qilish joizki, uchinchi tartibli algebraik polinom uchun Simp
son formulasi orqali hisoblangan aniq integral qiymati shu integral
ning aniq qiymati bilan ustma-ust tushadi. 

( 

I 
) 

\ 



IX Bob. Sonli qatorlar 

§ 9.1. Sonli qator yig'indisi tushunchasi 

1. Biror {ad sonli ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Uning element
laridan formal ravishda tuzilgan 

ko'rinishdagi ifodaga sonli qator (yoki oddiy qilib qator) deyila
di. Ketma-ketlikning ak elementlari qatorning hadlari deb ataladi. 
Ushbu qatorni 2: belgidan foydalanib yana quyidagicha ham belgi
lashadi: 

00 

L: ak, (9.1.1) 
k=l 

bunda yig'indining yuqori chegarasi qator hadlari sonining cheksiz 
ekanini anglatadi. 

2*. Sonli qator yig'indisi tushunchasini aniqlash bo'yicha uchta 
yondashishni keltirish mumkin. Birinchisida cheksiz sondagi had
larni, ular qanchalik kichik bo'lishidan qat'iy nazar, qo'shib chiqish 
jarayoni hech qachon tugamaydi deb hisoblanib, bunday yig'indining 
biror ma'noga ega ekani umuman inkor etiladi. Bunday yondashish, 
Axilles va toshbaqa r{omi bilan tanilgan, Zenon Eleyskiy (eramizdan 
avvalgi ::::::: 490 - ::::::: 430 - yillarda yashagan) paradoksida o'z aksini 
yaqqol topgan. 

Bu paradoksga ko'ra, Axilles toshbaqaga yetib olish maqsadi
da, avval toshbaqa boshlang'ich vaqtda turgan Po nuqtaga kelishi 



466 Sonli qatorlar IX Bob 

kerak, ammo toshbaqa bu vaqt ichida boshqa biror PI nuqtada 
bo'ladi. Axilles PI nuqtaga yetib kelganda esa, toshbaqa navbatdagi 
P2 nuqtaga keladi va hokazo. Madomiki Axilles bosib o'tishi kerak 
bo'lgan yo'l cheksiz sondagi oraliqlardan (ularning uzunligi istal
gancha kichik bo'lishiga qaramasdan) iborat ekan, ularni qO'shib 
chiqish jarayoni (Zenon fikricha) cheksiz ko'p vaqt talab qiladi va 
shuning uchun, Axilles hech qachon toshbaqaga yeta olmaydi. 

Ikkinchi yondashish tarafdorlari istalgan cheksiz qator yig'indiga 
ega va bu yig'indini hisoblash uchun arifmetikaning oddiy qoidalari 
yetarli, deb hisoblaydilar. Ayniqsa o'rta asrlarda bunday qarash 
keng tarqalgan edi. Masalan, 

s = 1-1+1-1+1-1+ ... 

belgilash kiritib, biz 

s = 1 - (1 - 1 + 1 - 1 + ... ) 

deb yozishimiz mumkin, ya'ni 

s = 1- S. 

1 
Bundan S = "2 ekani kelib chiqadi. Qizig'i shundaki, bu yon-

dashish tarafdorlarini butun sonlar yig'indisining to'g'ri kasr bo'lib 
qolgani ajablantirmagan. 

Ammo bu yondashishning qoniqarli emasligi quyidagi 

S* = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + ... 

qator misolida yaqqol ko'zga tashlanadi. Chunki 

S* = 1 + (1 + 1 + 1 + 1 + ... ) 

deb yozib olsak, 
S* = 1 + S* 

bo'ladi va bundan esa shubhasiz noto'g'ri bo'lgan 0 
olamiz. 

1 natijani 
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Nihoyat. uchinchi yondashish shundan iboratkL unda barcha 
sonli qatorlar ichidan faqat biror qoniqarli ma'noda yig"indi tushun
chasini kiritish mumkinlarinigina ajratib olinib. qolganlarini esa o'r
ganilmaydi. Limitlar nazariyasiga tayangan bu yondashish XIX asr 
matematiklari tomonidan rivojlantirildi va u juda sermahsul bo'lib 
chiqdi. O'sha vaqtda kiritilgan sonli qator yig'indisi tushunchasi. 
yig'indiga ega bO'lgan qatorlar sinfini kengaytirish natijasida, doimo 
rivojlantirildi va hozir ham rivojlanib kelmoqda. 

3. Navbatdagi maqsadimiz (9.1.1) cheksiz yig'indiga. xuddi chek
Ii sondagi hadlar yig'indisi xossalariga ega bo"ladigan qilib. ma'no 
berishdan iboratdir. Buning uchun, dastlabki n ta hadning yig"indisi
ni hisoblab, n cheksiz kattalashganda bu yig"indining o'zgarishini 
kuzatamiz. 

Ta'rif. Berilgan (9.1.1) qatorning dastlabki n ta hadi yig "indisini 
btl qatorning n- qismiy yig'indisi deb ataymiz va Sn simvoli orqali 
belgilaymiz: 

n 

9.1.1 - misol. Ushbu 

oc 1 

L 2k 
k=l 

qatorning qismiy yig"indilari 

n 

L 
k=l 

ga teng. 

111 -+-+-+ ... 248 

1 1 
2k = 1 - 2n 

(9.1.2) 

Demak, bu misolda {Sn} qismiy yig'indilar ketma-ketligi yaqin
lashuvchi bo"lib, uning limiti 1 ga teng ekan. Shuning uchun ay
nan ana shu sonni berilgan sonli qatorning yig'indisi deb hisoblash 
tabiiydir. 
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Shunday qilib, biz sonli qator yig'indisining quyidagi ta'rifini 
berishimiz m umkin. 

Ta'rif. Agar' (9.1.1) sanli qatar' qisrnzy yig'indilaridan tllzilgan 

ketma-ketlik limitga ega ba ·lsa. 1l halda bllnday qatami yaqinlashuv
chi deymiz. 

Aksincha. agar qismiy yig 'indilar ketrna-ketligining limiti 71WVJ1ld 

ba'lrnasa. (9.1.1) qatarm uzoqlashuvchi deyrmz. 
YaqiTdash1lvchi sanli qatar- yig'indisi deb 1tning qisrniy yig 'indzla-

n lirnihga aytamiz: 

5 = lim 
n-toc 

5". (9.1.3) 

Bunda 
'x 

5 = L 01.: 

A=1 

deb ~'ozamiz. ~'a'ni bu tenglikning o'ng tomonidagi simyolni nafaqat 
qatorni belgilash uchlln. balki. u yaqinlashgan yaqtda. qatorning 
yig'indisini belgilash uchun ham ishlatamiz. 

Odatda. agar (9.1.3) teuglik bajarilsa. (9.1.1) qator 5 ga ~'aqin
lashadi deyiladi. 

4. Beyosita ~'uqoridagi ta'rifdan yaqinlashuYChi qator hadlari
ning nolga intilishi kelib chiqadi. 

9.1.1 - tasdiq. Agar- sOTdi qator- yaqinlashllvchi ba ·lsa .. 1tning 

hadlar-i nalga yaqinlashadz. 
Haqiqatan. agar (9.1.1) qatorning (9.1.2) tenglik bilan aniqlan

gan 5" qismi~' ~'ig'indilari 5 soniga ~'aqinlashsa. 11 ---+ :x: deb limitga 
o'tsak. 

(I" = 5" - 5,,-1 = (5" - 5) - (5n - 1 - 5) ---+ O. 

ya'ni talab qilingan natijaga ega bo·lamiz. 
Bu tasdiqning teskarisi o'rinli emas. Bunga misol sifaticla. gaT

manik qataT deb atalm'Chi. quyidagi qatorni keltirish mumkin: 

= 1 1 1 1 
'-=1+-+-+-+···. 
L k 2 3 ..J: 
A=] 
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Ravshanki, bu qatorriing hadlari nolga yaqinlashadi. Lekin, agar biz 
bu qatorni 

f ~ = 1 + ~ + (~ + ~) + (~ + ~ + ~ + ~) + 
k=l k 2 3 4 5 6 7 8 

+ (~+ ~ + ... +~) + (~+ ~ + ... +~) + ... 
9 10 16 17 18 32 

ko'rinishda yozib olib, har bir qavs ichidagi hadlar yig'indisi 1/2 
dan katta ekanini hisobga olsak, uning qismiy yig'indilari +00 ga 
intilishiga amin bo'lamiz. 

9.1.2 - misol. Geometrik progressiya hadlaridan tuzilgan quyida
gi qatorni qaraymiz: 

00 

I.: qk-l = 1 + q + q2 + q3 + ... 
k=l 

(9.1.4) 

Agar Iql ~ 1 bo'lsa, ravshanki, Iqnl ~ 1 bo'ladi. Demak, bu 
hold a 9.1.1- tasdiqqa ko'ra, (9.1.4) qator uzoqlashadi. Agarda Iql < 
1 bo'lsa, bu qatorning n-qismiy yig'indisi uchun 

n 1 n 

S - I.: k-l - ---=.!L n - q -
l-q 

k=l 

formula induksiya usuli orqali oson tekshiriladi. 
Shuning uchun, Iql < 1 bo'lganda (9.1.4) qator yaqinlashuvchi 

bo'lib, uning yig'indisi 

ga tengdir. 

1 

l-q 

N avbatdagi tasdiq yaqinlashuvchi qator yig'indisi chiziqlilik xos
sasiga ega ekanini anglatadi. 
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9.1.2 - tasdiq. Agar 

00 00 

Lak, Lbk 
k=l k=l 

qatorlar yaqinlashsa, istalgan haqiqiy A va /1 sonlar uchun 

00 

L (-Xak + /1bk) 
k=l 

qator ham yaqinlashadi va uning yig'indisi 

00 00 00 

L(Aak + Ilbk) = A L ak + /1 L bk (9.1.5) 
k=l k=l k=l 

ga teng bo'ladi. 
Isbot ketma-ketlik limitining chiziqliligidan kelib chiqadi. Haqi

qatan, agar Sn (a) simvol orqali I: ak qatorning qismiy yig'indi
lari ketma-ketligini, Sn (b) simvol orqali esa I: bk qatorning qismiy 
yig'indilari ketma-ketligini belgilasak, (9.1..5) ning chap tomonidagi 
qator qismiy yig'indilari uchun 

tenglikni olamiz. 
Bu tenglikda. limit xossalaridan foydalanib, TI ---+ oc deb limitga 

o'tsak, talab qilingan (9.1.5) tenglikka ega bo'lamiz. 

5. Sonli qatorlar nazariyasidagi eng asosiy masala berilgan qa
torning yaqinlashish yoki yaqinlashmasligini aniqlashdir. N avbatda
gi shart qator yaqinlashishi uchun ham zaruriy, ham yetarli shart 
bo'lgani uchun uni kriteriy deb atashadi. 

9.1.1 - teorema (Koshi kriteriysi). (9.1.1) sonli qator yaqin
lashishi uchun istalgan E > 0 olganda ham shunday N = N (c) 
nomer topilib, n 2 m 2 N shartni qanoatlantiruvchi barcha natural 
m va n sonlar 1lchun 

n 

(9.1.6) 



§ 9.1. Sonli qator yig'indisi tushunchasi 471 

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. 
Isbot (9.1.2) tenglik bilan aniqlangan Sn qismiy yig'indilar ket

ma-ketligi uchun Koshi kriteriysi va o'z-o'zidan ko'rinib turgan 

n 

Sn - Sm = L ak 
k=m+l 

tenglikdan bevosita kelib chiqadi. 

Eslatma. Madomiki Koshi kriteriysi qatorning dastlabki had
lariga bog'liq emas ekan, qatorning istalgan chekli sondagi hadlarini 
o'zgartirish uning yaqinlashishiga ta'sir qilmaydi. Chunonchi, agar 
(9.1.1) qator berilgan bo'lsa, istalgan natural N soni uchun 

00 

ko'rinishdagi qatorlar (9.1.1) qator bilan bir vaqtda yaqinlashadi 
yoki uzoqlashadi. 

6. Koshi kriteriysi berilgan qatorning yaqinlashishini aniqlash 
uchun nihoyatda samarali vositadir. Ammo amaliyotda yaqinlashish
ning tekshirish osonroq bo'lgan turli yetarlilik shartlaridan ko'proq 
foydalaniladi. Shunday shartlar safiga, o'rganilayotgan qatorni yaqin
lashishi avvaldan ma'lum bo'lgan boshqa bir qator bilan solishtirish
ga asoslangan, taqqoslash alomatlari kiradi. 

9.1.2 - teorema (taqqoslashning umumiy alomati). Ikki 
ak va bk haqiqiy sonlar ketma-ketligi 

(9.1.7) 

tengsizliklarni qanoatlantirsin. 
U holda, agar 

00 
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qator yaqinlashsa, 
00 

qator ham yaqinlashadi. 
Isbot. Bevosita Koshi kriteriysi va 

n n 

L ak < L bk 
k=m+l k=m+l 

tengsizlikdan kelib chiqadi. 

9.1.3 - teorema (xususiy taqqoslash alomati). Agar 0 < 
q < 1 bo "lsa va C > 0 berilgan 0 "zgarmas bo'lib, biror N nomerdan 
boshlab 

(9.1.8) 

tengsizliklar bajarilsa, 
00 

qator yaqinlashadi. 
Isbot. Yuqorida qayd qilinganidek, qatorning istalgan chekli 

sondagi hadlarini o'zgartirish uning yaqinlashishiga ta'sir qilmay
di. Shunday ekan, bu tasdiq 9.1.2 - teorema va 9.1.2 - misoldan 
bevosita kelib chiqadi. 

• 
9.1.3 - misol. Quyidagi 

(9.1.9) 

qatorni qaraylik. 
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Ravshanki, bu qatorning hadlari 

bahoni qanoatlantiradi. Bundan chiqdi, (9.1.8) tengsizlik q = 1/3 
va C = 3 qiymatlar uchun bajarilar ekan. Demak, (9.1.9) qator 
yaqinlashadi. 

7*. Xuddi yuqoridagi singari kompleks sonli qator tushunchasi 
kompleks sonlarning formal cheksiz yig'indisi sifatida aniqlanadi, 
ya'ni 

00 

I: Ck· (9.1.10) 
k=l 

Bunda har bir had Ck = ak + ibk ko'rinishga ega bo'lib, ak va bk lar 
haqiqiy sonlardir. 

Agar 
n 

I: lim Ck=S 
n-+oo 

k=l 

limit mavjud bo'lsa, (9.1.10) qator yaqinlashuvchi deyiladi, bunda 
S soni (9.1.10) qatorning yig'indisi deb ataluvchi kompleks sondir. 
(9.1.10) kompleks qatorning yaqinlashishi quyidagi ikki 

00 00 

k=l k=l 

haqiqiy qatorlarning yaqinlashishiga teng kuchli ekanini ko'rsatish 
qiyin emas. Bunda 

00 

munosabatlar bajariladi. 

00 

ReS va I: bk 

k=l 

ImS 
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9.1.4 - misol. l\Ioduli Izl < 1 shartni qanoatlantiruvchi istalgan 
z = :r + iy komleks son uchun 

00 
1 

1 - z 

tenglikni isbotlang. 
Ma'lumki (9.1.2 - misolga qarang). 

n 

Sn(z) = L zk-l = 

k=l 

1 - zn 

1 - z 

(9.1.11) 

(9.1.12) 

Agar bu tenglikda n ---+ 00 deb limitga o'tsak. talab qilingan (9.1.11) 
munosabatni olamiz. 

1 - eslatma. (9.1.11) ayniyat ayniqsa kompleks sonlarning trigo
nometrik kO'rinishidan foydalanilgan hollarda ko'p qo'llaniladi. Chu
nonchi, istalgan z = :/" + iy kompleks son uchun r = Izl = \I".r 2 + y2 
va cp = arctg(y/x) deb belgilaylik. U hold a 

z = re''P = r(cos<f + isin<p) 

va natijada 

Shu sababli (9.1.11) ayniyatni, soddalik uchun yig'indi indeksini 
bir birlikka surib. quyidagi ko'rinishda yozish mumkin: 

00 1 
'" rk ( cos k<p + i sin k<p) = --(.,------------:
L 1 - I' coscp + isincp)' 
k=O 

Maxrajdagi mavhum sondan qutulish maqsadida quyidagi 

1 

1 - r ( cos 'f! + i sin cp ) 

1 - I' cos cp + i I' sin 'f! 

(1- rcoscp)2 + r 2sin 2 cp 

1 - I' cos cp + i r" sin cp 

1 - 21' cos 'P + 1'2 
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tenglikni yozamiz. 
Natijada qatorning haqiqiy qismi uchun 

~ k k 1 - r cos rp 
~ r cos rp = 
k:=:O 1 - 2r cos rp + r2 

(9.1.13) 

tenglikni va qatorning mavhum qismi uchun, k = 0 ga mos kelgan 
hadning nolga tengligini hisobga olsak, 

00 
k r sin rp 

r' sin krp = 
1 - 2r cosrp + r2 

(9.1.14) 

tenglikni olamiz. 
Odatda (9.1.13) tenglik quyidagi ko'rinishda yoziladi: 

~ + f rk cos krp = 1 - r2 
2 k:=:l 1 - 2r cos rp + r2 

(9.1.15) 

Bu (9.1.15) tenglikning o'ng tomonidagi funksiya Puasson yadrosi 
deb ataladi. Barcha 0 ~ r < 1 larda o'rinli bo'lgan (9.1.14) va 
(9.1.15) m unosabatlar matematikaning turli tarmoqlarida m uhim 
ahamiyatga ega. Misol tariqasida kompleks o'zgaruvchili funksiyalar 
nazariyasini, analitik funksiyalar nazariyasini, xususiy hosilali tengla
malar uchun chegaraviy masalalar nazariyasini va garmonik tahlilni 
keltirish mumkin. 

2 - eslatma. (9.1.12) ayniyatdan z = et'P #1 bo'lganda 

n 1 _ ei(n+l)'P 
~ e1k'P = 
~ 1 - el'P 
k:=:O 

tenglik kelib chiqadi. Bunda haqiqiy qismni ajratsak, quyidagi muhim 
munosabatga ega bo'lamiz: 

1 
+ ~ COSkl1l 2 ~ ..,.. 

n 

(9.1.16) 
k:=:l 
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(9.1.16) tenglikning o'ng tomonidagi kattalik Dirixle yadrosi deb 
atalib, trigonometrik funksiyalar nazariyasida markaziy rolni o'ynay
di. 

§ 9.2. Musbat hadli qatorlar 

1. Ushbu bandda biz barcha hadlari manfiy bo'imagan qat or
Iarni o'rganamiz. Bunday qatorlarni, o'rnatilgan an'anaga rioya qil
gan holda, musbat hadli qatorlar deb ataymiz (aslida "manfiy bo'lma
gan hadli qatorlar"deb atash mantiqan to'g'riroq bo'lar edi). Mus
bat hadli qatorni qarayotganimizni alohida ta'kidlash maqsadida 
qatorning n-hadini bu bandda Pk simvoli orqali belgilaymiz. 

Shunday qilib, 
00 

LPk, Pk ~ 0, (9.2.1) 
k=l 

qatorni qaraymiz va uning qanday shartiarda yaqinlashishini o'rgana
miz. Dastavval musbat hadli qatorlar yaqiniashishi haqidagi nav
batdagi sodda kriteriyni keltiramiz. 

9.2.1 - tasdiq. Musbat hadli (9.2.1) qatorning yaqmlashishi 
uchun bu qator qismiy yig'indilari ketma-ketligining chegaralangan 
bo'lishi zarur va yetarli. 

Haqiqatan, qaralayotgan hoida qismiy yig'indilar ketma-ketligi 
monoton o'suvchi bo'lib, 2.2.1 - teoremaga ko'ra, u faqat chegara
Iangan bo'iganda yaqiniashadi. 

2. Navbatdagi teorema (9.1.8) ko'rinishdagi bahoning bajarili
shini tekshirish yo'llaridan birini beradi. 

9.2.1 - teorema (Koshi alomati). Agar 0 < q < 1 bo'lib, 
biror N nomerdan boshlab 

1fPk ~ q, k ~ N, (9.2.2) 

tengsizlik bajarilsa, (9.2.1) qator yaqinlashadi. 
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Isbot qaralayotgan qatar hadlari 

shartni qanoatlantirishidan kelib chiqadi. Chunki bu shart, 9.1.3 -
teoremaga ko'ra. (9.2.1) qatorning yaqinlashishini kafolatlaydi. 

9.2.2 - teorema (Dalamber alomati). Agar 0 < q < 1 bo'lib, 
biror N nomerdan boshlab 

PHI < ---q, 
Pk 

k ~ N, 

tengsizlik bajarilsa. (9.2.1) qator yaqinlashadi. 
Isbot. Ravshanki, (9.2.3) tengsizlikni 

PHI Pk < f..: >_ N. k+I - k' . q q 

(9.2.3) 

ko'rinishda yozib olish mumkin. Bu esa Pz ketma-ketlikning k ~ N 
q 

da monoton kamayuvchi ekanini anglatadi. Shuning uchun, 

Pkk < PNN = C, k > N. 
q" - q 

Demak, 9.1.3 - teoremaga ko'ra (9.2.1) qator yaqinlashadi. 

• 
3. Navbatdagi alomatni qo'llash uchun ikki qo'shni hadlar nis

batining limitini hisoblash talab qilinadi. 

9.2.3 - teorema (Dalamberning limit ko'rinishidagi alo
mati). Agar berilgan qatorning hadlari biror nomerdan boshlab mus
bat bo'lib, 

lim PHI = Q (9.2.4) 
k-+oo Pk 

limit mavjud bo'lsa, (9.2.1) qator Q < 1 bo'lganda yaqinlashadi va 
Q > 1 bo'lganda esa uzoqlashadi. 
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Isbot. Shartga ko'ra, istalgan E > 0 uchun k 2:: "V(=-) bO'lganda 

Q - E < Pk+l < Q + =
Pk 

tengsizlik bajariladi. 

(9.2.5) 

1) Agar Q < 1 bo'lsa. E > 0 ni shunday kichik qilib tanlaymiz
ki, Q + E = q < 1 bo'lsin. l! holda (9.2 .. 5) ning o'ng tomonidagi 
tengsizlikka ko'ra, barcha h' 2:: X nomerlar uchun 

Pk+l < -- q. k> }Y. 
Pk 

baho o'rinli bo'ladi \'a demak, (9.2.1) qatar 9.2.2 ~ teoremaga asosan 
yaqinlashacli. 

2) Agar Q > 1 bo'lsa, E > 0 ni shunday kichik qilib talliaymizki 
Q-E = q > 1 baho bajarilsall. C holda (9.2 .. 5) ning chap tomoniclagi 
tengsizlikka ko'ra, birar X nomerdan boshlab 

tengsizlik bajariladi. ya'ni 

Pk+l > 1 
Pk 

PI.: + 1 2:: PI.:· 

Demak. (9.2.1) qator hacUari ketma-ketligi monoton o'sadi. Shu
ning uchun bunday ketll1a-ketlik nolga yaqinlashmaydi va natijada. 
(9.2.1) qator uzoqlashadi. 

• 
Yllqorida musbat hadli qatorlar uchun o'rnatilgan yaqinlashish 

alomatlarini qo'llab, umumiy ko'rinishdagi son Ii qatorlar uchun yaqin
lashish alomatlarini olish mUll1kin. Bunga ll1isol tariqasida navbatda
gi muhim ahamiyatga ega bo'lgan alomatni keltiramiz. 

Shunday qilib. yana umumiy kO'rinishdagi 

(9.2.6) 
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sonli qatorni qaraymiz. 

9.2.4 - teorema (yuqori limit ko'rinishidagi Koshi alo
mati). Agar quyidagi 

lim \If%T = Q 
k-+oo 

(9.2.7) 

yuqori limit mavjud bo'lsa, (9.2.6) qator Q < 1 bo'lganda yaqin
lashadi va Q > 1 bo'lganda esa uzoqlashadi. 

Isbot. 1) Avval Q < 1 deylik. Yuqori limit ta'rifiga ko'ra, ix
tiyoriy c > 0 uchun shunday N (c) nomer topiladiki, k ~ N (c) 
bo'lganda 

\flakl < Q+c (9.2.8) 

tengsizlik bajariladi. 
Musbat c > 0 ni shunday kichik qilib tanlaymizki, Q+c = q < 1 

bo'lsin. U holda (9.2.8) tengsizlik 

lakl 1
/
k ~ q, k ~ N(c), 

ko'rinishga keladi, ya'ni 

Shu sababli, 9.1.3 - teoremaga ko'ra, 

00 

qator yaqinlashadi. Demak, umumiy taqqoslash alomatiga asosan 
(9.1.2 - teorema), (9.2.6) qator ham yaqinlashadi. 

2) Endi Q > 1 bo'lsin. U holda, (9.2.7) tenglikka ko'ra, shunday 
{ani,} qism ketma-ketlik topiladiki, istalgan c > 0 uchun biror N(c) 
nomerdan boshlab (ya'ni k ~ N(c) bo'lganda) 

lanhll/nh > Q - c 

tengsizlik bajariladi. 
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Musbat c > 0 ni shunday kichik qilib olamizki, Q -c > 1 bo'lsin. 
U holda k 2: N(c) lar uchun 

tengsizlik a'rinli bo'ladi, ya'ni 

Demak, (9.2.6) qatar hadlari nolga intilmaydi va, natijada, ush
bu qator uzoqlashadi. 

• 
4. Qatorlar uchun yuqorida keltirilgan yaqinlashish alomatlari 

berilgan qatorni hadlari geometrik progressiya tashkil qiluvchi boshqa 
bir qatar bilan taqqoslashga asoslangan bo'lib, ular biroz "dag'al" 
alomatlar deb hisoblanadilar. Xususan, shuni qayd etish lozimki, 
chegaraviy Q = 1 hoI uchun bu alomatlar qatorning yaqinlashuv
chi yoki uzoqlashuvchi bo'lishini aniqlab bera olmaydi. Navbatdagi 
nisbatan "sezgir" alomat sonli qatorlarning ancha keng sinfi uchun 
ularning yaqinlashishi to'g'risidagi masalani hal qilishga imkon be
radio 

9.2.5 - teorema (Koshi-Maklorenning integral alomati). 
Agar f (x) funksiya x 2: 1 yarim to 'g 'ri chiziqda mono ton kamayuv
chi bo'lib, manfiy bo'lmasa, u holda bu funksiya qiymatlaridan tuzil
gan 

00 

L f(k) = f(1) + f(2) + f(3) + ... (9.2.9) 
k=l 

qatorning yaqinlashishi uchun 

00 J f(x) dx (9.2.10) 
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xosmas integralning yaqinlashishi zarur va yetarli. 
Isbot. Teorema shartiga ko'ra, istalgan natural k va ixtiyoriy 

x E [k - 1, k] uchun 

f(k) S f(x) S f(k - 1), k - 1 S x S k, 

qO'shaloq tengsizlik bajariladi. 
Bu tengsizlikni [k - 1, k] kesma bo'yicha integrallasak, 

k k k 

J f(k) dx S J f(x) dx S J f(k - 1) dx 

k-I k-I k-I 

ga ega bo'lamiz, yoki 

k 

f(k) < J f(x) dx < f(k - 1). 

k-I 

Endi, hosil bo'lgan tengsizliklarni k bo'yicha m + 1 dan n gacha 
yig'ib chiqsak, 

n k n 

L J f(x)dx < 
k=m+1 k-I 

n 

L f(k) < 
k=m+1 

L f(k - 1) 
k=m+1 

munosabat hosil bo'ladi, yoki 

n n n-I 

L f(k) S J f(x) dx < L f(k). 
k=m+1 m k=m 

(9.2.11) 

Nihoyat, f funksiyaning manfiy emasligini hisobga olib, Koshi 
kriteriysini qo'llasak, (9.2.11) tengsizlikdan (9.2.9) qatar faqat va 
faqat (9.2.10) xosmas integral yaqinlashgandagina yaqinlashishi ke
lib chiqadi. 

• 
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9.2.1 - misol. Quyidagi qatorni qaraymiz: 

00 1 

Lka · 
(9.2.12) 

k=l 

Koshi-Maklorenning integral alomatiga asosan, bu qator ushbu 

00 

J :: (9.2.13) 

1 

birinchi tur xosmas integral bilan bir vaqtda yoki yaqinlashadi, yoki 
uzoqlashadi. 

Yuqorida, 6.6.1 - misolda (9.2.13) integralning a > 1 da yaqin
lashishi va a ~ 1 da uzoqlashishi ko'rsatilgan edi. Demak, (9.2.12) 
qator ham a > 1 da yaqinlashar va a ~ 1 da esa uzoqlashar ekan. 

Eslatma. Albatta, 9.2.5 - teoremadagi f(x) funksiya monoton
ligi haqidagi shartni x ~ 1 yarim to'g'ri chiziqda talab qilishga ehti
yoj yoq. Buning o'rniga bu shartni biror natural N sonidan boshlab 
bajarilishini, ya'ni f(x) funksiyaning x ~ N yarim to'g'ri chiziqda 
mono ton kamayishini talab qilish yetarli. 

9.2.2 - misol. Ushbu 

qatorni qaraymiz. 

00 
1 

L k (In k)a 
k=3 

(9.2.14) 

Koshi-Makloren alomatiga ko'ra, (9.2.14) qator quyidagi 

(9.2.15) 

ko'rinishdagi birinchi tur xosmas integral bilan bir vaqtda yoki 
yaqinlashadi, yoki uzoqlashadi. 
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Madomiki 

A. A. 

i 1 i d(1n .r) 
J·(1nx)o - (In.t)O 

3 3 

In A. 

i dt 
to 

In3 
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ekan, (9.2.1.5) integral Q > 1 da yaqinlashadi va Q ~ 1 da uzoq
lashadi. Bundan chiqdL (9.2.14) qator ham Q > 1 da yaqinlashar 
va Q ~ 1 da uzoqlashar ekan. 

5*. Koshi-l\Iakloren alomatini isbotlashda qO'llanilgan yig'indini 
integral bilan almashtirishga asoslangan usul berilgan qatorning na 
faqat yaqinlashish yoki uzoqlashishini aniqlashga. balki qator uzoq
lashU\'Chi bO'lgan holda uni qismiy yig'indilarining o'sishini baho
lashga ham imkon beradi. Boshqacha aytganda. ana shu usul yor
damida bunday yig'indilarning asimptotikasini aniqlash mumkin. 

9.2.3 - misol. Garmonik qatorning n ta hadi yig'indisi uchun 
quyidagi 

1 + ~ + ~ + ... + ~ = In n + C + 0 (_,11)' n --+ x. (9.2.16) 
2 3 7! 

asimptotik bahoni isbotlaymiz. Bu tenglikclagi C o'zgarmas soni 
Eyler o'zgarmasi deb ataladi. 

A.\'valo. istalgan natural It soni uchun ", - 1 < J' < k oraliqda 
yotuvchi .1' sonining bu tun qismi [.r] = It - 1 ga tengligini qayd 
etamiz. Shu oraliqda 1/'" = l/([x]+l) tenglik o'rinli bO'lgani uchun 

k k 

~ = i ~d.r = i ~ 
It ", [.r] + l' 

k-1 k-1 

Agar bu tengliklarni It bO'yicha 1 dan n gacha yig'ib chiqsak. 
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hosil bo'ladi. 
Bu tenglikdan 

n 

In(n+1) I dx 

x+1 
o 

tenglikni ayirsak, 

~ 1 In (1 1) In X - [.T 1 
~ k- ln (n+1) = [xl + 1 - X + 1 dx = ([xl + l)(x + 1) dx 
k=l 0 0 

(9.2.17) 
munosabatga ega bo'lamiz. 

Endi 
00 

c = I X - [xl dx 
([xl + l)(x + 1) 

(9.2.18) 

o 
deb belgilaymiz. 

Ravshanki, bu xosmas integral yaqinlashadi, chunki 

o ~ .T - [xl < 1 

va shu sababli x ~ 1 bO'lganda quyidagi 

o < x - [:rl 1 
- ([xl + l)(x + 1) < x2 

qo'shaloq tengsizlik o'rinlidir. 
Agar bu tengsizlikni integrallasak, 

00 00 

o ~ I ([xl: ~)~:l+ 1) dx < I ~~ 1 
n 

n n 

bahoga ega bo'lamiz. Bundan chiqdi, (9.2.17) tenglikning o'ng tomoni
dagi integral uchun quyidagi 

n 

I x - [xl dx 
([xl + l)(x + 1) 

o 
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tenglikni yozish mum kin ekan. 
Demak, qayd etilgan (9.2.17) tenglikdan 

t } = In ( n + 1) + C + 0 (~), n 2 1, 
k=l 

munosabat kelib chiqadi. 
Talab qilingan (9.2.16) asimptotik bahoni olish uchun 

In (n + 1) = In n + 0 (~), n 2 1, 

ekanini qayd qilish yetarli. 
Shuni aytish joizki, C = 0,57721566490 ... sonning arifmetik 

tabiati yaxshi o'rganilmagan. Xatto uning ratsional yoki irratsional 
ekani ham noma'lum. 

6*. Uzoqlashuvchi qatorlar qismiy yig'indilarining bizga ma'lum 
baholaridan foydalanib, yangi uzoqlashuvchi qatorlar uchun ham 
qiziqarli formulalar olish mum kin. 

9.2.4 - rnisol. Quyidagi 

1 lIe (1) 1 + 3" + "5 + ... + 2n _ 1 = In(2vn) + "2 + 0 -;; , n -+ 00, 

(9.2.19) 
asimptotik bahoni isbotlaymiz, bu yerda C - Eyler o'zgarmasi. 

Garmonik qatorni 

1 1 1 
1+-+ 3 +",+ 2 2n 

= (1 + ~ + ~ + ... + 1 ) + 
3 5 2n - 1 

ko'rinishda yozib olamiz. 
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Agar garmonik qatorning birinchi n ta hadining yig'indisini Sn 
orqali beigilasak, (9.2.20) ayniyatning chapida S2n turganini va o'ng 
tomondagi ikkinchi yig'indi esa Sn/2 ga tengligini ko'ramiz. Shuning 
uchun, bu ayniyatni 

1 1 1 
1 + 3 + 5 + ... + 2n - 1 (9.2.21) 

kabi yozib olishimiz mumkin. 
Endi (9.2.16) asimptotik bahoni qo'llasak, 

[In(2n) + C + 0 (~) ] - ~ [In n + C + 0 (~) ] 

= In 2 + ~ In n + ~C + 0 (~) 
2 2 n 

(9.2.22) 

munosabatga ega bo'lamiz. 
Bu ikki (9.2.21) va (9.2.22) tengIiklardan, ravshanki, talab qiIin

gan (9.2.19) asimptotik baho kelib chiqadi. 

§ 9.3. Absolyut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar 

1. Xosmas integrallar uchun absolyut va shartii yaqiniashish
Iar kiritilgani kabi, sonli qatorlar uchun ham absolyut va shartli 
yaqinlashish tushunchalarini kiritish mumkin. 

Ta'rif. Agar 
00 

(9.3.1) 

qator yaqinlashuvchi bo'lsa, 

00 

(9.3.2) 

qator absolyut yaqinlashadi deymiz. 
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U mumiy taqqoslash alomatidan har qanday absolyut yaqinlashuv
chi qatorning yaqinlashuvchi ekalli beyosita kelib chiqadi. 

Ta'rif. Agar (9.3.2) qator yaqinlashib, (9.3.1) qator uzoqlashsa, 
(9.3.2) qator shartli yaqinlashadi deyrniz. 

Avvalgi paragrafda o'rganilgan Koshi va Dalamber yaqinlashish 
alomatlari aslida berilgan qatorning absolyut yaqilashishini kafolat
laydi. Shartli yaqinlashuvchi qatorlarni o'rganish, ya'ni ular uchun 
yaqinlashish alomatlarini aniqlash, ancha nozik masalalardandir. 
Quyida biz shunday alomatlardan ba'zilari bilan tanishamiz. 

N avbatdagi yaqinlashish alomati quyidagi 

(9.3.3) 

maxslls kO'rinishdagi qatorlarga qo'llanadi, bunda ak va bk lar haqiqiy 
sonlar bo'lib, ulardan biri ishorasini saqlasa, ikkinchisi, masalan ak. 

turli ishorali qiymatlar qabul qilishi mumkin. Bu alomat birinchi 
tur xosmas integraUar uchun Dirixle-Abel yaqinlashish alomatining 
diskret ko'rinishidir. 

9.3.1 - teorema (Dirixle-Abel alomati). Agar ak ketma
ketliklardan tuzilgan (9.:1.2) ko'rinishdagi qator qismiy yig'indilari 
chegaralangan bo'lsa, ya 'ni 

(9.3.4) 

va bk ketma-ketlik mono ton kamayib, 

(9.3.5) 

nolga intilsa, 
(9.3.6) 

u holda (9.3.3) qator yaqinlashadi. 
Isbot. Sn simvol orqali 2:: ak qatorning qismiy yig'indilarini bel

gilaylik. U holda 
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bo'ladi va shu sababli istalgan n ~ m nomer uchun 

n n n n 

L ak bk = L (Sk - Sk-dbk = L Skbk - L Sk-lbk = 
k=m+l k=m+l k=m+l 

n n-l 

L Skbk - L Sk bk+1 
k=m+l k=m 

tenglikka ega bo'lamiz. 
Demak, 

n n 

L ak bk = L Sdbk - bk+d + Snbn+l - 5mbm+1' 
k=m+l k=m+l 

Madomiki, (9.3.4) shartga ko'ra, ISnl ~ M ekan, oxirgi tenglik
dan 

n n 

k=m+l k=m+l 

bahoni olamiz. 
(9.3.5) monotonlik shartiga asosan Ibk - bk+ll = bk - bk+l. Shun

day ekan, oxirgi tengsizlik o'ng tomonidagi yig'indi aynan Mbm+1 -
Mbn+1 ga teng bo'ladi. Bundan chiqdi, 

n 

L ak bk ~ 2Mbm+1 . 

k=m+l 

(9.3.7) 

Nihoyat, (9.3.6) shartdan foydalansak, (9.3.7) tengsizlik chap 
tomonidagi yig'indining nolga intilishi kelib chiqadi. Demak, Koshi 
kriteriysiga asosan, (9.3.3) qator yaqinlashar ekan. 

• 
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Ta'rif. Agar barcha bk, k = 1,2,3, ... sonlar musbat bo'lsa, 

00 

I)-1)k-1bk = b1 -b2 +b3 -b4 +··· (9.3.8) 
k=1 

ko'rinishdagi qator ishorasi navbatlashgan qator deyiladi. 

9.3.2 - teorema (Leybnits alomati). Agar bk musbat sonlar 
ketma-ketligi monoton ravishda nolga yaqinlashsa, (9.3.8) ishorasi 
navbatlashgan qator yaqinlashuvchi bo'ladi. 

Isbot. Agar ak = (-1) k-1 desak va 

n n 

5 n = Lak = L(-l)k-l 
k=l k=l 

deb belgilasak, ravshanki, 51 = 1,52 = 0 va umuman 

5 2n - 1 = 1, 52n = 0, n = 1,2,3, ... 

tengliklar bajariladi. 
Shunday ekan, 5 n yig'indilar ketma-ketligi chegaralangan bO'lib, 

biz 9.3.1- tcorcmani qo'llashimiz mumkin. Bu teoremadan esa (9.3.8) 
qatorning yaqinlashuvchi ekani kelib chiqadi. 

• 
9.3.1 - misol. Ushbu 

(9.3.9) 

qatorni yaqinlashishga tekshiring. 
Leybnits alomatiga asosan, bu qatar istalgan 0: > 0 lar uchun 

yaqinlashuvchidir. Ammo shuni aytish joizki, 9.2.2 paragrafdagi 
misolga ko'ra, (9.3.9) qatar 0 < 0: ~ 1 bo'lganda faqat shartli yaqin
lashadi. 
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2. Ma'lumki, qo'shish arifmetik amali kommutativlik va assot
siativlik xossalariga ega. Shu sababli, chekli sondagi hadlar yig'indisi
ni qarayotganda, ular qaysi tartibda joylashgani ahamiyatga ega 
emas. Ammo, cheksiz sondagi hadlarni qo'shayotganda, hadlarning 
qaysi tartibda joylashgani muhim rol o'ynaydi. 

9.3.2 - misol tariqasida 

111 
1--+---+··· 

234 

qatorni qaraylik. 

00 (_l)k-l 

L k 
k=l 

(9.3.10) 

Bu qatorning yaqinlashishini ko'rsatish va uning yig'indisini hisob
lash uchun quyidagi 

Teylor formulasidan foydalanamiz, bunda R n +1 qoldiq had Lagranj 
ko'rinishida olingan bo'lib, ya'ni 

bo'lib, ~ = ~n (x) bilan 0 < ~ < 1 intervalga tegishli biror nuqta 
belgilangan. 

Xususan, agar x = 1 bo'lsa, 

1 1 1 n-l 1 
In 2 = 1 - - + - - - + ... + ( -1) - + Rn+1 234 n 

bo'lib, qoldiq had 

bahoni qanoatlantiradi. 

1 
IRn+11 <-- n+ 1 

(9.3.11) 

Endi Sn orqali (9.3.10) qatorning qismiy yig'indisini belgilasak, 
oxirgi tenglikdan 

Sn = In2 - R n+1 

munosabat kelib chiqadi. 
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Ravshanki, (9.3.11) bahoga ko'ra, 

Shuning uchun, 

lim Rn+l o. 
n-too 

lim Sn = In 2, 
n-too 
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ya'ni (9.3.10) qator yaqinlashar va uning yig'indisi In2 ga teng ekan. 
Bu qatorningjuft 2n nomerli qismiy yig"indisini quyidagi ko'rinish

da yozib olamiz 

( 1 _ ~) + (~ _ ~) + ... + (_1 _ ~) 
2 3 4 211 - 1 2n 

t (2k ~ 1 - 2
1
k) . 

k=l 

(9.3.12) 

Endi (9.3.10) cia, har bir musbat haddan keyin ikkita manfiy 
had keladigan qilib, hadlarini o'rnini almashtiramiz: 

11111111 
1---- + ----- + ----- + ... 

2 4 3 6 8 5 10 12 
'-.--" ~ '-v-' 

(9.3.13) 

Albatta, bunday almashtirish natijasida hosil bo'lgan qator (9.3.10) 
qatordan faqat hadlarining joylashish tartibi bilan farq qiladi. 

Agar yangi (9.3.13) qatorning qismiy yig'indisini S~ simvol bilan 
belgilasak, uning 3n nomerli qismiy yig'indisini 

( 1- ~ _ ~)+(~ _ ~ _ ~)+ ... +(_1 ___ 1 __ ~) 
2 4 3 6 8 2n - 1 4n - 2 4n 

t (2k ~ 1 - 4k ~ 2 - 4~) 
k=l 

(9.3.14) 

ko'rinishda yozish mumkin. 
Bu tenglikni o'ng tomonidagi har bir qavsda birinchi ikki kasrni 

umumiy maxrajga keltirsak, 
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munosabatga ega bo'lamiz. 
Hosil bo'lgan tenglik bilan (9.3.12) tenglikni taqqoslab, 

ni olamiz. 
Natijada, boshlang'ich (9.3.10) qator yig'indisi S va hadlarining 

o'rni almashtirilgan (9.3.13) qator yig'indisi S' o'zaro quyidagi teng
lik bilan bog'langanligini ko'rish qiyin emas: 

S' = ~S 
2 ' 

ya'ni (9.3.10) qator yig'indisi, hadlarining joyi o'zgargandan keyin, 
ikki marta kamayib, In..[2 ga teng bo'lib qoldi. 

3*. O'rganilayotgan (9.3.10) qator bundanda qiziqarli xossaga 
ega: (9.3.10) qatorning hadlarini tegishli ravishda o'rnini almashtib, 
uni istalgan avvaldan berilgan songa yaqinlashuvchi qilish mumkin. 

Haqiqatan, agar hadlarining o'rnini almashtirish natijasida hosil 
bo'lgan qator qismiy yig'indilari S~+m berilgan (9.4.10) qatorning n 

ta dastlabki musbat va m ta dastlabki manfiy hadlariga ega bo'lsa, 

1 m 1 

L 2k 
k=l 

2k -1 

bo'ladi. 
Bu tenglikdan, (9.2.14) va (9.2.17) asimptotik formulalarga aso

san, 
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1 n 
= ln2 + -In- + 0(1), 11-+00, m-+oc, 

2 m 

baho kelib chiqadi, 
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Raxshanki. istalgan lllusbat p son uchun (9.3.10) qatar hadlari
ning o'mini shunclay allllashtirish mUlllkinki, natijada hosil bO'lgan 
yangi qatoming hal' bir qismiy ?ig'inclisicla musbat hacllarining soni 
II ni manfi~' hacllari soni m ga nisbati p ga yaqinlashadi. Shun
clay ekan. oxirgi asimptotik bahoga kO'ra. yangi qatorning yig'indisi 
In(2JP) ga teng bO'ladi, 

:\Iasalan, yangi hosil bo'lgall qatorcla hal' bir musbat hacldan 
sO'ng bitta manfiy had kelsa. m = n ya p = n/m = 1 bo'lib. qator 
yig'inclisi In 2 ga teng bo'ladi. Bordi~·u. yangi qatorda hal' bir lllusbat 
haclclan sO'ng ikkita manfi~' had kelsa. m = 211 ya p = II/m = 1/2 
bo'lib. qatar yig'indisi In v'2 ga teng bo'ladi. 

~Tjho~'at. agar (9.3,10) qatorcla har bir musbat hadclan sO'ng 
to'rtta manfiy had keladigan qilib hacllar o'rni almashtirilsa, m = 
-l:n ya p = 11/171 = 1/-l: bo'lib. hosil bo'lgan qatorning ~'ig'indisi 

In(2 j17J) = 0 ga teng bo'ladi. 

4. Cmumi~' holda 

(9,3.1.5) 

qatar 
x 

L (lk (9,3.16) 
k=l 

qator hadlarining o'mini almashtirish natijasida hosil bO'lgan bo'lishi 
uchun I7Ik natural sonIaI' qu~'iclagi ikki shartni qanoatlantirishi ke
rak: 

1) agar J,: i= ) bo'lsa. Ink i= 171) bo'ladi: 
2) istalgan natural II soni UChUll nlk = 11 tenglikni qanoatlantiruy

chi I7Ik son topiladi. 
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Yuqorida shartli yaqinlashuvchi qator yig'indisi uning hadlari
ni qaysi tartibda qo"shilayotganidan qattiq bog'liq ekani ko"rsatildi. 
Agar qator aLsolyut yaqinlashsa, u hadlari o'rnini ixtiyoriy o"zgarti
rilganda ham yaqinlashadi va bunJa uning yig'indisi o"zgarmaydi. 
Boshqacha qilib aytganda, absolyut yaqinlashuvchi qator o'rin al
mashtirish xossasiga egadir. 

9.3.3 - teorema. Agar qator absolyut yaqinlashuvchi bo'lsa, bu 
qatoming hadlari 0 'mini istalgancha almashtirish natijasida hosil 
bo'lgan yangi qator ham yaqinlashuvchi bo"lib, uning yig'indisi beril
gan qator yig'indisiga teng bo'ladi. 

Isbot. Faraz qilaylik, (9.3.16) qator absolyut yaqinlashib, uning 
yig'indisi S ga teng bo'lsin. Bu qator hadlarining o'rnini o"zgartirish 
natijasida hosil bo'lgan (9.3.15) qatorni qaraymiz va uning yaqin
lashuvchi bo"lib, yig'indisi aynan S ga tengligini ko'rsatamiz. Bu
ning uchun S~ orqali (9.3.15) qatorning qismiy yig'indilarini belgi
laymiz: 

n 

S' n (9.3.17) 

va istalgan E > 0 olganda ham shunday N = NCo) nomer topilib, 
barcha k > N larda 

(9.3.18) 

tengsizlik bajarilishini isbotlaymiz. 

Madomiki (9.3.16) qator absolyut yaqinlashar ekan, Koshi kri
teriysiga asosan, berilgan E > 0 uchun shunday m = m(:::) nomer 
topiladiki, barcha natural p sonlar uchun 

(9.3.19) 

tengsizlik bajariladi. 

Demak, (9.3.16) qatorning Sm qismiy yig"indilari quyidagi teng-
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sizlikni qanoatlantiradi: 

Bundan, p -+ 00 desak, 

c 
IS - Sml < 2' m=m(c), (9.3.20) 

bahoga ega bo'lamiz. 
Yuqorida aniqlangan m = m(c) sonni tayinlab, N = N(c) 

nomerni shunday katta qilib olamizki. n :2': N bo'lganda berilgan 
qatorning hadlari o'rnini almashtirish natijasida hosil bo'lgan qa
torning (9.3.17) ko'rinishdagi S~ qismiy yig'indilari quyidagi 

hadlarni o'z ichiga olsin. 
U holda, shunday aniqlangan ixtiyoriy qismiy yig'indini 

m 

S~ = L aJ + 2: I ak 

J=l k 

ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda shtrix orqali S~ ga kiruvchi 
k > m nomerli ak elementlardan iborat yig'indi belgilangan. 

Shunday ekan, yetarlicha katta p lar uchun, (9.3.19) ga asosan, 

m+p 

IS~ - Sml < L lakl <~, n:2': N, 
k=m+1 

tengsizlik bajariladi. 
Bundan, (9.3.20) ni e'tiborga olsak, n :2': N bo'lganda talab qilin

gan (9.3.18) tengsizlikka ega bo'lamiz: 
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• 
N atija. Agar musbat hadli qator yaqinlashsa, u hadlarining 0 'rni

ni istalgancha almashtirgandan keyin ham xuddi o'sha yig'indiga 
yaqinlashadi. 

5. Shartli yaqinlashuvchi (9.3.10) qator hadlarining o'rnini al
mashtirish haqidagi yuqaridagi natijani B. Riman umumiy halda 
ham isbat qilgan. Chunonchi, agar (9.3.16) qatar shartli yaqinlash
sa, uning hadlarini a'rnini a'zgartirish natijasida uni istalgan avval
dan berilgan sanga yaqinlashuvchi qilish mumkin. 

Bu tearemani isbat qilishdan aldin, biz shartli yaqinlashuvchi 
qatarda musbat hadlari ham, manfiy hadlari ham cheksiz ka'p ekani
ni ka'rsatamiz. Aslida biz bundanda kuchliraq natijani, ya'ni bun
day qatarlarda musbat hadlarining yig'indisi ham, manfiy hadlari
ning yig'indisi ham chegaralanmagan ekanini isbatlaymiz. 

Shu maqsadda (9.3.16) qatarning n - namerli qismiy yig'indisi 
tarkibiga kiruvchi musbat hadlari yig'indisini Pn simval arqali va 
a'sha qismiy yig'indi tarkibiga kiruvchi manfiy hadlarining absalyut 
qiymatlari yig~indisini Qn simvol orqali belgilaymiz. 

9.3.1 - tasdiq. Agar (9.3.16) qator yaqinlashsa, u holda 

lim P(n) = lim Q(n) = + 00 
n-+oo ' n-+oo 

(9.3.21) 

tenglik bajariladi. 
Isbot. Ravshanki, P(n) va Q(n) kattaliklar ta'rifiga ko'ra, (9.3.16) 

qatorning n - namerli qismiy yig'indisi 

n 

L ak = P(n) - Q(n) (9.3.22) 
k=d 

ga teng ba'lib, hadlarni absolyut qiymatlaridan hasil ba'lgan qa
taming n - qismiy yig'indisi esa 

n 

L lakl = P(n) + Q(n) (9.3.23) 
k=l 
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ga teng. 
Endi qayd etamizki, (9.3.16) qatorning biror S soniga yaqin

lashishi 
n 

lim ~ ak = S 
n-too L....J 

k=l 

(9.3.24) 

tenglik bajarilishini anglatsa, ko'rsatilgan qatorning shartli yaqin
lashishi esa, qatorning absolyut yaqinlashmas ekanini, ya'ni 

(9.3.25) 

munosabat bajarilishini anglatadi. 
Agar (9.3.24) va (9.3.25) tengliklarni (9.3.22) va (9.3.23) teng

liklar bilan taqqoslasak, 

lim [P(n) - Q(n)] 
n-too 

S, lim [P(n) + Q(n)] 
n-too 

+00 

tengliklarga ega bo'lamiz. 
Ravshanki, bu munosabatlardan talab qilingan (9.3.21) tenglik 

kelib chiqadi. 

• 
Endi, (9.3.21) munosabatlarga asoslanib, yuqorida qayd etilgan 

Riman teoremasini isbotl~h qiyin emas. 

9.3.4 - teOl'em.a (B. Riman). Agar (9.3.16) qatar shartli 
yaqinlashsa, istalgan haqiqiy A sani uchun bu qatar hadlari a 'mini 
shunday almashtirish mumkinki. natijada hosil bo'lgan (9.3.15) qa
tor yaqinlashuvchi bo"lib, uning yig'indisi A ga teng bo"ladi. 

Isbot. Faraz qilaylik, (9.3.16) qator shartli yaqinlashsin. U hol
da, qator yaqinlashishining zaruriylik shartiga ko'ra, bu qatorning 
musbat hadlari ham, manfiy hadlari ham nolga intiladi. Shuning 
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uchun qatorning lllusbat hadlarini kalllayuvchi tartibda joylashtiri
shimiz mumkin. Bunda hosil bo'lgan ketma-ketlikni {pd orqali bel
gilaymiz. Xuclcli shunga o"xshash. manfiy hadlar absolyut qiymat
larini kamayuvchi tartibclajoylashtirib, hosil bo"lgan ketma-ketlikni 
{qk} orqali belgila~'llliz. 

9.3.1- tascliq va 9.3.3 - teorelllaning natijasiclan quyidagi muno
sahatlar kelib chiqacli: 

+00. (9.3.26) 

Encli A. ixtiyoriy berilgan haqiqiy son bo"lsin. (9.3.16) qator hacl
larini o"rnini quyiclagi ravishda almashtiramiz. 

1) Dastlab musbat hadlarni shunclay qo"shib boramizki. toki 
ularning yig"indisi S (n 1) = PI + P2 + ... + Pill berilgan A. dan oshsin. 
Bunga erishishimiz bilan. hosil bO'lgan yig'indidan ql, q2, ... , qml son
larni shnnday ayirib boramizki. toki 

S(nl + md = 111 + P2 + ... + Pill - ql - q2 - ... - qml (8.3.25) 

kattalik .4. clan kichik bo'lsin. :\1adollliki (9.3.26) shart bajarilar 
ekan, bu har ikki qadamni ham amalga oshirish mumkin. 

2) Ikkinchi qadamda yana Pill +1 + Pill +2 + ... + Pn 2 musbat had
larni shunday qo'shib boralllizki. toki ularning ulllumiy yig'indisi 

+ Pnl +1 + P"l +2 + ... + Pn2 

yana A dan oshib ketsin. So"ngra. hosil bo"lgan yig"indidan 

sonlarni shunday ayirib boramizki, toki 
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qiymat A dan kichik bo'lsin. 

k) Bujarayonni davom ettirib, k-qadamda hosil qilingan S(nk-l + 
mk-I) yig'indiga musbat hadlarni shunday qo'shib boramizki, to
ki umumiy yig'indi S(nk + mk-d berilgan A sondan oshib ketsin, 
so'ngra, manfiy hadlarni shunday qo'shib (ya'ni q) larni ayirib) bo
ramizki, toki umumiy yig'indi S (nk + mk) o'sha A sondan kichik 
bo'lsin. 

Albatta, bu jarayon hech qachon tugamaydi. Chunki har bir 
qadamda biz hech bo'lmasa bitt a musbat va bitt a manfiy hadni 
qo'shib borayapmiz va bunday hadlarning soni, yuqorida ko'rsatgani
mizdek, cheksiz ko'pdir. Bu jarayon natijasida biz (9.3.16) qator 
hadlarining o'rni almashtirilgan yangi qatorga ega bo'lamiz. 

Mana shu yangi qatorning S (n) qismiy yig'indilari berilgan A 
soniga yaqinlashishini ko'rsatamiz. Ravshanki, hadlar o'rnini al
mashtirishjarayoniga asosan, k- qadamdan so'ng qismiy yig'indilar 
A + Pmk sonidan oshib ketmaydi va, xuddi shu kabi, A - qmk dan 
kichik ham bo'lmaydi. Bundan chiqdi, n ~ nk + mk bO'lganda 
quyidagi 

(9.3.27) 

qo'shaloq tengsizlik bajariladi. 
Shartga ko'ra (9.3.16) qator shartli yaqinlashgani sababli, bu 

qator hadlari nolga yaqinlashadi. Demak, (9.3.27) dan 

lim S(n) = A 
n-too 

munosa.bat kelib chiqadi, ya'ni hadlarining o'rni almashtirilgan qa
tor avvaldan berilgan A soniga yaqinlashar ekan. 

• 
Eslatma. Xuddi yuqoridagi usul bilan shartli yaqinlashuvchi 

qatorni +00 yo -00 ga intiladigan, yoki bo'lmasa umuman limit
ga ega bo'lmaydigan qilib hadlarini o'rnini o'zgartirish mumkinligi 
ko'rsatiladi. 
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§ 9.4. Ikki karrali qatorlar 

Haqiqiy sonlarning {ank} ko'rinishdagi ikki karrali ketma-ketligi
ni qaraymiz, bu yerda n va k indekslar barcha natural qiymatlarni 
qabul qiladi. Ushbu 

00 

(9.4.1) 

formal yig'indini yozib, uni ikki karrali qatar deb ataymiz. 
Oddiy sonli qatorlardan farqli ravishda ikki karrali qator yig'indisi 

turli usullarda aniqlanishi mumkin. Matematik tahlilning tadbiqlari
cia (9.4.1) ikki karrali qatorni takroriy qator deb qarash, ya'ni qator 
yig'indisi sifatida 

(9.4.2) 

sonni olish ayniqsa ko'p uchraydi. 
Bunday aniqlashda yig'indi olish tartibi muhim ahamiyatga ega, 

chunki boshqa tartibda olingan 

(9.4.3) 

yig'indi s sonidan farq qilishi, yoki umuman mavjud bo'lmasligi 
mumkin. 

9.4.1 - misol. Qator hadlari ank = (6nk - 62n,k) ko'rinishda 
aniqlangan bo'lsin, bunda 6n k orqali Kroneker del'ta-simvoli deb 
ataluvchi quyidagi kattalik belgilangan: 

6n k = {
1, 

0, 

agar n = k 

agar n i- k 

U holda istalgan n nomer uchun 

00 

~ (6nk - 62n,k) 
k=l 

bo'lsa, 

bo'lsa. 

o (9.4.4) 
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tenglik bajariladi, chunki (9.4.4) cheksiz yig'indida faqat ikki had 
noldan farqli bo'lib, bulardan biri (k = n bo'lgan holda) 1 ga teng 
bo'lsa, ikkinchisi esa (k = 2n bo'lgan hold a) -1 ga teng. Demak, 
(9.4.2) qator yaqinlashadi va s = 0 bo'ladi. 

Ammo istalgan toq k nomer uchun 

00 00 

n=l n=l 

tenglik bajariladi, ya'ni bu yig'indi k ---t 00 da nolga intilmaydi va 
shu sababli (9.4.3) qator uzoqlashadi. 

Shuni aytish kerakki, agar (9.4.1) qatorning barcha hadlari mus
bat bo'lsa, (9.4.2) va (9.4.3) yig'indilar ustma-ust tushadi. 

9.4.1 - teorema. Ikki karrali (9.4-1) qatorning barcha had
lari manfiy bo'lmasin, ya'ni ank 2 0 bo'lsin. U holda, agar (9.4.2) 
takroriy qator yaqinlashsa, (9.4.3) takroriy qator ham yaqinlashadi 
va 

00 00 00 00 

LL ank (9.4.5) 
n=lk=l k=l n=l 

tenglik bajariladi. 
Isbot. Teorema shartiga ko'ra, istalgan n 2 1 uchun 

(9.4.6) 

ko'rinishdagi qatorlar va, bundan tashqari, 

00 

s = L bn (9.4.7) 
n=l 

qator yaqinlashadi. 
Shundan foydalangan hold a biz istalgan k 2 1 uchun 

(9.4.8) 
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ko'rinishdagi qatorlarning va quyidagi 

00 

L Ck = s* 
k=l 

qatorning yaqinlashishini ko'rsatib, 

s* s 

tenglikni isbotlashimiz kerak. 

IX Bob 

(9.4.9) 

(9.4.10) 

A vval shuni qayd etamizki, qatorning hadlari manfiy bo'lmagani 
sababli, (9.4.6) tenglikdan istalgan N uchun 

(9.4.11) 

tengsizlik kelib chiqadi. 
Bundan, xususan, 

tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlik va (9.4.7) qatorning yaqinlashishi
ga ko'ra esa, istalgan k ~ 1 uchun (9.4.8) qatorning yaqinlashishi 
kelib chiqadi. 

Ikki takroriy yig'indilardan biri chekli bo'lgan holda, 9.1.2 - tas
diqqa ko'ra, yig'indi tartibini o'zgartirish mumkin. Bundan chiqdi. 
(9.4.11) tengsizlikka asosan, 

s 
k=l k=l n=l n=lk=l n=l 

munosabatga ega bo'lamiz. 
Ravshanki, qator hadlari manfiy bo'lmagani uchun, N o'sganda 

chap tomondagi yig'indining monoton o'sishi kelib chiqadi. Shunday 
ekan, (9.4.9) qator (demak, (9.4.3) takroriy qator ham) yaqinlashadi 
va 

s* < ·s 
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tengsizlik bajariladi. 
Endi yuqoridagi mulohazalarni (9.4.3) qatorga qo'llasak, teskari 

tengsizlikni, ya'ni 
s < s* 

munosabatni olamiz. Demak, talab qilingan (9.4.1O) tenglik bajari
lar ekan. 

• 
Agar berilgan qator hadlarining ishorasi o'zgaruvchi bo'lsa, yuqori

da qayd etilganidek, (9.4.5) tenglik, umuman aytganda., bajarilmay
di. Ammo qator absolyut yaqinlashsa, navbatdagi teorema qayd 
etilgan tenglikning o'rinli bo'lishini ko'rsatadi. 

9.4.2 - teorema. Agar quyidagi 

00 00 

LL lajkl (9.4.12) 
k=lJ=l 

takroriy qator yaqinlashsa, u holda har ikkala (9.4.2) va (9.4.3) 
takroriy qatorlar ham yaqinlashadi va ularning yig'indilari 0 'zam 

teng bo'ladi. 
Isbot. Quyidagi 

Pnk = max{ank, O}, qnk max{ -ank, O} 

belgilashlarni kiri tamiz. 
Ravshanki, bunda 

(9.4.13) 

tengsizliklar va 

ank = Pnk - qnk, Pnk + qnk 

tengliklar bajariladi. 
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Shartga ko'ra 

(9.4.14) 

qator absolyut yaqinlashadi. Bundan chiqdi, 9.1.2 - tasdiqqa asosan, 

00 00 

tenglik o'rinli, chunki (9.4.13) tengsizlikdan o'ng tomondagi qator
larning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Demak, 

00 00 00 00 00 00 

(9.4.15) 
k=1J=1 k=1J=1 

Boshqa tomondan, 9.4.1 - teoremaga asosan, (9.4.12) qatorning 
yaqinlashishidan quyidagi 

00 00 

takroriy qatorning ham yaqinlashishi kelib chiqadi. Demak, yuqorida
gi mulohazalarni takrorlasak, 

00 00 00 00 00 00 

(9.4.16) 
J=1 k=1 J=1k=1 

tenglikka ega bo'lamiz. 
Endi 9.4.1 - teoremani qo'llasak, (9.4.16) va (9.4.15) tengliklar

ning o'ng tomonidagi qatorlarning o'zaro tengligini olamiz. Shun
day ekan, qayd etilgan tengliklarning chap tomonlari ham o'zaro 
tengdir. 

• 
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Natija. Ikki karrali {ank} ketma-ketlik indekslari n > k > 1 
tengsizlikni qanoatlantirganda aniqlangan bo'lsin. Agar 

00 n 

qator yaqinlashsa, u holda chap va 0 'ng tomonlari yaqinlashuvchi 
qatorlardan iborat bo'lgan quyidagi 

00 n 00 00 

tenglik bajariladi. 
Bu tasdiqni isbotlash uchun k > n bo'lganda ikki karrali ketma

ketlik hadlarini ank = 0 deb aniqlab, (9.4.5) tenglikni qo'llash yetar
Ii. 

Eslatma. Agar qator absolyut yaqinlashmasa, xatto (9.4.5) teng
likning har ikkala tomonida yaqinlashuvchi qatorlar tursa ham, bu 
tenglikning bajarilishini kafolatlab bo'lmaydi. 

9.4.2 - misol. Hadlari ank = 8nk - 8(n+l), k ko'rinishda aniqlan
gan ikki karrali ketma-ketlikni qaraymiz. Aniqroq tassovur qilish 
maqsadida bu ketma-ketlik qiymatlarini quyidagi 

-1 0 
1 -1 o .. . 
o 

o ... ) 

1 ~.~ ::: 

cheksiz matritsa ko'rinishida yozib olamiz. 
Bu matritsa bosh diagonalida joylashgan barcha elementlar 1 

ga teng bo'lib, undan yuqoridagi diagonalda joylashgan barcha ele
mentlar -1 ga teng. O'z-o'zidan ko'rinib turibdiki, bunda har bir 
satr elementlari yig'indisi ham, ikkinchi ustundan boshlab, har bir 
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ustun elementlari yig'indisi ham nolga teng. Birinchi ustun element
lari yig'indisiga kelsak. ra\'shanki, u 1 ga teng. Shunday qilib, qara
layotgan holda 

cx:' 00 00 00 

LL ank = 0, LL (Jnk = 1. 
n=lk=l k=ln=l 

ya'ni hal' ikki takroriy qator yaqinlashsada. ularning yig'indisi o'zaro 
teng bO'llllas ekan. 

§ 9.5*. Uzoqlashuvchi qatorlarni jamlash 

1. Biror ma'noda yig'indini mos qo'yish mumkin bO'lgan qa
torlar to'plamini kengaytirish maqsadida bir qator matematiklar 
tomonidan sonli qator yig'indisi tushunchasi umumlashtirib boril
gani yuqoricla qayd etilgan edi. Ayniqsa ko'p uchraycligan UlllUlll
lashtirishlarni E. Chezaro va N. Abel nomlari bilan bog'lashacli. 

Quyidagi 

00 

1-1+1-1+ ... (9.5.1) 

sonli qatorni qaraylik. 
U ning qismiy yig'inclilari ketma-ketligi 

1. 0, 1. 0 ... '. 

ko'rinishga ega bo'lib. ravshankL u uzoqlashacli. E. Chezaro bu qis
miy yig'inclilarning o'rta arifmetiklarini. ya'ni 

an = (9.5.2) 
n 

ketma-ketlikni qarashni taklif qildi. Ravshanki. 



§ 9.5*. Uzoqlashuvchi qatorlarni jamlash 507 

bu yerda On sonlar' n nomerning toq yoki juftligiga qarab, yo nol va 
yo 1/2 ga teng. Shu sababli 

Demak, 

1 
2 

1 
lim an = -, 

n-too 2 

ya'ni (9.5.1) qator qismiy yig'indilarining o'rta arifmetiklari 1/2 
soniga yaqinlashar ekan. 

Endi ixtiyoriy sonli qatorni qaraylik: 

(9.5.3) 

Odatdagidek Sn simvoli orqali uning qismiy yig'indilarini belgi
laymiz: 

n 

(9.5.4) 

Ta'rif. Agar 

ketma-ketlik uchun 
lim an = S 

n-too 

tenglik bajarilsa, (9.5.3) qator S soniga o'rta arifmetik jamlanadi 
deyishadi. 

Bu limit (9.5.3) qatorning Chezaro ma'nosidagi umumlashgan 
yig'indisi deb ataladi va 

00 

(C, 1) L ak S 
k=l 

ko'rinishda belgilanadi. 
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Yuqorida biz qator yig'indisini qismiy yig'indilarning limiti sifati
da aniqlagan edik. Albatta, o'z-o'zidan savol tug'iladiki, hozir aniqlan
gan umumlashgan yig'indi tushunchasi yuqorida kiritilgan qat or 
yig'indisi tushunchasi bilan qanday bog'langan? Boshqacha aytgan
da, agar qator oddiy ma'noda yaqinlashsa, u Chezaro ma'nosida 
jamlanuvchi bo'ladimi, va, agar javob ijobiy bo'lsa, Chezaro ma'nosi
dagi yig'indi oddiy ma'nodagi yig'indi bilan ustma-ust tushadimi? 
Navbatdagi tasdiq qo'yilgan savollarga ijobiy javob beradi, ya'ni bu 
tasdiq har bir yaqinlashuvchi qat or Chezaro ma'nosida yig'indiga 
ega bo'lib, bu yig'indi qatorning oddiy yig'indisi bilan ustma-ust 
tushishini ko'rsatadi. 

9.5.1 - teorema (E. Chezaro). Yaqinlashuvchi qatar qismiy 
yig'indilarining 0 'rta arifmetiklari qator yig'indisiga yaqinlashadi. 

Isbot. Berilgan qator qismiy yig'indilarini 5n va bu yig'indilar 
limitini 5 orqali belgilaymiz. 

Ravshanki, 
1 n - I: 5 = 5. 
n 

k=l 

Shunday ekan, ixtiyoriy N nomerni tayinlab, (9.5.2) o'rta arif
metiklar va qator yig'indisi ayirmalari uchun n ~ N bo'lganda 
quyidagi 

munosabatga ega bo'lamiz. 
Shartga ko'ra {5n - 5} ketma-ketlik cheksiz kichik va shu sababli 

u chegaralangan, ya'ni 

15n -51 ::; M, n=1,2,3, ... 

Bundan tashqari, istalgan E > 0 uchun n ~ N = N(E) bo'lganda 

15n - 51 < E, n = N, N + 1, N + 2, ... 
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tengsizlik bajariladi. Demak, 

MN n-N MN 
--+E-- < --+E. 

n n n 

Bundan chiqdi, 

va c > 0 ning ixtiyoriyligidan yuqori limitning nol ekani kelib chiqa
di. Shunday qilib, {an - S} ketma-ketlikning limiti mavjud va u nol
ga teng ekan. Bu esa, o'z navbatida, o'rta arifmetiklarning S soniga 
yaqinlashishini anglatadi. 

• 
Eslatma. Isbotlangan teorema o'rta arifmetiklar usulining mun

tazamligi haqidagi teorema deb ataladi. Ravshanki, teskari tasdiq 
o'rinli emas, chunki Chezaro usuli bilan jamlanadigan uzoqlashuvchi 
qatorlar mavjud. Misol tariqasida (9.5.1) qatorni olish mumkin. 

2. Qatorlarni umumlashgan jamlashning N. Abel nomi bilan 
bog'liq bo'lgan yana bir usuli o'rganilayotgan qator hadlariga qo'
shimcha x parametr kiritib, hosil bo'lgan funksiyaning x -+ 1 - 0 
dagi limitini hisoblashdan iboratdir. 

Yana (9.5.1) qatorni qaraylik. Agar qator n-hadini x n - 1 ga ko'
paytirsak, hosil bo'lgan quyidagi 

S(x) = 1-x+X2 -x3 + ... (9.5.5) 

qator 0 < x < 1 intervaldan olingan ixtiyoriy x uchun yaqinlashadi 
va 

tenglik bajariladi. 

1 
S(x) = -

l+x 
(9.5.6) 

(9.5.5) ning o'ng tomondagi qator x = 1 da (9.5.1) qator bilan 
ustma-ust tushgani sababli, (9.5.5) yig'indining :1: -+ 1 - 0 dagi 
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limitini hisoblashga harakat qilib ko'rish tabiiydir. Agar bu limit 
mavjud bo'lsa, uni (9.5.1) qatorning umumlashgan yig'indisi deb 
atash mumkin. Bunda, (9.5.6) ni e'tiborga olsak, 

lim S(x) = lim _1_ 
x~1-0 x~1-0 1 + x 

1 

2 

tenglikka kelamiz. ya'ni (9.5.1) qatorning bunday aniqlangan umum
lashgan yig'indisi bu qatorning Chezaro ma'nosidagi yig'indisi bilan 
ustma-ust tushar ekan. 

Endi yana umumiy ko'rinishdagi (9.5.3) sonli qatorni qaraylik. 
Ta'rif. Agar 0 < x < 1 intervaldan olingan ixtiyoriy haqiqiy .r 

uchun 
oc 

L akxk- 1 (9.5.7) 
k=l 

qator yaqinlashsa va 

oc 

lim L x~1-0 
ak xk- 1 S (9.5.8) 

k=l 

tenglik bajarilsa, (9.5.S) qator Abelusuli bilan S soniga jamlanadi 
deyiladi. 

Bunda S soni (9.5.3) qatorning Abel ma'nosidagi yig'indisi deb 
ataladi va quyidagicha belgilanadi 

S. (9.5.9) 

(9 .. 5.7) qatorning yig'indisi (9.5.3) qa.torning Abel o'rtachasi deyi
ladi. 

Navbatdagi teorema Abel usulining muntazamligini ko'rsatadi. 
9.5.2 - teorema (N. Abel). Agar (9.5.S) qator yaqinlashib, uning 

yig'indisi S ga teng bo'lsa, u holda bu qator Abel usuli bilan jam
lanuvchi bo'lib, uning Abel ma'nosidagi yig'indisi ham S ga teng 
bo'ladi. 
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Isbot. 1) Avval (9.5.7) qatorning 0 < x < 1 intervaldan olingan 
ixtiyoriy x uchun yaqinlashishiga ishonch hosil qilamiz. Haqiqatan, 
(9.5.3) qator yaqinlashgani uchun {an} ketma-ketlik cheksiz kichikdir 
va demak, u chegaralangan, ya'ni 

Bundan (9.5.7) qator hadlari uchun quyidagi 

bahoni olamiz. Demak, 9.1.3 - teoremaga ko'ra, (9.5.7) qator yaqin
lashadi. 

2) Ushbu 

00 

S(x) = L akxk- 1, 0 < x < 1, 
k=1 

(9.5.10) 

belgilashni kiritaylik. Agar (9.5.3) qatorning qismiy yig'indilari Sn 
bo'lsa, 
an = Sn - Sn-l tenglik o'rinli (bunda biz So = 0 deb oldik). Shu 
sababli 

00 00 

S(x) L 
anxn- 1 

L xn- 1 (Sn - Sn-d 
n=1 n=1 

00 00 00 00 

L n-1s x n L n-1s X n-l = L 
n-1s X n - L xnsn . 

n=1 n=1 n=1 n=1 

Demak, 
00 

S(x) = (l-x)L xn- 1s n . (9.5.11) 
n=1 

Shunday ekan, navbatdagi 

00 

(1- x) L xn
-

1 1, 0 < x < 1, 
n=1 
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tenglikdan foydalanib, (9.5.11) dan 

00 

S(x)-S = (l-x)L xn-l(Sn-S) (9.5.12) 
n=l 

m unosabatni olamiz. 
Shartga ko'ra {Sn -S} ketma-ketlik cheksiz kichikdir va demak, 

u chegaralangan, ya 'ni 

ISn - SI ~ M, n = 1,2,3, ... 

Bundan tashqari, istalgan E > 0 uchun shunday N nomer topiladiki, 
n 2: N = N(E) bo'lganda 

ISn - SI <~, n 2: N, 

tengsizlik bajariladi. 
Natijada, agar (9.5.12) ni e'tiborga olsak, 

N 00 

IS(x)-SI ~ (I-x) L xn-1ISn-SI + (I-x) L xn-1ISn-SI < 
n=l 

N 00 

< M(I-x)L xn- 1 + ~(I-X) L 
n=l n=N+l 

tengsizlikka kelamiz. 
Endi 6 = 6(E) > 0 sonni 

E 
MN(E)·6 < "2 

shartdan aniqlaymiz. 
U holda 0 < 1 - x < 6 bo'lganda 

n=N+l 

E 
xn- 1 ~ MN(I-x) + "2 

IS(x) - SI < E, 1 - 6 < x < 1, 

tengsizlik bajariladi. 
Bundan, o'z navbatida, (9.5.8) tenglik, ya'ni (9.5.6) qatorning 

Abel usuli bilan S soniga yaqinlashishi kelib chiqadi. 
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• 
1 - eslatma. Yuqorida biz (9.5.10) qatorda yig'indi indeksini 

1 birlikka surib, (9.5.11) tenglikni oldik. Mana shu almashtirishga 
A bel almashtirishi deyiladi. 

2 - eslatma. 9.5.2 - teoremaga teskari tasdiqning o'rinli emasli
gini (9.5.1) qator misolida ko'rishimiz mumkin. Ya'ni Abel usuli 
bilan jamlanadigan uzoqlashuvchi qatorlar mavjud ekan. 

Trigonometrik yig'indilar bilan bog'liq bo'lgan yana bir misolni 
qaraymiz. 

9.5.1 - misol. Ushbu 
00 

1 
2 + L 

k=l 

cos kcp (9.5.13) 

qatorning har bir 'P E R uchun uzoqlashishi bevosita (9.1.16) for
muladan kelib chiqadi. Haqiqatan, bu formulaga ko'ra, n butun 
bo'lganda qismiy yig'indilar cp "=/:- 2mf lar uchun limitga ega emas. 
Agar cp = 2mf bo'lsa, (9.5.13) qatorning har bir hadi 1 ga teng 
bo'lib, yana, natijada, bu qat or uzoqlashadi. 

Endi, agar (9.1.15) formuladan foydalansak, S (x) Abel o'rtachala
rining cp "=/:- 21m bo'lganda quyidagi 

S(x) = 1 - x
2 

1 - 2x coscp + x 2 

ko'rinishga ega ekanini ko'ramiz. Demak, 

lim S(x) = 0, 
x-+l-0 

ya'ni qator Abel usuli bilan jamlan1.lvchi bo'lib, uning Abel ma'nosi
dagi yig'indisi nolga teng ekan. 

Navbatdagi misol Chezaro ma'nosida jamlanmaydigan, lekin, 
shu bilan bir qatorda, Abel1.ls1.lli bilan jamlanuvchi qatorlar mavjud
ligini ko'rsatadi. 
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9.5.2 - misol. Ushbu 

1-2+3-4+5-6+ ... (9.5.14) 

qator Chezaro usuli bilan jamlanmaydi. Haqiqatan, {Sn} qismiy 
yig'indilar ketma-ketligi, ravshanki, quyidagi 

1, -1, 2, -2, 3, -3, ... 

ko'rinishga ega, shu sababli {an} o'rta arifmetiklar ketma-ketligi 

2 3 
1, 0, 3' 0, 5' 0, ... , 

n+l 
--,0, ... 

2n 

dan iborat, ya'ni 

2n ' 
an = {
~ 

o 

agar n toq bo'lsa, 

agar n juft bo'lsa. 

Ravshanki, an ketma-ketlik ikki 0 va 1/2 limit nuqtalariga ega 
va shu sababli u uzoqlashadi. Demak, (9.5.13) qator Chezaro usuli 
bilan jamlanmas ekan. 

Endi bu qatorning Abel usuli bilan jamlanuvchi bo'lib, uning 
Abel rna 'nosidagi yig'indisi 1/4 ekanini ko'rsatamiz. Buning uchun 
o < x < 1 intervaldagi barcha x larda o'rinli bo'lgan 

1 1 2 3 4 5 -- = - x + x - x + x - x + ... , 
l+x 

tenglikdan foydalanamiz. Biz 10.9 - § da bu tenglikni hadma-had 
differensiallash mum kinligini, y a 'ni 

1 234 
(1+x)2 = -1+2x-3x +4x -5x + ... , 

tenglikning bajarilishini ko'rsatamiz. Bu tenglikdan (9.5.13) qatorga 
mos keluvchi Abel o'rtachalarining 

S(x) = 1-2x+3x2 -4x3 +5x4
- ... 

1 
(9.5.15) 

(1+x)2 
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ko'rinishga ega ekani kelib chiqadi. 
Demak. 

lim S(x) 
x-+l-O 

1 
-
4 

3. Albatta, Chezaro va Abel usullari o'zaro qanday munosabat
da, degan tabiiy savol tug'iladi. Bu savolga javob shundan iborat
ki, Chezaro usuli bilan biror S soniga jamlanuvchi har bir sonli 
qator Abel usuli bo'yicha ham aynan o'sha S soniga jamlanadi. 
Haqiqatan, (9.5.11) tenglik o'ng tomonidagi qatorga Abel almshtirishi
ni qo'llasak, 

00 

S(x) - S (1 - x)2 I: nxn- 1 (an - S) (9.5.16) 
n=l 

tenglikni olamiz. 
Bunda biz (9.5.15) tenglikda x ni -x almashtirish bilan hosil 

bO'ladigan quyidagi 

00 

(l-x)2I: nxn
- 1 = 1 (9.5.17) 

n=l 

ayniyatdan foydalandik ((9 .. 5.12) tenglik isboti bilan solishtiring). 
Endi talab qilinayotgan tasdiq isboti xuddi 9.5.2 - teorema is

boti singari olib boriladi ((9.5.12) tenglikdan keyingi mulohazalarga 
qarang). 

Isbotlangan tasdiq matematik adabiyotlarda Abel usuli Chezaro 
usulidan kuchliroqligi haqidagi teorema deb ataladi. 

4. Chezaro, qismiy yig'indilarning o'rta arifmetiklaridan tashqari, 
ulardan yana o'rta arifmetik olish natijasida hosil bo'lgan qismiy 
yig'indilarni ham o'rgandi. Chunonchi, agar 

a(2) = al + a2 + a3 + ... + an 
n n 

belgilash kiritsak, quyidagi 

lim a(2) S 
n-+oo n 
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tenglik bajarilganda (9.5.3) qator S soniga 2-tartibli Chezaro o'rta 
arifmetiklarida jamlanadi deyiladi. 

Bu limit (9.5.3) qatorning umumlashgan 2-tartibli Chezaro yig'in
disi deb ataladi va 

00 

ko'rinishda belgilanadi. 
Chezaroning ixtiyoriy natural m-tartibli o'rtachalari m - 1- tar

tibli o'rtachalarning o'rta arifmetigi sifatida induksiya orqali aniqlana
di, chunonchi, 

(m-1) + (m-1) + (m-1) + + (m-1) 
a(m) = 0'1 0'2 0'3 '" an 

n n 

Bu o'rtachalar limiti 

00 

(e,m) I: ak lim a(m) 
n-+oo n 

k=l 

ko'rinishda belgilanadi. 
Xuddi yuqoridagi singari, agar m > 1 bo'lsa, Chezaroning m

tartibli usuli Chezaroning l-tartibli usulidan kuchliligi va Abel usuli
ning ixtiyoriy m-tartibli Chezaro usulidan kuchliligi isbotlanadi. 

Shunga qaramasdan, hisoblash nuqtai nazaridan Chezaro usuli 
Abel usulidan ustunroq hisoblanadi, chunki Chezaro o'rtachalarini 
hisoblash uchun chekli sondagi arifmetik amallar bajarish talab qili
nadi. Bu esa sonli qator ko'rinishda tasvirlangan turli kattaliklarni 
kompyuter yordamida hisoblashda nihoyatda muhimdir. 

§ 9.6. Cheksiz ko'paytmalar 

1. Agar {cd biror sonli ketma-ketlik bo'lsa, quyidagi ko'rinish
dagi 

C1 • C2 . C3 ..... Cn .... 
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formal ifodaga cheksiz ko'paytma deyiladi. Ketma-ketlikning Ck ele
mentlari cheksiz ko'paytmaning hacllari deb ataladi. Cheksiz ko'payt
mani belgilash uchun quyidagi simvolik yozuvdan ham foydalanila
di: 

00 

IT q. (9.6.1) 
k=l 

Xuddi sonli qatorlar holidek, (9.6.1) cheksiz ko'paytmani o'rganish 
maqsadida uning dastlabki n ta hadi ko'paytmasini kiritib, bu ko'payt
ma n cheksiz oshgan sari qanday o'zgarishini kuzatamiz. 

Ta'rif. (9.6.1) cheksiz ko'paytmaning dastlabki n ta hadining 
ko 'paytmasini, ya 'ni 

n 

Pn = IT Ck = Cl' C2 ..... Cn-l . Cn 

k=l 

(9.6.2) 

ifodani cheksiz ko 'paytmaning n- qismiy ko 'paytmasi deymiz. 
9.6.1 - misol. Ixtiyoriy tayinlangan haqiqiy x uchun quyidagi 

cheksiz ko'paytmani qaraymiz: 

00 

IT x x x x 
cos 2k = cos 2' . cos 4' . cos "8'" 

k=l 

Agar x#-O bo'lsa, n-qismiy ko'paytma 

n 

IT x x x X 
Pn (x) = cos 2k = cos 2' . cos 4' ..... cos 2n 

k=l 

oson hisoblanib, uning quyidagi 

1 . 
-smx 
2n 

(9.6.3) 

(9.6.4) 

(9.6.5) 

tenglikni qanoatlantirishini ko'rsatamiz. 
x 

Dastavval, n = 1 da P l (x) = cos 2' bo'lgani sababli, (9.6.5) 

tenglik 
x . x 

cos - sm-
2 2 

1 . 
2'smx 
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ko'rinishga kelishini qayd etamiz. Demak, bu holda (9.6.5) shubha
siz o'rinli ekan. 

Endi matematik induksiya usulidan foydalanamiz. Qismiy ko'payt
rna ta'rifiga ko'ra, 

Bundan chiqdi, 

x x . x 1 x 
PnH (x) sin 2nH = Pn(x) cos 2nH sm 2nH = 2Pn(x) sin 2n ' 

Agar (9.6.5) tenglikni biror n uchun o'rinli desak, 

. xlI. 1. 
PnH (x) sm 2n+1 = 2 2n sm x = 2n+1 sm x 

munosabatga ega bo'lamiz. Demak, (9.6.5) tenglik barcha natural 
n lar uchun bajarilar ekan. 

Isbot qilingan (9.6.5) tenglikdan x f. 0 lar uchun 

(9.6.6) 

munosabat kelib chiqadi. 
Agar n -+ 00 bo'lsa, birinchi ajoyib limitga ko'ra, kvadrat qavs

dagi ifoda 1 ga intiladi. Demak, 

lim Pn(x) 
n-too 

sm x 

x 

Bordiyu x = 0 bo'lsa, istalgan n nomer uchun, ravshanki, Pn = 1 
bo'ladi. Shunday ekan, ixtiyoriy x E R uchun {Pn } qismiy ko'payt
malar ketma-ketligi yaqinlashuvchi bo'lib, uning limiti 

{

smx 
P(x) = x' 

1, 

ga teng bo'ladi. 

agar x f. 0 bo'lsa, 

agar x = 0 bo'lsa, 
(9.6.7) 
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2. Bir qarashda aynan shu (9.6.7) funksiyani qaralayotgan chek
SIZ kO'paytmaning qiymati deb qarash to'g'ri bO'lar ecli. Ammo 
matematik adabiyotlarda sal boshqacha ta'rif qabul qilingan. 

Bosil bO'lgan \'aziyatga oyclinlik kiritish maqsadida quyidagi
ni qaycl qilamiz. Agar cheksiz ko'paytmanillg lwch bo'lmasa bit
ta cp hadi nolga teng bo·lsa. boshqa CJ... k i- p. hadlarning qan
clay bo'lishdan qat'iy nazar. shu p nomerdan boshlab barcha qismiy 
kO'paytmalar nolga teng bo'lacli. Shuning uchun. cheksiz kO'paytma
lar nazariyasicla kO'paytmaning barcha hacUari noldan farqli deb 
hisoblanadi. Bundan tashqari. qismiy kO'paytmalarning lillliti ham 
noldan farqli bo'lsin. deb talab qilinadi. 

Shunday qilib. yaqinlashuYChi cheksiz kO'paytlllaning quyidagi 
ta'rifiga kelallliz. 

Ta'rif. Agar (9.6.1) cheksiz kO'paytmanmg (9.6.2) qismiy ko'
paytmalari ketma-ketligi n 0 l dan far q l i chekli limit
ga ega bo'lsa. 1l holda (9.6.1) cheksiz kO'paytmani yaqinlashuvchi 
deymiz. 

Yaqinlash1LVchi cheksiz ko 'paymaning qiymati deb 1lning qisrniy 
ko 'paytmalari ketma-ketligining limitiga aytamiz: 

P = lim Pil • 
n-too 

(9.6.8) 

Odatda 
00 

P (9.6.9) 

deb yozishadi. 

Endi yuqorida ko'rilgan misol bO'yicha shuni qayd qilamizki. 
keltirilgan ta'rif bO'yicha (9.6.3) cheksiz ko·paytma. uning (9.6.4) 
qismiy ko'paytmalarining limiti istalgan haqiqiy .1' sonlar uchun 
ma\'jud bO'lishiga qaramasdan .. 1' i- rmr bO'lganda yaqinlashuvchi 
bo·ladi. bu yerda m noldan farqli butun sondir. 

Ba ·zan. qismiy kO'paytmalar limiti nolga teng bo·lganda. cheksiz 
ko'paytma nolga 1lzoqlashadi deyiladi. 
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Shunday qilib, 

00 

II cos ;k 
k=l 

{

smx 
--, agar x 1= 0 bo'lsa, - x 

1, agar x = 0 bo'lsa, 
(9.6.10) 

bundan tashqari, agar x = m1l", m = ±1, ±2, ... bo'lsa, (9.6.10) teng
lik o'rinli bo'lib qolsada, cheksiz ko'paytma nolga uzoqlashadi. 

3. Bevosita yuqoridagi ta'rifdan yaqinlashuvchi cheksiz ko'payt
maning hadlari birga yaqinlashishi kelib chi qadi. 

9.6.1 - tasdiq. Cheksiz ko'paytma hadlarining birga intilishi bu 
ko 'paytma yaqinlashishining zaruriy shartidir. 

Haqiqatan, agar (9.6.2) tenglik bilan aniqlangan Pn qismiy ko'payt
malar P 1= 0 songa yaqinlashsa, talab qilingan natijani olamiz: 

Pn P 
Cn = -- -t - = 1, n -t 00. 

Pn - 1 P 

1 - natija. Agar (9.6.1) cheksiz ko'paytma yaqinlashsa, quyidagi 
tenglik 0 'rinli bo'ladi: 

(9.6.11) 

bu yerda { an} - cheksiz kichik ketma-ketlik, ya 'ni n -t 00 da an -t O. 
2 - natija. Agar cheksiz ko 'paytma yaqinlashsa, biror nomerdan 

boshlab uning barcha hadlari musbat bo'ladi. 

Navbatdagi tasdiq cheksiz ko'paytmalar uchun yaqinlashish muam
mosini sonli qatorlar uchun yaqinlashish muammosiga keltirishga 
imkon beradi. 

9.6.2 - tasdiq. Agar Ck > 0, kEN, bo'lsa, (9.6.1) cheksiz 
ko'paytma yaqinlashuvchi bo'lishi uchun 

00 

2: In Ck 

k=l 

(9.6.12) 
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sonli qatorning yainlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir. Bunda 
(9.6.1) cheksiz kO'paytmaning P qiymati (9.6.12) sonli qator yig'indisi 
S bilan quyidagi munosabat orqali bog'langan bo'ladi: 

(9.6.13) 

Isbot (9.6.1) ning Pn qismiy ko'paytmalari va (9.6.12) ning Sn 
qismiy yig'indilari quyidagi 

tengliklar bilan bog'langanligidan hamda ko'rsatkichli va logarifmik 
funksiyalarning uzluksizligidan kelib chiqadi. 

Navbatdagi teorema barcha hadlari 1 dan katta bo'lgan cheksiz 
kO'paytmalarga doir. 

9.6.1 - teorema. Agar ak > 0 bo'lsa, 

00 

(9.6.14) 

cheksiz ko 'paytma Jaqat va Jaqat 

00 

(9.6.15) 

sonli qator yaqinlashganda yaqinlashadi. 
Isbot. Teorema isbot bo'lishi uchun, 9.6.2 - tasdiqqa ko'ra. 

(9.6.15) qator faqat va faqat 

00 

(9.6.16) 

qator yaqinlashganda yaqinlashishini ko'rsatish yetarli. 
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Bizga ma'lumki. (9.6.1.5) qatorning va hozirgina kO'rganimizdek. 
(9.6.14) cheksiz ko'paytmaning ham yaqinlashishi uchun zaruriy 
shart Ok hadlarning nolga intilishidir. Shuning uchun biz 

deb hisoblashimiz mumkin. 
Xususan, biror nomerdan boshlab. 

desak bo'ladi. 
Bunday shartni qanoatlantiruvchi ak lar uchun esa quyidagi 

qo'shaloq tengsizlik' o'rinli. 
Shunday ekan, talab qilinayotgan tasdiq umumiy taqqoslash alo

matidan kelib chiqadi (9.1.2 - teoremaga qarang). 

• 
Eslatma. Xuddi shunga o'xshash tasdiq barcha ak lar manfiy 

bO'lganda ham o'rinli. chunki bu holda, agar bk = -ak > 0 deb 
belgilasak, yetarlicha katta k nomerlar uchun 

tengsizlik bajariladi. 

9.6.2 - tasdiq yordamida cheksiz ko'paytmalar uchun absolyut 
yaqinlashish tushunchasini kiritish mumkin. Chunonchi, agar (9.6.12) 
qator absolyut yaqinlashsa, (9.6.1) cheksiz ko'paytma absolyut yaqin
lashadi deyiladi. 9.6.1 - teorema cheksiz ko'paytmaning bunday 
ma'noda aniqlangan absolyut yaqinlashishi uchun navbatdagi zaruriy 
va yetarli shartni olishga imkon beradi. 
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9.6.2 - teorema. {9.6. 14}cheksiz ko'paytmaning absolyut yaqin
lashishi uchun {9. 6.15} sonli qatorning absolyut yaqinlashishi zarur 

va yetarli. 
Isbot barcha yetarlicha katta k nomerlar uchun o'rinli bo'lgan 

quyidagi 
1 
"2 iaki < iln(1 + ak)i < 2iaki 

qo'shaloq tengsizlikdan va umumiy taqqoslash alomatidan kelib chiqa
di. 

4*. Tub sonlarning zamonaviy nazariyasida quyidagi 

00 1 
((8) = L ks (9.6.17) 

k=l 

tenglik orqali aniqlangan Rimanning (B. Riemann) zeta-funksiyasi 
nihoyatda muhim Tol o'ynaydi. Bu yerda 8 kompleks qiymatlar ham 
qabul qilishi mumkin bo'lgan son: 8 = cr + it. Bundan tashqari, 
butun sonning kompleks darajasi k~ = klT kit kabi aniqlanib, istalgan 
haqiqiy t uchun 

kit = eitlnk = cos(tlnk) + isin(tlnk) 

deb hisoblanadi. 
Ravshanki, (9.6.17) qator Re s > 1 bo'lganda, ya'ni, agar s = 

cr + it desak, cr > 1 ochiq yarim tekislikda yaqinlashadi. 
Riman zeta-funksiyasining asosiy xossasi Re s = cr > 1 da o'rinli 

bo'lgan quyidagi 

( 
1 )-1 

((s) = II 1- p~ 
p 

(9.6.18) 

formuladan iborat, bu yerda cheksiz ko'paytma barcha tub p sonlar 
bo'yicha olib boriladi. Bu formula birinchi marta Leonard Eyler 
tomonidan s ning haqiqiy qiymatlari uchun isbotlangan. 
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(9.6.18) ayniyatning isboti cheksiz kamayuvchi geometrik pro
gressiya hadlari yig'indisi uchun o'rinli bo'lgan quyidagi formulaga 
asoslangan: 

( 
1 ) -1 _ 1 1 1 1-- - 1+-+-2-+-3-+", 

p" p" p" p" 

Haqiqatan, bu tenglikni p tub sonining turli qiymatlarida yozib 
olib, ularni o'zaro ko'paytirsak, hosil bo'lgan ifodaning chap tomoni
da (9.6.18) cheksiz ko'paytma bo'lib, uning o'ng tomonida esa quyida
gi 

1 1 
(pml pm2 pmn)" 1 . 2 ... n 

ko'rinishda yozish mumkin bo'lgan barcha h~dlar yig'indisi tura
di. Bundan, agar har bir butun k sonini yagona usulda tub sonlar 
darajalarining ko'paytmasi: 

sifatida yozish mumkinligini hisobga olsak, talab qilingan (9.6.18) 
ayniyatni olamiz. 

Sodda almashtirishlar yordamida 

00 

((8) = _8_ - 8 J (x - [x)) x- 1- 6 dx 
1-8 

1 

ekanini ko'rsatish mumkin. Bunda [x] orqali, odatdagidek, x soni
ning but un qismi belgilangan. Ravshanki, bu tenglikdagi xosmas 
integral Re 8 > 0 bo'lganda yaqinlashadi. Bundan ko'rinadiki, oxirgi 
ifoda Re 8 > 1 da (9.6.17) tenglik orqali aniqlangan Riman zeta
funksiyasining Re s > 0 tekislikka davomini berar ekan. 

Rimanning mashhur gipotezasi quyidagidan iborat: zeta-funk-
1 

siyaning Re 8 > 0 yarim tekislikdagi nollari Re 8 = - vertikal 
2 

to'g'ri chiziqda joylashgan. Bu gipotezani isbotlashga matematik-
lar bir yarim asrdan beri urinishadi. Agar u isbot bo'lsa (gipoteza I 
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to'g'riligiga hech kimda shubha yo'q) , u, zeta-funksiyaning (9.6.18) 
Eyler kO'paytmasi ko'rinishidagi ifodasi bilan birga, sonlar nazariyasi
ning ko'pgina muhim masalalarini yechishga imkon bergan bo'lar 
edi. 

§ 9.7. Misollar 

1 - misol. Ushbu qatorni yaqinlashishga bevosita tekshiring va 
qator yig'indisini toping: 

L(Jn + 2 - 2vn+l + v'n). 
n=l 

Ko'rsatma. Qatorning k - qismiy yig"indisi Sk ni 

k k 

Sk = L(Jn + 2 - Vn+1) - L(Vn+1- yin) 
n=l n=l 

ko'rinishda yozib olib, o'xshash hadlarini qisqartiring. 

2 - misol. Har qanday musbat haqiqiy x son uchun qator yaqin
lashishining zaruriylik shartidan foydalanib 

00 

Lcosnx 
n=l 

qatorning uzoqlashishini isbotlang. 
Ko'rsatma. (1.9.8) bahodan foydalanib, har qanday musbat 

haqiqiy x son uchun shunday nk va mk o'suvchi natural sonlar 
ketma-ketliklari topilib, ular uchun 
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munosabat bajarilishini ko'rsating. Bundan, qator yaqinlashishining 
zaruriylik shartiga zid bo'lgan, 

lim cos n"x 1 
k-+oo 

tenglikni keltirib chiqaring. 

3 - misol. Agar L~=I an qator yaqinlashsa, uni hadlarini, qator
da kelish tartipini saqlagan holda, gruppalashtirish natijasida tuzil
gan 

00 Pn+l- I 

2.: An, bu yerda A.n = 2.: ak, (PI = 1, PI < P2 < ... ), 
n=1 

qatorning ham yaqinlashishini isbotlang. 
Teskari tasdiq o'rinli emas. Misol keltiring. 
Ko'rsatma. Tasdiqni isbotlashda Koshi kriteriysidan foydala

ning. Teskari tasdiqni E~=I (_l)n qator misolida tekshiring. 

4 - misol. Quyidagi 

1 1 1 -+ + + ... 
1000 V1000 ~1000 

qatorni yaqinlashishga tekshiring. 
Ko'rsatma. Qator yaqinlashishining zaruriylik shartidan foy

dalaning. 

5 - misol. Arifmetik progressiya hadlariga teskari sonlardan 
tuzilgan qatorning uzoqlashishini isbotlang. 

Ko'rsatma. Garmonik qator hadlari bilan taqqoslang. 

6 - misol. Agar L~=I an, (an> 0) qator uchun 

1. an+1 
1m -- = q 

n-+oo an 
(9.1.1) 

• J 
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limit mavjud bo'lsa. 
lim ~=q 
n~= 

(9.7.2) 

limit ham mavjud bo'lishini isbotlang. 
Teskari tasdiq o'rinli emas. ya'ni (9.7.2) limit mavjucl bo'lsa. 

(9.7.1) limit mavjud bo'lmasligi mumkin. l\Iisol keltiring. 
Ko'rsatma. Tasdiqni bevosita sonli ketma-kPtlik limiti ta'rificlan 

foydalanib isbotlang. Teskari tasdiqni 

qat or misolida tekshirillg. 

00 2+(-1)" L 2n 
n=1 

7 - misol. Qatorni yaqinlashishga tekshirin?;: 

~(_l)n fo . 
~ n + 1000 
n=1 

Ko'rsatma. Leybnits alomatini qo·Han?;. 

8 - m.isol. Qatorni yaqinlashishga tekshiring: 

00 • 2 

""' ( -1 ) n sm n. 
~ n 
n=1 

Ko'rsatma. (9.1.16) tenglikclan foyclalanib. Dirixlp-Abel aloma
tini qo'Hang. 

9 - misol. Agar ishorasi navbatlashgan (9.3.8) qatorda bk > 0 
va n -+ 00 da bk -+ 0 bo'lsa (ya'ni Leybnits teoremasida bk ketma
ketlik monoton bO'lmasa), bu qator yaqinlashadimi? 

Ko'rsatma. Quyiclagi 

00 

2+(-1)" 
n 

n=1 
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qatorni tekshiring. Bunda (9.3.9) qator a: = 1 da yaqinlashishidan 
foydalaning. 

10 - misol. Quyidagi 

cheksiz ko'paytmani yaqinlashishga tekshiring. 
Ko'rsatma. 9.4.1 - teoremadan foydalaning. 

- , 

I' 

" 



X Bob. Funksional ketma-ketliklar va 
qatorlar 

§ 10.1. Funksional ketma-ketliklar 

1. Funksional ketma-ketlik deb barchasi bitta Eo C R to'plamda 
aniqlangan va natural sonlar qatori bilan nomerlangan funksiyalar
ning sanoqli birlashmasiga, ya'ni 

h(x), h(x), ... ,/k(x), ... , D(/k) = Eo, (10.1.1) 

ko'rinishdagi ketma-ketlikka aytamiz. 
Funksional ketma-ketliklar odatda {/k(x)} simvol orqali, yoki, 

agar berilgan ketma-ketlikni qaysi indeks orqali nomerlanganligiga 
urg'u berilmoqchi bo'lsa, {/k(x)}k=l simvol orqali belgilanadi. 

Argumentning biror Xo qiymatini tayinlab, {fn(xo)} sonli ketma
ketlikni qaraylik. Agar bu sonli ketma-ketlik biror b soniga teng 
bo'lgan limitga ega bo'lsa, (10.1.1) funksional ketma-ketlik Xo nuq
tada b soniga yaqinlashadi deyiladi. 

Endi (10.1.1) ketma-ketlik biror E ~ Eo to'plamning har bir 
nuqtasida yainlashadi deb faraz qilaylik. Bu hold a E to'plamda 
tabiiy ravishda 

f(x) = lim fk(X), x E E, 
k-+oo 

ko'rinishdagi funksiya aniqlanadi. Ushbu funksiya (10.1.1) ketma
ketlikning limit funksiyasi, yoki oddiy qilib, limiti deyiladi. Bunda 
(10.1.1) ketma-ketlikni f funksiyaga E to'plamning har bir nuqtasi
da, yoki E da nuqtabay yaqinlashadi deyishadi. 
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10.1.1 - misol. Ushbu 

funksional ketma-ketlik [0,1] kesmada quyidagi 

f(x) = {o, 
1, 

agar ° ~ x < 1 bo'lsa, 

agar x = 1 bo'lsa, 

ko'rinishda aniqlangan funksiyaga yaqinlashadi. 

X Bob 

2. Agar limitning ta'rifidan foydalansak, funksional ketma-ketlik
ni to'plamda yaqinlashishining quyidagi ta'rifini olamiz: 

agar istalgan x E E va ixtiyoriy c: > ° son uchun shunday 
N = N(c:, x) nomer topilsaki, n ~ N bo'lganda 

Ifn(x) - f(x)1 < c: (10.1.2) 

tengsizlik bajarilsa, (10.1.1) ketma-ketlik E to'plamda f funksiyaga 
yaqinlashadi deyiladi. 

Ba'zi hollarda N nomerni x E E qiymatga bog'liqmas ravish
da tanlashga imkon tug'iladi, ya'ni, boshqacha aytganda, (10.1.2) 
tengsizlik x E E ga nisbatan tekis bajariladi. Bunday hollar alohida 
ahamiyatga ega. 

Ta'rif. Agar istalgan c: >' 0 olganda ham shunday N = N(c:) 
nomer topilsaki, n ~ N bo'lganda barcha x E E lar uchun (10.1.2) 
tengsizlik bajarilsa, (10.1.1) funksional ketma-ketlik f funksiyaga E 
to 'plamda tekis yaqinlashadi deymiz. 

10.1.2 - misol. Quyidagi 

fn(x) = (l-xt, x~O, 

funksional ketma-ketlik ° < a < 1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
istalgan a uchun [a, 1] kesmada yaqinlashadi. Bu tasdiqning haqligi 

Ifn(x) - 01 ~ (1 - at < c:, n ~ N(c:), 
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tengsizlikdan kelib chiqadi. Bu yerda N (E) sifatida 

[
In E ] 

N(E) = In(1 _ 0:) + 1 

sonni olish mumkin (biz E < 1 deb hisoblaymiz). 

Navbatdagi teorema sonli qatorlar uchun Koshi kriteriysining 
(2.5.1 - teorema) analogi hisoblanadi. 

10.1.1 - teorema (Koshi kriteriysi). (10.1.1) lunksional ketma
ketlikning I lunksiyaga E to 'plamda tekis yaqinlashishi uchun istal
gan E > 0 olganda ham shunday N = N (E) nomer topilib, n ~ N 
bo'lganda istalgan natural p va barcha x E E larda quyidagi: 

Iln+p(x) - In(x)1 < E, n ~ N, x E E, (10.1.3) 

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. 
Isbot. 1) Avval Un} ketma-ketlik biror I funksiyaga E to'plamda 

tekis yaqinlashsin deb faraz qilaylik. U holda, ta'rifga ko'ra, ixtiyo
fiy E > 0 uchun shunday N = N(c) nomer t.opilJ,d;r,L n ~ N 
bo'lganda. 

E 
Iln(x) - l(x)1 < 2' n ~ N, x E E, 

tengsizlik bajariladi. 
Demak, n ~ N bo'lganda istalgan natural p va harch;-t 1; ( E 

lar uchun 

tengsizlik bajariladi, ya 'ni (10.1.3) shart o'rinlidir. 
2) Endi (10.1.3) shart bajarilsill. Bu shartdan hal' bir tayinlan

gan x E E qiymat uchun Un(x)} sonli ketma-ketlikning funda
mental ekani kelib chiqadi. Bundan chiqdi, bu sonli ketma-ketlik, 
yuqorida (2.5.1 - teorema) keltirilgan Koshi kriteriy,,;iga asosan, li
mitga ega. Demak, In funksional ketma-ketlik E to'plamda yaqin
lashar ekan. Bunda I limit funksiya uchun (10.1.3) bahoda p -+ 00 
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deb limitga o'tsak, 

Ifn(,r) - f(,c)1 ~ c, Tl;::: N, ,T E E, 

munosabatga ega bo"lamiz. Bu esa, o"z navbaticla, f,,(.r) ketma
ketlikning f limit fnnksiyaga E to"plamcla tekis yaqinlashishini ang
latacli. 

• 
Eslatma. Shuni qaycl etish joizki, funksional ketma-ketliklarning 

tekis yaqinlashishi haqiclagi Koshi kriteriysilling isboti sonli ketma
ketliklar uchun bizga ma'lum bo'lgan Koshi kriteriysining isboti
ga asoslancli. qaysiki. o'z navbaticla. haqiqiy sonlar to'plamining 
to"laligi natijasi ecli. 

3. Navbatdagi tasdiq tekis yaqinlashuvchi ketma-ketliklar nazari
yasidagi asosiy teoremalaridan biri hisoblanadi. 

10.1.2 - teorema. Agar fn funksional ketma-ketlik f funksiyaga 
E to 'plamda tekis yaqinlashsa va fn funksiyalar biror c E E nuqtada 
uzluksiz bo'lsa, u holda f funksiya ham ana shu c nuqtada uzluksiz 
bo'ladi. 

Isbot. Aytaylik, E to'plam nuqtalaridan tuzilgan {Xl} ketma
ketlik c ga yaqinlashsin. Biz f(x J) sonli ketma-ketlikning f(c) ga 
yaqinlashisini ko'rsatamiz. Buning uchun 

If(xJ) - f(c)1 ~ If(xJ) - f,,(xJ)1 + Ifn(xJ) - fn(c)1 + Ifn(c) - f(c)1 
(10.1.4) 

tengsizlikdan foydalanamiz. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqin
lashishiga ko'ra, istalgan r=; > 0 olganda ham shunday N = N(r=;) 
nomer topiladiki, Tl ;::: N bo'lganda barcha x E E lar uchun 

Ifn(x) - f(x)1 < r=; 
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tengsizlik bajariladi. Xususan, bu tengsizlik x = Xj va x = c lar 
uchun o'rinli. Shunday ekan, (10.1.4) da n = N desak, 

(10.1.5) 

tengsizlikka ega bo'lamiz. 
Shartga ko'ra, fN funksiya c nuqtada uzluksiz. Shuning uchun, 

(10.1.5) ning o'ng tomonidagi ikkinchi qo'shiluvchining limiti nolga 
teng. Demak, 

lim If(xj) - f(c)1 ~ 2E. 
]-too 

Modulning manfiy emasligi va E > 0 ning ixtiyoriyligiga asosan, 
bu tengsizlikning chap tomonidagi yuqori limit nolga teng. Bundan 
chiqdi, limit ham mavjud bo'lib, u nolga teng bo'ladi, ya'ni 

lim If(xj) - f(c)1 = O. 
]-too 

Demak, f funksiya c nuqtada uzluksiz bo'lar ekan. 

• 
Natija. Agar fn funksiyalar [a, b] kesmada uzluksiz bo'lib, f ga 

shu kesmada tekis yaqinlashsa, u holda f funksiya ham [a, b] kesma
da uzluksiz bo'ladi. 

Eslatma. Ma'lumki, f funksiyaning c E E nuqtadagi uzluksiz
ligi 

lim f(x) = f(c) 
x-tc 

tenglikning bajarilishini anglatar edi. Shunday ekan, 10.1.2 - teore
mani quyidagi ko'rinishda ham aytish mumkin: tekis yaqinlashuvchi 
j.{etma-ketlik uchun 

lim lim fn (x) 
x-tc n-too 

lim lim fn(x) 
n-too x-tc 

tenglik o'rinli. 
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Shuni aytish kerakki, agarda ketma-ketlik yaqinlashsa-yu, Ie kin 
bu yaqinlashish tekis bo'lmasa, yuqoridagi tenglik bajarilmasligi 
ham mumkin. Masalan, 

1 
-1 ::; x ::; 1, 

ketma-ketlik uchun, ravshanki, quyidagi munosabatlar o"rinlidir: 

lim lim f n (;r) = 0, lim lim f" (,I') = l. 
1'-+0 71-+= 71-+00 x-+o 

§ 10.2. Uzluksiz funksiyalar fazosi 

1. Biz istalgan [a, b] kesma uchun era, b] simvol orqali shu kesma
da uzluksiz bo'lgan barcha f : [a, b] -+ R funksiyalar to"plamini 
belgilagan edik (6.4 - § ga qarang). Istalgan ikki uzluksiz f va 
9 funksiyalar va istalgan ikki haqiqiy A va JL sonlar uchun Af + 
JLg funksiyaning ham uzluksiz bo'lishi turgan gap. Shunday ekan, 
era, b) ni vektor fazo (yoki chiziqli fazo) deb qarash mumkin. 

Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga (3.5.5 - teorema) ko'ra, 
har qanday f E era. b) funksiya uchun quyidagi 

Ilfll = IlfIIC[a,b] = max If(x)1 
xE[a,b] 

(10.2.1) 

kattalikni aniqlash mumkin. 
Ushbu kattalik o'z-o'zidan ko'rinib turgan navbatdagi xossalarga 

ega: 
i) istalgan f E era, b] funksiya uchun 

Ilfll ?:: 0, bunda agar Ilfll = 0 bo'lsa, f == 0 bo'ladi; 

ii) istalgan f E era, b] funksiya va ixtiyoriy A haqiqiy son uchun 

IIAfl1 = IAI ·llfll 
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tenglik 0 'rinli 
iii) istalgan ikki I va 9 uzluksiz lunksiyalar uchun 

III + gil ~ 11111 + IIgll 

tengsizlik 0 'rinli. 
Bu i)-iii) xossalarga ega bo'lgan kattalikka norma deyiladi. 
Shunday qilib, (10.2.1) tenglik bilan aniqlangan kattalik I E 

C[a, b] funksiyaning normasidir. Bunda C[a, b] vektor fazoning o'zini 
normallashgan fazo deb atashadi. 

Navbatdagi ikki tasdiq norma va tekis yaqinlashish orasidagi 
bog'lanishni ko'rsatadi. 

10.2.1 - tasdiq. Agar I E C[a, b] va E: > 0 bo'lsa, 

II(x)1 < E: (10.2.2) 

tengsizlikning barcha x E [a, b] larda bajarilishi uchun 

11111 < € (10.2.3) 

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir. 
Isbot. Ravshanki, shartga ko'ra, II(x)1 funksiya [a,b] kesmada 

uzluksiz bo'ladi, va, Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga binoan, 
shu kesmaning biror Xo nuqtasida o'zining maksimumiga erishadi, 
ya'ni 

II(x)1 ~ II(xo)l, x E [a, b]. 

Shubhasiz, (10.2.2) tengsizlikning barcha x E [a, b] larda bajari
lishi uchun 

II(xo)1 < E: 

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir. 
Shunday ekan, isbotni yakunlash uchun II(xo)1 = 11I11 ekanini 

ta'kidlash kifoya. 

• 
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10.2.2 - tasdiq. Berilgan fn E C[a, b] ketma-ketlikning f funksi
yaga [a, b] kesmada tekis yaqinlashishi uchun 

Ilfn - fll -+ 0, n -+ 00, (10.2.4) 

munosabatning bajarilishi zarur va yetarlidir. 
Isbot bevosita tekis yaqinlashish ta'rifi va 10.2.1 - tasdiqdan 

kelib chiqadi. 

Agar (10.2.4) munosabat bajarilsa, (10.1.1) ketma-ketlik f funk
siyaga C[a, b] fazoning normasi bo'yicha yaqinlashadi deyiladi. 

Bundan chiqdi, [a, b] kesmada uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi
ning tekis yaqinlashishi C[a, b] fazo normasi bo'yicha yaqinlashish 
bilan ustma-ust tushar ekan. 

2. Uzluksiz funksiyalar ketma-ketliklari uchun, haqiqiy sonlar 
ketma-ketliklari singari, fundamental ketma-ketliklar yoki Koshi ket
ma-ketliklari tushunchalarini kiritish mumkin. 

Ta'rif. Agar istalgan E > 0 olganda ham shunday N = N(E) 
nomer topilsaki, n ~ N va m ~ N bo'lganda berilgan fn E C[a, b] 
ketma-ketlik uchun 

llin - fmll < E, n ~ N, m ~ N, (10.2.5) 

tengsizlik bajarilsa, bunday ketma-ketlik C[a,b] Jazo normasi bo'yi
cha fundamental ketma-ketlik yoki K oshi ketma-ketligi deyi
ladi 

Navbatdagi teorema C[a, b] fazosining muhim tavsifini beradi. 
.10.2.1 - teorema (Koshi kriteriysi). [a, b] kesmada uzluk

siz bo'lgan {fn(x)} Junksiyalar ketma-ketligining shu kesmada tekis 
yaqinlashishi uchun uning C[a, b] fazo normasi bo'yicha fundamen
tal bo'lishi zarur va yetarli. 

Isbot. 1) Agar {fn(x)} ketma-ketlik [a,b] kesmada tekis yaqin
lashsa, u holda, 10.1.2 - teoremaga ko'ra, limit funksiya uzluksiz 
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bo'ladi va, 10.2.2 - tasdiqqa asosan, (10.2.4) shart bajariladi. Shu 
sababli, 

• Illn - Imll :::; Illn - 11\ + III - Imll --+ 0, n, m --+ 00. 

Bundan, ravshanki, (10.2.5) shartning bajarilishi kelib chiqadi. 
2) Endi (10.2.5) shart bajarilsin deylik. Funksiya normasining 

(10.2.1) ta'rifiga ko'ra, 

Iln(x) - Im(x)1 :::; Illn - Imll 

tengsizlikka ega bo'lamiz. U holda, 10.1.1- teoremaga asosan, In(x) 
ketma-ketlik [a, b) kesmada I(x) limit funksiyaga tekis yaqinlashadi. 

• 
Eslatma. Shunday qilib, C[a, b) fazo normasi bO'yicha funda

mental har qanday ketma-ketlik shu fazo normasi bo'yicha yaqin
lashadi, ya'ni shu fazoga kiruvchi limitga ega. Bunday xossaga ega 
bo'lgan va normalashgan vektor fazo to'la deyiladi. Shu sababli, 
10.2.1- teorema C[a, b) fazoning to'laligi haqidagi teorema ham deb 
ataladi. 

§ 10.3. Funksional ketma-ketliklarni difTerensiallash 
va integrallash 

1. Funksional ketma-ketliklarni integrallash. 

10.3.1 - tasdiq. [a, b) kesmada uzluksiz bo'lgan istalgan g lunk
siya uchun 

b 

J Ig(x)1 dx < Ilgll· (b - a) (10.3.1) 

a 

tengsizlik 0 'rinli. 
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Tasdiqni isbotlash uchun funksiya normasi ta'rifidan kelib chi
qadigan quyidagi 

Ig(x)1 ::; Ilgll, a::; x ::; b, 

tengsizlikni [a, b] kesma bo'yicha integrallash yetarli. 

10.3.1 - teorema. Agar [a, b] kesmada uzluksiz fn funksiyalar 
ketma-ketligi f funksiyaga shu kesmada tekis yaqinlashsa, u holda 

x 

Fn(x) = ! fn(t) dt 

a 

. boshlang 'ich funksiyalar ketma-ketligi quyidagi 

x 

F(x) = ! f(t) dt 

a 

boshlang'ich funksiyaga [a, b] kesmada tekis yaqinlashadi. 
Isbot. Quyidagi 

x 

Fn(x) - F(x) = ![In(t) - f(t)] dt 

a 

tenglikni yozib, 10.3.1 - tasdiqni g(t) 
qo'llaymiz. U holda 

x 

fn(t) - f(t) funksiyaga 

IFn(x) - F(x)1 ::; ! Ifn(t) - f(t)1 dt::; 

a 

b ::; ! I f n (t) - f ( t ) I dt ::; II f n - f II . (b - a). 

a 

Agar chap tomondan x E [a, b] bo'yicha maksimum olsak, 

IlFn - FII ::; Ilfn - fll . (b - a) 
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tengsizlik hosil bo'ladi. 
Bunda o'ng tomon nolga intilganligi sababli chap tomon ham 

nolga intiladi. Bundan chiqdi, 10.1.2 - tasdiqqa asosan, Fn ketma
ketlik [a, b] kesmada F funksiyaga tekis yaqinlashar ekan. 

• 
Natija. Agar [a, b] kesmada uzluksiz fn funksiyalar ketma-ketligi 

shu kesmada f funksiyaga tekis yaqinlashsa, u holda quyidagi 

b b 

lim! fn(x) dx 
n-+oo 

! f(x) dx (10.3.2) 

a a 

tenglik bajariladi. 

1 - eslatma. Ravshanki, agar c - berilgan [a, b] kesmaning 
ixtiyoriy nuqtasi bo'lsa, yuqoridag~ teorema kabi tasdiq quyidagi 

x 

<pn(x) = ! fn(t) dt, 

c 

ko'rinishdagi boshlang'ich funksiyalar uchun ham o'rinli. 

2 - eslatma. (10.3.2) tenglik [a, b] kesmada tekis yaqinlashuvchi 
uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi uchun quyidagi 

b b 

lim !fn(X) dx = ! lim fn(x) dx 
n-+oo n-+oo 

(10.3.3) 

a a 

tenglikning bajarilishini anglatadi. 
Shuni aytish joizki, uzluksiz funksiyaga har bir nuqtada yaqin

lashuvchi uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi bunday xossaga ega 
bo'lishi shart emas. Masalan, 
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ketma-ketlik [0,1] kesmaning har bir nuqtasida nolga yaqinlashishi 
turgan gap, ammo n -+ 00 da 

/1 /1 n2x dx 
f n (x) dx = 4 4 = 

l+nx 
o 0 

n 2 

1 / dt 
2 1 + t 2 

o 

1 2 IT 
- arctgn -+-
2 4 

munosabatga ega bo'lamiz (bu yerda biz t = n2x 2 almashtirishdan 
foydalandik) . 

2. Funksional ketma-ketliklarni differensiallash. 

Eslatib o'tamiz, agar f funksiya [a, b] kesmaning har bir ichki 
nuqtasida differensiallanuvchi bo'lib, a nuqtada f'(a) o'ng hosilaga 
va b nuqtada f'(b) chap hosilaga ega bo'lsa va bun dan tashqari, 
shunday aniqlangan f'(x) funksiya [a, b] kesmaning har bir nuq
tasida uzluksiz bo'lsa, bunday funksiyani [a, b] kesmada uzluksiz 
differensiallanuvchi deb atagan edik. 

10.3.2 - teorema. Faraz qilaylik, fn(x) funksiyalar [a, b] kesma
da uzluksiz differensiallanuvchi bo 'lib, {f~ (x)} hosilalar ketma-ketligi 
shu kesmada tekis yaqinlashsin. 

Agar {fn(c)} sonli ketma-ketlik biror c E [a, b] da yaqinlashsa, u 
holda: 

(i) fn (x) funksional ketma-ketlik biror f (x) funksiyaga tekis yaqin
lashadi; 

(ii) f limit funksiya [a, b] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi 
bo'ladi; 

(iii) quyidagi 

lim f~ ( x ) l' ( x ) 
n-+oo 

tenglik bajariladi. 

Isbot. Agar f~(x) ketma-ketlik [a, b] kesmada biror g(x) funksiya
ga tekis yaqinlashsa, 10.1.1 - teoremaga asosan, 9 limit funksiya shu 
kesmada uzluksiz bo'ladi. 
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Faraz qilaylik, fn(c) sonli ketma-ketlik A soniga yaqinlashsin. 
U holda, quyidagi 

x 

fn(x) fn(c) + J f~(t) dt 
c 

Nyuton-Lyebnits formulasida n -t 00 deb limitga o'tsak, 10.3.1 -
teoremaga ko'ra, o'ng tomondagi ketma-ketlik tekis yaqinlashadi 
va biz 

x 

lim fn(x) = A + J g(t) dt 
n-too 

c 

tenglikka ega bo'lamiz. Demak, fn ketma-ketlik 

x 

f(x) = A + J g(t) dt 
c 

funksiyaga tekis yaqinlashar ekan. 
Isbotni yakunlash uchun, 6.5.5 - teoremaning natijasiga ko'ra, 

quyidagi 
f' (x) = 9 ( x) = lim f~ (x) 

n-too 

tenglikning bajarilishini ta'kidlash yetarli. 

• 
§ IDA. Dini teoremasi 

Yuqorida keltirilgan misoHarda ko'rganimizdek, uzluksiz funk
siyaga har bir nuqtada yaqinlashuvchi uzluksiz funksiyalar ketma
ketligining tekis yaqinlashishi shart emas. Shu sababli bunday ketma
ketliklar bir qator noqulayliklarni tug'diradi. Masalan, ularni, umu
man aytganda, hadma-had integraHash mum kin emas. Ammo, agar 
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uzluksiz funksiyaga har bir nuqtada yaqinlashuvchi uzluksiz funk
siyalar ketma-ketligi monoton bo'lsa, quyida isbotlanadigan Dini 
teoremasi ta'kidlashiga ko'ra, bunday ketma-ketlikning tekis yaqin
lashishi shart ekan. 

1004.1 - lemma. Faraz qilaylik, [a, b] kesmada uzluksiz gn funk
siyalar ketma-ketligi n bo 'yicha monoton kamayib, shu kesmaning 
har bir nuqtasida nolga yaqinlashsin: 

gn(X) ~ gn+l(X) -+ 0, n -+ 00, a < x < b. 

U holda istalgan Xn E [a, b] ketma-ketlik uchun 

lim gn(xn) = 0 
n-+= 

tenglik 0 'rinli. 

(10.4.1) 

(10.4.2) 

Isbot. (10.4.2) tenglik bajarilmasin deb faraz qilaylik. U hol
da, (10.4.1) shartga ko'ra gn(x) funksiyalar manfiy bo'lmaganligi 
sababli, shunday musbat Eo > 0 son va o'suvchi nk nomerlar ketma
ketligi topiladiki, 

tengsizlik bajariladi. 
Ravshanki, {X nk } ketma-ketlik chegaralangan va demak, Boisano

Veyershtrass (2.4.2 - teorema) teoremasiga asosan, uning biror qism 
ketma-ketligi x mJ yaqinlashuvchi bo'lib, bu ketma-ketlikning Xo 

limit nuqtasi [a, b] kesmaga tegishli bo'ladi. Bundan tashqari, (10.4.1) 
kamayuvchilik shartiga ko'ra, istalgan n nomer uchun m] ~ n 
bo'lganda 

tengsizlik o'rinli. 
Endi Tn] -+ 00 deb limitga o'tib, x mJ -+ .co ni va gn funksiyaning 

uzluksizligini hisobga olsak, 

tengsizlikka ega bo'lamiz. 
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Hosil bo'lgan tengsizlik (10.4.1) shartga ziddir, chunki bu shart
ga ko'ra, n -+ 00 da gn(XO) -+ 0 bo'lishi lozim. 

• 
10.4.1 - teorema (U. Dini). Faraz qilaylik, [a, b] kesmada 

In uzluksiz lunksiyalar ketma-ketligi n bo 'yicha monoton 0 'suvchi, 
ya'ni 

In(x) :s: In+! (x), a:S: x :s: b, n ~ 1, 

bo'lib, shu kesmaning har bir nuqtasida yaqinlashsin. Agar I li
mit funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda yaqinlashish shu 
kesmada tekis bo'ladi. 

Isbot. 10.2.2 - tasdiqqa ko'ra, quyidagi 

Il/n - III -+ 0, n -+ 00, (10.4.3) 

munosabatni isbotlash yetarli. 
Demak, agar gn(x) = I(x) - In(x) desak, IIgnll -+ 0 munosabatni 

ko'rsatishimiz zarur. Shartga ko'ra, gn funksiyalar uzluksiz bo'lib, 
ular manfiy emas. Shunday ekan, Veyershtrassning ikkinchi teore
masiga (3.5.5 - teorema) asosan, har bir n nomer uchun shunday 
Xn E [a, b] nuqta topiladiki, 

tenglik bajariladi. Boshqa tomondan, gn funksiyalar 10.4.1 - lem
maning barcha shartlarini qanoatlantiradi va shu sababli gn(xn) -+ 
O. Bu esa (10.4.3) shartning o'zi. 

• 
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§ 10.5. Askoli-Arsela teoremasi 

Ta'rif. Agar shunday M > 0 o'zgarmas topilib, {in (x)} funk
sional ketma-ketlik uchun 

(10.5.1) 

tengsizlik o'rinli bo'lsa, bunday ketma-ketlik [a, b] kesmada tekis che
garalangan deyiladi. 

Bol'sano-Veyershtrassning taniqli teoremasiga ko'ra, har qanday 
chegaralangan sonli ketma-ketlikdan yaqiniashuvchi qism ketma
ketlik ajratish mumkin. Funksional ketma-ketlikiar uchun mos tas
diq, umuman aytganda, o'rinii emas, chunki biror kesmada chega
ralangan shunday funksional ketma-ketlik ko'rsatish mumkinki, un
dan shu kesmaning har bir nuqtasida yaqinlashuvchi qism ketma
ketlik ajratib bo'imaydi. Lekin shunga qaramasdan, biz navbatda
gi tasdiqda, Bol'sano-Veyershtrass teoremasini qo'llab, har qanday 
chegaralangan funksional ketma-ketlikdan istalgan sanoqIi to'pIam
da yaqiniashuvchi qism ketma-ketlik ajratish mumkinligini ko'rsata
miz. 

10.5.1 - tasdiq. Faraz qilaylik, [a, b] kesmaning ixtiyoriy sanoqli 
E qism to'plami berilgan bo'lsin. U holda [a, b] kesmada tekis chegara
Langan istalgan funksional ketma-ketlikdan E to 'plamning har bir 
nuqtasida yaqinlashuvchi qism ketma-ketlik ajratish mumkin. 

Isbot. Shartga ko'ra, {in(x)} ketma-ketlik [a, b] kesmada tekis 
chegaralangan bo'lib, 

berilgan sanoqli to'plam bo'lsin. 
Birinchi qadamda {in (xd} sonii ketma-ketlikni qaraymiz. Bu 

ketma-ketlik chegaralangan va Bol'sano-Veyershtrass teoremasiga 
binoan, undan yaqinlashuvchi qism ketma-ketlik ajratish mumkin. 
Ushbu qism ketma-ketlikni {hn(xt)} deb belgilaymiz. 
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Ikkinchi qadamda {!1n(X2)} sonli ketma-ketlikni qaraymiz. Bu 
ketma-ketlik ham chegaralangan va yana Bol'sano-Veyershtrass teo
remasiga binoan undan yaqinlashuvchi {!2n(X2)} sonli ketma-ketlik 
ajratish mumkin. Ravshanki, {!2n(x)} funksional ketma-ketlik har 
ikki x = Xl va x = X2 nuqtalarda yaqinlashadi. 

So'ngra uchinchi qadamda {!2n(X3)} sonli ketma-ketlikni qaray
miz. Bu ketma-ketlik chegaralangani sababli undan yaqiRlashuvchi 
{hn(x3)} sonli ketma-ketlik ajratish mumkin. Shubhasiz, {hn(x)} 
funksional ketma-ketlik uchta x = Xl, X = X2 va X = X3 nuqtada 
yaqinlashadi. 

Bu jarayonni davom ettirib, k-qadamda k ta Xl, X2, ... , Xk nuq
talarda yaqinlashuvchi An (X) ketma-ketlikni olamiz. 

Endi 
i11 ( X ), 122 ( X ), 133 (X), ... 

ko'rinishdagi {Inn (X)} diagonal ketma-ketlikni qaraymiz. 
Ravshanki, istalgan natural k uchun n :2': k bo'lganda {Inn (X)} 

diagonal ketma-ketlikning barcha elemen tlari {An (X)} ketma-ketlik
ning elementlari bo'ladi va shuning uchun diagonal ketma-ketlik 
Xl, X2, ... , x k nuqtalarda yaqinlashadi. Bundan, k ning ixtiyoriyligi
ga ko'ra, diagonal ketma-ketlikni E to'plamning barcha nuqtalarida 
yaqinlashishi kelib chiqadi. Demak, {inn (x)} qidirilayotgan ketma
ketlik ekan. 

• 
Shuni aytish kerakki, berilgan kesmada tekis yaqinlashuvchi qism 

ketma-ketlik ajratish masalasi nisbatan ancha murakkabdir. Biror 
kesmaning har bir nuqtasida yaqinlashuvchi bo'lib, ammo uning 
hech qanday qism ketma-ketligi shu kesmada tekis yaqinlashmay
digan funksional ketma-ketlikka misol keltirish qiyin emas. 

10.5.1 - misol. Aytaylik, an > 0 sonli ketma-ketlik cheksiz 
kichik bo'lsin, ya'ni n -t 00 da an -t 0 bo'lsin. Manfiy bo'lmagan 
va 1 dan kichik quyidagi 

-1 ~ x ~ 1, (10.5.2) 
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funksiyalar ketma-ketligini qaraymiz. 
Ravshanki, bu ketma-ketlik [-1, 1] kesmaning har bir nuqtasida 

f(x) = {o, agar x:f. 0 bo'lsa, 
1, agar x = 0 bo'lsa, 

funksiyaga yaqinlashadi. 

(10.5.3) 

Ushbu funksiya uzilishga ega bo'lganligi sababli, yaqinlashish 
[-1,1] kesmada tekis bo'la olmaydi. O'z-o'zidan ko'rinib turibdi
ki, (10.5.2) ketma-ketlikning istalgan qism ketma-ketligi ham xuddi 
shu ko'rinishga ega. 

Tekis yaqinlashuvchi qism ketma-ketlikning mavjudlik masalasi
ni o'rganish maqsadida tekis darajali uzluksizlik deb ataluvchi muhim 
tushunchani kiritamiz. 

Ta'rif. [a, b] kesmada uzluksiz {fn(x)} funksiyalar ketma-ketligi 
berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy E > 0 olganda ham shunday 0 > 0 
topilsaki, shu kesmadan olingan va Ix-yl < 0 shartni qanoatlantiruv
chi istalgan ikki x va y nuqtalar uchun 

Ifn(x) - fn(Y)1 < E, n = 1,2,3, ... (10.5.4) 

tengsizlik bajarilsa, Un(x)} funksional ketma-ketlik tekis darajali 
uzluksiz deyiladi. 

Shunday qilib, tekis darajali uzluksizlik Koshi bo'yicha uzluksiz
lik ta'rifidagi 0 > 0 sonni barcha fn(x) funksiyalar uchun bir xilda 
olish mumkinligini anglatadi. 

10.5.1 - teorema (Askoli, Arsela)(G. Ascoli, C. ArzeIa). 
Berilgan [a, b] kesmada tekis chegaralangan va tekis darajali uzluksiz 
bo'lgan har qanday funksiyalar ketma-ketligidan shu kesmada tekis 
yaqinlashuvchi qism ketma-ketlik ajratish mumkin. 

Isbot. Faraz qilaylik, Un (x)} funksional ketma-ketlik [a, b] kes
mada tekis chegaralangan va tekis darajali uzluksiz bo'lsin. 

Ma'lumki (1.6.1 - teorema), [a, b] kesmada yotuvchi barcha rat
sional nuqtalar to'plami sanoqli. Shunday ekan, 10.5.1 - tasdiqqa 
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asosan, tekis chegaralangan fn(x) ketma-ketlikdan [a, b] kesmada
gi barcha ratsional nuqtalarda yaqinlashuvchi qism ketma-ketlik 
ajratish mumkin. Belgilashlarni soddalashtirish maqsadida ajratil
gan qism ketma-ketlikni yana {fn(x)} simvol orqali belgilab, uning 
[a, b] kesmada tekis yaqinlashishini isbotlaymiz. 

Tekis darajali uzluksizlik ta'rifiga ko'ra, istalgan c > 0 olganda 
ham biz shunday 8 = 8(c) > 0 ni ko'rsatishimiz mumkinki, qarala
yotgan kesmadan olingan va Ix - yl < 8 shartni qanoatlantiruvchi 
ixtiyoriy x va y nuqtalar uchun 

c 
Ifn(x) - fn(y)1 < 3' n = 1,2,3, ... (10.5.5) 

tengsizliklar o'rinli bo'ladi. 
Ko'rsatilgan 8 > 0 uchun biror natural m > (b - a)/8 sonini 

tayinlaymiz va [a, b] kesmani m ta teng bo'lakka bo'lib, har bir qis
miy kesma (uzunligi 8 dan kichik bo'ladi) ichidan biror ratsional son 
olamiz. Natijada m ta 6,6, ''''~m ratsional sonlarga ega bo'lamiz. 

Faraz qilaylik, x berilgan [a, b] kesmaning ixtiyoriy nuqtasi bo'lib, 
~k bu nuqtaga yuqorida tanlangan m ta ratsional nuqtalardan eng 
yaqini bo'lsin. U holda, ravshanki, Ix - ~kl < 8 bo'lib, (10.5.5) ga 
ko'ra, istalgan natural n va p lar uchun 

Ifn+p(x) - fn(x)1 ~ 

< Ifn+p(x) - fn+p(~k)1 + Ifn+p(~k) - fn(~k)1 + Ifn(~k) - fn(x)1 < 
2 

< Ifn+p(~k) - fn(~k)1 + 3' c (10.5.6) 

tengsizlik o'rinli bo'ladi. 
Belgilashimizga ko'ra, {fn(x)} funksional ketma-ketlik m ta 

~l ,6, ""~m 
nuqtalarda yaqinlashadi. Buudan chiqdi, N = N(c) nomerni shun
day tanlashimiz mumkinki, n 2 N bo'lganda istalgan natural p 
u('hun bir vaqtning o'zida m ta 

(10.5.7) 
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tengsizlik baj ariladi. 
Endi (10.5.6) tengsizlikning o'ng tarifida (10.5.7) bahodan foy

dalansak, n ~ N bo'lganda istalgan natural p uchun 

Ifn+p(x) - fn(x)1 < E:, a:S; x :s; b, 

bahoni olamiz. 
Koshi kriteriysiga binoan, hosil bo'lgan baho {fn(x)} ketma

ketlikning [a, b] kesmada tekis yaqinlashishini anglatadi. 

• 

§ 10.6. Polinomlar bilan tekis yaqinlashtirish 

1. Delta-simon ketma-ketliklar. Kvant mexanikasi masala
larini yechish maqsadida, XX asrning yigirmanchi yillarida ingliz 
fizigi Pol Dirak «delta-funksiya» deb ataluvchi va 8(x) simvoli orqali 
belgilanuvchi funksiyani kiritdi. Dirak bu funksiyani x = 0 nuqta
da +00 qiymatni, bu nuqtadan tashqarida esa, nol qiymatni qabul 
qilsin va, bundan tashqari, quyidagi 

1 ! 8(x) dx 1 

-1 

tenglikni qanoatlantirsin deb aniqladi. 
Dirakning tasdiqlashicha, bunday tanlash natijasida istalgan uz

luksiz f funksiya va ixtiyoriy a E R nuqta uchun 

1 ! 8(x)f(x + a) dx f(a) (10.6.1) 

-1 

tenglikka ega bo'lamiz. 
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Ravshanki, Dirakning delta-funksiyasi oddiy ma'noda funksiya 
bo'la olmaydi. Shu sababli, kvant mexanikasi masalalarini yechishda
gi matematik izlanishlarda bu funksiyadan foydalanmaslikka harakat 
qilinar edi (bu haqida batafsil ma'lumotni, masalan, Jon fon Ney
manning 1932-yilda chop etilgan «Kvant mexanikasining matematik 
asoslari» deb ataladigan monografiyasida topish mumkin). Ammo, 
qizig'i shundaki, delta-funksiya yordamida olingan natijalar to"g'ri 
bo'lib chiqa boshladi (bu fizik eksperimentlarda hamda keyingi mate
matik ma'nodagi «qat'iy» isbotlarda tasdiqlandi). N atijada mate
matiklarning bu funksiyaga bo'lgan qiziqishi yanada ortib bordi. 

Delta-funksiyaga matematik ravishda qat'iy ta'rif berish usulla
ridan biri «delta-simon» funksiyalar ketma-ketligini kiritishdan ibo
ratdir. 

Ta'rif. Faraz qilaylik, [-1,1] kesmada aniqlangan bn(x) ketma
ketlik quyidagi uchta shartni qanoatlantirsin:' 

i) ketma-ketlikning har bir funksiyasi manfiy bo'lmasin: 

ii) ketma-ketlikning har bir funksiyasi [-1. 1] kesmada integral
lanuvchi bo'lib, 

1 J bn(x) dx 1 

-1 

tenglik 0 'rinli bo'lsin; 

iii) 0 < 0: < 1 shartni qanoatlantiruvchi istalgan 0: uchun bn (x) 
ketma-ketlik {x : 0: ~ I x I ~ 1} to 'plamda nolga tekis yaqinlashsin. 

U holda bun day ketma-ketlik delta-simon ketma-ketlik deyiladi. 

Navbatdagi tasdiqda biz ixtiyoriy delta-simon ketma-ketlik uchun 
biror ma'noda limitga o'tganda (10.6.1) tenglikning bajarilishini 
ko'rsatamiz. Odatda C(R) simvoli orqali sonlar o'qida uzluksiz bo'l
gan barcha funksiyalar to'plami belgilanishini qayd etamiz. 



550 Funksional ketma-ketliklar va qatorlar X Bob 

10.6.1 - teorema. Agar {on(x)} - delta-simon ketma-ketlik 
bo'lsa, istalgan f E C(R) funksiya uchun 

1 

f n (x) = J On (t) f (t + x) dt (10.6.2) 

-1 

ketma-ketlik sonlar 0 'qining har qanday kesmasida f funksiyaga tekis 
yaqinlashadi. 

Isbot. Ravshanki, ii) xossaga ko'ra, 

1 

fn(x) - f(x) = J On (t)[f(t + X) - f(x)] dt. 

-1 

Shu sababli, istalgan a > 0 uchun 

fn(x) - f(x) 

-a a 

J On (t)[f(t + x) - f(x)] dt + J On (t)[f(t + x) - f(x)] dt+ 

-1 -a 

1 

+ J On (t)[f(t + X) - f(x)] dt. 
a 

Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga asosan, C(R) ga tegish
Ii har qanday funksiya ixtiyoriy kesmada chegaralangandir. Shun
day ekan, iii) xossa va 10.3.1 - teoremaga ko'ra, oxirgi tenglikda
gi birinchi va uchinchi integrallar n -+ 00 da ixtiyoriy kesmada 
X bo'yicha tekis ravishda nolga intiladi. Demak, har qanday [a, b] 
kesma uchun x E [a, b] bo'yicha tekis ravishda quyidagi 

a 

fn(x) - f(x) = J On (t)[f(t + X) - f(x)] dt + 0(1) (10.6.3) 

-0 

baho o'rinli bo'ladi. 
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Ma'lumki, f funksiya uzluksiz bo'lgani sababli, u istalgan kesma
da tekis uzluksiz bo'ladi (6.5.2 - teorema). Bundan chiqdi, istalgan 
E > 0 uchun shunday a > 0 topiladiki, 

If(x+t)-f(x)I<E, a~x~b, Itl<a, 

tengsizlik bajariladi. 
Shunday ekan, (10.6.3) va ii) shartga asosan, 

o 

Ifn(x) - f(x)1 ~ J 6n(t)lf(t + x) - f(x)1 dt + 0(1) ~ 
-0 

o 

< E J 6n(t) dt + 0(1) ~ E + 0(1). 
-0 

Ya'ni 
Ilfn - fIIC[a,b] < E + 0(1) 

va, shuning uchun, 

lim Ilfn - fIIC[a,b] < E. 
n-too 

Bundan, E > 0 ning ixtiyoriyligiga ko'ra, 

lim Ilfn - fllC[a b] = O. 
n--+-oo ' 

Demak, 10.1.2 - tasdiqqa asosan, (10.6.2) ketma-ketlik f funksiya
ga [a, b] kesmada tekis yaqinlashar ekan. 

• 
Eslatma. Agar delta-funksiya deb delta-simon ketma-ketlikni 

olsak, u hold a (10.6.1) tenglikni quyidagicha tushunishimiz mumkin: 

1 

lim J 6n(x)f(x + a) dx = f(a). 
n-too 

-1 
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Shuni qayd etishjoizki, hozirgi kunda (10.6.1) tenglikni boshqacha 
ma'noda a.sosla.sh kengroq tarqalgan. Bu a.sosla.shga ko'ra, (10.6.1) 
tenglikning chap tomonidagi integral uni o'ng tomonidagi ifodaning 
simvolik ravishdagi belgilanishi deC, qabul qilinadi. 

10.6.1 - misol. Quyidagi 

8
n

(x) = {nI2, agar 
0, agar 

Ixl < lin bo'lsa, 

Ixl 2 lin bo'lsa, 

funksiyalar ketma-ketligi delta-simondir. 
Haqiqatan, bu ketma-ketlikning i) -iii) shartlarni qanoatlantirishi 

o'z-o'zidan ko'rinib turibdi. Demak, 10.6.1 - teoremaga ko'ra, istal
gan uzluksiz f funksiya uchun sonlar o'qining har qanday kesma.sida 
tekis ravishda quyidagi 

lin 

lim ~2 J f (t + x) dt 
n-+oo 

f(x) 
-lin 

tenglik o'rinli bo'ladi. 

10.6.2 - misol. Agar An o'zgarma.sni 

shartdan tanlab olsak, 

Kn(x) = An(l - x2t, -1 ~ x ~ 1, 

ketma-ketlik delta-simon bo'ladi. 

(10.6.4) 

(10.6.5) 

(10.6.6) 

Haqiqatan, i) va ii) shartlarning bajarilishi shubha.siz. Bundan 
chiqdi, iii) shartni tekshirish kifoya. Buning uchun 

1 

2 J (1-:L' t dx = 2 > 1 
(n + 1) n 

o 
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ekanini qayd etamiz. 
Shu sababli, 0 < G' < 1 bo'lganda G' < Ixl < 1 to'plamda x 

bo'yicha tekis ravishda quyidagi 

baho o'rinlidir. Bundan iii) shartning bajarilishi bevosita kelib chiqa
di. 

10.6.3 - misol. Agar Bn o'zgarmasni 

1 

J( 7rX)2n 
= COST dx (10.6.7) 

-1 

shartdan tanlab olsak, 

(10.6.8) 

ketma-ketlik delta-simon bo'ladi. 
Yana faqat iii) shartning bajarilishini tekshirish yetarli, chun

ki i) va ii) shartlarning o'rinli ekanligi o'z-o'zidan ko'rinib turibdi. 

Integral ostidagi funksiyaning juftligini e'tiborga olib, t = cos 7r
2
X 

almashtirish bajarsak, 

1 1 

J ( 7rX)2n 
COST dx J ( 7rX)2n 

2 cos T dx 

-1 o 

1 

> ~ J t 2n 
dt 

4 

7r(2n + 1) 
o 

munosabatga ega bo'lamiz. Shuning uchun 

Bn = O(n). 

1 

! J t 2n 
dt > 

7r V1=t2 
o 
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Endi (0,1) intervaldan olingan ixtiyoriy a uchun 
'Ira 

q = cosT 

X Bob 

deb belgilaymiz. U hold a a ~ Ixl ~ lIar uchun cos 'lr
2
x ~ q bo'ladi 

va 0 < q < 1 bo'lgani sababli 

Kn(x) ~ Bn' q2n = O(n)q2n -+ 0, n -+ 00. 

Bundan chiqdi, iii) shart ham bajarilar ekan. Demak, (10.6.8) 
delta-simon ketma-ketlik ekani isbotlandi. 

Shunday ekan, 10.6.1 - teoremaga asosan, istalgan uzIuksiz f 
funksiya uchun to'g'ri chiziqning istalgan kesmasida tekis ravishda 
quyidagi 

1 

J~~ Bn J (cos
2 ~t) n f (t + X) dt 

-1 

tenglik bajariladi. 

f(x) (10.6.9) 

Yuqoridagi misollarda f sifatida butun sonlar o'qida uzluksiz 
bo'igan ixtiyoriy funksiyalar qaraldi. Agar bu funksiyalar qo'shimcha 
xossalarga ega deb faraz qilsak, ularga tekis yaqinlashuvchi funk
sional ketma-ketliklar uchun ancha qulay integral ko'rinishlar oli
shimiz mumkin. 

10.6.4 - misol. Faraz qilayIik, f butun sonlar o'qida uzluk
siz funksiya bo'lib, An (10.6.5) shartdan tanlab olingan o'zgarmas 
bo'isin. Quyidagi 

1 

Pn(x) An J (1 - t 2 )n f(x + t) dt (10.6.10) 

-1 

ketma-ketlikni qaraymiz. Agar (10.6.6) delta-simon ketma-ketlikka 
10.6.1- teoremani qo'llasak, {Pn(x)} ketma-ketlikning f(x) funksiya
ga sonlar o'qining har qanday kesmasida tekis yaqinlashishiga ega 
bo'lamiz. 
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Endi f funksiya [0, 1] kesmadan tashqarida nolga teng deylik. U 
holda y = x + t almashtirish bajarsak, 

l+x 

Pn(x) = .4n / [1-(y-x)2r f(y)dy 

-l+x 

tenglik hosil bo'ladi. 
Ravshanki, agar 0:::; :r :::; 1 bo'lsa, [0,1] kesma uzunligi 2 ga teng 

bo'lgan [-1 + x, 1 + x] kesma ichida yotadi va shuning uchun, f 
fuuksiyaga hozirgina qo'ygan talabimizga ko'ra, integrallash aslida 
faqat [0.1] kesma bo'yicha olib boriladi. Shu sababli, 0 :::; l' :::; 1 
uchun quyidagi 

1 

Pn(:r) = An /[1 -(y - .r)2r f(y) dy, 

o 

integral ko'rinish o'rinli. 

O<:r < 1 - - , (10,6.11) 

Bu formuladan Pn (x) funksiyaning 0 :::; x :::; 1 kesmada algebraik 
ko'phad bilan ustma-ust tushishi bevosita ko'rinib turibdi. 

Davriy funksiyalar uchun integral ko'rinish alohida ahamiyatga 
ega. 

10.6.5 - misol. Agar En o'zgarmas (10.6.7) shartdan tanlab 
olingan bo'lsa, quyidagi 

(10.6.12) 
-71" 

ketma-ketlikni qaraymiz. Ravshanki, bu ketma-ketlik y = 7ft al
mashtirish yordamida (10.6.9) integralning chap tomonidagi ifodaga 
keladi. 

Agar (10.6.12) integralda t = y + x almashtirishni bajarsak, 

(10.6.13) 
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tenglikka ega bo'lamiz. 
Endi f funksiya 2rr davrga ega bo'lgan davriy funksiya bo'lsin, 

deylik. U holda, navbatdagi integralda integrallash sohasini 2rr ga 
surib, quyidagi ifodani olamiz: 

11'+ x -11'+X J [l+cos(t-x)]nf(t)dt= J [l+cos(t-x)]nf(t)dt. (10.6.14) 
11' -11' 

Oxirgi ikki (10.6.13) va (10.6.14) tengliklarni solishtirib, (10.6.7) 
ketma-ketlik uchun muhim bo'lgan quyidagi 

(10.6.15) 

-11' 

integral ko'rinishni hosil qilamiz. 
Shunday qilib, 2rr davrga ega bo'lgan ixtiyoriy f uzluksiz davriy 

funksiya uchun (10.6.15) ketma-ketlik sonlar o'qining har qanday 
kesmasida f funksiyaga tekis yaqinalashar ekan. 

2. Veyershtrass teoremasi. Ushbu paragrafning asosiy maqsa
di [a, b] kesmada uzluksiz bo'lgan har qanday funksiyani algebraik 
polinomlar bilan tekis yaqinlashtirish mumkinligini ko'rsatishdan 
iboratdir. 

Agar x = (1 - t)a + tb deb belgilab, quyidagi 

g(t) = f[(l - t)a + tb] = f(x) 

funksiyani qarasak, biz faqat [0,1] kesmada berilgan uzluksiz funk
siyalarni o'rganish yetarli ekaniga ishonch hosil qilamiz. Haqiqatan, 

f(x) = 9 (~ = :) bo'lgani sababli, agar Q(t) polinom [0,1] kesma

da uzluksiz bo'lgan g(t) funksiyaga t bo'yicha tekis yaqin bo'lsa, u 
hold a 

(
X - a) P(x) = Q(t) = Q b _ a 
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polinom [a, b] kesmada uzluksiz bo'lgan f(x) fuksiyaga x bo'yicha 
tekis yaqin bo'ladi. 

10.6.2 - teorema (Veyershtrass). [0,1] kesrnada uzl1tksiz haT 
qanday f (.r) funkszya uchun unga [0. 1] kesrnada te/,:is yaqinlashuvchz 
Pn (.1') n.lgebmi": polinomlar ketma-ketligi 71wvJud. 

Isbot. 1) Avval f(O) = f(l) = 0 bo'lsin deylik. C hold a f 
funksiyani [0,1] kesmadan tashqarida nol deb, butun sonlar o'qiga 
clavom ettirish mumkin. Bunday aniqlangan funksiyaning butun 
sonIaI' o'qida uzluksiz bo'lishi turgan gap. 

Endi (10.6.11) tenglik bilan aniqlangan 

1 

Pn(.r) = A n ![1-(y-.r)2j"f(Y)dy . Os:rsl, 

o 

polinomlarni qaraymiz. 
Ravshanki, bu polinomlar ketma-ketligi, 10.6.1 - teoremaga bi

noan, f funksiyaga [0, 1] kesmada tekis yaqinlashadi. 
2) Agar f funksiya [0) 1] kesmada aniqlangan ixtiyoriy uzluksiz 

funksiya bo'lsa) 

i(x) = f(x) - [(1- x)f(O) + xf(l)] 

c!.eb belgilab) biz mas~ani birinchi holga keltiramiz) chunki J(O) = 

f(l) = 0 hamda f va f funksiyalar o'zaro birinchi tartibli polinomga 
farq qiladi. Shubhasiz, agar [0) 1] kesmada J funksiyaga tekis yaqin
lashuvchi polinomlar ketma-ketligi mavjud bo'lsa) u holda berilgan 
f funksiya uchun ham tekis yaqinlashuvchi polinomlar ketma-ketligi 
mavjud bo'ladi. 

• 
Odatdagi (algebraik) polinomlardan tashqari trigonornetrik poli

nomlar deb ataluvchi quyidagi 
n 

T(x) = co+ L (akcoskx+bksinkx) (10.6.16) 
k=l 
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ko'rinishga ega bo'lgan funksiyalar muhim ahamiyatga ega. Bu yerda
gi ak, bk va Co haqiqiy sonlar trigonometrik polinomlarning koeffit
sientlari deb ataladi. 

Misol sifatida 

Tl (x) = 1 + 2 cos x + 3 sin 5x, 
v'3 11" • 

T2 (x) = - cos99x + - sm 100x 
2 2 

polinomlarni olishimiz mumkin. 
Trigonometrik polinomlarning chiziqli kombinatsiyasi, shubha

siz, trigonometrik polinom bo'ladi. Trigonometrik polinomlarning 
ko'paytmasi ham trigonometrik polinom bo'lishini tekshirish qiyin 
emas. Buning uchun, agar n va m sonlar natural bo'lsa, quyidagi 

cos nx . cos mx j cos nx . sin mx, sin nx . sin mx 

ko'rinishga ega bo'lgan ko'paytma trigonometrik polinom bo'lishini 
qayd etish yetarli. 

Ravshanki, har bir trigonometrik polinom 27r davrga ega bo'lgan 
uzluksiz davriy funksiya bo'ladi. Shunday ekan, trigonometrik poli
nomlarnlng ketma-ketligi faqat 211' davrgaega bo'lgan uzluKslz davriy 
funksiyaga. tekls yaqinlashishi mumkin. Veyershtras3 teoremasin
iug navlJatda.gi ko'nnishi haql'1atan har bir 27r davrga ega bo'lgan 
uzluksiz davriy funksiyani trigonometrik polinomlar bilan tekis yaqin
lashtirish mumkinligini ko'rsatadi. 

10.6.3 - teorema (Veyershtrass). [-7r, 7r] kesmada uzluksiz 
va J( -11") = f(7r) shartni qanoatlantiruvchi ha:r qanday f funksiya 
uchun [-7f, 71"] kesmada f(:c) funksiyaga tekis Y'I.'7:nlrr::huvchi T,,(x) 
tri(Jonometri~; polinomlar ketrna-ketligi mn,-'f:Id 

IGbot. Agar m =.±1, ±2, ... uchun beril~3)1 f f),mksiyani istalgan 
[2m7r-1I, 2m7r+7r] kesmaga f(x) = f(x -2m1T) t",nglik orqali davom 
ettirsak, f( -7r) = f(7r) shartga ko'ra, butun E>onlar o'qida uzluksiz 
va 27r davrga ega bo'lgan funksiyani olamiz. 

Shunday ekan, (10.6.15) tenglik bilan aniqlangan 
1r 

Bn 1 J Tn(x) = -. - [1 + cos(t - x)r f(t) dt 
2n 7r 

-1r 
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ketma-ketlik f funksiyaga [-7r, 7r] kesmada tekis yaqinlashadi. 
Endi har bir t uchun x o'zgaruvchining quyidagi 

[1 + COS(t - x)t 

funksiyasi, yuqorida qayd etilganga ko'ra, (koeffitsientlari t ga bog'liq 
bo'lgan) trigonometrik polinom bo'lib, natijada Tn(x) funksiyalar 
ham trigonometrik polinom ekanini qayd etish yetarli. 

• 

§ 10.7. Funksional qatorlar 

1. Funksional qatorning tekis yaqinlashishi. Faraz qilay
lik, {un (x)} funksional ketma-ketlik bitta E C R to'plamda aniqlan
gan funksiyalardan iborat bo'lsin. Ushbu 

00 

(10.7.1) 

formal yig'indi funksional qator deyiladi. Dastlabki n ta hadning 
yig'indisi, ya'ni 

n 

Sn(x) = 2: Uk(X) (10.7.2) 
k=l 

qatorning n-qismiy yig'indisi deb ataladi. Har bir tayinlangan x E 

E son uchun (10.7.1) sonli qatordir. Agar bu sonli qator biror 5 
songa yaqinlashsa, u hold a funksional qator x nuqtada yaqinlasha
di va uning yig'indisi 5 ga teng deyiladi. Agarda funksional qa
tor har bir x E E nuqtada yaqinlashsa, u holda uning yig'indisi 
E to'plamda aniqlangan biror 5 (x) funksiya bo'ladi. Shunday qilib, 
(10.7.1) funksional qatorning S(x) funksiyaga yaqinlashishi (10.7.2) 
funksional ketma-ketlikning shu funksiyaga yaqinlashishini anglata
di. 
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Agar (10.7.2) funksional ketma-ketlik E to'plamda S (x) funksiya
ga tekis yaqinlashsa, (10.7.1) funksional qator shu funksiyaga E 
to'plamda tekis yaqinlashadi deyishadi. Bunday ta'rifdan so'ng, tekis 
yaqinlashuvchi funksional qatorlarning barcha xossalarini tekis yaqin
lashuvchi funksional ketma-ketliklar xossalaridan keltirib chiqarish 
mumkin. 

10.7.1 - misol. Ushbu 

00 k 2: (_I)k-l . 1- (10.7.3) 
k=l 

funksional qator [0,1] kesmada In(1 + x) funksiyaga tekis yaqin
lashadi. Haqiqatan, Lagranj kO'rinishidagi qoldiq hadli Teylor for
mulasiga ko'ra, [0,1] kesmadan olingan ixtiyoriy x va istalgan n 
nomer uchun 0 < ~ < 1 intervalda shunday ~ nuqta topiladiki, 

tenglik bajariladi. 
Shu sababli, (10.7.3) qator qismiy yig'indisini Sn (x) simvol orqali 

belgilasak, 

1 
/In(l+x) - Sn(x)/ < n+l' O~x~l, (10.7.4) 

bahoga ega bo'lamiz. 
Bundan esa, o'z navbatida, (10.7.3) qatorning [0,1] kesmada 

tekis yaqinlashishi va 

00 k 
~ k 1 X In(1 + x) = ~ (-1) - . T' o ~ x ~ 1, (10.7.5) 
k=l 

tenglikning bajarilishi kelib chiqadi. 
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Funksional qatorlarning tekis yaqinlashishi haqidagi eng muhim 
tasdiqlardan biri Koshi kriteriysidir. 

10.7.1 - teorema (Koshi kriteriysi). (10. 7.1) funksional qa
toming E to 'plamda tekis yaqinlashishi uchun istalgan E > 0 01-
ganda ham shunday N = N(E) nomer topilib, n ~ N va ista1gan 
natural p uchun barcha x E E larda quyidagi: 

n+p 

L Uk(X) < E, n ~ N, x E E, 
k=n+l 

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. 

Ushbu tasdiq tekis yaqinlashishning ta'rifi va funksional ketma
ketliklarning yaqinlashishi uchun Koshi kriteriysidan bevosita kelib 
chiqadi (10.1.1 - teorema). 

Navbatdagi tasdiq tekis yaqinlashuvchi uzluksiz funksiyalar ketma
ketligi limitining uzluksizligi haqidagi 10.1'.2 - teoremaga o'xshashdir. 

10.7.2 - teorema. Agar (10.7.1) funksional qator E to'plamda 
S (x) funksiyaga tekis yaqinlashib, Un (X) funksiyalar biror c E E 
nuqtada uzIuksiz bo'lsa, u hoida S (X) funksiya ham shu c nuqtada 
uzluksiz bo'ladi. 

Endigi tasdiq esa, 10.3.1- teoremaning funksional qatorlar uchun 
ko'chirilgan holidir. 

10.7.3-TeopeMa Agar (10.7.1) funksional qator [a, b) kesmada 
S (x) funksiyaga tekis yaqinlashib, Un (x) funksiyalar uzluksiz bo'lsa, 
u holda ulaming boshlang'ich funksiyalaridan tuzilgan qator [a, b) 
kesmada S funksiyaning boshiang'ich funksiyasiga tekis yaqinlasha
di: 

00 x x 

L J Uk(t) dt = J S(t) dt. 
k=l a a 

(10.7.6) 
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Masalan, 

.r 

J In(l + t) dt 

o 

00 x k 00 k+l 

= ~ (-l)k-lJ_t dt= ~ (_l)k-l_X
_. 

~ ", ~ k+1 
k=l 0 k=l 

Natija. Agar [a, b] kesmada uzl1tksiz u,,(.r) Junksiyalardan tuzil
gan qator shu kesmada 5 (.1') Junkszyaga tekis yaqinlashsa, 

b 

J S(.r) d.l' (10.7.7) 

a 

tenglik 0 'rinli bo' lad i. 

Galdagi teorema 10.3.2 - teoremaga o'xshashdir. 
10.7.4 - teorema. Faraz qilaylik, Un (x) Junksiyalar [a, b] kesma

da uzluksiz diJJerensiallanuvchi bo'lib, hosilalardan tusilgan 

00 

L u~(x) 
k=l 

qator [a, b] kesmada tekis yaqinlashsin. 
Agar biror c E [a, b] uchun 

(Xl 

sonli qator yaqinlashsa, u holda (10.7.1) Junksional qator [a, b] kesma
da diJJerensiallanuvchi biror S (J') Junksiyaga tekis yaqinlashadi va 

00 

L uUx) = S'(x) (10.7.8) 
k=l 

tenglik 0 'rinli bo' ladi. 
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Yuqorida funksional ketma-ketliklar uchun isbotlangan Dini teo
remasi (10.4.1 - teorema) funksional qatorlar uchun quyidagi ko'ri
nishga ega bo'ladi. Ravshanki, funksional qator qismiy yig'indilari 
ketma-ketligining o'sishi qator hadlarining manfiy emasligini anglata
tii. 

10.7.5 - teorema (U. Dini). Agar [a, b] kesmada uzluksiz va 
manfiy bo'lmagan funksiyalardan tuzilgan qator shu kesmaning har 
bir nuqtasida uzluksiz funksiyaga yaqinlashsa, u halda bu yaqin
lashish [a, b] kesmada tekis ba'ladi. 

Ushbu bandning nihoyasida funksional qatorlarning tekis yaqin
lashishi uchun shunday yetarlilik shartini keltiramizki, bu shartning 
ketma-ketliklar uchun o'xshashi yoq. 

10.7.6 - teorema (Veyershtrass alomati). Faraz qilaylik. 
un(x) funksiyalar [a, b] kesmada chegaralangan ba'lib, 

(10.7.9) 

shartni qanoatlantirsin. Agar 

00 

(10.7.10) 
n=l 

sanli qatar yaqinlashsa, u halda (10.7.1) funksianal qatar [a, b] kesma
da tekis yaqinlashadi. 

Isbot. Agar (10.7.9) bahoni hisobga olsak, istalgan n va p natu
ral sonIaI' uchun x E [a, b] bo'yicha tekis ravishda 

n+p 

L Uk(X) < (10.7.11) 
k=n+l 

tengsizlik bajarilishini ko'ramiz. 
Shartga ko'ra (10.7.10) sonli qator yaqinlashadi. Bundan chiq

di, Koshi kriteriysiga (10.1.1 - teorema) asosan, (10.7.11) ning o'ng 
tomonini n ~ N bo'lganda E dan kichik qilish mumkin. Bu esa, 
10.7.1 - teoremaga ko'ra, (10.7.1) qatorning tekis yaqinlashishini 
anglatadi. 
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• 
N atija. Agar Un E e[a, b] bo'lib. 

L Ilu ll llqa.b] 
n=1 

sonli qatoT yaqinlash.5rL. 1L holrla (10.7.1) funksional qator [a. b] kesma
da tekis yaqinlash(uli. 

Haqiqatan. bu holda c" = Ilunll cleb. (10.7.9) bahoning o'rinli 
ekanini qa,vel etish yetarli. 

Agar (10.7.9) baho o'rinli bo'lsa. (10.7.1) funksional qat or (10.7.10) 
sonli qator bilau majoTirlanadi ~'oki (10.7.10) sonli (jator (10.7.1) 
fllnbional qator llcll1l11 rnajorant qatar bo'lacli cleyiladi. 

1 - eslatma. 10.7.6 - teorema kO'pincha quyidagi ko'riuishda 
keltirilacli: 

bzror kesrnada yaqinla.,huvchi sonli qator bilan majoTirlangan 
funksional qator shu kesmada tekis yaqinlashadi. 

2 - eslatma. Veyershtrass alomati tekis yaqinlashish uchun 
yetarlilik sharti bo'lib, Koshi kriteriysidan o'laroq, zaruriylik sharti 
bo'la olmaydi. Haqiqatan, agar (10.7.1) funksional qatar (10.7.10) 
sonli qator bilan majorirlansa, ravshanki, quyidagi: 

tengsizlik baj ariladi. 

sup ludx)1 < Ck 
xE[a,b] 

xk 
Endi udx) = (-l)k-I

T 
deb, 

00 k L (_l)k-l. +-
k=1 
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funksional qatorning [0, 1] kesmada yaqinlashishini qayd etamiz, 
Boshqa tomondan, 

1 
sup IUk(X)1 = k 

xE[O,l] 

V3 shuni.ng uchun, agar bu qator (10.7.10) sonli qator bilan majorir
iansa, 

1 
Ck > -- k 

tengsizlik bajarilishi kerak. Ammo bu holda (10.7.10) qator uzoq
la.<;hadL 

§ 10.8. O'rtacha yaqinlashish 

L O~rtacha yaqinlashish. Berilgan (a, b] kesmada Riman bo'yi
ch." integraHanuvchi funksiyalarni silliq (ya'ni ycta,rl.i marta dif
ferensialianuvchi) funksiyalar bilan yaqinlashtirish masalasi muhim 
ahamiyatga ega. Lekin, bizga ma'lumki, Riman bo'yicha integral
l:a.nuvchi funksiyalarning uzluksiz bo'lishi shart emas, va shuning 
;lchul1, bun day yaqinlashtirish tekis bo'la olmaydi, Shu sababli bun
day hollarda o'rtacha ma'noda, ya.'nl. integral m~nj(13lda, yaqinlash
til.'ish o'rganiladL 

Ta6dt ['l, il] r;~,osmada integralla.nuvchi JIl (x} F.nksiyalar ketma· 
ketligi va. inteqr'UJ!.annvchi f(x) funkiiiya beTilgan bo'Zsin, Agar' 

& 

lim j' Ifn(x) - f(x)1 d.T = 0 
n-+oo 

(10.8.1) 

a 

tenglik bajarilsa, fn (x) funksiyalar ketma-ketligi f (;l.') juuksiyaga 0 'r
tacha yaqinlashadi deyiladi. 
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Ravshanki, biror kesmada tekis yaqinlashuvchi har qanday funk
sional ketma-ketlik shu kesmada o'rtacha ham yaqinlashadi. Haqiqa
tan, bu tasdiq quyidagi 

b J Ifn(x)-f(x)ld,r < sup Ifn(,T) - f(x)I' (b - a) 
asxsb 

a 

tengsizlikdan bevosita kelib chiqadi. 
Agar qaralayotgan funksiyalar uzluksiz bo"lsa, oxirgi tengsizlikni 

C[a, b] fazo normasi orqali yozish mumkin: 

b J Ifn(x) - f(x)ldx ~ (b- a) '1lfn - fllC[a,bj' (10.8.3) 

a 

Shunday qilib, tekis yaqinlashishdan o'rtacha yaqinlashish kelib 
chiqar ekan. Ammo bu tasdiqqa teskari tasdiq o"rinli emas. Hattoki 
shunday funksional ketma-ketliklar mavjudki, ular, o'rtacha yaqin
lashishiga qaramasdan, birorta nuqtada ham yaqinlashmaydi. 

10.S.1 - mis'ol. [0,1] kesmani m ta teng bo'lakka bo'lib, Wmk 

simvol orqali k-qismiy kesmaning xarakteristik funksiyasini belgi
laymiz, ya'ni 

Wmk(X) = {I, 
0, 

k-1 k 
agar -- < x <-

m m 
boshqa x lar uchun. 

bo'lsa, 

Xususan, [0,1] kesmadagi barcha x lar uchun Wll (x) == 1. Quril
gan funksiyalarni bitta ketma-ketlik ko'rinishida joylashtiramiz: 

va shunday nomerlangan ketma-ketlikni {fn(x)} simvol orqali bel
gilaymiz. 
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Ravshanki, fn(x) ~ ° va agar fn(x) = Wmk(X) bo'lsa, 

1 

J f n (X) dx = ~. 
o 

Bundan {fn(X)} ketma-ketlikning [0,1] kesmada o'rtacha nolga 
yaqiniashishi kelib chiqadi. Boshqa tomondan, bu ketma-ketlikning 
birorta ham nuqtada yaqiniashmasligi o'z-o'zidan ko'rinib turibdi. 
Haqiqatan, har qanday Xo E [0,1] uchun {fn(XO)} sonii ketma
ketlik cheksiz ko'p nol va birlardan iborat, ya'ni bu ketma-ketlik 
ikki xususiy limitga egadir va shu sababli u yaqinlashmaydi. 

Ma'iumki, biror kesmada uzIuksiz funksiya shu kesmada albat
ta Riman bo'yicha integrallanuvchi bo'ladi (6.5.3 - teorema). Lekin 
bu tasdiqning teskarisi o'rinli emas, ya'ni Riman bo'yicha integral
Ianuvchi bo'la turib, uzIuksiz bo'lmagan funksiyalar mavjud. Biroq, 
qizig'i shundaki, shunga qaramasdan, har qanday integrallanuvchi 
funksiyani uzluksiz funksiyalar bilan o'rtacha yaqinlashtirish mumkin 
ekan. Chunonchi, navbatdagi teorema o'rinlidir. 

10.8.1 - teorema. Agar f funksiya [a, b] kesmada integrallanuv
chi bo'lsa, istalgan E > ° olganda ham berilgan kesmada uzluksiz 
bo'lgan shunday fe (x) Junksiya topiladiki, u uchun 

b J If(x) - fe(x)1 dx < E (10.8.4) 

a 

tengsizlik bajariladi. 
Isbot. A vval har qanday kesmaning xarakteristik funksiyasini, 

ya'ni 

w(x) = 
{

1' 
0, 

x E [0:, ,8], 
X ¢ [();,,8], 

ko'rinishdagi funksiyani ixtiyoriy aniqlikda uzlub:iz funksiyalar bi
Ian o'rtacha yaqinlashtirish mumkinligini ko'rsatamiz. Bunday uzluk
siz funksiya sifatida w( x) dan faqat (); < x < (); + E va ,8 - E < x < ,8 
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intervallarda farq qilib, bu ikki intervallarda chiziqli bo'lgan w,,(x) 
funksiyani olish mumkin. Ravshanki, 

f3 

j1w(x)-w,,(x)ldX E. 

Xuddi shunga o'xshab, istalgan [a, (3) yarim interval xarakte
ristik funksiyasini yaqinlashtirish mumkin. 

Endi har qanday pog'onasimon funksiya turli ko'rinishdagi kesma 
va yarim intervallar xarakteristik funksiyalarining chekli chiziqli 
kombinatsiyasi ekanini qayd etamiz. Bundan chiqdi, bunday funksi
yalarni ham uzluksiz funksiyalar bilan ixtiyoriy aniqlikda o'rtacha 
yaqinlashtirish mumkin ekan. 

Nihoyat, Darbu nazariyasiga ko'ra, Riman bo'yicha integral
lanuvchi har qanday funksiyani pog'ona-simon funksiyalar bilan ix
tiyoriy aniqlikda o'rtacha yaqinlashtirish mumkin (masalan, Dar
buning quyi va yuqori yig'idilarini tashkil qiluvchi funksiyalar bi
Ian) va dernak. yuqorida aytilganidek, uzluksiz funksiyalar bilan 
ham yaqinlashtirish mumkin. 

• 
Riman bo'yicha integrallanuvchi funksiyalar uchun Veyershtrass 

teoremasiga (10.6.2 - teorema) o'xshash navbatdagi tasdiq o"rinli. 
10.8.2 - teorema. Berilgan [a, b] kesmada Riman bo'yicha in

tegrallanuvchi har qanday f funksiya uchun shunday Pn algebraik 
polinomlar ketma-ketligi topiladiki, bunda 

b 

lim 
n-+oo 

j If(x) - Pn(x)1 dx o (10.8.5) 

a 

tenglik 0 'rinli bo'ladi. 
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Isbot 10.8.1 - va Veyershtrass teoremalaridan kelib chiqadi. 
Haqiqatan, 10.8.1 - teoremaga ko'ra, istalgan E > 0 olganda ham 
shunday uzluksiz fe (x) funksiya topiladiki, u uchun 

b 

J If(x) - fe(x)1 dx < ~ (10.8.6) 

a 

tengsizlik bajariladi. 
10.6.2 - teoremaga asosan esa, shunday Pe (x) polinom topiladiki, 

u uchun 
E 

Ife(x) - Pe(x)1 < 2(b _ a)' a < x < b. 

Shunday ekan, 

b b 

J Ife(x) - Pe(x)1 dx < 2(b ~ a) J dx 
a 

Bu va (10.8.6) tengsizliklardan 

b 

a 

J If(x) - Pe(x)1 dx < E 

a 

bahoga ega bo'lamiz. 

-
2 

Endi E ga navbatma-navbat En = lin qiymatlar bersak, bu ba
hod an talah qilingan (10.8.5) tenglikni olamiz. 

• 
Rimall bo'yicha integrallanuvchi fUllksiyalarnillg muhim xos

salaridan Liri ularning o'rtacha ma'nodagi uzluksizligidir. 
10.8.3 - teorema. Berilgan [0, b] kesmada Riman bO'yicha in

tegrallanuvchi har qanday f funksiya uchun 

b-h 

lim J If (x + h) - f (,1: ) I dx 
h~O+ 

o (10.8.7) 

u 
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tenglik bajariladi. 
Isbot. 10.8.1 - teoremaga ko'ra, istalgan s > 0 olganda ham 

shunday uzluksiz le(x) funksiya topiladiki, u uchun (10.8.4) baho 
o'rinli bo'ladi. U holda. 

b-h J II(x + h) - l(x)1 dx < 
a 

b-h b-h 

< J II(x + h) - le(x + h)1 d:L' + J Ile(x + h) - le(x)1 dx + 
a a 

b-h 

+ J I Ie ( x) - I ( x) I dx. 
a 

O'ng tomondagi birinchi va oxirgi integrallar (10.8.4) bahoga 
binoan s dan kichik bo'lgani sababli. 

b-h b-h 

J I I (x + h) - I ( x ) I dx ~ 2s + J I Ie (x + h) - Ie ( :1' ) I dx. 
a a 

Shartga ko'ra, le(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz va bundan 
chiqdi, u shu kesmada tekis uzluksiz ham bo'ladi. Demak, agar h -+ 
o desak, oxirgi integral nolga intiladi va shuning uchun. 

b-h 

lim J I I (x + h) - I ( x ) I dx ~ 2s. 
h-tO+ 

a 

Endi s > 0 ni ixtiyoriyligini hisobga olsak. bundan talab qilingan 
(10.8.7) munosabat kelib chiqadi. 

• 
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Xuddi tekis yaqinlashishdagi singari, o'rtacha yaqinlashish uchun 
ham integral ostida limitga o'tish mumkin. 

10.8.4 - teorema. Agar Riman bo'yicha integrallanuvchi {fn(x)} 
funksiyalar ketma-ketligi integrallanuvchi f (x) funksiyaga 0 'rtacha 
yaqinlashsa, u holda 

b b 

lim J fn(x) dx 
n-+oo 

J f(x) dx (10.8.8) 

a a 

te1',aliA: bajanladz. 

Isbot o'z-o'zidan ko'rinib turgan 

b b b J fn(x) dx - J f(x) dx < J Ifn(x) - f(x)1 dx 

a a a 

tm~s)zEkdan kelib chiqadi. 

2. O'rta kvadratik yaqinlashish. Matematik tahlil va lming 
tadbiqla,rida o'rta kvadratik yaqinlashish muhim ahamiyatga ega. 

Ta'rif. [a. b] kesmada integrallanuchi ftt (x) funksiyalar ketma
ketligi va integrallanuvchi f(x) funksiya berilgan bo'lsin. Agar 

b 

lim J' Ifn(x) - f(x)12 d.]' = 0 
n-+oo 

(10.8.9) 

a 

tenglik bajarilsa, f n (x) funksiyalar ketma-ketligi f (.r) funksiyaga 0 'rta 
kvadratik yaqinlashadi deyiladi. 

Biror kesmadagi o'rtacha yaqinlashish va o'rta h:v:lratik yaqin
lashish orasidagi bog'lanish navbatdagi tengsizlik orqali c'rnatiladi. 
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10.8.1 - tasdiq. [a, b] kesmada Riman bO'yicha integrallanuvchi 
har qanday f va g funksiyalar uchun quy~dagi 

1 f(x)g(x) dx :S (/ If(X)I'dx),,2 (/ Ig(X)I'dX),," 

(10.8.10) 
K oshi-Bunya.kovski tengsizligi deb atalmish tengsizlik 0 'rinli. 

Isbot. Har qanday haqiqiy A uchun quyidagi 

b 

P(A) f [Af(x) - g(X)]2 dx (10.8.11) 

a 

kattalikni qaraymiz. 
Ravshanki, 

b b 

P(A) 2A / f(x)g(x) dx + f Ig(xW dx 

a a 

A 2 A - 2AB + C, (10.8.12) 

ya'ni P(A) kvadratik uchhaddir. Bu uchhad, (10.8.11) ta"rifga ko'ra, 
barcha A E R lar uchun manfiy emas. Shuning uchun, uning diskri
minanti, ya'ni B2 - AC musbat bo'la olmaydi. Demak, (10.8.12) 
dagi belgilashlarni hisobga olsak. 

(/ f(x)g(x) dx r -/11(X)I' dX'; Ig(x)I' dx < O. 

Ravshanki, hosil bo"lgan tengsizlik (10.8.10) munosabatning o'ziclir . 

• 
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10.8.5 - teorema. Riman bo'yicha integrallanuvchi f(x) funk
siyaga 0 'rta kvadratik yaqinlashuvchi integrallanuvchi har qanday 
{f n (X)} funksiyalar ketma-ketligi shu funksiyaga 0 'rtacha ham yaqin
lashadi. 

Isbot. (10.8.10) Koshi-Bunyakovski tengsizligida f(x) funksiya 
sifatida Ifn(:r) - f(x)1 funksiyani olib va g(x) == 1 deb, 

b ( b ) 1/2 ! If"(x) - fix)! dx s: J(b - a)· ! If"(x) - f(x)I' dx 

tengsizlikni hosil qilamiz. 
Agar ketma-ketlik o'rta kvadratik yaqinlashsa, o'ng tomon nolga 

intiladi va shu sababli, chap tomon ham nolga intiladi. Demak, bu 
ketma-ketlik o'rtacha ham yaqinlashar ekan. 

• 
Shuni aytish kerakki, biz 10.8.5 - teorema yordamida o'rtacha 

yaqinlashuvchi ketma-ketliklar xossalarini o'rta kvadratik yaqin
lashuvchi ketma-ketliklar holiga o'tkazishimiz mumkin. Masalan, 
navbatdagi tasdiq o'rinli. 

10.8.6 - teorema. Agar Riman bo 'yicha integrallanuvchi Un (X)} 
funksiyalar ketma-ketligi integrallanuvchi f (X) funksiyaga 0 'rta kvad
ratik yaqinlashsa, navbatdagi 

a 

tenglik bajariladi. 

b 

/f(.!')d.l' 

a 

Eslatma. Shuni alohida qayd etish joizki, biz o·rta.eha. yaqin
lashish uchun Koshi kriteriysini keltirmadik va bu tasodif emas, 
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albatta. Aslida o"rtacha yoki o"rta kyadratik ma'Iloda fundanH'n
tal ketma-ketlik ta"rifiIli berish oson. Ammo hal' qanda,v f11ndamen
tal ketma-ketlik ham Rilllan bo"~'icha integrallan11vchi f11nksiya~a 
yaqinlasha vpnna~'cli. B11Il~a ;,a ha b faqa tgilla lilllit fUllbiYilni c hegara
lanlllagan bo"lishinin~ mmnkinligi pmas. Chunki bu sabalmi ba1'
taraf qilish 11chull l)iz XOSlllas ma"noda Riman bO'yicha intpgrallan11v
chi (~'oki kyaclrati XOSlllas III a 'Iloda IEmaIl bO"~'i('ha ill tpgrallan11v
chi) f11nksi~'ala l'lli qo 'shi h. q a ralayotgall fazoni kell~a~·tirishimiz III Ulll

kill. Lpkin 1>u ypr<ia h()shqa Ill11hiIll sabab barki. fazoni b11llda~' kpn
ga~·tirish yazi~'atni o·zgartirmaydi. 

Hosil hO'lgall 1ll11<lmIllO intpgrallli yallgicll<l aniqlash orqali hal 
qilinacli. B11nda aIliqlanadi~an ~'an~i intp~ral Lpbeg intpgrali dpb 
atalib. 11, birinchidan. Riman hO'~'icha intpgrallanuwhi f11nksi~'alar 
uclmll Rimall intl'grali bilan l1stma-11st t11shacli va, ikkinchidall. 
Lebe~ intpgrali RiIllan h()'~'i('ha integrallanmaydigan kO'pgina f11nksi
yalar 11ch11ll halll aIliqlanacli. \' pngriyalik matpma tik F .Riss (F .Rips;,) 
Ya, lllldan bog"liqmas rayishda. nemis matematigi E.Fishcl' (E.Fi:-;clwr) 
tomollidall Lebeg integrali yordamida aniqlangan o'rtacha (xuddi 
sh11 kabi, o"rta k\'aclratik) yaqinlashish uchun Koshi kritpriysi o"rinli 
ekanligi isbotlangan. 

§ 10.9. Darajali qatorlar 

1. Quyidagi 

(10.9.1) 

ko'rinishdagi funksional qator darajali qatar deb ataladi, bunda Ck 

haqiqiy sonlar darajali qatorning kaeffitsientlari deyiladi. 

Har qanday darajali qator uchun 

1 

R 
lim \IfcJ 

n-+oo 
(10.9.2) 
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tengl~k orqali aniqlangan R kattalikni kiritamiz . Bunda, agar o'ng 
tomondagi yuqori limit +00 ga teng bo'lsa, biz R = 0 deb hisob
laymiz, bordi-yu yuqori limit nolga teng bo'lsa, biz formal ravishda 
R = +00 deymiz. 

10.9.1 - teorema. Agar (10.9.1) darajali qator berilgan bo'lib, 
R kattalik (10.9.2) tenglik orqali aniqlangan bo 'lsa, u holda (10.9.1) 
qator Ixl < R bo 'lganda absolyut yaqinlashib, Ixl > R lar uchun u 
uzoqlashadi. 

Isbot. Agar an = cnxn desak, 

lim v'lanl = I:r llim vTcJ 
n-too n-too 

bo'ladi. 

1 
Ixl ' R 

Yuqori limit ko'rinishidagi Koshi alomatiga (10 .2.3 - teorema) 
binoan, (10.9.1) qator oxirgi tenglikning o'ng tomonidagi kattalik 1 
dan kichik bo'lsa (ya'ni Ixl < R bo'lsa), absolyut yaqinlashadi va 
o'sha kattalik 1 dan katta bo'lsa (ya'ni Ixl > R bo'lsa), uzoqlashadi 

• 
(10.9.2) tenglik bilan aniqlangan R soni (10.9.1) darajali qa

toming yaqinlashish radiusi deyiladi va ( - R, R) interval esa yaqin-
1ashish intervali deyi1adi. 

10.9.1 - misol. Ushbu 

darajali qator istalgan x E R uchun yaqin1ashadi, chunki 

-1' {£1 1m -, = 0 
n-too n. 

va shu sababli, yaqinlashish radiusi +00 ga teng. 
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10.9.2 - misol. Ushbu 

darajali qator x 
lashadi, chunki 

o da yaqinlashib, istalgan x =j:. 0 uchun uzoq-

lim yt:;! = +00 
n-+oo 

va shu sabahli, yaqinlashish radiusi 0 ga teng. 

Shuni aytish kerakki, agar 0 < R < 00 bo'lsa, darajali qator 
yaqinlashish intervalining chegaraviy nuqtalarida yaqinlashi ham 
va uzoqlashishi ham ll1umkin. 

10.9.3 - misol. Ushbu 

00 

",k 
~ ,r 

darajali qatorning yaqinlashish radiusi hirga teng. Ravshanki. qatar 
har ikkala chegaraviy ;7:: = 1 va :r = -1 nuqtalarda uzoqlashadi. 

Darajali qator yaqinlashish intervalining bir chegaraviy nuqtasi
da yaqinlashib, ikkinchisida uzoqlashishi mUll1kin. 

10.9.4 - misol. Ushbu 

00 k 

'" (_l)k-l:"-
~ I.: 
k=O 

darajali qatorning yaqinlashish radiusi birga teng bo'lib, qator x = 1 
da yaqinlashadi va :1-' = -1 cia uzoqlashadi. 

N avbatdagi ll1isol darajali qat or yaqinlashish intervalining har 
ikkala chegaraviy nuqtalarida yaqinlashishi mumkinligini ko'rsatadi. 
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10.9.5 - misol. Ushbu 

darajali qatorning yaqinlashish radiusi birga teng. Ravshanki, bu 
qator -1 ~ x ~ 1 kesmaning barcha nuqtalarida yaqinlashib, bu 
kesmadan tashqarida uzoqlashadi. 

Navbatdagi teorema yaqinlashish intervali ichida yotgan har 
qanday kesmada darajali qatorning tekis yaqinlashishini ko'rsatadi. 

10.9.2 - teorema. Agar (10.9.1) darajali qatorning yaqinlashish 
radinsi R > 0 9a teng bo·lsa. 0 < r < R intervaldan olingan istalgan 
r uchun bu qator [-7" r] kesmada tekis yaqinlashadi. 

Isbot. Ravshanki, agar -r ~ x ~ r bO'lsa, 

tengsizlik bajariladi. 
Bundan tashqari, 10.9.1 - teoremaga asosan, 

(Xl 

sonli qator yaqinlashadi. Shunday ekan. Yeyershtrass alomatiga (10. 1'.6 
- teoremaga) ko'ra. (10.9.1) qator [-r, r] kesmada tekis yaqinlasha
di. 

• 
N atija. Darajali qator yig'indisi yaqinlashish intervali ichida 

uzluksiz funksiya bo'ladi. 
Haqiqatan, 10.9.2 - teoremaga asosan, darajali qator yig'indisi 

yaqinlashish intervali ichidagi har qanday kesmada uzluksiz bo'ladi. 
Demak. u bu intervalning istalgan nuqtasida ham uzluksizdir. 
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/ 

2*. Qayd etish joizki, agar daraj ali qator yaqinlashish intervali-
. ning biror chegaraviy nuqtasida yaqlnlashsa, u holda qator yig'indisi 
mana shu nuqtada uzluksiz bo'ladi ·Rav haukL isbot ni fac.F't Y(I,qin
lao hi:sh radiusi 1 ga teng bo'lgan holda lwltirish yetarli. Mazkur 
holdagi tasdiq Abel teoremasi deb at aladi. . 

10.9.5 - t eorema ( . Abel). Faraz qilaylik, (1 0. 9.1) darrzjali 
qatorning yaqinlashish mdiusi 1 ga teng bo 'lib, 

00 

f(x) = LCkXk, -1 < .1: < 1, 
~·=O 

bo'lsin. 
Agat, (10.9.1) qator x = 1 da S soniga yaqinlashsa, 1£ holda 

lim f( x) = S 
x-+ l -0 

tenglik bajariladi. 
Isbot Abel jamlash usulining muntazamligi haqidagi 9 .. 5,2 - teo

remaclan kelib chiqa.di. 

Esla t ma. Xuddi shu kabi tasdiq funksiya x = -1 nuqtada 
o'ngdan uzluksiz bo'lgan holda. ham o'rinli. 

10.9.6 - misol. Ma'lumki, 

00 k 
~ (_1)k-l~ 
~ k 
k=l 

darajaH qator - 1 < x S 1 da yaqinlashadi va uning yig'indisi. S(x) 
quyidagi 

S(x) = In(1 + x) 

tenglik bilan aniqlanadi. 
Qator x = 1 nuqtada yaqinlashgani sababli uning yig'indisi, 

Abel teoremasi ta'kidlaganidek, shu nuqtada uzluksizdir. 

I 
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Qayd etishjoizki, Abel teoremasining teskarisi o' rinli emas, ya'ni 
chekli 

00 

lim ~ Ckxk 
x-+l-0 L.J 

k=O 

limitning mavjudligidan (10 .9.1) qatorning x 
lashishi kelib chiqmaydi. 

10.9.7 - misol. Ushbu 

qatorni qaraymiz. 

1 nuqtada yaqin-

Ravshanki , Ix l < 1 bo'lgand'a bu qator yaqinlashib, uning yig' indisi 
S (x) quyidagi 

ko' rinishga ega. 
Shubhasiz, quyidagi ' 

1 
S (x) = l+ x 

k=O 

1 

2 

limit mavjud, ammo x = 1 nuqtada qator uzoqlashadi. 
Qator har ikkala chegaraviy nuqtalarda uzoqlashib, ammo bir 

tomonlama limitlar bu ikki nuqtada mavjud bo'lishi ham mumkin. 
10.9.8 - misol. Ushbu 

qatorni qaraymiz . 
Agar Ixl < 1 bo'lsa, bu qator, shubhasiz, yaqinlashib, uning 

yig'indisi S (x) quyidagi 

S(x) 
1 

1 + x2 
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ko'rinishga ega bo'ladi. 
Chegaraviy x = 1 va x = -1 nuqtalarda qator uzoqlashsada, 

shunga qaramasdan, 

lim S(x) 
x--H--O 

tengliklar o'rinlidir. 

lim S(:r) 
~'~-1+0 

1 
2 

3. Funksiyalarni darajali qatorlarga yoyish. Ushb1l band
da biz qanday shartlar ostida berilgan funksiyani darajali qator 
ko'rinishida tasvirlash nmmkinligini aniqlashga haraka t qilamiz. 

Ta'rif. Agar' (-R, R) inteT'Valda aniqlangan f(x) Junksiya uchun 
unga har bir :r E (-R, R) nuqtada yaqinlashuvchi darajali qator 
mavjud bo'lsa, f funksiya shu intervalda damja[i qatorga yoyiladi 
deymiz. 

Avvalo shuni qayd etamizki, 10.9.2 - teoremaning llatijasiga 
ko'ra, darajali qatorga yoyiluvchi bo'lishi uchun f fnnksiyanillg 
uzluksiz bo'lishi shart. Lekill, '1uyida if'lbot qilinadigan 10.9.3 - tf'O

remaga binoan. bu shart yptarii PIlla.') ekall. 

10.9.1 - lemma. Berilgan darajali qatorning va uni f017nal 
ravishda differensiallash natijasida hosil bo'lgan qatorning yaqin
lashish radiuslari 0 'za1'O tengdir. 

Ishot. Aytaylik, R soni quyidagi 

~ 

L c/...:r k
• -R < :r < R, 

k=o 

darajaL qatonllng yaqin!ashisll radiusi bo'l~ltj 
l: h'Jlda formal ravi"hda diffNensicJlashdan hosil bO'lgall (l,HOr 

00 

L (k + l)Ck+l.1·
k (10.Cl.3) 

k=O 

ko'rinishga ega bo'ladi. 
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Ravshanki, 
lim {Jk + 1 = l. 

k-+oo 

U hold a (10.9.2) ta'rifga asosan, differensiallangan qator yaqin
lashish radiusi Rl uchun 

lim V(k + 1) ·ICk+ll = lim V(k + 1)· lim VICk+ll = 
k-+oo k-+oo k-+oo 

= 1. lim [k+VIck+11] (k+l)/k 
k-+oo 

tenglikka ega bo'lamiz. 

1 

R 

• 
10.9.3 - teorema. Yaqinlashish intervali ichida darajali qator 

yig'indisi cheksiz differensiallanuvchi funksiyadir. 
Isbot. Faraz qilaylik, R > 0 uchun f funksiya (-R, R) inter

valda darajali qatorga yoyilsin: 
00 

f(x) = 2: Ck xk , -R < x < R. (10.9.4) 
k=O 

Formal ravishda differensiallash natijasida hosil bo'lgan (10.9.3) 
qator, 10.9.1 - lemmaga asosan, berilgan (10.9.4) qator bilan bir xii 
yaqinlashish radiusiga ega bo'ladi. U holda, 10.3.2 - va 10.9.2 - teore
malarga ko'ra, darajali qator yig'indisi yaqinlashish intervali ichida 
differensiallanuvchidir. Shu sabali, f funksiya differensiallanuvchi 
bo'lib, 

00 

!'(x) = 2: (k + l)Ck+l.1·
k 

k=o 

tenglik bajariladi. 
Demak. darajali qatorga yoyilayotgan funksiyaning hosilasi ham 

xuddi o'sha yaqinlashish racliusiga ega bo'lib, clarajali qatorga yoyi
lar ekan. Shunclay ekan. biz hosila uchun yana avvalgi muloha
zalarni qa~rtarishimiz mumkin. Natijacla. ravshanki, qaralayot?;an 
fllllksiyaning cheksiz clifferellsiallaum'chi ekani kelih chiqacli. 
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• 
Eslatma. 10.9.3 - teoremaning isbotidan ko'rinib turibdiki , dara

jali qatorga yoyiluvchi funksiyaning hosilasini hadma-had differen
. siallab topishimiz mumkin ekan. 

Biror intervalda darajali qatorga yoyiluvchi har qanday funksiya 
boshlang'ich funksiyaga ega bo'lib, bu . boshlang'ich funksiya ham 
o'sha intervalda darajali qatorga yoyilishini ko'rsatish qiyin emas. 
Haqiqatan, agar 

00 

f(x) L -R < x < R, (10.9.5) 
k=O 

desak, u holda formal ravishda integrallangan darajali qator quyida-. . . . 
gi 

00 k+l 

F(x) = L Ck-
k
x 

; -R < x < R, 
k=O + 1 

ko'rinishga ega bo'ladi. 

(10.9.6) 

Ravshanki, (10.9 . .5) qator (10.9.6) darajaii qatorni formal ra
vishda differensiallashdan hosH bo'lgan deyishimiz mumkin, U hol
da, 10.9.1 -lemmaga asosan, bu ikki qatorning yaqinlashishradius
lari o'zaro teng bo'ladi. 10 .. 9.2 - teoremadan bu ikki qator yaqin
lashish intervliJida 'yotgan istalgan kesma:da telds yaqinlashishi kelib 
chiqadi. Shuning uchlln,10.9.3 - teoremaga lro'n, 

F'(x) = f(x) 

tenglik o'rinli bo'ladi. 
Bundan F(x) funksiya (-R', R) intervalda f( x) funksiyaning 

boshlang'ich funksiyasi ekani kelib chiqadi. 
Shuni aytish kerakki, 10.7.3 - teoremaga asosan, darajali qator

larni hadma-had integrallash mumkin, ya'ni 

x J f(t) dt 
o 

00 

L Ck k+l --x 
k + 1 ' 

k=O 
-R < x < R, (10.9.7) 
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tenglik o'rinli. 
Darajali qatorga yoyiluvchi funksiyaning cheksiz differensiallanuv

chi ekani qatorning koeffitsientlarini topishga imkon beradi. 
10.9.4 - teorema. Agar f funksiya (10.9.4) darajali qatorga 

yoyilsa, u holda qator koeffitsientlari quyidagi 

ko'rinishga ega bo'ladi. 

f(n) (0) 

n! 
n = 0,1,2, ... (10.9.8) 

Isbot. (10.9.4) darajali qatorni n marta differensiallab, 10.9.3 -
teoremaga ko'ra, 

00 

f(n)(x) = L k(k - 1) .,. (k - n + l)qxk - n , -R < x < R, 
k=n 

tenglikni hosil qilamiz. 
Agar x = 0 bo'lsa, o'ng tomondagi yig'indida birinchi haddan 

tashqari barcha hadlar nolga teng bo'ladi. Demak, 

f(n)(o) = n(n-1)···1,cn = n!·en. 

• 
Natija. (-R, R) intervalda darajali qatorga yoyiluvchifunksiya

ning darajali qatori quyidagi 

~ f(k)(O) k 
f(x) = ~ k! x, 

k=o 

-R < x < R, (10.9.9) 

ko'rinishga ega. 
(10.9.9) qator f funksiyaning Teylor qatori deb atalacli. E'tibor 

bering, (10.9.9) qatorning koeffitsientlari xuddi Teylor formulasida
gi (§ 4.5 ga qarang) ko'rinishga ega. 

Shunday qilib, biror intervalcla darajali qatorga yoyiluvchi funksiya 
shu intervalda cheksiz clifferensiallanuvchi bo'lar ekan. Ammo, nav
batclagi misoldan ko'rinib turibdiki. har qanday cheksiz differensial
lanuvchi fllnksiya ham clarajali qatorga yoyilavermaydi. 
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10.9.9 - misol. Quyidagi 

h(x) = {e-
1

/
X2

, agar x =I- 0 
0, agar x = 0 

funksiyani qaraymiz. 

bo'lsa, 

bo'lsa., 

X Bob 

(10.9.10) 

Ravshanki, bu funksiya soniar o'qining barcha nuqtalarida, XllSU

san x = 0 nuqtada ham, uzluksizdir. Bundan tashqari, har qanday 
natural m uchun 

{10.9.11} 

tenglik ham o'rinli. 
Agar x =I- 0 bo'lsa, (10.9.10) funksiyaning ixtiyoriy h<n)(x) hosi

lasi x-m h( x) ko'rinishdagi funksiyalarning chiziqli kombinatsiyasi 
bo'lib, (10.9.11) tenglikka ko'ra, bu funksiya butun sonlar o'qida 
cheksiz differensiallanuvchidir. Bundan tashqari, 

h(tl)(O) = 0, n = 0, 1,2, ... 

Bundan chiqdi, h(x) funksiyaning barcha Teylor koeffitsientlari 
nolga teng bo'lib, bu darajali qator nolga (ya'ni x =I- 0 bo'lganda 
h( x) funksiyaga emas) yaqinlashadi. Shunday qilib, h( x) cheksiz dif
ferensiallanuvchi bo'lishiga qaramasdan, birorta ham (-R, R) ko'ri
nishdagi intervalda darajali qatorga yoyilmaydi. 

Darajali qatorga yoyilish shartini quyidagi 

Teylor formulasini kuzatish orqali olish mumkin. 
10.9.5 - teorema. Berilgan f funksiyaning (-R, R) intcrval

da darajali qatorga yoyilishi uchun (10.9.12) Teylor formulasidagi 
Rn+ 1 (x) qoldiq hadning shu intervalda n -t 00 da nolga ini'ilishi 
zarur va yetarli. 

Isbot (10.9.12) tenglikdan bevosita kelib chiqadi. 
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1 - natija. Agar f funksiya (- R, R) intervalda cheksiz diffe
rensiallanuvchi bo'lib, biror M > 0 o'zgarmas bilan 

, 
If(n)(x)1 S M ~~, -R < x < R, (10.9.13) 

tengsizlik bajarilsa, u holda bu funksiya (- R, R) intervalda darajali 
qatorga yoyiladi. 

Haqiqatan, agar qoldiq hadni Lagranj ko'rinishida olsak, 

If (n+l)(C)1 n+l 

IR (x)1 = '" Ixl n +1 < MI~I 
n+ 

1 (n + I)! - R 

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bundan qolcliq hadning nolga intilishi ke
lib chiqadi. 

2 - natija. Agar f funksiya (-R, R) intervalda cheksiz diffe
rensiallanuvchi bo'lib, biror IvI > 0 0 'zgarmas bilan 

If(n)(x)1 S AI, -R < x < R, (10.9.14) 

tengsizlik bajarilsa, u holda bu funksiya (- R, R) intervalda darajali 
qatorga yoyiladi. 

Haqiqatan, (10.9.14) tengsizlikdan biror yangi M o'zgarmas bi
Ian (10.9.13) shart kelib chiqadi. 

10.9.10 - misol. Ko'rsatkichli funksiya quyiclagi yoyilmaga ega: 

00 n 

eX = L :!' -00 < x < +00. (10.9.15) 
n=O 

Haqiqatan, istalgan musbat R uchun 

tengsizlik o'rinli, ya'ni (10.9.14) shart bajariladi. Ravshanki, (10.9.15) 
darajali qatorning yaqinlashish radiusi +00 ga teng. 
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10.9.11 - misol. Kosinusning yoyilmasi quyidagi kCl"rillishga 
ega: 

00 k )..21.: 

cosx = I: (-1) (2k)!' -00 < x < +00. 
k=O 

(10.9.16) 

Btl holda butun sonlar o'qida 

If(n)(x)1 = Icos(x+ 7r2n) I ~ 1, -00 < x < +00, 

tengsizlik o'rinli. Bundan (10.9.16) darajali qatorning yaqinlaBhish 
radiusi +oc ga tengligi kelib chiqadi. 

10.9.12 - misol. Xuddi shunga o'xshash, sinus quyidagi 

00 x 2k+1 

sinx = I: (_l)k (2k 1)!' -00 < x < +00, 
k=O + 

(10.9.17) 

yoyilmaga ega bo'lib, (10.9.17) darajali qatorning yaqinlashish ra
diusi +00 ga tengligi ko'rsatiladi. 

10.9.13 - misol. Logarifmik funksiya quyidagi yoyilmaga ega: 

00 n 

In{l+x) = L (_1)"-1. x
n

' '-1 <.r ~ 1. (10.9.18) 
n=1 

Odatda bu tenglikning isboti alohida -1 < .r < 0 interval va 
alohida 0 ~ x ~ 1 kesma uchun amalga oshiriladi. Agar 0 ~ .r ~ 1 
bo'lsa, qoldiq hadni Lagranj ko'rinishda olib, 

R () 1 n!. xn+l < _1_ 0 ~ ~ < x ~ 1, 
n+l x = (n + 1)! (1 + ~)n+l - n + l' 

bahoga ega bo'lamiz va bundan qoldiq hadning nolga intilishi kelib 
chiqadi. Bodiyu -1 < x < 0 bo'lsa, qoldiq hadni Koshi ko'rinishida 
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olish quIay bo'ladi, ya'ni: 

f(n+l)(~) n 
"---,~ X (x -~), -1 < x < ~ < O. (10.9.19) 

n. 

Demak, 

1 'lxl'lx _ ~In = ~ (lxl_I~I)n 
(1 + ~)n+l 1 - I~I 1 - I~I 

Argumentning qaralayotgan qiymatlari uchun qavs ichidagi ifoda 1 
dan kichik bo'lgani uchun, qoIdiq had n -t 00 da nolga intiladi. 

4*. Biror intervalda darajali qatorga yoyiladigan funksiyani shu 
intervalda analitik funksiya deyishadi. Shunday qilib. analitik funk
siyani nolning istalgancha kichik atrofida bilsak, uning qiymatlarini 
funksiya analitiklik bo'lgan intervalning ixtiyoriy nuqtasida aniqIa
shimiz mumkin. Boshqacha aytganda, analitik funksiyaning grafigi
ni chizar ekanmiz, biz grafikni istalgancha davom ettira olmaymiz. 
ya'ni biz uni faqat Teylor qatoriga binoan chizishimiz mumkin. Ay
nan shunday funksiyalarni matematik tahlil asoschilari XVII-XVIII 
asrlarda «haqiqiy» funksiyalar deyishgan. Grafigi ~qo'lning erkin 
harakati bilan» ( «libera manu ducta» ) chiziladigan funksiyalarni esa, 
ular funksiya deb qarashmagan. 

Xuddi (10.9.1) kO'rinishdagi darajali qatorlar singari quyidagi 

00 

L cdx - a)k (10.9.20) 
k==O 

ko'rinishdagi qatorlar ham o'rganiladi, bu yerda a - sonlar o'qining 
istalgan nuqtasi. 

Bu (10.9.20) qatorning yaqinlashish radiusi ham (10.9.2) for
mula bilan aniqlanadi, bunda yaqinlashish intervali (a - R, a + R) 
ko'rinishga ega bo'ladi. 

Agar funksiya a E R nuqtaning biror atrofida (10.9.20) ko'rinish
dagi darajali qatorga yoyilsa, bunday funksiya shu nuqtada analitik 
deyiladi. 
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Agar funksiya (- R, R) intervalda (10.9.1) ko'rinishdagi darajali 
qatorga yoyilsa, u hold a bunday funksiya shu /ntervalning haT bir 
nuqtasida analitik ekaruni navbatdagi teoremada ko'rsatamiz. 

HM~.a . ~ fLeol1"em81o Agar biror R > 0 uchun f funksiyo, (-R, R) 
inte1"1Jalda quyidagi 

00 f( &) () 
f (x ) = L k! 0 xk , - R < x < R, 

&=0 
(10.9.21) 

darajali qatorga yoyilsa, u holda istalgan a E (-R , R ) nuqta uchun 
shunday p > 0 son topiladiki, u uchun quyidagi tenglik bajariladi: 

f( x) = f: f(k~~a) (x - a)k , a - p < x < a + p. (10.9.22) 
k=O 

Isbot. Agar 

00 

f (x) - L: cnxn , -R < x < H, 
n=O 

desak, [a + (x - a)Jn nl! Nyuton binomi bo'yicha yoyib, 
I 

~ ( )k~ n! n - k 
= L& x - a .l..& k!(n _ k)!a en 

&=0 n=k 

00 

E bk(x-a)k , (W.S.23) 
[c=o 

tenglikni hasin qilamiz, . bu yerda 

00 I 

b ~ n. n - k 
k = ~ k!(n - k )!a en. . 

n=k 

Biz (10.9.23) da yig' ish tartibini o'zgartirdik. Bunday o'zgartirish 
faqat quyidagi ' . 

00 

n=O 
(10.9.24) 
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qator yaqiniashgandagina ma'noga ega. Hozir biz ana shu yaqin
Iashishni ko"rsatarniz. 

Avval (10.9.2~) ning o'ng tomoniclagi qatorni 

(10.9.25) 

kO'rinishda yozib olallliz. bu yercla t = I a I + I·r - a I· Emli (J = R - I a I 
deb beigilaymiz. U holcla .r E (a - p. a + p) Iar llchun 

t = I al + 1·1' - a I < I a I + p = R 

tcngsizIik o"rinii va Sll1l11illg Hchun, (10.9.2.:» qator va clPlllak. (10.9.24) 
qator ham ~raqiniashadi. 

Ikki (10.9.22) va (10.9.23) darajali qator kodfItsiE'ntlarining o"zaro 
ustlll<l-llst tllshishi xllcldi 10.9A - teorE'llla isboticlagidek ko"rsatiladi . 

• 
1 - eslatma. TPOrpmaniIlg isboticlall ko"rinib turibdiki, (10.9.22) 

qatorning yaqinlashish radiusi R - la I sonidan kichik emas ekan. 
Lekin (10.9.22) qatorning yaqinlashish radiusi bu sondan katta bo'lgan 
holga va hattoki, bu radius dastlabki qator yaqinlashish radiusi R 
dan katta bo"lgan holga ham misollar keltirish mumkin. 

10.9.14 - misol. Agar f(x) = (2 + X)-l funksiyaning (10.9.21) 
ko'rinishdagi darajali qatorini 

1 1 1 1 00 k xk 
2 + x = "2' --x = "2 L (-1) 2k ' - 2 < x < 2, 

1 + "2 k=O 

deb yozib olsak, bu darajali qatorning yaqinlashish radiusi 2 ga teng 
ekanligini ko'ramiz. 

Lekin 10.9.6 - teoremaga ko'ra, xuddi shu funksiya a = 1 nuqta 
atrofida ham qatorga yoyiladi va mos yoyilma, ravshanki, 

1 

2+,r 

1 

3 + (x - 1) 

1 

3 

1 
x - 1 

1+-
3

-
~ f (-1) k (x ;k 1) k 

k=O 
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ko'rinishga ega. Bu qatorning esa yaqinlashish radiusi 3 ga tmgligini 
ko'rish qiyin emas. 

2 - eslatma. V eyershtrass te(,rema.~iga (10.6.2 - teoremaga) 
ko'ra, [-R, R] kesmada UZlllksiz hal' qanday fCr) funksiya.ui tekis 
yaqinlashuvchi Pn (x) polinomlar ketma-ketligilling limiti sifatida 
qarash mumkin. Demak, agar 

Qd:c) = Pdx), Qn(x) = Pn{x) - Pn-d·r), n = 2,3, ... , 

desak, quyidagi tenglik bajariladi: 

00 

f(·r) = L Qn{x), -R ~ x ~ R. 
n=l 

Shunday qilib, Veyershtra.'3s teoremasiga binoan, har qanday 
uzluksiz funksiyani tekis yaqinlashuvchi polinomlar qatori ko'rinishida 
yozish mumkin ekan. Ammo bu polinomlar qatorini doim ham dara
jali qator sifatida yozib olish mumkin emas. Ma.'3alan, agar Veyersht
rass teoremasidagi Pn(x) polinomlar ketma-ketligi 

shartni qalloatlantirsa, biz darajali qatorga ega bo'lamiz. 
Umumiy holda tekis yaqinalshuvchi polinomlar qatorini darajali 

qatorga faqat yoyilayotgan funksiya yaqinlashish intervali ichida 
analitik bo'lgandagina o'zgartirish mumkin. 

5*. Kompleks o'zgaruvchili darajali qatorlar. Kompleks 
z = x + iy E C o'zgaruvchili va kompleks Ck = ak + ibk koeffitsientli 
ushbu 

00 

L Ck:::
k 

k=O 

ko'rinishdagi darajali qatorlar muhim ahamiyatga ega. 

(10.9.26) 
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Bunday qatorlar uchun yaqinlashish radiusi R xuddi haqiqiy 
o'zgaruvchili darajali qatorlar holidagiclek aniqlanadi: 

1 - nll::"l 
- = lim V Ie .. 1 . R .. -too 

(10.9.27) 

(10.9.26) darajali qatorning Izl < R da yaqinlashib, 1:::1 > R 
cla llzoqlashishi ham xudcli haqiqiy o"zgaI'uvchilik clarajali qat or
lardagidek isbotlanadi. 

Kompleks tekislikda {z E C : Izl < R} to"plam I'adiusi R ga teng 
va markazi koordinatalar boshida bo"lgan ochiq doirani anglatadi 
va u yaqinlashish doirasi deb ataladi. Xususall, yaqiulashish I'adiusi 
clegan nomning kiritilishiga sabah ham aynan shuncladir. 

Agar 

J(:::) = L Ck zk , Izl < R, (10.9.28) 
k=O 

tenglik o'I'inli bo'lsa, kompleks o'zgaruvchili J : C --7 C funksiya 
{Izl < R} cloirada darajali qatorga yoyiladi, bunda J(z) funksiya 
shu doirada analitik cleyiladi. 

l\1asalan, 

J(z) = 
1 - z 

1 
00 

1:::1 < 1, 
k=O 

funksiya racliusi 1 ga teng bo"lgan doirada analitik bo'ladi. 
Shuni aytish joizki. agar (10.9.28) qatorning Ck koeffitsientlari 

haqiqiy bo'lsa, J (:r) funksiya argumentning haqiqiy :r qiymatlari 
uchun haqiqiy qiymatlar qabul qilacli: 

00 

J(.r) = L cv k
, -R < :r < R. (10.9.29) 

k=O 

Bunda (10.9.28) funksiya (10.9.29) funksiyani sonIaI' o'qining 
(-R,R) intervaliclan kompleks tekislikning {z E C: Izl < R} 
cloirasiga analitik davom ettiradi deyiladi. 
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Analitik davom ettirish, dastlab argumentning haqiqiy qiymat
lari uchun aniqlangan, asosiy elementar funksiyalarni kompleks qiy
matlar uchun aniqlashning asosida yotadi. 

10.9.15 - misol. Argumentning kompleks qiymatlari uchun 
ko'rsatkichli funksiyani quyidagicha aniqlaymiz: 

00 n 

eZ = ""' ~, z E C. .LJ n! 
n=O 

(10.9.30) 

Bu funksiyaning kompleks sohada ham xuddi argumentning ha
qiqiy qiymatlari uchun ega bo'lgan asosiy xossalarga ega ekanini 
ko'rsatamiz. Buning uchun avval, Nyuton binomiga ko'ra, istalgan 
natural n uchun quyidagi 

L 
k+m=n 

k! m! 

tenglik o'rinli ekanini eslatib o'tamiz. 
Bu tenglikda yig'indisi n ga teng bo'lgan barcha manfiy bo'lma

gan butun k va m lar bo'yicha yig'indi olinayapti 
Ushbu tenglikni ixtiyoriy kompleks a va b sonlar uchun qo'llasak, 

00 
(a + b)n 

00 
ak bm 

ea+b = L = L L _.-
n! k! m! 

n=O n=O k+m=n 

00 k 00 
bm 

L 
a L ea ·i = k! m! 

k=O m=O 

tenglikni olamiz. 
Shunday qilib, kompleks sohada ko'rsatkichli funksiyaning asosiy 

xossasi o'rinli bo'lar ekan: 

ea+b = ea. eb , a E C b E C , . (10.9.31) 

Agar z = it desak, 

n=O 

" 
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§ 10.9. Darajali qatorlar 

Endi i 2 = -1 ekanini hisobga olsak, 

00 t2k 00 t2k+ 1 

e
it 

= L (_1)k (2k)! + i L (_1)k (2k + 1)! 
k=O k=O 

Shunday qilib, 

eit = cos t + i sin t, -00 < t < +00. 

Bu formula Eyler formulasi deb ataladi. 
(10.9.31) va (10.9.32) tengliklardan quyidagi 

eZ = ex +iy = eX (cos y + i sin y) 

ayniyat kelib chiqadi. 
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cos t + i sin t. 

(10.9.32) 

(10.9.33) 

Ahamiyat bering, agar argumentning mavhum qismiga 211' ni 
qo'shsak, funksiya qiymati o'zgarmaydi: 

ya'ni (10.9.30) tenglik bilan aniqlangan ko'rsatkichli funksiya davriy 
bo'lih, uning davri 2rri ga teng ekan. Ma.'lumki, haqiqiy to'g'ri chi
ziqda kO'l'satkichli funksiya qat'iy monoton edi. 

10.9.16 - misol. Argumentning kompleks qiymatlari uchun si
nus va kosin us trigonometrik funksiyalarini quyidagi tenglik orqali 
aniqlaymiz: 

sinz = 
00 z2k+l 

L (_1)k (2k + 1)! ' 
k=O 

z E C, (10.9.34) 

va 
00 _2k 

cosz = I: (-1)k(;k)!' zEC. 
k=O 

(10.9.35) 

Bu ta'rifdan bevosita 

sine -z) = - sin z, cos( -z) cosz, z E C, 
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munosabatlar kelib chiqadi. 
EndL (10.9.30) ta'rifni hisobga olib, har qanday kompleks z 

uchun o'rinli bo'lgan, quyiclagi 

elZ = cos z + i sin z. z E C. (10.9.36) 

ayniyatni yozishimiz mumkin. Bevosita bu ayniyatdan navbatdagi 
tengliklar kelib chiqadi: 

cosz = sin z z E C. (10.9.37) 

Ma'lumki, haqiqiy argumentli sinus va kosinus funksiyalarining 
absolyut qiymatlari 1 dan oshmas edi. Ammo kompleks tekislikda 
(10.9.34) ya (10.9.35) tengliklar orqali aniqlangan sinus \"a kosinus 
funksiyalari har qanday kompleks qiymatni qabul qilishi mumkin. 
Masalan, quyidagi 

cosz = 2 (10.9.38) 

tenglamani yechaylik. 
Buning uchun A = e'Z deb belgiIash kiritamiz. U holda. (10.9.37) 

dagi chap tenglikni hisobga olsak, 

1 
A + - = 4. ya'ni A2 - 4A + 1 = O. 

A 

Hosil bo'lgan kvadratik tenglama ikki musbat haqiqiy ildizlarga 
ega: 

Al.2 = 2±J3. 

Agar:; = ;1' + iy son (10.9.38) tenglalllaning ildizi bo'lsa, u hold a 
e'Z = A bo'lib. (10.9.33) ga ko'ra, 

tenglikni olallliz. 
Bunclan, A ning lllusbat va haqiqiy bo'lgani llchun, sin.1' = 0 

va cos .1: > O. Demak. :c = 2krr. bu yerda k ixti~Toriy butun son. 
Shuning uchun. 

A, ya'ni 
1 

Y = In);. 
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Shunday qilib, (10.9.38) tenglama ikki qismdan iborat yechimga 
ega ekan: 

2k1l'+iln(2-v'3), k E Z. 

Agar markazi c E C nuqtada bo'lgan doira mavjud bo'lib, uning 
ichida 

00 

J(z) = L q(z - e)k (10.9.39) 
k=o 

t.ellglik o'rinli bo'lsa. u holda J(z) funksiya e nuqtada analitik deyi
ladi. 

Yaqinlashish radiusi xuddi o'sha (10.9.27) tenglik bilan aniqlana-
di. 

Yaqinlashish radiusi bilan funksiyaning analitiklik sohasi orasida
gi bog'liqlik darajali qatorlarni aynan kompleks tekislikda qaragan
cia yaqqol ko'zga tashlanadi. Masalan, quyidagi 

1 
J(x) = 1+x2 

funksiyani haqiqiy argumentlar uchun qarasak, u haqiqiy o'qning 
har bir nuqtasida analitik bo'ladi, ammo uning ushbu 

00 

J(x) = L (_1)k x2k 
k=O 

Teylor qatorilling yaqilliashish radiusi, biz kutgandek +00 ga emas, 
balki 1 ga teng. Agar biz argumentning haqiqiy qiymatlari bilan 
cheklansak, bu holni tushuntirib bo'lmaydi. Bodi-yu biz bu funksiyani 
kompleks tekislikda qarasak, boshqacha aytganda, uning kompleks 
tekislikka analitik davomini, ya'ni quyidagi 

1 
J(z) = 1 + z2 

00 

L (_1)k z2k, Izl < 1, 
k=O 
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funksiyani qarasak, u holda uning yaqinlashish radiusi yana 1 ga 
teng bo'lib' qoladi, lekin endi yaqinlashish doirasi chegarasida bu 
funksiya analitik bo'lmagan nuqtalar paydo bo'ladi. Chunonchi, z = 
±i nuqtada qaralayotgan funksiya analitik emas. 

Umumiy holda, agar funksiya (10.9.39) ko'rinishdagi darajali qa
torga yoyilsa, kompleks tekislikdagi yaqinlashish doirasining chega
rasida bu funksiya analitik bo'lmagan nuqta albatta topilishini is
botlash mumkin. 



Qo'shimchalar 

U muman aytganda, ushbu matematik tahlil kursida o'quvchidan 
boshlang'ich tushunchalarga ega bo'lishlik talab qilinmasada, lekin 
darslikda matematik mantiq va to'plamlarnazariyasining hozirgi 
kunda an'anaviy bo'lib qolgan belgilashlaridan foydalaniladi. Shu
ning uchun, o'quvchiga qulaylik yaratish maqsadida, ushbu banda 
to'plamlar va matematik mantiqning umumiy nazariyasidan qisqacha 
ma'lumot keltiriladi. 

§ Q.l. MatematiK mantiq belgilashlari 

1. Matematik mantiqning asosiy ob'yekti mulohazalar va ular 
ustida bajariladigan turli amallardir. Har bir mulohaza rost yoki 
yolg'on bo'lishi mumkin. Boshqacha aytganda, har bir mulohaza 
uchun quyidagi ikki «rosb yoki «yolg'oll» qiymatlardan birigina 
rost bo'ladi. 

Muiohazalar ustidagi eng sodda amallardan biri inkor amalidir. 
lnkor amaH uchun quyidagi 1 belgilash ishlatiladi. Masalan, agar A 
mulohaza bo'lsa, uning inkori 1 A orqali belgilanadi va «A emas » 

deb o'qiladi. Quyidagi inkorning rost qiymatlari o'z-o'zidan tushu
narlidir: 

agar A ro~t bo'lsa, lA yolg'pn; 
agar A yolg'on bo'lsa, 1 A rost. 
Mulohazalar ustidagi muhim amalIar qatoriga kon'yunksiya va 

diz'yunksiyalar ham kiradi. 1 I 

Ikki A va B rnulohazalarning ko'n 'yunksiyasi 
. 

AI\ B 

I , 
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ko'rinishda belgilanib ( «A va B» deb o'qiladi), faqat va faqat har 
ikkala A va B mulohazalar rost bo'lgandagina rost qiymatni qabul 
qiladigan mulohazadan iboratdir. 

Ikki A va B mulohazalarning diz'yunksiyasi esa 

AVB 

ko'rinishda belgilanib «<A yoki B» deb o'qiladi), faqat va faqat A va 
B mulohazalardan kamida bittasi rost bo'lgandagina rost qiymatni 
qabul qiladigan mulohazadan iboratdir. 

Implikatsiya yoki «hlib chiqmoqlib mlllohazalar ustidagi yana 
bir muhim amallarclan biridir. 

Implikatsiya 

ko'rinishda belgilanib( «A mlllohaza B ni implikatsiyalaydi» yoki 
«agar A bajarilsa, B ham bajariladi » deb o'qiladi), quyidagicha 
aniqlanadigan mulohazani anglatadi: 

agar A rost bo'lsa, B ham rostdir, 
agar A yolg'on bo'lsa, Brost ham, yolg'on ham bo'lishi mumkin. 
Boshqacha aytganda, rost rostni implikatsiyalaydi, yolg'on esa 

har qanday mulohazani implikatsiyalashi mumkin. 
Ikki A va B mulohazalar ekvivalentlikligi yoki teng kuchlikligi 

ko'rinishda belgilanib( «A mulohaza B ga ekvivalent» deb o'qiIadi), 
u faqat va faqat A va B bir xiI qiymat qabul qilgandagina rost 
bo'ladi. 

Ekvivalentlikka misol sifatida quyidagi mulohazani keltiramiz: 

(A =? B) {:} (lB =? lA). 

Bu mulohaza teoremalarni teskarisini faraz qilish usuli bilan is
botlashda asqotadi. Chunonchi, A dan B ning kelib chiqishini is
botlash o'rniga, biz B yolg'on, ya'ni lB rost deb faraz qilamiz va 
bundan 1 A ni keltirib chiqaramiz, ya'ni bu hold a A ham yolg'on 
bo'lishini ko'rsatamiz. 
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2. Oddiy mulohazalardan nisbatan murakkabroq mulohazalar 
tuzilishi mumkin. Murakkab mulohazalarni tushunishni osonlashtirish 
maqsa.dida ba'zi ko'p uchraydigan ifodalar uchun maxsus belgilash
lar kiritish qulay bo'ladi. 

Agar P( x) ifoda x ning P xossaga ega ekanligini bildirsa, 

VxP(x) 

yozuv orqali «ixtiyoriy x uchun P xossa o'rinli» degan tasdiqni 
belgilashga. kelishib olamiz. Bu yerda V belgisi umumiylik kva.ntori 
deyiladi. 

Quyidagi 
3xP(x) 

ifoda orqali «P xossagaega bo'lgan kamida bitta x ob'yekt mavjud) 
degan tasdiqni belgilaymiz. Bu yerda 3 belgisi mavjudlik kvantori 
de~riladi. 

§ Q.2. To'plamlar nazariyasi belgilashlari 

1. To'plam matematikaning boshlang'ich, ta'rif~iz qabul qili
naJigan tushunchalaridan biridir. Biz uchun muhimi to'plamning 
o'z elementlari bilan aniqlanishidir, ya.'ni hal' qanday ob'yekt UChUll 
11 berilgan to'plamning el!'menti yoki !'lem!'nti emasligi haqida aniq 
aytish l1lUIllkinligidir. Odatda to'plamlarni belgilash uchun katta 
(hash) harflar. to'plam elemelltlari UChUll f'sa kichik ( yozma) harflar 
ishlatiladi Masalan, A = {a, b, c} to'plam 3 ta elementdan ibOl'at. 

Agar a. ob'yekt A to'plamning elem!'llti bo'lsa. bu tasdiq qllyida
gicha yoziladi: 

a E .4. 

Masalan, A = {I, 2, 3} bo'lsa, 2 E A bo'ladi. 
Aksincha, agar a b!'rilgan A. to'plamning elemellti bo'lmasa., 
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deb belgilanadi. Masalan. agar A yuqoridagi to'plam bo'lsa, 4 ~ A 
bo'ladi. 

Shuni aytish kcrakki, to'plamda ikkita bir xiI element bo'lmaydi, 
ya'ni to'plam elementlarining qaytarilib kelishi mumkin emas. Masa
lan, quyidagi oltita element birlashmasi: 

{l. 2. 2, 3. 3. 3} 

to'plam bo·lmaydi. Bu birlashmaga kiruvchi elementlar quyidagi 
to'plamni tashkil etadi: 

{I. 2. 3}. 

Agar A to'plamning har bir elementi B to'plamning ham ele
menti bO'lsa, A to'plam B to'plamning qisrniy to "plami deb ataladi 
va A C B kabi belg,ilanadi. ~Iasal;m, agar A = {I, 2, 3} va B = 
{I, 2,3 . ..J:} bo"lsa. A C B bo"ladi. Qismiy to'plam ta'rifini matema
tik mantiq beigilashlari yordamida quyidagicha yozish lllumkin: 

(AC B) [(11 E A) =} (a E B)]. 

Agar bir vaqtning o'zida A C B va B C A bo'lsa, A va B 
to'plamlar teng deyiladi va A = B deb yoziladi. Boshqacha aytgan
da, agar ikki to'plam bir xiI elementlardan iborat bo'lsa, ular teng 
deyiladi. 

Bunday ta'rif, o'zining tabiiy ko'rinishiga qaramasdan, bizni ba'zi 
matematik ob'yektlar to'g'risida shakllangan tasavvurimizni qay
ta ko'rib chiqishga majbur qiladi. Masalan, agar har bir geometrik 
shaklga biror nuqtalar to'plami deb qarasak, ikki geometrik shakl 
faqat ustma-ust tushgandagina teng bo'lar edi. Xususan, bunday 
qarashda har bir uchburchak faqat o'zigagina teng bo'ladi. 

Yuqoridagi ta'rifdan har qanday to'plam o'zining qismiy to'plami 
ekanligi kelib chiqadi. Agar A C B va A i- B bo'lsa, A to'plam B 
ning xos qismiy to'plami deyiladi. 

2. Biz quyida to'plamlar ustida bajariladigan eng sodda amal
lami keltiramiz. 
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Ikki A va B to'plamlar birlashmasi deb A yoki B to'plamga 
tegishli bo'lgan, ya'ni shu to'plamlardan aqalli bittasiga tegiRhli 
bo'lgan barcha elementlar to"plamiga a~,tiladi. A. va B to'plamlar 
birlashmasi AU B simvoli orqali helgilanadi. 1\lasalan, A. = {I, 2, 3} 
ya B = {3,4,5} bo'lsa, AUB = {1,2,3.4,5} bo'ladi. Birlashmaning 
ta"rifini matematik mantiq belgilashlari yurclamicla quyidagicha yo
zish mumkin: 

(aEAUB) (a E A) V (a E B). 

Ikki A va B to'plamlar kesishmasi deb bir vaqtning o'zida ham 
A. ham B to'plamlarga tegishli barcha elementlar to'plamiga ayti
ladi. A va B to'plamlar kesishmasi AnB simvoli orqali belgilanadi. 
Masalan, yuqoridagi to'plamlar uchun An B = {3}, ya 'ni kesishma 
bitt a elementdan iborat. Matematik mantiq belgilashlari yordamida 
kesishma ta'rifini quyidagicha yozish mumkin: 

(aEAnB) (a E A) /\ (a E B). 

Umuman elementi bo'lmagan to'plamga bO'l!h to'plam deyiladi 
va 0 ko'rinishda belgilanadi. 

Yuqorida keltirilgan ta'riflardan foydalanib, ixtiyoriy A to'plam 
uchun quyidagi tengliklar o'rinli ekanligini ko'rsatish qiyin emas: 

A U A = A, A n A = A, A U 0 = A, An 0 = 0. 

Agar ikki A va B to'plamlar uchun 

AnB=0 

tenglik o'rinli bo'lsa, ular kesishmaydigan to'plamlar deyiladi. Masa
lan, A = {I, 2, 3} va B = {4, 5, 6} bo'lsa, An B = 0 bo'ladi. 

Ikki A va B to'plamlarning ayirmasi A \ B deb, A to'plamning 
B ga kirmagan barcha elementlari to'plamiga aytiladi: 

(x E A \ B) {:> (x E A) /\ (x ¢ B). 

Boshqacha aytganda, A \ B to'plam A dan B ga tegishli (agar 
shundaylari mavjud bo'lsa) barcha elementlarni chiqarib tashlash 
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bilan hosH qilinadi. Masalan, A = {I, 2, 3} va B = {3, 4, 5} bo'lsa, 
A \B = {I, 2} bo'ladi. Albatta, agar A va B to'plamlar kesishmasa, 
A \ B = A bo'ladi. 

AuB AnB A\B 

3. TO'plamlar nazariyasidagi eng muhim tushunchalardan biri 
akslantirishdir. Bu tushuncha ham odatda boshlang'ich tushunchalar 
qatoriga kiritilib, ta'rifsiz qabul qilinadi. Agar ikki A va B to'plamlar 
berilib, A to'plamning har bir a elementiga B to'plamning biror f(a) 
elementi l1la'lum bir qonuniyat asosida mos qO'yilsa, 

f:A-7B 

akslantirish berilgan deyiladi. 
Agarda f : A. -7 B akslantirish uchun quyidagi ikki shart o'rinli 

bo'lsa: 
(i) har qanday al E A, a2 E A va al i= a2 uchun f(ar} i= f(a2); 
(ii) har qanday b E B uchun shunday a E A topiladiki, u uchun 

l(a) = b, 
u holda bu akslantirish 0 'zaro bir qiymatli deyiladi. 

Birinchi shart f akslantirishning turli elementlarga turli ele
mentlarni mos qo'yishini anglatadi. Demak, agar bu shart bajarilsa, 
biz 1 (a) elementga a elementni mos qo'yuvchi teskari 1-1 akslan
tirishni aniqlashimiz mumkin. 

Ikkinchi shart 1 ning A to'plamni B to'plamning ustiga aks
lantirishini bildiradi. Shunday ekan. agar ikkinchi shart bajarilsa, 
teskari 1-1 : B -7 A akslantirish B to'plamning barcha element
larida aniqlangan bO'lib, quyidagi shartlarni qanoatlantiradi: 
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1) har qanday a E A uchun 1-1 (I(a)) = a tenglik o'rinli; 
2) har qanday b E B uchun 1(1-1 (b)) = b tenglik o'rinli. 
Shubhasiz, har qanday o'zaro bir qiymatli akslantirishga teskari 

akslantirish ham o'zaro bir qiymatli bo'ladi. Agar ikki A va B 
to'plamlar uchun birini ikkinchisiga o'zaro bir qiymatli akslantirish 
mavjud bo'lsa, bu to'plamlar ekvivalent deyiladi. Bunday hoida ikki 
A va B to'plamlarni bir xiI quvvatga ega ham deyishadi. 

Chekli sondagi elementiarga ega bo'igan to'plam chekli to'plam 
deyiladi. Bunday to'piamlar bir xiI quvvatga ega bo'lishi uchun 
ularning elementiari soni o'zaro teng bo'lishi zarur. Shu ma'noda 
to'plam quvvati tushunchasini natural soniar tushunchasining urn um
Iashmasi deyish mumkin. 
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Ketma-ketlik, rekurrent 99 
Ketma-ketlik, sonli 79 
Ketma-ketlik, yaqinlashuvchi 80 
Ketma-ketlik, uzoqlashuvchi 82 
Ketma-ketlik, chegaralangan 82 
Ketma-ketlik, chegaralanmagan 118 
Ketma-ketlik, cheksiz katta 119 
Ketma-ketlik, cheksiz kichik 84 
K vadratlanuvchi yassi shakl 417 
Kompleks algebraik polinom 298 
Kompleks son 68 
Kompleks sonIaI' ko'paytmasi 68 
Kompleks songa qo'shma son 70 
Kompleks son moduli 71 
Kompleks sonlar yig'indisi 68 
Koordinatalar tekisligi 73 
Koshi ketma-ketligi 114 
Koshi kriteriysi, 
-funksional ketma-ketliklar tekis yaqinlashishi uchun 531 
Koshi kriteriysi, funksional qatorlar tekis yaqilashishi uchun 561 
Koshi kriteriysi, son Ii ketma-ketliklar yaqinlashishi uchun 116 
Koshi kriteriysi, limit nuqta uchun 149 
Koshi kriteriysi, qatar yaqinlashishi uchun 470 
Koshi sharti 149 
Koshi, qoldiq had ko'rinishi 247 
Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi 394 
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Koshi-Makloren alomati 480 
Kublanuvchi jism 42.5 
Ko'rsatkichli funksiya 178 

Lagranj ko'rinishi, qoldiq hadnillg 246 
Leybnits-Nyuton forlllulasi 317 
Leybnits alolllati 489 
Limit 80 
Limit nuqta 10..J: 
Limit. yuqori 105 
Limit, quyi 106 
Limit qiymat. funksiyauing, 137 
Logarifm 185 
Logarifm, natural 186 
Lokal maksilllum 235 
Lokal minimum 235 
Lokal ekstremum nuqta 23.5 
Lopital alomati 2..J:0 

Matematik induksiya usuli 1.5 
Mavhum bir 69 
Makloren formulasi 248 
Makloren-Koshi alomati 480 
Maksimum, funksiyaning 170 
Minimum, funksiyaning 171 
Modul, haqiqiy sonning 24 
Monoton ketma-ketlik 95 
Monoton funksiya 156 
Murakkab funksiya 164 

Natural son 12 
Naturallogarifm 186 
Nyuton binomi 49 
Nyuton usuli 443 
Nyuton-Leybnits formulasi 317 
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Nuqta atrofi 80 

Ochiq ta'plam 411 
Oddiy ildiz 303 
Og'ma asimptota 278 
Orttirma, argumentning 210 
Orttirma, funksiyaning 210,254 

Parabolalar usuli 460 
Pog'onasiman funksiya 327 

Qavariq fuuksiya 270 
Qabariqlik yo'nalishi 271 
Qatar, sanli 465 
Qatar, ishorasi navbatlashgan 489 
Qatar yig'indisi 468 
Qatar, yaqinlashuvchi 468 
Qator. uzoqlashuvchi 468 
Qatar, ahsalyut yaqiulashllv( hi 486 
Qator, shartli yaqinlashm'chi 487 
Qatar, lllusbat hadh 476 
Qatar. garmanik 468 
Qatar yaqinlashishi kriteriysi 470 
Qoldiq had 244 
Qaldiq had. Shlomilx-Ro&h kO'rinishida 2-1'7 
Qoldiq had. Lagral1j ka'rinisbida :HG 
Qoldiq had. Koshi kO'rillishidaf!,l 2H 
Qoldiq had, integral ko'rinishidagi 362 
Qismi~r yig'iudi 467 
Quyi yig'indi 332 
Quyidan chegaraIangan funksiya 168 
Quyidan chegaralangan ketma-ketlik 95 
Quyidan chegaralangan ta'plam 32 
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Rekurrent ketma-ketlik 99 
Riman integrali 316 
Riman teoremasi 497 
Roll teoremasi 235 
Rosh-Shlomilx qoldiq had ko'rinishi 247 

Segment 29 
Simpson usuli 460 
Soha, aniqlanish 131 
Sonli qat or 465 
Sonlar o'qi 28 

Takroriy qator 500 
Taqqoslash alomatlari 372 
Teylor qatori .583 
Teylor formulasi 244 
Tebranishi, funksiyaning 348 
Tekis darajali uzluksiz funksional ketma-ketlik 546 
Tekis chegaralangan funksional ketma-ketlik 544 
Tekis uzluksiz funksiya 354 
Tekis yaqinlashish 530 
Teskari funksiya 172 
Teskari trigonometrik funksiya 193 
Trapetsiyalar usuli 458 
Trigonometrik funksiya 187 
To'g'ri kasr 304 , 
To'g'ri to'rtburchaklar usuli 455 
To'g'rilanuvchi egri chiziq 397 
To'plam 599 
TO'plam, limit nuqtalar 123 

Universal trigonometrik almashtirish 308 
Urinma 209 
U rinmalar usuli 443 
Uzilish nuqta 159 
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Uzilish nuqta turlari 160 
Uzilish nuqta, birinchi tur 161 
Uzilish nuqta, ikkinchi tur 162 
Uzilish nuqta, bartaraf etiladigd.n 160 
Uzluksiz funksiya 131 
Uzluksiz funksiya, nuqtada 158 
Uz!uksiz funksiya, to'plamda 159 
Uzluksiz funksiya, bir tomonlama 161 
U zluksiz funksiya, tekis 354 
Uzluksiz funksiyalar fazosi 534 

Vatarlar usuli 438 
Veyershtrass alomati 563 
Veyershtrass teoremasi 168 
Vertikal asimptota 280 
Veyershtrass-Bolsano teoremasi 108 
Vilka usuli 435 

Xarakteristik funksiya 328 
Xosmas integral 368 
Xosmas integral, birinchi tur 36,9 
Xosmas integral, ikkinchi tur 383 

Yaqinlashuvchi ketma-ketlik 80 
Yaqinlashuvchi integral 369 
Yaqinlashuvchi qator 468 
Yarim to'g'ri chiziq 36 
Yarim interval 29 

Y opiq to'plam 124 
Yon sirt 430 
Y oy, aylananing 187 
Y oy uzunligi 398 
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Yuqori yig'indi 333 
Yuqoridan chegaralangan to'plam 32 
Yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik 95 
Yuqoridan chegaralangan funksiya 167 
Yuqori tartibli Chezaro o'rta arifmetiklari 516 
Yuzi, yassi shaklning 410 
Yuzi, eg'ri chiziqli trapetsiyaning 313 
Yuzi, quyi 415 
Yuzi, yuqori 416 

O'zaro bir qiymatli akslantirish 51 
O'suvchi funksiya 155 
O'suvchi ketma-ketlik 94 
O'rta arifmetik jamlash 507 
O'rta kvadratik yaqinlashish 571 
O'rta qiymat formulasi, birinchi 366 
O'rta qiymat formulasi, ikkinchi 367 
O'rtacha yaqinlashish 565 

Shartli yaqinlashuvchi qator 487 
Shartli yaqinlashuvchi integral 380 
Shlomilx-Rosh ko'rinishidagi qoldiq had 247 

Cheksiz o'nli kasr 22 
Cheksiz katta ketma-ketlik 119 
Cheksiz kichik ketma-ketlik 84 
Cheksiz katta funksiya 152 
Cheksiz kichik funksiya 151 
Chegaraviy nuqta 410 
Chegaralangan funksiya 168 
Chegaralangan ketma-ketlik 82 
Chegaralangan to'plam 32 
Cheksiz ko'paytma 516 
Cheksiz ko'paytma, yaqinlashuvchi 519 
Cheksiz ko'paytma, nolga uzoqlashuvchi 519 
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Cheksiz ko'paytma, absolyut yaqinlashuvchi 522 
Chezaro ma'nosidagi umumlashgan yig'indi 507 
Chezaro teoremasi 508 
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