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С У  З Б О Ш И

Мазкур масалалар туплами Республикамизда фаолият 
курсатаётган университетларнинг математика, амалий математика 
на информатика, механика ва физика йуналишлари учун «М ате ­
матик физика тенгламалари» фани дастурига мосланиб ёзилган. 
Китоб ДТСларига асосланиб, шу фан буйича тузилган намунавий 
дастур ва М.Салохдддиновнинг «У збекистон » нашриёти томони- 
дан 2002 йилда чоп этилган «Математик физика тенгламалари» 
дарслигига кура ёзилган. Бундан ташкари масалаларни танлаш ва 
I узишда МДХ, хамда чет эл олимлари томонидан яратилган туплам 
ва монографиялардан фойдаланилган. Ш унингдек, муаллифлар- 
нинг М .Улугбек  номидаги Узбекистон М иллий ва Низомий номи- 
даги Тошкент Давлат педагогика университетларида математик 
физика тенгламаларидан узок йиллар давомида олиб борган 
амалий маш гул  от л  ар и ва хамкасблари билан биргаликда яратган 
услубий курсатмаларидан хам фойдаланилган.

«Математик физика тенглам[алари» фани нихоятда кенг, у 
турли физик, механик, техник, биологик ва бошка жараёнларни 
урганиш билан узвий боглик булибгина колмай, балки бу жараён­
ларни акс эттирувчи Коши, чегаравий ва аралаш масалаларни 
гурли хил усулларда ечишни хдм ургатади. Мазкур тупламда, 
биринчидан, хусусий хосилали иккинчи ва юкори тартибли 
дифференциал тенгламаларига оид умумий тушунчалар берилган 
хдмда уларнинг классификацияси ва каноник куринишига оид 
мисоллар туплами келтирилган ва айримлари ечиб курсатилган, 
иккинчидан, асосий эътибор математик физика тенгламаларининг 
учта классик: гиперболик, параболик ва эллиптик типдаги 
тенгламалари учун масала ва мисоллар тузилган, ечиб кэдэсатилган 
,\амда мустакил ечиш учун янги мисоллар туплами келтирилган.

Шунингдек, уш бу масалалар тупламида математик физика 
тенгламалари учун куйилган масала ва мисоллар ечишда куллани- 
ладиган бир катор усуллар, жумладан, Фурье (узгарувчиларни 
ажратиш), Фурье интеграли, Грин, тушиш, Риман, давом 
»ггириш ва характеристик усуллари келтирилган.

Уш бу туплам тзфт бобдан иборат булиб, хар бир бобнинг 
параграфларида мавзуларга оид назарий материаллар кискача баён 
килинган, масалалар ечишга кулланилиши мумкин булган бирор

з
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С У З Б О Ш И
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Шунингдек, уш бу масалалар тупламида математик физика 
тенгламалари учун куйилган масала ва мисоллар ечишда куллани- 
ладиган бир катор усуллар, жумладан, Фурье (узгарувчиларни 
ажратиш), Фурье интеграли, Грин, тушиш, Риман, давом 
тгтиршн ва характеристик усуллари келтирилган.
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бир усулнинг мохдяти очиб берилган ва бу усуллар мисоллар ечиш 
ёрдамида курсагилган. Тупламнинг жавоблар кисмида эса нестан­
дарт масапа ва мисоллар учун курсатмалар берилган х,амда айрим- 

лари ечиб курсатилган.
«Математик физика тенгламалари фанидан масалалар 

туплами» китоби ёзишда уз маслахдтларини берган физика- 
математика фанлари доктори А.К-Уринов, физика-математика 
фанлари номзоди О.Х.Абдуллаевга хдмда кулёзмани куриб чикиб, 
уз фикр ва мулохдзаларини билдирган физика-математика фанлари 
докторлари К.Фаёзовга, М.Мирсабуровга, физика-математика 
фанлари номзоди Ж .О м оновга ва кулёзмани нашрга тайёрлашда 
катта ёрдам берган Н .Б .И слом овга муаллифлар самимий миннат- 

дорчилик билдирадилар.
М уаллифлар м аз кур туплам математик физика тенгламалари 

билан шугулланувчи университет талабалари, магистрлари, 
аспирантлари ва ёш тадкикотчилари билимини мустахкамлашга 
хизмат килади, деган умиддадир ва туплам х,акидаги фикр ва 
мулохдзаларни мамнуният билан кабул киладилар.
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I  Б О Б

Х У С У С И Й  Х .О С И Л А Л И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  
Т Е Н Г Л А М А Л А Р Н И Н Г  К Л А С С И Ф И К А Ц И Я М .  
И К К И Н Ч И  Т А Р Т И Б Л И  И К К И  У З Г А Р У В Ч И Л И  

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р Н И  К А Н О Н И К  
К У Р И Н И Ш Г А  К Е Л Т И Р И Ш

1-§. Хусусий цосилали дифференциал тенгламалар ва уларнинг 
ечими тугрисида тушунча

О  оркали Декарт ортогонал координаталари х1,х2 ,—хп, п > 2

булган X  нукталарнинг П - улчовли Е  п Евклид фазосидаги 

сохани белгилаймиз.

и ( х ' ) = и ( х 1 , х 2 , - - - х п }  функциянинг х е £2 нуктадаги

\а| = а ,  +  а 2 +  ... +  осп тартибли х,осиласини

куринишда ёзиб оламиз, бу ерда а 1, а 2, м а н ф и й  булмаган 

бузун сонлар.

F  =  F (x , . . . ,pa,...) функция хе£2 нукта ва Ра =  Ра„а2....ал

{и i = 0,1..., у = 1,п) хакикий узгарувчиларнинг берилган функцияси

d F  . , .
булиб, камида битта т — > Щ косила нолдан фаркли булсин. 

°Р а

У ш бу f [ x ,..., D au,.. ) j  =  0  (1.1) тенглик номаълум

и ( л )  =  и ( j e , , . . . , )  функцияга нисбатан т  тартибли хусусий 

*,осилали дифференциал теиглама дейилади.

Агар F  барча р а (|ûf| =  0 ,1 ,...,m )  узгарувчиларга нисбатан 

чизикли функция бупса, ( 1.1) тенглама чизикли дифференциал 
гснглама дейилади.

Агарда F  функция сс\ =  т  булганда барча р а узгарувчиларга 

нисбатан чизикли булса, (1.1) тенглама квазичизикли дифферен­
циал тенглама дейилади.
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Хусусий хосилали т - гаргибли чизикли дифференциал 

тснгламани ушбу

L u =  £  aa ( x ) D au =  f ( x )  (1.2)
|a|<m

к)финишда ёзиб олиш мумкин.

Барча х е  Q  лар учун (1.2) тенгламани ÿnr томони f ( x )  нолга

тент булса, ( 1.2 ) тенглама бир ж и н сли ,/ (* ) функция айнан нолга 

тент 6ÿnMaca, бир жинсли булмаган тенглама дейилади.
Хусусий хосилали иккинчи тартибли чизикли дифференциал 

тенглама

X  (дс) 3 —  +  Z  В, (д с )| ^ - +  С  ( х ) и  =  /  ( х )  (1.3)
i J = l  ôX id X j  ,=1 Эх,-

куринишда ёзилади, бу ерда Ai ] , В1, С, f - X  узгарувчининг Î2 

сохада берилган хакикий функцияларидир.

(1.3) тенгламанинг барча Д-,- ( i , j  =  l , . . . ,n )  коэффициентлари 

нолга тенг булган х е  Q  нукдаларда тенглама иккинчи тартибли 
булмай колади, яъни бу нукдаларда (1.3) тенгламанинг тартиби 
бузилади. Биз (1.3) тенглама берилган сохада унинг тартиби иккига 

теш деб хисоблаймиз. (1.3) тенгламада i & J  булганда алохдда- 

алохдца А ^ и х х ., А  ¡ ¡и х х  кз'шилувчилар иштирок этмай, балки

уларнинг йигипдиси ( А,у +  А ^ и х,х _ иштирок этади. Ш у сабабли 

хам умумиятликка зиён етказмай хамма вакт А ц  =  А  ^  деб 

хисоблаймиз.
( 1.1)  тенгламада т =  2 , п =  2  булса, у  хрлда икки узгарувчили 

хусусий хосилали иккинчи тартибли чизикли дифференциал 
тенглама

F (jr ,  у, и, их, иу, иа , Мду» « w )  =  0  ( 1.4 )

ёки а(х, у )и а  +  2 b (x ,  у )и v  +  с (х , у )и да +  а{ ( х , у )и х +

+ b l ( x , y ) u f + c i ( x , y ) u =  0 (1.5)

куринишда ёзилади, бу ерда а(х,у ), b (x,y ),  с(х, у), o,(x, у),

& , (х , у ) ,  с j ( x , y ) -  берилган функциялар.



1-М исол. Куйидаги тенгламалар чизикли (бир жинсли ёки бир 
жинсли булмаган) ёки чизикли булмаган (квазичизикли) эканини 

шшкданг.

а) ихи 1ху +  2 ш и уу -З х у и у - и  =  0 .

I миш. Берилган теиглама чизикли эмас, чунки тенгламанинг чап 

гомони м ,у га чизивдга боглик эмас.

б ) и у +  З х2и ■ иху +  2 их -  / (х , у )и  =  0 .

1',чип1. Тенгламада и ху олдидаги Зх^ ■ и -коэффициент номаълум и 

функцияга хам боглик булгани учун, берилган тенглама квази- 

чичикди булади.

в) яп х ■ + хсоя у и ^ -  2ху ■ их -  и + х2 =  0.
г.чиш. Куриниб турибдики, тенгламанинг чап томони

II их, ихх, илу ларга нисбатан чизикли функция ва / ( х , у )  =  х  . 

111унинг учун, берилган тенглама чизикли, бир жинсли эмас.

Агар (1.4) даги F  — функция уш бу шартни

э ^
+

э ^

И “ п ) д ( “ * у ) э  (И  )

| .тоатлантирса, у  холда (1.4) тенглама хусусий хосилали диффе­

ренциал тенглама булади.
2-М исол. Куйидаги тенгламалар хусусий хосилали диффе­

ренциал тенгламалар буладими?
а) С05(м^ +  иу)) - С 0 5 и хх-С05иуу +  1ШИП -¿ш и уу =  0.

I чиш. Белгилаш киритамиз:
Р  =  СО Л (ы „ + ида ) -  СО Я ихх ■ СОХ иуу +  5Ш ; 5Ш II^ =  0 .

Бундан - ^ ^ • - ^ т { и „  +  и „ )  +  зт ипс о я и „ + с о 5 и „ 5т и я  =0 ,

.  . . п  
--- -----------=  - Я П  (М Л  +  И  )  +  СО .? Мл  • Я П  Ыуу +  МХ1 ■ С 0 5 11 уу =  0

Э (и „ )

келиб чикади.
Демак, (1.6 ) га кура берилган тенглик хусусий хосилали диф­

ференциал тенглама эмас.

б )  -  ( «X X  ~ и у у )2 =  ° -



Ечиш. Берилган тенгликдан, ихх'иуу~® келиб чикади, бу эса 

хусусий хосилали дифференциал тенглама булади.
£2 сохада аникданган и (х )  функция ( 1.1)  тенгламада иштирок 

этувчи барча хосилалари билан узлуксиз булиб, уни айниятга 

айлантирса, и (х )  ни ( 1.1)  тенгламанинг регуляр (классик) ечими 

дейилади.
З-М исол. u = c o s y + (y -x ) s in y  функция ( х - у ) и ху= и у диффе­

ренциал тенгламанинг ечими булиши ёки булмаслигини аникланг. 

Ечиш. u = c o s y + (y - x ) s in y  функциядан хосилалар оламиз: 

и у =  -  sin у +  sin у +  ( у  -  x ) c o s  у =  ( у  -  x ) c o s  у , и ух =  - c o s  у

и ,  и у , и гу функциялар £2={(*,.у): - « с д х - к * ,  -«,<у<-нх.} сохада 

узлуксиз булганлиги учун бу функцияларни берилган диффе­
ренциал тенгламага куйиб айният хосил киламиз:

- ( x - y ) c o s  у =  ( у - x )cos  у.

Демак, u - c o s y + ( y - x ) s i n y  функция ( х -  у )и ху = и у дифферен­

циал тенгламанинг ечими булади.

Мустакил ечиш учун масалалар

I. Куйидаги тенгликларнинг хусусий хосилали дифференциал 
тенглама (х.х.Д.т) булиш и ёки булмаслигини аникланг:

1. я‘я2(нм + uxy} + cos2(uxx + м ^ ) - и = 1.

2 . яп (Иду + их) -  sin Un • cos их -  cos uxy ■ sin ux + 2u = 0 .

3. —  tgu — uxsec2 и -  Зм + 2 = 0 . 
dx

4. In I uxuy I - In  \ux \+ln I uy I+5m - 6  = 0.

5 . cos(ux +  uy) -  cosuxcosuy + sinuxsinuy =  0 .

6. uzxx+ u 2yy- ( u xx+ u yyf  =  0 .
7. uy (uy — 4mxx)  — (uy — 2uxx)1 =  0.

8 . sin2 (u )y + u x)~ Is in u ^ c o s u x + u xy + u =  0
II. Тенгламаларнинг тартибини аникланг.

2
9. u^ ly  +  ̂ l t - b i l y + u y )  - 2xy =  0.
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10. cos2uxy + s i^U y  — 2u2x — 3иy + и = 0 .
"Ч

11. 2(ux -2 u )u xy- — (ux - 2 u f - x y  = 0. 

11

I 1. ln\urru „ \ - l n \ u j - l n \ u yy\ + uxyy+ u y = 0 .~xx~yy

14. 2uxxuxxy- — (uxx~ u yf - 2 u yuxxy+ u x - 0 .

15. м „ „  + а (* .  > ')« „ *  +  £ (*> > ')«  yyy +  c ( x , y ) u yyyy =  f ( x ,  у).

i 9 -  Э

|л' 1“ э7+^э7 +r 
s '  ,  s ’

“ э ? + / , э 7 + г

 ̂du2 du2

д х2 ду2

17.
Í  д и 2 ЭкМ1

[ д х 2

IK.
Эх

s ig n y  \у\
d u 2 du

д х 2 dy

=  0 , а 2 +  ß 2 +  у 2 * 0 .

= 0 , а 2 + ß 2 + у г *  0 . 

=  0 , т >  0 .

III. Куйидаги тенгламаларнинг кайси бири бир жинсли ёки бир 
-к и мели бÿлмaгaн, квазичизикли ёки чизикли бупмаган тенгламалар 

»каилигини аникланг:

I'). иуихх- 3 х 2ииху + 2их — f  (х ,у )и  =  0.

'(). 2 s in ( x  +  у ) и хх -  xcos уиху + хуих -З м  + 1  =  0 .

21. х 2уихху +  2exy 2Uxy -  ( j  2у 2 +  1)м „  -  2м =  О .

\\ ихуиXX -ЗЧуу -  6хиу + хуи = 0 .

'.V 2xUxy -  6 ^ ( м 2 -  ;су ) +  и>у = 0.

'4 '  | " ( У “ у  +  и1* ) ~ 2 и * и * у  + и х ~ 6 и = ° -

25. и ху +  и у +  и 2 -  ху  =  0 .

.4 ). а(х, у)иа +b(x, у)ип + с(х, у)и>у + d(x, у)их + е(х, у)иу + h(x, у) =  0 .

г/. и + 2  —  ( и ; + и ) - 6 х - sin у =  0. 
дх
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IV . Берилган функция берилган дифференциал тенгламанинг 
ечими булиши ёки булмаслигини аникланг.

V2 2 2
28. и =  —  + агс$т(ху), х  и х — х у и у +  у = 0 .

29. и = е ху, х2ихх -  2хуиху +  у2иуу +  2хуи =  0 .

30. и =  1п(х + е~у ) ,  иуМ^ - и уихх + и уу+  и =  0 .

31. М= — , х и ^ - Ы у + и х + и ^ ^ О .
X

У

32. и =  х у (дс>0) ,  у и ху =  (1 +  у 1п х ) и х .

33 . и=с05у + ( у - х )я т у  +  х2, ( х  — у ) и ху =  и у .

2-§. Характеристик форма тушунчаси. Иккинчи тартибли 
хусусий хосилали дифференциал тенгламаларнинг 

классификацияси ва каноник куриниши

Фараз килайлик (1.1) т  -  тартибли хусусий хосилалн

дифференциал тенгламада иштирок этаёттан Р  =  ^ {х , . . . ,р

функция Р а  =  Ра .... а „ ’ Н  = т  УзгаРУвчилаР буйича узлуксиз

биринчи тартибли хосилаларга эга булсин.
Уш бу

АГ(Л___Я ^ )=  I  Л а =  Л ? - Л “ 2 - . . . -Л ?  (1.7)
\а\=т о Ра

т - тартибли форма (т  - даражали бир жинсли купхад) ( 1.1 

тенгламага мос булган характеристик форма дейилади.
Иккинчи тартибли квазичизикли уш бу

£  А ц ( х ) и Х1Х] + ф ( х , и , и Х1, . . . ,иХ' )  =  0  ( 1.8
¡.У=1

куринишдаги дифференциал тенгламаучун (1.7) форма

в  (Я , , . . . ,Я П) =  I  А и ( х ) Л 1Л ]  (1.9
‘ .^=1

квадратик формадан иборат булади, бу ерда A¡J ( х ) е  С ( О ) .

Алгебра курсида исбот килинадики, хар бир тайин х0 е  12 

нукга учуй шундай махсус булмаган

ю



* i = i f i k ¿ k '  d e t ( ^ „ ) ^ 0 , i = U 2,...,n ( 1.10)
к =1

инмаштириш мавжуд булиб, унинг ёрдами билан (1.9) квадратик 

форма куйидаги куринишга олиб келинади:

<2 = Í M kt i ,  ( l . l l )
к = 1

(»у ерда /Лк , к=\,...,п коэффициентлар 1, — 1,0 кийматларни кабул 

к и пади. Ш у билан бирга мусбат (манфий) коэффициентлар сони 
(инерция индекси) ва нолга тенг бултан коэффициентлар сони 
(форма дефекта) аффин инвариантдир, яъни бу  сонлар факат (1.9) 
форма билан аникланиб, ( 1.10)  алмаштиришнинг танлаб олини- 

пшга боглик булмайди.
Бу нарса (1.8) дифференциал тенглама Aij ( x )  коэффициент-

ипрининг х  нукгада кабул киладиган кийматларига караб, класси­

фикация килиш имконини беради.

Шундай килиб, (1.8) тенглама Q  сохднинг х,ар бир нуктасида 
ишиптик, гиперболик ёки параболик дейилади. Агар хдр бир х е  Q 

нукгада (1.11) форманинг Цк , к =  1,...,п коэффициентлар мос 

рлнищда нолдан фаркли ва бир хил ишорали, нолдан фаркли ва бир 
чип ишорали эмас ёки камида биттаси нолга тенг(хаммаси эмас) 

(>улса, у  хдпда ( 1.8) тенглама £2 сохдни хар бир нуктасида мос 
рлнишда эллиптик, гиперболик ёки параболик дейилади.

1-мисол. и хх +  2 и ху +  2 и уу +  4 м yz -f 5 м гг =  0

i епгламанинг типини аникданг.
I чиш. (1.9)га асосан берилган тенгламага мос квадратик форма 

куйидаги к5финишга эга:

Q (Л^,Л2,Л^) = Л 2 + 2Я[Я2 ■*" 2Я22 + 4Л^Л^ + 5Л^ =

=  (А, + Л2 f  + (A j + 2 Л} ) 2 + Я,2.

1>у ерда ^ ,= Я 1+Я 2, ^2 =Я 2 +  2Яз, ^3 = ^ 3, яъни \  =¿;1 - g 2 + 2¿;3, 

А, 42 -2 ^ з ,  Я, =  £3 алмаштириш кил сак, <2 (Я1,Я2,Я3) квадратик

форма й  =  каноник куринишга келади. Бундан ва

(I 11) га асосан = Цг =  ц ъ = 1 ни хцеобга олиб, берилган тенглама 

ишиптик типга тегишли эканлиги келиб чикади.

и



( 1.8)  тенгламанинг юкорида баён килинган классификация- 

сини эквивалент тарзда А  =  ||Ду|| матрицанинг характеристик сонла-

рига асосланиб хам бериш мумкин. Бунинг учун алгебрадан 
маълум булган (1.9) квадратик форманинг (1.11) каноник кури- 

нишдаги Цк , сонлар А  матрицанинг характеристик

сонларидан иборат эканлигини эслаш кифоядир.
(1.8) тенгламадаги А  матрицанинг характеристик сонлари 

уш бу
>

1

> А \п

& е \ . { А - Л Е )  =
А г1  А 2 2 ~ Л  ' А 2 п

=  0

А п1 А п2 ■ К п - л

алгебраик тенгламанинг илдизларидан иборат булиб, улар хаки- 

кийдир ( А  матрица симметрик булгани учун), бу ерда Е  бирлик 
матрица.

( 1.8)  тенгламадаги А  матрица берилган 12 соханинг ихтиёри* 

х  пукгаеида СС та мусбат, Р  та манфий ва У та нол характеристш 

сонларга эга булсин. Маолумки, а  + р  + у = п.

Агар А  матрицанинг характеристик сонлари мос равишдг 

нолдан фаркди ва бир хил ишорали [ ( « . А  х ) =  ( п>°,0 ) =  (0,п,0 ) ]  

нолдан фаркли ва бир хил ишорали эмас 

[ ( а , Д у )  =  ( и - 1,1,0 ) =  ( 1,/г-1,0 ) ]  ёки камида биттаси нолга тент

[(« ,/ ? ,у ) =  ( п - 1,0,1)  =  ( 0, я - 1,1) ]  булса, у  холда ( 1.8)  тенглама £2

соханинг хар бир нуктасида эллиптик, гиперболик ёки параболик 
дейилади.

2-М исол. иху+иуг+ихг- х  тч х иу -  у лот х и + (х + у )е~ у = 0  тенгла­

манинг типини аникланг.
Ечиш. Берилган тенглама

(А ц  =  0, А 12 — — , А 13 =  — , А 21 =  — , А 22 =  О,

^ 3  ~  ^31 =  А32 ~  ^зз =

ва ( 1.12)  дан куйидагига эга буламиз:
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- Я  0,5 0,5

с!е1 ( А  -  А Е ) =  0,5 -Л  0,5 = 0,

0,5 0,5 -  Л

4Я3-З Я -1  = 0, (2Л  + 1)2 (Я - 1 )  =  0 , Л у  = - 0,5; Л ,= 1 .

Ь'мшс, таърифга асосан берилган тенглама [ о с ,р ,у ) - ( 1,2 ,0 ) типга,

и 1.11 и гиперболик типга тегипши эканлиги келиб чикади.

Агар нолдан фаркди булган бир хил ишорали к 0 , к 1 вдкикий

■ щшар мавжуд булиб, барча х е  О  нукталар учун ушбу

и ш си шик бажарилса, П  сохдда эллиптик булган ( 1.8) тенглама 
и кие  эллиптик тенглама дейилада.

Юкорида айтилганларга асосан (1.8) тенглама

иуринишда ёзилади.
Иккинчи тартибли дифференциал тенгламанинг аралаш х,оси- 

>1 пар катнашмаган (1.13) куриниши, одатда унинг каноник 
уриниши дейилади.

Агар барча ц к =1 ёки барча Цк = - \ ,  к - 1,2,....п булса, яъни

0  форма мос равишда мусбат ёки манфий аникданган (дефинит) 

Гф|са, ( 1.8) тенглама л е й  нукта эллиптик типдаги ёки эллиптик 

п т 11 лама дейилади.
Агар /1к коэффициентлардан биттаси манфий, колганлари 

мусбат (ёки аксинча) булса, ( 1.8 ) тенглама х е  О. нуктада
1 ипсрболик тенглама дейилади.

Iик коэффициентлардан I таси, 1 < / < п - 1, мусбат, ц о л г а н  п - 1  

шеи манфий булса, ( 1.8) тенглама л е й  нуктада 
у и.грагиперболик типдаги тенглама дейилади.

Агар ¡1 к коэффициентлардан биттаси нолга тенг, колганлари 

нолдан фаркли ва бир хил ишорали булса ( 1.8)  тенглама х е  О  
нуктада параболик тенглама дейилади.

-  б  к г £  я ,2
1=1 /=1

(1.13)
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Агар коэффициентлардан камида биттаси нолга тент булса

( 1.8) тенглама кенг маънода х е  Q  нукдада параболик тенглам; 

дейилади.
Агар (1.8) тенглама Q  соханинг хар бир нуктасида эллиптик 

гиперболик ёки параболик булса, у  хрлда Í 2 со\ада мос равишд: 
эллиптик, гиперболик еки параболик типдаги тенглама деб аталади.

З-Мисол. 11 ху ~  u xz ~  u yz =  тенгламани каноник куринишг; 

келтиринг.
Ечиш. (1.9)га асосан берилган тенгламага мос квадратик форм; 

ёзиболамиз: Q('Al ,A2,A} )  =  Л[Л2 - А 1А3 - А 2А} =

=  — (^т + Л2 -  2 АЪ )  — — (Л 2 -  At )  Я
2
3 •

Агар gl =Q,5(Ai +  A2 - 2 A 3) ,  £2 =0 ,5 (А 2 - А 1) ,  4з Деб белгиласа 

q (á ¡ ,A 2,Aз ) квадратик форма Q (£ ¡ ,4 2Л 3 )  ~  4\ ~  ~  4з канонш 

куринишга келади.
(\ -1  1

Демак матрицаси м  ~ булган \ = 4 , \ ~ 4 2 +  ^31 1 1

0 К

А2 =  ^] + ^ 7 +  4з , Л} =  £  аффин алмаштириши оркали Q ( Л 1,Л 2 ,Л 3

квадратик форма й { 4\ Л г Л з )  =  4\ ~ ~ £ з  каноник куринишг 

келади.
Берилган дифференциал тенгламани каноник куринишп 

келтирувчи алмаштиришнинг матрицаси М  га кушма матрица 
'  1 1 О4)

яъни М* = -1 1 0 булиб, у 4 = х + у ,  J ]= - X + y ,  C = x + y + z  

. 1 1 1 ,
куринишга эга булади. Тенгламада бу алмаштиришни бажариб в; 
u (x ,y,z )  =  v(£,T},C) белгилаш киритиб, хамда куйидагиларш

хисобга олиб u iy =  v( (  -  + v ( (  + 2v(C , и xz =  v ̂  -  v n( +  v ̂  , 

u yi =  v  tc  +  v n (  +  v  ( (  берилган дифференциал тенгламаш 

ушбу куринишдаги V -  V пп -  V ( (  = 0  каноник шаклга оли( 

келамиз. Дамак, (1.13)га асосан берилган тенглама гиперболи 
типга тегишли булади.
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42 сохднинг турли кисмида ( 1.8) тенглама хдр хил типга 
нтишли булса, бундай тенгламага аралаш типдаги тенглама 

чейилади.
4-М исол. ихх + у и уу - З и х +  4 и у -Ю м  = 0 тенгламанинг 

I ииини аникланг.
I мши. Берилган тенглама (А,, = 1, Л12 =  0. А2| = 0, А21 = у ) ва (1.12) 

щи куйидагига эга буламиз:

с!е1 ( А - Я £ ) = 1 _Я  °  = 0, ( 1- А ) ( ; у - А )  =  0 , Л, =  1, Л1 =  у.
0 у-Л

Шундай килиб, берилган тенглама у = О укнинг ихтиёрий 

мамини уз ичига олган £2 сохада аралаш типга тегишли булади. 

\,ккикатан хам, у > 0  булса, (2 0 ,0) типга; у < 0  булса, ( 1,1,0) типга; 

о булса, (Ю ,1) типга тегишли булади, яъни берилган тенглама

II 1-оханинг хар бир нуктасида эллиптик, гиперболик ва параболик 
I иидаги тенглама булади.

Агар (1.8) квазичизикли тенгламада Д у  функциялар х

, иарувчидан ташкари, и ва их. (¿ = 1,л )  ларга хам боглик булса, 

и ш лама конкрет и ( х )  ечимга нисбатан типга ажрагилади.

5-М исол. и 2хихх +  и уи уу - и х +  и у =  0 тенгламанинг типини 

и х  +  у ечимига нисбатан аникланг.

I чиш. Берилган тенглама (-Ап А 21 =  0, А гг =  и у )

п.! и =  х  +  у дан куйидагини

ё е ! (А  -  Л Е )  =
и \ - Л  0 1 - Л 0

13О 0 1-Л
=  0 , Л1 = Л 2 =  1.

• I к'ил киламиз. Демак, берилган тенглама и -  х + у ечимга нисбатан 

( ДЦО) типга, яъни эллиптик типга тегишли экан.

Агар т =  п = 2 булса, у холда ( 1.1)  тенглама

Р  ( х , у , и , и х , и у , и хх, и ху, и уу)  =  0 (1-14)

к Уринишда ёзилади. (1.7) га асосан

(1.15)к [ Л \ Л 2) = ^ ~ %  +  ̂ — ЛхЛ 2 + — Л1
Эм'ху Эн

УУ
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(1.16)

квадратик формата эта буламиз.
Алгебра курсидан маълумки, бирор нукта (сох,а)да

э г  "|2 д Р _

д и хх

ифода манфий, нол, мусбат кийматга эга булса, шу нукта (соха)дг 

(1.15) квадратик формани мос равишда ¿¡у +  £% , £,2, £,2 — 

куринишга келтириш мумкин.
Демак, (1.16) ифода манфий, нол, мусбат киймат кабул килга! 

нукта (сохд)да (1.14) тенглама мос равишда эллиптик, параболик 
гиперболик типга тегишли булади.

6-М и с о л . и ^  -  8иЛ]! +  \6и уу +  2иу =  0 тенгламанинг типшй

аникланг.
Бчиш . (1.12) га асосан ^  = кп  -  &иху + 16иуу + 2иу га тенг. Бундан

^  = 1 )  Л И -  =  —8 , - ^ = 1 6
д и лу д и уу

эга буламиз. (1.16) кура эса куйидагини
\2

ЭF

д и х у ;

Э/г 1 7аг  = Л (_ 8 )2 - 1 1 6  =  16 -1 6  = 0
дихх диуу 4

х,осил киламиз. Таърифга асосан берилган тенглама параболи 
типга тегишли эканлиги келиб чикади.

Икки узгарувчили иккинчи тартибли квазичизшуш 
А (х ,  у ) и хх +  2 В ( х , у ) и ху +  С ( х , у ) и уу +

+  Ф  ( х ,  у , и , и х , и у ) =  0 (1.17

дифференциал тенгламада (|^| + |в |+ |С| *  0 )  агар В - А С  <  0.

В' -  А С  =  0, В 2 - А С  > 0  булса, у  х,олда (1.17) тенглама мо< 

равишда эллиптик, параболик, гиперболик типга тегишли булади.
7 -М и сол . ихх -  6 иху +  8 и ̂  +  2 их +  7 и +  х  у =  0 тенгламапин

типини аникланг.
Ечиш . (1.17) га асосан берилган тенгламадан куйидагига эп 
буламиз:

А (х ,  у )  =  1, В ( х , у ) ~ - 3, С (д :,у ) =  8 ,

В 2 - А С  =  ( - 3 ) 2 -1 -8  =  1 >0.
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=  0

1.уидан, таърифга асосан берилган тенглама гиперболик типга 
нч и шли эканлиги келиб чикади.

(1.1) тенглама чизиксиз булган холда у (1.7) квадратик 
форманинг характерига мое холда юкоридаги каби классификация 
мишнади. Бирок бу холда (1.7) квадратик форманинг

I тффициентлари х  узгарувчидан ташкари и ( х ) функция ваунинг 

чосиласига хам боглик булгани учун ( 1.1)  тенгламанинг типи 
I. < 111 крег и (х )  ечимига нисбатан аникланади.

8-Мисол.
(  4 >

и XX ~  2 ( мдг> ^ } и ху 11 уу 2 и х у ~  +  У — —

и mi ламанингтипини и =  0,5 (х  + у ) "  ечимига нисбатан аникланг. 

1,миш. Берилган тенгламадан (1.17) га асосан куйидагини 
иииклаймиз:

А ( х , у )  =  иях, В ( х ,у )  = ~ ( и лу + 2 ) ,  С (х ,  у ) = иуу.

2
Ьуидан ва и =  0,5 ( х +  у )  дан куйидагини

A (x , y )  =  1, В ( х , у )  =  - 3, С ( х , у )  =  1,

В г -  А С  -  ( - 3 ) 2 -  1 -1 =  8 >  0
2

ч т и л  киламиз. Демак, берилган тенглама и =0 ,5  ( х +  у )  ечимга 

нисбатан гиперболик типга тегишли экан.

Мустакил ечиш учун масалалар

I. Куйидаги тенгламалар типини аникланг.

II ми +  AUjy + и уу + Аих + 6иу + 2м + 5х у = 0.

2ихх +  2иху +  u vy + 2и\ + 2u vu =  0 .
2tfi uxx + 2uxy+ u yy+ u x uy + 3 u -s in x y  =0 .

I/ uxx- 6uxy +  9 u vy +  2uy = 0 .

IK 4мц + 2Uyy -  6м,г + 6uxy + 10uxz + 4uyz + 2u = 0 .

W, мта +  2uxy +  2 +  4uyz +  5ua -  xux +  yuy =  0.

III и и  -A u ^  + 2uK +Auyy +  ua -2xyux + 3 x u -0 .

11 и + u y7 + u xz - 3 x 2uy -  y (s in x )u  + xe~y =  0.
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42. uxx +  2uxy+ 2 u yy- 2 u yz+3uz - u = 0 .

43. хуи  xx + и yy =  О .

44 . y2m+1iiJtt +  Uyy — ux =  0 , m  - номанфий бутун сон.

45. xuxx +  уиуу- и  = 0.

П . Куйидаги тенгламаларнинг типини унинг берилган енимига 

нисбатан аникланг.

I I I .  Куйидаги тенгламаларни каноник куринишга келтиринг.

58. uxx + 2uxy + 2uyy+4uyz+5uzz= 0 .

59. uxx- 4 u xy +  2uxz+4uyy+ u zz+3ux = 0 .

46. Mjyj + ( и хх — 2 )иху—иуу~ 0 ,

47. U x y  +  u ^ u y y  +  и y y  — 8 ,

48. u-xx ~  4 m + Uyy — 0 ,

49 . Mjy, +  Ujyiiyy +  Uyy — Aiiyy — 0 ,

и — 2\¡2xy . 

u = ( x +  у )2 . 

u - 2 y2.

50. З и ^ -б м ^  +  м ^ - 4 ^ 0 ,

51. ulxuxy- 5 u yy+ u x - 2 ( x +  y ) -&  =  0 , u = x 2 +  2xy.

52. u4xx + 2uly - 3 u yy+ u y - 2 x  =  0 , u =  2 x y -% y .

60. uxy+ u xz+ u yz- u x + u y  =  0 .

61. 3uyy-2 u xy- 2 u yz+ 4 u = 0 .

62. ua  + 4U y y  + + 4uxy + 2iiE + 4uyz + 2 u = 0 .

63. и „  + 4м>;у + 9ми + 4м^ + 6ид  +12ик  -  2м, -  4иу -  6иг =  0.

64. Зи .̂ — 2ихг - u yz- u = 0 .
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(Л  « „ +  3иуу + 3иа -  2и^ -  2ихг. - 2иуг -  8и =  0 .

1)1) иы + иуу + иа  +  (шху + 2ихг + 2иуг +  2их + 2иу +  2 иг +  4и = 0.

()1, 2ихх+ 5иуу +  2ии  -  6 + 6иуг -  Ъи +  у -  2г =  0 .

Г*К. 2и1у- и ^ + 2 и уг- и = 0 .

».§. Юкори тартибли дифференциал тенгламаларнинг ва 
системаларнинг классификацияси

Ш - тартибли хусусий хосилали квазичизикди тентлама

X  аа ( х ) О а и + ф ( х ,  и, ..., О а и, ...) =  0 (1.18)
|с |= т

иУринишда ёзилади, бу ерда ф (х , и, О аи, ...) ифода номаълум

II и (х )  функциянинг т -1  дан юкори булган хосилаларини уз 

ичига олмайди.
(1.8) тенгламага мос булган характеристик форма (1.7) га 

ш осан

К ( А 1,...,Лп) =  X  <*а Ш а (1-19)
|в|=т

и »^ршшшда ёзилади.
Агар £2 соханинг тайин нукгасида Д , Я^ Я,, ..., узгарувчи-

чириинг шундай А. = Ж / Л ......./*„)> ¿=1.2......п аффин

■ммлштиришини (аффин алмаштириш махсус булмаган

I Лц +  В (с1е1А * 0 , В е  Е п) алмаштиришдан иборатдир) топиш 

чум кип булсаки, натижада (1.19) формадан хосил булган форма ц,

V имрувчиларнинг факат / тасини 0 < 1 < п ,  уз ичига олса, (1.18)

II шлама параболик ёки параболик бузилади деб айтилади.
Параболик бузилиш булмаганда, факатгина

I, 0 ,Я 2 =  0 , . . . ,Я . =  0, булгандагина =  0 булса,

11 18) тенглама х е  £2 нукгада эллиптик дейилади.
Агарда Л,, Л2, Л} , ..., Лп узгарувчилар орасидан биттасини,

масалан Я п =  Я ни ажратиб олиш мумкин булсаки (зарур булган 

нолда бу узгарувчиларни аффин алмаштиришдан сунг), барча

Г  ( Я ......  ЯпЧ) е  Е п~1 нукталар учун Я га нисбатан

чарактеристик
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. . . , Лп_х,Л )  =  0 (1.20
тенгламанинг барча илдизлари хакикий булса, (1.18) тенглам 

х е  Q  нукгада гиперболи к дейилади.
Агарда Я илдизларининг бир кисми хакикий, колганлар! 

комплекс булса, (1.18) тенглама x e í 2 ну клада кушма типдап 

тенглама дейилади.
Бу таърифга кура а > 3  булгандагина (1.18) тенглама кушмг 

тип булиши мумкин.
1-М исол. и +  Ъих +  6 и у -  4н =  0 тенгламанинг типиш

аникланг.
Ечиш .(1.19)га асосан берилган тенгламага мос квадратик форм! 

К ( Л 1 , Л 2 )  =  Л 2 Л 2 булиб, Я ,=  Я деб олсак, (1.20) га acocai

Л2Л2 =  0 тенгламага эга буламиз. Бу тенглама V A j e  R  да хдкики! 

илдизга эга (/ ^ ^ 0  да Л -  0 ; Я 2 =  0 да Л ихтиёрий хаки кий сон] 

Таърифга асосан берилган тенглама гиперболик типга тегишл! 

эканлиги келиб чикади.
2-мисол. уи ххх +  ихуу +  5 и х = 0 тенгламанинг типини аникданг 

Ечиш . (1.19) га асосан берилган тенгламага мос квадратик форм; 

К  (Я , ,Я 2 )  =  у Я ,3 +  Я, Я22 булиб, Я ,= Я  деб олсак, (1.20) г!

асосан Л(уЛ2 + А*) =  0 тенгламага эга буламиз. Бу тенглама у <  0 д|

хаки кий илдизларга, у > 0  да эса хам хакикий ва хам комплек 

илдизларга эга. Демак берилган тенглама у < 0  да гиперболик, 

у >  0  да кушма типга тегишлидир.

(1.1) тенгламада катнашаётган F  функция N  удчовЛ1 

F  =  (F,, . . . ,  Fn)  вектордан иборат булсин. Бу векторнин! 

F ,, . . .  , F n компоненталари £2 соха х  нукталарнинг хамд; 

р '  = и j , р ¿ =  D a Uj ,  j  =  , |ог| =  /и хакикий узгарувчи

ларнинг берилган хакикий функциялари булсин.
Уш бу

F, ( x ...... D a u j , . . . ) =  0, i =  , j  =  1,...,А/ (1.21)

куринишдаги тенглик, номаълум и 1, . . . , и м функцияларга нисбата 

т - тартибли хусусий хосилали дифференциал тенгламала 
системаси дейилади.
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= i ,  j  =  1......N  , ^  a k =  m

Агар N - M  булса, у  х,олда (1.21) система аник система 

и Пинали.
Уш бу

"  Э ^ _

Ъ р ‘„

I 1мдрагик матрица ёрдамида хаки кий скаляр 4 , Д,, Л,, ..., Д, 

иирнметрларга нисбатан N - m  тартибли формани куйидагича 
нжклаймиз:

= det £  ааЛа= det £ (1 22)
[а|=ш ja|=m

( 1.22) форма ( 1.21)  системанинг характеристик детерминанти 

тчнишди.
( 1.22)  форманинг характерига караб, худци (1.18) тенгламага

V ч икни, (1.21) система хам типларга ажратилади.
Лйрим холларда (1.21) тенгламалар системасини битта 

ми I рица тенглама к5финишда ёзиш мумкин:

I  a a D a u =  f  , (1.23)
\а\<т

Ну срда D a -дифференциал оператор, и = (и , (х ) , . . . ,и „  ( х ) )  

in к юр-функция матрица устуннинг хар бир компонентасига 

и.гир килади, аа -  коэффициентлар N -  тартибли матрицадан

III трат булиб, булар хамда (1.23) системанинг унг томони

I .....f N ) номаълум и и N функцияларга ва уларнинг тар-

N н »и т — 1 дан катта булмаган хосилаларига боглик булиши мумкин.

Агар т - 1  булса, у  холда (1.23) системадан биринчи тартибли
■ I . \ч ий хосилали дифференциал тенгламалар системаси

X  a ¡ D ¡и, +  bu =  f  (1.24)
j =l

i i щи чикади, бу ерда b - N -  тартибли квадратик матрица.
(1.24) тенгламага мос булган N -  тартибли характеристик 

фирма ушбу

К (Я ] , . . . ,Л „ )  =  det X  a j ( x ) X j  (1.25)
j =1

i. \ рипишда ёзилади.
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Эи, Эи2 Эи, _  Эи2
З-М исол. зЭх, д х2 о х2 а х 1

Коши Рим;

системасининг типини аникданг.
Ечиш. Берилган системани (1.24) формула билан солиштирса 
куйидаги эга буламиз:

п =  N  =  2, Ь =  0, /  = 0, а, =
1 0 0 -1

а . = , а2 =■
0 1 1 0

Э Э О ,и . О 2 Ч 2 0

Эх, ах2 £> ,и , + £) , и 2 0

К  (Л 1,Л2)  =  йе1(а 1Л1 + а 2Л2 ) =  йе1 = Л12 +  Л22

(1.25) га асосан берилган системага мое характеристик форма
Л\ — Л2 
Л2 Я]

куринишда эга булади. Демак, берилган Коши-Риман системас 

эллиптик типдаги система экан.
[ 2 их — Зиу +  31)  ̂ + и = О,

[ - и ,  + иу + и, +  ху = О 

Ечиш. Берилган системани (1.24) формула билан солиштирс 

куйидаги зга буламиз:

п =  N  =  2,

2 О 

- 1 1

4-М исол. системами! п типини аншухан

1 0 *  Г °  "1Ь = / =
0 0

-3 3 

1 О о х  ду

2 0 Э и ' +
- 3 3 э ' и '

+
1 0

[ и ) _ ' 0  ^

- 1 1 д х   ̂V ) 1 0 ду 0 0

2 О ,м — 3 О 2и + 3 й  2г> + и 1
-  0 ,и + + 0 2м

(1.25)га асосан берилган системага мос характеристик форма

К  (Я1,Я 2) = с1е1(а 1Я| + а1Лг ) -й с \
2Я ,-ЗЯ2 ЗЯ2

Л-у -  А, Я,
=  2Я^- ЗЯ2

куринишда эга булади. Демак, берилган система гипербот 

типдаги система экан.
Бу ерда хам (1.1) квазичизикди тенгламада а а функциялар

узгарувчидан тапщари и,..., О ^и ,. . .  (1 </3 < т - 1) ларга боглт^
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! «V пса, тенглама конкрет и (х )  ечимга нисбатан типларга

и-иратилади.
5 -М и сол .

иххх +  их ' ихху +  иу ' ихуу +  и ' иууу + и хх + и уу +  Хих ~  УИу ~  ^ 

нигламанинг типини и =  ху  ечимига нисбатан аникланг.

I ’ш т .  (1.19) га асосан берилган тенгламага мос квадратик форма 

А (Я ,,Я2) =  Яг3 +  ихЛ,2Л2 +  иуЛ1 Я22 + и Я3 куринишда эга булади. Бун-

| in на и -  ху дан куйидагини ^ ( Я , ^ )  -  Я,3 +  уЛ^Л^ +  хЯ, Я| + хуЯ| 

косил килам из.

( 1,20)га асосан Я, =  Я деб куйидаги (Я 2 + хЯ22 ) х  (Я  + уЯ2)  = О

и ш ламага эга буламиз. Бу тенглама дс < 0 да хдкикий илдизларга, 
| 0 да эса хам хакикий ва хам комплекс илдизларга эга. Демак 

|| к'рилган тенглама х < О да гиперболик, х >  О да кушма типга 

in  ишлидир.

М устак и л  ечиш учун м асалалар

I. Куйидаги тенгламалар типини аникланг.

(И). и ххх +  2ихх +  3их +  иу + и  =  0.

/II. +  Зму =  0.

/ I и ххх ~  ^ и хху 3и хуу ~~ и ууу и уу и х — ® •

72. ихху+ и хуу=  0 .

73. yUxxx +  Uxyy"0 - 

/< 1. Зу Mjyy, +  Зу +  иууу +  и — 0 .

/*>. иуууу+ и = 0 .

М- и хххх ~>иххуу ~  ^ и хууу  ̂ — ^  ‘

/ / Зихххх +  1 +  1 8 + Slijcyyy — 0 .

/8. 4 « - ^ ^  +  4 « ^ !^  + 5иххуу +  41^^^ + Цуууу + 1 2 5 и — 0 .

1^- и хххх ~  х и  ххуу — ® •

U  х х х х  **" 2  У и Х Х у у  +  и  у у у у  ~  0  •

к I . Signy\y\m иххх+ и хуу=0 , т -  const > 0 .
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П . Куйидаги тенгламалар типини унинг берилган ечими 
нисбатан аникланг.

82. иххх+ и х -ихху +  иу -ихуу+ и и ууу+ и хх+ и уу =  0 , и = х у .

83. иххх+ и - и хху- и 2х ихуу- и - и 2х иууу =  О, и =  х 2 +  у 2 .

84. Uxxx -  Зи ■ Ujay + Зм^ ■ ит  -  м3 • иууу -  иу ( Uyy ) 3 = О, и =  sin у .

85. ¡ Л хсн + + '•“У “ , » ,  + уАиту +ихх+иу = 0 ,и =  х .
2

86 . м,„, ■ -  4уи^у  +  2ииюп, -  и ^  +  Зуиууу =  0 , и =  у .уу хххх 

\2
Ш У  -»У  

\2 , ч2
( идг) Мджя 2и ихау'*~ ( M.v) W  ' Uxxyy + 2 м - М ^ ,  (u y j  М ^ .  О , И ДГу.

Ш . Куйидаги тенгламалар системасини типини аникланг.

88.

90.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

Í 2и х +  3mv +  3v y — 6и = О, Í 2мх +  3му +  3v y -  2и =  О,

I +  U y +  V x  +  и  =  О -  

Í 2и + Зи — 4ü + 8и -  м = 0.

89.

91.

ux + v x - u  +  ху2 =  0 .

Г 2м. + 1 2 м + V — 2м = О,

Зил +  6иу - 2vx + 3vy + 2u = 0. ' [4mv +  vx + v y + xy =  0. 

2ux +  7 и y +  + и = 0,

[Зм x + 31 иy + 3vx + v y -  e ysin X = 0.

(5 u x + 2 2 ,5 v x + 2uy -\-vy - 6 u  =  0,

[ 5 v x + 2uy + 5 v y — 2xu =  0.

( 3 u x +  3 v x +  Зм v + 4i> y — 0,

|2.вх + 3 v x -  v y -  Зи =  0.

I 2u x — 3 и y +  v  v +  хм +  í j c o ía :  =  0,

Зих +  2 и у — ы̂  +  Зм =  0.  

í 2 мх + З и у -  V у +  уи +  e xc o s  у =  О,

| 3 и г + 2 ü y -  мх -  хм +  е уsin  х  =  0 .

{ и х -  2и у -  3 v x + v y +  х 2и -  f ( х , у )  = О,

\и х +  и у +  2 v  х — v у -  Зи + g ( х , у )  =  0.

{ - 2 u x +  u y - 3 v y + v x +  /  ( х ,  у , и )  -  О,

1и,  +  м + 2 « - и х +^ ( дс ,  y , v )  =  0.
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I»')

и , -  и у + 2 v x + 3 v y + f ( х ,  у , u , v )  =  О, 

2м, + и у -  3 v x -  v y + g ( х ,  у,  и,  и )  =  0.

IV . к параметрнинг кийматларига мос равишда куйидаги 
н ni ммалар системасини типини аникданг.

| их ~ k v y +  и =  О, j Uy - k v x +  v y = 0 ,

|ПИ [ и у +  VX +  ху =  0. 1 0 ,‘ [и х +  k v y - u  =  0.

| и у -  kvx + kvy = 0, |«х  — Vy + V =  О,

|и, + v y + и + v =  0 . [ u y +  k vx - u  =  0 .

I Пккинчи тартибли икки узгарувчили хусусий хосилали 
• "ффсрспциал тенгламаларни каноник куринишга келтириш

Ушбу

«1 l^xx ^ « 12млу « 22 _̂уу У"* «V  ) ^  (1*26)

\ рнпишдаги иккинчи тартибли икки узгарувчили хусусий 
чип пали дифференциал тенгламани караймиз. Бунда ап , а12, а22 
|.. .ффициентлар х, у нинг функциялари. Бу ерда хусусий холда F  
фми'ция м, их , и v ларга нисбатан чизикди булиши хам мумкин.

a, j ( d y ) 2 -  2 a l2 d x d y  +  а 22 (г/х ) 2 =  0 (1-27)

I uni дифференциал тенглама (1.26) тенгламанинг характеристик 

I пи иамаси дейилади.
Характеристик тенгламанинг умумий ечимлари (1-26) 

•и наманинг характеристикалари дейилади.
( 1.27) характеристик тенглама а и?Ю булганда куйидаги иккита 

Ьмриичи тартибли оддий дифференциал тенгламаларга ажрайди:

v ̂ 12 Щ 1̂ 22X J 2-----(1.28)
а\\

' j a\2 ~ aUa 22 „  _

« I I
2

li> ic iнламалардаги радикал остидаги А =  я12 -  fl] ¡а22 ифоданинг 

ншорасига караб, (1.26) тенглама типларга ажралади:

Ф  =_ a\2 ,
dx

-  f~ 
fln

dy_ _ al2
dx «11
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л
1) Агар М  нуктада Л = а 12— булса, (1.26) тенглама к  

нуктада гиперболик типдаги тенглама дейилади.

2) Агар М  нуктада А=а^2- а иа72= 0  булса, (1.26) тенглама к  

нуктада параболик типдаги тенглама дейилади.

3) Агар М  нуктада А = а 22- а ] {ап <0  булса, (1.26) тенглама

нуктада эллиптик типдаги тенглама дейилади.
Агар тенглама каралаётган соханинг барча нукталарида А > ( 

ёки Д =  0 ёки А < 0  булса, (1.26) тенглама шу сохдда моо 
равишда гиперболик, параболик ва эллиптик типга тегишх 
дейилади.

Агар тенглама каралаётган сохднинг турли кисмларид! 

А =  а 2п-  а иа 22 ифоданинг ишораси турлича булса, (1.26) тенглама

бу сохдда аралаш типдаги тенглама дейилади.
1. Д > 0  булсин. (1.26) гиперболик типдаги тенглама булиб,

(1.27) характеристик тенгламанинг у мумий ечимлари хакикий ва 
хар хил (р(х,у)=  С,, у/{х,у)=С2 булади. Агар (1.26) тенгламада 

эркли узгарувчиларни ^ = <р(х,у), т} =  у/{х,у) тенгликлар оркали 

алмаштирсак, тенглама

У ; ч (1.30)

куринишга келади, бу ерда У (£ ,г } )  =  и (х ,у )  тенглама гиперболик 

типдаги тенгламаларнинг каноник куриниши дейилади. (1.30 

тенгламада Г| узгарувчилардан янги а , (3 узгарувчиларп 
¿; =  а  + 0 , т} = а -  р  тенгликлар ёрдамида утсак, тенглама

У а а - Щ р  =  ^ 2 ( а , Р & & а & ц )  ( Ш

куринишга келади. (1.31) тенглама гиперболик типдал 
тенгламанинг иккинчи каноник куриниши дейилади.

1-М исол. 7ми +  6 иху -  и уу+  их+  Ъи =  0. тенгламани канони! 

куринишга келтирииг.

Ечиш. ап 2 -  аи а21-  Ъ2 - 1  ( - 1 )  = 16 > 0 булгани учун, берилга] 

тенглама гиперболик типга тегишли.
(1.27)га кзфа берилган тенгламага мос характеристик тенглама 

1(1у2 -  6dxdy -  й х 2 =  0 ёки {1 ¿у  +  d x ){d y  -  d x )  =  0 , | 

7 dy+ ¿х =  0, dy-dbс = 0



булади. Бундан эса берилган тенгламанинг характеристикаларини 
топамиз:

7 у +  х  =  с,, у — х  =  с2.

Янги 4 ва П узгарувчиларни £  =  7 у  +  х, т] =  у - х  киритиб, 

гснгламада катнашаётган хосилаларни хисоблаймиз:

“ х =  » * £  +  * » ,7 ,  =  ^  ^ , « „  =  %  -  2 Ь (п +  % ,

и ху =  7 %  -  -  %  , и у =  +  ипТ]у = 1 и . + и п ,

и уу =  491>я  + 1 4 » л  + » „ .

Сунг буларни тенгламага к;уйиб,

Ь& ~ { ^ { Ь4 ~ Ут1 + 3 у )  =  0 ’ у (4,т1) = и ( х , у )  

каноник тенгламани оламиз.

2 . А =  0  булсин. (1.26) параболик типдаги тенглама булиб, 
1(1.27) характеристик тенглама битга 1//(х,у )=С  хакикий умумий 

счим) а эга булади. Янги эркли узгарувчиларни 

± =ц/ (х ,у ),  т] =  т](х,у) (б у  ерда н ( х , у )  сифатида 1//(х,у)

функция! а чизикди ооглик булмаган ихтиёрий функцияни олиш 
мумкин) деб олсак, (1.26) тенглама

(1.32)

Ч Р Ч И ш га  келади. (1.32) -  параболик типдаги тенгламаларнинг 
каноник куриниши дейилади.

2—М исол. ип — 4иху +  4иуу + 3 и х —и у = 0  тенгламани каноник 

куршпмпга келтиринг.

I ш т . ", 2 ~ а\ \а22 =  ( “ 2) -1 -4  = 0 булгани учун, берилган тенглама 

1' рабо Iпк гипга тегишли. (1.27)га кура унинг характеристик 

мгламаси ¿ у 2 +  4с1х(1у + 4с1х2 =  0 ёки <1у +  2(1х =  0 куриниш-

люулади. Уни интеграллаб, у +  2х  =  с  характеристика™ оламиз. 
Ушбу

4  =  у +  2 х, т] =  у  

фюмула буйича янги узгарувчиларни танлаб,
и , = г « ( , и , = » ( + ь г  и„ = 4  ья ,

“ ч  ‘  *  2и( ч • “ в  = +  2" ( ,  +  <‘„
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хусусий хосилалар кийматларини берилган тенгламага куя ми:

_ п
Натижада н ^ -  0 параболик типдаги тенгламанив 

каноник куринишини оламиз, бу ерда о(£>7 )  =  и(х,у).

3 . А < 0  булсин. (1.26) эллиптик типдаги тенглама були
(1.27) характеристик тенглама иккита кушма комплек 
ц/{х,у)=Сл, у/{х,у)=С2 ечимларга эга булади. Янги эркл| 

узгарувчиларни ^ = Яе 1//(х,у), 7] =  1тцг(х,у) деб олеак, (1 .2 а  

тенглама

ув+учп=<*№'у'у*'уч) С1-3!
куринишга келади. (1.33) - эллиптик типдаги тенгламаларнщ 
каноник куриниши дейилади.

З-М исол. и„ +  2иху + 1 0 и ^ + и + 3 х у  =  0 тенгламани канони 

куринишга келтиринг.

Ечиш. « 122 —£111а 22 —1'Ю  = —9 <  0 булгани учун, берилга 

тенглама эллиптик типга тегишли.
(1 .27)га кура унинг характеристик тенгламаси

<1у2 -  2с1хс1у +1 Ос/х1 =  0 ёки йу =  ( 1±  3/) йх

куринишда булади. Бундан у — х  + 3x1 =  с,, у -  х  -  Зх/=  с2 и к к т  

кушма комплекс характеристикаларга эга буламиз.
Тенгламада

£ = у — х ,  Т] =  Зх 

янги узгарувчиларни киритамиз. У  холда и(х,у) = %К£,т]) ни хисобг 

олиб

", =У& + V* = + Ъьп ’ “«  = - 6% - 9% ’

эга буламиз. Буларни тенгламага куйиб,

^  + ̂ +?У+̂ +17?)77 = 0 
каноник тенгламани оламиз.

Агар (1.26) тенгламадаги F  функция чизикди були  
тенгламанинг коэффициентлари узгармас сонлар булса, б! 
тенгламанинг каноник куриниши куйидагича булади:
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1 й  + + +  с У  +  /  =  0 (эллиптик тип), (1.34)

У{г/ +Ьу§- +  Ь2уп +  сУ  +  /  =  О

Рки

~ Км +  ЬУ$ +  ̂ 2К/ +  с У  +  /  -  о 

Кк + ̂  + Ь2Ут, +с У + / = О

■ (гиперболик тип), (1.35)

’ (параболик тип), (1.36)

Ц/// +ЬУ§+ ЬтУп + с V + / = О
(|у срда Ьг Ь2, с -  узгармас со н ла р ,/ -(£ , ^)нинг функцияси.

(1.34), (1.35), (1.36) каноник куринишдаги тенгламаларни

V ( £ , , ) =  у )  (1.37)

мчилик ёрдамида, А ва р коэффициентларни танлаш хисобига 
кпада соддалаштириш мумкин.

4-М исол. + 4 +5ы^ -2 и х -2 и у +и  =  О тенгламани каноник

| уринишга келтиринг ва каноник тенгламани соддалаштиринг.
2 2

1чиш. а12- а 11а22= 2  —1-5=—1 <0  булгани учуй, берилган тенглама 

"Шиптик типга тегишли.
(1 ,27)га кура унинг характеристик тенгламаси

с/у2 - 4 (1хс1у + 5 ^ х 2 = 0  ёки с1у =  ( 2 ±  г)г/х 

к уринишда булади. Бундан

2 х - у  +  хг =  с,, 2 х — у — х1 =  с2

И К кита кушма комплекс характеристикаларга зга буламиз. 
Тенгламада

4 = 2 х - у ,  т] =  х  

иней узгарувчиларни киритамиз. У  хдгсда и { х ,у ) -У { ^ , г 1) ни 

мюобга олиб

и =  У„£ +  У п  -  2Ус + У „ ,  и =  4 У „  +  4Ус + У  ,л: 4>х п ' х  4 Т] хх ЦТ]'

и =  У Л  +У„Т? =  - У .-, и - - 2 , и = - У „  
у 4^ у п ' у  4 -гу 44 4п уу 44

на буламиз. Буларни тенгламага куйиб,

УШ + У П Л ~2УГ 2УГ,+ У  (1-38)
мионик тенгламани оламиз.

(1.37)гакура (1.38) тенгламага У(£,т1) = е ^ т!мг(£,т])
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алмаштирипши бажариб куйидаги

W „ + W m - W =  О 

каноник тенгламани оламиз.

Мустакил ечиш учун масалалар

I. Куйидаги тенгламаларнинг типини аиикланг.

104. Зи^-Ыуу + 4 u x - u v + l  =  0 ,

105. 5 и „ +  16и„ +16ит, +  64и =  0.XX Ху уу

106. -è U jy  -\-9Uyy +  2иу = 0 .

у2т+1

108. хихх +  уиуу- и = 0 .

109. хуихх +  иуу=  0.

Чуу ■' “ “ х  1

107. y 2m+V „  +м )у - и - 0 ,  т -  бутун манфий булмаган сон.

110. хи^ + уиуу + аих + ß u y = 0, a, ß  -  хдкикий сонлар.

111. s ig n  у и хх +  s ign  х и уу +  а и х +  ß u x +  уи =  0.

112. sign у\у\тu^-bsign х\х\тuyy +  aux+ ß u x + yLi=0, m =  const>0.

113. s ign  у\у\т ихх +  s ign х\х\п и уу =  0, т ,п  =  co n s t  >  0 .

114. sign у\у\т и ^ + и ^ -Ь -— —— их + —  uv +  уи =0, m =  const>  0.

t in  ” '
I I .  Куйидаги тенгламаларни типи узгармайдиган 

каноник курииишга келтиринг.

115. ихх +  иху- 2 и уу- 3 и х -1 5 и у + 2 7 х = 0 .

116. ихх — 2иху +  иуу+9их +9иу —9 и = 0 .

117. ихх +  2иху+5иуу-3 2 и  =  0.

118. « ^ - ( l + y 2) uyy- 2 y { l + y 2>ju y = 0 .

119. ху2ихх- 2 х 2уиху +  х3иуу- у 2их = 0 .

120. ( l  +  * 2) ихх + и уу +  2x ( l  +  x 2|мл = 0 .

121. и хх -  2 х и ху =  0 .

122. х и хх +  2 х и ху +  ( х -  1)м  =  0  .
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1 4  уиях+ и уу =  0 .

I : I xUja +  yuyy +  2ux +  2uy =  0 .

I ."S. uxx +  xyUyy = 0 .

I Ift ^1х4хх +  2еХ+Уиху +  e2y,iyy ~  x ' u ~  0 .

117 ( l  +  x 2ju xx +  ( L + y 2Juyy+ x u x +  yuy = 0 .

I Ж у 2uxx +  2xyuXy +  2x2uyy +  yuy =  0 .

I ,«) uxx +  y u yy +  a u y -  0 .

I 10 t g 2x u xx - 2 y t g x u x), +  y 2uyy+ t g 3x u x = 0 .

I 11 sin 2xu xx -  2y sin x u xy +  у 2иуу =  0 .

I I Uxx -  2sinxuxy -  COS 2XUyy -  cos xuy =  0 .

I 11 Ua  -  Uyy =0 , у <  0, m =  const >  0.

I И uxx- ( - y ) mиуу+ сс ( -у )т~Хuy = 0, y<0, 0 < /и< 1, a = const>0.

I VS - ( - y ) m +  xnUyy =0 , x  >  0, у <  0, m,n =  const > 0.

I K) uxx + ( - y ) muyy+/ju =  0, y<0 ,  0 < m < l, //-хдкикий сон. 

ос
1 *7. - (-уГ м ^ + и  „ + --------u x+ — ux+yu=0, m >0, y<0 , 0^ ,% =  const.

' ( -y f -2  У
Ш . Куйидаги тенгламаларни каноник куринишга келтиринг ва 

| Iпоник тенгламаларни соддалаштиринг.

ИХ. 2иху -  4-Uyy +  их -  2иу + и +  х  =  0.

IU). ихх- 6 и ху+ 9 и уу - и х +  2иу = 0 .

140. 2ихх +  2иху +  иуу +  4их + 4 и у + и - 0 .

141. 3ихх +  иху +  3их + и у- и  +  у =  0 .

I '12. 5ихх + 16иху +16 иуу +  24 их +  32иу +  64м = 0.

I И. ихх + 2иху + и уу+ 3их - 5 и у + 4 и = 0 .

I ,И. ми  - 2иху +  Uyy -  Зих +  12и у +  27м =  0.

145. и_ч,+ м Х1 - и у - 10и +  4х =  0 .

146. иху+ 2 и уу- и х +  4иу +  и =  0.
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ГУ. Куйидаги масалалар ечилсин.

147. -  Uyy -  их +  иу =  0 тенглама берилган:

а) тенгламани типини аникданг.
б ) тенгламанинг барча характеристикаларини топинг.
в) тенгламанинг каноник куринишини топинг.

148. 2 и хх +  и ху =  1 тенглама берилган:

а) тенгламанинг типини ашщлаиг.
б ) тенгламанинг барча характеристикаларини топинг.
в) тенгламанинг каноник куринишини топинг.

149. ихх- 2 а и ху- 3 а  иуу + а и у + и х = 0  тенглама берилган, бу  ер,

а  хдкнкий параметр.
а) а  параметрнинг кийматларига мос равишда тенгла! 

типини аникданг.
б ) тенгламани каноник к5финишга келтиринг.

150. ихх +  4иху -  а и уу =  0 тенглама берилган, а  хакикий парамет 

а  параметрнитп' шундай кийматлари тупламшги топингки, б 

кийматларда берилган тенгламани а) ип =  м_г , б ) ut -  и.,7, i 

u „ + u zz=  0 тенгламага келтирувчи чизикли 

алмаштириш мавжуд булсин.
151. 150-масаладаги саволларга ин + 4иху -  аи,л -  аих + ог2«^ = 0 те игл 

мага нисбатан жавоб беринг.
152. а  параметрнинг шундай кийматлари тупламини топингк 
2ихх -  ( а  +  \ ) и ху +  2и уу =  0 тенглама

а) гиперболик типга; б) параболик типга;
в) эллиптик типга тегишли булсин.
У . К^уйидаги тенгламаларни каноник куринишга келтиринг 

каноник тенгламаларни соддалаштиринг.

153. - и х г - и х + и у + и  =  0.

154. uxy- u yz+ 2 u x - 3 u v + 4 u z - u  =  0.

155. uxx- 2 u xy- 2 u xz + и х +  и у +  2uz + и  =  0 .

156. - 2 и ху Jr u zz +  их +  иу +  uz + и  =  0.

157. uxx+ u xy+ u zz+ u x + u y + u z +  u =  0 .

158. uxx- 2 u xy- u zz+ u x +  uy + uz + u  =  0 .
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I У>, 2ихх +  2м^ + и ^ +  иуу +  2их +  иу +  иг +  4м =  0.

1(1(1 2ихх- 2 и ху + и а  +  му„ + 2  их - и у + и г + и - 0 .

I Г> I Зм„  +  муу + мд  -  2м гу +  2мя  +  2их +  2м у + 2мг =  0 .

I (»,’ м^ +  муу + и 7Л-  2иху 4- 2ихг -  2иуг +  2их -  иг +  и =  О.

5-§. Хусусий хосилали дифференциал тенгламаларнинг 
умумий ечимлари хакида тушунча. Умумий ечимни 

топишнинг характеристикалар усули

( )ддий дифференциал тенгламалар курсидан маълумки, п -  

ыр гибли Р ( х ,  у, у', , ум ) =  О оддий дифференциал тенгла- 

м ими иг ечими п та ихтиёрий узгаРмасга богликдир, яъни

V ( X, с,, , с п) _ Бу узгармасларни аникдаш учун номаълум

функция у (х )  кушимча шартларни каноатлантириши керак.

Хусусий хосилали дифференциал тенгламалар учун масала 
ч\ раккаброкдир. Бу тенгламаларнинг умумий ечими оддий 
шфференциал тенгламанинг умумий ечимидан фаркли равишда 

I прилган тенгламанинг тартибига тенг булган сондаги ихтиёрий 
ф\ икцияларга боглик, булади. Ихтиёрий функциялар аргумент- 
мрининг сони ечим аргументлари сонидан битта кам булади. Бу 

фикрнинг тугрлигига Коши-Ковалевская теоремасига асосан 
рммонч хосил килиш мумкин.

Таъриф. (1.26) тенгламанинг коэффициентлари бирор О  
тхдца узликсиз булсин. Агар £2 сохада аниклаиган и (х ,у )  

функция (1.26) тенгламада иштирок этувчи барча хосилалари 
»'шнан узлуксиз булиб, уни айниятга айлантирса, у холда и (х ,у )  

функция (1.26) тенгламанинг регуляр (классик) ечими дейилади. 
Бундай ечимлар тупламига (1.26) тенгламанинг умумий ечими 
нойилади.

Буни содда мисолларда кур и б чикамиз.

1-Мисол. Номаълум и ( х , у ) функция учун их — О тенглама 

« ( V. у)  нинг х  га боглик; эмаслигини курсатади. Демак, берилган 

м, 0 тенгламанинг умумий ечими

и (х ,у )  =  <р(у)

кУринишда булади, бу ерда ф(у) - у  нинг ихтиёрий функцияси.
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2-М исол. Уш бу иху=  0 ёки ( « ^ = 0  тенгламани карайми

с1и / \
Уни х  буйича интеграллаб,— - щ у )  тенгламани хосил килами:

Бунда У  ( у )  -  У нинг ихтиёрий функцияси. Охирги тенгламани и 

буйича интеграллаб,

и{х>у)= / И з О Ф + М * )
тенгликни хосил киламиз. Бунда ^ / , (х )  -  X нинг ихтиёри 

функцияси. \¥{у}йу = ¥1 {у) деб белгилаб, 

и { х , у )  =  \1/ [ х )  +  \1/г { у )  

формулага эга буламиз. Бу ерда Ц/\ (х )  ихтиёрий функщ 

булганлиги учун ц*  ̂( у) хам у нинг ихтиёрий функцияси булади.

3-М исол. Учинчи тартибли ихуу =  ® тенгламанинг умум!

ечими м (х .у )= < К у )+ }'Ц х )+ ^ 1(х) дан иборат булади.

Юкорида келтирилган мисоллар 1-тартибли хусуси! 
хосилали дифференциал тенгламаларнинг барча ечимлар! 
формуласи, яъни умумий ечими битта ихтиёрий функцияга, т 
тартибли тенгламанинг умумий ечими т  та ихтиёрий функция1 
боглик булиши керак, деган фикрга олиб келади.

Хусусий хосилали дифференциал тенгламаларнинг умум! 
ечимини характеристикалар усули (ёки Даламбер усули) билг 
хам топиш мумкин. Тенгламани характеристикалар усули  билг 
ечишда дастлабки тенглама характеристикалари ёрдамида канош 
куринишга келтирилади, сунгра каноник тенглама интеграллани 
кайтадаи эски узгарувчиларга у™ дса, берилган тенгламани] 

умумий ечими хосил булади.

4-М исол. 2и^ = -3 иу тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Ечиш . Берилган тенгламани
£ = Ъ х -2 у ,  Т] =  3х + 2у, и (х ,у )  = ь(%,1] )

алмаштириш ёрдамида 12^  = 0  куринишга келтириш мумкин. Е

тенгламанинг умумий ечими ь{^,т]) =  у/ф  булади. Дема

2их — —Ъи.у тенгламанинг умумий ечими и { х , у ) - у / { Ъ х - 2 у )  дг

иборат.
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Худци шунта ухшаш, агар а, [5 ва у узгармас сонлар булиб 

к// / 0 булса,

а -их +  Р ' иу +  У - и = °  (1.39)

I 'чн ламанинг умумий ечими куйидаги куринишда булади:

и(х, у) =  1/г(/Зх- ау)е\р  | + а У)| • (1-40)

5~Мисол.

и + 2  созхи  - $ т 2хи  +  (сод х - ш х - 1)н + и  = 0XX ху УУ ' у х

I ‘ Н1 ламанинг умумий ечимини топинг.
I I щи. Берилган тенгламани

£  =  х + у - й т х ,  Т] =  у - х —ят х, и (х ,  у )  =  г>(4,77)

шмшптириш ёрдамида ^  =  0 , 5 каноник куринишга келтира- 

м и1 Унинг умумий ечимини топиш учун ^ п =м> белгилаш

тритнмиз. У  хдада тенглама хосил булади. Охирги

!■ !п ликни интеграллаб, м функцияни топамиз

и'(#,/7) = /(?7)е0’5’ ,

| »V срда Дг|)-ихтиёрий функция. Бундан ва белгилашга кура

г г  У' / (Л ) е эта буламиз. Бу ифодани интеграллаб

У ( 4 , т] )  =  /, (/7 )е  2 + /2( £ )  

носил кцламиз, бу ерда /, (Л ) ,  /2(£ )  -ихтиёрий икки марта 

у шуксиз дифференциалланувчи функциялар.
Демак, бошлангич тенгламанинг умумий ечими

-(•к+у-тх)
и (х ,у )  =  /х( у  -  х - з т х ) е 2 +  /2( х  +  у - $ т х )

ним иборат.

6-М и с о л . иху +  У и у ~  и -  0 тенгламанинг умумий ечимини

I оиинг.
I чиш. Берилган тенгламани у буйинча дифференциаллаб

ихуу +  У и уу+ и у - и у = 0  ёки и хуу +  у и уу =  0
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У ху +  У Ь у =  0  (1-41)

куринишга ёзиб олмиз.
Э / \ _  _  Эм 

Бундан ва * +  ~  Ь =  Эу ни хисо^га оли^ куйидагига

эга буламиз:

и =  ь х +  у ь  (1 .42 )

Энди (1.41) тенгламани Уу - ™  алмаштириш ёрдамида счамиз: 

и^ + у и ^ О  => ю(х,у)  = ф(у)е~ху => ь^(х,у)  = ф(у)е лу =>

у
=>уу(д:,;у)=  ̂ф(т1)е~хт'ёт) + <р(х).

Уо

Бундан ва (1.42) асосан бошлангич тенгламаниш умумий ечими
у

и ( х , у )  = у<р (х )+  <р\х )+  \ ( у - Г 1 ) е  <Р(Т1 ) (1Т]
>'о

дан иборат булади.

Мустакил счиш учун масалалар

Куйидаги тенгламаларнинг умумий ечимлари топилсин.

163. ихх=\.  164. иуу=6у.

165. иху =  1. 166. 2ихх- 5 и ху+3иуу= 0 .

167. 2ихх+6иху+4иуу +  их +  иу =0

168. Ъихх-10иху + Зиуу-2 и х +Лиу+ -^ и = 0 .

169. иуу -  2иху + 2их -  и у = 4ех .

170. 3ихх- 5 и ху- 2 и уу +  3их + иу =  2.

171. иху - 2 и х - 3 и у + 6 и  = 2ех+у.

172. и ху +  а и х +  Ьи у +  аЬч =  с е х+у .
Г\

173. ихх- 2 $ т х и ху- с о 5  х и уу- с о з х и у = 0 .

174 соягхи + 2  з т х и  - и  + ( с о 5 х  +  4)и  + 4 н = 01 у у  ху XX \ / у

х,осил киламиз.Бу тенгламаним^ - V  алмаштириш ёрдамида

36



175. уихх+ ( х - У) и ху- х и уу= 0 .

176. 2 u xx +  3 u xy +  u yy +  l u x + 4 u y + Зм =  0 .

177. м „ - ( 1 + 3 '2) 2мя, - 2 у ( 1 + 3 '2)м у = 0 .

178. uxy------=  1 агар j + x < 0 , x > 2  булса.
x — у

179. uxy-----— ( ux ~ uy ) =  3 ( x  +  у )  агарУ > * , * > 0  булса.
x у

2
180. uxx ~ uyy+ ~ ux =  2 агар У > 1+ и  булса.

2
181. их х ~ и у у ~ ~ и у = 0  агар У *  0 булса.

IХ2. и хх ~~ 2 Х иху -  0  агар х Ф О  булса.

1X3. х 2их1- у 2иуу+ х и 1 - у и у = 0  агар ~ < у < х > Х>1 булса.

с з5х+ — у

IK4. и хх ~ 6 и ху + S u yy + и х ~ 2 и у + 4 е  2 = 0 - 

IXS е~2хи - е~2уи -  е~2хи + е 2уи + 8еу = 0 .
I  '1 , 1 .  X X  у у  х  у

1Н(>, c h x u  + ( s h x +  у c h x )u  - c h хк =  0.ху у

IK7. —  ( и х + и )  +  2 х 2у ( и х + и )  =  0.

Э
Iкк. ^ 0 * х + и )  +  х ( и х + и )  +  х 2у =  °-

|К‘1 Хихх- у и уу+ - ( и х - и у ) = 0 ,  х > 0 , у > 0 .

|'Ш х 2и хх -  у 2и уу -  2 у и у =  0 .

I'll, х 2ихх -  2 хуиху +  у 2и уу +  х и х +  у и у =  0 .
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192. К у й и д а г и  биринчи тартибли хусусий х,осилали дифферен­
циал тенгламаларнинг умумий ечими курсатилган куринишга эга 

эканлиги исботлансин.
Эи

а) ^ - + с м = 0 ,м = е  СХ(р {у ) .  б ) —  +  си = 0 , и = е  п <р(х).  
дх ау

Эм , Эм _ . .
в ) а —  +  Ь —-  — У , а Ь ф О , и  =  <р (Ьх -ау ).

ох  ду

с) и  ( )и  —— (ах+Ьу)
г ) а —  +  Ь —  +  с и = 0 , а Ь с Ф 0 , и = е 2аЬ (р (Ьх -ау ).

дх ду

д) у ^  + х ^  =  0,\х\*\у\,и =  <р(х2 - у 2) .

Эм Эм ,. — ,п\ У \  . г\
е) + У ^ -  =  0 , х Ф $ ,№ и ~ (Р\ ~  даи =  <р 

дх ду V. X )

193. Куйидаги учинчи тартибли тенгламалар умумий ечими 
гопилсин:

а) ‘*ххх =  12у. б ) и хху= 6 х 2. в)  ихху+ и хуу= 0 .

Г)  ихху ~  **хуу ~  0  ■ Д )  и ххх ~  ихуу ~~ ® •

е)

о

э
д ~ + сЭу

у2ихх +  уиуу+ ^ и у | =  0 , у < ().

а ~̂ ~ +  Ь —  +  с ^ и хх — иуу  ̂— 0, аЬсФ 0.

1Ч . э э 
1} [ у ъ + х ь .

ю
Ч

их х - ( 1 + У2) " иу у -2у(1 +  У2) “  

1

= 0 , |х|/|у|.

и „ -у и у у - -и у | = 0 , у >о.

194. Куйидаги туртинчи тартибли тенгламалар умумий ечими 
топилсин.

2 б ) и -  2схи =  0.а) ихууу= 6 0 у  .

в )  иххху ~  ихууу ~  ® ■
э ^ л(2)

Эх2 Эу2
и = 0 .

2 3
д) и хххх ~  2умлхуу У и уууу ~  и хху ' , Уи ууу Ти уу ~  ® ■
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195. Гиперболик типдаги уш бу а 1ихх +  Ь2иуу- с 1иа - 0  тенглама

и (х ,у , г )  =  f (o c x  + P y  +  Yz) куринишдаги ечимга эга булиши учун 

а ,  р ,  у  узгармаслар кандай шартни бажарипшни топинг, бу ерда 

/ е  С 2-ихтиёрий функция.

196. Гиперболик типдаги уш бу
и ххх ~ ( а  +  Ь  +  +  (а Ь  +  а с  +  ¿ > с ) н ^  - а Ь с и ууу =  О

тенглама м (х,г) =  / (г  + ог*) +  ̂ (г + й х ) +  ̂ ( г +  сх) куфинишдаги ечимга 

эга эканлигини исботланг, бу ерда / ,(р,у*е С 3 -  ихтиёрий функ- 

циялар.

197. Гиперболик типдаги уш бу ихххх~^иххуу +  иуууу тенглама-

нинг умумий ечими
и ( х , у ) = ( х + у ) < р ( х - у Щ х -у )у {хЛ -у )+<р1{ х - у ) + у / { х + У)

куфинишга эга эканлигини исботланг, бу ерда

(р ,у/1 е  С 4 -  ихтиёрий функциялар.

198. Агар и ( х л )  функция ии - и хх=  0 тенгламанинг ечими булса, 

холда

а) и —  ̂ у , » э — и; 2 2 ^  ’
\ Х  — I X1 - Г )  и х ~ и 1

в) хих +  Ш, , г ) и\ +  щ , д ) и х ■ и { функциялар

хам шу тенгламанинг ечими булишини исботланг.
П

199. Агар и(х,1) =  и (х 1,х2.... *„,/ ) функция ип - Х м^ - °
/=1

тенгламанинг ечими булса, у  холда

П
б ) у (х ,1 ) =  ^ х (их +ш ,

¡=1
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функциялар хдм ш у тенгламанинг ечими булишини исботланг, бу

ерда
¿=1

200 . к ва tn¡ (¿ =  l,n +  l)  узгармаслар кандай шартларни

П

бажарганда и tt ~  X  и x¡x¡ =  ® тенглама
¿=1

а) “ ( * ’0 = 7 г.

(и ' )
б ) u (x , t )  =  0 (т ,л , + ̂ 2  +... + тпхп + mn+]t) 

куринишдаги ечимга эга 6ÿnaflH.
и

201. Агар u (x , t )  =  u (x ¡ ,x2,...,x„,t) функция ut t ~ Y j uxix¡ ~ ®
/=1

тенгламанинг ечими булса, у  х,олда
(

функция aouu ~ Y j a ¡u xx тенгламанинг ечими булишини
¿=1

исботланг.
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II Б О Б

Г И П Е РБ О Л И К  ТИТТДАГИ Т Е Н Г Л А М А Л А Р

1- §. Тулкин тенгламаси учун Коши масаласи

Тулкин тенгламаси учун классик Коши масаласи деб

бошлангич шартларни каноатлантирувчи u (x , t )  функцияни топиш-

га айтилади, бу ерда/ ( x ,t ), (р{х), ц/{х) - берилган функциялар.

1. Агар п — 1 да / е  С 1 ( i  > 0 ) ,  <ре С2( к ’ ),  у/ е С ] ( к 1) шартлар

бажарилса, у холда (2 .1 ) - (2 .2 ) Коши масаласининг ечими мавжуд 
ва ягона булиб, у

Коши масаласининг ечимини топинг.
Ечиш. (2.3) Даламбер формуласига кура, берилган тенглама ва
(2.4) шартдан фойдаланиб куйидагини

С  ( t  >  0 ) П  С 1 ( t  >  0 ) синфга тегишли ва t >  0 да

« «  - fl2  ( “ * , * ,  + и х гх 2 +  —  +  и х„х п ) +  / ( * > 0  ( 2 .1)

гснгламани, t — 0  да эса

Ч = о  =  ? ( * ) .  ui\t^  =  H x )  (2-2)(2.2)

X - t
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+ 3 К *  + 1 -  г  -  X  +  t -  r ) d T  =  X 2 + t 2 +  Axt +
о

+  3 ( 2 i r - r 2)|T  ̂ =  x 2 +  i 2 + 4 x t  +  3 t2 = ( x  +  2 t f  .

?,осил киламиз. Демак, м„ =  и хх +  6 тенглама учун куйилган (2.4) 

Коши масаласининг ечими u (x , t )  = ( x  +  2t) дан иборатдир.

Агар хусусий хосилали дифференциал тенглама
а, j (х ,  у )и ^  + 2а12(х, у )иху +  а22(х , у )и уу +  Ь, (х , у )и х +

+b2(x ,y )u y +  с (х ,у )и  + f ( x , y )  =  0 (2.5)

куринишда берилган булса, у  \олда бу тенглама учун куйилган

=  И * )  (2 .6 )
у=//( X)

I у=м(х) Эу

ёки
r\u( Y v\

= У (у ) (2.7)
*=g(>) Г ’ Эх / ч-*=«ы

Коши масаласини ечиш учун характеристикалар усулидан 
(ёки Даламбер усули[3],[15], 1-боб, 5-§га к а р а т ) (|)ойдаланилади, 

бу ерда У = М (х )  ёки x =  g (y )  функциялар (2.5) тенгламанинг 

характеристикаларини биттадан ортик нуктада кесиб утмайдиган 
эгри чизиклар.

2-М исол. -  4н ^  +  З и ^  +  4 е ' + *  =  0 тенглама учун

куйилган куйидаги

м(*,;у)| ~ = 2х, и (х ,у ) =  0
у=0 (2.8)1у=0

Коши масаласининг ечимини топинг.
Ечиш. Берилган тенгламани

% =  х + у ,  rj =  3x +  y, u(,x,y ) =  v (^ , t ] )  

алмаштириш ёрдамида

% = е *
к5финишга келтириш мумкин. Унинг умумий ечими 

ü(£,77)= 7 7 / + / , (£ ) +  /2(77) 

куринишда булади. Демак, берилх'ан тенгламанинг умумий ечими
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и(х, у )  =  (3 *  +  у ) ех+у +  /, ( х  +  у ) +  /2 ( Зх +  у)  ( 2 .9)

дан иборатдир.
(2.9)ни (2.8) шартларга куямиз. У  х,олда ва/2 функцияларни 

аниклаш учун уш бу

/ )(■ * ) +  / г О - * )  +  З х е х =  2 х ,

/\ ( х )  +  / 2( 3 х )  +  (\ +  З х ) е х =  0 

системани оламиз. Уни ечиб,

/, ( х )=■- х + Зех (1 -  х) -  /2 (0), /2 (Зх) =Зх-Зех- / 1 (0) 

ифодаларга эга буламиз. Буларни (2.5)га куйсак,
у+Ъх

и (х ,  у )  =  2х  +  (3  — 1у ) е х+у — Зе 3

х,осил булади. Бу эса берилган тенглама учун Коши масаласининг 
ечимидир.

2. Агар п — 2 да / е С 2 ( ( > 0 ), ере С3^М "|,^е С2(м " )  шартлар

бажарилса, у х,олда (2.1) - (2.2) Коши масаласининг ечими мавжуд 
на ягона булиб, у

и (х , 1) = - ]~ )  I  +
2тса 0 \х-€\<а(1-т) ̂ д 2 ( г - т ) 2 -\ х -^ \ 2

+ _ 1_  , 1 Э , ¥ £ №

2л а  ^ а 2Г - \ х - £ \  2ла ^  1*-£1<а' ^]а2г2 - \ х -^ \ 2

Пуассон формуласи оркали ифодаланилади[5],[7].

З-М исол. ип -  ихх +  иуу +  2 тенглама учун куйилган куйидаги

“ ( * . У . О ||=0 = * ,  м( (я , у , о |(=0 =  У (2.11)

Коши масаласининг ечимини топинг.
Ечиш . (2.10) Пуассон формуласига кура, берилган тенглама 

ва ( 2 .11) шартдан фойдаланиб куйидагини

1 г х-н-т у + ^ (м )2- (х -£ )2 ? ,

и(х,у,1)=±1<1т Щ  \
27Г°  ХЧ+Т у ^ (1-т)2- (х -ф г ^¡(1-Т)2- ( ^ - х ) 2- (т}-у )2
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, у + 1 X + ф * - ( ч - у ) '
+ ~---  / Г]<П] _ [

2 тс у_,

1 Э * +'

+  ? 7 з 7  ^  ^  $

у - ^ - ( 4 - х ) 2

Ф г -(т,->? V ' 2 ~ -  х ) 2 ~ (ч  -  у У

¿ Т]
у + ^ г2- ( £ - х ) 2

2ж / ДГ+1-Т У+1 л  д

2л О х - 1+т 2 л 2л  д1 х_ , '

1 2 \у + ( 1 Э ¿-2*+г -I т=г ( у  +  ?)
= - а - г ) 2 

л-г 1г=0 4

- * 2^ + ^ [ ( * + ' ) 2 - ( * - < ) 2] = ' г +  у '+ * -

х,осил киламиз. Демак, Коши масаласининг ечими 

и ( х ,  у , ^  =  х  +  1у +  12 

функциядан иборатдир.

3. Агар п =  3 да / е С 2 ( г >  0 ), р е С ^ К " ) ,  ^ е С  (м " )  шартлар

бажарилса, у  х,олда (2.1) - (2.2) Коши масаласининг ечими мавжуд 
ва ягона булиб, у

“ М  = т ^ т  I ТТГТ^4,ТГа |*-£|<а/ I'*' £| 

4гл-я“ |л_^|=аг 4л-а Эг
7  I Р ( № (2.12)

Кирхгоф формуласи билан ифодаланилади[15].
4-М исол.

и. = и  + и  + и  + 2 х у г ,  -  °° < х,  у , г < + ° ° , I > 0и хх уу гг ^

тенглама учун куйилган куйидаги

и ( х , у , г ,  О |,=0 =  х 2 +  у 2 -  2 г 2, и Д * , у , о |<=0 =  5,

—о° <  х,  у,  г  <  + °°

Коши масаласининг ечимини топинг.
Ечиш. (2.12) Кирхгоф формуласига кура, берилган тенглама ва 
шартдан фойдаланиб куйидагини
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/ V 1 г , гг 1 fr5 1 Э rr£“ + T f  -2 Ç  
u(x,y,z,t) = — \dr J j « г / с н - - - - i ï ~ c / ( T + — — -  f f - - - - - - - - - - - - - ~d<7

4л0 s t -т  4ï j î  4л-Эг 5 t

х,осил киламиз, бу ерда 5 f ва S t_ T лар мос равишда радиуслари t 

ва t  — T ,  маркази эса (x ,y ,z )  нуктада булган сфералардир 

( 1.1-чизма).
М  (¿;,7],Ç)e St булганлиги учу и 

Кирхгоф формуласида уш бу

4  =  x  +  t sin G ■ cos (p ,

С

T] — у  +  t s ind  ■ sin cp,

Ç  =  z + t c o s O ,

0 < ç? <  2л, О < в < л  

алмаштиришни бажарамиз.

Сунгра куйидаги интегралларни хисоблаймиз:

t  h t  к

е— ^ м { $ л , 0

1 . 1 —  чизма.

1 ' 1 '  2л х 1
Jx= — \dt JJ ¿/(7 =— Jdr f d(p f----- {2  [ ,r+ (í -  г) ян ö  • cew (p\ X

4;r0 s г— X 4я  ¡y *ьо о о1

X [ у +  (г -  r ) sin в  ■ sin (р\ ■ [ z + (г -  т) cos # ]} • (t -  г ) 2 si/гв dû =
2* л-

= —  | ( í- t ) í¿ t  J J j c y 2дтуг { ( г -7 )d r  = í 2x y z ,
2/r о о

с  y с  2 И 1

J2 = —— \\ -d a  = —  J \ - t 2sin9d9dç> =  5t,
4 л  s^t 4 л  Q 0 1

, 1 Э f f<f2 +772 - 2 ^2 1 Э 2*  *r l r r . л  ,2

! '  4жЭ< I -------- 7-------- +

+ [ y  +  ts in 0 -s in tp ]2 — [z  +  t cos û ]~ ^ - t2s in 0 d û  =  ——— Jdip | ^ 2+2 x fx

Xsinû ■ cos ip + 12sin2 9-cos2 ( p^ t  s inûdû + \d<p J y2 -f- 2y i x
4л  dt

I d 2* *■
xsinû ■ s in ç  +  t2 sin2 в ■ sin2 (p\-t sinûdû  H--------- f dip lT -2 z2 - 4 z íx

J Ал e t }, „L.о о
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ts in0d& = — —  í dcp ¡ t - l x 2 +  y2 - 2 z 2\sin9dü +
4x d t l  - >

н— í— — [ dtp fr3 ■( sin20 - 2 c o s 2e\sinG d9  + —— — \2t2xs in2 O d ffx
4 x d t ¿  '  '  4 ; r 3 í¿

1 Э n 7 i  2;r 
x  | cos<pd<p+ — —  f 2 t  y sin O dQ  j  s in cpd cp -

o 4 л: ó t  0 o
i ZS 7Г 2 n

---------- (2^ z s in Q c o s e d O  f d<p — x 2 +  y 2 -  2z2.
4л  d t 0 o

Демак, Коши масаласининг ечими

и {х ,  y , t )  — х 2 +  у 2 -  2 z 2 +  5 í +  t 2x  y z 

функциядан иборатдир.
Даламбер, Пуассон ва Кирхгоф формулаларидан хулоса килиб 

айтиш мумкинки, бир жинсли тулкин тенгламаси учун Коши 

масаласи ечимининг ихтиёрий М 0( *0, í0) =  М 0 ( х ,°, х 2 х ° ;г 0 ) 

пуктадаги киймати берилган бошлангич <р(х) ва у/(х) 

функдияларнинг
1)  п  =  1 булганда [ x Q -  at0, х0 +  af0] кесмадаги,

2) п =  2 булганда маркази х() нукгада радиуси ata булган доирадаги,

3) п =  3 булганда маркази х0 нуктада радиуси ü t  га генг 

булган сферадаги кийматлари билан аникланар :жан.
4. Хусусий ечимларни танлаш ёрдамида тулкин тенгламаси 

учун Коши масаласини ечиш.
Бу холда берилган тенглама ёки бошлангич шартларнинг унг 

томонига караб куйилган Коши масаласининг ечими изланади.

5-М исол. ии =  и хх + и +  и а  + t e 5xs in Зу c o s 4 z ,

—оо < x , y , z <  + °°, t >  О тенглама учун куйилган куйидаги 

u (x ,y ,z ,t )\ t=0 =  e(>x+*ycos\Qz, “ ,(■*>У .0 |(=0 =  e*z+3ysin5x,

< X, у, z <  +  °°

Коши масаласининг ечимини топинг.
Ечиш. Берилган масалани куйидаги иккита масалага ажратиб 

ечамиз:

!
v„=v +v  + v  + te >xsin3ycos4z, - ° ° < x,y ,z<+°°, t > Оvv я

U(*,y,Z,O|í=o= 0, W( (x,y,í)|)=o= 0, -oo<X,y,Z<4oo;
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W tt =  W x x  +  W y y  +  W ! Z ’  ~ ° ° <  Х ' У ' 1  < + 0 0 - г > 0

(В )  < w{xty,z,t)\ t̂ a = e 'x+iycos\Oz, vv; (X,>',/)|í=0 =  e4' sin5x,

—°°< x ,y ,z< + °° ' ,

(A )  масаланинг ечими куйидаги

v(x,y, z,í) = —tse?xsin3y cos Az 
6

куринишда булади. Хакикатан, хдм

A y  = = —г’ |̂ 25e5\«n3y cosAz — 9eSxsin3y cosAz —

-16e5xsin3y cos4z ] = 0, 1)ц = te 5xsin3y cosAz.

Бундан

vt t~  vxx +  vyy +  vzz - teSXsin3ycosAz =

=  t eixsin 3 у cos Az +  0 -/  e5xsin 3 у cos 4 z =  0 

га эга буламиз.

Худди шундай, уш бу р ( х , у , z )  =  e6x+8yc o s 10 z , 

¥ (x ,y ,z )  =  e4¿' 3ysin5x функциялар w + w  + w  = 0  тенгламани
ЛЛ' yy 4л

ечими булишлигини осонгина текшириб кУриш мумкин.
У  холда

w{x , у, z ,t ) =  e6x+Sycos 10 г +  te 4z+3ysin5x  

функция (В ) масаланинг ечими булади.
Шундай килиб, куйилган масаланинг ечими

и(х, у, z ,t ) =  v(x , у, z,t) +  w(x, у, z,t)  = - í V xsm3y cos4z +
6

+e6x+8yc o s l0 z + t e 4z+3ysin5x

к>финишда булади.

6-М исол. ut i ~ a  (Ux x +Uyy), —o o < x ,y < + o o ,  t > 0 тенглама 

учун куйилган куйидаги

u(x ,y ,z ,t )\ l=0= cos (b x  + cy), ut (x ,y , t^ t=c =  sinQbx +  cy),

— < X ,  у <  +e 

Коши масаласининг ечимини топинг.

boo
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Ечиш. Берилган масалани куйидаги иккита масалага ажратиб 
ечамиз:

(/ )

v , = a 2( v  + v  ), -  оо < х, у < +°о t > О
t t  v X X  У У

v (x ,y ,z , t )\  t=0 = co s (b x  +  су ),  v t (x ,y , t )\ [=0 =  0 ,

— < X, у <  + °°;

(//)

XV.. =  a ' ( w  4 XV ),it v Y  Y  У У <  Х , у  <  + ° ° ,  t  >  О

w O ,y ,z ,/ )| f=0 = 0, ™ , ( х ’ УтО\'=0 =  S in (b x  +  су),

— ОО < Х,у <  4-00.

( I )  масаланинг ечими куйидаги

v (x ,y ,z , t )  =  ç> (t)cos(bx +  cy) (* )
к)финишда излаймиз. Бундан (I )  масала бошлангич шартларнинг 

бажарилиши учун <рф) = 1, <р' ( ( ) )= ( )  шартлар кслиб ч и кади.

( * )  ни (I )  масалага куйиб, куйидаги

<р " ( t ) 4 а г ( Ь 2 4 c 2)<p(t) =  О, I > О,

ср{0 ) =  1, ср ’ (О) =  О 

Коши масаласини оламиз. Бу масаланинг ечими

(p { t )  =  co s ^ a y lb "  +  с 2 • í j  к}финишда булади. Бундан (I ) 

масаланинг ечими куйидаги

v(x, у, z,t) = cos (a'Jb2 4 с2 ■ I j- cos (bx 4 cy )

куринишда топилади.
Худди шундай, (U ) масаланинг ечими куйидаги 

w(x, y ,z ,t )  =  y/(t) sin (bx  4 cy)

куринишда излаймиз. У  х,олда куйидаги

\у/ " ( t )  4 а г (Ь г 4 c 2)y/(t) =  О, О  О,

lî^(O) = 0, у/ (0) = 1 
Коши масаласини оламиз. Бу масаланинг ечими 

y/(t) = sin [ a y j b 1 4 с 2 ■ t j j a \ J b 2 4 с 2 куринишда булади.

Бундан ( I I )  масаланинг ечими куйидаги
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s in (a jb 2 + c 7 -i]
W (x, y, z, t) = ---- - , — -• sin (bx +  cy)

a\/b2 + c2
куринишда топилади.

Шундай килиб, куйилган масаланинг ечими

и(х, у, z,t) =  v(x, у, z,t) +  w(x, у, z,t) = cos^a\lh2 +c2 - rj- c.ns(bx +  cy) +

sin(a\Jb2 + c 2 t\
+ ---------, -----sin(bx + cy)

a\¡b + c
куринишда булади.

Мустакил ечиш учун масалалар

I. Тор тебраниш тенгламаси учун куйилган куйидаги Коши
масалалари ечимини топинг.

202. и п u ( x , 0 ) =  x , u( ( jc,0) = - jc.

203. и„ — а и х х , и ( х ,  0 ) = 0, и, ( х ,0 ) =  cos X .

204. и„ — U j^  , u (x ,Ö )= sin x , и, (х,0) = COSX .

205. и„ =  и х х , и ( х ,0) =  х 2 , J2 ¿Г ъ II -U *

206. “ « = 4ихх +  x t , Ч-о uÁt=o =  x -

207. “ н =  ихх + s in x , « L , = * * » * . U{ 1 í=0 = 0 ’

208. ии =  U x x + b x \ u ( x , 0 ) =  e~x ut ( x , 0 ) =  a .

209. и „ =  U xx +  a x t , и ( х , 0) = x , и; ( х , 0) = s in  х

210. % =  Ux x + a e " ’ и (х ,0) = b sin x , иг( х ,0) =  с ■ cos х

211. ип = « ц + a sin b t, и (х , 0) = COS X, и( (х,0) = s in x  .

212. ии =  и +  X  s in  t,
X X  ’ и ( х ,0 ) = s in  X, ut (x , 0) = cos x.

213. % = 9и +  s in  x,
X X и ( х ,0) = 1, ut ( x ,  0) = 1.

214. и „ =  и +  е х ,
X X  *

н•SIIон'w'а

Ur ( x ,0) =  X + COSX.

215. и„ =  <12ихх +  sin СОХ, м(л,0) = 0, U '(x , 0) = 0.

I. Тулкин тенгламаси учун куйилган куйидаги Коши 
масалалари ечимини топинг.

216. и11 =  ихх + иуу, и \i=0 = e \  и, | <=о =  е - > .
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217. и „ = д 2(и „ + и уу) ,  «|<=0 = ( * 2 + у2) \  и,|,=0 =  ( х 2 +  у 2)  .

218. и„ = а2(и.и +Uyy), и|,=0=сол(Зл + 4>), u,|(=0= si'n(3* + 4.y).

219. Mn =fl2(i/xt+Mw,) + re', m|/=q = 0 , “ ,|I=0 = 0 ,r2 =.х2 + у2.

220 . u „ = u xx + uyy+6xyt, u\l̂ 0 =  x2- y 2, u,\t=Q =  xy.

221 . и« = u xx+ u yy+ 2, u\t=Q =  x ,  u,|<=0 =  y .

222 . u „ - u xx+ u yy+ x2-?>xy2, u [=Q = excosy, u,\i=Q= e ysinx.

223. u„ = u xx+ u yy+ t  sin у , м| i=0 = jc2, м,|>=0 =.ушу.

224. uu = 2 (uxx+ u yy), u\ l=0=2x2- y 2, u,\i^) =2xi  + y2.

225. M„=3(Mx{ +  Mv>) + jf3 +  );3, м| ,=0 =  дс2, м,|<=0 = >2.

II . Уч улчовли тулкин тенгламаси учуи куйилган куйидаги 
Коши масалалари ечимини топинг.

226. и„=ихх +  иуу+ и гг, Ч = о = ~ ’ и«1/=0 = 0 ’ z * 0 ’ z * t -

227. м „= а 2(и,а +муу+кгг) ,  м|<=0 =  ut|<=0 = c o s z .

228. utt= a 2(uxx+ u yy+uzz'j, u\f_0 =  xycosz, « ,| (=0 = 0 .

229. utl — Иду. + + uu  + 3, — x + y , u,|i=q — 1 .

230. « „ = а 2(ия +ия +н3 )игг + г2е', и|/=0=и,|(=0 =0 , гл=х2 +y2+z2.

231. utt= u xx + uyy+ u zz + 6tex^zsin ycos z , и|(=0 = О, и, 11=0 = 0 .

232. ul l = u xx +  uyy+ u zz+2xyz, u\i=0 =  x2 + y2- 2 z 2, m,|j=0 = 1.

233. м„ = 8(мХГ +  иуу +  мгг) + /2х2, и|/=0 =  у 2, м,|(=0 =  г 2.

234. « „ = и и + и да+ и а , м|1=0 =  дгуг, и,|(=0 =  * У г 2.

IV . Иккинчи тартибли икки узгарувчили хусусий хосилали 
дифференциал тенгламалар учун куйилган куйидаги Коши 
масалалари ечимини топинг.

235. и^ + к ^ О ,  u \y=x =  s i n x ,  их|y=Jt=l, Н < ° ° -

236. ихх- и уу + 2их + 2иу = 0, и\у=0=х, иу|у=0= 0> Н <0°-
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237.

238.

239.

240.

241.

242.

243.

244.

245.

246.

247. 

.’ 48.

249.

250.

251.

252.

u x x - u y y - 2 u x - 2 u y = 4 . м | х = 0 = - У -  = У - Х  И < “

+  2 иху -  3 и уу = 2 , Н  3 = 0  « J  ^  ^ x + c a s x , |л) < ° ° .

I I _с у2
и ху + у и х + х и у + х у и  =  0,, « 1 ^ = 0 , и у I _ 3 = е  > ’ * < ! •

х и „  +  ( х  +  у ) и ^  + У'Цуу =0, и| , = л3, Иу| J  =2д?, д:>0.
■*

х 2и х х - у 2и у> - 2 у и у = 0 , « I  =  > ,  « ^ L =1 =  y .  У < 0 .

и  —  6 и  + 5 «  = 0 ,
х х  х у  у у  '

и  | у = х  = Sin X ,  U y \ y - x  =  COS X .

и - и  + 5 и  + 3  и  +  4 и  =  0 , и
XX у у  X  у у=о

5 2 5-„Х-Х I --Х
=  х е  2 , и „ =е 2 .у I у=о

3  и  — 5 и  + 2  и  =  О ,
XX  х у  у у

еуи — и + и  =  х е 2 у ,
х у  у у  у

I _  1 +  д:2 ’ u y \ y = * - s m x -

и  I у = о  =  s m  X , и
1

> \ у =0  1 +  х 2 -

и + 2 c o s x u  - s i n 2x u  + и  + ( 1  +  c o s x - s i n x ) u  = 0 ,.о: х у  у у  X х У

U  y = s i n x  ~  C O S  X , у—sin х =  Sin X.

и +2sinxu —cos хи +w +(sinx+cosx+\)u  = 0 ,
X X  x y  y y  X  y У

v= —c o s  X  -  1 +  2  s in  JC, U  v I У  t ü U  ’ > \ y = - c o s x

2

=  S in  X .

и  r t  -  2 s i n x u xy -  ( 3  +  c o s  x ) u yy  +  u x +  ( 2  -  s in  x  -  c o s  x ) u y =  0 ,

X

y = c o s x = 0 ’ U y \  y = Co s x  =  e 2 C O S X .

-  2 sin  x u rv -  (3  +  c os  2xc)m . -  c o s  x м = 0 ,/7 Л

ex
=  smx, u \ y=cosx

e ' U x y - U y y + U y = ° ’  “ | , - 0 = — 2 " .  “ , | , - о = - « И  

J M « + M )> = 0 ’  M | „ _ n  =  0  <  JC <  1 ,r=0

=  0  <  x  <  1, у  <  0 .
y \ y = a

= 0 ’ « | y = o = ^ ) '  ° - x<i1’

и = ü(x), 0 < д: < 1, > < 0, m > 0.
■yl>=o
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253. ’Y uyy=0' M|y=o 0<х<1,

и = v(x), 0 < х < 1 , у < 0 ,  0< /п< 1 .
Л у= 0

254. Куйидаги у2ихх + уи^ + 0,5му =0, у < 0  тенглама учун 
куйилган и(х,0) = (р{х), 0 < х < 1, и^(х,0) = у/{х), 0<х<1 Коши

масаласини коррект куйилмаганлигини исботланг.
255. у < 0 да 254- масаладаги тенглама учун ушбу

_1

и(х,0) = х, 0 < х < 1, lim (-у ) 2 и^ -У-- = 1, 0 < л: < 1 
>->-о ду

шартларни каноатлантирувчи и(х,у) ечимни топинг.

256. Куйидаги ихх~Уиуу~®'~'иу =^’ тенглама учун

1 Эн
куйилган и (х ,0 )  = cos х, lim у 2 - — = sin х Коши масала-v  >->+() о у
сининг ечимини топинг.
257. Агар и ,(х )е  С ( —1; 1), х ы ,(х )е  С 1 ( —1;1) булиб, м ,(х )-  
жуфт функция булса, у  хдлда ушбу

и =0, |д:| <1, 0 < у < 1; «I 2 = 0, и . =м.(х)Xу ’ I I ’ J  \у-Х у у~х

Коши масаласининг ечими мавжуд ва ягона эканлигини исботланг.
258. Агар ы0(х )е  C“ (— и, (х) s  const булса, у колда ушбу

иху =°, -°°<х,у<+°°; м|>=0=и0(х), му| v=c> =

Коши масаласининг ечими мавжуд эканлигини исботланг. Бу 
масаланинг ягона булмаган ечими куйидаги куринишда 

и(х, у) = u0(x)+f(y)~  /(0) + у [и, (0) -  /'(0)]

булишлигини курсатинг, бу ерда f(y)e  С2(-*»,+°°)- ихтиёрий 
функция.
259. Агар и[(х)-3х2 sconst булса, у х,олда ушбу

м« _% =6(х+^)’ м| ^ =0- uJ y=jt=MiW
Коши масаласининг ечими мавжуд эканлигини исботланг. Бу 

масаланинг ягона булмаган ечими куйидаги куринишда
и(х, у) = х3 -  у 3 + / (х  -  у) -  /(0) + (х -  у) [и, (0) -  / '(0)]
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булишлигини курсатинг, бу ерда / (у ) е  С 2( ^ » ,+ » ) -  ихтиёрий 
функция.

260. Куйидаги иху + (иу =0  0< х< у< 1, 0</?<0,5

тенглама учун куйилган
lim и(х, у) = т(х), 0 < дг < 1

у - х - *  О

lim (2{\-2ß)\*ß ( y - x f p(u -и  ) = у(л), 0< jc< 1
у —Х—Н) v у  >

Коши масаласининг ечимини топинг.
261. Куйидаги тенгламалар учун u(0,t) = tp(t), ux(0,t)=i/r(t) 
шартлар билан куйилган Коши масаласини ечилсин.

1 2
а) и х х ~ и а + а и л + ~ а м = 0,  a = const;

1 2б) «д - \  + Ч - - Ь = 0 ,  b = const;

в) U^-Uu +aux+bu,~—[а2 - b 2^u=0,a = const, b = const.

2- §. Риман функцияси. Умумий куйилган Коши масаласи.
Римам усули. Гурса масаласи

I. Риман функцияси. Маълумки, иккинчи тартибли икки 
упарувчи хусусий хосилали дифференциал тенгламанинг 
ко >ффициентлари етарли умумий шартларни каноатлантирганда, 
уни

. Э2и , ч Эи , , ч Эи 
L u ‘ ^ + a i x - y ) d i + h { x -y ) 3 ; +

+с(х,у)и = f ( x ,y )  (2.13)
каноник куринишга келтириш мумкин. Агар (2.13) тенгламанинг 
а ва Ь коэффициентлари дифференциалланувчи деб хцсобласак,
I, операторга кушма булган оператор

Э"у Э , к Э ч M v  = — -— —  ( a u ) -  —  (bv) + cv 
охау dx ау

куринишда ёзилади.
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Ь операторнинг Риман функцияси деб, куйидаги шартларни 
каноатлантирувчи ь(х,у) функцияга айтилади [4],[15],18]:

1. М ь = 0 ;  (2.14)
2. х — хх, у = ух характеристикаларда

(2.15)ь(х1,у)=ехр \а(х^т)с1т

бу ерда ( хр у ,) нукда (2.13) тенглама берилган й  соханинг тайин 
нуктасидир.

(2.15) шартлардан келиб чикдцики, Риман функцияси х = х1, 
у -  у, характеристикаларда

X у
о(х,у1)~ |Ь(г,у1)у (г ,у1)^ = 1  ,у(хх,у)~ \а(хх,т)ь(хх,т)11т=\,

*\ У]

г,(дг1’ 3;1) = 1 (2-16)
шартларни хам каноатлантиради.

(2.16) тенгликлардан фойдаланиб к$фсатиш мумкинки, агар
(2.13) тенглама учун Риман функцияси

ы(х,;у) = »фс,у) + \п(г,у)Ь(1,у)ехр\ [ Ь ^ у ) ^ А +

Л
(¡Т

к)финишда кидирилса, уу(д:,у) номаълум функция
х У

и>(*,у) + | К0(х,у,г,т)\1/{?,г)йг = \
*1 У\

интеграл тенгламани каноатлантиради, бу ерда
(  уК0(х,у,1,т) = с(1,т)-Ь(г,у)а(1,т)ехр {а(х,г, )</г.

-  а (х ,т  )Ь (х ,т  )ехр ¡Ь ( г , , у )«/г,

(2.17)

(2.18)

V I
* 1 

Ь(х,т)\с(ц,т)ехр \Ь(12,т)с112
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с/г,.

 ̂ I
+а(г,г) |с(/,г, )ехр ] а(дг,т2)^т2 

г- V*
Риман функцияси факат х, у узгарувчиларга боглик булмай, 

'|. У( узгарувчиларга хам боглик булгани учун,уни
и = /?(*, у

куринишда белгилаб олиш мумкин.
Курсатиш мумкинки Я(х, у ;* ,, у ,) Риман функцияси -«¡, у, 

узгарувчиларга нисбатан бир жинсли^/?(д:,у;х1,у ] )= 0 тенгламани 
каноатлантиради ва / (х,у) функция узлуксиз булганда, ушбу

х у
ио(*>У) = \Лх, \ К(х1,у{\х,у)/(х1,у\)(1ух

хо Уа
(функция (2.13) тенгламанинг хусусий ечимларидан бири булади.

1-Мисол. %  + 2их +иу +2и  — 1, 0 < х, у  < 1 тенгламанинг

Риман функциясини тузинг.
Ечиш. Берилган тенглама ва (2.14), (2.15), (2.16) шартлардан 

куйидагига

М  V  =  2^ =  0, (2.19)
охау ох оу

у *
¡ 2  с1т \с!т

и(Х1,у )  = е'' = е 2{у- у‘\ ь ( х ,У1) = е х' = ех~х' (2.20) 
у  = Л(х|,у ,;х „ у 1) = 1 (2.21)

>га буламиз.
Энди (2.19), (2.20), (2.21) масалани ечамиз. (2.19) тенгламани 

Куйидагича

- ~ ( ь у - 2 и ) - ( ь у - 2 ь )  = 0 (2.22)

йзиб олмиз. (2.22) тенгламани = иу -  2V алмаштириш ёрдамида
*  - *  = 0 куринишга келтириш мумкин. Унинг умумий ечими

м(х,у) = /(у)ех куринишда булади. Демак, (2.22) тенгламанинг 
умумий ечими

Ь(х,у) = 1 ( у ) е х + Ы х )е 2у (2.23)
дан иборатдир.
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(2.23)ни (2.19), (2.20), (2.21) шартларга куямиз. у  х,олда /, ва /2 
функцияларни аниклаш учун ушбу

ифодаларга эга буламиз. Буларни (2.23)га куйиб, (2.21 )ни хисобга 
олиб куйидагини

функциясидир.
П. У  мумий куйилган Коши масаласи. Риман усули. (2.13) 

тенгламанинг характеристик тенгламаси dxdy = О булиб, х = const 
ва у = const тугри чизикдар тенгламанинг характеристикалари 
булади.

Текисликда АВ эгри чизик берилган булиб, бу эгри чизикни 
координата укларига параллел гугри чизиклар, яъни (2.13) 
тенгламанинг характеристикалари биттадан ортик нуктада кесиб 
утмасин. Шу АВ эгри чизикда ф ва \|/ функциялар берилган булиб, 
п -  АВ чизикка утказилган нормал булсин.

Коши масаласи[15]. (2.13) тенгламанинг

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда 
берилган ф ва \|/ мос равишда икки марта ва бир марта узлуксиз 
дифференциалланувчи функциялардир.

(2.13), (2.24) масаланинг ечими ва (2.13) тенгламанинг Риман 
функцияси мавжуд деб фараз килайлик.

Етарлисиллик и(х,у) ва у (л, у) функциялар учун

системанн оламиз. У ни ечиб,

V ( x ,y )  = e л y,J
хосил киламиз. Бу эса берилган тенгламанинг Риман

X-Xi+liy-У])

« U  В=<Р> т - (2.24)



Tí \  ̂ d K  dNvL (u )-u M  ( v )= —— I------
д у  д у

айният Уринли, бу ерда

У в 
Q

j ,  1 Э ,  VС =----- ( uv) — и
2Эу ’

dv
ду

\
-C W

/

А^Р

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Текисликдаги ихтиёрий M0(.ï0,y 0) (<£ AB) нуктани белгилаб, 
Г>у нуцтадан х=х0 ва у=уа характеристикалар утказайлик. Бу 
\нрактеристикалар берилган AB чизик билан кесишиб, QM0P  эгри 
чизикли учбурчак хосил килади. QM0P учбурчак билан 
чсгараланган сохани Í2 деб белгилайлик. (2.26) айниятни £2 соха 
иуиича интеграллайлик ва Грин формуласини куллайлик:

\\[vLu -  иМ v]dxdy = JJ
£2

г д к  дту_л
дх ду

dxdy =

= ф (~N)dx + К dy = J (~N)dx + К dy +
QM„P QMa

+ j ( -N  )dx + Kdy 4- J ( - N ) d x + K d y .
M 0P PQ

(2.29)

QM0 да y=const, M0P да x= const бупганлиги учун (2.29) 
гсиглик куйидаги Kÿpmmuira келади:

\\\vLu — иМv]dxdy = — J Ndx+ J Kdy+ \ (—N)dx + Kdy.
QM „ PQ

Бу ерда и ни (2.13) тенгламанинг ечими, v ни эса (2.13) 
юнгламанинг Риман функцияси деб карасак,

\\Rf (x,y)dxdy= -  j  Ndx+ J Kdy+ J ( - N)dx+Kdy (2.30)
n  QM о M0P PQ

гснгликка эга б$гламиз. Бунда
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Í * 4 у = т { ( « * ) , - И ) * в} -  í  и
м 0р  1  m 0p  \ ° У  )

-  í Ndy = \ { ( uR)Q- ( uR)Mo}+ í “ fdR
QM

Энди Риман функцияси учун 

x = Xq булганда,
ЭЯ 
ду  
Э R

V Эх 

aR = 0 -

(2.31)

(2.32)

У -  Jo булганда, -  aR  = 0 ;

М(х0,у0) нуктада R = 1 
тенгликлар уринли эканлигини эътиборга олсак, (2.30) (2.31) ва 
(2.32) тенгликлардан куйидаги формулага эга буламиз[18]:

и (М 0) =
(uR)D + (uR)n
------------------ — + \ Kdy -  Ndx -  }}/? / dxdy

PQ Q
еки

u(M 0) =
( uR ) + (м/?)V  ’̂ - W R f d x d y *

4 i
■PQ

Эм c)RR----- и —  +2 auR
Эу ay

n

d y - - \ R  —  - u —  + 2buR\dx. (2.33)
dx dx

Бу ерда биринчн интеграл остидаги ифодаларнинг А В эгри 
чизикнинг PQ ёйи устидаги кийматлари маълумдир. Х,ак,и катан 
х,ам R функция олдин аникланган булганлиги учун АВ чизик

Э R Э Rустида R, — , —  ларнинг щйматларини топиш мумкин; и 
дх ду

функциянинг АВ эгри чизик устидаги киймати берилган; (2.24) 
шартларга асосан ^  ва ^  ларнинг АВ чизик устидагива

дх ду
кииматларини

Э и
д х АВ V

Эм / ч Эм / ч——eos ( s,x)-\------ eos (п,х)
д s Э п АВ

= ̂ eos (s,jc) + ̂ (,s )c0s (п,х) t
OS
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Э и
Э у AB V

f  du , -, Эи , -У 
— cos [ S , y ) +  — cos [п, у )  
os  д п АВ

= ~^-cos ( í , y )  + i//(s)cos (п ,у )
Э s

и ui ликлардан топилади. Бу ерда —— -  АВ чизикка угказилган
d s

М'инманинг йуналшии буйича х,осила. (2.13) тенглама учун Коши 
миенласи ечимини ифодаловчи (2.33) формулага Риман 
формуласи дейилади.

Гинерболик типдаги (2.13) тенглама учун умумий куйилган 
Коши масаласини ечишнинг бу усулида Риман функциясига 
иоеланилди. Шунинг учун бу усулни Риман усули дейилади. 
1'нмин функцияси АВ эгри чизикнинг куринишига ва АВ чизик 
\ г i ида (2.24) бошлангич шартларнинг берилишига боглик эмас.

(2.34)2-М исол. иху+2их +иу + 2и=\, 0 < х, у< 1

i г 11 г л а м а учун куйилган куйидаги

и(Х’У)1х+у=, = х’ их(х’ У)1+у=1=х (2-35)
Коши масаласини Риман усули ёрдамида ечинг.
1"|иш. 1-мисолга асосан (2.34) тенгламанинг Риман функцияси 
i. унидаги куринишда

R ( x , y ; x „ y , ) = e ' - I '+2 ( ’’- ’’' ) (2.36)
i iÿлади. (2.34), (2.35) ва (2.36) кура куйидагига эга буламиз:

М0 = М0(х ,,у ,), а (х ,у) = 2, b (x ,y) = 1, f (x ,y )  = 1,
Э R
дх

-  x -x ¡+ 2 (y -y ,)  ̂ ? ?  Х-Х1+2( У- У1)-  ¿.с ,
д у

— и = i => И
•дг-»- у =1 У дг+у=1 У х + у = 1

=Х - 1,

-  г Л 1~ь-У\)
[ u R ) p = P ( l - y j . y , )  О  У ^ ) е  1 У' *  ( M Ä ) q = ö ( x , , 1 - ; c , )  Х } 6

Бу ифодаларни (2.33) Риман формуласига куямиз:

1 - V ,
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+2xe*****)*— J ( - у е ^ ^  +4\-~y)^^]dy+
У\

\  \  п -  v v 1'^ -3'1 + г  р2(1-х'-*'>
J  dx J  ex~x'+2(y-y')dy = { - У-> } -------------------------++

1-Й !-•*

+ j  x-e-^+2-2y,dx—  J  (2—3 y)e'-*'+y~2y'dy+- j ( ^
l-y, 2  У, 2 H>,

— (1 + x,)ew -x'~y') + ( ,2 - Уу
n  — v  4- r  0 2Q-x'-yO

-  (1 Z ?i£ _______  1 ___________ П  -I- Г \ „ W -x>-yO + Г9 -  V W - * '- *  -
2

-^ (2 + 3 ^ )e 2(1- ^ w) + ~ (5 -3 y l)e'-x'-yi +~e2(,-x'-y') - e 1̂  =

= - - Г 2 х ,+ - 1 е 2(М->|)+ (4 -З у 1)е 1- ^ ' .
2 v 2 y

Демак, (2.34), (2.35) Коши масаласининг счими куйидаги куринишда 
M (^j,yj) = 0,5 — (2х, + l , 5 ) e 2(l_Jtl_;>',) + (4 -  Зу, )е'~х'~у' . булади.

Ш. Гурса лшсаласм[15],[18]. Маълумки (2.13) тенгламанинг 
характеристикалари х - const, у = const тугри чизиклардан иборат. 
Ихтиёрий MQ(xQ,y0) нукта олайлик ва бу нуктадан х = д:0, у = у а 
характеристикалар утказайлик. Бу характеристикалар текисликни 
турт сохага ажратади.

Бу сохалардан бирини i2 op кал и белгилайлик. М0 нуктадан 
чи1сиб Q сохани чегараланувчи ярим тугри чизикдарда <р{х) ва 
у/(х) функциялар берилган булсин. У холда (2.13) тенглама учуй 
Q. сохада Гурса масаласи куйидагича баён кдлинади: (2.13) 
тенгламанинг Q. сохада аникланган ва узлуксиз хамда

и{х,у0) = (р(х), и(х0,у) = уг(у) (2.37)
шартларни каноатлантирувчи ечими топилсин.

Бу масала баъзида характеристик масала хам деб айтилади.
Агар а ( х , у ) ,  Ь(х,у), с(х ,у)  функцияларнинг баъзи хусусий 

кийматларида (2.13) тенгламанинг умумий ечими топилган булса, 
Гурса масаласининг ечимини бу умумий ечимдан фойдаланиб
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»•»ниш мумкин. Умумий холда эса (2.13), (2.37) Гурса масаласи 
Инман усули ёрдамида ечилади.

Бунда £2 сохднинг ихтиёрий /3(л:1,У]) нуктасида Гурса 
мнпшаси ечимини топиш учун х = л ,, у  = у, характеристикалар 
VIктамиз. Бу характеристикаларнинг х = х0 , у - у 0 характе- 
ри( гикалар билан кесишишидан хосил булган соха (туртбурчак)ни 
и, Онлан белгилаймиз.

/г(дс,у;л„у1) - (2.13) тенгламанинг Риман функцияси булсин. 
Симан функцияси X, у  узгарувчилар буйича кушма тенгламанинг 
ичими булгани учун

и щ лик >финлидир. У холда О, сохада етарли силлик булган
II ( *|.,У|) функция учун ушбу

э2
дхду

[и(х,>)/г(д:,у;дс1, у 1) ] - Л ( д : , у ; д 1, у 1)/.и(дс,у) =

дх
- — аЯ 
дУ ду

и\
ах (2.38)

ишиятнинг тугрилигига ишонч хосил килиш кийин эмас.
(2.38) айниятни соха буйича, яъни X ва у узгарувчилар 

пуиича д:0 < л: < ДГ|, у0 < у< у[ орал и кд ар да интеграллаб, Риман 
фупкциясининг хоссаларига асосан куйидаги тенгликни хосил 
кнламиз:

м(х1,у1) = н(д;о,у1)/г(х0,у1;л:1,у1) + н(д:1,з;0)/г(х1,у0;х1,>-1)-

>1
ч

Уо 
х\ 

+ 1

-м (х 0,у 0)/ г (^ ,у 0;^ ,у1 )+

ду

дК(х,у0;х1,у]) 
дх

а {х0’У)к (х0’ У’х1’ У\)~

Ь{Х’ У0)Н{Х’ У0’ХХ,У1)-

и{хо>у)<1у + 

и(х,у0)Лх-

*1 >1
-  ¡с!х $ И(х,у,хх,у 1)/(х,у)е1у

•«о Уо
(2.39)
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Фараз килайлик <р(х) ва у/(х) функциялар иккинчи тартибли 
узлуксиз хосилаларга эга булган функциялар, и(х,у) эса (2.13) 
тенгламанинг ечими булсин. У холда (2.39) тенгликдан (2.13),(2.37) 
Гурса масаласининг ечими

“ (*1. >1) = к  (■*1 • Уо ;*1 - У\) <р (■*1) + я  (*о»л  ̂  » У\) V ( У\) -

+1
*о

ь (■*. >Уо )■к (■*> Уо;■*1 - л ) -  к Сх> Уо;■Х1 ’ У1)

+ /
Уо

а (х0’ У)Я(х0’ У’х1’ У1)~Ч~^(х0’ У’х1У1)ду

(р(х)<1х + 

у/(у)с1у +

(2.40)
*1 >'1

+ 1^1 / /г(лг,у;дс1^1)У (л :,з;)4у 
*0 >0

формула билан аникданади.
Агар (2.13) тенгламада а(х, у) = Ь(х, у ) = с(х, у ) = 0 булса, у 

холда (2.13), (2.37) Гурса масаласининг ечими
х у

и(х,у) = <р(х) + 1/'(у)-<р(0) + | jf(4,rl)d4dтl (2.41)
*0 Уо

формула билан аникланади. и = 0  тенгламанинг Риман 

функцияси /?! (* , у, х0, Уо) = 1 куринишда булади.

(2.42)

(2.43)

З-Мисол. Х?игг-У*иуу+Хих-У иу = °> Ух<у<ъ Х>1XX ' уу X
тенглама учун куйилган куйидаги

и(*> у )|>=д = X, и(х, У)|у=1/л = 1 + 1п X

Гурса масаласининг ечимини (2.42) тенгламани умумий ечимидан 
фойдаланиб топинг.
Ечиш.(1.27) га кура (2.42) тенгламага мос характеристик тенглама 

хг&у2 -  УЫх> -  0 ёки (дгйу + уёх)(хёу -  ydx) = О, 
хйу + ус1х = 0 , х Л у - у ё х -  О 

булади. Бундан эса (2.42) тенгламанинг характеристикаларини 
топамиз: I

х у  = сх, х/у = с2.
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( ' 12) тенгламани £ = х у, г]-х/у,  м(х, у) = v(g, rj) алмаштириш

I1>ммида кУринишга келтириш мумкин. Унинг умумий

1'мнми v(£,T}) = fi(£) + f 2(TJ) куринишда булади. Демак, берилган 
i ' 12) тенгламанинг умумий ечими

и(х,у) = М х у )  + /2{х/у) (2.44)
nutиборатдир.

(2.44)ни (2.43) шартларга куямиз. У х,олда /¡ ва /г 
Ф\ нкцияларни аниклаш учун ушбу

J/,(*2)+/2(l) = x,

I  /2(^ 2)+  f l  (1) = 1 + 1пх
\ lu гемани оламиз. Уни ечиб,

/, (х) = у/х -  /2(1), f 2(x )-\  + 0 ,5 ln x - /, (1) 
mini. liuiapra эга б;уламиз. Буларни (2.44) га куйиб, 
к 11. 11 /, (1) + /2 (1) = 1 ни хисобга олиб, куйидагини

и (х , у ) = у/х у + 0 ,5  In (х/у  )
Ч i н h и киламиз. Бу эса (2.42),(2.43) Гурса масаласининг ечимидир.

•4-Мисол. mw-m>),+2mï +m=0, 0<х<+°°, - х < у < х  2.45) 
и ni i lма учун куйилган куйидаги

и(х,у)\у=х = х, и(х,у)\у=_х = х2, 0<х<+°° (2.46)

I \ i » .i масаласини Риман усули ёрдамида ечинг.
< пни. 1-мисолга ÿxuiani (2.45) тенгламанинг Риман функциясини
к у Индией R(x,y,XQ,y0 ) — ех куринишда топамиз.

’ )пди (2.45)да u(x,y) = e~xv(x ,y ) алмаштириш бажариб, 
М ' . v) га иисбатан

v xx ~ v yy -  0 , v(x,x) = exx , v (x , -x )  = exx2 (2.47)
I масаласига эга буламиз. vxx- v yy=0  тенгламанинг Риман 

фупкцияеи R] ( х ,у ,х 0, у0 ) = 1 гатенг.
(2.41 ) формулага Kÿpa t>(0,0) = 0, / (х, у ) = 0 ни хисобга олиб 

I !  17 ) I урса масаласини ечимини топамиз:
х+у х - у  ,  \ 2, ч - х+ у I х - у  v(x,y) = e 2 ---------he 2 1
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Бундан (2.45),(2.46) Гурса масаласининг ечимини куйидаги
х+у х - у  f  \2

, X т Х + у  - z- I X -  у
и ( х , у )  = е е 2 — - — + е -

куринишда топамиз.

М устакил ечиш учун масалалар

I. Ку'йидаги тенгламаларнинг Риман функцияси топилсин.

262. u^-Uyy  = 0 .

263. ми  -  и + А2 и = 0 , A -  const.
1 2

264. ихх- и уу + аих+—а и=0, a -c o n s t .

1 ?265. ид -mw --¿>"м = 0 , b = const.

266. uxx- u yy + aux + buy +си = 0, a,b,c = const.

267. —-  И
*  4 ( - У ) 2

= 0.

П. Куйидаги функциялар берилган тенгламаларнинг Риман 
функцияси эканлиги исботлансин.
268. R (^ ,T j;x ,y )  = (xy/^T])1/2, х2ихх- у 2иуу=0.

269. « ( f . ,  Г f l .  1 , 1 ;
2 2 (jc -   ̂)s in  (£ -  rj )

= 0 , бу ерда F(a,b,c\z)~  гипергеометрик1
“л _ 4 .¿л2 ( £ - ; ? )  

функция [2].

270.

Р

« ,Д  1;

Min — Mi + -r -—un = 0, a , p  = const. 
5V ¿ ¡-J]  * £-77 4

лу1(х- * о)2- ( у -У о)2 , ил -и  +Я2м = 0, бу ерда

■/0(г)-нолинчи тартибли Бессел функция [2],[12].
272. Я (£ ,7 ;£ 0 ,770) =
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е е ^7 + <f I Л ~ 4
Ло 4о ) УПо 4о

“in +
a  t ß Up +

a  ß
In+Ç n~4\ ç ln  + Ç n - ç \

F3(a ,ß ,l -  а,\ -  ß,l;<т,,<т2

м, -0 ,о< а< /?< 1,

f)v еола а  = - ^ - 4 а)(У~Па) с  = (4 ~ $ Л Л  ~ По)
(т] + £)(70 + £ , ) ’ 2 (TJ -  #)(77о - £о)

/■’, (от,/7,1 -  of » 1 — , 1 ; сг,, сг 2 ) — Горн типидаги гипергеометрик
функция[2].

273. R(Ç,ri-,Ç0,Tl0) =

П+4
\%+Çüj

n - S
V % — ío У

«й,+
or /?

“f +

■J Ф в ) (ог,Д1-огД-Д1;<т|,<т2)(т3) 1 

or ß

n+ç n-ç_

буерда ö-, =

n+ç n -Z
<A -  # o ) ( q  -  7o>

Я
ui +~^u = 0 ,0<a<ß<~,

(7 + í) (7 o  + ío )
( £ - £ o ) ( ' 7 - ; 7o )

. ¿r3 = - r ( í - 4 X J7 - ?7o).

,Ф Й (а Л в ,Ь ,с ;д с ,у ,г )=  X  ~ г т ------* >’ г .

Горн типидаги гипергеометрик функция[1].
III. Гиперболик типдаги тенгламалар учун зуйилган куйидаги 

К шип масалалари Риман усули билан ечилсин.

.»74. | - у — а 2 ~ -  = 0 , u(x,0) = /1(jc), uy(x,0) = f 2(x).

m .  X2 -  У‘ т —г =  0 >и{хЛ) = Мх)> иу(хЛ) = f i ( x)-

ЛЬ. ^~Y= a 2 ^ - у  + С2и + f ( x , t ) ,  -оо<х<+оо, 0 < í < +°° ,

и(х,0) = <р(х), и,(х,0) = у/(х), 
Эм  о Э2м277. — у=  а 2— ^—  с2и + f  (x,t), -° °< х < + °° ,  0 < í< + ° ° ,  
dt2 Эх2 V '

« ( j:,0) = ç?(x), н, ( дг,0) = ̂ (х), -°°<x<+°°.
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т -in  \ Э2м du 1 Э2 и  , .  , „278. ( 1 - х ) — --------= —т-—г-, - ° °< х< 1,  0< /<+«»,/>О,
Эх Эх a dt

u(x,0) = ç>(x), «, (x,0) = ̂ (x), —<=о<х</.

279. (/ 2 - х 2 ) ^ - - 2 х  —  - ^ - - - м  = 0, - К х <1,  О < í < + ° ° ,
1 ^Эх Эх df2 4

м(х,0) = ̂ (х), и, (х,0) = i/(x), —1<х<1.
280. хихх- и уу+их =0, u(x,0) = <p(x), uy(x,0) = ys(x), х>0.
281. уи^-и^, = 0 , и(х,0) = р{х), му(х,0) = ̂ (х), у>0.
282. XyUy -  уиу + хих -  и = 2у, 0<х,у<+<»,

—.У « у х , -  = х -1 .

283. и + — -— ( и х + и ) = 2, 0 < х ,у< + °° ,
х+ у '  '

и(х,х) = х2, мл (х ,х )  = л: + 1.

284. 2иху -  е~хиуу = 4х , 0 < х ,у < + °° ,

и(х,х) = x5cos X, иу (х,х) = х2 +1.
IV. Гиперболик типдаги тенгламалар учун куйилган куйидаги 

Гурса масаласининг ечимини берилган тенгламани умумий 
ечимидан фойдаланиб топилсин.

285. иху + их =х, X > 0, у > 0, и|х=0 = >'2. и\у=0 = х2-

286. иху+ Х2уих = Х, х> 0, у> 0, « L = ° ,  M|y=o =Jt-

287. «^ + «^  = 1, х> 0 , у> 0 , и\^ = <р(у), и|,=0 = ̂ (^ ’ 
бу ерда $Чх), ^(х)е С2(х>0)пС (х> 0) ва ср(0) = ̂ (0).

288. иху + хих = 0, х> 0, у >0, и|^ = $Чу), = И *), 

буерда<г>(*Х И х)е  С2(х> 0)п С (х> 0) ва (¡Afi) = iff{G).

289. 2 « ^  -  2Uyy + их + иу = 0, у>|х|,

\у=х
= 1, и| = (х  + 1)е*.

290. 2uxx + uxy- u m +ux +uv =0, ~ —х <  у  < X, х> 0,УУ
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и I = 1 + Зх, и ! i = l .
\у=х У=~2Х

."Л. ихх +6иху + 5иуу = 0, х < у < 5 х , х > 0 ,

“ | У=х=<р(х), и\у=5х=у/{х),

I >у срда <р(х), 1//(х)е С2 (х>0)г\С(х>0) ва <р( 0) = ¡/(0). 
.’42. ихх- и уу+2их + 2иу = 0 у < 0 , х > 0 ,

= х + 1 2 5- и у=л_] = х н---У - - Х  » IУ л  1 4■

.’93. ихх-Г 6иху + 5иуу + их + 5иу = 0 JC < 3̂ < 5jc , jc > 0

«|í=,  = ^ 2 “ \у=5х=Х2 - Х ш

294. иху+уиу =0 у > 0 , х > 0  и\у=0 = ех u\JC=0 = cosy.

1 . , - а  - V

= 0, и\ i 2 = jc2.

¿95. м„ + уиуу + - и у =0, - - Х  < у <  0, х> 0 ,

|,=о ч
»2296. иху- е  иуу=0, х >  0, у > - е х, м|х=0 = у , м|у=_  ̂= 1 + х 

.">7. yUjcx + ( х -  yh xy  -  хиуу -  их + иу = 0, 0 < у < X, X > О,

и\ = 0, и I = 4 х 4.
1>=0 \у=х

298. хиХ1 + (х - у )м Х), - у м да,= 0 , 0 < у < х , х> 0, 

и| „ = о, и I = X.1у=0 \у=х

.’.99. У~ихх+ и х у = О, О с у  <2, у 3 - 8 <  Зх< у3,

и \у= 2  =  З х  + 8 , и\Ъ1=у3= 2 у \

»00 . х2ихх- у 2иуу = 0 , у > х , х>1, « U = l ’ “ U x  = X

2 2 1 <01. Зх + 2хуи -  у и = 0, х < у < ^ 7=, 0 < х < 1
V X

“ I - У .  Ml 3 , = у 2.

4)2. Ъх ихх + 2хуиху — у 2иуу = О, 1 < y < х, х > 1,

“ U  =°> « L  = y c o s ^ .
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3 0 3 . «  ^  ( ux ~ uy)  = 1’ x  > 2,
x y

u I = 0 , u| = 2 + 2 y  + 0 ,5 ) ’".
I y = - x  tx=2

2
304. uxx -  u + — u x = 0, y > 1 + |x|,

x
u I , = 1 -  X, 1/1 = 1 + X.Iy=x+1 ly=l-x
4 2305. -  u yy + — u x + —  u = 0, y > x, x > l ,

u I , = 1 -  X, MI = 1 + X.
\ y = X + l  \ y = l - x

306. u = 1, ax<y</3x, x>0, 0 <a<fi, “ !»=«* = ®’ u\y=Bx~®'
.4

307. uxy=0, x <y<2x  , x> 0, “ |y=*2 ~ x  ’ Mly=2x2 *  '

308. — 0, je4 < y < x2, 0 < x < 1, «|y=JC2 = 0, = x ( l - x ) .

V . KyiiHflarH TeHraaMajiap yqyH u ( x ,x )  = tp(x),  

u ( x , - x ) - y / ( x ) ,  (p(p) = y/(0), 0< jc<+°° uiapraap 6wjian 
KyiiMJiraH Fypca MacamnapHHHHr chhmh Phm3h ycyjin 6miaH 
TomuiCHH.

'y
309. -  a un = 0 ,  a = const.

310. u ^ - u , ,  +A2u = 0  A = const.

311 . uxx- u „ +  A2u -\.,  <p(x) = y/(x) = 0 , A = const.
1 2

312. «xx - «k + auz + —« ‘ m = 0 ,  a  = con st.

1 2
313. uja —un +bul ——b u  = 0 , b = const.

314. u^ -u ,,  +aux +bu, ~~{a2 - b 2^ u = 0 ,a -  const ,b = const.

315. uxx — fwtf + 0,5m, = 0 (i<0) TeHmaMaHHHr

«|  ̂ = *>(*), 0  < jc < 1/2; ii|̂  = ^ ( x ) ,  (1/2) < jc< 1

mapraapHH KaHoaTJianTnpyBHH chhmh tohhjichh, 6 y  ep/ia
Lj : x - 2 ^ = 0 ,  ¿ 2 : x + 2 ^ i = l .  <p{l/2) = yr(l/2).

316. Top Te6paHHHi TeHTJiaMacH (a = l) ynyH:
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а) Ушбу Асгейрссон принципи уринли эканлигини исботланг: 
и<|| юбраниш тенгламаси ечимининг характеристик туртбурчак 
| нрмма карши учларидаги кийматларининг йигиндиси узгармасдир; 

it) Гурса масаласи Асгейрссон принципидан фойдаланиб
> пикин.

3- §. Гиперболик типдаги тенгламалар учун 
коррект куйилган бошка масалалар

Иккинчи тартибли икки узгарувчили каноник куринишдаги
> nifty

ихх- и уу+а(х,у)их +Ь(х,у)иу +с(х,у)и = / (х ,у ) (2.48)
и mi лама берилган булсин. Бу тенгламанинг характеристикалари 
« \ const, х + у — const тугри чизиклар оиласидан иборат 

ОУлиди.
U оркали у = 0 тугри чизикнинг ихтиёрий А (а,0)В (Ь ,0) 

tu t мной (а<Ь) ва (2.48) тенгламанинг А С :х  + у = а , В С :
< Ь характеристикалари билан чегараланган учбурчакни 

'" и и наймиз. Бу учбурчак характеристик учбурчак дейилади.
(2.48) тенгламанинг коэффициентлари ва унг томони £2 да

• трли силлик булганда бу тенглама учун Коши ва Гурса 
ми! алаларидан ташкари куйидаги масалаларни урганиш мумкин.

Дарбунинг биринчи(Коши-Гурса-1) масаласи. (2.48) 
мчи даманинг О сохада регуляр, О. даузлуксизва

и(х,0) = т(х), а < х<  b , и\— =у/(х), а < х < ^ ~  (2.49)

шлртларни каноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда т(х) , у/(х) - 
(прилган функциялар булиб,

Т[х)&С2(а,Ь)Г\С[а,Ь], i/(x) e C lt â-, С

»(</) у/(а) синфга тегншлидир.
1-Мисол. 2мхх~2иуу +их +иу =0, 0< усх , 0<*<1-у (2.50)

мчи лама учун куйилган куйидаги

“ (■*» У)|у=о =1 + х > “ (Л.У>| у=х = 1 (2.51)

а + Ьа; ------
2
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КоШИ-Гурса-1 масаласининг ечимини (2.50) тенгламани умумнЙ 
ечимидан фойдаланиб топинг.

у - х

ЕчНш. (2.50) тенгламани и(х,у) = е 4 ь(х,у) алмаштириш ёрдами м 
У - = 0  куринишга келтириш мумкин. Унинг умумий ечими 

гКх,у) = М х + у) + /2( х - у ) 
куринишда булади. Демак, (2.50) тенгламанинг умумий ечими

у - х

и(х,у)  =  е 4 [ / ] (х + у )  + / 2( х - у ) ]  (2-52)|

дан иборатдир.
(2.52)ни (2.51) шартларга куямиз. У холда и  ва Д 

функцияларни аниклаш учун ушбу
Г/,(2л0+/,(0) = 1.

!(/ ,(*>  + /2< *Ж °,25* = *  + 1
системани оламиз. Уни ечиб,

/,(*) = 1 -  Л (0). /2«  = е°’25" (^ +1) - 1 + лс°>
ифодаларга эга буламиз. Буларни (2.52)га куйсак,

и (х ,у)  = х - у  + 1 
х,0сил булади. Бу эса (2.50), (2.51) Коши-Гурса-1 масалани.и
ечимвдир.

Дарбунинг иккинчи(Коши-Гурса-2) масаласи. (—4Н)
тенгламанинг О сохада регуляр, £2 да узлуксиз ва ^

иу(х,0) = у(л:), а<х<Ь , и\АС=у/(х), а < х <  ^ (2.531

шартларни каноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда у(х)-« 

берилган функция булиб, у (х )е  С1 (а,Ь) синфга тегишлидир.

2-Мнсол. ии -2ихг-3и),= 0 , - ± < у < 0 , - у < х < п ' - ,  (2.54,

тенглама учун куйилган куйидаги \\
иу{х,у)\ -  0,25 х+со5 х, и(х,у)\у=_х = 1 (2.55)

Коши-Гурса-2 масаласининг ечимини (2.54) тенгламани умумии 
ечимидан фойдаланиб топинг.
Ечиш. (2.54) тенгламани

% = Ъх-у, т] = х+у, и(х,у) = ь(^,?])
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ttiiM|tniii Срдамида V̂ JJ -  0 ,125 куринишга келтириш мумкин.
Ill умумии ечими

v(Ç,Tj) = 0,\25Tj<!;+fl(Ç )+ f2(rj)
> . i **'••'t и i 1,1 булади. Демак, (2.54) тенгламанинг умумий ечими

м(х, у) = 0,125(Зх-  у ) (х+ у ) + /,(Зх-  у) + /2 (х + у) (2.56) 
(011 Itiiiчипдир. Ьундан у буйича хосила оламиз:

иу(х, у) -  0 ,25х -0 ,2 5 у -  //(Зх-  у )+ f 2\ x + у ) . (2.57)

(2ЛА) па (2.57)ни (2.55) шартларга куямиз. У х,олда f  ва / 2 
ф i ni i и i ч i ui pi i и аниклаш учун ушбу

Г/,(4х)+/2(0)=1,
10 ,25X + /, (Зх) + /2(х) = 0 ,25х + cos х

..... ... мини оламиз. Уни ечиб,
/, (х) = 1 -  / 2 (0), / 2 (х) = sin х + / 2 (0) 

ифн imiiipi a ira буламиз. Буларни (2.56) га KÿMcaïc,
и(х, у) = 0,125 (З х -  у ) ( х + у )  + sin х + 1

И* il ■ <iVпади. Бу эса (2.54), (2.55) Коши-Гурса-2 масаланинг 
рчммнцир,

Дирбунинг биринчи ва иккинчи масаларда (2.49) ва (2.53)
............ . иккинчи шартни В С  характеристикада берилган

. а + Ь
М!#Г ’ ’ —2— шарт билан алмаштириш мумкин.

II (4 ) и у кг а X уки буйича ÿHrra (чапга) чексиз узоклашган 
ui i in \осил булган £2 сохада хам Дарбу масалалари гокоридагидек 
ИМИ иди, факат бу ерда берилган функциялар (а,+°°), [(-< »,¿>)] 
пни риилларда аницланган булади.

'»иди Ц  оркали у = 0 тугри чизик хамда ll :y  = f ( x ) ,  
||| V ’ g(x) эгри чизиклар билан чегараланган сохани белгилайлик, 
(IV «'||ди

f ( a )  = g(b) = 0 , 0 > ^ > - 1 ,  0 < ^ -< 1 .
ах ах

U, сохада (1) тенглама учун Дарбу масалалари баён 
кмнииаётганда и\лс = у/(х) |̂м|вс = ̂ (x )J шарт м|; = у/(х)
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и|( = ^ (л )  шарт билан, Гурса масаласида эса ),

u\bc = <P(x ) шартлар и\  ̂ = W ( ^ ) ,  u\t =(р(х)  шартлар балом

алмаштирилади.
Агар (2.5) тенгламанинг коэффициентлари ва унг томоии 

у->0 да махсусликка эга булса, бу тенглама учун Коши ва Коши 
Гурса масалалари коррект к у й и л м а га н  булиши мумкин. Бунда Г>у 
тенглама учун куйилган масала коррект булиши учун бошлангич 
шартларни бопщачарок, масалан:

lim |y|"W и(х, у) = т, ( х ) , lim |yfW и (х ,у ) = у, ( х ) ,
>'->0 у—»0

< +оо¡ы(х,у)|<+°°,
куринишларда беришга тугри келади, бу ерда а(х), ß{x) - мусбат 
функциялар.

З-Мисол. -  уиуу - 0 , 5 и у = 0 , у > 0  (2.58)
тенглама учун коррект Коши масаласи куйинг ва ечинг.
Ечиш. (2.58) тенгламани

£ = х  + 2 у 1/2, Т] = x - 2 y l/2, u(x,y) = v( ,̂Tj)

алмаштириш ёрдамида v n̂ = 0 куринишга келтириш мумкин.
Унинг умумий ечими

v( ,̂T]) = f ^ )  + f 2(.Tj) 
куринишда булади. Демак, (2.58) тенгламанинг умумий ечими

и{х,у) = f t (x + 2yV2) + f 2 ( x - 2 y 1/2) 

дап иборатдир. Бундан У буйича хосила оламиз:

иу(х,у) = у
1 f  

-  л , 2 f  (х + 2 y * ) - f 2 ( х - 2 у 2 )
V

(2.59)

(2.60)

Бу ифоданинг унг томони у - » 0  да махсусликка эга 
булганлиги сабабли (2.58) тенглама учун (2.6) бошлангич шарт 
билан берилган Коши масаласи коррект куйилмагандир. Шу 
сабабли (2.58) тенглама учун куйилган Коши масаласи коррект 
булиши учун (2.6) бошлангич шартларни (2.60) асосан куйидаги
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и ( х , 0 ) — т ( х ) ,  lim y'/2̂ -  — v(x) 
>->-0 Э у

(2.Ы)

■V|*iiмншда бериш шартдир. Шуни таъкидлаш лозимки, (2.61) 
|МИ|н илрга куриниши узгарган Коши шартлари дейилади.

(2 .*59) ва (2.60)ни (2.61) шартларга куя м из. У холда /( ва /> 
фумкимяларни аниклаш учун ушбу

] / , ( * ) +  / г ( х )  = т(х),  _ Í / , '( * )  + / / (* )  = т'(х),
\ fí'(x) -  f ' ( x ) = v(x)\ ёки { /,'(х) -  f ' ( x )  = v ( x )

i не гсмани оламиз. Уни ечиб,

№ - \

f 2(x)= :

л

r(jc)-r(0)+/¡(0)+ \v{t)dt

Нфодаларга эга буяамиз. Буларни (2.59)га 
»(0.0) -  /,(0) + /2(0) = г(0) ни хисобга олиб куйидагини

куйиб,

и ( х , у ) = ^ т (х  + 2 у ]/2) + ̂ т ( х - 2 у у 2 ) + ̂  J  v ( t ) d t
2  1  х —2 у ^ г

ми ил киламиз. Бу эса (2.58), (2.61) Коши масаласининг ечимидир.
Худди шу каби ¡окори тартибли тенгламалар учун хам турли 

мт .шалар куйилади.

Мустакил ечиш учун масалалар

I. -  Uyy = 0 тор тебраниш тенгламаси учун куйилган 
i- \ Йидаги масалаларни ечими топилсин.

4  7. и(л,0) = #>(лг), 0<х<2а, и(х,х) = у/(х), Q<x<a,(p(Q) = y/(Q).
UK. u(0,y) = siny, 0<у<1, и(у,у) = 0, 0 < у < 2 .

4 9 .  u(Q,y) = y2 , 0< у < 4 ,  и(у,у) = уг, 0 < у < 2 .  

<20. и(х,0)-<р(х), 0<х<^,и\х,^=у/(х), 0< j:á-^ ,^(0) = ̂ (0 ).

'21. u(x,0) = si/ix, и(х,—1 = х, дс>0.
V 4 )
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322 . m( jc ,0) = 0 , 0 < x<  1 ; h (jc ,x 2/4) = x3, 0 < x<  1.

dr323. u(x,0)-tp{x), и[л;г(х)] = ̂ (х),0<л:<1,^0)=(^0), 0<^ x: <l

324. и (х ,-0 ; 0 ,25x) = x , м(х;0,25х) = x, x > 0 .

= cp(x), u(x,x)-y/(x), Jt>0.325. —  
Эу ?=o

326. —
dy y = 0

327. u(x,x) = tp(x),

= <p(x), u(x,x-\) = y/(x), x< l.

= V'(x), 0<x<°°.

328. u(x,x) = <p(x),

f ди Эмл
Эх ду

du du
Эх ду

у=-х

= (// (x ) , 0<х<°°.
у=х

II. илх- и уу= 0 тенгламанинг 0={(х,у):~х<у< х-1 ,х> 0] соха;
регуляр Q да узлуксиз ва куйидаги шартларни каноатлантирувчи 
ечими топилсин:
329. и(х ,0) = г (х ) , 0 < х < 1 ;

d i x  x̂ iа (х )—-и \ + ß(x)— ud ( 1 + х x — 1
dx 12 2 dx

< Ф )И| | \ + ß {*)u

-  у(х), 0<х<1.

= у(х), 0 < х < 1 .

330. Иу(х,0) = у (х ) , 0 < x < 1 ;
1 + х x —1̂1

J
331 .U^-Uyy =0 тенглама учун Дарбунинг биринчи масалаа
Асгейрссон принципидан фойдаланиб ечилсин.
332. Тор тебраниш тенгламаси ечимининг Q характеристи 
туртбурчак чегарасида берилган циймати б\/йича бу тенгламанинг 
Q да регуляр ва ñ  да узлуксиз булган ечимини топиш хдкида] 
масала коррект буладими?
333. ихх — иуу= 0  тенглама ечимини х -у = 0  характеристикад!

берилган узининг ва —  = —L J — + —  I нормал хосиласининг
дп V 2   ̂ д х  д у  )

киймати оркали бир кийматли топиб булмаслигини исботланг.
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к пинг кдндай кий маги да ихх-и уу = 0 тенглама учун v 1 «
♦Vipii чичикда бошлангич шартлар берилган Коши ми. ими. и
||Н|'|К'к i булади?
Н'\ V ,) на (3, нинг кандай к,ийматларида - и ^  =0 ion  ними 

)'мп v =\(x,y):x = cos(p, y = sinç, <pQ<tp<<px} ёйда бопиштич 

||||||>| шр берилган Коши масаласи коррект булади?
Ии Ушбу у ихх + у и уу + 0 ,5  и у = 0 тенгламанинг t/(x,0) = ç»(.v), 

l l i  I '<") ¥{х)-> 0 < X< 1 шартларни каноатлантирувчи ечимиии 
|ннмш хдкидаги масала коррект эмаслиги исботлансин.
И/ Vin6y }’2Uyy + Уихх + 0 ,5 м у = 0 тенгламанинг и(х,0) = г(х ),

/ , -1/2 д и (х ,у )  . .W í/н ( у) — ——-= v ( x ) ,  0<.г< 1 шартларни каноатлантирувчи

> чпми юпилсин.
ММ Ушбу ихх -  уиуу -  0 ,5и у = 0 у > 0  тенгламанинг куйида 

fli |*iini ан шартларни каноатлантирувчи ечими топилсин:

а) ы(х,0) = г (я ) ,  0< А"< 1, lim м
у->-Ю у

<  о с  •

б) и (х ,0 ) = sin X, lim у 1/2^ - = 0 .
у ^ -0  д у

т  —-1
' Ушбу Муу +—(—у ) 2 их = 0 тенглама учун

и(х,у)\ =<р(х), 0 < x < i, lim ^и[х'У̂  =у(х), 0<Х<1
2 а у

ширтлар билан берилган Коши-Гурса масаласи коррект эмаслиги 
и. Дотлансин, бу ерда

2 т*2
'i » 2 =<*, ç(x),v(x)-  берилган функциялар.

тYYl ——1
'■10 Ушбу иуу- ( - у ) т ихх +—( - У) 2 их = 0 тенглама учун

и(х,у)\ =1/(х), 0,5<х<1, lim — ̂ —у) = У(х), 0<х < 1 
ш у—>о д у

шартлар билан берилган Коши-Гурса масаласи коррект эмаслиги 
исботлансин, бу ерда
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2 т+2
ВС.Х+----- (-у) 2 =1, у/(х), v(x) -  берилган функциялар.

т + 2

341. Ушбу ихх -  2м + 4<?* = 0  тенглама учун

u\t=0 = siny j u\x=_q5v = >’ шартлар билан берилган Коши-Гургл 

масаласини ечинг.
342. Ушбу 11 ху + и х 0 < у  < л; тенглама учун

h[v=0= * 2, иу I у=х = sinx шартлар билан берилган Коши-Гурсп 

масаласини ечинг.
343. Ушбу ихх- и уу + 2их +2иу = 0 f0 <  у < х  тенглама учун

и у I у=0 = 0 , и| >1=х = X шартлар билан берилган Коши-Г урс« 
масаласини ечинг.

д \  д̂ _и 
д х 3 ду  

каноатлангирувчи ечими топилсин:
а) и(0, у) = (у ),и х (0, у) = ç>2 ( у ) , иХх(®’У) = <РЛу)-
б) м(л(0) = ̂ ,(д:), mv(x,0) = <p2(x), иуу(х,0) = (р3(х).

345. Ушбу ~ - ( a + b + c )  “ +(ab + ac+bc)^ ~ - a b c ^ = 0. 
дх дх ду ахду оу

тенгламанинг u(x,0)-(pl(x),ut(x,0)=<p2(x),un{x,0) = <pi (x) шартларнн 
каноатлангирувчи ечими топилсин.

Э4и „ д4и д̂ и 
дх4 ~дх2ду2 + ду4 

шартларни каноатлантирувчи ечими топилсин:
а) и(х,0) = т(х),му(х,0) = 0 , иу/(дс,0) = 0, мш (х,0) = 0.

344. Ушбу - ~ j r  -  -—‘i r  = 0 тенгламанинг берилган шартларнн

„ ,  . , ,  _  o u  „  o u  о и с
346. Ушбу — J - - 2 — 2— 2 +— 4 =0 тенгламанинг берилган

б) M(x,x) = r ,(x ) , и(х,-х) = т2(х), ди ди
дх ду

ди ди
дх ду

= т4(х),х>0; г ,(0) = т2(0), г,(0) = г2(0),
у=х

т2 (0) = т3 (0) = т4 (0), т3 (0) = т4 (0).
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I Гор тебранишли тенгламаси учун Коши масаласиии 
ечишда Фурье интегралини куллаш

4.1-Гаориф. Агар / (* )  функция (-°°,+°°) да абсолют 

мнмтралланувчи булиб, ОХ укининг исталган чекли [-/,/] 

мисида силлик булакли булса, у  холда / (*) нинг ушбу

] ал  ]  Г (4)е ‘̂ я~е^ 4  (2.62)

йУ1|»1111Ишдаги Фурье интеграли мавжуд [5], [15].
м« = а2 “жс’ - ° ° < * < + 00, 0< г< + оо ( 2 6з)

и 1н шманинг ечими (2.62) куринишда излаймиз, яъни

Ы(Х’^  = ̂  (2.64)2 л
(.’ .(>4) ни (2.63)га куйиб

_1_ +
2 л

] { и „  + а 2Л 2и } е и(* - ^ £  = О (2.65)

щк П1 киламиз.
(2.65) тенглик уринли булиши учун

с12и{1,£) 2 „ 2 г  .  л 
— — + а/ I С / (г ,£ )-0  (2.66)

(Ц ниши егарлидир.
(2.66) оддий дифференциал тенгламанинг умумий ечими

и { £ , г ) = А { % ) е иа, + В { $ ) е - * х\  (2.67)

(Н ' рди А{£) ва В(<!;) - £ параметрнинг ихтиёрий функциялари.
(2.67)ни (2.64)га куйиб, (2.62) га асосан тенгламанинг умумий 

| ми ми н и оламиз:

и{х,1) = ^ ] а я \  [А(£)еа(х+а- () + В (£)е,Чх-а"{) ̂  =

= А(х + а1) + В ( х -с и ) .  (2.68)
Худди шундай (2.62) Фурье интегралини тор тебраниш 

п т  ламаси учун турли хил масалаларни ечишда куллаш мумкин.
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1. (-°°,+00)да аникланган /(*) функциянинг Фурьг
алмаштириши.

4.2-Таъриф. 4 .1 - таърифдаги шартларни каноатлантирувчи
/  (х ) ; х е  (^°,+оо) функция учун ушбу

(2.69)

куринишдаги Фурье интеграли мавжуд булиб, у f[x) функцияниш 
Фурье алмаштириши дейилади [5].

(1) формулага асосан f  (х) нинг оригиналига утиш

П х ^ ж 1 7 { л ) е ‘Ячл  (2-7(”
формула оркали амалга оширилади.

Шуни таъкидлаш лозимки, (2.69) ва (2.70) формулалар узаро 
тескари алмапггиришлардир.

2. (0,+°°)да аникланган f { x )  функциянинг Фурье
алмаштириши.

4.3-Таъриф. 4 .1-таърифдаги шартларни каноатлантирувчи 
f  (х ) , дге(0,+°°) функция учун ушбу

f  (Л) = Ж  1  f i^ c o s À Ç d Ç  (2.71)
У я

ва

f s (À) = J ^ - ] f ( ^ ) sinÀ^ d^ (2.72)\ я  0

куринишдаги Фурье интеграллари мавжуд булиб, улар f [x )  
функциянинг мое равишда косинус ва синус алмаштиришлари
дейилади.

(2.71) ва (2.72) формулаларнинг оригиналига утиш мос 
равишда

/ (* )  = * Р -  ]  7с (Л)соэЛх dÀ (2.73)
\я  0

ва
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Í2 +°° —

/ ( - ï ) = y —• j  f s (À)sinÀx dÄ (2.74)

формулалар оркали амалга оширилади.
21-Мисол. = a2Mxr+ / (x , í ) , -оо<л<4<=о,/>0 (2.75)

it mi ипманинг
и (х ,0 ) = 0, мг (х ,0 ) = 0, - ° ° < jc<+°° (2.76)

А'иншшгич шартларни каноатлантирувчи ечими топилсин.
I мши. (2.64) формулани (2.75) ва (2.76) куйиб, (2.62) га Kÿpa

1_

2л

-f-OO +00

фирмулани хисобга олиб 
d 2U

— оо — оо

+ а 2Я2и — f  (Ç,t)

(2.77)

dt

¿/г

(2.78)

mu ил киламиз.
( 2.78) масаланинг ечими

, t
U(ç , t )  =—  j f  ( g , т)sin aÄ ( t -T )d r (2.79)

о
t \ |Н1|1ишда булади.

(2.79) ни (2.64) га куйиб, (2.77) ва sin(p=[eup- е  '^)/2/ 
фпрмулаларга асосан куйидаги ечимни оламиз:

- f o o  + 0 0

Í 1 '2 а л  Я
//(jc,í) = -^ — j j d Ä  °f е‘Л(х ^d¿¡ f f ( ¿ ¡ ,T )s in a A ( t - r )d T -

I fd r  ¡ - ¡ jd Á  j e  H f{Ç,T)

0

í  +°° +00 x + a ( t + r )

= J ^ \ dT  í d Á l e ~Á‘* f ( f ’ T ) d f  !  e l^ d M =
x - a ( t - r )—o o  — oo
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+ o o  -h0 0t x+a(t-r) , T—

= 2a l “ '  Í dß й  í "o x-a(t-T) L —  —
, *+e(r-r)

= —  \dr J  f ( f i , r ) d ß
2 a  0 x-a(t-T )

Демак, (2.75), (2.76) Коши масаласининг ечими
t x  + a ( t  — T )

u ( x , t ) = — \dT f f ( ß , T ) d ß/ 7Г J .
0 x - a ( t - T )

к)финишда булади.
2-М исол.u„ = a2urr - ° ° < x <  -H», 0 < / < +°° (2.80)

тенгламанинг
m(0,í) = 0, 0< t< + °°  (2.81)

м(д:,0) = / (x ), ut (* ,0) = y/(x), 0<:r<+°° (2.82)
шартларни каноатлантирувчи ечими топилсин.
Ечиш. (2.80) тенгламани ва (2.82) шартни иккала томонини 
•Jl-sinA^/\/ж га купайтириб, 4  буйича 0 дан +°° гача интеграллаб, 
куйидаги масалани х,осил киламиз: 

d2Us(Ä,t)
d t 2

-+а2А2и з(Х,1) = 0 f

= / ,(* )•
dU
dt ¥,M )'

(2.83)

(2.84)
;=0

бу ерда

/«

U (Я ,/) = . - •  f u(¿¡,t) s¡nÁ¿¡ dÇ,
M *  ¿

(л) = Л - Ъ ( £ ) - ™ л & 1  Р ' ( л ) = Л - * ] г ( £ ) - ™ л & 1
\ к  л V JL ло о

(2.83) тенгламани (2.84) бошлангич шарт асосида ечиб,
куйидаги ечимни оламиз:

/л \ ~х / п\ , _ / « ч sma AtUs ( A,t) = f s ( A)cosaAt + y/s (A) ^  (2.85)
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^ ■ (.*8 5 ) формулани иккала томонини J l  -smlx/-Jx га 
hVhiiKiириб, Л буйича 0 дан +°° гача интеграллаймиз:

Г и( \.l)~ ■ J Uj Äj )  sinÀxd X -  ■ I f s (Л) cosaAt ■ sinAxd A +

] —■ I \¡fs (Л) sinaÂt■ sinAxdA= ~ f ê -  |/? (Я)[.ялЛ(х+at) +
о ' 2 ' я  о

, „ 1 ¡2 +7 _ , .. c osA(x-at) -c osA(x+at) „I sinA(x-at)]dA+— yj-- j iys (A)------i ------i------ ]-dA,
о

ÍM . |*i.i V > a t . Бундан ва куйидаги

x+at I Y  +°° x+at
j  yf{fi)dn = A - -  J ijrs(A)dA J  sinAfidp =

x - a t  0 x - a t

2 ^7 _ , cosAlx—at)-cosA(x + at) „
— я — ^

Í2  4 ~ -
J —• J /s (A)sinA(x±at)dA = f(x± at)

. . / (jt + a i) + / (;E -a i) 1 *+?' . ч
« м = — — V a — ¿+^ -  J  и/о*/* (2.86)

фнрму.'шларниэътиборгаолиб, x > a t  да

x+at

2 2а
x - a t

»im ип килам из.
Л rap x < a t  бупса, у холда синус ва косинусларнинг x - a t  

йр! умситини a t  — x  га алмаштириб куйидагича ечимни оламиз:

. . f ( a t  + x ) - f ( a t - x ) 1 at+rX . .
« (* ,/ ) = --------------------------- V —  J  (2.87)

a t - X

(2.86) ва (2.87) ечимларни бирлаштириб, (2.80), (2.81), (2.82) 
mui пнанинг ечимини оламиз:

\x-at\
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Гиперболик типдаги тенгламалар учун куйилган Коши ва 
бошка масалаларни ечишда Лаплас

+оо
и(х,р)= \и(х,{)е~р1 Ж ёки н(л:,*)=-— [и(х\а+1р)е('шр)1с1р, я>£>0 

« 2л- ;

ва
-4-оо - Н »

У(А,г) = | ри(р,1)]0(Л р ^ р  ёки “ (аО =  \ Ш{Л,1)1а(Лр)ЛЛ
о о

Ханкел алмаштиришлардан лам фойдаланиш мумкин, бу ерда 
./0( г ) -  нолипчи тартибли биринчи тур Бессел функцияси [2. Том 2]. 
Бу хдкидаги тулик малумотларни [15], [3], [5] адабиётлардан 
топиш мумкин.

М устакил ечиш учун масалалар

Куйидаги масалаларни Фурье интегралини куллаб ечинг.

347. = а2ихх + с2“ , -°°с.гс+°°, Ос/с+°°,
и(х,0) = р(х), и1(х,0) = 1//(х), -°°<х<+°°

348. и1[= а 2ихх + с2и + / (* ,/ ) , -°°<х<+°°, 0 <г<+°°,
м(х,0) = м((д:,0)=0, — С лс С+°°.

349. и,1 = а 2 и хх' 0 <*» *<-*чао, и,(0,*) = 0. Ос*<+°о,
и(х,0)-(р(х), м( (х,$) = у/(х), 0<л:<+°°.

350. и п = а 2и х х , О сх , *с+оо5 и(0,*) =//(/), Ос/с-н»,

м(х,0) = 0, и1(х,0) = 0, 0< л:С + °о.

351. ип = а 2 и хх' 0<дс,/С-Н», их(0,г) = КО, О сгс-н»,
м(х,0) = 0, м,(х,0) = 0, О С х  < -К».

352. ии = ихх + с 2и, О сх ,/ с+ °о 5нДо,г) = ̂ (0, Осгс+°о,

и(х,0) = 0, м,(д:,0) = 0, 0<лС+оо.

353. ип = ихх + с 2и, О сх, гс+«>)и(0,/) = //(0< Осгс+оо,
м(х,0) = 0, и,(лг,0) = 0, 0 < х <  +оо.
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'V4. Агар fiA) ва g(A) функциялар мое равишда f ix )  ва g(x)
фупкпиялариинг е‘л" ядроли Фурье алмаштиришлари (образи) 
<>улса, у х,олда

-1-00 -1-00 

{ 7{A)g(A)e~axdA = I f ( s -x )g (s )d s

Н’ПГЛИКНИ }финли булишини исботланг.
'S5. а) Агар /С(Л) ва gc(A) функциялар мое равишда / (х) ва g(x) 
фумкцияларнинг косинус - образлари булса, у  хдвда

+°° _ 1 +°°
J f c(A)gc(A)cos AxdA = — J g(s)[/(|s-.t|) + /(s + x)]i/,s
о о

I пиликни урин л и булишини исботланг.
Ь) Агар f s(A) ва gc(A) функциялар мос равишда fix) ва gix) 

фуикцияларнинг синус ва косинус -  образлари булса, у х,олда
+ о о  + о о

J  7sU)gc(A)-sin AxdA = — J  /(i)[^(|j-A:|)-g(s + ji)]<ij
о о

Н’ПГЛИКНИ уринли булиш ини исботланг.
.’56. I. Куйидаги масалаларни

a) и„ = а 2ихх5 -oo<x<+oo, 0<i<+oo,
м(х,0) = (р(х), и, (х,0) = у(х ) ,  -oo<x<+°o

b) u(t = а ~ихх + f  (x ,t ) ,  -^>°<х<+°°, 0<t<-h>°,
и(хО) = иДх,0) = 0, -оо<х<+оо.

Фурье алмаштиришлари ёрдамида ечинг.

2. Куйидаги масалаларни
a )  u t ,  =  “ х х ■ 0 < х '  t < + °°>

и (0 ,f )  = (pit), м(+°°,0 = 0, 0< i < +00,
« (х ,0 ) = 0, м; (д:,0) = 0, 0< х< + °°;

b) u (t = а 2и хх + 2 b u { + с 2и, 0 < х ,  i<+°o?

и (0 ,i) = (pit), u(+°°,t) = О, 0 < f < +°°, 
и(х,0) = 0, и,(л:,0) = 0, 0< х< + °°;

С) U„ = q 2u xx’ 0 < * ’
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« ( (0,г)-/1м(0,/) = (р(0, и(+°°,г) = 0, 0</<+°°,
и(д:,0) = 0, м,(х,0) = 0, 0<л<+о°

Лаплас алмаштиришлари ёрдамида ечинг.
3. Куйидаги масалаларни

а) и„ = а ‘
Э 2и 1 Эм , _
Т - г + — ■ 0 < / ? - ' < + “ > Э р р др

д
и(р,0)= . - ■, и (р,0) = 0, 0 <р<+°°, А = сопяГ,

уП + 7
1 Э Г Э и 3 и « п + —г = 0. 0<р,г<+°°, 

Эг
Ь) Д и ( р , г )  = — • —

Р Эр (. Эр
м(р,0) = / (р ) ,  м(р,+<») = 0, 0 < р < -н » ,

и(+°°,г) = 0, и̂ (+°°,г) = 0, г>0
Ханкел алмаштиришлари ёрдамида ечинг.

5-§. Ярим чегаралан! ан тор тебраниш тенгламаси учун 
масалалар. Давом эттириш усули

Ярим чегараланган торнинг эркин тебранишига торнинг 
бошлангич холати ва бошлангич тебраниш тезлигидаи ташкари | 
унинг чегараланган учида содир булаётган жараён хам таъсир 
Килади. Бу -  математик тилда ярим чегараланган тор тебранишини' 
урганиш учун бошлангич шартлардан ташкари чегаравий шартлар 
хам берилиши зарурлигини билдиради. Ярим чегараланган тор 
тебраниш тенгламаси учун куйилган бундай шартли масалалар 
аралаш масалалар ёки бошлангич -  чегаравий масалалар дейилади. I 

Ярим чегараланган тор эркин тебраниш тенгламаси учун 
аралаш масалалар куйидагича баён килинади:

ии - а 2ихх ( а >0), ;с>0, г>0 (2.88)

тенгламанинг <2={(х,1)\ дг>0, ?>0} сохада аннкданган, узлуксиз ва 

и|,=0 = <Р{Х), «,|,=о = И*)> * ^ 0  (2-89)
бошлангич шартларни хамда

•* и  = М 0 . Г>0- (2.90,)

« х и = Ж . ^ ° ;  (2.90а)
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щ
{“x-au)\x^  = ju ( t ) , t>  0 (2.903)

цшртлардан бирини каноатлантирувчи ечими топилсин.
Ьу ерда (р(х), у/(х), p(t)  берилган функциялар, а  - берилган

В  " м|
Одатда (2.90]), (2.902), (2.903)лар мос равигада I, II, III 

'ici нравий ш артлар дейилади, уларга мос равишда урганилаётган 
ысала \ам I, П, П1 аралаш  масала деб аталади[5],[15],[19].

А ралаш масаланинг ечими мавжуд булиши учун берилган 
(мнилангич ва чегаравий функциялар 0(0,0) нуктада маълум 
мут>фикдаштириш шартларини бажариши керак. Масалан, I 
mi i аравий масала учун бу шартлар куйидагича:

//(0) = р(0) [= «(0 ,0 )] , //'(о) = ̂ (о ) [= « ,(0 ,0 ) ] ,

М”(0) = а2(р"(0) [«„ (0 ,0 ) = a V „ (0 ,0 ) ] .

Лралаш масалаларни ечишда куйидаги икки лемма мухцм 
Vpiin чутади.

5.1-Лемма. Агар -°° < л; < -н=° да аникданган Ф(.г) ва 4J(x) 
| , нкциялар бирор jtfl нуктага нисбатан ток булса,

utt = а 2мхг (а  > 0 ) , -оо<х<-н>о, *> 0 (А)

«| ,=0 = Ф ( * ) .  * ^ 0 ; и ,| <=0 = У  ( х ) , х > 0  (В) 
пт иланинг ечими нуктада нолга тенг булади.

5.2-Лемма. Агар -°°<х<+°° да аникданган Ф(х) ва У(х) 
функциялар бирор х0 нуктага нисбатан жуфт булса, (А), (В) масала 
гчимининг X буйича х,осиласи д:0 нуктада нолга тенг булади.

1>у леммаларнинг исботи (А), (В) масала ечимини аникдовчи
1 1 X+OÍ

“ ( x j )  = -[<ï>{x + a t ) + 4 > ( x -a t ) ]  + —  / Ч»(£)<*£ (D)
L x - a t

Цннимбер формуласидан келиб чикади[5],[19].
.*>. 1-леммадан фойдаланиб,(2.88) тенгламанинг (2.89) ва

« L > =0 (2.91)
шнргларни каноатлантирувчи ечимини топиш мумкин.

-\акикатдан хдм, бу ерда ф(х) ва у/(х) функцияларни
■ X < 0 ораликка ток давом эттириб,
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f <p(x), x>0, , 4 Г ys(x), x>0,
Ф (1=  П /  ЧЧх = \ \

[—р(—х), х<0, [ -^ (-х ) ,  х<0
белгилашлар киритсак, (D) формула билан аникланган и(х,/)
функция { (x ,í): -°о<х<+°о, t >0} сохдда (А), (В) масаланшп
ечими булади.

5.1- леммага асосан, бу функция учун и(0,г) = 0 тенглии 
бажарилади. Бундан тапщари t = 0 ва х > О да

м(х,0) = Ф(х) = ^ (х),  х> 0 ; м,(х,0) = Ч/(х) = ^ (х ) ,  х > 0
тенгликлар х,осил булади.

Демак, (D) формула л:> 0 , />0 да (2.88), (2.89), (2.91) масалЛ 
ечимини аникдайди. Агар бу формулада <р(х) ва у/(\) 
функцияларга кдйтсак, (2.88), (2.89), (2.91) масаланинг ечими

u{x,t) =

1 - 1 x+at х—\jp(x+at) +(р(х-eí)]n---- J i//(s)ds, t<—, x>0,
x - a t  a
x+al1  j  x+al x

-\<p(x + at)-<p(at-x)\ + -— \ t > - ,  x > 0
V- J 2a a_x a

(K)

формула билан аникланиши келиб ч и кади.
Энди (2.88) тенгламанинг

“l,_o= °. « U - ^ W  <М2>
шартларни каноатлантирувчи ечимини топайлик.

(2.88) тенгламанинг умумий ечимини аникдовчи
u ( x , t ) =  f ( x - a t ) +  g (х +  a t)  (Y)

формуладан бошлангич шартларга асосан келиб чикадики, ашр 
x > a t  булса, / (z ) = g (z ) = 0 булиб, u(x,t) = 0 булади. Ашр 
О< x < a t  булса, x + a t> 0  булиб, g(z)= 0 булади ва натижада (VI 
тенглик

u(x,t) = f ( x - a t )  (2.93)

куриншпни олади. Бу ердаги f ( x )  номаълум функция чегаравин 
шартдан топилади:

m(0,í) = / ( - í í í )  = //(í), t > 0 ёки f(£,) = V (2.94)

Демак, (2.93) ва (2.94)га асосан, (2.88), (2.92) масаланит 
ечими 0 < х < a t булганда
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и(х,1) = м  Гг——̂  (2.95)
V а )

формула билан аникланади.
(2.95) формула х -а г >  0 булганда хам (2.88), (2.92) масаланинг 

»ч и ми ни бериши учун //(/) функцияни г <0 да нол деб давом 
и I ириш керак. У холда

[//(г), 1> 0;
[ 0 ,  /< 0 

пилаш киритсак, (2.88), (2.92) масала ечимини

н  (0 =

н (х ,г )  = Н М - “  I, ^ > 0 , г > 0,

и\|)ипишда ёзиш мумкин.
Юкоридагилардан келиб чикадики, I аралаш масаланинг 

ечими г/(х,г) = Ы|(л,г) + м2(д:,?) тенглик билан аникланади, бу ерда

II, ( и )  - (2.88), (2.89), (2.91) масаланинг ечими, и2 (х,1) эса
I ' НИ), (2.92) масаланинг ечими.

Мисол. Ярим чегараланган (0<х<+°°) тор х = 0 нуктага 
мичI имланган бошлангич вактда тор

0 , х €  [/,3/], 
<р(х')=- х -  I, х е  [/,2/], 

3 1 - х ,  х е  [2/, 3/]
функция графиги куринишга эга. Тор бошлангич тебраниш 
ишигига эга эмас. Торнинг гк = к 1/ 4 а  (к =0,2,4) вактдаги 
Ь\'|*ННИ1иИ чизилсин.
I чиш. Торнинг тебранишини аникловчи функцияни и(х,г) билан 
гь нмнасак, унинг учи х = 0 нуктага махкамлангани учун ы(0,г) = 0 
нп иошлангич тезликка эга булмагани учун и,| ) 0 =0 булади.

/||м.|к, бу ерда иа —а 2ихх (х> 0 ,1> 0)  тенгламанинг ы(0,/) = 0 , 
( и(х,0) = <р(х), х>0; 1г=0 = 0, х>0 шартларни

ЦйИиитлантирувчи ечимини топиш хакидаги масалага эгамиз. (Е) 
фирмулага асосан масала ечими
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и(х,0:
^  ф(х + аг) + <р{х - 0 ] .  х > а 1 > 

~[<р(х + а1)-<р{а1  -  л )] ,

(2.96)
0 < * < х*

формула билан аникланади.
, „ 0 = о булсин. У *>лда х> 0 булиб, (2.96) формула« асосан

о, х£[1, з^]; 
х - 1, хе[1,21\, (2.97) 

31 - х ,  хе\21,Ъ1\

2. г=Ч=Ц2а булсин. У холда ечим (2.97) формулага кура

и\ X,
_г_
2а

/
' * 2 ; (2.9Й)|

т[ ° * х < 1

каби аникланади.
/ I < г+ 1 < [  0 < - - х < -  булади. Ш ун Я

а) 0 < х < — булганда 2 2 2 2 ™

^ - + 1^= 0 а / - - * 1 = °- У * олда (2 '98) 11учун (2.97) га асосан и ’ ^ 2  ;

асосан и х
±_
’ 2а

= 0 :

/ 32 /<г + —<2/ 0 < х - -^ 1  булади.У холда!бч 1 < х <£1 булганда/<*+ ь ^ ,и _ л  2 ,
' 2 2  л



(.’ .97) га асосан ^•дс+2 _ (Л'+2 Ш у н инг  учун

1 ‘»К) асосан, и\ х,]_  
2а

х - -  +0 
2) 4 Н)

в) — йх<— булганда 21<х+~<31 булади.Шунинг учун (2.97) 

1,1 асосан <р(х + -̂ -) = 3 1 -  \ * + :г )  = ^ г - .х ,

<Р\ х - 1-  | =  | *

И X,

2 ) 2
— ] -  / = х -  —. У хдлда (2.98) га асосан
2 ̂  2

I
2а

=  1/ .
2

г) у < х < ^  булганда Ъ1<х+1-< А 1,21< х—̂ <3/ булиб, (2.97) га

«сосан (̂л + ̂ ] = 0’ <3(Х_̂ ) = 3/~(Х_̂ ) = Т _Х‘ У Х,0ЛДа 2̂‘98  ̂
Г М 1 Гп ( и  1 ( и  л.

га

игосан „I * , Л |  = 1
'ч 2а) 2 •ч?- 21 2

11 I Iд) — <х булганда х + -> 41,  х - - > 3 1 булиб, (2.97) га асосан

Ч*+1 )"И
Юкоридагютарга асосан:

х - 1 1 = 0 . Демак, и \ х, ~
2 а

: 0 •

И х,-
2 а

0, агар 0 < х < I 31х ---- , агар —< х <—;

—I, агар 2 ^

0, агар

31 51— ̂  х<  — 
2 2

■ Ч 11 1; — -----х , а.
2 ч 2 ;

■ар

2

51 7 1— < х < — 
2 2

11 < х.

Демак, бу х,олда тор 5.2 - чизмадаги куринишга эга булади.

5.2-чизма
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3. Худди шу каби i=tA=— да
а

-х, агар 0<jc </;

Щ X, 2 а

I ---- х, агар 1< х < 2 1 ;
2

- л —/, агар 21< х < 3/; 2Z —— л, агар 3 1 < х < 4/; 

О, агар 4/ < л:.

II ва П1 аралаш масалалар ечимлари хам худди шу усулдн 
топилади. Бунда II бир жинсли чегаравий шарт олинганд;! 
бошлангич функциялар < х< 0 га жуфт давом эттирилади, III 
бир жинсли чегаравий шар г олинганда эса ток давом эттирилади.

Бир жинсли булмаган П ва III чегаравий шарт олинганл.1 
/(£ ) га нисбатан биринчи тартибли оддий дифференциал тенглам»
хосил булади. Бу тенгламанинг ягона ечими u(x,t) функциянши 
х -  at = 0 характеристикада узлуксихтигидан фойдала! 
топилади.

Агар (2.88) тенглама урнига

u tt а  и хх  "*■ f  (Х’ 0 (2.99)
бир жинсли булмаган тенглама берилган булса, аввал (2.94 
тенгламанинг бирор w(x,t) хусусий ечими топилиб, сунгра м а с а я  
ечимини u(x,t)-v(x,t) + w(x,t) куринишда кидириш керак. Бун;: 
v(x,t) янги номаълум функция учун (2.88), (2.89), (2.90|) (ёкй 
(2.902) ёки (2.903)) куринишдаги янги масала хосил булади.
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р{х) = <

М устакил ечиш учун масалалар

' '  I Кандай А т а /  узгармас сонлар учун
и„=ихх, и\х=0 = созш, и\1=0 = Ае~х , ыг|(=0 = 0

мт аланинг ечими мавжуд булади. Шу ечим топилсин.
ИК Чегараланмаган (0<х<«>) тор х=0 нуктага мах,камланган. 
Ьшплангич вактда гор

О, х£ \И,2к\,
[4(х-2/г)(д ;-й ), хе  [Л,2Л]

функция графиги куринишга эга. Тор бошлангич тебраниш 
ичншига эга эмас. Торнинг (к =кк/Ла (¿ = 0,2,4) вактдаги 
и Уриниши чизилсин.
И») ип = а 2ихх, х >  0 ,* > 0 ;

ия (0,*) = 0 , Г> 0; и(х,0) = (р(х), и,(х,0) = у/(х), х>0 
мшпланинг ечими топилсин.
«*(> Ярим чегараланган тор учун куйилган куйидаги аралаш 
мновла ечимининг г0 = 0, г,=1,5лг, г2 = 2,5п вактдаги графиги 
•и шлсин:

и п  =  и х х . * > 0 ,  у > ° ;  « 4 = 0 = 0 - 1 > 0 <

{
- э т х ,  л  <х<2тс,

0 , х& (яг,2тг), м '1< = о “  0

'(|I Ярим чегараланган (0<х<+°°) торнинг д: = 0 нуктадаги учи 
||нап1. Тор бошлангич тебраниш тезлигига эга эмас ва бошлангич 
ияк'гда

0, х£[1,Ъ1],
( 1 - х ) ( х - 3 1 ) ,  х е  [/,3/] 

функция графиги каби куринишга эга. Торнинг 1к = к1/4а , 
I* (1.2,4) вактдаги куринишини аникланг.

м „= а2« ^ ,  х > 0 , у > 0 ;  их[р=0= у (г ) , г>0; 

" |, о = Щ | ,=0 = 0 , х > 0 масала ечими топилсин.

((И и[1= а2ихх, х>  0 , г> 0 ;

(и,-Ли)|я=0 = Х (г) . Г> 0, Л>0; м|(=0 = и,|(=0=0, д:>0

<р(х)
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масаланинг ечими топилсин.

364. и „ = ^ ихх; К - и ) | , =0 = « ( ' ) , '> 0 ;

u\t=Q=<p(x), м/|г=о = 0 , Х > 0

масаланинг ечими топилсин.
365. Кдндай Л - const ва <р(х) функция учун

МН — и хх > ( “ г у̂ мдг ilje—o ”  ^  ’ Mlt=0 =<р { х ) ' uf I Г=0

масаланинг u(x,t)e  С2(/?н2 х/?2 j ечими мавжуд булади, шу ечим 

топилсин.
366. Чегараланмаган тор учун ушбу Коши масаласи берилган:

ип =ихх + f ( x , t ) ,  - ° °< х + °° ,  i > 0; 
ы(х,0) = 0 , и ,(х ,0 )  = 0 ,  —оо< х  + о°.

Агар f  (x,t) функция х  аргументга нисбатан ток булса 

u(x,t)^_a = 0 ва жуфт булса “,(•*.0|х_о булиши исботлансин

367. u „= a2uxx + f ( x , t ) ,  X > () ,t>  0 ;

« и = °^ > °;  «lr=o=“flt=o=0>*>0
масаланинг ечими топилсин.
368. ul [ = a 2uxx + f ( x , t ) , x > 0 , t > 0 ;

“4 = о = 0 >i> 0 ; “|г=0=“*1*=о= 0> х > 0
масаланинг ечими топилсин.
369. ии = а2ихх + f(x , t ) ,  jc>0, i> 0 ;

“U o = ° . i> 0 ; u\t=a = <p{x), щ\1=0 = У{х), x>0
масаланинг ечими топилсин.
370. utt=a1uxx +f(x,t), x>Q, t>Q\

“*|*=о=°, г> ° ; иЦ =«Ф0> “rl,=0=^ W ’ x> 0  
масаланинг ечими топилсин.
371. и(,= а 2ип  + / (х ,г ) , jc>0, / >0;

“Lo=M0. i>0;“l(=o = ̂ (^)’ “»|i=0=^ W ’ *>0
масаланинг ечими топилсин.
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1/.» ult= a 2uxx + f ( x , t ) ,  х> 0 , Г> 0; = у (/ ), г>0;

И,*) = ? (* )•  иг|(=0= !ф ) .  *> 0
мш'нлянинг ечими топилсин.

6-§. Чекли оралик учун давом эттириш усули

Чекпи (0,/) оралик учун аралаш масалалар куйидагича баён 
иинипади:

и„ = а 2ихх 0 < х < 1 ,  ¿ > 0  (2 .100)
и шнаманинг { (х,(): О < х < I, г > 0} сохдда аникданган, узлуксиз 
Ии

« и = ° .  м1 = ,= °. г ^ ° ;  (2-Ю1)
'и ч правий хамда

“1,=0 = <р(х)' 0<х<1, м,|)=0 = у/(х), 0<х<1, (2 .102)
....... шартларни каноатлантирувчи ечими топилсин.

(2. 100) тенгламанинг умумий ечими
и(х^) =/1( х - м ) + / 2 ( х + ш) (2.103)

| .......ишда булади. (2.103) ни (2.102) шартга куйиб куйидагига
и п буламиз:

= (2.104)2 2а  о
1 I х

/ г (* )  = 7Г,Р ( Х) + ■ (2.105)2 2 а 0
(2.104) ва (2.105) формулалардаги <р(х) ва ц/(х) функциялар

О- »£/ ораликда аникланган булгани учун /,(д) ва /2(х) 
ф\ икциялар хам шу ораликда аникланган булади.

Демак, (2.103) формуладан фойдаланиш учун }\(х) ва /2(х)
фупкцияларни ёки тула эквивалент булгани сабабли ф(х) ва у(х)
фупкцияларни 0<х<1 ораликдан ташкарига давом эттириш зарур 
ОУллди. <р{х) ва у/(х) функцияларни давом эттириш учун (2 .101) 
шнртдан фойдаланамиз. (2.103) формуланинг унгтомонига х = 0 ва
< I ни куйиб,

/, ( - м )  + / 2 (ах) = 0, /, (/ -  м )  + / 2 (/ + аг) = О
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1тенгликларни х,осил киламиз. Бунда Ш ни х оркали белгилаб олсак,
М - х) = -/ 2{х ) ’ /\(1-х ) = -/2{1 + х) (2 .106)1

тенгликларга эга буламиз.
Агар (2.106) да хе(0,1) булса, у х,олда /,(х) функция (-/,0) I

ораликда /2  С*) эса (1,21) ораликда аникланади. Шунингдек,
/2(я  + 2/) = -/ , (-л ) = /2(х), /х(х+2  :/) = /, (л:) 

яъни /)(х) ва /2(х) функциялар даври Т - 2 1  тенг.
Шундай килиб, /| (х) ва /гС*) функциялар барча хдкикий х I 

лар учун аникданади. (2.102) бошлангич шартларга кура,
<Р(Х) = /1  ( 0  + Л  (*)• И х) = а [&  (*) ~ /,'(*)]•

Булардан дархдп
<р(-х) = /! ( -л )  + /2 ( - * )  = -/ 2 (лг) -  У] (х ) = -<р(х), (2.107) 1

^ ( -х )  = а [/ 2'( - х ) - / 1,( -х ) ]  = а [/ 1,(д :)-/2, (х )] = -^ (х ) , (2.108) I

<р(х +  21) =  <р(х), \1/(х +  21) =  у/(х) (2.109)1

тенгликлар келиб ч и кади. Бу формулалар шуни курсатадики (р(х) I

ва у/(х) функциялар (0,/) ораливдан (—/,0) ораликка токлик!
конуни буйича 21 давр билан давом эттирилади.

Шуни таъкидлаш лозимки,

и (х ,г) = ^[$?(л: + а?) + ^ (л :- а г ) ]  +

| х+ а I

+ Т-  I V {.£)<*£’ Х<Е к ' 1 > 0  (2.110)1
2 а  х —а I

ечимнинг иккинчи тартибгача хосилалари билан узлуксиз улишини I  
таъминлаш учун давом эттирилган ср(х) ва у/(х) функциялар мос и

равишда С г [о,/] ва С [О,/] синф-ларга тегишли булиб,

<р(0) = <р(1) = 0, р ' ( 0 )  = <р'(1) = 0, у/( 0) = ^(/) = 0 (2.111)1 
шартларни каноатлантириши зарурдир.

Мисол. ип = ихх, 0 < х < л ,  г>0 тенгламаниНй 
{ (х ,г ) : 0 < х < л ,  г > О} сохада аникланган, узлуксиз ва и\^  =0,

м|̂ _; = 0 ,?> 0  чегаравий хамда и\ (=0 = лгшг, 0<х<л,

94



н,|( (| = sinx, 0 < х < л ,  бошлангич шартларни каноатлантирувчи
■ 'ШМИНИ давом эгтириш усулида топинг.
I ч т и . Куйилган масаланинг чегаравий ва бошлангич шартлари 
(.’ 107), (2.108), (2.109), (2.111), шартларни каноатлантиради хамда 
4'(.x) = sinx ва y/(x)-sinx функцияларнинг даври Т = 21 га тент. 
Шупинг учун (2.110)га Kÿpa масаланинг ечими куйидаги

vi >штшда буяади:
1 1 х+г и ( а ,/ )  = — [ s i n  ( х  + t ) + s i n  (jc — t ) J  H J s i n Ç d Ç  =
2 7 v J 2 ^  x - t

J sin(x+t) + s in (x - t ) j -~^co s (x+t) - co s (x- t ) j=\Í2- s inx- eo s

М устакил ечиш учун масалалар

Чекли оралик учун давом эттириш усули ёрдамида куйидаги 
миишаларни ечинг.

1/1 и „= а2ихх, 0< х<1, 0</<-Н>о; mjc|j=0 = 0 , мл|^=0, 0</<+“>, 

•*|, 0 ср(х),0<х<1, U'\i=0 = i//(x), 0< х< 1 ,  бу ерда ç>(x)e С2[0,/],

(/'( »)е Г 1 [0,/] булиб, (р (0) = (р (/) = 0, у/ "(0) = ^  ’ (/) = 0 шартлар- 
ни мшоатлантиради.
l/l и11= а 2ихх, 0<х<1, 0</<Чоо; м|^0=0, ux\x=¡-0 ,  0 <í<+°°, 

#|( 0 = <р{х), 0<х<1, ut\t=0 = ys(x), 0<х<1,  бу ерда <р(х)е С2[0,/],

W («jeC '[0,/] булиб, ip(0) = ip'(l) = 0, ç>(0) = <р’ (0) = <р'(1) = 0 
111111 > гларни каноатлантиради.

17.V utl = а~ихх + с2и , 0 < х < 1 ,  0< í< + °°;
м| , = 0 ul .=0, 0</<+°°,

Ijc=0 ’ \х=1 ’

«|,=о =<Р(Х)’ O ^jcáí, u\í=Q=\p(x), 0 <х<1.

\Н) utt = а 2ихх + с 2и , 0 < х < 1 ,  0</<+°о;

М|х=0 =  0  > и х\х=1 = 0 ’  0<í<+oo) 
м1,=о = <Р{Х)’ 0< х< 1, u,|f=0= ^(x), 0 <х<1.
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377. ип = а 2ихх + с 2и , 0< х < 1 ,0<Г<+°°;

“4=0 = 0 ’ м4=/=0’ 0</с-и=<=, 
и\1=0 = <р{х), 0 < х <1 ,и,\1=0 = у/(х), 0 <х<1.

378. ии = а 2ихх, 0< х< /,0< * <+°°; м| /=0 = 0 ,, м; |,=0 = 0 , 

“4=0 = «(О , их\х=, = 0’ 0<г<-н*>, бу ерда я(*)е С1 [0,+°°) булиб, I 

8 (0) = £г(0) = 0, шартларни к;аноатлантиради.

379. ип = а 2ихх, 0 < х < 1 ,  0<Г<+°о; м|(=0 = 0 , мг|г=о~^' 

«1̂ =0 = «(О, м4=/=0’ 0<г<+°°, бу ерда #(/)е С2[0,+°о), булиб, 
£ (0) = ^ (0 ) = * '(0 )  = 0, шартларни каноатлантиради.

380. м„ = а 2ихх, 0 < х < л ,  0<КЛо°\

«4=0 = 0 ’ “4 * =0’ 0</<+оо, 
и\ =СОЯХ, 0 < Х < Я ,  и,| 0 =С05Х, 0 < х < л .

7- §. Чегараланган тор тебраниш тенгламаси 
учун масалалар. Фурье усули

Фурье ёки узгарувчиларни ажратиш усули хусусий хосилали 
дифференциал тенгламаларни ечишда кенг куланиладиган 
усуллардан биридир. Бу усулнинг мохиятини тор тебраниш 
тенгламаси учун бир кагор мисолларда текшириб курам ич.

1. Аралаш масалани чегараланган тор тебраниш 
тенгламаси учун ечиш. Ушбу

р(х)ип = [р (х )и л.]^ -д (х )и ,  0<х<1,  / >0 (2.112)

тенгламанинг Р={(л,г): 0<х<1, / >0} да аникланган, узлуксиз ва
“|(=о = И*)> 0<х</ и,||=0=^(.х), 0<х</ (2.113)

бошлангич шартларни хамда
аги(0,*) + /3их(0,г) = 0, г > 0,1

ум(/,г) + Зих{1,1) = 0, г> 0)

чегаравий шартларни каноатлантирувчи и(х,т) ечими топилсин.

Бу ерда р(х), р{х), ч{х ), <р(х), у/(х) - берилгаи функциялар;
/, а ,  (}, 7 , 6 -  берилган сонлар булиб, р(л:)>0, /?(х)>0, д(х)>0,

(2.П4)
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1 l),or2 + //2 * 0, y1 + 82 *0./?(x)ee[, p(x) = a2, ^(x) = 0 булганда
i ' 112) дан тор тебраниш тенгламаси, ¡5 = 8 = 0, а  = у=0, apyS*Q  
пунганда (2.114) дан мое равищца I, II, 1П чегаравий шартлар 
h« шб чикади[5],[8],[15],[19].

Юкорида куйилган (2.112), (2.113), (2.114) аралаш масалани 
фурьенинг узгарувчиларни ажратиш усули билан ечиш мумкин. 
1<у усулда асосан аввало (2.112) тенгламанинг (2.114) шартларни 
миоатлантирувчи тривиал булмаган ечими

н(х,у)= Х (д:)Г (/) (2.115)
Чрннищца кидирилади. (2.115) ни (2.112) га куйиш натижасида 
/'(/) ва Х (х ) функцияларга нисбатан

f ( t )  + AT(t) = 0,  (2.116)

[р (* )Х  (х )] +[Яр(х)-д{х)]Х{ х) = 0 (2.117)

0 \ ринишдаги одций дифференциал тенгламаларга эга буламиз, бу
■ 1> м Я- номаълум узгармас параметр.

(2.115)ни (2 .114)га куйиб, T (t)^ 0  эканлигини эътиборга 
и ш ак, X (х ) функция

<*Х(0) + у5Х(0) = 0, yX(l) + SX'(l) = 0 (2.118) 
....ргларни каноатлантириши зарурлиги келиб чикади.

Патижада Х (х )  фушсцияга нисбатан куйидаги масалага эга 
памиз: Я параметрнинг шундай кийматлари топилсинки, бу кий- 

ми шарда (2.117) тенгламанинг (2.118) шартларни каноатланти- 
I' , ими тривиал булмаган ечимлари мавжуд булсин.

( )датда бу масалани Ш турм-Лиувилл масаласи деб аталиб, Я 
ниш топнладиган кийматлари хос (махсус) кийматлар (сонлар), 
N ni а мос тривиал булмаган ечимлар эса хос (махсус) функциялар 
i«11 и j i ади[7] ,[15]. Барча хос кийматлар туплами масаланинг

1 иск i ри дейилади[6].
(2.117), (2.118) масаланинг хос кийматлари ва хос функ- 

нпинари куйидаги хоссаларга эга:
1) Масала хос кийматларининг чексиз Л]<Л2 <...<Лп<... тупла- 

мн мавжуд.
2) Х,аР бир хос кийматга узгармас купайтувчи аниклигида

V, (л) хос функция мос келади. Узгармас купайтувчини шундай
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танлаш мумкинки, \p(x)xl(x)dx = \, keN  тенглик уринлм
о

булади, яъни хос функциялар |0, /] кесмада р(х) вазн билам 
нормаллашган дсйилади.

3) Турли хос кийматларга мос келадиган хос функциял»ч> 
[0,1] кесмада р(х) вазн билан ортогонал булади, яъни

lp (x )X k(x)Xm(x)dx = 0, (к * т ) .
о

4) <7(х)>0 ва £p(x)X„(x)XB(x)J| <0 булганда барча хос

кийматлар мусбат булади, яъни Ак > 0 , к е  N .
5) Стеклов теоремаси: f ( x )  - биринчи тартибли узлукст, 

иккинчи тартибли булак -  булак узлуксиз хосилаларга эга им 
(2.118) чегаравий шартларни каноатлантирувчи функция булсин 
У холда бу функция (2.117), (2.118) масаланинг хос функциялари 
буйича абсолют ва текис якинлашувчи каторга ёйилади, яъни

/ (х) = £ скх к(х ) , Ск = Jp (x )/ (х)Х к(x)dx,к е  N . (2.119) 
*=1 о

(2.117), (2.118) масаланинг хос кийматлар и ва хос функ­
циялари тоиилгандан сунг, Т ( t ) функцияни топишга утилади. Xa!1 
бир Ак ни (2.116) тенгламага к;уйиб, унинг умумий ечими (уни 

Тk(t) деб белгилаб),

Тк ( í ) = akcoSypl¿ ■ t + bksiriyjJ^ ■ l 
топилади, бу ерда ак ва Ьк ихтиёрий узгармаслар.

(2.115) га асосан нжоридагилардан келиб чикадики, хар бир 
uk(x,t) = Xk(x)Tk (t)=(akcos [̂Á¿t + bksinyf\t^X к (x),/te N

функция (2.112) тенгламанинг (2.114) шартни каноатлантирувчи 
тривиал булмаган ечимидан иборат экан.

(2.113) бошлангич шартларни каноатлантириш максадида

u(x,t)=  £  (akcoSy[\t + bksiriy[\t\X  к (x ) (2.120) 
k=i

катор тузилади. Агар бу катор текис якинлашувчи булиб, уни х  ва 
/ буйича икки марта хадлаб дифференциаллаш мумкин булса,
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>>м«м1 мигиндиси х,ам (2.112), (2.113), (2.114) масаланинг ечими
IV киди.

У \олда, (2.113) бошлашич шартлар бажарилиши учун

«|,=о = ^ акХк{х) = <Р{х), (2.121)
*=1

и1\(__1) = 1 ь к4Я1сХк(х) = у,(х) (2.122)
к=1

|| М1 иикларнинг уринли булиши зарурлиги келиб чикади.
Дшр <р(х) ва у/(х) функциялар Стеклов теоремаси шартларини 

П||1 |рунчи функциялар булса, (2.121) ва (2.122) - бу 
фиисцияларнинг Хк (х) хос функциялар буйича ёйилмасидан 
нипрш булади ва (2.119)га асосан

I 1 ‘
<‘к = ¡Р(х)<р(х)Хк(х)с1х, Ьк =-т=\р(х)у/{х)Хк (х)(Ьс,ке N 

О О
........шклар уринли булади. ак ва Ьк ларнинг бу ифодаси (2.120) га
И ти са . (2.112), (2.113), (2.114) аралаш масала ечими косил 
ОУМДИ.

1-Мисол. ип = а 2ихх, 0 < х< 1,  ;> 0  (2.123)
(»М1 ламанинг

м| „^О, 0 < х < 1 , и,\ = .пп— х + 5|'л— х ,0 < х<1 (2.124)1г=о <1г=о 21 21
Ошнлангич шартларни хдмда

и(0,г) = 0, их( и )  = 0 (2.125)
•к I правий шартларни каноатлантирувчи и(х,() ечими топилсин.
I1'пип. (2.115) ни (2.123) га куйиш натижасида Г(?) ва X (х ) 
функцияларга нисбатан

Г " ( г ) +  Я а 2Т ( ? ) =  ° ,  (2.126)

Х (х ) ' + ЯХ (*) = () (2.127)
йринишдаги оддий дифференциал тенгламаларга эга буламиз, бу 

« рдя Я - номаолум узгармас параметр.
(2 115) ни (2.125) га куйиб, Г (г )^ 0  эканлигини эътиборга олсак,
V (л) функция

Х (0) = 0 , Х (1) = 0 (2.128)
шартларни каноатлантиради.
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(2.115) куринишдаги (2.124) шартларни каноатлантирувчи 
тривиал булмаган и(х, у) ечимни топиш учун (2.127) тенгламанинг 
(2.128) чегаравий шартларни каноатлантирувчи айнан нолга тенг 
булмаган ечимни топиш зарурдир.

Агар Л > 0 булса, (2.127) тенгламанинг (2.128) чегаравий 
шартларни каноатлантирувчи айнан нолга тенг булмаган ечими 
мавжуд. Хаки катан, (2.127) тенгламанинг умумий ечими 

X (л) = С,С05лД • х + С2 sin 4 1 - х  
куринишга эга булади. (2.128) чегаравий шартларга биноан 

С,=  0, C24 àcos4 I - 1  = 0 .

Бунда Сг Ф 0 деб хисоблаймиз, акс холда X (х) ^0  булиб

тт / T i n  /Ti 71 i я'2 (1+2 п)2 колади. Демак, cosvAt = 0 => \Я1 =—+ттп => Я =---- -~2-----, n e z
2 41
( \

ни хамда cas \-+яп\ = -яп яп Ва cos
л---- Jtn
2 -sin  кп функциялар

чизикди боглик; булгани учун п = {0, 1, 2, 3, ...} ни хисобга олиб 
(2.127), (2.128) масаланинг ечими куйидаги куринишда булади:

Хя(х) = 5 т Л^ * 2п- х ,  п~ 0, 1, 2, 3, ... . (2.129)

Энди хар бир Яп = 71 ^ ^22И> ни (2126) тенгламага куйиб,

унинг умумий ечими (уни Тп (г) деб белгилаб),
_ / ч яа(1 + 2п) , . ла(\ + 2п)Tn(t) = a„cos— -------- - t  + b„sin— -------- -tn \ ) n 2¡ n 2¡

куринишда булади,бу ерда ап ва bn ихтиёрий узгармаслар.
(2.115) га асосан юкоридагилардан келиб чикадики, хар бир

un(x,t) = Xn(x)Tn(t) =
/га(1 + 2п) . ла(1 + 2п) . /г(1+2л) a„cos— -------- -t + b„sin— -------- - t  sin—------- -x  (2Л30)

21 2l J 2l
функция (2.123) тенгламанинг (2.125) шартни каноатлантирувчи
тривиал булмаган ечими булганлиги сабабли, (2.130) ечимларнинг
чексиз йигиндиси хам ечим булади, яъни

, , ~ f  ла(\+2п) t . яа(1+2п) ") , /г(1+2и) ]u {x ,t)= ^ a ncos---- ------ t+bnsm----------- 1 jsin— —— дг. (2.131)

(2.131)ни t буйинча дифференциаллаймиз:
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/ ч ^  ла(\ + 2п)
« , М =  I — -Т.— *

п= 0  **

(,  ла(\ + 2n)t . na(l + 2n)t} . n(l + 2n)x л^\  
x \ b c o s --- ------- — + a„sin— ------ — im ----------- . (2.132)

I 21 n 21 ) 21
(2.131) ва (2.132) да t = 0 деб, (2.124) бошлангич шартларга 

асосан ушбу
(  П\ V- • я ( 1  + 2 п )  „ „м(х,0)= апхш-----------х = 0 => ап= О,

и=о 21
, , ~ ла(\ + 2п)Ьп . л(1 + 2п)х 3лх . 5лх ла . лх

и (х,0) = X ------------ ------------------- J— = sin---- + sm------ => b„—  sin—  +
„То 21 21 2/ 21 0 21 21

. 3na . 3n  , Ъла . 5л  “ ла(\ + 2п)Ьп . л(\ + 2п)+0) ——sin— x + b j----- stn— х+ У — 1------- — sin—------- -х=>
21 21 2 21 21 „t3 21 21

=> ¿b=0, by=— , , ¿-„=0, n=3, 4, ...
Ъпа 5ла

юнгликларни х,осил киламиз. Буларни (2.131) га куйиб (2.123),
(Л 124), (2.125) аралаш масаланинг ечими хосил киламиз:

, . 21 Зал Зл 21 . 5ал . 5п
u (x ,t) = ---- sin -----t - s in --- Х +-----Sin-----t s i n --- X.

3 an 21 21 5 an 21 21
(2.112), (2.113), (2.114) масаладан хусусий холларида тор

гсбраниш тенгламаси учуй I, II, III аралаш масалалар келиб
чикканлиги учун, бу масалаларни хам Фурре усули билаи ечиш
мумкин [8], [19].

2. Аралаш масалани бир жинсли булмаган тор тенгламаси
учун ечиш.

Ушбу
utt = а 2ихх + f ( x , t ) ,  0 < х < 1 ,  t >О (2.133)

мшламанинг { (* ,? ) : 0 < х < 1 ,  / > 0} да аникланган, узлуксиз ва
(2.113),

и(0,г) = 0, u(l,t) = 0  (2.134)

ишртларни каноатлантирувчи u(x.t) ечими топилсин.
Бу масаланинг ечими куйидаги

u(x,t) = £ u k(t)sin^  (2.135)
*=i 1

ьурииишда кидирилади ва f(x,t), <р{х), у/(х) функциялар 
ктгх\k(x) = sin—— функциялар буйича каторга ёйилади[ 15J:

101



1

/ ( * .0 = ¿ / * ( í )sín-7^> / * (0 = 7 Í/ (JC>0aí,,^7^ífa; (2 .13Я  
k=i ‘ ‘ o 1

<P{x) = Y.<Pi¡¡sin——, ipk =-¡ip(x)sin*(:̂ -d x ; (2.137)] 
*=1 í 1 o *

v { x ) =:LV ksi n - V /k - J ¡ y / { x) sin~~í~dx- (2.13H) 
*=i » ‘ o 1

(2.135) ва (2.136) ни (2.133) га куйилса, uk(t) га нисбатан

I  Wk(t)+[ l J и* (*)-/* (О гsin—j —'- О

еки

“ fc (0 + ® k“ * ( 0 = / * ( 0 -  ык = ^ ~  (2. i з‘>|

тенглама х,осил булади.
(2.135) ни (2.137) ва (2.138) га куйилса, uk(t) функциялар учуп

«*  ( ° ) =  Рк . м* ( ° )  = (2-1401
бошлангич шартлар келиб чикади.

Энди (2.139), (2.140) масаланинг ечимини
M*(í) = 4 ( 0  + P*(0 (2.1411

куринишда излаймиз. Бу ерда Vk(t) функция
v"k(t) + o)2kv k (r) = f k(t) тенгламанинг v*(0) = 0, üt (0) = 0 шартларни
каноатлантирувчи ечими булиб, ушбу

j  i
v k(t) = -----f f k(T)sincok(t -  T)dT,

®  к О

куринишга эга булади ёки f k(t) урнига унинг (2.136) ифодасипн
куйсак, куйидагини х.осил киламиз:

2 'г . V ,  клЕ,— I sin (< -  r ) d r  I
^  o ü

A (í) функция эса p¡ ( í)  + o)kp k (t)=  О тенгламанит 
pk (o) = ^  , /зА (0) = i//k шартларни каиоатлантирувчи ечими булиО, 
ушбу

кла( у/, . knatpk\t)-  tpk cos-------- 1— -  sin-------
l со, I

Vk ( 0  = Js in  (ok ( t - t ) d z  I f { £ , r ) s in  . (2.142)
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|'И1 ( .’ 137), (2.138)га кура куйидаги куринишга эга булади:
. кла1 у/(£) . клш  (р(д)соз —— + ял

I шк I
Шупдай килиб, (2.141), (2.142), (2.143), (2.135) кура (2.133),

I ' I И) па (2.134) масалани ечими ушбу куфинишда булади:
к л £«(*,/) = 'тй)к (/ -  т)<1т f  / , т) хт  — —сМ; + 

1=1 Г®* о о 1

2 п к лану || < р ( £ ) с м - - , Г(£) . клм -Л------ Я Л -----
01

2-Мисол.

Л

. кл£ . клх
(2.144)

л 2 X
ии =ихх + ^ Т '  0<лг</, г> 0 тенгламанинг

О<х<1, м(|/=0=0, 0 <х<1 бошлангич шартларни х,амда

■•(П./) О, «(/,/) = 0 чегаравий шартларни каноатлантирувчи м(х,/) 
рчммн топилсин.
•"ими. Берилган генглама, бошлангич шартлар ва чегаравий 
им|)1 парга асосан (2.144) ечимдан фойдаланиб куйидагини

/ л [ 2 V . / и  ■ кя% ги(х,1) = 2^ 1----- I хта>к ( * - г )^ г  I— +
*=1[/<У*0 о 21

2 к т  \л  . кл£I клх гл  . клд . клх клн— сох----  — тп— -а£}з1п----- , со,
I / ¿ 2  I I к I

||и'ил киламиз. Бундан, интегралларни хисоблаб куйидагига 

и{х,0  = ¿ р - [ ( - 1 ) *  - 1]|1 -(1  + к2)соз^у-^ ЛП 

и п (»Уламиз.
1»уидан, агар к = 2п булса, (—1)* —1=0, агар к = 2п+\ булса,

| I) -1  = -2  булганлиги учун топилган ечимни куйидаги 
Ирниишда ёзиш мумкин:

<М) (2я +1) 1 1 1 I !  I '

З-Мисол. ип = и хх + I Я1пх, 0  < х < Л , * > О тенгламанинг

юз



и|,=0 =0, Ъ < х < л ,  M,|f=0 = 0 , О сх сл -

бошлангич шартларни хамда
м(0,/) = 0, u(sr,t) = О, t>  О

чегаравий шартларни каноатлантирувчи u (x , t )  ечими топилсин.
Ечиш. Берилган тенглама, бошлангич шартлар ва чегаравнн 

шартларга асосан масаланинг ечимини u(x,t) — v(t) ■ sin Л 
к5финишда излаймиз.

u(x,t) = v(t) ■ sinx функцияни бир жинсли булмаган тенглами 
ва бошлангич шартларга куйиб, куйидагини хосил киламиз:

куринишда топамиз.
3. Агар (2.133) тенглама учун бир жинсли булмаган

au(0,t) + ßux(0,t) = ß (t) ,  t>  0 , 
yu(l,t) + ôux(l,t) = v(t) ,  t>  0 

чегаравий шартли аралаш масала берилган булса, бу масалаии

танланадики. натижада v(x,t) номаълум функцияга нисбатан 
(2.133), (2 .113), (2.114)га ухшаш масала хосил бз'лсин.

4-Мисол.

v ’  + a 2v  = t , i>(0) -  V (0) = 0. 
Бу Коши масаласининг ечими

v{t) — —  t — sin at 
а У a

куринишда булади.
Щундай килиб, куйилган масаланинг ечимини

u{x,t) = —  t —  sin at sinx 
a a

ечиш учун аввал масала ечимини
u(x,t) = v(x,t) + w(x,t)

utt + 2ut = и^  + 8и + 2x (l -  4/) + cos 3jc, 0 < x < —, t > 0

тенгламанинг
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,=0 -------- v “ ' l  /=2
.... ииангич шартларни х,амда

ux (0 ,t )  = t, л
г - '

- о
V У

mi I иравий шартларни каноатлантирувчи u(x,t) ечими топилсин. 
Кмиш. u(x,t) функцияни куйидаги

u(x,t) -  w(x,t) + v(x,t)
Ирнпиитда излаймиз, бу ерда v(x,t) = xt чегаравий шартларни 
iHiiina глантирувчи функциядир [/x(t) = v(t) = г],

«  = 0, р  = 1, 1 = ̂ -, у=~, 3  = 0, с 2=с5= 4, С, = С3 = С4 = С6 = О
2 к  2

u(x,t) функцияни берилган тенглама, бошлангич шартлар ва
......фавий шартларга куйиб, w(x,t) функцияга нисбатан куйидаги
Miu илани

яwtt + 2 iv, = w^  + 8w + cosЗх, 0 < х < —, t > 0,

wx (0 ,f )  = 0, w^Y>rJ  = 0 -

w| n = 0, 0 < x <  — , w J  _ = 0 ,0 < jc <  — ii=o ’ 2 ,=0 2
mu n i киламиз. Бу масаланинг ечими (2- холга каранг)

оо

w(x,t)= Y.Tn(t)c°s(\ + 2n)x
п=0

»ЛрННишда кидирилади ва Tn(t) функцияга нисбатан куйидаги 
Киши масалани

(К)
\т„ (0  + 27; (0  + (1 + 2п)27; (г )- 8 7 ; (0  = 1, 

[ г л (0) = 0, Тя (0) = 0, п = 0,1, 2 , . . .
шшмиз.

I ) Агар п Ф 1 oÿjica, у  холда (К) масаласи факат айнан нолга 
u ni ечимгаэгабупади, яъни Tn(t) = 0 .



I
2) Агар n — 1 булса, у  холла (К) масаласи 7](f) = l - e  ( - í e  1 

ечимга эга булади.
Шундай килиб, куйилган масаланинг ечимини

u(x,t) = w(x,t) + xt = 1̂ -  е~' -  te~‘ + xt

к)финишда топамиз.

4. Тугри бурчакли мсмбрананиш тебраниши.
Ушбу

ип = а 2(ихх + иуу) , 0< *< р, 0< у <q,, t >0  (2.145) 

тенгламанинг { (х , y , t )  : 0 < х < р, 0 < у < q, t > О} да аник-
ланган, узлуксиз ва

u(x,y,t)\t=0 = <p(x,y), 0 < х < р ,  0 < y < q ,  (2.145.1)

du(x,y,t)
dt

= у/(х,у), О<je< р, 0<y<q (2.145.2)
f= 0

бошлангич шартларни хамда
i¿(0 ,y ,í) = 0, u(p,y,t) = О, и(х,0,/) = 0, u(x,q,t) = 0 (2.145.3)

чегаравий шартларни каноатлантирувчи u(x,y,t) ечими топилсин. 1 
Бу масаланиииг ечимини

и ( x , y , t ) =  Т ( í )  • v ( x ,  у)

куринишда излаб T(t) учун (2.126) (Я = //2) тентламага, v(x,y) учум

V +v  + u 2v = О
XX УУ

тенгламага ва
u (0 ,y ) = 0, ü (p ,y ) = 0, v(x,0) = 0, v(x,q) = О 

чегаравий шартларга эга буламиз. Бу масалани 1-2 холларг» 
ухшаш ечиб, унинг хос кийматлари ва хос функцияларини 
куйидаги куринишда топамиз:

/ 2  22 i m пI ?  =жг[ L V (x,y)=sin— x cos— y, m,n = 1,2,.... (2.145.4)
\Р ч ) Р Я

vm П<Х'У) хос функциялар ортонормаланган функцияларнипг 
системасини хосил килади. Хаки катан,

4 Р;Чг . т к  пя . т к  пк—- мп---- x-cos---- y s in ----- xcos---- у =
ПП J J п п  п  п

0 0
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г

- f t
/ /J, агар m = n, m= n ,

1n 4 •• ' (2.145.5)[О, агар тФ п еки m Фп. v '
»иди (2 .126)тенгламадан

Тп,т  ( 0  =  An,mc o s a Mn,m 1 +  Bn,ms in a  Mnjn {
и а буламиз.
Шундай килиб, куйилган (2.145), (2.145.1), (2.145.2), (2.145.3) 
мнсалани ечимини

u(x,y,t) = T(t)-v(x,у) -  £  Tnm(t)-vnm(x,y) =
т,п=\

Е г д „ п . т к  пк 
\i,mc o s +  B„msina/xnmtj-sin---- x-cos —  у (2.145.6)

m,rt-\ P Ц
t> v рипишда аникдаймиз, бу ердаги Д,„ ва Впт коэффициентлар 
(мнмлангич шартлардан топилади:

л Р Я. 4 Г Г . т к  ПК
An,m= —  ) \ sm— x c o s — y (P ^ y ^ dxdŷ  (2.145.7)

о о

И . т  л  п л  , , 
sin---- x -c o s -----у у/(х, y )d x d y .  (2.145.8)

5-Мисол. и„ - , 0 < х < р ,  0 < y < q ,  i> 0  
нчиламанинг

I К  ки\ =Asin—x-cos—у, 0<jc <  р, О <y<q,
Р Я

и, | ()=0» 0 <х< р, 0 < у <q

Гюшлангич шартларни хдмда
и(0,у ,?) = 0, и(/?,у,г)=0, и(дг,0,?)= 0, u(x,q,t) = 0 

чиаравий шартларни каноатлантирувчи u(x,y,i) ечими топилсин.
I чшм. (2.145.6) ечимга ва бошлангич шартларга кура

. . л  л  , . т л  плAsm—x-cos—у = > A sm---- xcos —  у
Р « т,п=1 "'т Р Ч

„  . ™л пл U= > ац В sin---- x-cos---- уL-t ~ т,п п,т у
т,п=] Р Ч
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эгабуламиз. Бундан, \ i= A. Bi,i=0> Ап,т = В п , т = 0  =
Демак, куйилган масаланинг ечими (2.145.6) ва (2.145.5)1 

формулаларга асосан

u(x,y,t) = Acosapn т t ■ sin—х - eos—у, fin m -  ^

куринишда булади.
Юкорида баён килинган Фурье усулини тулкин тенгламасида 

фазовий узгарувчилари сони икки(доиравий мембрананинг эркин 
тебраниши учун) ва ундан ортик булганда хам куллаш мумкин 
[3],[5],[7],[15].

Изо*. Чегараланган тор тебраниш тенгламаси учун 1, 11, ш  
аралаш масалаларни давом этгириш усули билан хам ечиш 
мумкин [5].

Мустакил ечкш учун масалалар

I. ии = а 2ихх тенглама учун 0 <х</, t>  0 ярим 
йулак(поласа)да куйилган куйидаги масалаларнинг ечими 
топилсин.

381. m(0,í)  = 0 , u(l,t) = 0, u(x,0)= ^ -x (/ -x ) , u , l=0=0 , h>0.

. . . 5лх
382. м(0,г) = 0, u(l,t) = 0, и (х ,0 )= 0 , ut(x,0) = sin— .

383. u(0,t) = u(I,t) = 0, k|í=0 = sin7x, Mt|f=o=0, a = l, 1 = л .
, . 2 л

384. u(0,t) = u(l,t) = 0, m|i=0=0. “.|í=o = s ,n - r ^ -

, ч I ■ 5# I • K V385. u{0,t) = ux{l,t)=0, u\t̂  = sir— x ,u t\t=0=sm—x.
л  | Зтг 5л

386. ux(0,t) = u(l,t) = 0, u\t=0=c<x-x, ul¡t=0=cos— x + cos— x.

387. ux{0,t) = ux(l,í) = 0 , «|,=o=* ’ utIf=o = 1 •
388. ux(0,t)=ux(l,t)=0, u\t=0=ces2x,ut\i=0=3cos5x;l=K,a = \.

389. ux(0,í) = 0, ux(l,t)+hu(l,t)=0, м|(=ю=^(х),м,|(=0 = г ( дг)-л> 0-

390. ux{0,t) = 0 ,ux{l,t) + hu(U ) = 0 , M|f=o = ° , « t|(=o= l, h>0.
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|№ l. ux(0,t)-hu(0,t)=0, ux(l,t)=0, u\t=Q = <p(x), 

u,\t=0 = V (x) ,  h > 0 .

Ж  Ux(0,t)-hu{0,t)=0, ux(l,t) + hu{l,t) = 0 ,

MU  = P W , A>0.

II. u „ = a 2uxx + f ( x )  тенгламанинг 0 < *< /, f >o ярим 
(Циак(поласа)да аникланган, бир жинсли м|f = 0, м,| 0=0

(ЦоШлангич ва куйидаги чегаравий шартларни каноатлантирувчи 
»чими гопилсин.

I'M. w (0 ,i) = 0 , u(l,t)  = 0 , / (x) = bshx.
I'M. u(0,t) = a ,  u{l,t) = fi .
WV ux(0,t) = a ,  ux(l,t) = J3.
1%. ux(0 ,t)-hu(0 ,t)  = a ,  u(l,t) = j3.
«'>7. ux(0,t) = ce, ux (l,t) + hu(l,t) = j3.
WH. ux(0 ,t)-hu(0 ,t)  = a ,  ux(l,t) + hu(l,t) = - a .

III. utt = a2uxx + f (x , t )  тенгламанинг 0 < jt< / , />о ярим 
1*Уш1к(поласа)да аникланган, бир жинсли м|; ( ) =0, и,\ о=0

Оишлангич шартларни ва куйидаги чегаравий шартларни 
«пноатлантирувчи ечими топилсин.

W . м(0,/) = «(/ ,r) = 0, f (x , t )  = s i n ~ .

IIHI. u(0,t) = u(l,t) = 0, f  (x,t) = Ae~f sin~~.

401. м(0,*) = и(/,г) = 0, f  ( x , t ) =  А х е - ‘ .
ID.!. и(0,г) = 0, мл.(0,*) = 0 , f ( x , t )  = A sin t.

ИМ нх (0,*) = 0 , м(/,*) = 0 , f ( x ,t) = Ae-'cos— .

'НМ. мЛО’0  = иЛ /̂ ) = ° .
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IV. и tt = и хх тенгламанинг 0 < х< 1, t>  О ярим йулак 
(поласа)да аникданган ва куйидаги шартларни каноатлантирувчи 
ечими топил син.

405. u(0,t) = t2 , u ( l , t )~ t3, u(x,0) = sinx, и,(х,0) = 0 , 1= л .
406. u(0,t) = e~‘ ,u(l,t) = t,u(x,0) = sinxcosx, и,(х,0) = 1 ;/ = лг.

407. и(0,*) = Г, ux(l,t) = l, u(x,0) = sin^xtU,(x,0) = l ; l  = X .

408. мх (0,г) = 0 , ux ( l , t )  = sh le~‘ , u(x,0) = chx, u, (x ,0 ) - -c h x .
409. u(0,t) = t ,u(l,t) = 0 ,u(x,0) = sinxcosx, u ,(x ,0) = 0 ;l = л .

410. Mx (0, i )  = 0 , ux(l,t) = 2 s in 2 t , u (x ,0) = 0 ,
u,(x ,0)  = - 2 c o s 2 x , l - л/4 .

V. utl = a 2uxx + f (x ,t ,u )  тенгламага 0 < x < l,  t>0  я р т  
йулак(поласа)да куйидаги шартлар билан куйилган аралаш 
масаланинг ечими Фурье усули билан топилсин.

411. u(0,t) = 2t, u ( l , t )  = 0 , м (х,0) = и,(;с,0) = 0 ,
f = u ,  а = 1, 1 = 2.

412. M̂ (0,i) =0, ux(l,t) = 0 ,  u(x,0)=ut(x,0)=0,

f  = 4 и + 2 sin2x , a  = 1, / = К .

413. и(0,г) = 3, ux(l,t) = t2 + t , k(jc,0) = 3, и,(дг,0) = x + sinx,
1 '

/  =2u, +4r| s i n x - x t— x , 1  = л/2, a  = \.
2 У

VI. Туртбурчакли мембрананинг эркин тебранишиии 
аникловчи куйидаги аралаш масалалар Фурье усули билан 
ечилсин.

414 и„ = a2(urr +mw), и\ =м| =и\ = и| = 0 .tt \ хх уу ) » U=0 \х= р  I у - 0  I y=q

p,q = const>0 ; м|(=о=0, H,|(=0 = 5si>i г Ъкх ' sin
v  4  J

415. ut t = u xx+ u yy, « U  = M4 = p =MU =M>|y=(?= 0 -

5 ny
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u\í = 0 = COS

U  = Axy, иЛ,=о =
uA = u\ = u\

Aijt=U i x=p 1,

N / \7Г X
s in

я  у

2 p ) l  я J

I y = q

VII. Куйидаги аралаш масалаларни Фурье усули билан ечинг. 

417, utt = и хх — Au, 0 < je <  1, / >  О,

м(0,г) =  и(1,/) =  0 , u\¡=q = x 2 - x , м,|(=0 = 0 .

4\Н. u „ + 2 u t = и хх — и, 0 < х < я ,  t > О,
ы(0,/) = и(л\г) = 0, и\1=0- - х 2 + лх, m,|í=0 = 0.

Il') ип + 2ut — им  — и, 0 < х < л ,  î > О, 

ux(0,t)=u(x,t) = 0 , м|,=о=0’ ut\t=0 = x - 
4,'II иИ + и, = и хх, 0 < X < 1, / > О,

и (0 ,/) =  /, и (1 ,г )= 0 , и)f=0 =  О, U'\i=0 = l - x .

(Л. и,, = ихх + и, 0 < X < 2, t > О,
u(0,t) = 2t, u(2,t) = 0, u\t=0 = 0, м,I(=0 = О.

4’IJ ч„ = и хх + и,  0  < X < I, t > О,

u (0 ,t)  =  0, u ( í ,t )  =  t ,  м|/=0 =  0, M( |í= 0 = y .

t яi, ып + 2 ut -  и ^  = 4 х  + 8е c o s х, 0 < х < —, t > О,

ux[0,t) = 2t, u\t=0 = cosx’ uÁ,=o = 2x-

Ъх
4 ’ I ul l - 3 u t - u xx- u  = -(A + t)x +cos1^-, 0 <x<K,  i> 0 ,

M,(0,f) = l  + i, «(/T,í) = 7T(í+ 1), m|(=0 = x, ut |i=0 = x . 

4ÎS un =uxx + lOu + 2cosx-sin2x, 0< ;c< 0,5;r, i> 0 ,

m(0,í) = °, ux( ^ , t ] = 0 ,  m|,=0 = 0, Mf|/=0=0.

in



1 ?426. м„ = ихх + - и х + (г +1) • J 0(Mkx^ 0 < дс < 1,
X

|и(0,г)|<вв, m(1,í ) = 0 ,  м|г=0 = 0, «,|,=0 = ° .

бу ерда Мк~ = Q тенгламанинг мусбат ечимлари, J 0(M)
Бессел функцияси [2. том 2], [12].

427. = i*xx + ~ их. + (sint + cost) - J 0({ikx), 0 < je < 1,
X

428. utt~ u xx + —ux О< je< 1,
X

|и(0,/)|<~, u{l,t) = sin2t, и|(=0=^

429. + sin3t = mxï +—их 0 < дс< 1,
х

|и(0,/)|<~, и(1,*) = 1, Kf||=0= i

и<Ц = 0.

j J0( 2x) , u. I „ = 0
J0(2) . ’ ' 1 í=0

J 0(3x)
• “ , n=l-

J0(3) . 1=0

430. utt = х и хх +их 0 <  дс< —,

|и(0,г)|<оо, и(0,25,/) = 0 , м,|(=о = 0, и||=0 = J 0(2fil\[x),

бу ерда //, -  0 тенгламанинг мусбат ечимлари,
Бессел функцияси [2],[12].
431. ии = х и хх + и х 0  < дс < 1,

|и(0,г)|<°°, Ux(l,t) = 0, u,\t=ft = J 0(jikJ x ) ,  m|í=0 =O, бу срд

/ик-  J,(U) = 0 тенгламанинг мусбат ечимлари, J ~ Бссс  ̂
функцияси [2], [12].

4 3 2 . u tt = а 2 ( х и х ) х 0  < х < I, а  = yfg  ,

|n (0, f ) |< o o ,  i / ( í , í ) = 0 ,  4 = o  =  Mo W ’  M » l /  = 0 =  0 -

433. u!t = а 2 ( x u x )x + co2u O < x < /, a = ,

|m(0,í)|<°°, u(l,t) = 0, и||=0 = и0(дс), и , | , =0 = м,(дс) .



III Б О Б

ПАРАБОЛИК ТИПДАГИ ТЕНГЛАМ АЛАР

I - §. Иссиклик утказувчанлик тенгламаси учун Коши

Иссиклик утказувчанлик тенгламаси учун классик Коши

......... ннгич шартларни каноатлантирувчи u(x,t) функцияни
.....ншга айтилади, бу ерда f(x,t), <р{х) - берилган функциялар.

Агар f{x ,t) ,  х е  К", 0 <f<+°° ва (f>(x), х е  R" берилган 
\ iiiv k c H 3  чегараланган функциялар булса, у холда (3.1), (3.2) Коши 
Ы.....насининг ечими мавжуд ва ягона булиб, у

Пумссон формуласи оркали ифодаланади [5], [7].
I. Агар (3.3) формулада п = 1, f (x , t )  = 0 булса, у холда (3.1), 

НМ Коши масаласининг ечими
1 -н» 1 +00

^  ^ = 2а ¡ Е (х Х ^ <р№ №  (3.3,)

Агар (3.3) формулада п - 1, /{х,г)Ф0 булса, у холда (3.1), 
I < I Коши масаласининг ечими

масаласи

U-ff

» ч тенгламанинг фундаментал ечими дейилади [15], [19].

u{x,t) = X
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(X- í r (x-Ç)2If
4" < м > / № гд аг  <зад

KÿpHHHmfla ёзилади.
1-Мисол. н ,= иXX, -  °° < X < +°°, t > О тенглама учун куйи-

даги m(jc,í)|í=0 = х е ~ х , - ° ° < х < + ° °  шартларни каноатлантирув-
чи Коши масаласининг ечимини топинг.
Ечиш. (3.31) формулага асосан берилган масаланинг ечими

ly f iñ
J  Çe Z е 4f dÇ (3.4)

к5финшида бупади.
Унг томондаги интегрални хисоблаймиз:

\ J'

+ С

= —  IAt J

( x - t f  { x - 4 f
I f  л ,  ,  -#2 _е ^ е  4i dÇ = ~— j e  Al de

+~ -£2- +°° (5rí)
4/ d t .

Бундан

Куйидаги

r - í í . * 4‘ dÇ = —
4í + \

+°° в2 (*-£) 
f í

С2 (•»-#) _ 4f+1 Г g; 
 ̂ 4< 4/ I4 í

тенгликка ва

*2 X2 4г + 12х£
4/ +1 ) 4 1 4 f+ 1 4/

+ — = ■
4/ +1

+ ° °  2
J e  р d p - y /л (3.31

формулага кура

/=-
у
4/+1

4í + l
2\[ñt 

\¡ (4/ + 1)3
4/+I

• (3.6)

Шундай килиб, (3.6) ни (3.4) тенгликка куйиб, берилган Кош» 
масаласининг ечимини оламиз:
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и(дг,Г) = . ' = е 41 + 1

ч/(4? + 1)3

2-Мисол. и ,— 4 и а +* + е‘ —«> < л: <+°°, *>0 тенглама учун 
цуЙидаги

пмртни цаноатлантирувчи Коши масаласининг ечимини топинг.
I чиш. п = 1 да (3.3) Пуассон формуласига кура, берилган тенглама 
ц 1 (3.7) шартдан фойдаланиб куйидагини

мн ил киламиз.
(3.8) ифоданинг £ буйинча олинган биринчи ва иккинчи 

шисгралларида
^ =  х +  4л/7-х, с11; =  4уГгс1$-, £  =  х +  4л/г-г г, (1с; =  4 \1 [-Т (1 г . 

иимаштириш бажариб куйидагига

и ( х , г ) =  —2= | е \ (т + е т )с1т \ е ~ ^  ¿ г  (3.9)
>/Я' о

ни буламиз. Маълум булган (3.5) формулага асосан (3.9) 
фпрмуладан

пи \осил киламиз. Демак, берилган тенглама учун куйилган Коши

I партии каноатлангирувчи ечимни топинг.
I чиш . п = 2 да (3.3) Пуассон формуласига кура, берилган тенглама 
ми (3.10) шартдан фойдаланиб куйидагини

и ( * , О | 1 = 0 = 2 (3.7)

м,н аласининг ечими «(-*, дан иборатдир.

Д-Мисол. + е' тенглама учун куйидаги
м (х , > \ 0 |г=о (3.10)

и(х,у,1) = -----  | | соз £ • ли 77 е
4 7С1 _ - г»

4г
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|*-#f +ly-'/f
+ J _ j £ ^ l 7 +j e '  * = ó

4/r¿ t - т
(3.11)

х,осил килам из.
(3. 11 ) ифоданинг биринчи ва иккинчи интеграларида 
¿; = x+2\ftsv d¿; = 2y¡tdsx-, T] = y+2sft -s2, d7] = 2\ítds2,

¿; = x+2s¡t-r-zv d¿¡ = 2\lt-Tdz.í\ T] = y+2-Jt-r z2, dT) = 2-Jt-rdz1 
алмаштиришлар бажариб куйидагига

4 1 + °°  г  -I I2 г
u(x,y,t) = ----- í sin(x + 2ylt • í])e 511 ¿Ц J co í(y + 2Ví-52) x

4/П JL ^

xe
4 eT( t - r )

r - r
г/г I e -wVjVw2

эга буламиз. Маълум булган (3.5) ва

\e-a41cospldX = —  е_ «г

_^2
4а

* rz| (3.12) 

(3.13)

формулаларга асосан (3.12) формуладан
и(х , y , í )  = е' - 1  + e~2,cos х ■ sin у 

Коши масаласининг ечимини х,осил киламиз.

Му ставил ечиш учун масалалар

Иссикдик утказувчанлик тенгламаси учун Коши масаласипн 
ечинг.

I. (3.1), (3.2) масалани п - 1 булганда ечинг.

434. и = 16и ,XX « (* ’ 4= 0 = 8.

435. и = и + 2 1,
XX = o =*•

436. и = и ,
XX

н(х,г)|(=0

437. и — и +sint,
XX

u{x,t)\i=o =°-

438. и = и ,
XX «(*>o|f=0 = sin 2x.

439. = и ,
XX u(x,t)[=Q = eos 3x.

440. и = и ,
XX “ (•*■’ г)|/=0 = ch x.
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'II, и = и ,
XX u(x,t)\í4j =sh2x.

и = и +31 ,̂
XX

= sin x.

1 1 и = и + е х cos x,
XX M(x,í)|f=0 = cos X

1-1 и = и +е' ■ sin x,
XX

u(x,t)\t=0 = sin X.

h. и = и + sin t,
XX ’ “(xA = o = e- \

Ib 4 м — И ,
XX

II•*«»'s e 2 x - x \

1/ и = и ,
XX « ( -M )|r=0 = xe~x2.

IK. 4 и = и ,
XX мО>Ог=0 = sin x ■ e~

II. (3.1), (3.2) масалани n = 2 бутгганда ечинг.

110 и = Au, u{x,y,t)|?=0 = sinx-sin2y.

I ¡O, u = A u ,  u(x, y,í)|f=0 =  sin2x-cosy.

|M. и = Au + t ■ sinx-eos y, u(x,y,t) |¡=0 =xy.

f|V u=Au+xy-e~r, u(x,y,t)\t=Q =2xsiny.

l 'il, и = 4Au + xt ■ sin y, M(x,y,í)¡f=0 =xcosy.

|V| u = A u  + e‘ , u(x,y,t)\t () = eos x-sin y.

i|VY и = Au + sin t sin x sin y, u(x, y , í)|f=0 = 1-
_  2_  2

I ,(> и ~  Au +  cost, м(х, y,í)|í=0 = x y e x y  .

h/. 8Hf= A i í  +  l ,  u(x,y,t)|(=0 =e~(x~y) .

INK. 2 u = A u ,  M(x,y,í)|f=0 =cosxy.

III. (3.1), (3.2) масалани n = 3 б^щганда ечинг.

IV) и = 2Au + t eos x, u(x, y, z,í)|(=0 = eos y ■ eos z. 

lt>0 и ^ З А и  + е1, «(jf,y.z,í)¡(=0 =sin(x-y-z).

if» 1. 4« = Au + sin 2z, u(x,y,z,t)\¡=Q =0,25sin2z+e~ cos2y. 

Ir».' и = Au + cos ( x - y  +z), «(jc,y,z,r)|f=0 =<Г(д:+-у~~) .
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4 6 3 .  u = A u ,  u ( x , y , z , t ) \ t^  = c o s ( x y )  s i n z .

j  (*-у)
464. Куйидаги функция = \<Р{у)е 41 i> 0 , бу ерда

^(у)> _0° < У < +°° -  берилган узлуксиз чегараланган функция,

ut = и хх тенгламанинг м|(=0= ф(х ) ’ х G ) шартни
каноатлантирувчи ечими булишини курсатинг.
465. и, = ихх тенгламанинг f >0 ярим текисликдаги регуляр ечими 
учун т  < u(x,t) < М бахо 5финли эканини курсатинг, бу ерда 
т  = inf и(х,0), М =supu(x,0), хе  (-«>; + «>).

466. и, ~ ихх,и\t=a=<p(x), дге(-°°;+°°) Коши масаласинингн(х,/) 
ечимининг ягоналигини исботланг.

Г
467. Бевосита текшириш йули билан и(х,0 = jv(x,t,T)dr функция

о
ut = u xx + g ( x , t )  тенгламани каноатлантиришини курсатинг, бу 
ерда

-Ь» (х~>)2
v(x,t,T) = — r ■ - — -  j e  g (y ,T )d y ,t> T

2yjx(t-t)_ L
g(jc ,f), -  oo < я, r  < +oo _эса берилган узлуксиз чегаралангаМ 
функция.
468. ut ~ uxx тенглама учун t>T булганда u(x,t)\t=T=chx шартли 

Коши масаласининг ечимини топинг.

2- §. Чегараланмаган ва ярим чегараланган сох,аларда бир 
улчовли иссиклик утказувчанлик тенгламаси учун куйилган 

масалаларни Фурье алмаштириш ёрдамида ечиш

1. Ушбу (3.14)

интеграл билан аникланган /(Л) функция / (* ) функцияншм 
Фурье алмаштириши дейилади[5],[6],[15].

118



2. / (* ) . -°°<-*<+°° функцияни /(Л) оркали топиш 
фпрмуласи куйидагича:

/ ( х ) = - 7 = ! / ( л )е‘Лх^л  (3.15)
—оо

3. (3.14) га тескари алмаштириш (3.15) формула билан 
|||||ц<ланади.

4. Фурье алмаштириши мавжуд булиши учун:
О ./ ( х ) функция чекли сондаги экстремумларга эга булиши;

0) / \х ) пинг биринчи турдаги узилиши мумкин булган 
мукталардан ташкари барча нукхаларда узлуксиз булиши;

+оо

и) | V (*)|^  интеграл абсолют якинлашувчи булиши етарлидир.
—оо

1-МиСОЛ. М<= а2“л=с’ -ОС < 0 < Г <+оо (3.16)
(Ош лама учун куйилган

и(х,0) = (р(х), —°о<х<  -Н» (3.17)
1‘ «• 111 и масаласини Фурье алмаштириш ёрдамида ечинг.
I чиш. Фараз килайлик и(х,1) функция ва унинг 
«III плалари х —> ±°° да нолга шундай интилсинки, ушбу

г?(*,А)-  г—  | и (х ,? )г  ¿х (3.18)
—оо

Фурье алмаштириш маонога эга булсин, у хдпда куйидагилар

л/2тг ** Эг Эг
1 4~

1 гЭ2м(х,0 -1Ах 1 "7 / Ч/ -¡Ах¡и(х,1)(-Л)е ск-

2 + ° °

= ^2ж ¡ и (х,‘ ) е **<** = ( 3 . 2 0 )  

г?(0Д ) = 7 к  ¡<р(х)ечЛлЛх = Ф(Л) (3.21)
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уринлидир.

(3.14) тенгламани ва (3.15) шартни иккала томонини

га купайтириб хамда * буйича дан +°° гача интеграллаб, (3.19)1
-  (3.21) ни хиеобга олиб, куйидаги масалани хосил киламиз:

^ l ^ + t i 2A2z?(f,A) = 0, (3.22)
di

г?(0,Л) = Ф(Я). (3.23)
(3.22) оддий дифференциал тенгламанинг умумий ечими

^ (t ,X )  = cle - a42t  (3.241

тент. (3.24) ва (3.23) дан
г9(0,Я) = с, = Ф (х).

Демак, (3.22), (3.23) масаланинг ечими
ú(t,A) = Ф{Я)е~аЧг‘ (3.25)

куринишда булади. 1
Энди (3.15) тескари Фурье алмаштиришга кура (3 .1 о) дан

куйидагини

м( х>/) = ]# { t ,x )e iUdÁ (3.2Ы
'i'171 —о

х,осил киламиз.
(3.25) ни (3.26) га куйиб (3.21) га асосан

y ^ ( p ( £ ) d %  jc o s A ( x - í ) e ~ a2Á 'd Á + i J s in A { x -¿ ¡ ) e a л 'd X
2л

ни оламиз. Бундан cosx функциянинг жуфтлигини, 
функциянинг токдигини хиеобга олиб,

u (x ,t )  = — J < p (€)d f\ c o sA (x -g )e~ a Я cdX (3|1

хосил киламиз. 
(3.27) дан ва
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+оо ,--   ̂ /Ч2

формулами хдмда а  = алЦ, /? = дг-^ни эътиборга олиб, (3.14), 
| 115) Коши масаласининг ечимини оламиз:

(3.29,
— оо

5. (0,+°о)да аникланган f (x )  функция пинг Фурье 
>' пшштириши.

Ушбу

?с(Л) = у1 ^  I f ( £ ) c°s * £ d 4  (3 30)

«н

1 = j f ( 5 ) s i * A 4 d £  (3.31)

ииптраллар билан аникланган /С(Л) ва f s (A) функциялар f ( x )
ф V Икциянинг мос равишда косинус ва синус (Фурье) 
ч ....... .. I иришлари дейилади.

(3.30) ва (3.31) формулаларнинг оргиналига утиш мос равишда
f l  +~ —

/ ( jt) = -y~ ' / f c (A)cosAx dA

( 328)

tin

[2 +°° —

= J  f s (Л) sin Ax dA

(3.32)

(3.33)
0

ф"1'м\ палар оркали амалга оширилади.
2-Мисол. ut = a 2u ix 0 < х  < +°о, 0 < t < +00 (3 34)

(•чн киманинг

M(0,i) = 0, 0 < i <+оо, (3 35)
и(х,0 ) = /(jc), 0<дс<+«> (3.36)

Ц1ИЦ1 парни каноатлантирувчи ечими топилсин.
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1
J^~sinA,£ га купайтириб, £ буйича 0 дан +°° гача интеграллаш

куйидаги масалани х,осил киламиз:
dU (Я,г) л
---- ^ ---- - + а Я U (Ä,t) = 0, 0</<+°°, (3.3/)

d t

u M ,t)\ i=0= f s (Ä), (3.3«)

Е ч и ш . (3.34) тенгламани ва (3.36) шартни иккала томоииии

бу ерда

U ( Л , = 1  u(Ç.t) sinA<!; dÇ,

(3.37) тенгламани (3.38) бошлангич шарт асосида ечи1\ 
куйидаги ечимни оламиз:

U s (Ä ,t )  = f s ( Ä ) e - a 4 2 t . (3.39)

(3.39) формулани иккала томонини J ~  siniíx га купайтирио, 

Я буйича 0 дан +°° гача интеграллаймиз:

и(х,1) = ̂ -  jU s(A,t)sinAxdA = ̂ -  j f s(A )ea Á t sinAxdA. (3.

(3.33) ва (3.28) формулаларга Kÿpa (3.40)дан куйидагини 

u(x,t) = - -  J  f{Ç )dÇ  j  é~a X lsinAÇsinAxdA =

.401

0

= I . +f  f ( Ç ) d i ] e - a 4 2 ‘ [cosA (x-Ç )-cosÀ (x+ Ç )]d A  =

l a j n t

0
(Х- t)2 _(x_+ïf 

g 4a2/ _ g  4 ah
0

n t ) d l

хосил киламиз.
Шундай килиб, (3.34), (3.35), (3.36) масаланинг ечими куйидаги
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u(x,t) - 1 " 7
2a\[ñt 

П'рммишда бупади.

(*-#) _ (*+£) 
e  4 a 2t _ e  4a2t f ( f ) d4  (341 )

М устакил ечиш учун масалалар

Куйидаги масалаларни Фурье алмаштиришларини куллаб
» 'НИН .

ir,') t t^ c fu ^  —и, —°°<х<+°о, t > О,
И(х,0) = <р(х), -оо< х< + оо.

4 / 1 1  и1 = а 1ихх+ f(x,t),  —°°<х< +0 0 , t > О,
14(х,0) = 0, —оо<х<+°°.

1/1 и, = а 2ихх — hu, 0 < x , t< + ° ° ,
«((),/) = 0, 0<г<+ °°, и(х,0) = <р(х), 0<д:<+°°.

и ,= a 2uXXt 0 < x ,t  <+оо,
« , ( 0 , 0 = 0 ,  0<f<+oo, и(х,0) = <р(х), 0<дг<+оо.

4  Чу м , =  д 2ыи - / ш ,  0  <  x , t  <  + ° ° ,

мд( 0,0 = 0, 0<f<+°o, m(x,0) = ç>00, 0<jc<+°°.

11 I ы,= а  ихх, 0 < x ,t< + °o ,
u(0,t) = <p(t), 0<i<+°°, m(.ï,0) = 0, 0<jc<+°o. 

u t = a 2u xx ' 0 < x , t  <+oo,

ux(0,t) = <pií), 0 < í< + o o ,  u(x,0) = O, 0 < x <-h«.

4/Г» “ ,= a 2uxx + f ( x , t ) ,  0 < x , í < o o ,

«(0,0  = 0, O < / < -boo, u(x,0) = 0, 0<x<+oo.
4 / / u = a 2uxx + f ( x , t ) ,  O < x,t < » ,

« , ( 0 , 0  =  0 ,  0 <  í  <  + 0 0 ,  m ( x , 0 )  =  0 ,  0 < x < + o o _

l/K u = a 2uxx~hu + f (x , t ) ,  0 < x , t< ° ° ,
m(0,í) = 0, 0 < í <+oo, m(x,0) = 0, O < jc <+°° .

>1 /»>. и t- a 2uxx-h u  +f{x,t) ,  0<x , t<°° ,

123



480. и t = а г и хх -  hu + f  (х , t ) ,  0 < дй,г<+°°.
«(0,0 = 0, 0<f<+°°, и(х,0) = <р(х), 0<х<+°°.

481. и t = а 2ихх -  hu + f  ( x , t ) ,  0 < x , t < + ° ° ,  

ux(0,t)=0, 0<f<+°°, m(x,0) = ^(x), 0 <jc<+°o.
482. II-бобдаги 355-масаладаги тенгликдан фойдаланиб куйидаш 
тенгликни уринлигини исботланг:

(x-ÇŸ (x+í)2

M ( 0 , f )  =  0 , 0 < f < + ° ° ,  м ( х , 0 ) = 0 ,  О < д: < + ° ° .

+°° -аЛ i г е cos Лх . .
----- ----------5-----“ Л. :

i  Я2 + h2
\[л

4h\Jcc
-H 4 a + e 4a dÇ

483. II-бобдаги 356-масаладаги тенгликдан фойдаланиб куйидаш 
тенгликни уринлигини исботланг:

+°° -ал. i ■ i  г е Я sin Ах
A2 + h2

-hÇ
h\Ja

484. Ядроси К

( X - Ç ) 1

4 а 2 — е
(X+Ö1 

4 а 2 d t

Àcos Я х+hsin Ях
Я2 + h2

к5финишда булги i

Фурье алмаштиришларини куллаб, куйидаги масалани ечинг. 
и = а 2ихх, 0 < x , t <  +00, 

ur(0,t)-hu(0,t)=-h<p(t), 0<t<+°°, и(*,0) = 0, 0<*<+°°. 

Acos Ях+hsin Ях
485. Ядроси A2+h2 куринишда булган Фурь

алмаштиришларини куллаб, куйидаги масалани ечинг.
и = 0^ ,  0 < x ,f  <+°°, 

и (0,t)-hu(0,t)=0, 0<г<+®°, и(х,0) = /(*), 0<х<+°°.

3- §. Ярим чегараланган сохаларда бир улчовли иссиклик 
утказувчанлик тенгламаси учун куйилган масалаларни даном 

эттириш усулида ечиш

Бизга маолумки II бобнинг 5 - ва 6- параграфларида яри*1 
чегараланган ва чегараланмаган сохаларда тор тебранпи 
тенгламаси учун куйилган турли хил масалаларни давом эттир 
усулида ечиш тулик )фганилган эди. Шунга кура, ярим
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'in араланган сох,аларда бир улчовли иссшушк утказувчанлик 
маиламаси учун прилган масалаларни хдм давом этгириш 
усулида ечиш мумкин[5].

1-Мисол. и/= аЧсс’ 0 < * <+00’ 0 <f<+oo (3 42)
hiкламанинг

м(0,г) = 0, f > 0, м(х,0) = р(;с), 0 <х<-н*> (3 .43)

ширтларни каноатлантирувчи u (x , t )  ечимини давом эттириш 
усулида топинг.
I чиш. (3.42), (3.43) масалани ечиш учун <р(х) функцияни 
U*"* <х<() интервалда ток; давом этгирамиз, яъни куйидаги 
функцияни

[ <р(х), 0 ̂  х < +°°,
Ф М = { _ ^ ) ,  _ < i S 0  <3.44)

I у шмиз. Демак, Ф(х) функция интервалда тулик 
нимкланганлиги учун куйидаги Коши масаласини караймиз:

U t = ° 2U хх, - о о < х <+оо) *>о,  (3.45)

г/(х,0) = Ф(д:), -оо< х <+оо (346)

1-§нинг (3.3i) формуласига асосан (3.45), (3.46) Коши 
Ммсиласининг ечимини куйидагича ёзиб оламиз:

(3.47)
—оо

(3.47) формуладан (3.44) кура U(х,0) - <р{х), 0< шартни
пи-парилишини осон курсагиш мумкин.

(3.44) асосан (3.47) формуладан куйидагига эга буламиз:
-н» (*-£)2 +=о (*+£)2

*/(дг,Г) = -----у =  \<р(%)е 4«2' d£ ------- j =  f <р(4)е 4а2' d£
2a>Jnt (j 2a^Kt *

Хундаи [/(0, i )  = 0 шартни уринлилиги келиб чикади, хдмда агар
II х < +°° булса, у холда U(x,t')=u(x,t) булади.

Шундай килиб, (3.42), (3.43) масаланинг ечими
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и(х, О ;
(х-#)2 (д+£) 

■ е4аЬ  _  р  4 а 21
2ал/л7

куринишда булади.
2-Мисол. и1 =а2ихх’ 0 < * <+оо> 0 <г<+°° (342) 

тенгламанинг
их(0,1)~0, ¡> 0 , и(х,0) = р (х ), 0<дг<+°° (3.4‘))

шартларни кдноатлантирувчи и (х , I) ечимини давом эттириш 
усулида топинг.
Ечиш. (3.42), (3.49) масалани ечиш учун <р(х) функциями 
-®°<;с<0 интервалда жуфт давом эттирамиз, яъни куйида! и 
функциями

Г <р(х), 0 < .* < +°°, 
ф| й Н  , ч „ , л (3.50)

тузамиз. Демак, Ф(х) функция -°о<д:<+°о интервалда тулик 
аникланганлиги учун куйидаги Коши масаласини караймиз:

и 1 = а 2и хх, —° ° < х < +«», Г >0, (3.45)

С! (* ,0 ) = Ф, (л:), -оо<^<+оо (3.51)
1-§нинг (3.31) формуласига асосан (3.45), (3.51) Коши 

масаласининг ечимини куйидагича ёзиб оламиз:

и Х̂'1)= 2 а 4 т  4“2' ^  (3'52)!

(3.50)га асосан (3.52) формуладан куйидагига эга буламиз:
+~ Л х~4}2 +»

Ц(х,1) = ----- ¡ =  \<р(£) е 4а‘' ¿4  + -----т=  \<р(4) е 4<г' (15,_ |
2аЯШ '  2а\ !т  “

Бундан их(0 ,0  = 0 шартни уринлилиги келиб чикади, хдмда агар
О < х < +о° булса, у х,олда и  (л,/) = и(х,0 булади.

Шундай килиб, (3.42), (3.49) масаланинг ечими

(*-*?
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( x - ç f (- t+ í)2

u(x,t) —
2 a^fñt

+ e <P(Ç)d<Ü (3.53)

Ирниишда булади.

М устакил ечиш учун масалалар

Куйидаги масалаларда берилган шартларни бутун х укига мос 
ином эттириш iiÿjra билан уларнинг ечимини топинг:

*1К(>. и. = а 2и
t  XX

- и , 0 < x < °°, t >0,

и (0,0  = 0, t>  0, u(x, 0) = ç(x), 0 < x < °°.
•IK7. и. = а ги

t  XX
-2 м , 0<  JC<°o, t >0,

ил (0 ,0  = 0, г> 0, u(x, O ) - çj(x), 0<  x< °°.

■IKK. м, = а ги
t  XX

— hu, 0 < x < ° ° , t > 0,

К о II р t >0, u(x,0) = <p(x), 0<  x< OO.

•1К«>. и, — а 2 и
t  XX

— hu. 0 < X  < о», t>  0,

Ux (0 ,0  = 0, t >0, u( jc,0) = ç(x), 0<  x< o°.

4*Х). и, = а 2 и
t  XX

+ f(x ,t) , 0  < x < />0,

м(0,0 = 0, t>  0, JT о w
' II p 0 < jc< °°.

•И|. и, = а 2и
t  XX

+ f(x , t ) , 0 < x < °°, t >0,

к * р 'w
' II О

о"A•*»* o'IIо

0 < x <

Н'11 и, -  а 2и
t  XX - h u  + f(x ,t ) ,  0 < x < °° , r> 0 ,

o'IIО5; />0, м(х,0) = 0, 0 < x < » .
•I'M, и. = а 2и

t  XX
— hu + f ( x , t ), 0<Jt<<», t >0,

(0 ,0  = 0,

o“A u(x, 0) = 0, 0<  x< °°.

4'М, и, - а'и
1 XX -  hu + f  (x,t), 0 < X < t>  0,

и( 0 ,0  = 0, t > 0, u(x,0) = (p{x), 0<  x<
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495. г<( = й2м ^ -Л м  + /(х,0> 0< х < °° , />0,

мд.(0,/) = 0, ¿> 0, м(х,0) = ^(х), 0 < х < °°.

4- §. Чекли сохаларда иссиклик утказувчанлик тенгламалари 
учун куйилган масалаларни Грин функцияси ёрдамида ечиш

Ушбу
¿ ( и ) :н а 2мл - и  = 0 (3.5.1»

АЕШ={ (х,г): АЕ:х=у^), ВР:х=у2(1), АВл= г,, ЕР:Г=г2}
чекли сохдда аникланган иссиклик утказувчанлик тенгламаси учуй 
кушма тенглама

М(у) = а 2у„+  у, = 0 (3.5М
куринишда булади.

Х,ар кандай етарлича дифференциалланувчи и ва •' 
функциялар учун куйидаги

э
V Ь(и) — иМ (у) — а 2—— V - ----м —  - — ( м у )

Эх\  ̂ о х  о х ^  о/

Э
( З . М )

¿ г (3.57)

айният уринли. (3.56) айниятни АР(2В с  АЕРВ соха буйи'ы 
интеграллаб (3.54) тенгламанинг ихтиёрий ечимини берувчи

и(х,/) = | и(£,т)у(х,&)(1%+а2 |
А Р()В В О и Р А У  а<3  ° Ь  у

асосий интеграл формулани оламиз [5],[7],[19], бу ерда
(*-£)2

v(x,¿;^,t) = U{x,¿;^,t-т) = — - т = — г е 4° ('" Г) (3.5Н»
2 а ^ л ( 1 - т )  |1

- функция (х ,0  буйича (3.54) тенгламани, (£,т) буйича эса (3.55) 

тенгламани каноатлантиради.
1-М асала. (3.54) тенгламанинг

D  =  { (x ,r ) :  у1(0< х< у г (0 ,  * > 0 }  сохада аникланган ни 
узлуксиз хамда

у]0)< х < у2(0, (3 .5 «

бошлаигич ва
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г
и\АР =« U l(/) = «|ве = MU 2(0 = ^ 2(0 , />0 (3.60) 

ч» i иравий шартларни каноатлантирувчи ечимини Грин функцияси 
||1|пмидатопинг, бу ерда (р(А) = у/1(А), (р{В) = у/2 (В).
I' чип!. Масалани ечишдан олдин I-аралаш  масаланинг Грин 
фупкциясини топиш керак.

la i,риф. I-аралаш  (чегаравий) масаланинг Грин 
ф\икцияси деб, куйидаги шартларни каноатлантирувчи 
!/,(*,/;£,?) функциягаайтилади[5]:

1) G, функция PABQ сохада аникланган ва хар 
ми I;Iй t > Т учун (£,Т) буйича (2) тенгламани каноатлантиради;

2) Ушбу
G](x,t;Ç,T)\Ap=0, (3.61)

G1(x,f,Ç,T)\BQ=0, (3.62)

Oii|i .кипели чегаравий шартларни каноатлантиради;
3) Gx{x,r,Ç,T)\pQ=G{(x,t-Ç,T)[ т =Н (3.63) 

РУ'шли;
й+Х

4) J  G x( x , f ,Ç , r ) d x  = 1 иххиёрин д> о учун, яъни
1>т Ç-л

(II 4 { -Л < £  + Л<1);

5) G, (x ,t;£ ,T) = U ( x , £ ; t - T ) - v ( x , t ; f , T )  (3.64) 

н|чшишдабулади, бу ерда v ( x , i ;£ ,r )  функция куйидаги

v\p q = Q' v\ap = i/ ( * ,£ r - r ) ,v |  BQ= U ( x ,Ç \ t - r )  (3.65) 

Шнргларни каноатлантирувчи (3.55) тенгламанинг регуляр 
Пнмидир, U (* ,£ ;/ - г )  функция эса (3.58) формула оркали 
цмнманади.

(3.64) Грин функциясидан ва (3.57) формуладан фойдаланиб,
I црцлаш масаланинг ечими куйидагича

u ( x j ) =  ¡G l (X,r ,& 0)ç(Ç )d4  + a 2 [
АВ АР

4 f , ( T ) d T -

£=п(*)
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э с ,

К
(3.66)

£=Г2(т)щ
топилади.

Агар Я (0  = 0 , ^(О = / булиб, эса (0,/) интервалдан иборш 
булса, у х,олда (3.54), (3.59), (3.60) 1-аралаш  масаланинг ечимн
(3.66) формулага кура

^ , ( г ) 4 г -
£=о

- а 2) д°'
{=I

№

У'Лт ) а г  (34)7)

куринишда булади [5], бу ерда ф{х) -  и(х,0), ^ ( х )  -  и(0,1)  ̂
щ(х) = м(/,г), (¡Щ = щ (0) , <р(1) = цг, (I) .

(3.67) формуладаги С, (х, - Грин функцияСЮШ 
акслантириш усули ёрдамида тузилади. Бунда мусбат манбалц! 
2п1 + £, нукталарда, манфий манбалар 2п1 -  % нукдалнр;ш 
жойлаштириб, унинг куриниши куйидагича ифодалаймиз:

+ оо

в 1(х,Г,£,т)= £  \и(х,2п1 + %\1- 'г ) -и ( х ,2п1-£ ,г -т )\  (3.6Н)
п——°°

бу ерда и(х\£,1 - т )  - функция (3.58) формула оркали топилиб, у 
(3.54) тенгламанинг фундаментал ечими булади.

(3.68) каторни куйидаги куринишда х,ам ёзиб олиш мумкин: ]

С ,{х,Ц,г )  = ̂ щ = е  4аЧ‘-т] + * ( * , / ; £ т) (З М|

бу ерда

g(x,t■,¿;,т)= £  [и(х,Ы +&-т)-и(х,Ъг1-&-т)]'@'Щ
П =~ оо

У  ' ■Бунда - белги (3.68) катордан (3.58) куринишдаги хдЯин
п =—оо

айириб ташланганлигини билдиради. (3.70) каторнинг хддлари х Ц 
г буйича 0 < х < 1 ,  0 <? < +°° сохдда исталган тартвдл!
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кш иналарга эга. (3.70) катор 0 < х < /, 0 < t < t *  (t* - ихтиёрий 
«»n i сон) сохдда абсолют ва текис якинлашувчи булади. Худци 

♦♦•V идий (3.70) каторни х ва t б$гаича х,адлаб дифференциаллаш 
ишижасида х,осил булган каторлар хдм 0 < х< 1, 0 < t < t *  сох,ада 
Ююлют ва текис якинлашувчи булади. хамда t —>Т, t >Т 
ь\ и ni да (3.70) каторнинг х,ар бир х,ади нолга интилади.

Шундай килиб, (3.69) катор билан аникланган ( x , í ;£ , r )  
функция Грин функцияси учун куйилган 1), 2), 3), 4) шартларни 
йнпииглантиради.

Н-Масала. (3.54) тенгламанинг
/>1 = { (* ,?) :0 <  х <1, t > О} сохада аникланган ва узлуксиз 

«нчда

u\a b = u\i=o = ^ x^ (3.71)
Ншинипгич ва

= //2(0 , 0 <í<-H>°и = UÁt),* 1д:=0 ' -х ш  .  . .  .. -------------  (3.72)
Тираний шартларни каноатлантирувчи ечимини Грин функцияси 
(рмнмида топинг.
I 'ш т . Давом эттириш усули ёрдамида (Ш бобнинг 3-§ даги 2 -  
ми. пт а каранг) Грин функциясини куйидагича тузиб оламиз:

(д ~4 *2nl Y (x -£-2nl j2

С,г (х ,f; £ т) = ^- ' /4 ^  X
2 c iy ¡n { t - r )  п=-

е  4 а 2( г - т )  + е  4 а 2{,-т)

0  <Х</, 0 <t<+°°.
iv и (¡i манбаларни жойлашиш схемаси куйидагича

(3.73)

4- 4-С 2; - 21 + 4 -I - 4  ~0 4 i 21 - 4  2/ 2¡ + 4 

|))ш1ди. (3.73) Грин функцияси ушбу хоссаларга эга:

-4- 4- +

д G,
#=о

+

= 0, limG2(x,f,^;T) = 0 (3.74)
t i -  Т 
t>T
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(3.73) Грин функцияси ва унинг (3.74) хоссасидан \амда (3.57М 
формуладан фойдаланиб (3.54), (3.71), (3.72) 11-арал:ни 
(чегаравий) масаланинг ечимини куйидагича куринишда

I I
и (*,*) = |С2(х,Г;£,0) / ( £ ) Л £ - а 2 |С2(х,^0,г)//,(г)</г +

Г
+ а 2 j G 2 (х,г;/,г)//2 (т)с1т (3.75)

ёзиб оламиз.
Худди юкоридаги масалаларга ухшаш Ш-аралнш 

(чегаравий) масалани хам Грин функцияси ёрдамида ечиш 
мумкин[5].

Коши масаласи. и ,= а 2ихх + / ( * , 0  (3.701

тенгламанинг В 2 ~ {(*>{) : -ос < х < +°°’ 1 > сохдца анюунШ 
ган ва узлуксиз хамда

и(х,0) = <р(х), — оо < х < -н» (3.7/)
бошлангич шартни каноатлантирувчи ечимини Грин функциям! 
ёрдамида топинг.
Ечиш. (3.76) тенгламадаги X ва I узгарувчиларни мос равишда 1  
ва Т га алмаштириб куйидаги тенгламани

м г = а~и ^  + / ( ^ , 7 )  (3.7Н|

х,осил киламиз.
(«-Й2

/ е \ _ 1 4й2( ( - г)
Агар '-г{х ,д и ~ т)- -----■ -е Грин функцияси булса, у

2а^лг(г-т)
х,олда бу функция куйидаги тенгламани

С т = ~а 2 °££ (3'7())
Каноатлантиради.

(3.78) ва (3.79) формулаларга асосан куйидаги тенгликн! 
оламиз:

—  (С и ) = а 2 
д Т

д 2и Э2б  — и
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(3.80) тенгликни £ буйича -°° дан +°° гача, Т буйича эса 0 
ни I а  гача интеграллаб, (0 <<*</) куйидагини

г-а +оо

Н а “ 1 , (3.81)

мчил киламиз. Бу ерда (3.81) айниятни олишда и(£,г) ва унинг £ 
пшича х,осилалари £ —>±°° да чегараланган булиши талаб 
Н1 ишган.

(3.81) айниятда а —>0 лимитга >пгиб, х.амда [19, 230-233 
1Нч пар] ухшаш амалларни бажариб, куйидаги

+° °  г  +оо

и(х,0 = | < ^ )С (л :,£ г )^ +  | С (х ,£ г -г )/ (£ г> / £  (3 §2)
—оо 0  —оо

К« ни и масаласини ечимини оламиз.

М устакил ечиш учун масалалар

I. Куйидаги функциялар берилган тенгламаларнинг Грин
I М|Ц|ба)функцияси эканлиги исботлансин.

,|и(, С1(х,4^) = —
2ау/ т

■е
(*-<гг
4 а2г

мг= а2м^, - 00<JC<4<», г> 0 .

-Аг

2а\[т
4  а21

><д:,|<-н», £ *  х, г> 0 ,

и ^ с^ и ^-ки , -°°<х<+°°, />0.

II. Агар чегаравий шарт биринчи тур, яъни и (О,?) = 0 булса, 
куИпдаги функциялар берилган тенгламаларнинг Грин (манба) 
ф\ икцияси экашшги исботлансин.

1ЧК С ( х , 4 ; 1 - т )
(*~02

е  4 а 2 ( 1 - т ) _ е  4 а г и -т )
2 а у ]л ^ -т )

0<х,4<+°°, 4 *  х, т<г<+оо, и = а 2ихх, 0 < х, ? < +«>.
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499. G ( x ,^ ; t - r ) -
-h(t-T) M l

e  4a2(r-r) _ e 4a2 (/-T)

2афг(Г^т)

0<х,£ <+=°, £ фх, r < t  <+oo, u^cfu^-hu,  0 <x,r<+°°.

III. Агар чегаравий шарт биринчи тур, яъни мл(0,О = 0 булса, 
куйидаги функциялар берилган тенгламаларнинг Грин (манба) 
функдияси эканлиги исботлансин.

500. G ( x , f ; t - r )  = 2ayjjt(t-T)
e 4a2( ( - r ) + e  4a2(t-T)

0<х,£<+о°, t;±x, r<f<+°°, u ^ a 2!*^, 0 <x,t < +oo.

501. G ( x , € ; t - r ) - 2ayj7[(t-T)
g  4 a 2 ( t - T )  + e  4 a 2 ( t - T )

0<x,g<+°°, £*x, r<t<+°°, u = a 2uxx~hu, 0<x,f<-H>°.

502. 497 масаладаги Грин функциясидан фойдаланиб, куйидгр и 
масалани ечинт.

Mf=a2MQ.-/iM+/(x,i), 0<i<+°°,

и(х,0) = (р(х), -о°<Х<+°°.
503. (3.82) формуладан фойдаланиб, куйидаги масалани ечинг.

и — а2 и , — оо< х < +°°, 0<i<+°°.
Г XX

0, агар -°°< х< -1 ,  
и(х,0) = ■ i/0 = const Ф- 0, агар ~1<х<1,

0, агар I < х < +°°.
504. 498 масаладаги Грин функциясидан фойдаланиб, куйидат 
масалани ечинг.

+/(*,*), 0<х<+°о, 0<i<-H»,

u(0,t)=<p(t), 0<i<+°° u.(x,Q) = \if(x), 0<x<+°°.
505. 500 масаладаги Грин функциясидан фойдаланиб, куйида! и 
масалани ечинг.
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Mf=fl2Mxr+/(jC,i), О сж+оо 0 < ? < +°°, 
ux(0,t) = (p(t), 0 </<+«> и(л,0) = y/(t), 0< jc<+°°.

Vl(>.(3.69) куринишдаги Грин функциясидан фойдаланиб, куйидаги 
мисалани ечинг.

u = a 1u^ + g(x,t), 0<х<1, О <t<+°°,

u(0,t)=<p(t), u(l,t)=0, 0</<+°° u(x,0)=f(x), 0 <х<1.
V)7. (3.73) куринишдаги Грин функциясидан фойдаланиб, 
куйидаги масалани ечинг.

и = а 1ихх + g(x,t), 0< х< 1, 0<t<+°°,

ux(0,t)=<f(t), u(l,t)= О, 0<i< 4oo м(;с,0) = /(*), О<х<1.
|1(Ж. 500 масаладаги Грин функциясидан фойдаланиб, куйидаги 
мисалани ечинг.

и = а 2ихх + /(*,/), 0 < х < -Ь°°, 0 < i <+<*>, 

н y( l\ t) -h u (0 ,t)  = -h<p(t), 0 < /< + «. и(х,0) = уг(х), 0<л<+оо. 
'•О'). Куйидаги масалани ечинг.

Mf= a 2« u +/(jc,/), 0 </< jc<-h» ,

и(л:,0) = 0, 0<л<+°о, u(t,t) = 0, 0< i< + °o .
МП Куйидаги масалани ечинг.

и = a ! « w , &0t < х < -И», 0 < t < -И»,

m(jc,0) = / (* ), 0 < х<+°°, u(&0t ,t)  = 0, 0 < t < +00.
111 Куйидаги масалани ечинг.

и = а 2ихх, < х < +°°, 0 < i< + °° ,

м(*,0)=0, 0<jc<+oo, u(i}Qt ,t)  = //(О, 0 < Г < + °° .
11.’ К^уйидаги масалани ечинг.

и ^ а ' и ^ ,  &0t < х<+°°,  0< i< + °° ,

m(jc,0)=/(x), 0<х<+°°, ux(tf0t,t)  = 0 < t < + ° o .
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5- §. Бир улчовли иссиклик утказувчанлик тенгламаси учун 
аралаш масалаларни Фурье усули ёрдамда ечиш

1. Бир жиысли тенглама булган хол.
I - Чегаравий масала.

= (3.83)
Эг д х 2 1

тенгламанинг {(■*;?): 0 < х < I, / > 0} сохдда аникланган, узлукси I 
ва

И (=0 =  ? ( * ) -  м 1х=/“ 0 ,  * - 0  ( 3 .8 4 1

чегагавий шартларни х,амда
м| г=0 = <Р(х ) ’ 0 <х</ (3.85)

бошлангич шартни каноатлантирувчи м(а‘,г) ечими топилсин, бу 
ерда (р(х) функция узлуксиз, булак -  булак узлуксиз хосилага Э> .1 
ва ^ (0 ) = <р(1) = 0 . Д

Фурье усулига биноан (3.83) тенгламанинг хусусий 
ечимларини Н

и(х,1) = Х {х)Т(1) (3.86)
куфинишда излаймиз [8],[15],[19]. (3.86) ни (3.83) ва (3.84) га куйиб 
куйидагиларни ■

Г'(/)+ а 2ЛТ(г) = 0 (3.87)
Х"{х)+ А.Х ( * )  = 01 
Х (0 ) « Х ( / ) = 0  }

хосил киламиз[7].
Н-бобнинг 7-§дан маълумки (3.88) масала Штурм -  Лиувш 

масаласи булиб, унинг хос кийматлари

Я = ^ ,  и -1,2,3 ... (3.8*)

(3.88)

Ппх
лардан, хос функциялари эса

X (л =5Ш---п\ ) /

лардан иборатдир. Л нараметрнинг Л = Лп кийматларига (3.811 
тенгламанинг
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Тп (  0 =  а пеХР
а п л

1

• 'шмларни мое келади, бунда а „ - ихтиёрий узгармаслар. 
Шуидай килиб,

, ч . лпх ип (-М ) = а^ ш  —-—ехр
г , \апл

К
о,

функциялар (3.83) тенгламани ва (3.84) чегаравий шартларни 
Пнм< шлантиради.

Вошлангич (3.85) шартни каноатлантириш учун
ушоу

и(х,1) = ^ а пехр
П=1

{ \2 [ апл \
Т .—  *

. лпхя т -----
I (3.90)

лпх
Щморни тузамиз ва

оо
и(х,0) = (р(х) = ̂ а п$ т ^

п=1 1

н щ иикнинг бажарилишини талаб киламиз, бунда

ап = Т ¡ Р ( £ ) ™ п ~ '
1 о *

|К() функцияга куйилган шартларга ва ®^ехр
( апл]{т  '

(3.91)

2 Л
<1

Цшчиликка асосан (3.90) катор ? >0 булганда абсолют ва текис 
|ЦН11иашувчи булади.

(3.90) ва (3.91) дан (3.83), (3.84), (3.85) масаланинг ечимини 
НИиМИч:

I
и ( х , 1 ) =  ¡ в  ( * , / ; £  ) р ( £ ) 4 £  ' (3.92)

о
Пу ||рда

в(х,Г,£) = - ' £ ехР
к=1 I

. лпЕ . лпх ■ з т -------яи-
I I

М-Чегаравий масала. (3.83) тенгламанинг (3.85) бошлангич 
< мппи ва
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1 = 0, и , 1дг=0 х\ х=1

чегаравий шартларни каноатлантирувчи м(-М) ечими топилсин.
Ш -Чегаравий масала. (3.83) тенгламанинг (3.85) бошланпн 

шартни ва

«. + Д м* и = а  ^ и + А и  = °  ]
чегаравий шартларни каноатлантирувчи м(л,?) ечими топилсин, буН 
ерда «г,2 + /3г *  0 , (¿ = 1 ,2 ) .

II ва III чегаравий масалаларни х,ам худци I чегаравий| 
масалага ухшаш Фурье усулида ечиш мумкин [3],[5],[8], [15]. Бупн 
мисолларда курсатамиз.

1-Мисол. и 1 = а  и хх> 0 < х < 1 ,  ? > 0  (3.931
тенгламанинг

и ,(о ,0 = 0 ,  !!,(/ ,/ )=  0 , г > 0  (3.941
чегаравий ва

и (х ,0 )-х  (3.95)
бошлангич шартларни каноатлантирувчи и (х ,г)  ечимини топиш 
Ечиш. (3.93), (3.94), (3.95) масалани Фурье усулида ечиб, униИГ
р п и ш ш ыечимини

\2апя

и ( Х’ Ч = 2 _ 1 а пе С05—  X

I

*=о '  2 ’
(3.%)

к5финишида ифодалаймиз, бу ерда

а 0 = -  [х  —
°  1 2  

а  = — \ х с о 5 ^ - х < 1 х ,  и =  1 , 2 . . .  (3.9/1

(3.97) ифодани соддалаштириш учун уни булан щй 
интеграллаймиз:

пк , I . пк
р  = Х, => (1р = (1х, <11Х = С0$—-<1Х => // = ---- 4’Ш —  дс.
^  / пк I

Бундан
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2 / . ПК Ы 1 1
Г . ПК , 21 . 21 т= — — X 51П--- Л‘ ------ \siri— хал =■—  яи7т+------г- соу—  х

/ ПК 1 х=0 пК о 1 ПЛ (п7г) 1

Х=1

х=0

2(п7г)'
- [солил: -  сол0] = -

О,
41

(плг)

2[пл) 

агар т  = 2к 

2 , агар п = 2к+\, к=  0,1,2... (3.98)

( <.96) ва (3.98) га асосан (3.93), (3.94), (3.95) масаланинг
> чимини куйидагича куринишда ифодалаймиз:

1
(2к+1)аУГ

Т I
2 Л к=0 [2к "Ь 1)

2,

* (2к + \)я 
сол-------- -—х.

I» I

2-Мисол. — а ‘ « я , 0 < х </, * > 0 тенгламанинг

и(0,*) = ыг(^,г)+/ш(/,?) = 0 г >0, /г > 0 (3.99)

иривий ва м(х,0) = 1 бошлантич шартларни каноатлантирувчи 
' ,1) счимини топинг.

I1 чиш. (3.93) ва (3.99) ни (3.86) га куйиб куйидагини
Г ( 0  + а 2Я2Г ( 0  = 0 (3.100)

Х '(д г) + Л2Х (х )  = 0 (З.Ю1,

Х(0) = 0, Х'(/) + И(1> = 0 (3.102)
Ы...... киламиз. Энди (3.101), (3.102) масалани ечамиз.
(1,101 )-оддий дифференциал тенгламанинг умумий ечими

X  (х ) = с,сох/1х + с ^ тЛ х  (3.103)

Нрииишда булади. (3.103) ни (3.102) шартни каноатлантириб, с\ 

нм 1 1 ларни топамиз:

X  (0 ) = с, = 0 

с 2 \AcosAl + /глгтгД/] = 0 .

||уидан
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¥
сг Ф0 , ЛсохЛI = —/гзшЛ./ => htg Л1 — — Л

(3.104) тенгламанинг мусбат ечимларини Я„ = у -  деб белей

ласак, унга мос хос функция
Х п(л;) = ятЛпх, п = 1,2,3— (3.1()11

куринишда булади.
(3.100) тенгламанинг К  га мое ечимлари

Гп { 1 ) =  а пе ~К а  1 (З.НКи
куринишда булади, бу ерда ап - ихтиёрий узгармаслар.

Демак, (3.93), (3.99) ва м (х,0) = (р{х) = 1 масаланинг ечимн
(3.105) ва (3.106) га кура куйидагига

° °  2  2 

М( * ’ 0 = Х  а п е ~ Л"а ' х 1 п А п х  (3.10/1

тенг, бу ерда
1

а = -------

п=1

„ „ ^\<р{х)$тАпх(1х,
$тА  х\\ оп II ^

I
| зтЛ х = \siri7А хск = — . . ” ..

” 1 г 2(* И )

<р(х) = 1 тенгликни эътиборга олиб а п коэффициента х,исоблаймН|

2 (А2 +ЯМ + , 1*=*
а ± \sinA хйх = — р—г1---------~г~— Л

/(й2+Яп2) + /г0 " Яи[/(/г2-/1п2) + /1

|2 р „ .  . / (/ г2 +  Я 2 )  +  /г

С05Д X" 1х=0

2(А2+Я2) г п 2(/г2 + Л.2) г ,
=---------------  --- =тГс04'Я ?-СО*01 =----- ¡̂ —-------- -----=гГСОЭр —1|= ,

" Л ,№ 2- ^ Н  1
2(/г2 + Я2) .

= {с05// „ = 0 } =  ---- г - Ц ------ ^ ---- у. (3.1001
1 ;  |

(3.108) ни (3.107) га куйиб, куйилган масаланинг ечимини топами!
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I

“ (h2 + A 2)exp\-À2a2t) 
u ( x , t )  = 2 Y ± ------ 1— S - Í sinX X

' Imp жинсли булмаган иссиклик утказувчанлик геигламаси.
Ушбу

и, = a 2uxx + f ( x , t )  (3.109)
И’игламанинг

u\x=q =¥](*),  и | ^ = ^ а(0 , t >0 (3.110)
•Им л|>авий ва

«I t=0 = <P(x) (3.111)
Нпшдангич шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.

(3.109), (3.110), (3.111) масаланинг ечимини
u(x,t) = tf(x,t)+U(x,t) (3.112)

» V i 'и 11 и шда излаймиз, бу ер да

U{x,t) = y, (f) + [^2 ( 0 ]у *  (3.113)

»M »,/) - функция — ci2ûxx + F [x,t) тенгламанинг бир жинсли 
Mi'i upaвий шартларни, яъни

í? U - ^ =í = 0, ,> 0

Мида

4 f=o = P (* )
•иmi нпнгич шартни каноатлантирувчи ечимидир.

1»у г?(х,/) га нисбатан тузилган масала ухшаш масала II- 
ЦкПиинг 7-§ да урганилган. Худди шундай (3.109) тенглама учун 
Ф\рье у сули ёрдамида П, Ш  аралаш масалаларни ечиш 
Му мкин[3],[5],[8].

3. Тугри бурчакли пластинкада иссиклик таркалиши 
Щкидаги масала.

Ушбу

и, =  а 2 ( и хх + и у у )  (3.114)
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тенгламанинг T={(x,y,f): О<х<р,  О<y<s,  í>0} сохдда аниклан-1 
ган, узлуксиз ва

« L =MU =ft '~ 0; MU =MU=^ ° ^ Р '  (3.115)
чегаравий ва

и\¡=о = <Р(х’ У)' ^ ^ х < р ,  0 < y < s  (3.116)
бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.

(3.114), (3.115), (3.116) масаланинг ечимини
M(x,f) = X(x)l,(y)7’(í) (3.117)

куринишда излаймиз, бу ерда -Х(-х). (̂эО» T(t) функциялар 
мое равишда куйидаги

Х'{х) + А2Х(х)  = 0 , Г ( у )  + //2У (у ) = 0 ,

T'(t) + a2(¿2+M2)T(t) = О
тенгламаларнинг умумий ечимлари булиб, мое равишда

X ( х) = CjCOSÁX + c2sinÁx г У ( у ) — c3cos цу + с4sin JU у ,
-ÍX 2+ fi2 \а21

T(t) = Ae  1 >
функциялардан иборатдир. Бундан (3.115) шартларга acocan 
куйидагига

с,=с3 = О, Я =— , ц =— . (и,*= 1,2,3,...)
Р s

эга буламиз.
Шундай килиб, (3.117) га кура (3.114) тенгламанинг (3.115) 

шартларни каноатлантирувчи ечими куйидагича

к,п=\

í  i  2  2  2 2  \  к гг п л,  \ .  г  к. к  п  п  . / «  п п  j
u(x,y,t)= 2̂  Акпехр -а ——+~Т~ * ял---x sm — У' (3.11Я(

. лк . Кп
Р аР s 

булади.
(3.118)ни (3.116)га каноатлантириб, икки каррали Фуpi.#¡ 

каторининг хоссаларига кура номаълум Акп коэффициеш 
куйидагича

Акп = —  | jV (x , у ) sin —— х • s in ^ -  у dxdy
ps о о

аникланади.



Буни (3.118)га куйиб, (3.114), (3.115), (3.116) масаланинг 
гчпмини оламиз.

М устакил ечиш учун масалалар

I. и, — а 2ихх тенглама учун 0 < х < 1 ,  t> О ярим поласада
i Уйилган куйидаги аралаш масалаларнинг ечими топилсин.
"»И. u(0,t)-u(/,t) = 0, и(х,0) = Ах.
114 u(0,t) = uI(l,t) = 0, и(х,0]-(р{х).

M í их (О, t ) = u(l, t) = 0, м(х,0) = Л(/ -  *).

• lí*. Mí (0,í) = M_t(/,í) = 0, «(jc,0) = í7.
Ml, ux(0,t) = ux(l,t)+ hu(l,t) = 0, u(x,0)= tp{x), h>  0.
4 8  ux (O, i ) —hu(0, t) = ux (/, t) = 0, u(x,0) = U, h>  0.
• I * > и, (0 ,t)-hu (0 ,t) = ux(l,t)+ hu(l,t) = 0, m(x,0) = í/, h>  0.

II. Иссиклик угказувчанлик тенгламаси учун 0 < х< 1, t>  О 
мрим поласада куйилган куйидаги аралаш масалаларнинг ечими 
Юинлсин.
9)0 м, = а 2ихх — ß u , и(0,t) = u(l,t)= 0, и(х,0)-(р{х\

тг'| и, = -  ßu ,  u(0,t) = ux(l,t) = 0, u(x,0) = s in ~ .

i ' '  и, = a  u xx- ß u ,  ux(0,t)=ux(l,t)=0, м(х,0) = (р{х\

т ч  м, = а 2ихк — ßu, ux(Q,t)-hiip,t)=ux(l,t)=0, u(x,0)=U, h>0.

VI и, = а 2ихх, u ( 0 , t ) - T ,  u ( l , t ) -U ,  u(x,0)= 0.

V'ï U ,=a2uxx+ f(x \  u(0,t)=0, ux( l , t)= q ,  m(jc,0) = <p(x).
\J(, u , = a 2u xx, ux(0 ,t)=  ux( l , t )=  q, h(x,0)=Ax.

V / u ,= aluxx, u(0,t)~T,ux(l,t) + hu(l,t) = U, u(x,0) = 0 ,h > 0 .

|;Н u, = a2uxx—ßu + sin-^-, «(O,/) = u(l,t) = 0, u(x,0) = 0.

fij'l u, = a 2uxx, u(0,t) = 0, ux(l,t)= Ae~‘ , u(x,0) = T. 

l i l i  II, = a 2uxx, m(0,/)= At, ux(l,t)= T, u(x,0) = 0.
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III. Иссиклик угказувчанлик тенгламаси учун куиилтм 
куйидаги аралаш масалаларнинг ечими топилсин.
531. и ,  = и а , 0<х<1,  MxU=ML = 0’ “L “ *’ " 1-
532. иа =и,  +и,  0 <х<1,  и \^  =и\^  =0, н|(=0 = 1.

533. u , =uxx- 4u ,  о<х<л,  «i=o=ML r = 0 ’ uL = x2-™-

534. м, 0 < х< 1,  « , L = i ,  «  L = ° > « L s=0- 

535 и = и  +u+2sin2xsinx, 0<х<^-, м|х=о = MI*=£ =MLo =®‘
t XX 2  2

536. u, = ua - 2 u x + x + 2 t ,  О < je < 1, « ^ = « 1^1 =t, и\^=ех sinttx.

537. и =uxx+u-x+2sin2xcosx, 0<л:<0,5л\ ux\x=o ~

m*L=* =1’ « U = x
2

538. и, ~ uxx+4u + x2- 2 t - 4 x 2t + 2cos2x, 0<х<л,  мд|х=0 =0,

и I = 2 я г , и|,_n= 0.
Л I X — JÏ  1х_ и

539 . ut - u xx + 2ux - u  = ex sinx-t, о<х<л, мл|г=0= 1 + ̂

« , L =1 + í. и|,^=1+ в*яя2дс.
540. и - u xx- u  = x t ( 2 - t )  + 2cost, 0 < х < л ,  MxL=0=/2’

и I —t 1, мI,_г,= cos 2* .
IX—1Z | U

541. ul - u xx- 9 u  = 4sin2t c o s 3 x - 9x2- 2 ,  0<х<л,  M*L=o= ®’

u* L *  = lK ’ ML = * 2+ 2 - i
542. u[ =uxx + 6u + 2 t ( l - 3 t ) -6 x + 2 c o s x  cos2x, o <x <^ <

“. L =1- “. L « . = ' I + 0 -5* '  “ I,. .  = *•

543. «, =uxx+6u+x2(\-6t)-2(t+3x)+sin2x, 0<  ж< /г,

м I =1, u l  =2я/ + 1, и| = дс.*1*=0 * 1х=я- lí-ü
544. u,=uxx + 4ux+ x - 4 t  + l+e~21 cos2 лх, 0  < jc < 1, и\x=0= t >

и\ = 2 í, м I = 0 .Ijc=l ll = 0
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IV. Т -  {(*, y , t ) : О < л < р, 0 < у < s, í > 0 ] сохада куйидаги 
л|мmui масалаларнингечимитопилсин.

■Vh и, = а 2 [ихх + Uyy u(0,y,t) = u(p,y,t) = 0, 0 <y<s, t> О,

//(x,0,/) = m(jc,s,/) = 0, 0<x<p, t> О, 
н(х,у,0) = ху, Q<x< р, 0< y<s.

V|(, и , - а 2 +иуу)> ux(0,y,t) = u(p,y,t) = 0, 0 <y<s, t> О, 

u(x,0,t) = u(x,s,t) = 0, Ocjc < р , t> О, 
н(х,у,0) = f(x,y), 0< x < p ,0 < y < s .

|М /  и, = а 2 ( и хж + и уу ) ,

м(0,y,t) = 0, ux(p,y,t) + hu(p,y,t) = О, 0< y< s ,  / > О,
M,(j: ,0,/) = M(jc,í,r) = 0, 0 < x < p ,  f>0,  

и(х,у,0) = f(x,y), О<х<р, 0<y<s.

МН и, = а 2 (ихх + и уу)+  f ( x , y , t ) ,

n(0,y,t) = ux(p,y,t) = 0, О <y<s, t> О, 
u(x,Olt)=u{x,s,t)=Ol 0<х<р, г>Ц м(х,у,0)=0, 0<x<p, 0<y<s.

hfl'» и. = а 2 (и + и ) + Asín —̂Х cos
v уу ’  2 р 2s

ii(0,y,t) = ux(p,y,t) = 0, О < y< s, / > О, 

ну(дг,0,г) = м(д:,^,г) = 0, О < х< р , t> О,

u(x,y,0) = Bsin— cos— -̂, О<х<р, О<y<s.
2 р 2 s

B W  и ! = а 2 (и + и )  + A s in -———с о s — - -,
4 у> ’  р 2 s

u(0,y,t) = u(p,y,t) = 0, О < у < s, t > О, 
u>(x,0,t) = uy(x,s,t)=0, О <х<р, / > О, 
i/ ( je, у,0) = О, 0<x<p,0<y<s.
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ЭЛЛИПТИК ТИПДАГИ ТЕНГЛАМ АЛАР

1- §. Гармоник функциянинг асосий хоссалари

1.1-Таъриф. Агар /(г) = и(х,у) + м(х,у) функция г0 нукхим 
ва унинг бирор атрофидаги барча нукталарида дифференцип.1 
ланувчи булса, бу функция шу нуктада аналитик дейилади |Ч|, 
[14].

1.2-Таьриф. Бирор И сохднинг барча нукталарида аналитт 
булган / (г) функция, Г) сохада аналитик дейилади.

1-Мисол. Куйидаги е г, со$г , sinz, г", сИг, якг функции! 
лар барча г ларда дифференциалланувчи булгани учун бу 17111 
текисликда аналитик функциялар булади.

Агар / (г)-и (х ,у)  + 1у(х,у) функция О сохада аналитик бужм. 
у  х,олда бу функция учун куйидаги

Эи _ ду ди _ д V
дх ду ду дх 

Коши-Риман шарти бажарилади.
(4.1) шартнинг биринчисини х  буйича, иккинчисини щ

Э2 V Э2 V
буйича дифференциаллаб, ^хду ~ Ъуд 'х тенгликни эътиборк

олсак, и(х, у) функция учун
Э 2 и Э 2 и
з р - + з р - = 0  ,4 '2‘»

тенгликни оламиз. Худди шу усул билан у(х, у) функция учун \»м 
(4.2,) тенгликни уринли булишини курсатиш мумкин. (4.2|) 
куринишдаги тенгламага Лаплас тенгламаси дейилади, ва Ну 
тенглама эллиптик типдаги энг содда ва мухим тенгламалардип 
бири хцсобланади.

Энди ушбу Лаплас тенгламаеини
" Э2

Аи = 0, (4.21

карайлик.

IV Б О Б
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1.3-Таьрнф. Агар и(х) = и(х],х 2,. . . ,хп) функция чекли О 
И'“ Иа икки марта узлуксиз дифференциалланувчи булиб, (4.2) 
Пнимас тенегламасини каноатлантирса, и(х) = и(х],х 2,...,хп)

нкция чекли О сохада гармоник функция дейилади[11],[15].
1.4-Гаъриф. Агар и(х) = и(х],х 2,..., хп) функция чексиз О 

*»< • ■ Н1ИПГ координата бошидан чекли масофада ётган ихтиёрий х 
ш мисида икки марта узлуксиз дифференциалланувчи булиб, (4.2)
Пншшс тенгламасини каноатлантирса ва етарли катта | х | лар 
МУН

“ (х) 1 -7 7 ^ 2 " ’ М = V*.2+•••+*,\х
2 с = const

и m си ¡лик бажарилса, и (х)  функция чексиз D сохада гармоник 
фу н кии я дейилади.
м к алан. 1) и(х) s  1 функция п = 2 булганда, чексиз D сохада
• пцмопик функция б;улади. Агар и >2 булса, у  холда чексиз D 

■иинда гармоник функция була олмайди. Лекин бу функция 
н 1 1 нёрий п да чекли D сохада гармоник ф икция булади.
11 и(х, у) = х2 + у 2 + 5 функция х,еч бир сохада гармоник функция 
ник. чунки бу функция Лаплас тенегламасини каноатлантир- 
«|и|ди:

Ам(л:,у) = А ( х 2 + у 2 +5 )  = 4 ^ 0 .

2-Мисол. Агар и=и(х,у) -  гармоник функция булса, у холда 

и и (ах + b , су + d )  функция хдм гармоник буладими? Бу ерда 
К, Ь, с, d — узгармас сонлар.

I ‘кин. Таърифларга кура и = и(х,у) -  гармоник булгани учун, бу
функция икки марта узлуксиз дифференциалланувчи булиб, 
»у Индией

Эх d у
llnniuc тенгламасини каноатлантиради.

Бундан и = и (ах + Ь, су + d )  функциянинг хам 2-тартибгача 
■уцусий хосилалари узлуксиздир. Энди бу функцияни Лаплас 
и нптмасини каноатлантиришини курсатамиз.



Куйидаги тенглик уринли:
Дм = Аи (ах + Ь, су + d) =

d2u(ax + b, cy + d) t д 2и(ах + b, cy + d) _
"  д ?  + Э ?  '

2 Э2и(ад: + Ь, су + d) 2 д2и(ах + b, су + d) 
д (ax + b)2 d(cy + d)2

Бу ердан куринадики, агар а = с  булса, u = u(ax+b,cy-lil)
функция гармоник булади, а Ф с да эса, гармоник эмас.

Шундай килиб, юкоридаги таърифларга асосан аналкши 
функциянинг мавхум ва уакикнй кисмлари гармоник функциялищ 
синфига тегишли булади. IV

3-Мисол. их(х, у) = ху + х2 -  у 2 булса, и(х,у)  гармонии 
функцияни топинг.
Ечиш. и(х,у) гармоник функция Лаплас тенгламасини канон i 
лантиради, демак берилган ифодадан ва

X2 X3
и ( х , у )  = у + 2х, и{х,у)=—-у+— - х у 2+<р(у),

хх Z ó

иуу(х, у) = - 2 х  + <р"(у) ларни эътиборга олиб, куйидаппи 

ихх + иуу = У + 0 эга буламиз.
1 3Бундан <Р(У) = - - У  +с,У+с0;ни топамиз, яъни юкоридагиларш

кура и(х, у) гармоник функция
д:3 у3 х2у 2 и(х,у) = —  + —— ху  + с,у + с0
3 о Z

куринишга эга булади.
4-Мисол. и7 = ex(xcos y -y s in y )  + 2z\ булса, u(x,y,z) гармонии 

функцияни топинг.
Э2и Э2н д 2и

Ечиш. u(x,y,z) гармоник функция г  + + ~ и уч уяяонлн

Лаплас тенгламасини каноатлантиради. Демак бершпни
и. = ех(х eos у -  у sin у) + 2 z ифодадан

и = ex(xcos у -  у sin y)z  + z 2 + f ( x , у )  (4.,1|
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■И оламиз, бу ер да /(■*, у) ихтиёрий икки марта узлуксиз 
тфференциалланувчи функция.

(4.3) функциядан куйидаги хосилаларни
и zz = 2 , ихх = [ex(x + 2 ) c o s y - e xysiny^z+ f xx, 

Uyy=[~ex(x+2 )cosy + exysiny]z + f yy

Ншнмиз. Буларни уч улчовли Лаплас тенгламасига куйиб 
1 иуу +liu =2+/xc+/v;v =0 ни хосшт киламиз. Бундан f xx + f yy= -2  

нчмдама ечимини f(x,y)=g(x,y)+<p(x) к)финишда излаймиз, бу ерда 
<í(' ■ у) — ихтиёрнй гармоник функция. / (х, у ) = g(x, у) + <р(х) ни 

««ирги тенгламага куйиб (р(х) = - х 2 +сх + слта эга буламиз. 
(Пупдай килиб, u(x,y,z) гармоник функция

и = ех(xcos у -  у sin y)z + z2 -  х2 + g(x, у) 
ь \ рииишга эга булади.

1.5-Таъриф. Коши-Риман шарти оркали богланган иккита 
M('.v) ва v(x, у ) гармоник функциялар куш ма гармоник 
функциялар дейилади.

1.6-Таъриф. Агар и{х,у)  Ва v(x , у) функциялар бирор D 
Ииада кушма гармоник булса, у  холда f(z)=u(x,y)+iv(x,y) 
ф\ икция D сохада аналитик булади.

5-Мисол[3]. и ( х ,у )  = c h x - s in  у функцияга кушма 
| |||>моиик булган v(x, у) функцияни Коши-Риман системасидан 
фппдаланиб топинг.
I ‘mili. Коши-Риман системасидан фойдаланиб и(х, у) = shx cos у 
функциядан ux(x,y) = cos y -c h x -v y(x,y) ни оламиз. Бундан эса

v(x,y) = s iny-chx + (p{x) (4.4)
i и ч а буламиз.

(4.4)ни х  буйинча дифференциаллаб, берилган функция ва
II) формулани эътиборга олиб, куйидагига

(jc, у) = sin у ■ shx + <р\х) = - и у (х , у ) = shx ■ sin у
i им а буламиз. Бундан <р'(х) = 0 =» <р(х) = const.

Шундай килиб, v(x, у) функция v(x,y) = s in ych x+ c  
(Лринишгаэга булади.
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6-Мисол. их(х,у) = ху булса, у (х , у)  кушма гармонии 
функцияни топинг.
Ечиш. (4.1) Коши-Риман системаси кура их(х,у)=ху=У1(дг,у)|ц

х у 2
тенг. Бундан Нх, у) = + <р{х) га эга буламиз. Изланаётгви

у(х, у) гармоник функция булгани учун Лаплас тенгламаснни 
каноатлантиради, яъни у у>, (*> У) = ■*> '[>хх^х 'У  ̂= <р "(х ) лар1м 
эътиборга олиб, к у й и д а г и н и > ')+уи(-с’У) = <р\х)+х=0 =><р'(х) 

оламиз. Бундан <р(х) = — х 3/6 + с,х + с2 ни топамиз.

Шундай килиб, у(х, у) кушма гармоник функция
ху2 х3

у(х, у) = —----- —+ с,х + с2
2 о

куринишда булади.
Бир богламли И сохдда и(х,у) ва v(x, у) гармони* 

функциялар f ( z )  = u(x,y) + iv(x,y) аналитик функциянинг хдкики! 
ва мавхум кисмлари булиб, улар узаро (4.1) Коши-Риман шарм 
оркали богланган булсин. Шунинг учум
(IV = у̂ г/х 4- у / у  = -и^сЬс + и^ёу ифода Ч^У) кушма гармони»

функциянинг тула дифференциалиии ифодалайди. Бу ифоданиш 
эгри чизикди интеграли куйидаги

(х,у) (х,у)
| (IV = | - и ус1х + ихс1у (4 5|

(-Со-Уо) (*0'Уо)

куринишда топилади, бу ерда (д̂>, у0) ва (х, у) нукталар £> сох,ашин

ихтиёрий нукталари булиб, бу нукталарда и, их ва 11, 
функциялар узлуксиздир. Агар ингеграллаш йули О сохдда ётЛ  
бирор (х0, >’0), (х ,у0) ва (х,у0), (х,у) нукталарни туташтируИ!

тутри чизикди кесмадан (ёки (*о’ Уо) ва (х ,у) нукдаларш 
туташтирувчи чекли сондаги погонали сипик чизикдардан) и бора1 
булса, у  х,олда (4.5) тенгликдан у(х, у ) функцияни куйидаги
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}гди (х ,у )  } д и ( х ,у 0)
v (x ,y )=  J - э 7 ^ * + с (4.6)

>0 *0
»\ |)инишда топамиз.

Худци шу усул бплан и (х,у ) функцияни v(x, у) функция 
и|||1|1ли куйидагича

) d v ( x ,y )  Vr3 v (x 0,y )
и(Х’ У)= J - J Ъ * ~ у (4.7)

*о Уо
*м|ищилаймиз.

7-Мисол. Агар /(г) аналитик функциянинт 
«К  v) Re f(z)=sinx-chy хаки кий кисми берилган булса, у  х,олда 
I'tip Гншгамли D сохдца эгри чизикли интеграллаш ёрдамида /(z) 
(Имнитик функцияни топинг.
•"НИИ. Маълумки, f  (z) = и(х, у) + iv(x, у) булиб, и(х,у) Ва v(x ,y ) 
фумкциялар

и - v  = 0х у
и + v = 0у X

Киши -  Риман системасини каноатлантиради. Демак, (4.5) 
фирмулага кура куйидагига эга буламиз:

Хсди(х,уа) Угди(х,у) хг .v(х,у) = -  — -------dx+ —------ dy + c = -  sitixsh уndx+
J ду  J dx J

*q Уо *o
у

I J  cos xchydy = cos xshyQ-  cos Xg sh y0 + cos x shy- cos x sh y„ + с =
Л)

= -cos x0 shy0 + cos x shy + с .
Шундай килиб, / (z) аналитик функция куйидаги

/ (г ) = sinxchy  + i(cos х shy -  cos х0 shya +c)
И'римншда тузилади.

e2x —18-Мисол. v(x,y)= -  sin у функция ва /(0) = 2 шарт оркали 

/if1) и(х, у) + iv(x, у) аналитик функцияни топинг.
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Ечиш. v(x, у) функция гармоник функция эканлигини текшириш

d*v о «. • a*v п  ■максадида —у  = 2shx sin у ва —¿ --¿ s h x  sin у хосилаларни топам in
ох~ ау

ва барча (х,у) лар учун Лаплас тенгламаси каноатлантирилишим
3 2v Э2у _ п

ишонч хосил киламиз, яъни + “ и тенглик бажарилади

Демак v(x,y) функция гармоник функциядир. Бундан ва (4,7) 
формуладан хамда х0 = 0, у0 = 0 нуктани танлаб, куйидагига

л у
и(х, у) = 2 Js/i х cos y d x - 2  Jt'/гО- sin ydy = Ichxcos y - 2  + с 

o o
эга буламиз.

Шундай килиб, / (z ) аналитик функция куйидаги 
/ (z) = 2chx ■ cos у + 2i ■ shx ■ sin у —2 +с . 

куринишда тузилади. Бундан /(0) = 2 шартга асосан с - 2  тенглищ 
келиб чикади. Демак, изланаётган / (г) функция 

/ (г) = 2 (chx ■ cos y + i- shx ■ sin у)
куринишда булади.

Экстремум принципи. D сохада гармоник булган узгармас ди| 
фаркли и(х) функция узининг экстремум кийматига соханинг и’Ч 
бир ички нуктасида эришмайди.

Мустакил ечиш учун масалалар

551. uxx+uyv =0 булганда, куйидаги функциялар к нинг капллЦ 
кийматида гармоник булади?

а) кх2 + Зкух— 2х  ; Ь) 2 х 3 + Зкху2 — 1 ; 
с) е 2х shky  ; d) e kxc h 3 y  ; е) cos2xshky .

552. и = и(х, у)-гармоник функция булсин. куйидаги функциям«)* 
нинг гармоник ёки гармоник эмаслигини аниклапг:

a) u(x + ĥ , y + hj), \ , h2 -  узгармас сонлар;
Эи Эм

b) и(Ях, Яу), Я -  скаляр узгармас; с ) ^  ^ ’

Эм Эм Эи ди Эм



Эи Эи ( ди
к)  х з ; - у Т у ’ h)  I *

2

О [ | |  +
Эм

I Эу

\2Эм
,дУ,

'"> ' Агар м(л,,д:2,Хз) ва v(x,,x2,x3) функциялар гармоник функция- 
!Ш|| булса, куйндаги функциялар гармоник функция буладими? 

ц) u(X¡,хг,х3) ± v(x,,x2,x3) ;

b) u(x + h),h = (hí,hi ,h3)-  узгармас вектор;

0  \  их2 ; Ф \  \  > е> х ' \  +  х *и *2 +  х * \  ■

И I, Агар /(г)  аналитик функциянинг u(x,y) = Re f ( z ) хакнкий ёки 
VI i.v l lm /(z) мавхум кисми берилган булса, у  холда бир 
пт ммли D сохада эгри чизикли интеграллаш ёрдамида / (г) 
ни,mi гик функцияни топинг. Бу ерда

М) м(*,зО = *+  2 ; Ь) и(х,у) = х>-3ху2-,

1 ■) м(х, у) = exsin у ; d) и(х, у)=ех (xcos у -  у sin у), f (  0) = 0 ;

й) и(х’ у) = х2 * у 2 ’ / ( l )= l  + ¿; f) v(x,y) = x3y - x y 3;

|!) V(x, у) — chx ■ sin y, h) u(x, y) = -shx ■ eos y, / (0) = 3; 
t) v(x,y)=x2- y 2, /(2) = ¿ + 2; j)  v(x,y)=5chx-siny, /(0)=1.

N i Коши-Римам системасидан фойдаланиб, м(х, у ) га кушма 

fc|iMniinK булган функцияни топинг, агар
,1) н(х, у) = ху3 -  ух3; Ь) и (х ,  у )  = shxcos  у ;  

г) «Дх, у) = chx sin у; d) и(х, у) = еу sin x-,

Н|, Н(х,у) ва м(х, у, z) гармоник функцияларни топинг, агар 
н) н,(х,у) -  Зуде2- у 3; Ь) иу(х,у) = х2 - у 2 + х  + у\

c) u1(x,y) = excosy, d) uy(x ,y ,z )  = e xc o s z - 2 y ;

I о) ы. (х, у) = ху2 -  xz2 + 6xz + х .

2- §. Регуляр ва фундаментал ечим

О оркали декарт ортогонал координаталари х,, х2 хп п > 2

Цлиш » пукталарнинг п -  улчовли Еп Евклид фазосидаги сохани, 
Шш »14 и к богланган (буш булмаган) тупламни белгилаймиз.
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О сохада аникланган ушбу
р ( х ........ Ог'и, ...) = 0 (4  XI

куринишдаги т  -  тартибли хусусий хосилали диффереицин/1 
тенгламани карайлик, бу ерда

о г , ,  (Х2, — ,ссп - п  -  тартибли мультииндекс булиб, унинг узунлшн 
|а| = « , + а 2 +... + а п га тенг.

2.1 -  Таъриф. О сохада аникданган «(■*) функция (4,М> 
тенгламада иштирок этувчи барча хосилалари билан узлукгш

регуляр(классик) ечими дейилади [15].
2.2 -  Таъриф. Айрим ажралган нукталарда ёки махсу» 

куринишдаги купхиллик (уз -  узи билан кесишмайдиган ва четллрИ 
булмаган сирт) ларда регуляр ечим булмайдиган ечимларГЦ 
(4.8)нинг фундаментал (элементар) ечими дейилади [4].

Масалан: Е п фазодаги икки х = {хх, хг, ..., .(„к 
£ = (£,,£2, нукта орасидаги масофани г оркали белгилв
оламиз, яъни

Бевосита текшириш билан ишонч хосил килиш мумкинки, ушбу

О"и = £>“' О“2 ... £>“"м = О0м =и(х) (4 1)|

булиб, уни айниятга айлантирса, и (х) ни (4.8) тенгламаиит

Г

£(*,£)=  , [
, п > 2,

(4.111
Г

функция булганда х буйича хам, Л
буйича хам (4.2) Лаплас тенгламасини каноатлантиради. 

Хакикатан,

Ч I
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Ох ирги ифодани (4.2) Лаплас тенгламасининг чап томонига 
н |п<) бориб куямиз. У холда (4.10) кура

П
- п - 2 'АЕ = п (2 -п )г  " - п ( 2 - п ) г  " У,(*.- —£-)2 =0-

/=1

Худди шунга ухшаш п - 2  х,олни текширилиб к5филади. 
/К '.) функция х ва £ га нисбатан симметрик булгани учун бу 
функция хфЕ, да £ буйича хам (4.2) Лаплас тенгламасини 
мпоатлантиради. Шундай килиб, 2.2 -  таърифга к>фа (4.11) 
формула билан аникданган £(х,£) функцияни (4.2) Лаплас 
ичн ламасининг элементар ёки фундаментал ечими дейилади. 
М '•■») функция учун чексизликда (] дс| —> °°)

Е ( х , £ ) = 0 - 2
\х

(4.12)

•мм) уринлидир. Агар п = 2 булса, у  холда Е(х,^) функция 
•)| ичпликда чегараланган булади.

1-1Мисол. функцияни их1х1 +их2х2 +их3х3 =^ тенглама

умуи фундаментал ечим булишлигини исботланг.

НгЛог. Берилган Е(х,^)=— функция хф£ булганда х буйича хам,

I п\пича хам берилган тенгламани каноатлантиради.
Хдкикатан хам,

ЭЕ 1 / е ч д2Е 3 , _ Ч2 1
и - « ) .  - 7 .

дЕ -  1 Г п  Э2£ 3 ,  ,  , 2  I 
дх2 гз (*2 Э*22 ~ г’ ( *2 7Г.
ЭЕ 1 , £ ч д2Е 3 , с. \2 1
Ч _ ЗЛ*3~ Ьз)' 3 з) 3Эх, г дх3 г г

1»у ифодаларни берилган тенгламанинг чап томонига куйиб, 
(■I 10) га кура куйидагига

д2Е д 2Е д 2Е 3 
- + — г  +

Эх, Эх2 Эх-  =  - ^ - [ и  -  4 , ) 2 +  ( * 2  -  &  ) 2 +  ( * 3  -  £  ) 2 ]  ■~ р -  =
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1
=А г> _ А =з Г ± - ±

г5 г3 U3 г3
=  0

эга буламиз. Шундай килиб, Е{х,£) функция х * £  булшид! 
берилган Лаплас тенгламасини каноатлантиради.

Демак, 2.2 - таърифга кура £ (х ,£ ) = 1/г функция фундамсншн 
ечимдир.

2-М исол. Функция ¥z= ^ Yy) Коши Л

Риман операторининг фундаментал ечими эканлигини исботланг. I
1 э

Исбот. ^ х' ^  = jc(x +iy) Функция z = x + iy * 0 да Коши

Риман тенгламасини каноатлантиради.
Хакикатан,

Э Е 1 дЕ i
дх  тг (x + iy)~ Зу n(x+ iy f

ифодаларга кура
дЕ 1 1 . i 1 1 1
дТ 2 Л 2 2 (x+iy) (x+iy) 2л (x+iy)2 (x+iy)2

=0

эга буламиз. Шундай килиб, £(*>£) -  функция

Коши -  Риман тенгламасини каноатлантиради. Демак, бу функций 
фундаментал ечимдир.

М уоаки л ечиш учун масалалар

557. Е(х,у)=— \л~, г = \]{х- хо)2 + (у-Уо)2’ ихх+иу у ~ {) тенгламаниш

фундаментал ечими булишлигини исботланг.
, Г(л/2) „ А ^ д 2и 1

558. Е { х , С ) = -  п12 п-2 ’ п = З Л - Функция А и = 2 - э 7 г в(п-2)-2л: г »=з
тенгламанинг фундаментал ечими эканлигини исботланг.

Iк г

559. . r=yj(x-x0)2 +(у-у0)2 +(z-z,j)2 функция
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№.. Ьиуу+ми + Л и  — 0 Гельмголрц тенгламасининг фундаментал 
1 рЦими жанлигини исботланг.

е~‘ г̂
V.'». /'-(х,у,г)=—— , г = ̂ (х-д^,)2 +(>’- у 0)2+ (г-г0)7 функция

•»,, • муу + ми - к 2и = 0 Гельмголрц тенгламасининг фундаментал 
г  1пми жанлигини исботланг.

•»Г. I 

|1|1 , ()и

г? ( ч 1 1т Л _иа Т 1 пу ,г )= - —: -------- —— е , 1т Л * О функция2яч у - Л х  т -'

> * ^ Эу + _  ̂  умулашган Коши-Риман тенгламасининг 

фумдиментал ечими эканлигини исботланг.
§(| > Е(х) - функция берилган тенгламанинг фундаментал ечими 
Миншлигини исботланг.

1) Е(х) = в(х) е

2) Е (х)  = 9 ( х )

3) Е(х) = в(х)

4) Е{х) — в(х)

±ах

(1х 
* (к ах

_  п  а< ч I 1’ * - 0 ’ —  + а и =  0, в {х ) -\
[О, х < 0 ;

а 
а *  

а
1 -е ~ 4х

а ги
<1х2

+ а 2и = 0;

* ^  2 — г- -  а  и = 0;

¿ 2м . ¿и 
— Г + 4 —  = 0; 
</х с1х

, (1и

VI

(1хЪ 
1 1 1

3—у  + 2 - —= 0. 
¿¿с

,5)£(х) = О ,50 (х )-(1 -ел) ;

( /: (х , у )  = ) 6 £  ̂—, —, —; 1 -  —  ] функция

»11,, +иуу ~ ( У > 0 )  Трикоми тенгламасининг фундаментал 
и’шми эканлигини исботланг, бу ерда

4_
9

,Л1-2Д ✓

= ( х - х 0 У  + и у > ' > * у Г  ) \

(  А - в (

Н?,
ГЛ1-Д 1-Д 2-2Д 1—

ч Ч у
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функция / Ч * +Муу=0’ ( ? >0) Геллерстедт тенгламасиниш 
фундаментал ечими эканлигини исботланг, бу ерда

, = (х -х 0) Ч - А ^ ( У " ^  + УГ 2,/2) \ / 9 = - ^ - ,т > 0 .
г,2] '  7 ( т  + 2) 2(т+2)

г
565 и(х,у) = Ле |/0[/л/(г-Г) ■ I ] /(*)<*, г = х+г>, //2 =Я функции

О

мхс+м>у+ ^м ~®’ Гельмголрц теш ламасининг регулир
ечими эканлигини исботланг, бу ерда / ( г ) -  ихтиёрий аналинц 
функция.

-1 цт1
566. «('•)= [ - 7 Т = Л’ г2= (х-£ )2+(;у-77)2 /¿2=-Л, г * 0  функЩ"!

1 \ 1г - 1
иц + + 2м = 0, Яе М Гельмголрц генгламасининг ечими 
эканлигини исботланг.

567. м(х) = г̂ 0(х) + |х|2 г?,(д:), Дг?0(л:) = 0, Аг?|(л) = 0, |л|2 = ^ х? функции|2 _

1*1
12.А м = 0, бигармоник тенгламанинг ечими эканлигини исботланг. I

568. и(г) = г2\пг, |д:-у| = г ^ 0  функция п = 2 да А2« 1к 
бигармоник тенгламанинг ечими эканлигини исботланг.

3- §. Лаплас ва Пуассон тенгламалари учун чсгаравий
масалалар

Маълумки стационар булмаган иссикдик майдоннинг темиНц 
ратураси м, = а2Аи дифференциал тенгламани каноатлантири ш 
Агар жараён стационар булса, у х,олда и(х,у) температураниШ 
вактга нисбатан узгармас таркалиши кузатилади, яъни темперш у|н1 
(4.21) Лаплас тенгламасини каноатлантиради. Иссикдик мимики 
маълум булган х;олда эса

Ам = / ,  / = “  (4 11)

тенгламани х,осил киламиз, бу ерда Р -иссикдик манбаи зичШиЦ 
к -  эса иссиклик тар кал и ш коэффициента. (4ЛЗ) куринишдаги (>Нв 
жинсли булмаган Лаплас тенгламасини куп хдлларда Пуаспщ 
тенгламаси деб хдм юритилади.



/'" фазодаги икки х = (х1,...,хп), £ -• (£ ,,■■■,) нукга 
■ и|| и идаги масофани г оркали беягилаб оламиз, яъни

I  г =\х - £ \ = Щ * г ^ ) г .

Куп хдпларда Лаплас тенгламасининг сферик ёки цилиндрик
• иммсгрияга эга булган, яъни факат Г ёки Р га боглик булган
...... мши топиш масаласи катта кизикиш уйготади. Бунинг учун
lililí пне операторининг сферик ёки цилиндрик кординаталардаги 
припиши мухдм ахамият касб этади[3],[5],[7].

Лаплас тенгламасининг сферик симметрияга эга булган
I км И МИ

u(r ) = -L + c2 (4.14)

>У|*ииишда булса, цилиндрик ёки доиравий симметирияга эга 
flV'H1111 счими эса,

u(p) = ctlnp + c2 (4.15)

kVfмншшда булади, бу ерда с |> с 2 - ихтиёрий узгармас сонлар.
1 1

Шундай килнб, «о(г) = -  ва и(р) = 1п— функцияларга Лаплас

I fclti тмасининг мос равишда фазодаги ва текисликдаги
I V i ч<>пмечтал ечимлари дейилади.

I-Мисол. Лаплас операторининг кутб координаталардаги
I >У|||11111111ини аникланг.

а . _ д 2и(х, у) , Э2и(х,у)  
f 'ш т . пи = ^  ^  операторда

x = rcos(p, y - rs in ip  (4.16)
U ^ ii i  координаталарида алмаштиришларни бажарамиз, бу ерда 

f з* И. ( к  <р < 2к булиб, (4.16) апмаштириш тескариланувчи, яъни 
f  im </> узгарувчилар х ва У оркали куйидагича аникданади:

х 1 + у 1 = г 2, (р = a rc tg  ( у  / х )  (4.17)

М ш  «. У) операторни г ва <р узгарувчилари оркали ифодалаймиз: 
и =и г +и (р , и =и г +и (р ,

X Г  X < р т х ч у  Г у  Ф ^ У

2 ~ 2 X1 2хуII г +2и г (р +и <р +и г +и (р = ——и ----- т-и +
И  ГГ X Г (р  Х ~ X  (р< р~ X  Г XX ( р Т XX у .2  ГГ  j .3  г<р
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У_ 
г2

+ 7 г “ ^  + 

' 7 1 '
X
7

2 >
У и3
г

и +•<р<р

2ху
г4 и<Р

2 ху
и ------7-Мг  4 у  .

Демак, Лаплас операторининг кутб координаталарли н 
куриниши куйидагича булади:

1
Ам = и + и н-----игг г 2 <р<р г

еки
1 Э Г Эм  ̂ 13  2и

д “ * 7 э 7 ( / э 7 Г 7 ^  = 0 ' (4" "

2-М исол. и(х, у) = ^  гк (аксох к<р + Ък$1п к<р) фумкциямиШ
*=о

|г|</? доирада гармоник функция эканлигини курсатинг, бу срд| 

/■ = |г|, ф=аг]>г, г = х+1у  ва ак, Ьк лар хакикий сонлар.

Ечиш. Берилган и (х ,у )  функция гармоник функция булиши учу и 

|г|<Л доирада г ва р  узгарувчилар буйича иккинчи тартибш>Ц

А 1 1узлуксиз хосилага эга булиб, А и = игг + ~ ^ и1р<р + ~ иг "

генгламани каноатлантириши шарт.
Демак, берилган функциядан куйидаги хосилаларим 

хисоблаймиз:
оо

иг(х, у)=: ^ 1к гкА (аксо8 кср+Ь^т к<р) 
к=о

оо

игг(х, у) = ^  к(к - \)гк~2(аксоь' кср + Ь^т к(р)
к=0

оо

ищАх' у) = (акСО!1 к(р+Ьк.чп к<р) 
к=0

ва топилганларни (4Л 8) тенгламага куямиз:
оо

Аи = ^  к<р + Ьк.чт к(р )(к (к-])гк~2 — к2гк~2 + кгк~2) =
к=0
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^ (o j.co s k<p+bksink(p){k2rk 2 - k r k 2 - k 2rk ~ + k r k 2) = 0 
*=o

Шундай кдпиб, берилган оункция (4.18) тенгламани 
китчIлантирди, яъни бу функция гармоник функциядир.

I армоник функциялар назариясяда, мое равишда биринчи ва 
пмшчи чегаравий масала деб юритиладиган Дирихле ва Нейман 
Ь>н и попари мухцм Урин тутади.

/ ) - £ "  фазода чекли соха булиб. унинг чегараси S  булаклари 

Киник сиртдан иборат булсин. D = D l j5 ,  D ] =  Е п - D деб 

(fein илаш киритамиз.
’ Дирихленинг ички масаласи[15]. D  сохада гармоник D  да 

пш ксиз ва
lim и(х) = ip(xQ), x0 e S ,  х е  D (4.19)

'»пираний шартни канотлантирувчи и(х) функция топилсин, бу 

с|* in V ( x ) e  C ( S )  - берилган функция.
I-1У1асала[3] (Дирихленинг дойра учуй ички масаласи).

Аш \, у) = 0 тенгламанинг х 2 + у 1 =  доирада и(х-> У)| =

I 1 1 х — у, (0< r < R )  шартни каноатлантирувчи ечимини топинг.

I 'мни. Дирихле масаласи ечимини кугб координаталарида
оо

u ( r , ç ) =  £  r k (akcos ü(p + bksin кср) (4 .20)
к=0

kl|чн1ишда излаймиз. Демак, масалашарти ва (4.16) га асосан 
u(R,tp) = R2(\ + c o s  2<р) -  Rsin q>-

-R co s  < p = ^  Rk (akco! k<p + bksin kip) 
k - 0

I* и I буламиз. Бундан номаълум коэффициентларни куйидагича 
и а, = - 1; ¿> ,= -1; а2 = 1; b2= b 3 = .. .  =  0; аъ = а 4 = . . .  =  0

шшьдаймиз.
Шундай килиб, топилган коэффициентларни ÿpimra куйиб, 

Иирихле масаласининг ечимини куйидаги куринишда топамиз: 
u{r,(p) = R 2 - г cos( р - rs in <р+ г 2 cos2 (р

1'«11
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и(х, у) = R 1 -  х -  у + х 2 -  у2.

Дирихленинг ташки масаласи. D , сохада гармоник шунднИ 

и(х)  функция топилсинки, у S да берилган узлуксиз кнйматларнн 
кабул килиб,

lim u ( x )  =  y / ( x Q), х 0 е  S ,  х е  D , (4 ?1)
х-^х0

| jc| —>+°° да п >  2 булган холда |*j дан секин булмай ноши 

интилсин, п =  2 да эса чекли лимитга интилсин.
2-М асала (Дирихленинг дойра учуй ташки масалапи

X1 + у1—Г1 <1?  дойра ташкарисида Аи(х, у) = О, R < г , теш ни 

манинг и ( х > У)\г=я -  а х  +  b y  + с ,  \и(х,у)|< шартларин 

каноатлантирувчи ечимини топинг.
Ечиш. Дирихленинг ташки масаласи ечимини ку|И 
координаталарида

оо

U ( r , < p ) =  X  r ~k ( a kc o s  к(р + b ksin к(р) 
к = О

куринишда излаймиз. Демак, масала шарти ва (4.16) га асосан
оо

u(R,(p)  = a R c o s  (р + bRsin (р+ с  = ^  R к ( a kc o s  к<р + bksin к(р)
к=О

ни хосил киламиз. Бундан номаълум коэффициента |...
куйидагича а0 = с > at = a R 2, а2 = а3 = . . .=  0; Ь^=ЬНЛ

Ь2 - Ь 3 = .. .  = 0  аникдаймиз. Демак, (4.22) к>фа куйилган м асщ  
ечимини куйидагича топамиз:

R̂  R̂  R̂
и {г ,ю )-а— cos<p+b —  sin <p+c, ёки м(х,у) = —-----~(ax+by)+c _ I

r r x  + y

Айрим холларда Дирихле масаласини ечишда таккослиЩ
усулидан фойдаланиб булмайди. Бу холларда Дирихленинг дин|М
учуй ички ва ташки масаласининг ечимни мос равино
куйидаги к}финишда хам

°° (  г \̂
u { r , ( p ) = ^  — ( a kc o s  к<р + bk sin кср) (4J J J

k=ayR J
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и ( г ,  р ) = £  | ) (а ксох к<р + Ьк «/л к<р) (4.24)

и I п т  мумкин, бу ердаги ак ва Ьк, (к = 0, 1, 2,...) коэффициентлар
| 2л-

ао = — ( 4. 250)

у  2к ^  ¿.п
ак = ~  | У'(‘Р)соэк<рс1(р , Ьк = — | у/{(р)5тк(р<1(р (4 .25к) 

*  о л  о
фирмулалардан топилади [5].

Пуассон интеграли. (4.25к) формуладаги Фурье коэффи- 
ММ( н гларини (4.23) ечимга куямиз:

2ж

1 Г Т , , , .
—+2_,\ — (сох кфсох ка+яткф зтка)
2  к = А К ;

и(г,<р)=— ] / ( а )
* о

1 ^  (  Т" ^
= -  |У(а) - + Х  4  к(<р-а) 

71 о 2 *=ЛЛ'

(1а=

с1а. (4.26)

сг).чк(<р-а) =
е1к(<р-а) _ е~1к(<р-а)

—  ва чексиз камаювчи геометрик

|||ни рсциянинг йигиндиси формуласига кура <? = —<1 ни эътиборга
/?

|>|и<>, (4.26) формуладаги квадрат кавс ичидаги ифодани куйидаги 
|У|»инишда ёзиб оламиз:

1 + Ё  ( ч е ^ ) " + ( я е - ^ ))
М<р-а) Ц<р-а)де | _______

1 I - ? 2 1 /г2-г2
2 1-29со5(̂ -«г)+̂ 2 2 /г2-2/?гаи(0>-а) + г2 (4-27)

(4.26) ва (4.27) асосан Дирихленинг дойра учун ички 
м м шшсининг ечимини куйидаги

. 2тг

2/г  ̂ II2-2г!1Со$((р-а) + г 

>, рииишдаги Пуассон интеграли оркали ёзиб оламиз.

■уг(а)<1а (/-</?) (4.28)
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Худди шундай, дойра учун Дирихленинг ташки
масаласишшг ечими куйидаги

| 2* .̂2 _^  2
и(г,(р) =  —  ------------------------------------- -у/{а)< 1а  ( г > Я )  (4 .2 ') )

г  2л-  ̂ г2-2гЛС<и(<г>-а) + /?2 4  ̂ ‘ *1

Пуассон интеграли оркали топил ад и [5], [7].
Энди (4.28) Пуассон формуласини комплекс куриниш/ш

ёзиб оламиз. Бунинг учун куйидаги тенгликдан фойдаланамиз (Ч
[9]:

Я2- г 2 /е2 -|г|2 с  Г е ' “ + г
= К е р _.■« .  (4.30)1(  - 2 г Я С о 5 ( < р - а )  +  г  к  е  - г

Хакикатан,

„  Я е ' а + 1 Я е -------:--------= Яе
Я е 1а - г

(й  - т е * )

Я2 -|г| 2 +гй

Г 
1

""Ч»1'й 

1 
1

/г-.е1а -  г|
2

■ ■ . ,  « 2"|гР
Ке------------- ;— -------д-------------------------- в -* (430)1 I п ¡а\ Я е  - г

тентликта кура (4.28) Пуассон интегралини куйидаги комплсШ 
куринишда

ц(г)=кД- \уЛа)К е’ +г-е1а=Яе^-_ Г £ +\ Ж , |г|</? (4.311 
/ге“ -г 2 * ^  [С-г)С

ёзиб оламиз, бу ерда Я е ,а = ^ .
Дирихленинг таш ки масаласи учун хдм (4.31) формулаи 

ухшаш формула олиш мумкин.
Агар Дирихле масаласидаги у  (С) чегаравий функция соь<р пн 

эт<р ларга нисбатан рационал функция булса, у холда (4.31) ичкИ 
Дирихле масаласининг ечими чегирма ёрдамида хисобланади [5|.

З-М асала. Доирада куйидаги Дм = 0 ,  |г|< 2 ;

I _  2 э т у  
и \ | г |=2 _  5 + Зсо5 ^ Дирихле масаласини ечинг.

Ечиш . Ечишда (4.31) формуладан фойдаланамиз. Агар 2-е,а*Ш 
булса, у холда
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5(«0Г =

2лш <р

21
£ _ 2  
2 <Г/

е'“ +е- ‘а 1 Г С 2 
соя аг = --------------= — — + —

2 2^2  С

(•Улиб, Vх(С) = 5+3(:тц,^ чегаравий функция куйидаги куринишга

2 1 Г - 4  
2д|'и Р _ 2< 2£ _  2

1  ;  5  +  З с о 5 <г> э  г 2

С2
5 + 3 Г + 4  1 3^ 2 + 20£  + 12

2 2 ^

Г - 4

' 3(С + б) и  +

ин булади.
(4.32) ни (4.31) куйиб,

= -  I -2ж1 „ *
Г - 4

-^ + г 7̂ ^ = ; 1
К|=2 / 3(^ + 6) К  + | 1  ^  ^  2Л1К И

(4.32)

ммтегрални хисоблаймиз. Бу ердаги /г(<Г) функция \£\ > 2 сохдда 
С -6  да битта чекли ва ¿Г = да бартараф зтиш мумкин булган 
михсус нукталарга эга. Шундай кцлиб, чегирмалар хдкидаги Коши 
|'>|. [14] теоремасига кура

■Г= -£?Цр ( С ) - ™ р (С)

I и н а буламиз, бу ерда
32 г - 6
1 6 ]  ( г + 6 )-6

4 г - 6  = 2 6 - г  
I (г + 6)•6 Зг 6 + г

1- 1+ 4

1+ 1+
з<Г

= гея 
(=°°

2 1 
3 ¡ ' с '

г_
'зГ

Дсмак,
I с 1г\ 2 г ~6 , 2 4г 4 х+гу 7 = -  гея Р к  - ш / 7к  =•------------(- — = -----------= ------------- —̂ •

(=-6 (=°° Зг г +6  Зг Зг(г + 6) 3/ 6 + х+гу
4 ( *  + гу ) (6  + л: -  г'у)
Зг (6 + х ) 2 + у 2
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Бундан
8v „ ж  8 rsincp

Re / = -------------- 5-----т- ёки Re-/= T̂—77;-----2-36+12х+х + у 36 + 12 rcosp+r
Шундай килиб, Дирихле масаласининг ечими

8 г sin <р 
и (г , <р) = ------------------------ 5-

36 + 12 rcos(p+r

куринишда булади.
4-М асала. x2 + y2 = r 2 <R 2 доирада А и (х ,у )  = у, 0 <r<U  

Пуассон тенгламасининг u(x,y)\r = R =1 шартни каноатлантирунчн

ечимини топинг.

Ечиш . Масала ечимини **(■*> У)=Ц> (Х>У)+~У куринишда излай мм i

Бу ерда ~̂ УЪ функция берилган тенгламанинг хусусий ечими

и0(х, у) функция эса Аи = О тенгламанинг 
ечими

uQ( x ,y ) =  Y ,  rk(akcosk<p + bksink(p) (4.3 ()
к=о

эканлигини эътиборга олиб, куйилган масала шартидан
°° 1 

и (х ,у )| „ = ^  Rk(akcos k(p + bksin к(р) + —R1, sin '(р = 1 >
Г~ к=0

яъни
“ 1 Í 3 1

Y  Rk(a,.cos кю + hsin k(p) = \— -R >\ —sin<p-—Sin3(p 
k=  0 6  1^4 >

га эга буламиз. Бундан номаълум коэффициентларни куйидагича

а0 = 1; ах- а г = ... = 0 ;  ¿?, = ; b2 = 0 ;
О

¿з = — ; = 0 аниклаймиз.
2 4

Шундай килиб, топилган коэффициентларни урнига куйиб,
Пуассон тенгламаси учун Дирихле масаласи ечимини куиидагМ
куринишда топамиз:

г ■ R2 г3 1 г - R2и(г,(р) = 1--------- sin ем----- sin ЗфА— г3sin̂ tp = 1----------sin <р+
Y  8 24 6 8
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ГИ1

и (х ,у )= - (ъ -к 2у+у3+х2у).О (4.34)

\алца учун Дирихле масаласи. Маркази координата бошида,

(4.35), (4.36) масалани {Г (̂Р) поляр координаталарда 
!• унидагича ёзиб олиш мумкин:

Аи = г~игг + и фу + г и г = О, Я, < г < / ? 2, 0 < < р < 2 я ,  (4.37)

« (Я ,,^ )  = /,(^), м(/?2, <р) = /2((г>), 0 < <р < 2 к , (4.38)

Оу срда /,(<Р) ва / 2(.ф) функциялар даврий булиб, унинг даври 2 /Г 
| || гспг.

(4.37), (4.38) Дирихле масаласининг ечими куйидаги 
м рипипгда ифодаланади [5]:

!*У счимдаги номаълум а о, Ь0 , а к , Ьк , с к, й к коэффициентлар 
\ нидаги системалардан топилади:

и ( г , ( р )  = а 0 + Ь01п г +

+Х [ ( а*г* + ^*г к)сох к<р+{скг1 + й кг к)ятк(р\
¿.-I
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5-М асала. Д м (г) = 0  тенгламанинг а < г < Ь ,  0<<р<2я 
хдлкада и (а )  =  Т ,  u (c )  =  hu(b), a < c < b ;  h *  О шартларми 
каноатлантирувчи ечимини топинг.
Ечиш . Изланаётган функция факат г нинг функцияси булга! i и 
учун, Лаплас тенгламасининг ечими цилиндрик ёки доиравиИ 
симметрияга эга булиб, унинг ечимини (4.15) куринишда излайми t 

(4.15) ва масала шартларидан куйидаги 
[ c jn  а +  с 2 = Т  

[c jn  с + с 2 = h (c tlnb + с2)

системага эга буламиз. Бу системадан с, ва сг номаълумларнм 
куйидаги куринишда топамиз:

c ^ = T - (h - \ ) j  c2 = T -(ln c-h ln b )j^ h ln (̂ - l n ‘

Топилган С] ва с2 номаълумларни (4.15) га куямиз ва куйилпш 
масаланннг куйидаги

и (г )  = Т •  ̂h In ^  — In Г j  j ^ h l n ^ - l n  °

куринишдаги ечимини оламиз.
6-М асала. Далкада куйидаги

А и (г )  = 0  1 < г < 2, 0 < ( р < 2 л  (4.41)
и(1,^ ) = 0, и(2,(р) = cos(p, 0 < ( р < 2 я  (4.42)

Дирихле масаласини ечинг.
Ечиш . (4.41), (4.42) масаланинг ечимини (4.39) куринишда! 
ифодалаш учун умуман олганда (4.40) системаларни ечиш кераШ 
лекин айрим холларда (4.39) формула урнига (4.41) тешламанинМ 
(4.42) шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимларининг 
комбинациясидан тузилган ечимларни хам караш мумкин. I >у 
масалада

и(г,<р) = а, г ■ cos (р + г~' ■ c o s  (р 

функция юкорида куйилган талабларга жавоб беради.



Бу ечимга (4.42) шартни каноатлантириб, куйидаги системани 
ппамиз:

а, + Ь, = О,

2а, + ^ - =  I
Й1 = Г  

1 з
Шундай килиб, (4.41), (4.42) масаланинг ечими куйидагича

1 сои (р

(4.43)
(4.44)

I »Упади.
7-М асала. Далкада куйидаги

А и(г) = 0 1 < г < 2 , 0<<р<2я  
и(\,(р) = со$(р, и(2,(р) = ятср, 0 < < р < 2 л  

Дирихле масаласини ечинг.
I *1 иш. (4.40) системадан курсатиш мумкинки, к >  1 да 

а к, Ьк, с к, (1 к коэффициентлар нолга тент булади, колган

II, , о , , с , , коэффициентлар куйидаги системалардан топилади:

а , + Ъу 1 ,

2 а. н— -  = 0 : 
1 2

с , +  ¿ ,  =  0 , 

а'
2 с, + ' 1 _ 1 .

1»\ системани ечиб, « , ,  , с1, с/, коэффициентларни топамиз:

3 3
Шундай килиб, (4.43), (4.44) масаланинг ечими куйидагича 

1 4
и(г,р) = | “ з г + 3г

Попади.
8-М асала. Аи ( г )  — а г у (а ^ 0) Пуассон тенгламасининг 

к х 2 + у 2 = г 2 < /?2 доирадаги ечими и(г)еС(АГ) булиб, м (с) =  Г  

Пупса, М(Я) нитопинг.
1<>1МШ. Ечим факат г нинг функцияси булгани учун, Пуассон 
ими ламасининг ечими цилиндрик ёки доиравий симметрияга эга

169



1 Э С ди  , _
булиб, уни г "э7” 1 ~ а г  дифференциал тенгламани ечиш

оркали топамиз:
диг ----
дг

_Э_

Э г
Ечим каралаётган сохада узлуксиз булиши учун с, = 0 булиши

аг3
керак. Шунинг учун, куйилган масаланинг сними и(г) - — +*'| 

куринишда булади. Масаланинг и(с) = Т шартидан номаълуш 

с2= Т - ^ — коэффициентни топамиз. Шундай килиб, куйшимн

масаланинг ечими и\к > -  ~ куринишда булади.

9-М асала. Бир жинсли х 2 + у2 + г* = г'  < /? шарда, хажмий 
зичлиги 6(2 га тенг булган доимий (узгармас) иссикдик мапЫи 
таосир килмокда. Шардаги и(г) температура стационар, шир 
сиртидаги и(/?) температура узгармас булсин. Лгар и(с) =  Т  ми 

иг(Ь) = и  булса, и (К )  ва 0. ни топинг.
Ечиш . Иссиклик манбаи маълум булгани учун, изланаётГш 
температура (4.13) Пуассон тенгламасини, яъни Ам(г) = - 6(̂ /< 
тенгламани каноатлантиради, хамда сферик симметрияга и К

1 Э ( г ди
булади. Демак Дм(г) = — — | г —  J ,  яъни изланаётган «(»)

температура гг~ (0 <г</?) дифференцЩИ

тенгламани каноатлантиради, бу тенгламанинг ечими )0| 
Ог2 с

и(г) = — --------{- + с 2 куринишда булади. Ечим каралаётган шард!

узлуксиз булиши учун с, = 0 булиши керак, Шунинг учун,

£ г 2
куйилган масаланинг ечими м(г) -   ̂ +с2 куринишда були м
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Q c2
—-----+ C 2  = T

к
Масаланинг и(с) = Т  ва ur (b) = (J шартларидан ] 2 g /7

к U
i Hi' i смага эга буламиз. Бу системадан Q ва с2 номаълумларни 
i>V Йидаги куринишда топамиз:

е  =  - ^  c ¡ = r  + C £ l  = 7 - - ^ l
2 b 2 к 2 Ь '

Шундай килиб, куйилган масаланинг ечими

и Щ ) = т + Щ ^ 1

h \ |11шишда булади.
Мсйманнинг ички масаласи. D сохдца гармоник булган,

ди(х) . . „ ^
hm —г-----= у/(х0), х0 6 S, х е  D  (4.45)

X—Hg О fl

HI иравий шартни канотлантирувчи и ( х )  е  С  ' ( D  ) функцияни 

it*iiинг, бу ерда W (x)e C (S )  - берилган функция, n — S  га 
V i ыпилган тап1ки нормал.

11ейманнинг ички масаласи ечимга эга булиши учун 
c d u ( x ) JC,
I ~ ^ T ^ S = 0 (4-46)

ншргнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
10-М асала. х2 + у2 = г2 < R2 доирада Аи(х, у) = 0, 0 < r < R  

it iu ламанинг
ди(х , у)

дг
= А х 2 -  В у2 + у

г = R
Щнртни каноатлантнрувчи ечимига эга буладиган А ва В ниш 
ишматларини топинг ва масалани ечинг. 

ми ni. Куйилган масала Нейман масаласи булиб, масала ечимга 
к и булиши учун (4.46) га асосан

2л
J  (A R1cos2<p—B R 2sin~(p+Rsin(p)d(p =
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о
шартнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. Бу шарт факат А = 11 
булгандагина бажарилади, яъни Нейман масаласи тугри куйилгш 
булади, аксинча, яъни А Ф В  булганда эса нотугри куйилганли) И 
келиб ч и кади.

Шундай килиб, А - В  булган х,олда масала ечимини (4.2Щ 
куринишда излаймиз ва масала шартига асосан

ARw Д К
иг|  ̂ -  X  k.Rk~X(akcos k<p + bksink(p) —  ̂ (cos 2<р + \)-

- (1—cos 2 (р) + Rsin (р

к=о 2
BR2

2
га эга буламиз. Бундан номаълум коэффициентларни 

куйидагичаа i=Q аг ~  ̂ , a i - a i —...—0,bx=R, b2=b3=b^=...=0 аник
лаймиз. Демак, (4.20) кура А = В булганда Нейман масаласиниш 
ечимини

А ■ R
и(г,<р) = г - Rsin <р + ——  ■ r 2coslip + а0 г 

AR 2 2
ёки и(х ’ У ) ~ —т~(х  ~У ) + Ry +const куринишда топамиз.

Нейманнинг ички масаласини [г,(р] поляр координаталарди 

куйидагича ёзиб олиш мумкин:
Дм = г 2мгг + и + г и г = 0 ,  0 < г < R, 0 < <р < 2 я ,  (4.4/)

т :  = /(?>• 0 <<р<2тт (4.4НН
a r  r=R

(4.47), (4.48) масаланинг ечимини куйидаги куринишда

и(г,<р) = У  | —  I ( a k c o s  к<р + b k sin  ktp)  (4'14)
*=<Л R >

излаймиз. (4.49) ечимдаги a t ва Ьк коэффициентлар

R 7̂ R^rак= — \f{f)cosk<pd<p, Ьк=—  \f«p)sink<pd(p, к =1,2,.... (4.5Ь) 
кл  Q кк  0

формуладан топилади.
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11-М асала. Куйидаги
А и (г )  = О О <г<Я , 0<ср<2л  (4.51)

= со$'(р ,  О < (р < 2 л  (4.52)
Эг г=я

11> йманнинг ички масаласини ечинг.
(' •нпн. (4.51), (4.52) масала ечимга эга булиши учун (4.46) шартни 
Пн/КПрилишини курсатамиз. (4.52) шартга асосан (4.46) дан

2л  „  2л  „  2л
| - - ^ =  | Я-С08гфс1(р=— | С05(р<1<р+— | [с£»30> + С'ОЛ'̂ ] (1ф =0

2 о 4 О
и н (>уламиз. Бундан (4.46) шартни бажарилиши келиб читали.

’)нди (4.51), (4.52) масалани ечамиз. (4.52) шарт ва (4.49)
3 1

НИМдан со$̂ (р ~ соьф+ —со$Ъ(р ни хисобга олиб, ак ва Ьк

(ииффициентларни топамиз:
3 1

«1 = 4 * ,  я2 = 0’ аз = ^ Л’ ак = 0’ к > 3 ’ ьк=0, к>1. (4.53)

(4.53) кура (4.49) дан ички Нейман масаласининг ечимини
3 г г 3

и (г, ср) = ап н------со.чср н----------со^ З®
0 4 1 2 / ? 2 г

|У||ииишда топамиз, бу ерда а0 ~  ихтиёрий узгармас сон.

Нейманнинг ташки масаласи. О , сохада гармоник шундай
Н И  (функция топилсинки, унинг нормал буйича олинган х,осиласи

| ||| шшалдан берилган кийматларни кабул килсин, яъни

Пт - ^ - = 1/ / ( х 0), х0 е 5 ,  лее О, (4.54)

Мм III И —»+°° да п >  2 булган хдгтда и{х) функция нолга 

И)« I имени, п =  2  да эса чекли лимитга иптилсип.
(г, <р) поляр координаталар системасида Нейманнинг ташки 

<|||| «насини ечими куйидаги куринишда

*=о
и { г , ( р )  = X  [ ) ( а 4сол к(р + Ьк$1п к<р) (4 .55)

-к
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изланади. (4.55) ечимдаги ак ва Ьк коэффидиентлар (4.MII

Э и
формуладан топилади, унда

Эм
э 7 = № эканлигшщ

=R
эътиборга олиш керак [5].

Юкоридаги масалаларга ухшаш масалаларни НейманВит 
тапщи масаласи учун х,ам куллаш мумкин.

М устакил ечиш учун масалалар

Э2и(х,у) д2и(х, у) д2и(х ,у )
569. Лаплас — дх2~ ~ + — ду2 " + — Э?—  оператор*И)н

куйида! и координаталар системасидаги куринишини топинг:
a) х = reos <р, у = г sin <р, z - z  цилиндрик координаталарда! и; I
b) х = г sin в eos (р, у = г sin (р sin О. z = г cos 0  сферик 

координаталардаги.
570. Маркази координаталар бошида, радиуси а га тенг булши 
доирада Лаплас тенгламаси учун куйидаги биринчи чегарампН 
масалаларни ечинг:

а) и|г=а = A; b) u\r=a=Acos<p-c) и\г=а= А  + Ву.

d) и|r=a = A xy ; е) u\r=a=A+Bsin<p-

f) u\r a = Asin2<p+Bcos2<p,

бу ерда А ва В  узгармас сонлар, (р,<р) - эса кутб координаталирн 

(х, у) -тугрибурчакли координаталар.

571. Аи (х ,  у) = 0  тенгламанинг х2 + у1 = г1 < R2 доира/ш 

“(•*>7)1,=* = g(x ,y ) ,  (0 < r< R )  шартни каноатлангирувчи ечиминМ 

топинг:
a) g (x ,y )  = 4ху2; b) g(x,y) = x 2- 2 у 2;

у2
c) g ( x ,y ) = — +Rxy; d) g ( x , y ) =  х + ху;

К
e) ^ (х ,у ) = 2 (х 2 + у ); f) g (x ,y )  = 4 y 3.
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x" + у 2 = г 2 < R 2 дойра тапщарисида Аи(-*,у) = 0, R < r < ° ° ,  

кигламанинг и(х > У)| r=R =  #(-*> У) ёки «|r=R =f(<P) |и(дс, у)| < °°, 

ИШртларни каноатлантирувчи ечимини топинг:
a) ? ( * ,У ) - У +■*+>; g) f(<p) = А;
b) g(x,y) = 2x2- х + у ;  h) f(q>) = Acosq>\
С) g ( x , y ) = y  + 2 x y ; i) f{q>) = A+BRsin<p; 

d) g(* ,y )  = y2~ xy ,  j )  f (< p )= A R 2sin<pcos(p\
C) g(x,y) = x2- y 2 ; k) /(«?) = v4 + Ssin (P ;

0  £(*>>0 = *2 + l ; I) f(<p) = Asin2<p+Bcos2<p.
V/V r  + y2 = r 2 < R 1 доирада Au(x,y) = f(x ,y),  0 < r < R Пуассон 

♦«Hiламасининг u{x,y)\r=R - g ( x , y )  шартни каноатлантирувчи

»мимини топинг:
a) f ( x ,y )  = 4, g(x,y) = 1;

b) / ( * ,> )  = - ! ,  g(x,y)=

c) f ( x ,y )  = x, g(jt, v) = 0 ;
d) f(x ,y )  = x * -y \  g(jc,^) = 0, R = 1;

x~ + >-2 - r 2 < R2 доирада Au(x, y) = 0, 0 < r < R тенгламанинг
du(x, y )

dr = .?(-*. У)
r=R

ШИ|»гии каноатлантирувчи ечимга эга буладиган А ва В  нинг 
мШмагларини топинг ва масалани ечинг:

a) g{x,y) = Ay2-В \  d) g (x ,y )  = A ;
b) g(x,y) = 2x2 + A; e) g (x ,y) = 2xy ;

c) f (x ,y )  = l ;  i) g (x ,y )  = A x 2 - B y 2 + y .
1>у ерда А, В -  узгармаслар.

x 2 + у2 -  r 2 < R2 дойра ташкарисида A u(x,y) = 0, R < г < °°  
du(x, y)

Имгламанинг — —̂ dr
-  g (x, у ) ¡м(*, y)| < oo, шартларни

r=R

* нтлтлантирувчи ечимига эга буладиган А ва В нинг 
►ииматларини топинг ва Нейман масаласини ечинг:

a) g (x ,у) = уг - А ;  с) g (x ,y )  = x 2 + A x - B ;

b) g(x,y) = 2xy-Ax1 + B\ d) g(x, у) = х 2 — Ay2 + В .

175



Дм = О,
on

Бу ерда А, В -  узгармаслар.
576. Маркази г = О да, радиуси Я га тент булган С  доиршН

Эм г ,  ч= JK<P) иккинчи ички чегаравии масалнй"
с

куйидаги х,олларда ечинг:

a) f  = Ax-, b) / = А(д:2 - у 2);

с) f  =  Acos<p-, d) /  =  Asin (р+В sin* (р.
Бу ерда (г,<р) - эса кутб координаталари, бу с р Я  

А , В -узгармаслар.
577. Маркази г =  О да, радиуси Я га тент булган С  доирмШ

А  п  д иАи = 0, —— 
дп

-  / (<Р) иккинчи ташки чегаравий масал.иш
с

куйидаги хдлларда ечинг:
a) f  =  A x -  b) f  = A (x 2- y 2);  с) f  = Acoscp+B-,

d) f  = A sin <р+ В sin(p , е) f  = А ,  бу ерда ( г, <р) - кутб 

координаталари, А, В -узгармаслар.
578. К : 0 <  г < R, 0 < д > < 2  к  доирада u(R, (р)-u{R v (р) ~f((p)  шарит 
каноатлантирувчи и(г,<р)е С'(К) гармоник функцияни топинг, liy

In
ерда 0 </?,</?, \f((p)d(p = 0 булиб, f{(p) функция куйидиЩ

о
кийматларни кабул килади:

a) f(<P) = cos (р; b) f(<p) = cos2(p+C\
с) f(<p) = cos 3<р+ sin 2xp\ d) f(<p)=Acos~<p+Bsin2<p,

e) f(ip) = -3cos2<p+ sintp+C; f) f  (q>) = sin (p.
Бу ерда А, В, С  -  узгармаслар.

579. К : 0 < г < R, 0 < <р < 2 л  дойра ташкарис»ЦИ

u(R,tp)-u(Ri,(p) = f{(p) шартни каноатлантирувчи u{r ,(p)eC \k \
2х

гармоник функцияни топинг, бу ерда 0 < /? , < i?,  ̂ J  (<p)d(p (ll
О

булиб, f((p)  функция куйидаги кийматларни кабул килади:

a) f  (<р) = 3sin 2 (р; b) /(?>) = 5sin2<p- А\

с) / (ф) = sin' (р; d) }(<Р) = 3cos2<p+sin(p- А ,
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с) f (<Р) = cos5(p+ sin<p, бу ерда Л -угзгармас сон. 
ч < г< Ъ , ()<(р<2ж х,алка ичида куйидаги чегаравий маса- 

мн жрнинг м(г) ечимини топинг.

a) Ам(г) =  0 ,  и(а) = Т, ur (b) = U;

b)Аи(г) =  0 ,  ur(a) = T, ur(b) = U\

c )A u (r)  = 0 , и(а) =  Т ,  ur (b) +  h u (b )  =  U ;

d) Ам(г) = О, и r(a) — hu(a) = T, ur (b) = U\

с) Ди(г) = 0 ,  и r(a)-h .u(a) = T, ur(b) + hu(b) = U .

1HI Лгар ¿<(0 функция К :а 2 к ^ + у 2 = r2 <b2 хдлкада А и (г) = 0 

'litilJiuc тенгламасининг счими булиб, и ( г ) е С ( К ) булса:

a) м(с) =  Г0, и(Ь) =  Т  булганда и (а) ни топинг;

b) и(с) = Т, ur (b) =  U булганда м(а) ни топинг;

c) и(с)=Т, ur(b)+u(b)=W булганда и ( а )  ни топинг;

d) ur (c) = U, и(Ь) = Т  булганда и(а)  ни топинг,

Ну орда а < с  <Ь.

|К.' Агар и(г)  функция К :  а~ < х * + у 2 = г 2 <Ь2 халкада А м (г) = —

Н\.т он тенгламасининг ечими булиб, и (г )е С (К )  булса:
a) u(b) = T, ur(c) = U ; булганда и(а)  ни топинг;

b) м(с) = r o,M (J) = Г ; булгандаи(я), иг(Ь) ни топинг;

c) и(с)=Т, ur(d)=U ;  булганда и(Ь), иг(а) ни топинг;

d) и{Ь) = Т0, и(с) = Г  булганда м(а) ни топинг, 
fly |‘рда a < c < b ,  a < d < b .

L .  * / , 1 3 f  диЛ 1 Э2м
'Ht Дойра ичида А и(г,^ ) = —— J + = 0 Лаплас

н mi намасининг и\ы  = g(<P), 0 < ф < 2 л  шартни каноатлантирувчи 

иммини топинг:
a) g(<p) = cos2(p\ b) g (<р) = co s * ç \

с) g(<p) = sin3ç ;  d) g(<p) = sinb(p + c o sb(p\
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/ 4 sirup
е) « (? )  = ;5 + Acosep

584. Маркази координаталар бошида, радиуси R га тент буж «И
1 Э ди г ----

Эг
Э2и

г 2 дер1

-  / (Р ) шартни каноатлантирувчи ечимини топит

= 0 Лаплас тентами

Э и 
г r=R

а) / (<р) = Acostp, b) f  (<р) -  Acos2(p, с) f(<p) = sin ср.
1 д

585. Х,алка ичида &и(г,<р) = - —  г3 7 |+ т г '^ г _0  (,< /7<2) Лапл
д и 1 Э2«
д г ) г dtp

mi

тенгламасининг м| r = { -g (< P )  u\f = 1 - f ( q > )  шартни каноатлати

рувчи ечимини топинг:
a) g(<P) =  м, = const, f((p) = и2 = const;

b) g(<p) = \+cos2<p, f(tp) = sin2tp.
586. Маркази координаталар бошида, радиуси R га тент бушцй

шарда Аи(г,6>) = -!г-^-[г2^ | +  V1 - 4 : 1  .WH<91^| = 0 Лаплас тенглиш 
г o r v  or J г sin в ов\ дв J

сининг (изланаётган и функция <Р боглик эмас) u \r=R = 

шартни каноатлантирувчи ечимини топинг: 
а) f ( 6 )  = cos6-, b) / {в) = cos26\
c) f { 0 ) = c o s 2в\ d) / (в) = sin26.

587. Маркази координаталар бошида, радиуси R га тенг 6yjnif 
шарда Аи(г,в)  = 0 Лаплас тенгламасининг (изланаётган М

функция tp боглик эмас) (и + иг )|г=я = 1 + cos & шартни каноатлин

тирувчи ечимини топинг.
588. Шарнинг ташкарисида гармоник булиб, куйидаги Д и(г,0)в 
тенгламани ва

а) «г | г=к =  я * ? * ’ Ь) (и - и, )| r=R = sin1 в;

с) u\ r_R - Acos& шартларни каноатлантирувчи u = u(r,fíI 

фукцияни топинг.

178



>Н'| \ < г < 2  шар катламида гармоник булиб, куйидаги 

\м(»,(9) = 0 тенгламани ва м|г=1 = <?(^) и\г=2 = 7 ( 9 )  шартларни

ишттлантирувчи и = и фукцияни топинг:

а) Х(&) =со$2в, / ( в )  = ^-(соэ2е  + |);
О

I,) к(в)  =  С0526», / ( 0 )  =  4 « « 20 - ~ ;

С) я(в)  = 1 - с о з 2 в ,  / ( 0 )  = 2 соэО\

II) К(в) = ^ со я в , / ( в )  = \ + соз29\

С) к (9 )  = 9сол2 в , f ( в )  = Ъ (\ - lc o s 1 в ) .

№(| I < г <  2  шар катламида гармоник булиб, куйидаги Аи(г,0)=О 
ичи памани ва

ди  
д п

= Р2(сояв),
г=1 Э”

= Ръ(созв)
г=2

Ншргларни каноатлантирувчи и = и ( г ,  9 )  фукцияни топинг, бу

„ , ч _  1 
«МЧИ ' п ^ - ^ Г Г ,  — п (д:2 - 1) , п - 1, 2,... -  Лежандр к>шх,ади.

чи| и (г ,в ,<р) - - Я  | ^ -----^Л /г, функция шарда (Г <К)
о 1

ЪЧ(г,0,<р) = 0 Лаплас тенгламаси учун куйилган ички Нейман 
Мш и нисининг ечими эканлигини исботланг, бу ерда

--------  1 ■хтв1 с1в1 с1<р; -
4/г о о [г -2 í^ ?co í7+ ^ ^ J

ниФ (г< К )  учун Пуассон интеграли (ички Дирихле масаласи 

~и(11,в,<р), у — (г,в,ф)  ва (Я ,#,,«!>,) нукталар-
_ д и

►тми), “о дп г=Н
тип радиус-векторлари орасидаги бурчак.
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гг ы ( г ,# ,^ )
592. V \г >Ф)  = К ] ~ функция шарда {г>1<)

оо
А и (г,в,<р) = 0 Лаплас тенгламаси учун куйилган ташки Неймми 
масаласининг ечими эканлигини исботланг, бу ерда

п  7Г 2 __  п 2

»(>,«.,)= -1 |<  («, -  1

шар (г> К )  учун Пуассон интеграли (ташки Дирихле масалаоЯ

+ _ Э Ц_ 
ечими), ио ~

г=я
= u(R,d,(p), у -  ( г,в,(р) Ва (Л ,# ,,? ,)  

нукталарнинг радиус-векторлари орасидаги бурчак.

4- §. Грин функцияси усули

Эллиптик типдаги тенгламалар учун чегаравий масалаларин 
ечишда (Манба функция) Грин функцияси мухдм урин тутади, 
Булаклари силлик S сирт билан чегараланган D  сохани карайлин

4.1-Таъриф . (4.2) Лаплас тенгламаси учун D  сохада ичкй 
(ташки) Дирихле масаласининг Грин функцияси деб, иккищ 
х, g & D U S  нукталарнинг функцияси булган ва куйидит 

шартларни каноатлантирувчи G(x, £ )  функцияга айтилади[15]: J

1 ) G(x,  £ )  функция ушбу кзфинишга эга

G(x,¿;) = ^ - ( E ( x ,¿ ; ) + g ( j с ,£ )) , (4..Vn
4л-

бу ерда Е ( х , £ )  - Лаплас тенгламасининг (4.9) формула билип 
аникланган фундаментал (элементар) ечими, g(x,4)  - функция нц 
х е  D буйинча хам, D буйинча хам гармоник функция булиЛ 

х  буйинча хар бир £, лар учун D  сохада узликсиз.
2) х, £  нукталарнинг хеч булмаганда битгаси S га тегишли бу н м

G(x,¿;)  =  0  (4.5^1
булади. Агар D  соха чегараланмаган булса, у холда Л
g{x,g) -» 0 шарт бажарилиши талаб килинади.

Бу таърифга асосан, G {x, £ )  функция £ нуктадан таш кЛ  

барча D сохада гармоник булиб, g(x ,% )  функция ёрдамид|
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кшпутнади. g(x,<^) функция эса уз навбатида D  сохада гармоник 

•• Vниб, 5  да - l n - ,  и = 2 ёки п > 2 кийматларга тенг. Бу ерда

/М *.<?) шундай гармоник функцияки, у чегарада махсус 
мшматларни кабул килади. Айрим холларда бундай функцияни 
юииш анча кулай булади. Бу функция маълум булгандан сунг, 
чп и рада ихтиёрий кийматни кабул килувчи гармоник функцияни 
Юииш мумкин булади.

Грин функциясининг хоссалари:
1) D U S  да G (jc, £ ) > 0 ;
2) агар D  сохднинг 5  чегараси етарлича силлик сирт булса, у 

шщда С{х, £) ф икция S  чегарада х,ар бир D  да тугри нормал 
i)
Г хосилага эга;

X
3) G(x, функция х е  D ва D нукталарга нисбатан 

t имметрик функциядир, яъни
G ( x , í )  =  G ( £ , x ) ;

4) х е  D  нукталарда куйидаги тенглик

--------- V i  р У Ь & м  = i(п -  2 )  |S, | * д f

Уринли. | î|— бирликсферанингюзи.

Агар w = w(z) функция D(n = 2 булганда) сохани бирлик 

допрага (яъни |w| < 1 га) конформ акслантирувчи функция булса, 

у долд а Грин функцияси куйидаги формуладан

w  г\ 1 i 1 t r\ w(z )~ w( 0

г = *+«>, C = £ + ítj

.....илади.
Грин функциясини тузиш. Каралаётган купгина сохаларда 

Грин функцияси акслантирш усулидан фойдаланиб тузилади [5], 
110), [19].

1- М асала. (4.2) Лаплас тенгламаси учун шарда ички Дирихле 
м т аласининг Грин функциясини тузинг.
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Ечиш . Акслантириш усули ёрдамида шарда Грин фу ни 
циясини тузамиз. и„ соха маркази координата бошида ва радиVI»

Я га тенг булган шар булсин. У ни чегаралаб турган сферани \

оркали белгилаб оламиз. Фараз килайлик, V ^ 0 булиб, У га \

сферага нисбатан симметрик нукта у * булсин, яъни

Ы И  = Я 2. (4.5Ш

\У\<К булганлиги учун, у' нукта $ н сферадан ташкарида стацк 

Бу нукта учун ушбу инверсия алмаштириш уринлидир:

Г Т а У '  У ~ ] ~ Р У' М - 7-УГ+ У2 + :
\у \у\

еки
^2 ^2

У> "аУп У‘ ~  г .¡г У, * 1*2,3. (4 VII
\у\ \у I

Грин функцияни куйидаги куринишда излаймиз:
С (л ,у ) = и(дг,у) + §(дг,у), (4.б1||

бу ерда и( * ,у ) = 4^фГ^| Функция Лаплас тенгламасиииш

фундаментал ечими булиб, бу функция у ^ х  булганда У буйи'м 
хам, х  буйича хам Лаплас тенгламасини каноатлантиради

8 (х, у)~~ 4х\х _ у  ̂ Функция эса да у буйича хам, д: буйяш

хам гармоник функция булиб, С“ ( и к) синфга тегишлидир, яъ|ш 
бу функциянинг махражи нолга айланмайди, а  - кейинчалт 
аникланадиган сон.
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Ai ap x e  SR булса, у холда 4.1 -  чизмага кура Оху  ва О ху  
»'|||урчаклар ухшаш булади, чунки улар умумий О бурчакка эга ва 
ру (|урчакни хосил килган томонлари (4.58) ва (4.59) тенгликларга 
k V | >и пропорционалдир, яъни

\y ' \ /R  = я / М -
Гу срда |>’ | ва R  - О х у * ва Оху  учбурчакларнинг мос равишда

юмонларининг узунликлари.
111ундай килиб, учбурчакларнинг ухшашлигидан

/г-|л-у| = |у|-| -̂у*| ёки ^-|^-у| = |^-/|-|у| (4.61)

(«ми никларни хосил киламиз. Грин функциясининг таърифига кура

и сочини шундай танлаймизки, булсин. Бундан ва

(4 60) дан

«■|jr-y|=|.*-/| => а = \ х -у  \/\х-$, x e S R (4.62)

»i шб чикади. (4.61) га асосан эса
oc = R/\y\ (4.63)

ч п буламиз.
111ундай килиб, (4.60) ва (4.63)га кура

I. G[x-y ) ’ W ^ - ^ p 7 \  (4 -И )

ни х,осил киламиз.
(4.64) формуланинг иккинчи купшлувчисини (4.59) га асосан 

Ку|1идагича ифодалаб оламиз:
R _  R Ы _  *|у|

4л-|у||х-/| 4^|у||х-у*| \у\ 4л-|>>|2|х-/|

= -------г= ------. .  (4.65)
4»|дс|у|2-/|у|2| 4лг|ф|'-Д2;у|

11 65) ифодани (4.64) формулага куйиб, шар учун Грин функ- 
ЦМИсини куйидаги куринишда топамиз:

1 R |у|



2-М асала. Аи(х,  _у, I) = 0  тенгламанинг £>, : г > 0  ярим фнЩ

даги Грин функцияси С (х ,у ,1\%,17 , 0 -  

булишини курсатинг, бу ерда

Ал
1 1

куриниппа 1||

Г = 7 ( * - ! ) 2 + (У -Т ))1 + ( г - С ) 2 ,

П = у ] ( х - 4 ) 2 + (у-т) ) 2 + и  + С ) 2 (4.2-чн 1М1|[ 
Ечиш . (4.56) ва (4.11) асосан, Грин функцияси г;(лг,

= - ^ [ ^ + 8(х,у,г,%,11,£)\ куринишга эга булади.

функция, каралаёттан сохдда гармоник функция булгани умуН 
Л £ (х ,у ,г ) = 0 ва Л # (£ ,77,0  = 0 тенгламаларни каноатлантиршш. 

шу билан бирга (4.57) шартга асосан (х ,у ,г )  ва (£,//,и 

нукталарнинг х,еч булмаганда биттаси Э Д га тегишли б^т!^ 

С(х.у,г,^,77-0=0, яъни g(x,y,z',4’тl X )  = ~ У  г булиши керак. Демиг 
(х, у,г) ва (£,77, С) нукталарнинг х,еч булмаганда бигтаси Э/.)( А 
тегишли булиши учун г = О ёки <Г = О булиши шарт. Бундан и й 
г = г{ булади, яъни я(х, у, г;д ^) = -\/ г, . Бу функция о 1 сох ид» 
гармоникдир. Шундай килцП,

С(х,у;4,т}) =-Ф4луг + & {х ,у ,г '4 ^ 0  =
1 ( 1  1

Ал\ г г.

Лаплас тенгламасининг Грин функцияси булади.
Аи(х,у) = 0 тенгламанинг 0 2 : у > 0 ярим текисликдаги Грим 

функцияси куйидаги куринишда булади:

в {х ,  у;4,т]) =  С (£,/7;л, у) = —
2л

1п-
мм„

-1п-
мм,

бу ерда
м м ,

мм  I
£ )  + (У + ) (4.3-чизма).
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Ц>[&чО

M(x,y,z)

4.2 -  чизма 4.3  -  чизма

Интеграл ифода [ 1 1 ], [15]. Агар и(х) функция С2(0 )П С 'ф ) 
В .... I" :| теплили булса, у х,олда бу функциянинг интеграл ифодаси

UtA)=2j r J Эи Эл dtS~Y~ ¡E(x,4)Au(4)d4 =

Эм(#) 1 Э , 1— ----- /и----- « ( £ ) _ / „ _
ап г дп г

dfS  —

- i -  f/ n -A M(£)rf£ , л = 2 , 
2л- J г 

D
(4.68)

(n -2 )| S , J
5

f А«(£ )
\ п-2 П

D Г

1 Эм(^) 
г""2 Э п Э  и  I  - п 2

(4.69)

КЦ'мпишда булади, бу ерда St - бирлик сфера.
Агар и(х) функция D  сохдда гармоник функция булса, у х,олда 

ММ) ва (4.69) формулаларда Ди = 0 булиб, бу гармоник 
нкциянинг интеграл ифодаси

и(х) =

i - f  
2л-J

Э«(<Г), 1 Э , 1
— ----/и---- и(£)— 1п-

ап г дп г

____1___ Г
.(«-2)|5,| J

- L M &  ^  ± ( j _
г - 2 дп л 2

d(S, п = 2, (4.70)

1 Л'
п > 2  (4.71)
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куринишда булади.
Юкоридаги интеграл ифодаларга ухшаш

Аи(х, у) = —/ ( х )  Пуассон тенгламаси учун к|$ =<р(х), ' ■ |

Дирихле масаласининг ечими

= + \ с (х ,у ) / (у )ё у ,  ( I /Й !
5 у О

формула оркали тогшлади, бу ерда (Ях, £)  Грин функция булйц 
(4.56) формуладан аникланади.

Грин фупкцияси ёрдамида чегаравий масалаларни счмм»

Ярим текисликда (4.2) Лаплас тенгламаси учун (и ~ 2 )  Дирн 
масаласини караймиз:

Дм =  Аи(х, у) =  0, у > 0 ,  -о о < л < + о о , (4 'Я

и ( х , 0 )  =  / ( х ) ,  - о о < х < + о о  (4 /4|

(4.73), (4.74) масаланинг ечими куйидаги куринишда
+оо

г \ Г £ / дСг(х, у, 77) и(х ,у)=  ) / ( £ ) -------- ----------
дг)

ифодаланади, бу ерда С{х,у\£,г])- функция (4.67) формула ормнм

(4,М|
п=о

аникланади, яъни

0(х,у;£,77) = —  
17Г

1п , - - т ^ т -  |п -
л / ( * - £ ) 2 + ( у - 7 7 )г + (у  + Т])2

Бу функцияни Т1 буйинча дифференциаллаб, куйидагига 
дС 1 ~ (У -Ф  , 1 (У + 17)
дп 2 л  ( х - £ ) 2 + ( у - ф г ' 2 л  ( х - ^ + ^ у  + п ?  Ч  

эга буламиз.
(4.76) ни (4.75) га куйиб, (4.73), (4.74) масаланинг ечимини 1

14
оламиз.

З-М асала. Куйидаги Ди(л;у)=0, у> 0, -°°<х<+°о, (4 / 1

и{х ,0) = -^ -— , -  < х < +<*>. (4.7И1
X + 1

Дирихле масаласини ечинг.
Ечиш . (4.78) ни (4.77) га куйиб, куйидагини хисоблаймиз: 1



ы(х -- Иу[ге& Ц) + ге.ч/(х+1у)]  ̂ (4 .79)
я  + У 2 ] [ 1 + ? )

< |>д»| /(г) = £/ [(х - £ ) 2 + ;у2](1 + £ 2).

Кундан, чегирмалар хдкидаги теоремадан фойдаланиб [9], [14]

гм / ( 0  =
2 [Ц - х )2 + у2] '

(И« ншамиз.
|«упи (4.79) га куямиз:

re s f (x  + iy) =
х + 1у

Ъу[1-(х+{у)2] (4 '80)

Н (х ) = —  Г______________________ 1 У Х + 1у
^ ¿ [ ( х - 4 ) 2 + у2~\(\ + 4 2) ( ¡ - х ) 2 +у2+ 1-(х  + гу)2 ~

1у х+ гу

[
-Тч\

1—
1 

+ к 1 х + г у ) - 1] [ ( х + /у ) + 1_

1 1 1 1 1 1
2 г - х - / у  / - х  + гу 2 х  + / у —1 1 + x + iy

1 1 1 1 1
1( у - 1)+ х  /(1 + у)-д; х+г'(у-1) х+/(;у + 1)

1 1 1 1 х-|'(у + 1) ! л + г(у + 1)
2 Н} + у ) - х  х + 1'(у + 1) 2 (1 + у)г + х 2 л2 + (;у + 1)2

х2+(\ + у)2 ’
Шундай килиб, (4.73), (4.78) масаланинг ечими

х
и(х,у) = -

хг + (1+у)2 
кУрниишда булади.

Ярим фазода (4.2) Лаплас тенгламаси учун (л = 3) Дирихле 
Ыш и насини цараймиз:

Ди =  Л м (х ,у ,г )  = 0 , —° ° < х , у <  -н», г > 0 ,  

и (х ,у ,0 )  =  / ( х ,у ) ,  - ° ° < х , у < + ° ° .
I*у масаланинг ечими куйидаги кур и ниш да

+00+00

¿"=0
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ифодаланади, бу ерда G (x,y,z\£,ri, £ ) -  функция ушбу ф ормуя  
оркали аникланади (4-§ даги 2-масалага карапг)

G(x,y;4,Tj)=-1
1 1

4n J ( x - £ ) 2 + ( У - П ) 2 + ( z - 0 2 yJ(x-£)2+(y+Tl)24 z + 0 2 
Бу функцияни С буйинча диффереициаллаб, сунг ^ = 0 куйи<| 
куйидагига

ЭС 2г
I 3/2

<Г=о 4ж [(д: - £ ) 2 + (y - 7 7 ) 2 + z2]  

эга буламиз.
Демак, ярим фазода (z > 0 )  (4.2) Лаплас тенгламаси учуЦ 

Дирихле масаласининг ечими

и(х’ У’г) = ^ -  J  У р— — — -— тгзa f f c W & r i  (4 hid 
^ l l [ ( x - 4 ) 2+ ( y - r i ) 2+ z 2]

куринишда булади.
4-М асала. Куйидаги

Д м (х,у ,г) = 0, - ° ° < х ,  у < + °° , г > 0 ,
ll(x, у, 0) — COS JC • COS у, - о о < х , у < + о о .

Дирихле масаласини ечинг.
Ечиш . Куйилган Дирихле масаласининг ечими куйидаги

, z 7  + f cos 4  ■ cost} d^drj

l L i « - * r + b - # + * T  I
формуладан топилади. Бу интегрални хисоблаш учу#
4 -  х = w, rj-y  = v алмаштиришларни бажариб,

z r*rcos(x+w)-cos(v+y)dwdv 
u(x,y,z)=—  J j

[w2+ t / + z 2]
3/2

+оо-|ооZ Г f COSW-COSX—SinW-StnXr . л , ,= —  ---------------------- 55---- [cosvcosy-sinVsiny\dwdv=
[w2 +rf  +Z2] 

г 7 7 cosw cosvdwdv (4,|,

ни хосил киламиз, ифодадаги колган учта интеграллар интефш 
остидаги функцияларнинг токлигига кура нолга тенг булади.
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)пди ушбу иытегрални хисоблаймиз:

./= Г 7 •с о х ¿У 7 7 сох(н-’+г>)+ * • ■«""'*'<>'I»■’ • ' Г г  2 *7 ~] 3/2 I I  г------------------Г7Т--------- =
~  Г  +|^ + г ]  [и 2̂ + г;2 +^2]

ОО +00

- И ;
+”  СО 5 ( Н> + V) с1к (1ь

—ОО —ОО, [и^ + ы2 + г2] 3/2 ’ 

| | ¿т \v s in v d w d v

1УНКИ
+оо 4-00

г̂ и н> • «  п У (1ы И п
=  0

-« ,-о о  [» V 2 +  У 2 +  г 2 ^

: <»"Р.И интегралда алмаштиришларш
(1МЖ,||)иб,

— + * 2]  - 1  [ / /2 +/72 + г 2]

= { р  = у/и2  ̂г 2 18 / }  = +/  « «  { 4 г ц ) йп Ж\ Н  *\л* =

-Н»|  =2|£^<)
1  М + 1 2 (4.82)

|п н а буламиз.

(4.82) формулага чегирмалар хакидаги Коши [14] теоремасини 
»»ллаимиз:

.1 ..2 . 2-----» / '- ‘ ■'■с
о ^ ‘  +  г ‘ '  " > 2  +  г 3

/*=«»

= 4 я . £ 2 £ = 2 £ , , - « л  
2 г /  г

Ьундан ва (4.81 )дан куйилган Дирихле масаласининг ечимини

м(* ,  у , г )  = е сох х-соя у. 
и Уринишда топамиз.
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Ьош ка усуллар ёрдамида чегаравий масалаларни ечиш.
1- Изох,. (4.73), (4.78) масаланинг ечимини Грин функциясидш 

фойдаланмасдан хам топиш мумкин. Х,аки катан,

и(х,у) = ~ 1 п  1 — ■ ( а > 0)
yjx + (у + а)

функция юкори ярим текисликда (у>0) (4.73) Лаплас тенгламасиии 

каноатлантиради, яъни

Аи(х, у) = А1п , = -  = 0.
yjx2+ (y  + a )2

Бундан ташкари куйидаги тенгликлар уринли:

——Ain—, г — 0 ёки А ——1п— - = О,
дх yjx2 + (у + а ) 2 Эх ,/х2 + (у +  аг)2

яъни

rl = х 2 +(у  + а )2.

Шундай килиб, и(х >У) = х2 + ( + а у  функция юкори ярим

текисликда гармоникдир. Бундан, (4.78) чегаравий шартга кур:'
х

а - 1 га тенг булиб, “(■*» У) ~ + функция (4.73), (47HJ

масаланинг ечими бÿлaди.
У и I

2- Изох. Агар z = x + i y - Ç ) 2+ y2 — булса, y холл!

(4.77) формулани куйидаги куринишда
+оо

M(z) = R e —  (4 K|j
n i  J Ç — z—oo

ёзиб оламиз.
Энди ярим текисликда (lmz>0) (яъни у > 0  да) Ланин*

тенгламаси учун Дирихле масаласини курайлик:
Аи(х,  у ) = 0, - о °  < х  < +°°, у > 0 ,

U(X, у )|>=0 = R ( x ) ,

бу ерда R(z) хакикий укда кутб махсус пуктага эга булмшт» 
хакикий рационал функция булиб, z —» °° да R(z) -> 0 .
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г

!>срилган Дирихле масаласининг ечими

(4.84)
— со

формула оркали топилади. (4.84) формуладаги интеграл 
•тирмалар хакидаги Коши [9], [14] теоремасини ёрдамида 
ШИ'обланади:

Щ )
(4.85)«(z) =  - 2 Re ^  res

lmf0<o ь -  z
5-М асала. Куйидаги

Ам(л,у) = 0, -o o < jc < + o o 5 у > 0, 
к

и(х, 0) = —т-----, - ° о < х < + ° ° ,  к = const
х 2 + 1

Дирихле масаласини ечинг.
I <иии. (4.84) ва (4.85) формулалардан фойдаланиб, Дирихле 
Мй( .ишсининг ечимини куйидаги куринишда

«(z) = -2 R e  res --------- ------- -  = -2 R e  ■*  . = *^ У + 1̂ , .
£■=-» ( £ - z ) ( l + C  ) 2i (z + i )  x2 + (y + l)

Ьншмиз.
(»-Масала. Куйидаги

Au(x,y,z.) = ze~zsinx- sin у, -  oo < x , y < +°°, z >  0, 
u(x, y ,0 ) = 0 ,  -o o < x ,y < + o o  

HlH нланинг z —>+°° да чегараланган u (x ,y ,z ) ечимини топинг.
I чнш. Берилган масалани ечимини и(х, у, z) = iK¿) sin х ■ sin у 
Ррипишда излаймиз. У холда

Э 2и д2и д2и 
дх2 ду2 dz2

+ú"(z) ■ sin х ■ sin у 
Йн чисобга олиб, куйидаги тенгликка

- 2 ú {z )  ■ sin х ■ sin y + if(z )-  sin x-s in y  = z e~zsin x ■ sin y 
Ййбуламиз. Бундан куйидаги

г9*(г) -  2 í?(z) = z е ~ г 
tul uní дифференциал тенгламани хосил киламиз. Унинг умумий 
Р'ШМИ

А« = з т +  Т Т  = _г (̂г) ' sin х  ’ У ~ ^Kz)' í,n х ' sin у ■
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куринишда булади.
Энди с1 ва Сг узгаРмаслаРни чегаравий шартлар ёрдамит

топамиз. (4.86) ечимда с, = 0 ,  чунки агар с , *  0 булса, у ХОДЯ 
1 —> +оо да булади. Шунинг учун (4.86) ечимда г = 0  дс(\

О = г?(0) = с2 + 2 => с2 =  - 2  аниклаймиз. Демак, (4.86) к$|»й 

куйилган масаланинг ечими

и(х,у ,г) =  [е “г (2 -  г) -  2е ^ г ]  ял *  • ял  у.

куринишда топамиз.
7-М асала. Куйидаги

А и (х ,у ,1) =  0, - ° о < х , у < + ° ° ,  2 > О,

х2 +  у2 - 2

&(г) = с1е '^ г + с 2е ^ г + е  г ( 2 - г )  (4.НМ

и(х,у ,0) = - V 5 / 2  ’
— оо < X, у < +°°

{х 2 + у2+1)- 

масаланинг и(х,у,г) ечимини топинг.
Ечиш . Шуни айтиш мумкинки, г > 0 ярим фазонинг х,амм|

жойида и (х ,у ,г )~
л/х2 + у2 + ( 1+ г)

Лаплас тенгламасини каноатлантиради, яъни

1

функция ихх + иуу + игг II

у1х2 + у2 + ( 1 + г ) 2 

Бу тенгликни £ буйича икки марта диффе

х2 + у2 -2(1 + г)2

(х 2 + у2 + 0  + г)2)
5 /2

= 0

ренциаллаб, куйидаги! и 

= 0 (4,Н')|

эга буламиз. Бундан хулоса килиб, шуни айтиш лозимки

и (х ,у ,г )  =
х + у  -  2(1 + г)

. 5 / 2

(х2 + у2 + |
(4 МП)

- ( 1 + г ) 2)

функция г > 0  ярим фазонинг х.амма жойида гармоник бушЩ 
((4.87) га каранг), г =  0  да куйидаги

I х 2 + у г - 2
I г=0

( х 1 + У1 + О
5 / 2
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'ti i иравий шартни каноатлантиради.
Шундай килиб, куйилган масаланинг ечими (4 .88) формула 

и|1».нли топилади.

1»и гармони к тенглама. Ушбу Д2м = 0 бигармоник ва

А 11 I тенгламалар учун Грин функциясидан фойдаланмай 
‘it I ираиий масалалар урганиш мумкин.

Н-Масала. Куйидаги К={(г,ср): 0 < г< а , 0<<р<2л\ сохада 

А 2 и =  О К  да,

д ии = 0,
'г=а дп

-  Acos (р Ж  да

Цжчшани ечинг, га-доиранинг чегарасида утказилган ташки 
Пириик нормал.
I'hiiii. Бизга маълумки, бигармоник тенглама учун Дирихле 
Ййпишси:

I Э и
U\r=a ~ V  ’ д П

МЛу куринишдаги ечимга эга

u (r ,9»  = J - t r > - a > ) 2 Г - 1 2[ ________Ш * ______
L 2 ,■> г2 + а 2 — 2а г cos((p — t)0

| 2J  4/{t)[a-rcos(jp-t)}dt
(4.89)о + а2-2arcos(<p-t)1̂

<|4 И*>) формулага у/ = 0, ф= Acos <р куйиб,

и(г ,р) = - ^ - ( г г - а г)1 2 \ J __________ costd‘
2о * 2 л  г 2 + а2 -  2а г cos(<p - 1)

.........  киламиз. IV бобнинг 3-§ кура охирги интеграл Лаплас
||lt' нимаси учун куйилган

A v  =  0  К  да,

v \r=a = c o s <P д к  да

Цн|1н ч лс масаласининг ечимидир. Бу масаланинг ечими 
■р/иcos(р куринишда булади. Демак, куйилган масала ечимининг

* .....нигига кура куйидаги тенгликка
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1
2  л

2 лг cost dt r—  ----------------------- = — cos (р
'  г + a' - l a r írcos(<p—t) а 

эга буламиз.
Шундай килиб, бигармоник тенглама учун куйил ган Дири ч int 

масаласининг ечими

А г(г2 -  а 2)2
и(г,<р) = -

2а2
- cos (р

куринишда булади.
9-М асала. Куйидаги К = { (г,<р): 0 < г < а ,  0<  <р< 2л } coxaju

А2 и =  1 К  да,

I п 9ии = 0, ——
1 г=а дп

= О, дК да

масалани ечинг, и-доиранинг чегарасада утказилган таинЯ 
бирлик нормал.
Ечиш . Фараз килайлик, изланаётган ечим факат г га богл|| 
булсин, яъни и = и(г) .  У  х,олда

( э V  ( э4 ^
-ч------- и =и =

д г2 гдг / \

Э4 2Э3 Э: 
Э/ + гЭл3 + г2Эг2

уринлидир. ]
Шундай килиб, оддий дифференциал тенглама учун куйидо^ 

масалага келамиз:
d*u 2d 3u d 2u . .  i n Эи
— Г + ------г + - т т т  = 1' 0 < r < a ,  и = 0, —
dr4 r dr3 r2 dr2 lr=fl Эr

Бу MacajjaHH ечиб, куйилган масаласининг ечимини

= 0.

И(Г) = у — Г—T - - Í —] + -
1 2 V J 3 U J  4

куфинишда топамиз.
10-М асала. 1^уйидаги £ = {  —00<-*< +°°, у > 0 }  и|<к|

текисликда

А2и =  е  2> sinX Е д а  м|у=о- ®’ ^ = 0,
у=о

масалани ечинг.
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I1 'mui. Берилган тенгламани куйидаги куринишда ёзиб оламиз: 

д 4и Э4и д 4и _2 у .

I э7 + 2 э л 7 + э7 = ‘’
fn тенгламанинг ечимини и (х ,  у) = со(у) sin х  куринишда 
и ИПН1МИЗ, ¿у(}') -  номаълум функция. и ( х ,  у )  = со(у) sin х  
фуикцияни берилган тенгламага к;уйиб,

( o u v )  -  2 с о "  +  (О =  е ~ 2 у  
Ноши дифференциал тенгламани оламиз. Унинг умумий ечими

а>(у) = C¡ey + С 2у е у + С3е~у + С4уе~у +^ е~ 2у

И^гипишда б)/лади. Масала шартига кура С, = О, С2 = О тенг, 

иимшча у -> + °°д а  & (у )—>°° булади. С3, С4лар ¿у(0 ) = со'(О) = О 
Itliipi нардан топилади. Демак, оддий дифференциал тенгламанинг
»“(ИМИ

а>(у) =  —^-е у + у е  у + е  2y ĵ
9'

Врипишда булиб, куйилган масаласининг ечими эса 

и (х ,  у ) = У + У е ~У + е ~2у ) s¿n х

фмрмул адан топилади.

М устакил ечиш учун масалалар

4<м \и(х, у, z) = 0 тенгламанинг у > О, z > 0 икки ёьуга бурчакдаги 
I juin фуикцияеи

1
Í 1 1

1 + 0
4 л [ г  ГХ Г2 rJ

G(x,y,z;t;,Ti,Ç) = -i

тм м и ш и га эга булишини курсатинг. Бу ерда

i J ( x - Ç ) 2+(y-Tj)2+ ( z - 0 2 , П = J ( x - Ç f  + ( у -TJ)2 + (г + С)2 ,

>, sl(x-Ç)2 + (y + J))2 + ( z - Ç )2 , гъ = ^ х - ^ ) г +{у  + ф 2 +(z + Ç)2 . 
1UI, Дм(дг,у ,г) = О тенгламанинг дг>0, у > 0, г > 0  октантадаги Грин 
|'| мицияси

G(x,y,z;Ç,Tj,Ç) = ̂ - X ( - l ) k-
4/ Г м  г.
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куримишга эга бупишини курсатинг. Бу ерда

r0 = y j(x-Ç )2 + ( y - t ] ) 2 + ( z - Ç ?  , r\ = J ( x - Ç ) 2 + (у-Т ])2 +(z + Ç\ 

r2 = J ( x - Ç ) 2 + (y + T])2 +(z  + Ç f  , r3 = J ( x - Ç ) 2 + (y  + î])2 + ( z - £ )

Г., =yj(x + Ç)2 + (y + Tl)2 + ( z - 0 2 , r ^ y l i x + Ç Ÿ + i y - n f + i z - Ç ) '  

r6 = y](x+Ç)2 +(y-T})2+(z + ÇŸ , rn = yl(x + i ) 2+(y + t jŸ + (z  + ÇŸ

595. Аи =  0  тенгламанинг радиуси Я  =  4  га тенг булган шард| 
Грин функцияси

G (x ,y )  =
1

Ап : ~у\ У И -У У
куринишга эга булипищ

курсатинг.
596. A u (x ,y ,z )  =  0  тенгламанингиккита г - 0 ва z = l текислпмш 
билан чегараланган сохадаги Грин функцияси

G(x,y,z-,Ç,i7 , 0  = 7 “  X  Ал __
Г \ \Л

К Г Г» п J
куримишга эга булишини курсатинг, бу ерда

rn = y j ( x - Ç ) 2 + (у-т])2 +\_z-{2nl + Ç ) J  ,

r' =  y j ( x - Ç f  + ( у - ф 2 + [ z - { 2 n l - Ç ) ] 2.

597. Ди(х,y ,г) = 0 тенгламанинг г >0 ярим фазода г  О Л

Эм _
куйидаги д .  +  “  чегаравий шартни каноатлантирадим

Грин функдияси топинг.
598. Л и(х, y ,z )  =  0  тенгламанинг куйидаги сохдцаги Гри 
функцияеини топинг:

1 ) х 2 + у 2 +  z 2 < R 2, z > 0 ярим шарда;

2) х2 + у2 + z2 < Л2, у > 0 z > 0 шарнинг туртдан бир кисми/ш,
3) x*+y2+z2 <R2, х >0 у >0 z >0  шарнинг саккиздан 6« 

кисмида.
599. Д и (г )  = О, z = х + i у тенгламанинг куйидаги сохадии 
Грин функцияеини топинг:

1 ) Imz > 0 ярим текисликда;



я
'I о < arg z < - текисликнинг туртдан бирида;

1) |г|< R доирада;

I) |г|<Л Im г > 0 ярим доирада;

II  1 А ^
I) |г|< 1, и < a r g z < — доираиинг туртдан бирида;

Ы 0 < Imz < я  поласада;
I) 0 < Imz < я-, Re z > О ярим поласада;

Н и I I* 1 (^’ >’) : — 1 < jc < 1 , 0 < у < у/l — х~ | сохдда 

Д и (х ,> > )= 0 , —1 <  jc <  1, 0  < у  <  \ j\ - х 2 ,

u\x2+yl =r2 = p ( s ) ,  О < S < 1 ,  Y ~
у=о

= У(х) - 1 < х < 1

МН> ишшинг Грин функдиясини тузинг ва ечимни топинг

сохдцаГНИ / )= | (х ,у ): - 1 < х < 1 ,  0 < у < Vl -  х 2 j

Аи(х,у)  = 0, — 1 < х < 1, 0 <у<л[Г-  

ч\х2+у2= г 2 =<P(s), О < S < 1 ,  «| v=0 = Т (х ) ,  —1 <  JC < 1

-X2,

♦ни шшнинг Грин функдиясини тузинг ва ечимни топинг
i

k . ,  / m  -t- / у / т+2fill' 1) = <*(х,у): — I < дг < 1, 0<у< М м ■ сохдда

У т и х х + и у у = 0 ’ « | г = ^ '  0 < s < l ,

lv=0 =  т(х), -1 < *< 1 ; Г : х 2+ — — Tym+2 = 1 
( т  + 2)2

МН. (х ,у ) :  - 1  < х < 1, 0  < у <

У"'ихх + иуу = °> «| Г = ***), 0 < s < /,

1

( т  +  2

S  2

т+2
сохдда

Эм
ду

= V(x), —1 < х  < 1; Г : х 2 + ---------- -ут + 2 =1
у=0 (т + 2)2У

Миснланинг Грин функдиясини тузинг ва ечимини топинг.
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604. Ушбу
А и (х ,  у ,г )  = / ( * ,  у, г ) ,  - ° ° < д у <+<*>, г > 0 , 

м|г=0 = и0( х ,у ) ,  -  < х, у < +°°

Дирихле масаласини / ва и„ куйидаги кийматларида ечинг: ( I им 

и0 - булакли-узлуксиз ва чегараланган функциялар)

\) /  =е~* з т х  сояу, м0 = 0;
Г1, з' — х > 0,

2) / = 0. « „ = в (у -д г ) = | 0 у 1 < 0 .

1
3) / = 0, м0= (1  + х2 + у2) 2 ;

4) / = 2((1 + г )2 + х 2 + у2) 2 , и0 = (] + х2 + / ) " ' ;  I

Ам(х) = 0, х2 > 0, х3 > О,
605. Ушбу и|5=И о(х), х  =  (хГ х2,х3) Дирихле масаласини %

нинг куйидаги кийматларида ечинг:
1 ) м0 - булакли-узлуксиз ва чегараланган функция;

2 ) « о Ц = 0 = 0 ’ “ о ^ о  = е 4Х1з т 5 х 2 -,

I I / ч 2 23) “0̂ = 0, и0Ц =0 = х2(1 + х1 + х2) 

Ди(х) = -/ (х ) , \х\<Я,

606. Ушбу и| = * , ) .  \х\=^2 + 4  + х23 ДиРихле масалас.....

|х| < /? шарда ечинг.

Ди(х) = 4, |х| < Л,

607. Ушбу и| о, \х\ = у]х? + х22 + х$ ^ ирихле мас^синИ

|х| < К шарда ечинг.

Ам(х) = е х , |х| </?,

608. Ушбу | п М -  /„2 .4- V2 + г2 Дирихле масаласини и1ы=й - и ’ |х| - -у/Х] + х 2 + х 3

|х|< /? шарда ечинг.
Аи(х,у) = 0, - “ < .* < + “ >, у > 0 ,
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МО Ушбу и|у^-цК х),  -°о<^<+оо Дирихле масаласини ср нинг

куНидага кийматларида ечинг:
1) <р(х) -булакли-узлуксиз ва чегараланган функция;

ч [1, х —а>0,  4
2 ) <р(х) = в ( х - а )  = + 3) <Р(х) = -

10, х - а <  0 ; 1-\ + х2

6) (3(х) = 5 а и  х ; 7 ) ^(-*) —

1*111 Ушбу Д и (> ,у) = 0, -о о < х < + о о , у < 0 ,
2х

— ----------------- — оо <  г  <  -}-оо
мм) / 2 \ масалани ечинг.

(| + * )

|1! Куйидаги Ди(-г, у ,г )  = 0, -  °° < х, у < -н», г > 0 ,
_ 1_

(х2 + у 2+ 1) 

мт.шанинг и(х,у,г) ечимини топинг.
||1 Куйидаги К = {  (г, <р): 0 < г < а ,  О < ср < 2л  } сохдда

О, агар х  < О, 

V, агар х > 0 .

и(х ,у ,0)  = ~ ----- ----- - щ ,  - ° ° < х , у <+°о

Д2 и = дГ + у 2 К  да, и\ = 0, —  
’  1г=а д п

= О
г - а

Мт.шаии ечинг, бу ерда п —доиранинг чегарасида утказилган 
Цинки бирлик нормал.

1ДМ Куйидаги К = {  (г,<р): 0 < г < а ,  0< < р< 2я}  сохдда

А2 и = 0  К  да, и\ =\, р
а п

■ $'т\р

Мн1||иапи ечинг, бу ерда п — доиранинг чегарасида утказилган 
(тики бирлик нормал.

5- §. Ш турм -  Лиувилл масаласи
I иперболик, параболик ва эллиптик тиидаги тенгламалар 

|»|уп куйилган 1-3 чегаравий(аралаш ) масалаларни ечишда 
|ни.шс ва Ф урье алмаштириш-лардан хамда Ф урье усулидан 

фиИтланилганда [7],[15] аралаш масалалар куйидаги
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(4 ‘»I)

li

L y - - { p { x ) y \ x ) )  +  q (x)y(x) = f ( x )  (4.9(1)

a s y ( a ) - a 2 y'(a) =  0 |

A  y (b )- j3 2 y\b) =  0 J 

чегаравий м асалага келтирилади, бу ерда
а 2+ а 2 Ф0, Д 2+Д>2 * 0, р ( х ) е С ' [ а , Ь ] ,  р ( х )  Ф О,

q ( x ) e  C [a ,b ] , / ( jt )e  С ( a , b ) n L 2 ( а ,Ь ) .

Бунда /о(х ) е  L 2 ( a , b )  - квадрата билан жамланувчи функции¡in| 
ь

синфи,яъни J| / o (*)|  d x < ° °  
а

5.1-Таъриф . M L -L операторнинг аникданиш сохдси дгП 

шундай у(х)  функцияларга айтиладики, 

у ( х ) е  С 2 ( а , Ь ) п  С ' [a ’ b ] ,  / ( л ) е  ^ ( а ,й )  синфга тегиш 

булиб, (4.91) чегаравий шартларни каноатлантирсин.
Ушбу

Ly =  Ay  (4.W

тенгламани караймиз.
5.2-Таъриф . (4.92) тенгламадаги Л параметрга мое i/, 

операторнинг хос кийматлари) (4.92) тенгламанинг M L сомиШ 
тегишли нолдан фаркли у(х) (хос кийматига мос хос функции 
ечимини топиш масаласига Ш турм -  Лиувилл масада< •• 
дейилади [7].

Агар А = 0  L  операторнинг хос кийматлари булмаса, у эунни
(4.90), (4.91) масаланинг ечими М, сохада ягона ва куйидт и 
формуладан

ь
y W = J G0( x , 4 ) f ( 4 ) d £ ,  x e R n

a

топилади, бу ерда G0( x , £ ) -  (4.90), (4.91) масаланинг Грин 

функцияси.
5.3-Таъриф . (4.90), (4.91) масаланинг Грин функцияси дсД 

шундай G0 ( x , 4 )  функцияга айтиладики, у функпш
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( к . , ) :  хе[а,Ь], £е(а ,Ь )} сохада аникданган булиб, [а,Ь] ораликда 

•ипнган хар бир £  учун х  нинг функцияси сифатида куйидаги 
шнргларни каноатлантирса:

1) х -  нинг функцияси сифатида С0 ( * ,£ )  функция (х  Ф 
|у||идаги

- р { х ) С х ” ( х , £ ) ~  р \ х )С  ' ( * , £ )  + <7(х )С 0 (х , £ )  = О (4.94) 

и н1 ламани каноатлантиради;
2) & о(х >£) функция х  = а  ва х  = Ь булганда (4.91) чегаравий 

м|<|||| ларни каноатлантиради;
?) х = % булганда [а,£] ва [%,Ь\ ораликда х  буйича С0 (-*>£) 

функция узлуксиз, лекин биринчи тартибли хосиласи х = д  

муки гада чекли узулшпга эга, яъни:
с 0(<т+о,£) = с 0(£-о ,<Г)

(4.95)

Агар (4.90), (4.91) чегаравий масала факат тривиал ечимга эга 
ПУнса, у холда бу масала учун ягона Грин функция мавжуд ва 
ИуИндагн куринишда

„  , агаР а < х < ^
С0(* ,£ )=  , ч (4.96)

{Ч'{%)Уг\х )> агаР € ^ х < ь

нишпади, бу ерда (* )  ва У2(х ) функциялар Ц у )  =  0 
и -иглам анинг нолдан фаркли ечимлари булиб, мос равишда (4.91) 
книг биринчи ва иккинчи шартларини каноатлантиради.

(4.96) функция (4.95) шартни каноатлантириши учун <Р (%) ва 

И'П функцияларни шундай танлаш керакки, куйидаги система

?»(#)У1(#) = И # )У а (^ * <Р^) У М ) - ^ ) У 2 ^ )  = —^  (4.97)

I чимгаэга булсин.
(4.97) кура (4.96) ни куйидаги куринишда ифодалаймиз:

1 [у Л х )Уг(£)> а < х < %

Пу ерда

° о ( х^ )  = - — \ . . .  '  _  _  (4.98)
к  {Ух{ ^ ) уЛ х )̂  £ ^ х <Ь
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Ц х )  =

(4.Щ

(4.10(1)

К  = р (х)<г>(л:) = р(а)а>(а) ^ 0, х е  \а,Ь\

Ух (-*0 У2 (■*) 

у ! { х ) У г ( х )
(о(х) -  Вронский детерминанта.

Агар Л -  О Ь операторнинг хос кийматлари булмаса, у ходни 
Ьу = Лу + / ( х )  тенглама учун куйилган (4.91) четаравнИ 
масаланинг ечими куйидаги интеграл тенгламага

у (х ) = Я | со (* ,£ )? (£ )< / £ +  ¡О0(х ,£ )у {£ )с 1 £  (4 1()ц
а а

тенг кучлидир, бу ерда / (х )е  С (а,Ь) п  Ц  (а,Ь).

1-М и сол. Куйидаги
Ьу = - у " = / ( х )  (4 .10’)

у (0) = у(1) = 0 (4.10!|
масаланинг Грин функциясини тузинг ва унинг ечимиви тоттинг. 

Ечиш . у" = 0  тенгламанинг умумий ечими у(х}=С1х+С,щ\

иборат. Бунга кура Л (х) = х  ва у2(х) = х -1  функциялар мне 

равишда у (0)=0  ва >■ (1) = 0 шартларни каноатлантирувчи у"- О

тенгламанинг ечимлари булади. (4.90) ва (4.102) га асосан р ( х ) I'

х х—1
тенг. (4.100) кура эса °АХ) ' 1 1

-х -х + 1 -1 га тенг. Демая

«о (*><?) = ' (4.104)

К -  р (х )а > (х )  -  1. Бундан ва (4.98) формулага асосан (4.102), 

(4.103) масаланинг Грин функцияси куйидаги куринишда
[х (1 -# ) , 0 < х < £

и ( 1 - х ) ,  £ < х < \  

булади.
(4.93), (4.104) формулаларга кура (4.102), (4.103) масаланиш 

ечими куйидаги формуладан

у ( х ) = ) с » ( х , ( ) / ( № = У (  1 - х ) / ( Я # + ) х { 1 - 4 ) Г ( £ ) Л е  =
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= ( ! - * )  \ £ f { 4 ) d € + x \ { l - € ) f { € ) d4  (4.105)
0 -t

пшилади.
2-М исол. Куйидаги

- ( х 2 + l ) y " - 2 x y ' + 2 y  = Лу, 0 < х < 1 (4.106)

у ' ( 0 ) =  0, у ( 1 ) - у ' ( 1 ) = 0 (4.107)

Шгурм-Лиувилл масаласига тенг кучли интеграл тенгламани 
I П| III11 г.

Ениш. (л2 + } ')у"+2ху'-2у  = 0 тенгламанинг нолдан фаркли 

I I 107) нинг биринчи ва иккинчи шартларини мос равишда 
|. .и Iоатлантирувчи ечимлари

y ^ ^ l + x a r c t g x  Ъй у2(х) = х (4.108)

фуикциялардан иборат. (4.90) ва (4.106) тенгламаларга асосан 
/<(v) = x2 + l. 4.100) кура эса 

1+xarctgx х
х) =

a r c t g x + \ ^ J  1

X . X 1
= 1+xarctg x-xarctg х ------- -  = 1------- г = ----- -

1+x2 1+x2 1+x2

i i эга. Демак, К = p ( x ) a ) ( x )  = 1 . Бундан ва (4.98) формулага 
йоосан (4.106) ва (4.107) масаланинг Грин функцияси куйидаги 
ирииишда

[-¿(1 + xarctg х), 0 < х < £

i ä , < .  <4 1 0 9 >

Охлади.
(4.101) ва (4.109) формулаларга асосан (4.106), (4.107) 

Min аланинг ечими куйидаги интеграл тенгламага

у ( х )  = Aj G0 ( x , £ ) y ( £ ) d 4
о

ими кучли булади, бу ерда G0(x ,£ )  - функция (4.109) формула
"ркали аникланади.

З-М исол. Куйидаги
Ly = хгу "+ 2ху ' = т(т + 1)хт, т >  0  (4.110)
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y (l)  =  / ( ! )  =  0 , |v(0)|<°° (4.1 |j|

масаланинг Грин функциясини тузинг ва унинг ечимини топит 

Ечиш. х 2у " + 2 х у '  = 0  тенгламанинг нолдан фаркди (4.1 II' 
нинг биринчи ва иккинчи шартларини мое ранини 
каноатлантирувчи ечимлари

я ( * ) = 1  ва Уг(х ) = 2 —— (4,11)1
X

функциялардан иборат. (4.90) ва (4.110) тенгламаларга auwfi
1

р [х )  = - х 2 . (4.100) кура эса а){х )~
1 2 - -  

X

°  7 -

_1_
2 га эга. Деми*

К = р (х )с о (х )  = - 1 .  Бундан ва (4.98) формулага асосан (4.110) ■  

(4.111) масаланинг Грин функцияси куйидаги куринишда
1

G0 {X’Ç) =

2 - ^ ,  0 <  x < Ç

i булади.
2 — , g < x < l

X

(4.1!

(4.93), (4.113) формулаларга Kÿpa (4.110), (4.111) масалапнщ 
ечими ( / ( £ )  = от (от + \)Çm ) куйидаги формуладан топилади:

1
у(дг)= jG0(x,^)m(m + \)^md^ = от(от + 1) ¡ г  2 - I W +

d í = от (от + 1) 2 ------

X j 

т +1

X )  от  +  1

' 2 g m+l í mN)
Ы  '

т + 1 т )\ J
= х т +т  - 1

(4.92), (4.91) масаланинг хос кийматлари ва xt)i 
функцияларини топиш.

Ушбу у ( * )  + Я y (x ) = 0, 0  < X < I бир жинсли тенгламиии 
куйидаги бир жинсли чегаравий шартлар асосида хос кийматлари 
ва хос функцияларини топайлик:
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I. Агар y(0) = 0, y( / ) - 0  булса, у холда масаланинг хос

■нимиIлари Лп — I > (« -1 ,2 ,3 ,. . .)  дан иборат булиб, унга мое

7ГП
« '  фуикциялар y.(x) = sin— x, (и= 1,2 ,3 ,...) куринишда булади. Бу 

pm фуикциялар нормасининг квадрата f^ W j = j
. яп sin— х 

I ^ _ 2 тенг-

II. Агар у'(0) -  0, у'(1) = 0 булса, у холда масаланинг хос

•нпматлари К  “ [ “ J  ’ (и~1,2,3,...) дан иборат булиб, унга мос хос

/ \ TZYI / _  _ \
фуикциялар yn\x) = cos— x, \п = 1, 2 , 3 ,...)  куринишда булади. Бу

фуикциялар нормасининг квадрати
2

.11 г _  > Яп I Г2, я = 0,
) - J  cos ——х d x - —e„, sa=\ тенг.

g L * J  2 [1, П Ф 0

III. Агар y(0) = 0, /(/) = 0 булса, у холда масаланинг хос

(я = 0, 1,2 ,3 ,...)  дан иборат булиб, унга

Цн

It 1 1

Л = ^я(2п + 1)

»к., \ос фуикциялар yn(x) = s i n ^ p - x ,  (л=0Д  2,3,...) к}финишда бу­

чи in Ьу хос фуикциялар нормасининг квадрати Цз7,, (-г )|| = / / 2  Тснг.
IV. Агар ;у(0) = 0, у (/) + h у(1) = 0, h > 0 булса, у холда

U 2 п 2
иншшшинг хос кийматлари tgfi = - — , f i  = ЛI  трансцендентhi

ва унинг курим ишиП'Пгламадан топилади

Л, ( y - j  - (и = 1 ,2 ,3 , . . .)  дан иборат булиб, унга мос хос

фу 11 к Iшялар У„ (■*) = sin-j-x, (п = 1,2,3,...) куринишда булади.

1>у хос фуикциялар нормасинииг квадрати

. U  пSin -----X
I

dx = — + hi2

2 2 (//2„+( Л О2)

li'lll
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V. Агар у'(0) = 0, y\l) + hy(l) = О, h >  О булса, у
hl 2 2/2

масаланинг хос кийматлари tg М~ — • А ~ л 1 трансцеп;н щ
f*

тенгламадан топилади ва унинг куришни

, (п = 1, 2 , 3 , . . . ) дан иборат булиб, унга мос ми 

ß n
функциялар yn(x) = cos - j -х,  (и = 1 ,2 ,3 , . . . )  куринишда була i 

Бу хос функциялар нормасининг квадрати

!1>л(д:>1 = í  
о

тент.

/г - 2
М п  COS-----X

I
dx = — +

I hl2
2 2 ( ß 2n + { h l f )

V I. Агар уЧО) -  А, y (0 ) = 0 , y\ l) + h2 y(l)  -  0 , A, > 0, h., i
, _  (h¡ + h.)/I

булса, у холда масаланинг хос кийматлари tg М1 -  ~~Г_ , , •
И "i "i

ju2 = Ятрансцендент тенгламадан топилади ва унинг куриш 

An =(/Jn)\  (п = 1, 2, 3 , . . . ) дан иборат булиб, унга мос *4 

функциялар

yn(x) = - j = ^ = r [ y [ K cos Vnx+h! sinMnx], (« = 1,2 ,3 ,...)
V/1n+Ai

куринишда булади. Бу хос функциялар нормасининг квадрати

II у (*)Ц2 = п >  w ]Р п '  'II 2 2(ß\ + /г, ) { ß n + hl )о
тенг.

4-М и сол. Куйидаги у" = Я у  у (0) = у(1) = 0 масаланиш я 

кийматлари ва хос функцияларини топинг.
Ечиш . Агар Я = 0 булса, у хдида у = С,х + С2 булиб, чегара 
шартларга кура у = 0 булади. Демак, Я = О хос киймат и\, 
олмайди. Худди шундай Я> 0 да хам куйилган масала триим| 
ечимга эга булади, яъни у = 0 . Агар Я < 0 булса, у холда У " *  4 
тенглама у = С, sin4-Ä.x+C2cosyf^Xx кУринишда умумий ечим: ¡i i 

булади. Бу ечимни чегаравий шартларга куйиб, (',
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F Æ o  хосил киламиз. Шундай килиб, берилган масала 

Ранним фаркли ечимга эга булди, агар Л* = - ( к л ) г , (¿ = 1,2,3,...) 
m u ra . 1>у масаланинг хос кийматлари, унга мое хос функциялар эса

- sinkл х ,  (к = 1, 2 , 3, . . .  ) куринишда булади.

1 5-М исол. Куйидаги у" =  Лу  / ( 0 )  = у(/) = 0, / > 0  маса- 

Н "«пт хос кийматлари ва хос функцияларини тошшг.
I It*in. Агар Л> 0 булса, у холда куйилган масала хос кийматларга

■  и булмайди. Агар Л< 0 6ÿ.ica, у холда у " = 2  у тенглама

l|l»- ( sin sf—Л х + С 2 cos 4 - Л  х  куринишда у мумий ечимга эга була-

■|н I»у ечимни чегаравий шартларга куйиб, С, = 0 , С2 cos 4~Л I = 0 
Я н  ин киламиз. Шундай килиб, берилган масала нолдан фаркли

p'iHMia эга булди, агар > ( ¿ = 0, 1,2 ,3 ,...)  6ÿnca. Бу

Цнг.шанинг хос кийматлари, унга мос хос функциялар эса

Я  * 1 " v~ 21  ̂ х’ (к = °, 1’ 2’ 3’ ■ • • ) куринишда булади.

М усгакил счиш учун масалалар

I. Куйидаги масалаларни (0,1) интервалда Грин функциясини 
м ншг.
ПИ У" = / { х ) ,  ;у(0) = у(1) = 0 .

I h  v" =  / ( x ) ,  у'(0) =  у(0), з>(1) + у ’(1) = 0 .

МО - У ” = / ( х ) ,  у(0) = Лу'(0), y(l) = 0, h>  0 .

■ 7  - y ”- y  = f { x ) ,  y ( 0) = y(l)  = 0 . 

nli' y " -y  = . f { x) ,  / ( 0) = y (0), y (l) = y '( l) .

M‘> y"+y = f { x ) ,  y (0) = y (l)  = 0 .

b )  y"+y = f {x ) ,  y '(0 ) = y '(l)  = 0 .

K l  (l + x2) y " - 2xy' = f ( x ) ,  y (0) = / ( 0), y (l) = 0 

j|ï» (\ + x 1)y"-2xy' = f ( x ) ,  y (0) = 0, ? ( l )  + y ( l )  = 0 .

|Jl - ( 3  + x 2) / ’- 2 x y ’ = / ( * ) ,  y(0) = / (0 ) ,  jy(l) = 0 .

I l 1,1,1
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625- - ^ у' ) + < й г /( ' ) ’ , ( 0 ) = 0 - >,(|)=|>'

626 . ~{ху') + ^ у  = } ( х ) ,  > (0) = >̂ (1) — 0 .

627. ~~^у' + ~ ? у' ~ ' ^ у = ^ х)' / ( 0 ) = >’(1) = ()-

628. У ” =  / { х ) ,  у (0) + 3'( 1) = 0, / (0 )+ у '(1 )  = 0.

II. Куйндаги масалаларни Грин функциясини тузинг.
629. У"~к2 у = / { х ) ,  к ± 0 у (-1 ) = з>(1), у'(-\) = у'(\).

630. у"+у = / { х ) ,  у (°) = у(ж), у '(0) = у '(ж ).

631. х у " - у '  =  / ( х ) ,  у '(1) = 0, у ( 2 ) = 0 .

632. хгу " + х у '- у  = / { х ) ,  у (1) = 0, у (х ) функция х-++°°дг. чепци 

лантан.
633. - х 2у " -2 х у ' = / { х ) ,  у '(  1) = 0, у ( 2 ) = 0 .

634. - х у ”~ у '  =  / ( х ) ,  у '( 1) = ;у(2 ) = 0 .

635. - х 3у " -З х 2у '- х у  = / { х ) ,  / ( 1) = 0, 2у '(2) + у (2) = 0 .

636. - х лу ' - 4 х 3у ' - 2 х 2у = / ( х ) ,  

у'(1)+>’(1) = 0, 3 / (2 ) + >-(2) = 0 .

637. со52ху "+  я М х у '  = / (х) ,  у (0) = 0, у!

624. ~ (* + 1 )2 У '-2 (*+ 1).у ,+ 2;у =  /( .к ) , у (0) = у(1) = 0 .

л л
=  0

638. - =  / ( х ) ,  у{0)  = 0, у(у| = 0..4Ч У  4 '

639. - ( с о * 2* / )  = / ( * ) ,  у(0) = / ( 0) = 0, 3 '(^ )+ У '(^ )  = ° -

640. -со52х у ”+.чт2ху'= / ( х ) ,  }’ (0) = 0,

641. -5т2х у я- 5 ш 2 х у '  = / ( х ) ,  |у(0)|<~, ]  + > ^ § ] = 0 -

642. - х 2у"-2ху'+6у = / ( х ) ,  |>(0)|<°°, Зу(1) + /(1) = 0 .

. 4 )  \4 

яЛ , ( л
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г  ' ~У + ^ У~ ^ ^ ’ |у(0)|<00. у (1) = 0 - 

M l xy”- y '  = f ( x ) ,  | у (0 )| < о о , з?(1)+У(1) = 0 . 

M 'i - ( х у ' ) ’- ( 1  +  д:)у =  / (л с ), |у(0)|<°°, у (1 ) =  0 .

Mf. -хАу"-4хгу'-2х2у = / ( х ) ,  у(1)+у'(1) = 0, 2у(3) + 3у'(3) = 0 .

(И/ -е'2у '- 2 х е * гу' = f ( x ) ,  у (0) = 2у'(0), у (1) = 0 .

ftlH - ( *  + 1)у "-;у ' = / (х ) , |>>(-1)|<оо, у (0) = 0 .

М1' [(-*2 - 1 ) / ]  + 2 3' = / ( х ) ,  ^ ( l ) ! < У(2)  = 0.

III. Куйидаги Ш турм-Луивилл масалаларнинг Грин функ­
ции! пни тузинг ва унта тент кучли булган интеграл тенгла- 
Ийнирини топинг.
§8(1 (|+дг2) у ”-2д )- '+ Я у  =  0, у (0 )  =  / ( 1 )  =  0 .

i,.| -е*у " -е*у '+ Л у  = 0, у (0) = 0, у (1) + у ’(1) = 0 .

HV -у "+ Я у = 0, у (0) = h y '(0), у (1) = 0, h> 0. 

ху у ’+ Я ух = 0 , |у(0)|< у (1) = 0 .

А,|М ~——у" --------—r  = f  (х ) ’\ + х (1 + х)2 v ’
I <х<1 ,  у(1) = 0, y{l)~ly' (l )  = 0, l e N .

HVl (1 -  cos х ) - у "+ ein х - у 1 = /  ( х ) ,

<><*<?, у(0) - 2/(0)= 0, / £ ]= 0.

f»Vi - c o s 4 х  у "+ 4 sin X c o s 3 х у ’ = Л х у,

<  оо0 < * < у ,  2 у ( 0) - / ( 0) = 0,
2

|Ц7 х~ у 2 х у '+ ( 2 c o s 2x  + l )  у = Äcos х, 

1< х < 2, у (1) = 0, / ( 2) = 0 .

Ш  - у "  = Лу, 0 < х <  1, у '(0) = у '( 1) = 0 . 

hV) - х у ”- у ‘ =  Лу, 1 < х < 2, у (1) = / ( 2 ) = 0 .

209



bl

IV . Куйидаги масалаларнинг хос кийматлари ва xiil 
функцияларини топинг.
660. у" = Лу, у'(0) = у'(1) = 0 .

661. х2у " + - у  = Лу, у (1) = 0, >(е) = 0 .

662. у я+ ^ у ' = - Л у ,  у(1) = 0, |у(0)|<о°.

6 6 3 . дг(х )+ ^ & (х )= 0 ,  0<  * < х 0; г9\х) + ~ 3 ( х )  = 0, Х0 < Л < 1
а{ а2

ai =. —. 0 -^ 2) тенгламанинг $ ( * о )  = ( х0) = E 2Û (\п^
i P¡

улаш шарти ва куйидаги чегаравий шартларни каноатлантирунчи
[ â (x ) ,  0 < ^ < x 0, 

z?(jc) = < _ хос функцияларни топинг:
[*?(*), ха< х  <1

a) W )  = W )  =  0; Ь) 1?(0) =  #(П = 0;
с) i?(0 ) -  A, i?(0) = О, #(ï) + h2 ûiX) = 0, \ > 0, Aj < 0.

Л
664. V</V)(* )+ — У(л:)=0, 0<х<1, 1 > 0 тенгламанинг куйидц|1

а
чегаравий шартларни каноатлантирувчи хос кийматлари ва Ш  
функцияларини топинг:

a) â(Q) =  г ? ' (0 )  = 0 ,  д ( 1 ) = # \ 1 )  =  0 ;
b) ¿>"(0) = & (0  ) = 0, *Г(/) = û  '"(/) = 0;
c) г? ( 0 )  = г Г ( 0 )  = 0 ,  ê " ( l )  = â m( l )  = 0 .

665. Q = { ( * , y ) : 0 < x < a ,  0 < y < b }  сохада 

Au(x, у) + Ли(X, у) = 0 тенгламанинг
a) «(О, у) =  и(а, у) =  0 , ы (х,0) =  и(х ,Ь ) =  0 ;
b) их(0,у) = их(а,у) = 0, иу(х,0) = иу(х,Ь) = 0 ;

c )  м ( 0 , у )  =  м ( а ,  у )  =  0 ,  иу(х ,0 ) = иу(х ,Ь ) = 0 ;

d) и(0,у) = их(а,у) — 0, и(х,0) = иу(х,Ь) = 0  

шартларни каноатлантирувчи хос кийматларини топинг.
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6- §. Л аплас ва Пуассон тенгламаси учун 
узгарувчиларни ажратиш  усули

Лаплас ва Пуассон тенгламалари учун турли хил сохалар 
(дойра, шар ва халка) да ички ва ташки Дирихле хамда Нейман 
Ми< лиаларини 3 ва 4 параграфларда ургандик. Ушбу параграфда, 
Hiv ш а ухшаш масалаларни узгарувчиларни ажратиш усули (Фурье 
с  у Iи) ёрдамида ечишни урганамиз. Бу усулнинг умумий схемаси 
(мидели) тулалигича II ва П1 бобларда хамда [5], [8], [11], [15], [19] 
н мЬиётларда берилган.

(4 .20  Лаплас тенгламаси учун 0 < х <  р,  0 < y < q  тугри 
|\ ртбурчакда

“ Uo = * * * ) .  u\y=q=<Pi(x), (4.114)

ML=o= 0 ’ МЦ = 0  (4.115)
Шнртларни каноатлантирувчи Дирихле масаласини ечамиз. Бу ерда 
ум »), (рх( х )  функциялар 0 < х <  р  ораликда берилган узлуксиз 
фуикциялар.

Куйилган масала ечимини и(х,у)-Х(х)У(у) куринишда излаймиз
|й

Х'(х)  Г (у )  о ,
— ;—  —---------- = —Л, л  = const (л 1 1 \Х(х) У (у) (4.1Ш ;

|«нгликка эга буламиз. Бундан X (х) *  0 функцияни аникдаш учун 
кийматлар ва хос функциялар тугрисидаги 

Х " ( х : ) +  А Х  ( х )  = 0

* « U  = 0,

illiypM-Лиувилл масаласига келамиз. Бизга маълумки 
Hi ‘н а кар ат), бу масаланинг хос кийматлари ва хос функциялари 
* « V  .дат

I v  Xn(x)-sm—-x, п — 1,2,... лардан иборат. Ап нинг топилган

мшматларини (4 .1 16)га куйиб, Y(y) = Yn(y) функцияни топиш учун

n 2 7 t 2

тенгламани ечамиз ва куйидаги

. пп „ пк
R ( У) -  « „ е й — у + p„sh— у, an,Pn = const куринишдаги умумий ечимни
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оламиз. Шундай кдяиб, (4 .2 0  тенгламанинг (4.115) шартлариц 
каноатлантирувчи ечими

\ . ПК
s in — X, (4.117)

Р

/

п—1

. пп 0 . П7Г
а  сп —  у + р  sh —  у 
. " р " р j

куринишда булади. ссп, Р„ номаълум коэффициентларни ани ш н  
учун (4.114) шартлардан ва (4.117) ечимдан фойдаланиО 
куйидагига

<р(х) = 2 а п sin — х, p x{x) = Y í Pn sin — x  (4.] |К) 
П=1 Р Л=1 Р

эга буламиз.
Агар <р(х) ва (р\ (х ) функциялар Стеклов теоремаси (П бобц 

каранг) шартларини бажарувчи функциялар булса, (4.118) формул!
ПК

бу функцияларнинг Xn(x) = sin— x хос функциялар буйп'М

ёйилмасидан иборат булади ва (2.119) га асосан номаълум a nJ \  
коэффициентларни аниклаймиз:

ап \<р(х) sin — xdx, Рп = — \(р\(х) sin —  xdx,nE N .
Р о Р Р о Р

а п ва Рп ларнинг бу ифодаси (4.117) га куйилса. (4.114), (4 .1 11)

масаланинг ечими х,осил булади.
(4 .20  Лаплас тенгламаси учун 0 < х < р ,  0 < y < q  тури

т5фтбурчакда

м 1У=о =  0 ’ MU = 0 * « L = H y ) .  « L , = ^ i(y )
масаласини карасак, юкоридаги мулохдзалар узгармайди, фамн 
х  ва у уриини алмаштирсак етарли, чунки тенглама х  ва у Л

нисбатан симметрик. Бу ерда ^(у), У  ¡(у) функциялар 0  < у <. Д  
ораливда берилган узлуксиз функциялар булиб, синуслар буйимв 
текис якинлашувчи Фурье каторига ёйилишини талаб кдламш, 
яъни

Vr{y) =  Y da n s in — y, угх(у) = ^ Р п sin — у 
п=1 4  п=1 ч

бу ерда

« n = - \ ¥ { y ) s i n — y d y ,  Pn= - \ y l y ) s i n  —  y d y , n e  N. 
Чо Ч Чо Ч
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M I
1>иричи ва иккинчи хдлдаги масалаларнинг ечимларини 

kViiiiiiii натижасида (4.2]) тенглама учун О< х < р ,  О< y < q  
ри i уртбурчакда 

u\y=0 = <p(x), u\y=q =<p , ( * ) ,  u\x=0 =  r ( y ) ,  u\x=p = y/x(y)

»tin пианинг ечимини хосил килам из.
1-Мисол. Ам =  0  Лаплас тенгламаси учун 0 < х <  р, О< y < q

Dtyipn туртбурчакда м|у=о = 0  ̂ м1>=, ML=o= ^ ’ “L p

ймргларни каноатлантирувчи ечимини топинг.
Ниш. Берилган масала ечимини и ( х ,у ) ~ и 1(х ,у) + и2(х ,у)  

iVpmmuma излаймиз, бу ерда м,(х, у) функция 

Дм, =  0  5 (О <  jc < р,  О < у < q )  t

I  М| I у=0 =  ° ’ U '\ y = q  =  °> M' L = 0  =  ° ’ Ui \x = p = T y  

urn i ia ечими, иг(х ,у )  функция эса

A u2 — О Д О < х <  р, О< y < q ) t

С/ ТX I Iи А .. = 0 ,  и, I = -------, и,  =  0 ,  и А = 02 'у=0 2'у=ч р  2 \х=0 ' 21х=р

um мианинг ечими булади.
Демак, куй ил ran масала иккита содда масалага келтирилди. 

Ьнрипчи масала ечимини Щ (x,y) = X(x)Y(y) к)финишда излаб, 

Mv) функция учун хос кийматлар ва хос функциялар 
IV* рисидаги

Y " ( y )  + A Y ( y )  = О, П у )  Ц = 0 ,  Пу)|у=(?= 0

III гурм-Лиувилл масаласига келамиз (§ 5 га каранг).
Икорида таъкидлаганимиздек, бу масаланинг хос кийматлари ва

2 ~ h  . TUT . *
»1« функциялари Yn{y)=sin —  у, « = 1,2,...лардан иборат.

Я Ч
Ь мак. Х \ х ) - А Х ( х )  =  0  тенглама ечимини эътиборга олиб,

П7Г П К

ui(x,y) = Y J (ane 4 +bne 4 ) s in — y
п=1 Ч
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ечимга эга буламиз. Биринчи масаладаги охирги икки шартДИ 
фойдаланиб, номаълум ап, Ьп коэффициентларга нисбн* 
куйидаги системани х,осил киламиз:

Ц ( а п +Ьп) й п ^ у  = 0
И=1 *

плр плр

I X е
п=1

+ Ь е
п л

) э т — у = Т у

плрБу системани ечиб, ап = -Ьп = (-1)" <?77ппвИ  ̂ ни топамиз, демй|| 

к, (-с, у) функция
. ПК ПК -БП--- X 81П ----У

ЧК  , . п7Г Р  цп=] п 5/г — *
Я

куриништа эга булади.
Энди иккиичи масала ечимиии топамиз, бунинг учун ишш 

таъкидлаганимиздек биринчи масаладаги х  ва у  урин» 
алмаштириш етарлидир, юкоридаги мулохазаларни дапнЦ 
эттирамиз, яъни х г(х) г а х  (л)—о. х  ( а)| ̂  О=о, ад | л( Л  

масаланинг хос кийматлари ва хос функцияларини томмН 
Г(у)=У(у) функциянинг Уп(у) = а псН~у+/З^И^-у, а п, Д  <им|

к}финишга эга экаилигидан, (4.117) к5финишдаги умумий ечимЯ 
оламиз. Иккинчи масаладаги охирги икки шартдан фойдалимнА 
номаълум а п , Р п коэффициентларга нисбатан куйишв 
системани хосил киламиз:

Е пл: па  я т -----х = О
1 " РЛ=1 г

Z f П7Г /-» 1 Т17Г

/1=1 V Р Р

. П7Г аТхЯ1П -----х = ------ .

Р Р

Бу системани ечиб, а п -О, Рп -  {-\)п+х 2qT ! п л sh ^  ни топпмА

демак, м2(х, у ) функция
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. . 2 q T ^  ( - l )n+1 пк . пл 
u2(x ,y)  = ----- у  ------------sh— y s in—-x,

Л % n s h n* q P P 
p

ti римишга, куйилган масала ечими эса
и(х, у) = к, (х, у ) + и2 (х, у )  =

2qT А ( —1)и+1 (  пл . пл / , пла , пл . пл / , плр1
----- ? , ----------\ sh -  у  sin— х sh +sh х sin - у  sh- \

Л п=х п \ р р / р q q / q )

)У римишга эга булади.
I 2-Мисол. Ам(х, у )  = О Лаплас тенгламаси учун О < х < р,

( X
■f, у < +оо ярим текисликда и\у=0= А 1—  . м|у=4~~0, и\х=о~®'

V Р)

IW, , () шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.
I ' iiiiii. Куйидаги ёрдамчи масалани караймиз:

íVxx +  Vy y = °> 0 < * < Р >  0 <у<+оо,
1^(0, у) = 0, v ( p ,y )  = 0, 0< у <+<*>. (4.119)

Ну масала ечимини v(x,y) = X(x)-Y(y) куринищда излаймиз ва 
Х Ъ ) _  Y \ y ) _  , ,
--------- —------------ — —Л, Л — const ¡л i оп\
Х (х) Y(y)  (4Л20>

■ш иикка эга буламиз. Бундан Х (х )*0  функдияни аникдаш учун
пн пийматлар ва хос функциялар тугрисидаги

\* (х)  + Л Х ( х )  = 0 , 0 <  х <  р ,  * ( 4 ^ = 0 ,  =0

1|1>\|>м-Лиувилл масаласига келамиз. Бизга маълумки 
| *н ¡i каранг), бу масаланинг хос кийматлари ва хос функциялари

И /Г . ПЛ
^ г '^ Г ’ л„(х)-яи— х .п - 1,2,...лардан иборат. Л п пинг топилган

»ним п нарини (4 .119)га куйиб, ^(у) = У„(;у) функцияни топиш учун
К  п 2л 2

2 ( У) = 0 тенгламани ечамиз ва куйидаги
пл пл

-—у —у
Е(Н Лпе ” +Впе р Ап, ВП = const куринишдаги умумий ечимни
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оламиз. Булардан v„(x,y)=
п л  п л

----У —У
А е  р +В е р . пЛ

■sm— х эканлигини топами t 
Р

Шундай килиб, и\х=п = 0, м|̂ =р- 0  шартларни каноатлантируи' 
куйилган масаланинг ечими

“(•*> >’) = X
П-1

ПК ПК
-------- у  ------у

А„е р + В е р
. п л

sin — X,

куринишда булади. Ап, Вп номаълум коэффициентллрш 
аниклаймиз. и(х,-н>°) = 0 шартга кура Вп=0, п=1, 2,.... Иккиин 

хи(х,0) = /1[ I |  шартга асосан эса

í  \ 
1- * = У  Л sin —  х => А = -  [А 1 - -

»  р  »  р  i  IП=1

je'] . ИЯ' . 2Ли 1----- sin—  хах = — -
J 1
0 . /’ J Р Л/)

эга буламиз. Демак, куйилган масаланинг ечими

пж, V 2 А ^ ■ 1 р у _ ___i(x, у) = --- > — е н sin— х
" -  Р*  «=Iй

формуладан топиладн.
З-Мисол. Ам = 0 Лаплас тенгламаси учун 0 < х < 0 < у - 1 

тугри туртбурчакда m}.(jc,0) -  hu(x ,0)  = 0, u(x ,q )  = 0, м(0,у)=</-т 
м(оо>у) = 0, h > 0 шартларни цаноатлантирувчи ечимини топишЛ 
Ечиш. Macana ечимини и(х, у) = Х(.т)У(у) куринишда nuitifl 
У(у)  функция учун хос кийматлар ва хос функциялар тугрисшшг| 

Y ' \ y )  + A Y  ( у )  =  0 У '(0 )-Л У (0 ) = 0 ,У (* ) = 0 
Ш турм-Л иувилл масаласига келамиз (§5га каранг). Ii 
масаланинг А а хос кийматлари htg-fA = -у[Л  тенгламанинг муо(и 
илдизларидан иборат ва хос функциялари

cos л[Лпу+ к sin « = 1,2,.. • лардан иборат. Д о т
масала ечими

J^ñx , ~Мпх а еу +b е v»(•*, у) = Х
л=1

( j K cosy [ K y + h s in s [ \ y )
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i'\ ринишга эга булиб, охирги иккита шартдан фойдаланиб, 
Нимиълум ап, Ьп коэффициентларга тшсбатан куйидаги системани
II к1 ид киламиз:

Ё Ч  cos ^ У  + hsin JT > ')  = q -  у
п=1

¿  í™(апе^ х+ cos д/ V + h sin №  >) ■=0
n=1

_  n i~ _ 2(1 + hq)
l.\ системани ечиб, a„ -U ’ bn ~ n r /, 771 TTY нитопамиз,

v » ( + л пЧ
fll'MUK, u(x, у) функция

и( х ,у ) = £ - У }  + hq)e' " Yn(y)
,,=W  ̂ n \h + q(h + A „)J

' Vi>ипишга эга булади.
Ky i б, цилиндрик ёки сферик координаталар ёрдамида 

< шладиган масалаларни караи м из.
(4.2)) тенглама x  = rcos(p, y  = rsin<p кутб координаталарида

а / ч 1 Э f Эм Л 1 д 2и п

оурпиишга эга булади.
ilxx + uy y + uzz= Q тенглама x = rcoscp, y  = rs in <р, z - z

цилиндрик координаталарида
, . 1 д f ди ) 1 д 2и Э 2и д „ , г , „ , г ) , 7 _ ^ _ ] + _ _ + _  = 0 , (4,122)

hУ|'»!11ишга эга булади.
ихх + иуу +U7z тенглама х = г sin в- eos р, у = r  sin в ■ sin (р,

I -  г rose  сферик координаталарида

Аи(г,в,<р)=\^-\г2^  
г ог{ дг

1 Э ( . 1 Э 2и
1+ г2 sine д в \ т в  дв) r2sin2ed(^ 0 (4 Л 23 ) 

И'рпнишгаэга булади.
I. (4.2|) (ёки (4.121)) Лаплас тенгламасининг x2 + y 2 = r 2 < R2, 

(О*.r<R) доирада

u(x,y)\r = R  = f(<p) (4.124)
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1
шартни каноатлантирувчи Дирихле масаласининг и(г,<р) ечимкД 
Фурье усули оркали топишни курсатамиз.

(4.121) формуладан фойдаланиб, унинг ечимини
и = Z (г)Ф  (<р) (4.1Л|

куринишида изласак,
Ф "(<р) + ЛФ (<р) = 0 , (4.1 чо

r U r ^ \ ~ X z=0 (4. Лd ry  Эг
тенгламаларга эга буламиз. и(г, <р + 2л) -  и(г, (р), булгани учуЦ 
Ф((р+2л) = Ф((р), хамда (4.126)дан vA=n, (п>0-бупун сои) нм 
Ф„(^) = A, cos п(Р + sin п(Р булади. У холда (4.127) 
тенгламанинг ечими

Z (r)  = a r n +Ьг~п

куринишга эга булади. Агар и = 0(Я = 0) булса, Z (r)  = c¡ 1пг \ <Л 

цилиндрик ёки доиравий симмегрияга эга булган ечимни олами t 
Дирихленинг ички масаласини карасак, /--»Ода ечнЦ

чегараланган булиши керак, демак, Ь = 0 булиб, Zn(r) = ar" (|цЯ 
Z0(r) = С булади, яъни Дирихленинг ички масаласи ечимини

оо у'П

u(r,tp) = C + Y J ~ ~(An cos п<р+Вп sin п(р) (4 I .’Н)
П=1 R

куринишда излаймиз, бу ердаги ва В„ коэффициент^) нй 
узгармас С лар (4.124) чегаравий шартдан аникданади.

Дирихленинг ташки масаласида эса г->+°° да ечим 
чегараланган булиши керак, демак, а - 0  булиб, Zn(r) = hr"  ('ни 
Z0(r) = C булади, яъни Дирихленинг ташки масаласи ечими

ОО J ^ r

u(r,<p) = C + ' £ — ( A n cos п<р+ В п sin п<р) (4.IJÉ
П = \ т

куринишда изланади.
4-М исол. Бирлик доирада u\r = J = sin6<p+cos6(p шарит

каноатлантирувчи гармоник функцияни топинг.
Ечиш. Бирлик доирада гармоник булган и{г,(р) функцияни (4.121| 
куринишда излаймиз, яъни
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u(r,<p) = С + I  r n (A n cos ncp + В „ sin n ip )'
n =l

In in масала шартидан фойдаланиб,
о» 2

С + ^  г”(i4„ сол ncp + 5 n «п  nip) = sin6q)+ cosb<p = 1 — (1 -  cos 4 ?̂)
n=l " 8

it in никга эга буламиз. Бундан
Г —, A¡ = А2 = А3 = О, А4 = —, Л5 = Л6 = ...= О ва В, =В2 =... = 0.

8 8
5 3А» мнк, биз излаётган гармоник функция u(r,p)=-+r4-cas4y>О О

Нрииишга эга булади.
5-Мисол (4.20 Лаплас тенгламасининг х 2 + у 2 = г 2 < R 2s 

|И./<Л) дойра танщарисида u r (R,<P) ~ hu(R,<p) = /  (<р) 

В|Й|> i ми каноатлантирувчи ечимини топинг.
li'iHiii. Дойра тапщарисида гармоник функцияни (4.129) 
Нсииншда излаймиз. Масала шартига асосан:

00 п R п
-  X  п+т ( А д COS п <р + В п sin  п <р)~ С h -

n=i R

—h ^  (Л л cos п<р+ В п sin n<p) = / {(р) j
п=1

фу i шин

X  —+h\[An cosrup+Bn sinn<p)=-f(<p)-Ch га эга буламиз.
».i \R )
Ох ирги тенгликни иккала томонини аввал coskip ва сунгра 

»/и kip функцияларга купайтириб, 0 дан 2к  гача интеграллаш
2п

нтижасида, мос равишда аввал Ak=— ^ \ f W C0Sk(pd(p ни, 

R 2l\
и пип эса в ,= — - — —  \ f{<p)sink<pd<p нитопамиз. 

к л (k+hR) ¿

Демак, масала ечими
R ”, Rnи(г,<р) = С---- У -------------- \a„cosn<p+b sin ntp)
n ^ { n  + hR)r»K *  "

||1рннишга эга булиб, бу ерда
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2я 2я-
ап = J f(<P)cos n(Pd(P , bn = J fiv>) sin n<P dtp

о 0

6-Мисол. Куйидаги

r'2urr + ru r +u(p<p= - — r*sinlq>, 0 < r < R ,  0<<р<2тг, (4 I ИИ

u(R,<p) = 0, 0 < < р < 2 л  (4 M||
масалани ечинг.
Ечиш. (4.130) тенгламанинг хусусий ечимини

щ(г, <р) = w(r) ■ sin 2 (р 

к5финишда излаймиз. Бу ечимни (4 .130) тенгламага куииЯ 
куйидагини

г 2 v/,+ r w '- 4 w  = - 0 ,5 r 4

хосил киламиз. Охирги тенгламада г = е’ алмаштириш киннЯ 
узгармас коэффициентам оддий дифференциал тенгламани олмиЦ Ч 

w"t - 4 w = -0 ,5 е 4' .

Бу тенгламанинг хусусий ечими w(t) = - е 4’ /24 тент, юкоридцщ 
алмаштиришга К}фа эса w (r) = -  г4/24 тент.

Шундай кцлиб, (4.130) тенгламанинг хусусий ечими 
û (r,<p) = - ( r ‘isin2<p)/24

куринишда булади.
Энди (4.130), (4.131) масала ечимини куйидаги

и ( г ,р )  = v(r,<p) + u¡(r,<p) (4.Mjj
куринишда ифодалаймиз, бу ерда v(r,<p) функция куйидаги 

r 2v  + r v  + v  =0, 0 < r < R ,  0 < < р < 2я ,гг г (р(р г

v(R,(p) = -^R*sin2<p, 0 < ( р < 2 л

Дирихле масаласининг ечими.
(4.23) формулага кура:

— R ? s i n 2 ( p = a kcos k<p+bk sin к ф),
24 *=i

бундана4=0, * = 1,2,...; 6, =0, Ъг = Ьк=0, *=3,4,... эга б ул ан

ва охирги масаланинг ечимини топамиз:

■■■iм i— t»
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г
v(r,<p) = | — • —  R4sin 2<p — R 2r 2sin 2 <p. 

24 24 Y
fcuni (4.132) формулага куйиб, (4.130), (4.131) масала ечимини 

u(r,(p)~—  г2 ( r 2 - r 2)sin2<p

г  |'1!ии1||да топамиз.
II. (4.20 (ёки (4.121)) Лаплас тенгламасининг 

■ ( •  V’) /?,< /-< & ,, 0 < ( р < 2 л )  халкада и(г,^)|г=/{ | = / ,(^ ),

= f 2((P')’ 0<<р<2тг шартни каноатлантирувчи Дирихле
Ш  иинсининг и(г,<р) ечимини топинг.

1>у масаланинг ечими
00 { С  ̂ 00 f  ГУ ^

I \i(r.tp) = \  + В0 \пг + ^
Л=1

сА г + S -п sn(p+Y,
П=1

В гп+-
гп )

sin пер

Р1|!|шишда изланади, бу ердаги А0, Ва, Ап, Вп, Сп, Dn 
»>' 'ффициентлар чегаравий шартларга асосан топилади[5].

7-Мисол. /г, < г < R2 халкада u(Rt,(p) = Т + U cos (р,
) -  h u(R 2,<p) = 0 шартларни каноатлантирувчи гармоник

¡^икцияни топинг.
Миш. Гармоник функцияни u ( r ) - a l n r  + b куринишда излаймиз, 

| Mmuuia шартлари оркали а ва Ь номаълумларни аникдаймиз: 
u(Rx) = aln Rt +b = T +U cos (p 

a
ur(R2,(p) — h u(R2,<p) = ----- haln  R2 - h b -  0

Uni i«'i

it =(T + U cos (p)hR2

hR2)n R' +1
R-,

ва b = T+U cos <p—
(T + U cos (p)hR2

h R2 In —1 +1
In R,

«Гни топамиз. Демак, куйилган масала ечими

u(r) = T + U cos <р+
(Т+U cos (p)hR2

h R2 In L̂ + l 
R2

In — 
R,

H|iniiniura эга булади.
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8-Мисол. Куйидаги 
1 Э (  диЛ 1 д2и— г—  +
г Эг ̂  Эг )  ' г2 Э (рг

= A r2cos2<p, R] < r< R 2, 0< ç< 2n,

“(r’^ U Rl =1’
du(r,ç) = 0, 0 < ç><2k

(4.1 Ш

r=Ro

масалани ечинг.
Ечиш. Куйилган масаланинг ечимини и{г,(р)=ь(г,(р)+щ  
кУринишда излаймиз, бу ерда M r )  ва v (r ,ç )  функциялар мШ 
равишда куйидаги масалаларнинг ечими:

IA
г д г

(  ЛÖW = 0, /?! < г < R2,

w(J?,)=l, w (R2)=  0;
(4.13 i, I

ва
1 Э Г dv'] . 1 Э2и д г---- 1 г— ]н—г-— ~ = A r2cos2ç , Rt < r< R 2, 0<<р<2я,
гд гу  дг )  г dçr

y(Ä.,p) = 0, v(R2,<p)=0, 0<р<2ж. 
дг

(4.1.11 Ji

(4.133.1) масаланинг ечими w(r) = l дан иборат. (4. Ш ( 
масаланинг ечимини v(r ,ç)  = R(r)cos2ip  куринишда излайми! 
Буни (4.133.2) даги тенгламага куйиб,

cos 2 с>—
г dr
1 d Г Э/г(г)Л 4 R (r)cos2ç = А г2cos 2 <р i ёки

.2

Эг J г2
г2/г'(г) + г/г'(г)-4/г(г) = лг2, ад,)=о, я'(я2)=о (4.iii(| 

хосил киламиз.
(4.133.3) масала г = е' алмаштириш ёрдамида ечилиб, уиив 

ечимини

Л(г) =
А(Я?+2Я‘ ) | i AR\R\{2R\-R]) | д ^  
12(/г;+/г*)г + г2 6 (<+/?j )  + 12г

■cos2(p

куринишда топамиз.
Шундай килиб, (4.133) масаланинг ечимини 

u(r,<p) = v ( r ,ç )  + w(r) =

222



= 1 +
¿ K + 2/?62) r2| i
12(/?; + /?") Г + г2 ’ б(я? + я*) + 1 2 г

■cos2(p

УМНПМИЗ.
III. (4.122) Лаплас тенгламасининг цилиндрда (5.2-чизма) 

и(г,0) = и(г,1) = 0, 0 < г < а ,  (4.134)
u(a ,z )  = V0, О < z < l  (4.135)

|М»|Щ|и каноаглантирувчи u(r,z) ечимини Фурье усули оркали 
♦ НМНМИЗ.

5.1-чизма

|ЧИН1. (4.122), (4.134) масала ечимини и(г, z) = R(r) ■ Z(z) 
||||1инишда излаб, v

~ { r R ’ ) ~ X R =  О,
г dr (4.136)

(4.137)
Z ' +AZ = 0, 0 < z < I 

Z(0) = Z(/) = 0 
ЦМ пуламиз.

i I 137) масала Ш турм-Л иувилл масаласи (§5га каранг). Биз-
1и мщ-лумки , бу масаланинг хос кийматлари ва хос функциялари

1  п‘я г _  . пл
F' > ¿n\x) - sm — z, « - 1,2,...ларданиборат. Л п нингтопил-

flH кнйматларини (4.136)га куйиб, ( r ^ V ) ) - i ^ - l  /?(/•) = О

НЮЛ тенгламани оламиз. Бу тенгламани х  = л п г / 1  алмаштириш 
(римида

223

u = V,,

5.2- чизма



2 k+v 1) = , ^ Л М Л )
2 s in n v

d x 2 d x  
тенгламага келтирамиз. Унинг умумий ечими

R (x) = C ll 0(x) + C2K 0(x) (4.1 (Hi

кУринишда бупади, бу ерда А>(х) ва К 0(дс) мос равишда мавкуЦ 
артументли биринчи ва иккинчи турдаги нолиичи тартибдшм 
Бессел функциялар [2],[12],[19], яъни

J _____
^ к \ Г ( к + у + 1 )У 2 у 

бунда *->0да A"n(jc)-Макдоналрд функцияси чексизликка интилидк 
( К0(х) -»  °°). Демак, чегараланган ечимга эга булиш учун (4.138) j j  
С2 = О деб оламиз.

Шундай килиб, (4.138) дан

К ( г )  = СлЦ

х,осил киламиз. Демак, (4.122), (4.134) масала ечимини
ЧГ'г, . ( л п  л
л=1 V * У

катор курин и ш да ифодалаймиз. Бундан, (4.135) шартга Kÿpa < 
ни топамиз:

4V
n = 2k + l  

лп =>
О п = 2к\

7ГП

Т

п л
sln T Z

с А т а y ] \ ^ T zdz=-

=> С =  4VB, (2к + \)л / 0
(2к + \)л 

I
а

У х,олда (4.122), (4.134), (4.135) масаланинг ечими

л  *=О ;

/л
(2* + 1)л- 

/ r sin (2/t + Оя- 
I '

(2£ + 1);т 
/

2fc + l

к)финишда булади.



9-Мисол. Куйидаги 
1 3 (  Эм 'l д2и
7 э Д 'э 7 ] +э 7  " R

г ,  0 < r < R , 0 < z < h ,  ( 4 .13 9 )

ы(г,0) = и(г, И) = 0, 0 <г</?, 
м(/?, z) = 0, О < z ^ h

(4.140)
(4.141) 

Миоалани ечинг.
I ч ти . (4.139), (4.140), (4.141) масалани ечимини

H(f.z) = ./0^ r j / ( z )  куритшшда излаймиз. Агар И сони

/„(//) = 0 тенгламанинг мусбат ечими булса, у х,олда изланаётган 
"ihm (4.141) шартни каноатлантиради. Энди буни (4.139) 
и игпамага куйиб, куйидагини

/(*)
\_d_ 
г dr dr + J o \ ^ r \ f ' (z )  = - 4 n A z J 0 R (4.142)

1И1ПМИЗ. Олдинги масалага кура Функция Бессел

юмламасини каиоатлантиради. Шунингучун (4.142) тенглик

R
М
R

(-1)/(г)1 *=■ I Л| ^  \ + J 0\ \ f\ z )  = - A x A z J 0\
R R

Щ'ринишни олади. Бундан куйидаги

f ( z )  = - 4 x A z ,  0 < z < h (4 .14 3 )

ч | щй дифференциал тенгламани хосил киламиз.
(4.140) шартга асосан (4.143) тенгламани f(ö)=f(h)=0  шарт 

№ пси да ечимини топамиз:

/(*) = •
4 л hR

'  Р 2
sh *1

Шундай килиб, (4.139), (4.140), (4.141) масалани ечими

w(r,z) =
4  7rhR~

sh sh
R R

»Уринишда булади.
IV. (4.123) Лаплас тенгламасининг 

I\r,0,<p): 0 < r< a ,  0< в< л, 0< (р < 2 л]  шарда (5.1-чизма)
и{а,0,(р) = sin36cos(p, 0 < в < л ,  0< ф < 2л  (4.145)



шартни каноатлантирувчи ички Дирихле масаласининг ечимипй 
Фурье усули ёрдамида ечамиз.
Ечиш. (4.123), (4.145) масалани ечимини

и{гЛ<р)= т-П ^<Р) (4.l4ft|
куринишда излаймиз, бу ерда /(в,Ф)~ сферада чегарапаиши 
функция булиб,

|/(0, ?̂)¡< +°°, \/(л,<р)\<+°°, /(0,<р) = f  (0,<р+2л) (4.Mil
шартларни каноатлантиради.

(4.146) ни (4.123) тенгламага куйиб, иккита 
r 2R’ ( r ) + 2 r R ' ( r ) - Ä R ( r )  = 0,

1
sind дв

sin в и
ъв

(4. Mil 

(4.1441

тенгламаларни оламиз.
6.1-Таориф. Агар f(0,<p) функциянинг икки марта узли......

хосилалари мавжуд булиб, (4.149) тенгламанинг .....................
ечими булса, у холда f(0,cp) функция сферик функция дейилвям 

(4.149), (4.147) масала ечимини и(в,<р) = Г(0)ФщЧ 
к5финишда излаб,

1 d
sind dO

sinO
dT
dff

+ Л —
sin2 в

t  = о, о < e < л-,
(4.ntl|

(4.1*41

|Г(0)| < +o°, |Г(лг)| <+°°;
|Ф'+ЯФ = 0, 0<<р<2л,

|ф(^) = Ф((р+ 2 л )  -  0 
эта буламиз.

(4.151) масалаиинг хос кийматлари ва хос функция и ч" 
/j- т 2, Фт(<р) = С, cos т(р+С2 sin т <р, т  = 0,1,... лардан иборат, ( \ IM 

С2 -  ихтиёрий узгармаслар.
(4.150) масалани ечиш учун тенгламада x = cose алмаштириш 

бажариб,
^  d T  dx . 0 dT
Т = —------- = —sin в ------.

d x  dO d x
т"= si ne- — - cose

d x 2 d x
тенгликларни эътиборга олиб, куйидаги масалага
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0 2 \ U I _ '■ ■ —2-  x  )-----—2x
> d x 2 d x

Л ------- Г 1Г = 0, — 1 < x < 1,
l ~ x 1 (4.152)

|Г(-1)|<+со, |74+l)|<+°°

я шмиз. Бу масаланинг хос функциялари куйидаги куринишда 
|Унцди [5]:

T¿m\ x )  = С \ х )  = (1 -  х2 У  f

#V ‘ФДа ^ "" (х ) - кушиб олинган Лежандр функцияси [2].
Ьундан, (4.150) формуладаги тенгламанинг ечими 

/ (0)=  Р̂ т> (cosd) к)финишда булади.
Шундай кнлиб, (4.149) тенгламанинг Лп = п(п + 1 ) булгандаги 

шумий ечими куйидаги куринишда

/.(*,*»=  ¿ г ™  (* )•* « (* )  =
т =0

п

= Е  [ A mncosrn(P + B mnsinm<P \  Рпт )  ( с ° и в )  
т =О 

Мфндаланади.
')пди (4.148) тенгламани ечамиз. Бунинг учун R(r) = ra ва 

А п(п + 1)ларни (4.148) тенгламага куйиб,
■ Мгм 1)-и(п + 1)=0 => (7¡- п ,  ог = -(и +1) ХОСИЛ кдпамиз. Шуни 
нн.кидлаш лозимки, сг2=-(п + 1) га мое булган ечимлар г —>0 да 
Ц»1 «раланмаган. Шунинг учун бу ечимларни кдрамаймиз. Демак, 
Мм« плата мое ечим сифатида куйидаги

00 п г 1
и(г,в,ср) = Amncosт<р + Bmnsinт<р\■ P(m)(cosв) (4 ] 53)

п=0 т=О
»•нории к,араш мумкин.

(4.153) ва (4.145) га кура
°° п г “1

sin 3 в  • COS ф = mncosm<p+ Вmnsinm<p y P ^ ( c o s 6 )
/1=0 т=0

(in буламиз. Бу тенглик фацат m = 1 булгандагина бажарилади, 
«пни
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sin3в  = Y j й”A \n ■ p!,l) i c o se ). (4.1 vi|
n=i

Куйидаги формулаларни эътиборга олиб, 

s in3d  = sin0^4Cos20 —l) , P l̂) (cosв) = sind- ^
d(cos6)

f|(jc) = jc, Р,(х) =—(5л:2 -3jc)

(4.154) тенгликдан номаълум коэффициентларни
(4 Cos2в - l ) -  sin в  =

= sin в а ■ Ап -1 + а 2 - Л|3 ■ y ( l 4 c o s 2в -  3)

1 8=> А., = ------■, А а  = 3 , А 1п= 0, и = 2,3,... топамиз.
5 а  1 5 а

Шундай килиб, (4.123), (4.145) масаланинг ечими

и(г,в,ср) = 5í
куринишда булади.

и(г,в,<р)  = — — Р^Х)(cos 6 )  ■ cos (р + ^— | — I P^l)(cos 9 )  ■ cos <р 
5а  1 5 1 а ,

У мумий холда. Агар булса, у хдми
П=1

(4.154) тенгликдаги номаълум коэффициентлар

К  = 2' ^ 1- • JV (#) ■ Р„] (cos в) sin в  d e
2 (n+ l)!¿

формуладан топилади.
1-Изох. Шарда (4.123) Лаплас тенгламаси учун

и(а,в,<р) = ф(в,<р) 0 < в < я ,  0< (р< 2тг  (4.П») 
шарт билан берилган Дирихле масаласининг ечими (4.153) юн tig 
оркали тогшлади.(4.153) ва (4.155) кура эса

оо п
ф(в, f)) = X X a" [ Amncos m<p+Bmnsinm<p\ ■ P(nm) {cos в) (4 | |

и=0ти=0
тенглик уринлидир.

(4.156) тенгликдаги номаълум коэффициентлар куйидаги
. 2 ж к

cos в )  cos mcp ■ sin в  d 6  dtp.
Am)  
n a oo
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2 к  к

в  =■тп
/Ь

(соь в )  ятпкр ■ я т б  ¿ в  йср

ЙИрмулалардан топилади, бу ерда
г(т)112_ 2ЯЕт ( т  + п)\ [2, т  = О,

(2п + 1)(п — т)\ £т [1, т >  1 .
2-Изох- (4.123), (4.155) ички Дирихле масаласининг

I >¡1 • &и. ) нуктадаги ечимини Пуассон интеграли оркали аниклаш 
Мумкин:

2/Г Л  2 _  2

и{г0,в0,<р0)щА— } \/{6,<р)— ----^---------------щ-5Ш0(1вс1<р,
о о (а~+га - 2 а г 0 созу)

Г1, орда соэ')'=созв-созв0 +.9тв  з т в 0соз(<р—<р0).
V. (4.123) Лаплас тенгламасининг 

|к »,</>): /̂  <г < 0< в < я ,  0<<р<2л} сферик катлам ичида
I I I чизма)

м| _ в  = й51) (сОЛ 0) ■ ятю, и\ = РР  ̂(со$0)-соз3&,I г-к,  ̂ \ / г~ г э ^  157)
#е [0,/г], 9>е [0,2гг]

1ни|)тни каноатлангирувчи и(г,9,<р) гармоник функцияни топинг

5.3-чизма 5.4- чизма

I пин. (4.123), (4.157) масалани ечими

и ( г , 9  ,ср) = £  £
/1 = 0 т = 0

А гя  т ?+1 с о л  тп (р +
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+
о

С гп + —^п т  _ге+1 т ф •Р^т ) (с 0 8 в )

пкуринишда изланади, бу ердаги А лт, В пт, С 
коэффидиентлар (4.157) чегаравий шартларга асосан топилади|5| 

о

1)

с 2Х  + - £ -  = 1.

А2,*? + % -= о, 
К1

С ,Ж + ^ - = 0,
2 )

К

А21Я2 + ^ = 0;
2

а 53л ;+ -^ = о .я?

«Г 
в.

¿53^2 +Н г =1-
5 3  2

С 53« 2+ ^ =  О-Я62

(4.ПЩ

Крлган коэффидиентлар нолга тенг. (4.158) системани счнО 
номаълум коэффициентларни

о 3
А21 = В 2\ — О, С 53 = 0 53 = О, С 21 — —я

я \ я \I) = ---- 1—í—
21 * 2  - Я ?

А53 — в 53 - /г; 1 /г 2
/г11 Г, I I 

2 “ I
топамиз.

Шундай килиб, (4.123), (4.157) масаланинг ечими
а

А53 ' + 6 
Г

Р ^ )(со8в)-соэЪ ф  куринишдабулади.

VI. (4.123) (г < а ) Лаплас тенгламасининг сферада (.*>,4 
чизма)

Эм(г, в , <р)
д у = / ( М

шартни каноатлантирувчи ички Нейман масаласининг ечимпт 
Фурье усули ёрдамида куйидаича

и{г,в,(р) =
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= X  Х~^Г7  (Л пкс™ к <Р + в пь ЯП * 9») ( «м  0) + СОПЛ (4.159)
п=1 ¿=0 Л М

М'нилади, бу ерда к- ташки нормал,
л 2п к

Апк = 2 | jf(в,<p)Plk)(cosв)cosk<p■sinвdвd^p,n>Q, ( 4 ,16 0 )
о О 

2лг я^ £.71 Л

cosв)sink(p■ sinвdвd<p  ̂ (4.161)
| Л ( | , |  0  0

(™) _2 2 я ( к  + п)\

11 (2п + 1) (и -* ) ! 
ПО. <р) функция эса куйидаги шартни

2 71 71

j  d(pj f(в,<p)■sinвdв = 0  (4.162)
о о

и ш татлантиради.
Э (  2 ди9-Мисол. 3— г —(3 г I д г

1 Э ( . ди ) -------—— .чгп в —— = О (4.163)

Асов в, 0 е [ О , я ] ,  А = сопя! (4.164)

я т  в  д в  у д в „
1|иилас тенгламасининг сферада

Э и{г,в)  

д г

ШИртии кдноатлантирувчи Нейман масаласининг и(г,в) ечимини
НН1ИНГ.
I 'пин. (4.163), (4.164) масала бир кийматли ечилипш учун
II 162)шарт бажарилиши етарлидир. Х,акикатан хам,

2ж ж 2ж - 2 Лв
А | d(p^cosв■sinвdв = А | ¿(р- = 0

0=0
НШрт бажарилади.

(4.163), (4.164) масала ечимини и(г , в)= И( г ) Т( в )  
цуринишда излаб,

г 2Я“{г) + 2 г Я'(г) — Л /?(г) = 0, (4.165)



эга буламиз.
(4.166) масалани ечиш учун тенгламада х = сохв  алмаштнцЯ 

бажариб,
. ¿ Т  (1х . .  (1Т

Т = ----------- = -¿ш  0 -------
(I X ¿ в  <1 X

<1гт . 1а ¿ Т  Т = ----- — • 5//1 О --------- со,\()
(1 х 2 <1 х

тенгликларни эътиборга олиб, куйидаги масалага

( \ - х г ) ^ т - 2 х  —  + Я Т  = 0, -  1 < дс < 1,
'  ' й х 1 ¿ х
|Г(-1)|< +°°, |Г(+1)|<+оо

келамиз. Бу Лежандр тенгламасининг (-1Л) интсршп/И 
Лп=п(п + 1) тент булгандаги чегараланган ечими Тп(х) -  
Лежандр купхадидан иборатдир [2],[5]. Демак, (4.166) маеалишн« 
ечими (0,ж) интервалда Тп(в)  = Р ^ со эв )  куринишда булнш

(4.165) тенгламанинг чегараланган ечими Яп(г) = г , функции№ 
п = 0, 1, 2, . . .  иборат. У холда

и{г ,в)  = Я (г) -Т (в )  = X  С пг-Р„(со.1 в) , (4.11(5
л = 0

бу ердаги Сп номаълум коэффициент Лежандр функциями!!! 
хоссасига асосан (4.164) чегаравий шартдан топилади:

Асо*в = -I X  Спг "Рп(со5в)
д г  1 я=0

= У  пС а п~1 Р (со5б>)-П П
71= 1

= С, Р,(соя9)+2С2аР2(со50)+ • • =>С,=А, Сп= 0, п = 2,3..... 1
Шундай килиб, (4.167) кура (4.163), (4.164) масаланинг счимИ 

и(г,в) = С0 + А г С о з в  куринишда ифодаланади, бу с|»Ц
С0 ихтиёрий сон.

З-Изох. Сферада (4.123) (/> «) Лаплас тенгламаси учун
Эм(г, в, ср)

-  / ёки
Э и(г,в,<р)

д г
= / ( 0 . р)

шартни каноатлантирувчи ташки Нейман масаласининг ечимии 
Фурье усули ёрдамида куйидагича

и ( г ,в ,р )  =
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■ Z Z , Гп -*1 ( Ankcosk<P+ Bntsink<p)Pn{k) (cose) + const (4.168)я—1 i=0 \n + U r
(•шилади, бу ердаги номаълум коэффициентлар (4.160), (4.161) дан 

■Имкланади, V — ташки нормал.
4-И шх. Доиранинг ички ва ташки кисмида 

1 Э (  диЛ 1 д 2и , 2—— г —  + — - —-  + к и = 0, 0 < г < а, 0 < (р < 2 л  
г d ry  д г )  г Ъ(р-

1 1 т.мголрц тенгламаси учун
u(a,tp) = / (tp), 0 < ( р < 2 л  (г< а ) ва и(а,(р) = f((p), 0 < < р < 2 л

( r > a ) ) ur + ik r  = о(г~]/2), г —> оо

♦ннргни каноатлантирувчи ички ва ташки Дирихле масаласининг 
Пмцмини мое равишда Фурье усули ёрдамида куйидагича

u (r ,v )  = Y 4(A„cosn<p + Bllsinn<p) J ll( k r ) ва
л=0

u(r,<p) = ^ [ C ncosn<p+Dnsinn(p) H (n2)(к г)
п=0

имнманади, бу ерда
| 2 л

А,= , . \f{(p)cosn(pd<p, п = 0,1,2,..., 
2 л J п(ка) g

2 х
| f((p)sinn(pd(p, n = 1, 2, . . . ,В =-

" 2 л  J  n{ka) 0
1x■j ZJl

C'  = 2i i i f w  " = f tU '-
1 2”

D" = 2лНт (ка) j fi(p)sm n<pd<p' П =1  2’ • • • ’

I,t о ва H'„'(x) мое равишда биринчи ва иккинчи турдаги Бессел 
йн Хапкеп функциялари[2],[12],[19]:

i=0 к]Г(к + п + \) \2 J  ь -ьтлп

II,,''(*) функциянинг даги асимптотикаси:



М асалан. Агар f{q)) = AsinЗ(p булса, у холда ички Дпрн 
масаласининг ечими

666. Д« = 0 Лаплас тенгламаси учун 0 < х < р ,  ()■ 1 41 
туртбурчакда куйидаги чегаравий шартларни каноатлани1руи*(| 
ечимини топипг:

a) и(0,у) = и(р,у) = 0, и(х,0) = 0, и(.г,5) = {/0;
b) м (0 ,у ) = и1(р ,у )  = 0, м(лс,0) = 0, и(х^) = / (.г);
c) и(0,у) = и ,  и { р ,у )~  0, м(.г,0) = 0, и(х,5) = У;
с!) и(0,у) = 1/, и (р ,у)  = 0, и (х,0) = Т ш  ——, и(х,5) = 0;1 у 2р
е) и1(0 ,у) = иДр,у) = 0, м(х,0) = А, и(х,э) = Вх',
1) «(О, у) = А, и(р, у) = А у, иу(д:,0) = 0, иу(х,5)= 0; 
g) и(0,у ) = О, их( р ,у ) ~ д ,  и(х,0) = 0, м(х,5) = г/.

667. Ли = 0 Лаплас тенгламаси учун 0 <х<°°, 0 < у < 1  сочни 
куйидаги чегаравий шартларни каноатлантирувчи ечимиш

668. Дм = 0 Лаплас тенгламаси учун 0 < х < 1 ,  0 <у < I 
сохдда куйидаги чегаравий шартларни каноатлантирувчи ечимш 
топинг.

Мустакил ечиш учун масалалар

топинг.
a) и(х,0) = и(х,1) = 0, и (0 ,у ) = у (/ - у ) ,  и(°о,у) = 0 ;
b) и(х,0) = иу(х,1) = 0, и(0,у )  = /(у), и(°°,у) = 0;

С )  иу(х,0) =  и у (х,Г )+ Шх,I) =  0, ы(0, у) = / ( > ’) ,  и(°°,у)=0,А>0; 

(1) иу(х ,0 ) -Н и (х ,0 )  = О, и(х,1) -  0, и(0, у) = I -  у,  

и(°°, у )  = 0, к > 0.

«(О ,у) = и { 1 ,у )  — 0, м(д:,0) = А! 1 - у ] ,  гфс,~) = 0 (0 < х й 1)\

669. О < г < Я  доирада куйидаги чегаравий шарглар! 
каноатлантирувчи гармоник функцияни топинг.

а) и(Я,<р) = <р ь'т <р; Ь) и(И,(р) = (р(2л -  <р);

234



с) ur ( R ,<р) + hu(R,<p) = Т + Q sin <р + Ucos 3

(I)
Эм
dr r=R

л Эм= A eos (p, e) —  
dr

. Эм= A eos ¿(fr, f j  — sm(p
r=R I r=R

/и Дм = О Лаплас тенгламасининг О < г < R дойра танщарисида 
■Ймдаги чегаравий шартларни каноатлангирувчи ечимини топинг.

¡i) u(R, (р )-Т  sin b) ur(R,<p) = — + (р sin 2ф ;

с) u(R,(p) = U (ф + (р cos ф) . 
b! I I < г < 2 хдлкада куйидаш чегаравий шартларни каноаг- 
иин i ирувчи гармоник функциями топинг.

и) и\г=1 -  1. и\г=2 ~ 2 ; Ь) м|г=1 = 1 + cos2tp, и\г=2 = sin2<p.
а<  r < b  хдлкада куйидаги чегаравий шартларни 

нми.п лантирувчи гармоник функцияни топинг. 
й) и(а,<р) = А, и(Ь,(р) = В sin2(p\
b) и(а,<р) = 0, u(b,<p) = A cos (р\
c) иг{а,ф) = q cos ф, u(b,ф) = Q + Т sin2(р.
(I) ur(a,<p)-ft(<p), и(Ь,ф) = ¡ 2(ф)

ft / 1 0 < r  <R, 0  <ф< а  доиравий секторда куйидаги чегаравий 
Пн|>| парни каноатлангирувчи гармоник функцияни топинг.

») u¡/?(r,0) = u ^ (r ,a )  = 0, u(R,p) = U<p-,

b) uip(r,0) = u(r ,a )  = 0, и(В,ф) = Цф);

c) м(г,0) = и (г ,а )  = 0, и(Я,ф) = Аф\
,|) н (г,0) = и(г,ог) = 0, ur (R,(p) = Q . 

ft 1 1 1>ир жинсли секторда куйидаги

Аи(г,ф) = 1 Э Г Эм
г Э г I Э г

1 Э2м
= 0 , 0 < г< а, 0 < ф < а < 2 л ,г2 Э ф2

м (г,0) = 0, и(г,а) = 0 0 < г < а, и(а, ф) = Аф, 
а  масалани ечинг.

В/ 'i Ли = - Q j k  Пуассон тенгламаси учун 0 < х < р, 0 < у < л- туртбур- 
Шла куйидаги и(0, у )  = 0, их (р ,  у )  = 0, и (х ,0 )  = 0, и (л ,s) = О

in i ираиий шартларни каноатлангирувчи ечимини топинг.
Й/Ь Цилиндрдакуйидаги

1 J L
г д г

д и д 2и
= 0,  0 < г < R , 0 < z < h,
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и (г ,0 )  = O, u(r ,h)  = f  (г) О < г < R u(R, z) — О, О < Z -  h I 

масалани ечинг.
677. {(г,в,<р)\ 1 <г <2, 0< в< л, 0<<р<2л) сферик катлам ih m  hi

куйидаги 
1 д

д г
(  , д и }  1 Э f  . , д и )  1 д2иг —  ------------- sin в - — - у  - 11,

 ̂ d r )  г sinG Э#1 дв  ) г sin'в dç)
1 < г < 2, 0 < в < л ,  0<<р<2л,

ди 
3 и + —— 

Э г
= 5sin2 в ■ sin2<p,

Г=1

u\r l =cos0,  6>е [О,л] ,  (р6 [0,2л] масалани ечинг. 
678. Шарда Пуассон тенгламаси учун куйидаги

1 Э Э и 1
г2 sin в Ъв

sin в 1 Э2кд и
Э в I г2 sin2 в д<р2

= -—cos<psin2e, О <г<а,  О < 9 < л ,  0< (р< 2л ,
2

ç?) = 1, в& [0.л], <ре [0,2л-] масалани ечинг.
679. а < г < Ь , 0 <(р<%) чегараси эркин булган х,алкани11

сскторда Гельмголрц тенгламаси учун куйидаги

I i _ f r ^iî.i + JL | !îL  + AB=0, 0 < г < а, 0< <р < (р0.
гЭ Д  д г )  г2 д<р2

^ ( a , ç )  = ̂ -(b,<p)=0, 0 < ç < ç a, 
d r  d r

du . ... d u , ^ s  и= -( r .0) = — (r.fl,), a < r < b
Э (p dtp

масаланинг хос функцияларини топинг.
680. Цилиндрда Гельмголрц тенгламаси учун куйидаги

1 Э ( Эи\ 1 Эм— ß 2u = 0, 0 < г < а ,  0<<р<2л,
г dr  ̂ dr )  г2 dtp2 щ

u(a,ç)=u0, 0< (р < 2л  ( f l -цилиндр радиуси), (/?2 >о) масалани
ечинг.
681. Шарда Гельмголрц тенгламаси учун куйидаги

_LJL
г 2 d r

ди 

д г
1

г2 sind дО
sind

ди
dû

- ß 2u =  О,
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О< г < а ,  0 < 0 < 7 Г ,  

к,!)) и0 с<мв, 0 < в < л  масалани ечинг.
1 <'фера ичида Гельмголрц тенгламаси учун куйидаги

1 А
г 1 д г

2 ди
э7

ди(г,в, (р)
д у

+ р 2и = 0  0 < г < а ,  0 < & < л ,  0 < < р < 2 л ,

= А, 0 < в < л ,  0 < (р < 2 л

чьи 11ейман масалани ечинг ( У ташки нормал).
' < 'фера ташкарисида Гельмголрц тенгламаси учун куйидаги

г2 Э г
(  , д и л 

г~ —
I Эгу

+ р 2и = 0  г > а ,  0 < в < л ,  0 < < р < 2 л ,

ди(г,в ,<р)
Э V

= А, 0 < в < ж, 0 < ( р < 2 л ,

иг ~ 1 р и - о ( г  ')  Г —> +со
«»инки Нейман масалани ечинг ( I7 - ташки нормал).
М'1 С 'фера ичида Гельмголрц тенгламаси учун куйидаги

г2 д г
-  р 2и = 0  0 < г< а , 0 <в<ж,  0 < < р < 2 л ,

и(г,0,(р)\г=а = А, 0 < в < л ,  0< < р < 2л  

м<1Ки Дирихле масалани ечинг.
ОМУ (.’фера ташкарисида Гельмголрц тенгламаси учун куйидаги

у 2._*_А
г2 д г

2 ди 
г —

V Э г У
- /?"ы = 0 г > а, 0 < в < л ,  0 < ( р < 2 л ,

и(г, в , (р)\г_а = А, 0 < в  < л ,  Ъ<(р<2л,

М М -> 0, г -> +~ ташки Дирихле масалани ечинг.
{{г,в,<р)\ \ < г< 2, 0 < в < л ,  0 <̂ £»<2л-} сферик катлам ичида 

Цуйидаги
1 Э (  2 Эм  ̂  ̂ . Эи  ̂ 1 Э2и-Г—  Г —  +—-------—  \sin6—  +-=---- -г-г= 0 .
г Эг^ д г )  г~ я т в  дву д в ) г'ь'т'вдф'

I<г <2, 0 < 9  < л, 0<<р<2л тенгламаучун
“|г=1=/,(£?>), м|г=2 =/2(6>,<»), ве[0,л\, 9»е[0,2я]

чпсаланинг ^{д,(р) ва 1 2(9,<р) куйидаги кийматлардаечинг:
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a) f¡ = sind-sin<p, /2 =0; b) /, =3sin20  sin2tp, f 2 =3cos0-,
c) /, = 7 sind-cos (p, f 2 —lc o s 6 ;

d) /j =sin20(3-sin3<p), /2=4/,;
в

e) f x-\ 2sin 6cos(p co s —, f 2 = 0 ;

f) /, = sin2 в ■ sin 2<p, f 2 — cos 2(p ■ sin2 в  ;
g) /j = sin20-cos (p, f 2 = sin<p-sin20\

h) }\=3\sin2e ■ sincp, /2 =3 lcos 2tp ■ sin2 в .
687. { ( r , e , ç ) :  l < г < 2, 0 < в < л ,  0< < р < 2 к ]  сферик 
ичида ушбу

1 Э f 2 Эи V  1 3 f  . л 3и V  1 Э2мг
г2 Э г ( Э г ) г2 sind дв[  ̂ д в )  гг sin2 в dtp2

1 <г <2, 0<0<ж, 0< (р< 2л  тенгламаучункуйидаги
a) и\ , — sind-s in ç (5 + 6cosв), и —Y2sin2e-sin(p\; 1 ' —1 ГI /*=2

b)м |г 1 =1, и =15cos<p(cos2 e -sine+sin<p sin2ecose)

масалаларни ечинг.
1 Э Г 2 1 д (  du} 1 Э2и

688’ l i ï )  г2 sine'~dö[!’in д в }  + r 2 sin2ed<p2 ~

тенгламасииинг маркази координалар бошида радиуси R 
сферада (г < R) куйидаги

a) U\r -R =s n̂ 6-sin\2<p+—j-cos6\

b) « r R = sin3 в  ■ sin \ъср+— ;
4

с) U\r-R -  sin1 в  ■ cos\2(p-^^+sind ■ sin cp \
>к \
1, R =1

. 1 лЛ
sin\ <p+- .\ 6 )

f) u\ r=R = (sin в + sin <p)- sin в, R = 1;
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r=l -  sin\0<p-sin" в, « 1 ^ - 1  шартларни каноатлангирувчи

III 0 ,Ip) счимини топинг.
du
d r

1
r  sin в дв\

d f  . du ^•-— sinO—-  +- 1 d2u
= 0 Лапласд в )  г2 sin1 в d(p7 

В т  1ымасининг маркази координаталар бошида радиуси R  бушган 
i ||и i пт инг ташкарисида ( r>  R) куйидаги

п ) u| rR  = sin1 в  ■ cos f J cos в  ; b) mJ = sin\W(p-sin'm в\

г) ( и - и г )
r=R

= sind-sin^ç+f  71 <P + -

r\r=R 
в

■cos — 
2

■рглирни каноатламгирунчи и(г,в,<р) ечимини топинг.
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М А В З У Л А Р Н И  М У С А К А М Л А Ш  У Ч У И  
У Т Ц А З И Л А Д И Г А Н  Н А З О Р А Т  Н А М У Н А Л А Г И

1 - ЖОРИЙ НАЗОРАТ

1-Вариант

Куйидаги тегламаларнинг типини аникланг ва каноник куриинЩ 
келтиринг:
1 и + 6 м + 9 и + е х+уи + е х уи = 0 .1 • хх ху у у х у

2  2 м + 2 м + 9 е хи - 6 м = ху.гг ху г у 7

2-Вариант

Куйидаги тегламаларнинг типини аникланг ва каноник куринимЩ 
келтиринг:
1 3 м -З м  - 6  и + и  + ( 2 х  + у ) и  — 1  и — у  — х.! •  XX ху уу X V ' /  у у

2  - 2 и + 2 и - 2 и +7и - 5 и +4и = — ( х 2 -  у 2 ).хг ху уг х у 2 2

3-Вариант

Куйидаги тегламаларнинг типини аникланг ва каноник курипиищ 
келтиринг:
1 и + 8  м + (16  -  х 4 )и + х 2и + у 2и = 0 .1 • XX ху V / уу х у
2  2 и + 4  и —6 м + 8м — 9м = 0 .уг хг ху х у

4-Вариант

Куйидаги тегламаларнинг типини аникланг ва каноник куритпик 
келтиринг:
1 Зм +7м +4м - я1п(х + у)и  +и + ел у =0.
1 • X X  ху уу \  X  у

2 и + 2м — Зм + 5м + у 2 -  г 2 = 0.уг хг ху

5-Вариант

Куйидаги тегламаларнинг типини аникланг ва каноник куриниин 
келтиринг:
1 . 2 (х  + \)иху+ (у  + 1)иуу+ 1п уи х + * т х и у =0.
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I» +-4 и - 4  и + и - и  + и -  и = 0.
IV у  г. х г  г  у  х

6-В ариант

шИидши тегламаларнинг типини аникланг ва каноник к}финишга 
■ и н р и н г:

• + ] 2 и х у  +  1 8 %  + 5 и х  +  2 и у  ~ 9 и  = 1 0 х ( 3 д с - у ) .I 5м X, + 5 иг г - 6 и х - 9 и у + 7 и г = ху.

7-В ариант

ШИндлги тегламаларнинг типини аникланг ва каноник куринишга 
Ь н  принт:

1 1 1И и  ~  1 5 и ху  ~  3 0 и у у  +  е * и х + С 0 5 у и у = Х - у .

' Ихг + и ху ~ и1у + ехиг - е усо$ х и у -  з т у и х = 0.

8-В ариант

КуИидаги тегламаларнинг типини аникланг ва каноник к5финишга 
ни I иринг:

И + и + и + е 1 и -  еI г ху уу X
У-~х

и -  е г у - х  _ 0 .ху уу X - " у

I “и ' 4иу у + 9их + 4иху+12иг:у +6ихг- 2иг = х ( У - 2 х ) ( г - З х ) .

9-Вариант

ЦуНидаги тегламаларнинг типини аникданг ва каноник куринишга 
11 принт:

е х+у е х-у

I  “ ,1 + 4% +13%  + — "-,+7 Т 7 “» = ° -

) " и  + 2 и ху + и хх + и 1 + и у + Н х + х(*У ~  =

10-Вариант

Ышдаги тегламаларнинг типини аникланг ва каноник куринишга 
и 'п иринг:

Х+У: X у
2 „  . „ У .е 'м.... + 2е 2 и + е у и + е  2 и +е 2и —7и = х.

X X *У УУ
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2 и + м + 2м — Зм + 4м = 0.ху гг х у г

11-Вариант

Куйидаги тегламаларнинг типини аникланг ва каноник курпппИ̂  
келтиринг:
1. хги2ум + 2лшу ■ совх и +со52хи + яи 2 уи  =0.хх ху уу у

2 и - и  + и  - и -  1 0 (х  + у +- г ) .хг ху гу у

12-Вариант

Куйидаги тегламаларнинг типини аникланг ва каноник курииимн 
келтиринг:
1 9х 2и + \ 6 у 2и - 1 и  + 9и - Ш п х и  = 0 .1 • хх У У х У
2. 1 5 и у у - 1 0 и г у - 1 0 и ху + 1 и х - 6 и у + ( х - г ) и г =0.

13-Вариант

Куйидаги тегламаларнинг типини аникланг ва каноник куримпин * 
келтиринг:
1 и -  2и  + 5 и + х и  + у и  + 5и = 0.1 • XX ху уу х у

2 2м +4 и + 2  и + 2  и +и —ы +и = 0.£~ гг ху уу хх г у *

14-Вариант

Куйидаги тегламаларнинг типини аникланг ва каноник куришиш■ 
келтиринг:
1 и +12 и +36 м - ( у - 6х)и +ум„-25м =5.1 • XX ху У У '  ' х у у

2 2м +6м +2м +м + и +м +7хы +15ум =0.хг ху уг гг хх уу х ■ 'у

15-Вариант

Куйидаги тегламаларнинг типини аникланг ва каноник куринйии* 
келтиринг:
1 . хихх + у и уу~ (у̂ у+\[х'}их +2>и=0, х> 0, у< 0.

2 2 и + 2 и +9 е хи - 6  и + г ( х 2 -  у 2 ) -  0.гг ху г у \ >
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2-Ж О РИ Й  НАЗОРАТ

1-В ариант

l ¡  V и армас коэффицентли дифференциал тенгламаларнинг уму- 
мми гчимини топинг:

3 и — 5 и —2 и + 3  и + и  - 2XX ху уу х у
I Киши масаласини ечинг:

= cos х + sin хм - 6и +5и =0 и\ = sin х иXX ху уу < \у=х ’ У у=х

2-В ариант

1 , V n армас коэффицентли дифференциал тенгламаларнинг уму- 
■itiii гчимини топинг:

и + 3 и  + 5 и + 15м = 0ху X у
I. Коши масаласини ечинг:

и ш - и у у + 5 и х + Ъ и у + Л и = ° А у ^ = Х е  2 ’ % = 0 =<? ■

3-В ариант

t V нармас коэффицентли дифференциал тенгламаларнинг уму­
чим гчимини топинг:

и — 2и  — Зм + 6 и  = 2 е х+уху х у

) К'оши -  Гурса -1 масаласини ечинг:

и х х ~ 2 и х у + 4 еХ  = ° ,  и \ ^ о = ^ У ,  Uy = Ух=-0,5у

4-В ариант

I V n армас коэффицентли дифференциал тенгламаларнинг уму-
мии ечимини топинг:

+ Зиуу + 2их + 2му = 0 .

} I урса масаласини ечинг:
Uxx ~ иуу +2их +2иу = 0 , X > 0, у > 0 и\у^_х =Х + 1'

.2 5И . = X + —
4 •
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5-В ари ан т

1. Тенгламанинг умумий ечимини топинг:
у и хх+ ( х ~ у ) и ху- х и у у = 0  агар х + у > 0  булса.

2. Коши масаласини ечинг:
х 2и - у ги - 2 у и  = 0  у < 0  и\ , = у иг\ , = уXX J  уу  J  у  |д=1 ■' > х\х=\ ^ ■

6-В ариант

1. Тенгламанинг умумий ечимини топинг:
2 и +3 и + и  + 7м + 4и =0XX х у  у  у  X у

2. Коши масаласини ечинг:
= х  + c o s X, x t  К,и + 2  и - 3  и = 2  и _п = 2 и

XX уу уу > 1у=0 > У у=О

7-В ариант

1. Тенгламанинг умумий ечимини топинг:

и х х - ( 1 + У 2 ) 2 и у у - 2 у { 1 +  у 2 ) и , =  0 -

2 . Гурса масаласини ечинг:

ихх + 6и х у + 5 и уу = 0 , х < у < 5 х ,  х > 0 ,  и\у=х = * \  и\у=5х=>

8-В ар и ан т

1. Тенгламанинг умумий ечимини топинг:
и ~ 2 s i n x u  - c o s 2x u  - c o s x u  = 0

XX дгу у у  у

2. Гурса масаласини ечинг:

ихх + У и у = ° . У > 0 ’  x > Q , U \y=0 = e X  , uLo = cOSy.

9-В ари ан т

1. Тенгламанинг умумий ечимини топинг:

иху ~ Х_ у {их ~ иу )~^ агар у + х < 0, х > 2  булса.

2. Коши-Гурса масаласини ечинг:



10-В ар и ан т

| I пн ламанинг умумий ечимини топинг:

и хх ~ и у у  + ~ и х  ~ 0 агар у > 1 + |л:| булса.
К 1>' и 11 и масаласини ечинг:

и +и — 2м —2и =4 и\ п = — у и = V —1 у е  йXX у у  X у  ■< \х=0 *  ■> *1^=0 у  > - У л

11-В ар и ан т

|, II Iпламанинг умумий ечимини топинг:
^ и х х ~ 2 х и х у ~  0 агар х ^ О  булса.
1 Коши масаласини ечинг:

и +и - 0  и = сауу, и = 2  М <00х у  у , Iх=У ■'* У х=у

12-В ар и ан т

! I гпгламанинг умумий ечимини топинг:

х  и хх ~  У  и у у + х и х ~  У  и у  ~  ^ агар — < у  <  х , х> 1  булса 
' 1иипи-Гурса-2 масаласини ечинг:

и - и  +2и +2и —0  ихх уу х у » у = 0 и\ = х
у=О ’ '? = ■*

Вариант 13

I I пи ламанинг умумий ечимини топинг:
и — 4и -  5и + 20м = 2 е х+ул у  л  у

! I урса масаласини ечинг:

= 0,5.и г г ~ и ,п, + 2и + 2и = 0  и = х  и
XX уу X У ’ >у=-X  > у

Вариант 14

у=х-1

I I сиг ламанинг умумий ечимини топинг: 
и + 9ху

I Коши масаласини ечинг:
и + 9и + 5и + 45и = 0х у  х  у

ихх ~ и,у + 5их + 6,25и = 0 , и \х=0 = у \  их\х^  = у .
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3-ЖОРИЙ НАЗОРАТ

1-В ариант

1. Даламбер формуласидан фойдаланиб, куйидаги
Щ , = ^ х х + 5 х 1 ,  м |<=0 = л 2 , и , | ,=0 = *

Коши масаласини ечинг.
2. Куйидаги ии —(̂ ихх'’ и(0,г) = 0 ,и(1,1) = 0 , и(х,0)=х(/— х), 

и, | = 6 масалани Фурье усулида ечинг.

2-В ариант

1. Даламбер формуласидан фойдаланиб, куйидаги
и „ = и хх + 5Ш Х ,и \ ^ 0 = 51п х , И,|(=0=Ю

Коши масаласини ечинг.
2. Куйидаги ии = 1 6 ихх< и(0,?) = 0 ,н (М ) = 0 ,м (х ,0 ) = А ,

, . Ъпх _иДх,0) = .яп—— + 2  масалани Фурье усулида ечинг.

3-В ариант

1. Даламбер формуласидан фойдаланиб, куйидаги
ии ~ ихх + 4л 2̂ , ы (х ,0 ) = е~х, и ,(х ,0 )  = 5

Коши масаласини ечинг.
, . . . .  . . Ъпх .

2. Куйидаги ии = 4 и х х , м(0,/)=м(/,/)=0, м|(=0- .яп ——+А,

I • $ПХ г, ^и, | = «п  - у -  + В масалани Фурье усулида ечинг.

4-В ариант
1. Даламбер формуласидан фойдаланиб, куйидаги

и[1— и хх + 5 е  ' , м(х,0) = З-шгх, м,(х,0) = 7 со з х  

Коши масаласини ечинг.

2. Куйидаги ип = а 2ихх, и(0,*) = их(/,*) = 0,и|^=,яя— х+6 ,

I • п
и11 г=о ~ 2/Х масалани Фурье усулида ечинг.
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5-В ариант

Длламбер формуласидан фойдаланиб, куйидаги
Uf t = U xx + l x t, и ( х , 0 )  = х , Ut ( x , 0 ) ~  s in x  

Коши масаласини ечинг.

Куйидаги ии = 9 их х , и,Д0,/)=0,и(/,г) = 0,и|/=о= 5 c o s ^ - ,

I лЧ=о=ооуй  масалани Фурье усулида ечинг.

6-В ариант

Даламбер формуласидан фойдаланиб, куйидаги
и„ = ихх + 2 s in 2 t+ 1, и(х,0 )= cosх+х, и,(х,0) = sinх - х  

Коши масаласини ечинг.

, Куйидаги ип - и ^ ,  ux(0,t) = u(l,t) = 0, u\[=0=c°s— х+\у

Í - 7  7 л "х  'М ,=о-/сда 21 масалани Фурье усулида ечинг.

7-В ариант

Даламбер формуласидан фойдаланиб, куйидаги
иИ = ихх + x s m í ,  u ( x , 0 )  = s i n x ,  u t ( x , 0 )  = c o s 2 x  

Коши масаласини ечинг.
Куйидаги u tt  = Ъ 6 и х х , ux (Ó,t)=ux ( l , t ) = 0 , u\¡=Q =  х ?

1111 i=o = + x масалани Фурье усулида ечинг.

8-В ариант

J (лламбер формуласидан фойдаланиб, куйидаги
u,t ~ ^ ихх + s in x > u ( x , 0 )  = s in  2  х ,  ut {x,G) = x  

Коши масаласини ечинг.
Куйидаги utt = их х , ux ( 0 , t ) = u x (jr,t)  = 0 tu\ = c o s  2 х ,

1111 ,=0 = 3cos  5 х  масалани Фурье усулида ечинг.
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9-В ариант

1. Даламбер формуласидан фойдаланиб, куйидаги

ич  = и хх + е * ’ u(x ,0)  = s in x , и,(*,0) = c o s 2 х  

Коши масаласини ечинг.
I с l 7 t2. Куйидаги ип = 4 и хх, ux (0 ,t)  = u ( l , t )  = 0,u\í=0- 5 c o s  ^ х ,

1 , 5  к  
и , | о = 1 + c o s — x масалани Фурье усулида ечинг.

10-В ариант

1. Даламбер формуласидан фойдаланиб, куйидаги
и и = и хх + е 2 х , и (х ,0 )  — c o s х, и( ( х , 0 )  =  х  + 1

Коши масаласини ечинг.
. . . .  i _ 9 к х

2. Куйидаги utt = 9 и хх, ux ( 0 , t ) - u ( l , t ) - 0 , u \ t=o- c o s  ^  >

I ^ Ълх ,и , ] о = С + cos-  -  масалани Фурье усулида ечинг.

11-В ари ан т
1. Даламбер формуласидан фойдаланиб, куйидаги

u tt = 1 6 и х х  + X t ,  u(x,0) = ctgx , Mf (jC,0) = — l/sin2X

Коши масаласини ечинг.
2. Куйидаги ии = 4ихх, u ( 0 , t )  = 0 ,u ( l , t )  = 0 ,u ( x ,0 )  = 2 x ,

7 7Ü Xи, (х,0) = sin —-— масалани Фурре усулида ечинг.

12-В ариант
1. Даламбер формуласидан фойдаланиб, куйидаги

ut , - u x х + е > ' u (x ,0)  = 3 tg x ,  ut (х ,0) = 3/ c o s 2x  

Коши масаласини ечинг.
/ ч i • 5 я х  ,2. Куйидаги uí t = 9 u xx, u(0 ,t)  = ux(l,t)  = 0,u\t 0̂ - s i n - — + 6 ,

и\ I=0 = sin^ 7  масалани Фурье усулида ечинг.

21
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4-Ж О РИ Й  НАЗОРАТ

1 - Вариант

I I [уассон формуласидан фойдаланиб, куйидаги 
ut = 9 u x x + t  + e 2' , и(х,0) = 5 

Коши масаласини ечинг.
Фурье усулидан фойдаланиб, куйидаги

ихх =ит + и , 0<Х<1, /> О, ux (0 ,t) = u (l;t)  = 0, 
» ( x ; 0 ) = 1 + jc аралаш масалани ечинг.

2-В ариант

I 11уассон формуласидан фойдаланиб, куйидаги

u t ~  ихх + ^ t2 +  s i n t ,  и ( х , 0) = s in 2 х  

Коши масаласини ечинг.
Фурье усулидан фойдаланиб, куйидаги

и, = ихх + u + 2s in2x- sin х , 0 < х < 0 , 5 т г  j  >0 ,м^(0;г) = 0

f/(0,5/r;/) = 0, i/ (x ;0 )=  0 аралаш масалани ечинг.

3-В ариант

I 11 уассон формуласидан фойдаланиб, куйидаги
ut = u xx + e ‘c o s x  + 3 , m(x,0) = cos2 x 

Коши масаласини ечинг.
Фурье усулидан фойдаланиб, куйидаги

Щ =4ихх-Я и , 0 < х < 7 Г ,  />0,Mt (0 ; í )  = 0 ,  и(ли)=0,

н(д:;0 ) = х 2 — тих + 1  аралаш масалани ечинг.

4-В ариант

I 11уассон формуласидан фойдаланиб, куйидаги
ut = u xx + e‘ s inx  + t, u ( x ,0 )  = c o sx  

Коши масаласини ечинг.
' Фурье усулидан фойдаланиб, куйидаги

и, = 9 1 1 ^ + 5и  , 0 < *< 1 ,/ > 0 , ux ( 0 ; t )  =  0 , m(1;í) = 0 ,

и (х ;0 ) -  х 2 — I аралаш масалани ечинг.



5-В ариант

1. Пуассон формуласидан фойдаланиб, куйидаги
/ \ - х 2ut = u xx + s i n t  + 1, и(х,0)  = 2е

Коши масаласини ечинг.
2. Фурье усулидан фойдаланиб, куйидаги

и1 = и хх + 4и ,  0<х<7Г,  t > 0 , м ( 0 ; ? ) - О  ,

u{iC\t)= 2 м  t и(х;0 ) = 0 аралаш масалани ечинг.

6-В ариант

1. Пуассон формуласидан фойдаланиб, куйидаги
4ut = + A t , и (х ,0) = 4 е 1х ~х

Коши масаласини ечинг.
2. Фурье усулидан фойдаланиб, куйидаги

и, = 4 и хх- 5 и ч 0 < x < l , t  > 0 ,ы ( 0 ; г )  = 0 ,ыл (/;*) = 0 ,

и (х ;0) = 3sin— x + 7sin-^j-x аралаш масалани ечинг.

7-В ариант

1. Пуассон формуласидан фойдаланиб, куйидаги
u t = 4 u xx- 2 t - 3 e \  и(х,0) = 1

Коши масаласини ечинг.
2. Фурье усулидан фойдаланиб, куйидаги

м, = и хх -5м ,0 < jc < l , i> 0 ,  ux( 0 ; t ) - 2 u ( 0 ; t ) = 0 ,

и х ( 1 ; 0  = 0 , м ( х ; 0 ) = — 1 аралаш масалани ечинг.

8-В ариант
1. Пуассон формуласидан фойдаланиб, куйидаги

ut =\6uxx+3t + 4 ,  и (х , 0 )  = s i nx  + 2
Коши масаласини ечинг.

2. Фурье усулидан фойдаланиб, куйидаги
u xx= u , + S u   ̂ o < x < l , t > 0 ,  ux(0;t) = ux{l-,t) = 0 ,

2 к  4тг 
- c o s — х -  cos— х аралаш масалани ечинг.м(х;0)
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9-Вариант

I I lyaccoH формуласидан фойдаланиб, куйидаги
ui = 25и хх + 5 t  + el , m(x,0) = c o í x  + 5 

Коши масаласини ечинг.
> Фурье усулидан фойдаланиб, куйидаги

uxx = \6ut +4u ,  0 < x < l , t > 0 , u x( 0 ; t )  = t í ( l ;/ )=  0 ;

н(.г;0 ) = 1 + д: аралаш масалани ечинг.
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Ж АВО БЛАР

I Б О Б

1-§

1. X. х,. д. т.эмас. 2. X. х, д. т. 3. X. х.. д. т.эмас. 4. X. х,. д. т. 5. X. х,. Я  
т. эмас. 6. X. х,. д. т. 7. X. х,. д. т. 8. X. х,. д. т. 9. 2-тартибнп 
10. 1-тартибли. 11 . 1-тартибли. 12. 2-тартибли. 13. З-тартибим 
14. 2-тартибли. 15. 4-тартибли. 16. 3-тартибли. 17. 4-тартибли. 1Н
3-тартибли. 19 . Бир жинсли квазичизикди 20. Бир жинсли булмгп им 
чизикди. 2 1 . Бир жинсли чизикли. 22. Бир жинсли чизимм 
булмаган. 23. Бир жиисли булмаган квазичизикди. 24. Бир жиишн 
чизикди. 25. Бир жинсли булмаган квазичизикди. 26. Бир жинс/М 
булмаган чизикди, агар Н(х,у) *  0 . 27. Бир жинсли булмаиш 
квазичизикути. 28. Булади. 29. Булади. 30. Булмайди. 31. Булмаидм, 
32. Булади. 33. Булади.

2 - §

34. Гиперболик. 35. Эллиптик. 36. Параболик. 37. Параболик 
38. Параболик. Хакикатдан хдм бу тенгламага мос хдрактерис I пк 
форма куйидаги куринишга эга:

{'2 (Л ,̂ , Л̂ ) = 4Я[2 + 2Л% — бАу + 6 Л2 + 1  ОА̂ А̂  + АЛ^Ау =

= 1 (4  А, + ЗА2 + 5 А3 )2 -  1 (Я 2 +7 А3 )2 .

Агар бу ерда + 3^2 +5Яз) ,^ 2 = ̂ (^2 + 7^з), = Л3 , ш и
1 3Л, 2 + 4 3̂, А2 =2£2 - 1 £ 3, А3 = £з алмаштириш кили»

0 ( Л 1,Л2 ,Л 3) квадратик форма К (£,,£2,£3) = £ 2 куринишы 
келади. Демак, тенглама параболик типга тегишли. 39. ЭллиптЯк, 
чунки

(2(Л],А2,А3} = А̂  + 2А̂ А2 +2А^+4А2А3+5Л^ =(Л^+Л^) + (Л2 + 2А3) +-̂ 3 1 

кавадратик форма \  ^  + 2£з > ^2 = &2 ~ = £■
алмаштириш натижасида К (£, £2, £3) = £ 2 + куриниш 1 1
келади. 40. Гиперболик. Бу ерда

{2(А ,̂Л2,Л3) — Л2 — АЛ̂ А̂  + + 4Я̂  + Л% ~
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- (^ 1 _ 2 2̂ + ̂ зГ+(^2 +^з) “ (^2-^3)
НМиб, 2А>2 + /̂ з , ^2 = ^2 ^3 » ^3 = ^2 ^  ’ ЯЪНИ

Н| ч  + у ^2 + |-#з. Я2 = у (£ г  + #з)> ^з = у ( ^ 2 -# з )  алмашти-
|»пи бажарилса, К (£,,£2,£3) = £,2 + £2 -  £ 2 каноник куринишга 
мшли. 41. Гиперболик, чунки

I 0(Л1,Л2,Л3) = Л1Я2 + Л2Л2+ Л 2+2Лу^ ——(А|— Я2)2 — ̂ з

Ишлратик форма Я, = £  + £ 2 -  £3, ^  = £  -  £ 2 -  #3 . = £з ал-
......тирищдан сунг К (£х,£2,£3) = £ 2 -  -  £32 каноник куринишга
*| ииди. 42. Гиперболик, чунки Л, = £ -  -  £3, Л̂  = £2 + £з - = £з 

шмиштириш бу тенгламага мос квадратик формани 
Мч.^2’й )  = ̂ 12 + 1з2 ~^з каноник куринишга келтиради. 43. ху>0 
ы шлиптик, ху < 0 да гиперболик, ху = 0да параболик. 44. у = 0да 
!М|Шболик, у >Ода эллиптик, ><0да гиперболик.45.х=0, уФ О  ва 
м 0 , У = 0  да параболик; х у > 0  да эллиптик, ху < О да 
Ишсрболик 46. Гиперболик. 47. Гиперболик. 48. Эллиптик. 
<4 Параболик. 50. Параболик. 51. Гиперболик. 52. Гиперболик. 
И ')плиптик. 54. Параболик. 55. Эллиптик. 56. Параболик. 57. Хеч 
Щ11СИ типга тегишли эмас. 58. ь ^  + ьт1т]+ ь ^  = 0 , Е , = х ,  

(/ -х  + у ,  £ = 2 х - 2 у  + г .  Берилган тенгламага мос 
У (Я| ,Л2 ,Яз) = Я 2 + 2 Я1Я2 + 2 Я22 + 4Я2Я3 + 5 Я32 квадратик форма- 
Ин 0  = Ц  + Л2 )2 + (¿2 + 2Дз )2 + Я,2 к5финишда ёзиб олиш мумкин. Бу 

(и /г1 = Я1 +Я2, //.2 = /̂  + 2Л3, //3 = Я3 (*) белгилаш киритиб№1
2 2 2нтдрат формани <2 = //] + /¿2 + Мъ каноник куринишига эга 

Юнимиз. (*)ни Л1, Л2, Яуга нисбатан ечсак, 
Ц ' М\ -^ 2  + 2/^3 ,^2 ~М2 ~ 2^з > = /*з (**)• Демак, матрицаси

булган (**) алмаштириш б  квадратик

формани каноник куринишга келтиради. У х,олда берилган 
дифференциал тенгламани каноник куринишга келгирувчи 
тмиштиришнинг матрицаси М  га кушма матрица, яъни

1 - 1 2
Н • 0 1 - 2

0 0 1



1 0 0
м  * = - 1 1 0

2 - 2 1
булиб, у £ = х , TJ — —х  + у , С -  2х -  2 У Я

куринишга эга булади. Тенгламада бу алмаштиришни бажарн» «  
u(x,y,z) = v(¿;,Ti,£) белгилаш киритиб, тенгламанинг кап "»и)
куришшшга эга буламиз.
59. v#  + vm -  v( í  + 3vf  + (3/2) -(9/2) = 0,

£ = Tj = (x  + y  + z)/2, £ = ( - 3 x - y  + z)/2.

60. i ^ - ü w - ü ft-+ 2 y,7 =0 ,^  = x + y ,/7 = - x + y ,  £ = -х - ;у  + г.
61. v g - v r,n + 4 v  = 0 ,¿ ¡ = y + z, T] = - y - 2 z ,  C = x - z .
62. v ^  + 2 v - 0 ,  £ = x , r] = -2 x  + y,  ^ = - x  + z.
63. v% - 2 v£ = 0 , £ = x , rj = - 2 x + y ,  С = - 3 *  + Z .

 ̂ e - 1 2 ч/б
64. i^ -J^ + i^ + u = 0, £ = z + y,77 = ->’ + z,  £=l ¿ x~ j ¿ y+^ z-

65. vnn + v^-8v=0,^=x+Q,5z+Oi5y,T]=-(),5(y+z),C = {y~z)/2\Í2.

66. Ug -  + 2üc -  'J2vr¡ + y¡2v^ +4zv=O,

£ = x, T] = (3 x -y )/ 2 y Í 2 ,  £ = - ( x  + y - 4 z ) / 2 - j 2 .

67. ite +4 w - 3 ü + ( í + ^ - 2 ¿ ’=0,

£ = -U jc, Tj=-^=x+y¡2y, £ = x + Z .
s¡2 V 2

68. V g -V ^  + v = 0 ,^  = (3x-z~2y)/yÍ5 ,r¡ = -x +  y + z.

3-§

69. Параболик. Чуики бу тенгламага мос характеристик форм* 
АТ (Л,,Лз) = А,3 каноник куринишга эга булиб, факдт Я, ни уз и'Ш 
олмокда. 70. Гиперболик. Бу ерда К(Я1,Л2) = Л12Л2 булиб, \  = л И I 
олсак, I бобнинг (1.20) формуласига асосан Я2/^=0 тенгламага )Ц 
буламиз. Бу тенглама '^Я2 £/? да хакикий илдизга Я  
(/?2 ^ 0 д а Л = 0 , Л ,  -Ода Л ихтиёрий хакикий сон).

7 1 . Параболик.К(Л1,Л2) = Л13 -ЗЛ^Ло +ЗЛ1Л  ̂-Л ^  =(Л1 - Л 2)3 булив 
уни Л1 =/г1, Л^— ц  ̂— Ц2 алмаштириш К (Я,,Я2 ) = каши им 
куринишга келади. 72. Гиперболик. 73. у < Ода гиперболик, у >0Д
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■ iiim.i типга тегишли. Бу ерда I бобнинг (1.19) ва (1.20)
Ьрмуласига асосан Л ^ уЛ 2 + Л2 j -  0 тенгламага эгамиз. Бу

Пи шма v < 0 да хакикий илдизларга, у  > 0 да эса хдм хаки кий ва 
iilM комплекс илдизларга эга.

H i КУшма. 75. Параболик. 76. Эллиптик. Бу ерда I бобнинг (1.19) 
||||>муласига асосан характеристик форма

К  (Я, ,Л 2 ) = Л,4 + 3Л,2Л2 -  6 ЛХЛ\ + Л2

^рииитпга эга булиб, уни Л  ̂ + Л  ̂ + ЗЛ^ (Я, -  Л2 )2 + 2Л{J кури-

Шимщ сзиш мумкин. Бу ифода факат Лх = Л2 -  Ода нолга тент 
IjfimUH. 77. Гиперболик. Бу ерда
|| I Я,) = ЗЯ(А+ Д,)(Я-ь2Л1)[Я + (4/3)Д1]  = 0 тенгламага эгамиз.

2
VV Кушма. Бунда ^(/l./lj) = (Я2 + Я ^ ^ 2Л  + 2Л2  ̂ .

IV v-О да параболик; х > О да гиперболик; jc<0  да кушма. 
у > -1 да кушма, У -  Да гиперболик. Бу ерда

А ( -1 , ^ 2 ) = A4 +- 2уЛ  ~А-Г + Л? -  0 тенгламага эгамиз.
Щ, у й Ода гиперболик, у  > 0 да кушма типга тегишли. Хакикатан, 
»нм 1 бобнинг (1.19) ва (1.20) формулаларига асосан

й( *1кпу\у\т  л 2 + л% j = 0 тенгламага эга буламиз. Бу тенглама

v Ода хдкикий илдизларга, у >  0да эса х,ам хдкикий ва хдм 
(шмилекс илдизларга эга. 82. х < 0да гиперболик, х  > Ода кушма. 
N1 Гиперболик. 84. Параболик. 85. Параболик. 86. >’ = 0 да 
Ррнболик, у  > Ода гиперболик, у < Ода эллиптик. 87. Гиперболик. 
НИ I инерболик. 89. Параболик. 90. Гиперболик. 91. Гиперболик.

Эллиптик. 93. Параболик. 94. Гиперболшс. 95. Гиперболик. 
*1» Параболик. 97. Эллиптик. 98. Эллиптик. 99. Эллиптик. 
IIMI. к <  0 да гиперболик, & = 0 да параболик, к > Ода эллиптик. 
Н(1. - 0 ,5 < ¿< 0,5  да гиперболик, ¿  = ±0,5 да параболик,
|Л I > 0 , 5 да эллиптик. 102 . к<  О ва к > 4 да гиперболик, 
Í - 0 ва к = 4  да параболик, 0 < ¿ < 4 да эллиптик. 103. ¿ < Ода
i нпсрболик, к = 0 да параболик, к > 0 да эллиптик.
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104. Гиперболик. 105. Эллиптик. 106. Параболик. 107. v "4  
параболик, у<0да гиперболик, _у>0да эллиптик. 108. л -0, уА )  ни у М, 
д^Ода параболик, хусОда гиперболик; ху>  Ода эллиптик. 109, » н 
ва у-Ода параболик, х у < 0  гиперболик, х у <Ода эллтпЩ 
110 . х у > 0 да эллиптик, ху < Ода гиперболик, х=0, у?Ю на v-tí, 
хфОда параболик. 1 1 1 . ху > 0 да эллиптик, ху < Ода гиперГкипш 
х=0, у?Ю ва у=0, хэЮда параболик. 1 1 2 . ху >0 да эллиптик, ху о.щ 
гипер-болик, х=0, у?Ю ва >=0, х^Ода параболик. 113 . xv XI /и 
эллиптик, ху <0да гиперболик, х=0, у̂ О ва у=0, х^Ода парабчнц*
114 . у=0да параболик, у<0да гиперболик, у>0да эллцш ни
115 . Гиперболик, vnrl+ v ^ -2v r¡ +£+r¡-Q, ¿¡ = 2х - у ,  rj = x + y .

116 . Параболик, +18ü^ + 9vn - 9 v  = 0, £ = x + y ,  r] = x.

117 . Эллиптик, Vgg + -  8v = 0 , £ = y - x , r j= 2r,
118 . Гиперболик, v^l =0,£=x+arctgy, r¡=x-arctgy. 119 . П араю Я

(x^ 0 ), vT¡r¡ + ^  2 v¿¡ ~~ vn = >̂=x2+y2', Л=х 120. Эллинih» 

+ vT]r¡ = 0 , ~t=y, x\=arctgx. 1 2 1 . x=0 да параболик, и„=0 ; х  /<1д| 

гиперболик, v& i~ 2 l g ~— = £=х2+У’ 12 2 . х Од*

параболик, и}7=0; х>0, да гиперболик, + —¡ ~— ®|
~ г1)

£ = у - х +  2л/х, т } = у - х —2л/х; х < 0 да эллинпп 
1

v g  + vr)r¡- —vr]= 0 ,  ¿¡ = у - х ,  t] = 2 s ¡ - x . 123. у = 0да параболн>

иуу=0; у < Ода гипер-болик, + ич) *1

с 2 , чЗ/2 2 , s3/2
Ь = - { - у )  + х , ?1 = - { - у )  - х ;  у>0да эллит ш

4-§

Vg + Vvri+ — v ¿ = 0 ,  ¿¡=—у ' ,т] = х. 124. х у - 0 параболик, д< ||

2
узЮда иуу + —(их + иу ) = 0  ва х * 0 , у = 0 д а  Uxx + - ( u x + uy)>
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ft* О, _y> 0  ва л<0,;у>0да гиперболик, v4n -  —— ■— (r)Vç -  ) = 0 ,

Av ерда х> 0, у< 0  да ^  = ва Т] = Л/ ^ у -  л/х ; * < 0 ,

Ода 4  = yfÿ + \f-x, Ч ~ л [ у - 4 - х \  д:>0, у> 0  ва х<0, у<Ода

ва
ш (  ] I ^Здииптик, Vg + Vr]rj+3 -V ç+ —Vn = 0, бу ерда £ = л[у ,r/ = J x

V >
* О, у < 0  да Ç=yj~y , iJ = -J—x .  125. х = 0 ва у = Ода параболик, 

[ „ - < ) ;  ху < Ода гиперболик, v  1 Г ( 2 # - ? ; ) ^ - ( 2 ^ Ь „ > 0 ,  бу
з(£ -V  ) J

>|ми <Ü=-2(-y)V 7  = - 2 ( - у )  1 “ - j x 3/2, агар х > 0 ,  у < 0  6ÿnca;

Ш^У12 + з(~лс) >  ̂= 23г ',2_'|(“дс)3’*"» х<0 , у >0 булса; гу>Ода 

1 1 9...Иптик, ^  + vJ)ri- - v i +— vv =0, бу ерда £ = 2/ 2, т1 = - х 2/\  агар
Ь ■*/ 3

» -<)._v>0 бушеа; £ = 2 ( - y ) I/2,77 = - ( - x ) 3/2, агар х < 0 , у < 0  булса.

lift. Параболик, у , ч ------ ^- —v = 0 ,  ^ = е~у -е~х, т]=х.
1 + çe '

• 17. Эллиптик, в« +Чд=0 , #=ln|jc+Vl+x2j, *= !»(,+^ 7 ).

М . Эллиптик, t^  + 4w+ -| - i^ + J - ii?= 0, £ = *2 - ;у 2, ^ = х2.
ь Л ¿Л

IW. у < 0 д а  гиперболик, ( ц » - 1̂ ) = 0 Ç = x-2j^y,

Ц x + 2yPÿ-, >’ >Ода эллиптик, v g  + vvv + - a ~- l vv =0 , £ = *,

| ’“2\/у; J  = Ода параболик, + т г }, = 0 . 130. Параболик,
If.Ç=ysinx,T) = y .  13 1 . Параболик, i l —

1  <Г+Г
X

«►.Vf«-, V = У- 132. Гиперболик, ^ = 0 ,  £ = *+ у -е ш х ,

f  • х  + v -  cos х . 13 3 . Гиперболик, — — (v„~Vt)=Q, ip = —— ,
rj-Ç ' m+2'



р=х___- l - y f ^ l 2 т]=х+— (-у) . 134. ГипсрГн»Л н»
m+2 ’ ’ m+2

В /  \ 2  a- m  t  2  i ,,\tJ "'il
2/,=Т ^ Г ’

2 —m

135. Гиперболик, ^ + ^ ( uí - ^ ) + ^ K +üí ) - ° ’ 2 ß a ' M

Г, ? f?  о пн-2 о 'У? 2 '«+2
2а  = — , ^ — х 1 ------: Ы  а . П=— г* 2 +— ;Ы  2 •/1 + 2 я+2 /11+2 и+2 т+~

13 6

^ = l 3 1 - v€n + - ^ vi - ^ vn=0' 2 ß = 1 + °2  Щ

2 a = m + 2(ß0 - a 0}  ç = x 2 )(m>2)l2' v  = x+ 2 (_ у)(т+2)Л I  
ra + 2 m+2 m + 2

1 3 8 . Гиперболик, + —w + ^ e ^ '2 =0, £  = 2.x + y ,  TJ = x,

v ( & ?)= u(TJ,Ç-2Tt) = e-t/2w(Ç,T]).
139. Параболик, ww "vv^=0, £=3x+y, ?7=x,

-¿+2)7
v(<Ü,T])= u (t) , Ç -3//)= e 4 w(^,77).

3
140. Эллиптик, - —w = 0, ^ = 2y -  X, J] = jc,

ü(^,í7) = M ^ ,¿ y ^ j  = e_í"7w(í,/7). I

141. Гиперболик, - w + çfe'7 = 0 , ^=y, r j=x-3y ,
v (Ç ,ti) = u (t] + 2Ç ,Ç) = e~v w (Ç ,Tl ) .

142. Эллиптик, w^i + n’jŷ  -2 w  = 0, £= y, ij -  4x-  2y,

143. Параболик, -  2 wç -  0, Е,— x-\-y, T )-x+ y,
/ e £\ 154+&T1
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1|(^ '/7) ~ ^  ’ з^~) = £?’ ’1™{1* ’ г1)- 145. Гиперболик,

НЬ? +9н’+ 4(Е ,-Г } )=0, д = у - х ,  7] = у,

У(£,т]) =  и (£ -г 1 ,т 1 )  = е - ^ чм>(£,т?).

I№. Гиперболик, + 7и> = 0, £ - 2 х - у ,  т] = х, 

ь(£,Т1) = и{т1,2т1-£) = е-(-ь,1п(£,Т1).

М7. а) Гиперболик тип. б) х = С1,х + у = С 2 тугри чизиклардан 
Морат; в) и^п — = 0 ,  £ = х ,  г] = х  + у .  148. а) Гиперболик 
«им. б) у - С 1 , х - 2 у - С 1 тугри чизиклардан иборат. в) = 1, 

V, т] = х - 2 у .  149. а) аФО да гиперболик тип, а  = Ода параболик 
щи б) « * 0 д а  4 а и ^ - и 4 = 0 ,  £ = у  + 3 а х ,  Т] = у - а х - ,  а  = Ода 
К,, 1 их -  0. 150. а) а > - 4 . б) а е 0 .  в) а < - 4 . 151. а)ог = 0. б) а  = - 4.  
Ют 0 . 152.а) а е  (-°°;-5)и(3;+°°). б) а  = 3, а  = -5 .  в) ае (-5 ,3 ). 

||.1. +2уч +2г>( +У = 0, £ = х + у, Г}=-х+у, С=у+Ъ У = е"~си>,

к  и'т+2и'г=а 154. и(( - ипп + 2ьп + - V = 0, £ = x  + z,

Ч З х + 2у + г; V = ечз +̂4’7)и', и-̂  -  + 6 п  = 0.
И*, и( ( - ь пг1+ ь ( +2ь11+ у с + у  = 0, £=д:, ^ = ^ = - у + г;

-̂ (£-47+70
ь> = <? И/, +ыс = 0.

116. % + ^ + % +^ +2у7 +^ + и= 0> £ = *  /7 = *+ у ,  ¿" = г;
-^ - 2^0

У = <? ш, +1,5и> = 0.
У « -% + % + ^ + ^ + и с +и = 0, ^ = дт,  ̂= -дс + 2з>, ^ =

»7*0
2 щ •н>£-'мт +м>д.+0,15ю=$.

•ЧК- \ + 4 +2и, + Чг+г>=0,
§  = х, т] =  х + у ,  ^  =  г; и =  е-0М{-21-о^  ^  ^  ^  +  2и, =  о.

•* . у# + ьчч + и({ + ь; + уи+ь( + 4и = 0, £ = х - у ,  т] = у, С = г\ 

и=е‘ и; —и^+и  ̂+ц  ̂+0,75и>=0.
|ММ&+%,+»» + «>*+Ч,+^+» = Ъ

I П. 11араболик, = 0, £ = 2х - у ,  т] = х  + у,
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Ç = x + y ,  Т } - - у , Ç = V, v  = e z<i+7,+b)w, + tvn  + + 0,25w = 0.
1 6 1 .%  + 4 ,,  + V(i + 2 v4 - 2vq + 2Vç = 0, £ = x + y-z , 7/=-y, C = z;

и=e ^ ^ w ,  w^+wtm+ w( ( -3w=0.
162. %  + 2üf + 2v„ - 3 v ;  + V -0,

<a = x, T] = x + y, Ç = -x+ z\  v  = e~i+37,+2(w, wg + 2wn-3 w ç =0.

5-§

16 3 . u(x,y) = x(p(y) + 4/(y). 16 4 . u(x,y) = y<p(x) + y/(x)+y1' .
16 5 . u(x,y)-(p(x) + \l/(y) + xy. 166 . u(x,y) = (p(x+y) + y/(3x+2y).

16 7 . u(x,y) = (p (y-x )  + ê x y^2 + y/ (y-2x) .

168 . u(x,y) = [cp(x + 3y) + y/(3x + y)\e(lx+})16.

169 .  u{x,y) = 2ex + e(x+2y)/2[ f ( * )  + Г  (x + 2y)] .
3y-x

17 0 . u(x,y) = x - y  + [<p(x-3y) + y/{2x+y)\e 1 ..

1 7 1 .  и(х,у) = [(р(х) + у ( у ) У х+2у +ex+y.

172. i
173. м ( х , у )  = $?(* + y -c o s x )+ (/ (* -y+ co.sjc).

17 4 . и (x, y) = [<p( y -  X -  cos x) + y/( X + y -  cos x )]e2cos x~2y.

17 5 . и(х,у) = —!— <р[х2 - у 2\ + ч/{х+у).
x+ y ' '

17 6 . и(*,у) = \<p(y - x) + y ( - x  + 2y)\e2x~5y.
17 7 . u(x,y) = (p(x + arctg y ) + y/(-x + arctg y ) .

17 8 . „ (xfy ) s=̂ + - i - [ ç >(x) + r ( , ) ] .

17 9 . и(х,у) = ху(х+ у)+ — \_<p(x) + y/(y)\.
x y

180. и(дг,3') = -^ [х  (х2 - у 2) + ̂ (х+>-) + ̂ (л :-у )] .

181 . и(х,у) = -|>(л:+у) + | ф - у ) ] .2
y

2

182. и (х ,у ) = I <pj't d̂t + y / (y ) .  183. u(x,y) = <p{xy) + y/  y 
о ф - У
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IS4. и = е 2 [(2дг + y)eix*y + <р(2х+ у) + у/(\х+ у)].

185. и = еу (е2у -  е2х) + (р[еу + е*)+у/{еу - ех ).

186. u=~\y<p{x)+<p'{x)+j(y-T¡)e-xn i/f(î])dTj

курсатма: Ушбу v  = chxuy алмаштиршга асосан берилган 
юигламани куйидаги курин и ш га vxy + у vy = 0. келтириб, умумий 
1'Чим топилади.

187. «  = |К *)+  |-

188. м = О + у ) !! ~е~х) - ху + е 1 |р(у ) + |eí(1-JV ( £ ) j .

к'урсатма: Ушбу их + и = е ху1) алмаштиришга асосан берилган 
юпгламани куйидаги куринишга vy = - x 2y e xy, келтириб, У ни 

кшамиз. Сунг топилган У ни мх[+ы = е“лу1> ифодага куйиб 
», +w = ]-* ;y  + if  rV (* ) тенглик олинади ва бу тенгликни 
иитеграллаб, юкоридаги умумий ечим топилади.

189. u(x,y)=</^\íx-yjy^+y^y¡x+yjyy 190.u(x,y)=J^<p(xy)+)^y/j.

191. и (х ,у )  = (р(ху)1пу + у/(ху).

193. а) и(х,у)  = <р(у) + хц/(у) + хг/ [у) + 2ух3.

б) u (x ,y) = <p(x) + yr(y) + x f( y )  + ̂ x 4y .

в) и(х,у)=</{х)+у^у)+а(х-у). г) и(х,у)=<р(х)+1^у)+а(х+у).

V

+

д) u(x,y)  = ç [х+у) + у/( X- у )  + ш(у ) .

е) и(х, у )  = <р + у/

x+2/3(-yf3 х - Щ - y f 2 _с 
+ \ dt \ е  

а b
I) u = (p(x + arc t gy)  + y/(x-ar c t g y )  +

~ \ Ы ' г
<p[t + z)dz
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х + ага% у  дг-огсгду

+  |  с/г |  со
а  Ь

- < 8 '
¿ - г

((1

194. а) м(х,у) = р(х) + ^ (у) + ^(д :) + ̂ }'2/(л-) + )'5̂ -

* 2
б) м(*,у) = р(;с) + у у ф )+ / (? )  + £(>’) К '  <*•

а

в) м(х,у) = <г»(х) + ̂ ( у )  + / (х + у )  + § ( х - у ) .
г) u{x,y)=(p(x+y) + l|^x-y)+{x+y)f(x-y)+(x-y)g{x+y).

д) и(х,у) = <р(х + 2у[^) + у/(х-2л[у)  + ( х - 2 ^ у ) / ( х  + 2у[у) +

+[х + 24 у ) 8 ( х - 2Ту).

Курсатма: £ = х - 2 ^ у ,  т] = х + 2у[у алмаштириш бажарим, 
тенгламани каноник куринишга келтиринг.
е) и(х,у) = (р (х -у )  + у ' ( 2 х - у )  + / ( 4 х - 3 у )  + §(>’)
Курсатма: £ = х - у ,  т] ~ 2 х -  у  алмаштириш бажариб, тенгламаш! 
каноник куринишга келтиринг.
О и (х ,у )  = (р(х + у )  + 1//(х + 1) + / ( у )  + {х + у ) е ( х - у ) .

195. ог2я 2 + Р 1Ъ1 -  у 2-с1 = 0 .2и2 ,2 2

I
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II БОБ

1-§

•’(12. u(x,t)=x(l-t) . 203. u[x,t)= axsx .204. u(x,y) = sin(x+t).
a

205. u{x,t)={x+2t)2. 206. u(x,t) = x2 +xi + 4/2 +— xt3.
6

107. u(x,t)=sinx. 208. u ( x , t )  = at + -^bx2t2 + y ^ b t4 +e~xcht.

/ \ °X t209. u(x,t) = x-i------ Л-sinxsmt.
6

210. и { x , t ) = at + a(e~‘ - 1) + bsinxcost + c-cosxsint.

211 . и(х,/)=— —~sinbt+cos(x—t). 2 1 2 .  u(x,t) = x ( t—sint)+sin(x+t).
b b

213. u[x,t)=\+t+^-sinx[\-cos3t). 214. u(x,t)=xt+sin(x+t)-(\-cht)e*.
У

.’ 15. u (x ,t)= ~ jS in a > x (l-co sa a jt) . 216. u (x ,y ,t)  = eycht + e ysht. 

217. u(x,y,t) = [x2 + _y2) {\ + t)+%a2t2 [x2 + y 2}[\ + yÇ) + ‘̂ a 'tA[\ + t-

' IS. u(x,y,t) = cos(3x + 4y)cos5at + — sin(3x + 4y) sin5at.
5 a

219. u(x,y,t) = (x2 + y2 + 4a2)j[e‘ - \ - t )  — 2a2t2[\ + j/Çj.

220. u(x ,y ,t)~ x2 - y 2 + xyt(l + t2y  2 2 1 . u{x,y,t)  = t2 + yt + x.  

222. u(x,y,t) = 0,5l2 [x3 -  3xy2^+1 ey sin x + e*cos y.

’23. u(x,y,t) = x2 +t2 +t siny.

.’24. u{x,y,t) = 2x2 - y 2 + t(2x2 + y 2} + 2t2 + 2p.

225. u(x, y,t) = x2 + 1 y~ +0,5r ̂ 6 + x3 + y3 j +13 + 0,75/̂  (jc+ y).

226. u(x,y,z,t) = z/(z2 - i 2).

227. u(x,y,z,t) = ̂ cos a t + —sin atóeos \Jx2 + y 2 + z2 +

■\ sin tJ x2 + y2 +z2 /yjx2 + y2 + z2 ■ cos at —at sin a t ——sin a/ j.
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228. u(x,y,z,t)=xycos z cosat. 229. u(x,y,z,t) = x2 + y2 + í + 3,5í2.
230. «(jc,>-,z,î) = (jc2 + y2 + z2 + 6a2)(e' -1  —i j - a 2/2(3 + /).

231. u (x ,y ,z ,t )  = t3 sin у cos z e x^ .

232. u(x,y,z,t) = x2 + y2 + t - 2 z 2 + t2xyz.

233. u ( x , y , z , t ) =  y 2 + 8 i2 + tz2 + j i 3 + +

234. u(x,y,z ,t)  = x y  z + x2 y 2 z2 + ^ [x2y 2 + x2z2 + y2z2Y  +

П

+— [x1 + y1 + z2\t5 +— t 1. Курсатма. un ~ ^ u = HHuxix, ,
15' 1 105 .=i

u(x,t,T)\,= =ß(x,T), u,(x,t,T)\t==v(x,T), x = (x,,x2,...,x„) 

Коши масаласининг ушбу ечимидан

^  Т — Д к/I ( л , г ) +  ^  Т  ̂ А*у ( х , т )  
(2к)\ V ' (2к  +1 )! V ’

фойдаланиб ечинг.
235. и (X, у) = siny — 1 + ех+у, —°°< х,у<  +°°.
236. м(х,у) = х - у - 0 ,5  + 0,5е2;у, -<*><х, у <-н».

237. tí(x,>) = 0 ,5^1-x-33 ;-(jc + > '-l)e2jrJ, - °°<х, у < +°°.

238. t/(x,^) = jcy + l,5sín^- coí^x+-^j, — °° < х, у < +°°.

J W
239. и(х,у)=(у-2х)е 2 , *<1, ><3.

240. u(x,y)=— , je>0, у>0. 241. и(х,у)=^-^-+—, х>0, у<0.
у 3 Зх

i \ 5 . х + у  3 . 5х+>- 242. u(x ,y)  = - s i n  — ---- - s i n --------

n ( x , i , r ) = ¿

2 2 2 6

243. и (х ,у )  = ̂ е 2 2;у+^х+у+-^|е~<х+у) + | х -;у —^ V (í~y)

244. и(х,у ) = 12( £ lz L +10cOíi ± 2 -
У 4 + (x+ y)2 2 25 + (2x + 3y) 5

245. u ( í , ) i ) = - i [ 2(e’ - l ) + s in í+ ---- ---------- —+arctg(x +ey- 1  ) - arctg x.
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) If«. u(x,y) = c o s (y -x -s in x ) .

) |7. u (x ,  y )  = 1 -  sin ( у -  x + cos x)  + e y+COSJ,sin (я  + у + cos x).

I Урсатма. Куйидаги ^ = - x  + у + cos x. rj = x+ y+ cos x алмаштириш 
||щ;1мида берилган тенгламани каноник куринишга келтирамиз:

- 4 ,=  0, бу ерда v(4,Tj) = u ^ ^ - ,^ - + c o s ^ - ^ j  = u[x,y). Бу
I

и'игпаманинг умумий интеграли u(¿;,rj) = f  (с;)+е2F(rj) бундаги / 
|н /■ -икки марта дифференциалланувчи функциялар. Эски х, у  
V и (|рувчиларга утиб, берилган тенгламанинг умумий интегралини 
доИидаги куринишда

/ . - ( y -x+ co s  л) . .
и ( х ,у )  = / [у  — a  + coí х) + е 2 F (х+  у + cos х)

|н|м (далаймиз. Сунг бошлангич шартларга кура эса ,/ ва F 
i|i\ пкцияларнинг куринишини топамиз.

/ \ — (2х- у+«мх)  . 1  .ПК, х , у ) —2е 4 cos xsin — (у  — cos х).

Ирсатма. Куйидаги 4  = 2x -y + c o s x ,  r] = 2 x + y -c o s x  алмаштириш 
l<|tимида берилган тенгламани каноник куринишга келтирамиз:

,) + i>4 =0, бу ерда v(4,n)=u{^~^^~Y~+cos^~^=u(x,y). Сунг

|41 масалага ухшаш ечилади.
/ \ X , ( У — cos X \ , ( y — cosx и[х,у)  = е í/¡I——---- l + si/jjccoíl----- —----

К У рсатма. Куйидаги £ = 2 x - y + c o s x ,  rj = 2х + у -  cos х алмаштириш 
1‘|> имида берилган тенгламани каноник куринишга келтирамиз:

«й  = 0.

fly ерда v(4,tj) = u^ ~ ^ ,^ -~ -+ cos^ ~ ^ j = u(x,y). Берилган тенгла-

Ийнкнг умумий интегралини куйидаги куринишда 
a{j>,y) = f ( 2 x - y + c o s x )  + F (2 x + y -c o s x )  ифодалаймиз. Сунг 
Аишлангич шартларга кура эса / ва F  функцияларнинг куриниши 
Ьшилади.

х 2ДЧО. и (х ,у )=  ~ ~  + C o s (x -  1 + e v) -  Cosx.

Курсатма. 249-масалага ухшаш ечилади.
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Г(г)= \е V ‘л, (г>0)-Гамма функция [2].
О

Курсатма. Куйидаги ^ = х ~ {-у )32, т} = х + ~ (~ у У ' алмаштирЙЯ 

ёрдамида берилган тенгламани каноник куринишга келтирини
[15], [17]: и*,— , 1 иА и „-и Л = 0 . Бу тенгламанинг умумий сшм« 

6(т]-д)
куйидаги куринишда

«(&»!}) = {т}-£)* \ф\£ + {г1-£)г\г 6 (1-*)~ «А  +
О

I _5 5

+ }^ [^г + (/?_ ^ )г]  г 60 - 0  6 ^  булади, бу ерда Ф ва *Р- инки
О

марта дифференциаланувчи функциялар. Бундан ва бошлание 
шартлардан Ф ва 'Р функцияларнинг куриниши топилади.

252. и (х ,у )
Г(2/7)
г2 (Я;! гп + 2

х + - = - ( г у )  2 (2» - 1)
171+2

& 1 (1- о А 1 *+

г^ (1 - 0

2 лгН-2  ̂ +̂2
Курсатма. Куйидаги £=я------ (-у) 2 . 77=*+---- -(-у) 2т +2 тп+2
алмаштириш ёрдамида берилган тенгламани каноник куринИ1нЦ 

келтирамиз [15], [ 1 7 ] : —-~(м^-м^)=0, 2/?=—̂ .  Бу тенгламаимш

умумий ечими куйидаги куринишда

и Ы = ( т ] - ^ ~ 20 ]ф[£+(»7—£)г] Гр (1 -г)"* <*+
О

I
+|ч/[£+(77_ £ )ф /М(1~г)^ булади, бу ерда Ф ва 'Р -  икки мирт"

О
дифференциаланувчи функциялар. Бундан ва бошлашн 
шартлардан Ф ва Т  функцияларнинг куриниши топилади.

266



* ’• * < « > - 0 1 ' Z — m tß (\-t)p dt +

2T{2 + 2 ß ){ -y ) (2-m)l1 'г , + -------- ------- ------------ - jr
{\ + 2 ß ) { 2 - m ) T 2{\ + ß ) l

x t p -  t ) P ( 2 t  - \ ) dt +

x  + — —  (-y ) 2 (2/ - 1) 
z — m

1*0 - 0  i
*+— (-y) 2 (2í —1)

Z—m
r p( l - tY fiá ,  2ß= m

m—2
„ 2 2 2-m|i\(Hinivia. Куйидаги Ç=x—— (-y) 2 , rj=x-i----- (-y) 2 алмаштириш

2-m 2-m
■лпмида берилган тенгламани каноник куринишга келтирамиз
I Ï I / I

т - 2
If n ui ламанинг умумий ечими куйидаги куринншда

и(.4,Т1) = {г]-4)

ИУ'Шди, бу ерда

л.-2 ßd2Z ( - ß , - ß )  
Э фт,

z ( - ß , - ß )  = { n - 4 T 2ß^ + { n - 4 ) t y { \ - t ) ß d t+
О

+ [ ß +{ п -  Ç) t ]  t-e-' (1 dt
0

1л и iafi ва бошлангич шартлардан Ф , Ф ' ва ЧК функцияларнинг 
Припиши мос равишда т, г  ва v функциялар оркали топилади.

2 -IM. и(х,у) = Х - - ( - у ) 2.

И рсатма. Масалани ечишда

I I ,  v) = - t
2

2 -  

х + - ( - у ) г
1

+  — Т  
2

2 - 
х - - ( - у )2

I 3
~ 2  í  формуладан

г-2(-у)2

фиНдаланилади.

|Я5. u(x,y) = cos х - 2 у 2 Курсатма. Масалани ечишда
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и(х,у) = -тГх+2уУ2]+ -т[х-2у12]- -  | формуле ни
1 ■- А  ̂ О 1/2

1 х+2>т

фойдаланилади.

,  ,  Т И Р )
260. «(*>:У) = Т̂ 2 /г (0

2

( *-  У)

х+2/2 

\
х - 2 / г  

1 - 2  Р

т 2 ( Р ) \  ( у - О к/Ч * - * )
1-/9

-

Г(1-20)( 4 У^г у(0^ 2« т
9 Г 2Г1 - т  + 2 ] ' й/ ' ч̂ ’2Гг(1 -  /?) Чт  + 2 У ! ( у - 0 ' ( * - х )  

К ур сатм а. 252-масалага ухшаш ечилади.

т  + 2

^<р(т) + у/{т) (¡ТУ.261. а) «(*>0 = 1 «  2 !^ ( * + 0 + Р ( '- * )+ 1

К ур сатм а. Тенгламада и{х,1) = е~21и{*,/) алмаштириш баяЛ-иА 

и(хд) га нисбатан ьхх- ь „ = 0 ,  ы(0,г) = ̂ (г),, ч (° ’,Н И г) + 2^  

Коши масаласига эга буламиз.

{Ь Ь г+х -(*-г) 1
е 2 <р(х + 1) + е2 (р(1-х)+ |е2 ^(г)</г 

К ур сатм а. 261-масаланинг а) холига ухшаш ечилади.

в)
1 а  Ь— х+—* -1 т

х\е ^ ‘^ ( х  + ̂  + е2̂  ']<р^-х) + |е 2
¡+х Ь

^<р(г) + у/(т) (Iт

2 -§

262. Л(-с,у,х0,у 0) = 1. Тенглама х + у , т] = х - у  алмаппи|...
ёрдамида и^(£,77) = 0 куринишга келтирилади. Риман фушЛмщ 
учун )финли булган И бобнииг 2-§даги (2.17) ва иМ| 
теигламалардан келиб чикадики,

»{£Л'Л\о-?7о) = 1-
263. Берилган тенглама учун Риман функциясини топиш 
максадида £ = х + у, ц - х - у  алмаштириш бажарамиз:

уу ^ + - ^ = 0 ,  =
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г
( I) тенглама учун Риман функцияси

(2)
|| Н1 ламанинг

I  У \ ^ 0 =1’ |̂'?='7о = 1 (3)
ЦНфтларни каноатлантирувчи ечимидан иборат.

У ни топайлик. (2)да £ ни г билан, ц ни эса г билан 
Щмиштирамиз ва уни г буйича [£0,£], г буйича зса[Ло,Л\ ораликда 
мню раллаймиз:

+ \ Л ]  К(г,г)Лг = 0.
<7о 7о

Му ердан (3)ни хцсобга олиб,У (£,?/) га нисбатан куйидаги интеграл 
и И1 ламани топамиз:

У {4,т1)+\л2 ) & Щ\У[г,г)(к=1. (4)
4 ¿0 %

(4) - Волртерра типидаги интеграл тенглама булгани учун
II пни ечимга эга [15]. Уни кетма-кет якинлашиш усули билан 
|Инмиз.

Нолинчи якинлашиш сифатида ^,=0ни олиб, кейинги 
•тшлашишларни

V, = 1 ~ Л 2 к = 1,2,...
& %

формула буйича топамиз:
^0 = 0, у, = 1,

А2 , 1 ^
(2 !)

Ьу процессии давом эттириб, ихтиёрий п е  N учун

I
(-1)*

* = 0 ( * ! )
-(€-£ о)(Ч ~ П о)
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тенглик ÿpmura эканлигини топамиз. 
Бу ерда п —> 00 лимитга утиб ва

f  ИГ
к =о ( * ! )2

2 к

= М Х)

тенгликни эътиборга олиб, V = lim V n = J 0 - ç0)(îj - r¡„) ни
n—>°° L

топамиз.
Демак, (1) тенглама учун Риман функдияси

функциядан иборат экан.
X, у узгарувчиларга кайтиб ва £0 = х0 + у0, щ = х0 -  уи белгилшй 

киритиб, берилган тенглама учун Риман функциясини топамиз;

п{х,у\х0’ Уо) = J o o f  - { у -У оУ

264. R(x,y\x(j,y()) = exp “ (x-Xq)^. Кушма тенглама 

u(x,y)=v(x,y) exp\-х\ алмаштириш натижасида - v yy=Q кури

нишга келади ва 262-масаланинг жавобидан фойдаланилади.
265. tf(jc,;y,^(;y0) = e^'5&(yo_y).266. R ( x ,  у , х 0 , у 0 ) =

- [ a ( x „ - x y h ( y 0- y ) ]
= е1 ] j Á \ ¡ * c - a 2 - b2[ { x - 4 )2 - { y - y, f

Курсатма. Кушма тенглама u(x,y) = v(x,y)e°'5 “̂x Ьу̂ 
ёрдамида vxx- v yy+clv  = 0 тенгламага 
263 - масаланинг жавобидан фойдаланилади.

I  I  . . (х-ЛоХу -У о)
2 ’ 2 ’ ’ ( ^ - y ) ( ^ - y o )

267. /г(х,>’,д<),уо) = /г 

таърифига асосан

V* - 4 , '2Чх - уГ
= 0

алмаштириш
келтирилади mt

Риман функцитн

(5)
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кУшма тенгламанинг 1> =1, и  =1 шартларни каноатлан-
■* ■*о У Уо

Шрувчи ечимини топиш керак. Бу ечимни и = С(<7),

( х - х 0) ( у -  у0)
7------ Г7---------  ̂ куринишида кидирамиз [17].
(•*_ У)(-*о _ Уо)]

Ми гижада (5) тенглама

<т(1-<т)С (<т)|—(1 -  2ст)0 (<т) —̂ -С(сг) = 0 (6)

>Уринишга келади. Бу - Гаусснинг ушбу
<т(\ -  сг) у +\^у- (I + а +р)(т\у - а Р у  = 0

Щиергиометрик тенгламасининг хусусий холи булиб [2], «'=/9=0,5,
I I .Гаусс тенгламаси |сг| < 1 да узлуксиз булган

. аВ а(а+\)В{В+\) ,
Рй ,Д ,у,ог = 1 + - ^ - ( т + - Ц - ^ — +.... (7) 

' ^  ; у-1\ у(у+ 1)-2!

Цчимга эга [2].
(7)дан келиб чщадики Г (а,Д у,0)= 1 . Буларни ва

Н, = а \у=у =0™  эътиборга олсак, тегишли ечимга эга буламиз:

(|||ор) = 274. Берилган тенгламанинг

«ирактеристикалари х - м  = Си х+си = С2 булганлиги учун 
ь х -  ш , т ]= х  + ш алмаштириш килинади. У  холда каноник 

цлилама = 0 куринитига келади. Берилган масалада АВ чизик 
( II гугри чизик, яьни Ох укидан иборат, Ох  укига нормал эса О/ 
VЩИдан иборатдир. Шу билан бирга *=0да и ва и,ларнинг 
|«?|)илиши, функция ва унииг нормал хосиласининг 
шпматларининг берилиши демакдир. 1=0 да х=^, г|=с, булганлиги 
учуй

3..
= /г{х ) = /г(£)>м 1,=о= /1  (^) = /1  (^), О I /=0

Эи Эи Э<5 Эи д л  Эи Эи ( Эм Эм и ,  ,
—  ~ ------^ -и-------------------+а —  = а - 4 7 +3-  = Л (£ )
Эг Ъ4 Э* дт] Э/ Ъ4 Э77  ̂ Э# Э7 7 Л (=(

г Ъи Эм
(1|<м и !^ = /!(#),

Э/7
“ Л(£) (8)

^  а
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' Я
б)шади. uçn = 0  тенглама учун Риман функцияси /?(x,y;%v(|) '1 
эканлигини ва (8) шартларни эътиборга олиб, Риман формулас иый
масала ечимини

„ (4 , % ) =А $ М М +± '| /2(г ) д  Щ
¿о

куринишда топамиз. Бу ерда — x - a t , % = х +at тенглиюш|м 
асосан эски х ва t узгарувчиларга кайтилса, берилган масала и ШИ 
Даламбер усули билан топилган ечими келиб чикади:

14 \ f\{X~at} +f l ( X + at) 1 X+f  s ! \j
и( Ш  = — --------------------- L + T -  Í /2( г ) * .2 2a x_al

275. Берилган тенглама = xy, r\- у/х алмаштрфнш ёрдамшы
d 2u 1 du „ „ 1  ,k— =0 каноник куринишга келади, y — I тугри 4Mni|i

ЭÇdi) 2Ç d r¡
тенгламаси эса qr¡ -  1 кури п и шда ёзилади. Бундан ташкари

ди

Э?
( - — +

1 ди
^2 Эл 2 ^ Ъ .

du 

Э 77

¿Э м _  |Эи^ 
2 Э X 2 д  у

тенгликлар ва бошлангич шартларга асосан,

ди

ди
drj

¿H

MlÍ77=l=/l(í)-

Риман формуласида а=0, £>=-— ,/ = 0  десак, масала ечими

куиидагнча ёзилади:
/е ч И ) Р + И ) е ,

_ Эм ЭЯ uR

эГ“эГ7.
, е Г Эм Э Я V  í/^-| Я -— И—  <*7.

I  э^ э ^ ;
Бу ерда
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Я(£»7;£о.»7о) = л/£о/£> и ( р ) = / 1 ( 4 ) - м( 2 ) - / |

*(/>)= я  ^-г'Ло,Ло  =1; л (б )= я  =у[йк>
V Ьо У1 V ”о V

»ианлигинй эътиборга олсак,
1 1_

(•£ „ \_Л(£о) ! л/4% , Г  1 1 | л/4 /г(^)^е
"(£>•%) 2 2 2 1 ? ^  2 I  г *

фирму лага эга буламиз. Бу ерда эски х ва у  узгарувчиларга 
киЙгилса, масаланипг ечими х.осил булади:

¿ л м + | л ( |и{х,у)-
2 ду г"

| ( *+«(»-*)
+  — ^  | 70

0 *-а(/-г)

2 *-л ¡̂12-(х-£)2/а-
у/{£)(1£+

V
¡ а . ’ У б -

,77.

СЧ Г (* -я 2

*2 ( * ^ Г
а2 ~~

х И 4№ +  \(1т | 70 с М г -т )  
20 О дс—а(|—т) V

278. ы (.*,/) =

*-д(/-т) 
Г

<Р-Л^-х — —© х + \11- хШ- а

а

4

2 ^ х
аГ г-л/Г1

2,2
яд/ - а Г 4Р̂ с+- 2

V/ — д:
|ф(х7/, г)^г ,

41-х2А4 Т .

1Д,1;Га-¥2 2 1 4
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at
8 <J{l-x)z 4 - M \ \

тириш бажариб, cÿHrpa 267-масаланинг жавобидан фоиданатпи 
зарур.

279. м(х,у) = —т = =  ГJsin ( w - у) (p[lcos(w-у)\ +
2yJ sin w L

________  -, ] w+>-
+ Js in (w -y )  ■ (p[lcos (w+ >)] H---- , j Ф (w,y,z)dz,

v -1 2 1̂sin w w_ v
бу ерда w = arccos ( xjl ),

r—--- f  1 1 COÍ (w-z)-COS Jí'l
<¡>(x,y,z) = Y { lc o s  z )^ s in z -F \  - , - , 1 ; ----- — -------:---------  +

' ' ' ^2 2 2smwsinz ,
1 1  ̂ eos ( w -  z ) - c o s  y
2 ’ 2 ’ 2 .íí'n wsin г J

Курсатма. Тентламада аввал £=\ {у +аго“ит]> Т7= (̂ у -arcan * J

К у р с а т м а . Тангламада 4  = - J l - x u -

1 /, ч sin у ,
+—(р{1 cos г ) --------- 1 . F

2 sin Wsjsin z
sin y

œ алмаштириш бажарилиб, cÿHrpa 269-масаладЦ|
yjsin ( 4 - r ¡)  

фойдаланшд керак.
280. Берилтан тенглама £=(у/2)+л/х, г} = (у / 2 ) -л [х . й)=мч/ ^ И  
алмаштириш натижасида

0-ю 1 (О
dÇdrj 4 (4 - Л )

^ринишни олди. Бунда у = 0 чизик 77+ £ = 0, яъни r¡ = -% чизнк.к* 
алмашиб, бошлангич шартлар

= И Л  П(»
7=-í

KÿpHHHHira келади. II бобнинг 2-§ даги (2.33) формуллЩ 
a ( x ,y )  = b (x ,y )  = f ( x , y )  = 0 деб ва R сифатида (9) тенгламаниш
Риман функцияси (2-§ даги 267-мисолга каранг) олинса,

<y(ío.%) = ̂ [ íü(F ) + íü(6 ) ]  +
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n=-ç

1 Ч f dR dR)
d ( .  ( 11)

rj=-Ç
1 2»’ '<иГ> чикади. x = - (Ç -r i )  , y=Ç+T] тенгликларга асосан

du ( -du du du  ̂ ¿du du
H 7=-£ 1 dx + d y y n ’ à lly=0 ’ v=-4 ч S dx + d y )

V \олда, иккинчи бошлангич шартга асосан

= 2 г (£ 2).

>=0

Эм Эм  ̂
dÇ + d r]) </=-í

Цулмрдан ва 
dû)

нииликлардан

= №
ди и+ д(0

n=-ç

ди ди
dÇ + d ï

d<f 2 Щ  ’ дц

= л/2?

= ¡¿¿On__ и
^  2V2I

í?=-Í

du du 
dÇ + dr¡

ни х,осил кдпамиз.
1н иосита хисоблаб топиш мумкинки

Í

i=-ç
(13)

7=-í

to + r¡o f d R }
2 {ta -V a )£ \ d o )  t

<»{Р) = о){£0 -to) = ̂ < p ( t 2)a)(Q) = a){-Tji),7i0) = , f ^ v ( T 1¿). (14) 
(12) - (14) ларни (11) га куйиб ва х > У узгарувчиларга ва

11 ( «■( у) функцияга кайтиб масала ечимини топамиз:

I
i -Jx + y/ 2

►ir /
' J X Г х -у/ 1

(z -  T í)21 „ ( , « )  [ I ,  • - ( г - Д ) ’ 
* l ^ c

Пу срда G(z)=.f [ - . - д ; 0- )•

|H I.«(x ,y):

n/z( (̂z2)g

£ 1 
2* 2

V -
4-zJI 4z\[x d z .

ЗГ
* + —y 2 (2/ -1 )

J
[ í  (1 — í ) ]  6 dt
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+ ̂ ГЗ( !> Ь  дг + |у2(2(_1) [‘ (» -0 Р * .
бу ерда Г(г) - Эйлернинг Гамма функцияси. Берилган тенгламилн

г\ Л
£ = х + — у3/2, >1 = х - —у 3/2 алмаштириш бажариб, сунгра 270 I 

масаладан ва II бобнинг 2-§даги (2.33) формуладан фойдаланшшдм
С

282. и(х,у) = х у -у ;  И(х,у,4 ,1]) = -? - .

Курсатма. Берилган тенгламага кушма тенглама куйидшй 
куринишда

| ^ + - у =  о, у  (* ,?)  = * , — *  (|5)
ах х у

булади. (15) тенгламанинг

к \х=$=^ К\у^ = ~' Щ*П'&‘П)=11) X
шартларни каноатлантирувчи ечими Риман функциясидан иборш 

(15) ва (16) масалани ечиб, Риман функциясини топамиз: 
К(х,у;£,Т]) = £у/хТ1.

Бундан ва II бобнинг 2-§ даги (2.33) формуладан фойдалЯп 
Коши масаласинииг ечими топилади.

х~\~ у
283. и (х ,у ) -х у  + х - у ;  К{х,у,£,Г]) = - ^ .

Курсатма. Берилган тенгламага кушма тенглама куйидши 
куринишда

1^=0, № = - Я ,-----— Л
х + у ( 1/1х + у

булади. (17) тенгламанинг

я|х=£ Я( ,̂1Г, ,̂»7) = 1 (1Н)1 5 £ + т) 'у-” £ + т]
, с , х+у

шартларни каноатлантирувчи ечими к(х,у;д,т])=— — куринишдащ

Риман функциясидан иборатдир.
Бундан ва II бобнинг 2-§ даги (2.33) формуладан фойдаляжП 

Коши масаласинииг ечими топилади.
284. и (х, у ) = ( у -  х) [х2 + 1) + х5со5 х.

Курсатма. 282-масалага ухшаш ечилади.
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/Н\ и(х, у) -  у 2 + 0,5лГ (е ‘ + l). Курсатма. Куйилган Гурса масаласи 

н| i, \)=v[x,y)é > алмаштириш ёрдамида ечилади.
ж(  - 1 Í2 у2

'Hl*. и{х’ У)~ \е 2 2%l.u(x,y)=y+\/^x)+[<f(y)-(p(fy-y\¡e~x.
О

М роима. Куйилган Гурса масаласи их + и = v ( x ,у) алмаштириш 
||i iамида ечилади.

X

т .  “ ( х>у ) = <р ( у )+  J р ' ( £ ) е~*г<1€-
о

Курсатма. Куйилган Гурса масаласи ux = v (x ,y ) алмаштириш 
ердамида ечилади.

'(  с)
!Н'). и[х,у) =(1—0,5у+0,5х)е°’̂ х_у|. 290. и(х,у) =1+(2у+х)ё* .
курсатма. Берилган тенглама £=2у+х, r j= y - x  алмаштириш

д 2и 1 Эи „ _ншижасида ——------- -= 0 куринишни олди. Бу тенгламада
oçdT] 3 dç

i
H- !'•' V(£,rj) алмаштиришни бажариш ёрдамида Гурса масаласи 
Юилади.

191. u(x,y) = ̂ ^ ^ j+ r (^ ^ -p ( o ) .

1V2. и(х,у) = Ц { х + у  + 1)г - 1 у - ^ + ~ { х - у  + 2).

y - x - 2 Ÿ  1
4 4

fco íy + xsiny] e 41 -1 r ,—
Ж . «U,}0 = i-----— - 2 Y ----------+ e . 295. u(x.y) = 2 x ^ .

/%. u{x,y)=x2 +{ex + y - ï )  . 297. и(.г,у) = xy (x+ y)2.

т .  u(x,y) = y. 299. к(дг,у) = Зх+у3. Курсатма. Берилган тенглама
Э|1-у, +Зх, т] = у алмаштириш натижасида ------ - = 0 куринишни

д & п
Олди. Бу тенгламанинг умумий ечимидан фойдаланиб, Гурса 
м|саласи ечилади.
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300. и (х ,у )  = х. Курсатма. Берилган тенглама 4 ~ ХУ-. П */#' 
алмаштириш натижасида 2^м^?-м^=() куринишни олади. 1ц 

тенгламага 2<f - и  = v(¿;,rj) алмаштиришни бажариш ёрдами М 
Г урса масаласи ечилади.
301. u{x,y)=í¡y5/х. Курсатма. 3(Х)-масалага ухшаш ечилади.

! \ КХ . , ]302. и\х> У )-y ° o s Курсатма. Берилган тенглама д-ч¥,

rj= xy} алмаштириш натижасида 4Tjû n -  = 0 к5финишни олци 
Бу тенгламада û  = v(4,tj) алмаштириш ёрдамида Гурса масал.ии 
ечилади.
303. и(х ,у) = 0 ,5 (х+ у)2. Курсатма. Куйилган Гурса масал.ин

м(х,у)=----- vix,y) алмаштириш ёрдамида ечилади.
х - у

304. и ( х ,у ) = 2 - у .  Курсатма. Куйилган Гурса масаласи и а Я

алмаштириш ёрдамида ечилади. 305. и(х,у)=у/х. Курса im« 

Куйилган Гурса масаласи и = \ ь  алмаштириш ёрдамида ечшним

306. и(х,у) =——- ( y - a x ) ( ß x - y ). Берилган генгламанинг умумиИ

ечими куйидаги куриншцда
м (х,у) = дсу + Ф (х) + Ч/(у ) (|Ч)

буяади. (19) ечимдан
и I = 0 ,  и\ а =  0

I у = а х  ' У = Р Х

xÿpa
а х 2 + Ф(х) + 4х (ах)  = 0, 
ß x 2 + Ф(х)+Ч? (ß x)  = 0 (201

ни х,осил к;иламиз. Бундан
H'(ßx) = ax2- ß x 2 + '¥ (ах)= (а-ß)x2 н-Ч'(огх) (211

Í aAга эга буламиз. Энди vP (ax) = 'P ß  ~J7 асосан (21) формуладшС
\ Р )

куйидагини оламиз:
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f? Р /f
d x
~ J

(22)

I ?2) ни (21) га куйиб

¥ (fix) = ( a -  f i ) x 2 + (g  Q “ 2 x1 + » p

ми х.осил киламиз. Худди шундай кетма-кет давом эттириб, 
иуйидагини

V (/?*) = ( * - я * 2
, tf2 а 4 а й 1 + —— Ч— — н— — + ■ 

р 2 р л р 6 + *р (0) (23)

Инпмиз. а х < у < Р х ,  jc>0, 0 < а < р  шартга кура, ушбу [••■] кавс 
И'шдаги ифода чексиз камаювчи геометрик прогрессияни ташкил

, с? a 4 of ргh i;.ши учун унинг иигиндиси 1+-^+-^-+-^+- • =~^г—тга  тент
Р Р Р Р -o r

Ц пади. Бундан ва (23)дан

Ч» (fix) = (a - f i ) x 2 • af \ 2 + У (0) = - ^ 4 + Т (0) (24)
р 2 - а 2

нишмиз. (24) ни (20) га куйиб
а  + р

Ф(дс) = - р х 2 -Ч>(Рх) = - Р х 2 + ¥  (0 )  -  -  а Р * 1. -^ (О ) (25)а  + р  а  + р  ' > \ >
ни косил киламиз. (24) ва (25) ифодаларга кура (19) дан Гурса
Mm аласининг ечимини куйидаги куринишда

и(х, у) = х у - а ^ Х ---- = —-— ( у - a  х )(Р  х - у )
а  + fi a  + fi ал-fi '

«фодалаймиз.

*1)7. и(х,у)=^х4- х 2 + у ~ у 2.

КУрсатма. 306-масалага ухшаш ечилади.
■МЖ. и(х,у)=х-у[у. Курсатма. 306-масалага ухшаш ечилади.

1

тенглама £ = х -  a t,^ у  ф(0). Берилган

Л• х + at алмаштириш билан = 0 куринишга келтирилади ва 
Jft.’ масала жавобидан фойдаланилади.

<10. ф ,/ )  = + .̂ L_£4_y0(/lV*2 - i 2)p (0 )-
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Эz

j  J ^ J o [Á'](x + t )(x ~ t -  z)] v' { ^ ) dz-
KÿpcaTMa. Тенгламада аввал £ = x + t ,  rj = x - t  алмаштирш 
килинади. Сунгра II бобнинг 2-§ даги (2.40) формула ва 263-м.i. ,1 
жавобидан фойдаланилади.

^ (x 2- t 2)
,*+1

311 .
п=о [(* + 1)!]

-. KÿpcaTMa. II бобнинг 2-§ Д||

(2.40) формула ва 263-масала жавобига асосан:

“ (х-0  = 7 W i  РоГAyl(Ç-Çi)(.n-Th)]d*h4 о о L
Бу ердаги интегралларни хисоблаб масала ечимига эга бупамим,

> ч --Х a[x+t)
312. u(x,t) = e 2 l e 4 ç : + /V

2 ;
\ + e*

x — t
•^(°)

Тенгламада u(x,t) = e 2 v(x,t) алмаштириш бажариб, v(x,i)
a  a

x ~x 1нисбатан Vxx — Vt t= 0 ,  v(x,x) = e2 <p(x), v (x ,-x )  = e2 y/(x) I y|M 
масаласига эга бÿлaмиз.

313. u(x,t) = e2 le
> + ') (x  + t

Ht
+ e (x-t) (  x - t  

V - m l

314. u(x,t) = e2

315. u(x,t) = ç

(bt—ax) (аЩ х+t) (x + A  .(<«+*)(*-') f  X- t
9

l - J
+ e4

( х + г Г Л ( х - 2-J—t +1Л С п
1 2 ;

+ у/1 2 J "H äJ
К урсатма. Берилган тенгламанинг умумий ечимНЛ* 
фойдаланилади.
316. а) AB :x  + t = a ,  B C :x - t  = ß ,  CD:x  + t = y ,  DA: x - t  = S tu 
ß * ö  тутри чизикдар б план х,осил килинган ABCD гуртбурЧЦ 
буиича uxx- u tt=(ux) - ( u t )t = ö айниятни интеграллаш кс|ы* 

б) Ечим вддирилаётган соханинг ихтиёрий /Ц, (%>’(,) нукгапии
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к шлама характеристикаларини утказиб, уларни масала шартлари
i прилган характеристикалар билан кесишишидан хосил б>шган 
|\|>гбурчакка Айсгейрссон приндипини татбик килинади.

3-§

И7. u(x,y) = ç (x -y ) + i^ ~ ^ j- ^ ^ lj .

ЧК. u(x,y) = sin(y-x).

Ч‘>. и(л, у )=1(дГ+у)3+(д :-у )2 + ^ (х - у )3.

№>. u(x,y) = ç{x+y)~
к= О - V (х+у)

+ T .W
к= О

- ( х - у ) -V ê i ï ( x ~y)

к’Урсатма. Ечимни M(x,_v) = /(x+>) + g ( jc -y )  куринишда киди- 
|М111са, масала шартларига асосан,

f ( x )  + g{x) = (p(x), 0<х<4/3,f[lX) + g{í) = V/̂' ° - х - 2/3
ичиламалар системасига эга бупамиз. Бу ерда (3*/2) = г 
йнмаштириш бажариб, cÿrerpa / (х) ни йукотсак,

1 (2
s(z ) = « | jz J  + p ( z ) - ^ - z J ,  0<г<1

»циглама кслиб чикади. Бу тенгламага итерация усули кулланса, 
шгиёрий натурал п - учун

к=1
, 0<г<1

и'пгликнинг уринли эканлиги келиб чикади.

Демак, g(z) = g(0)+ X
к=1

' i l .  u(x,y) = sin(x+у) -  X  sir
к= О

z \-v\ Л+1

- X sin
к=О (*->)

В 1  u(x,y) = 8 ¿  I ] - ф  + в к (х+ у) -  } - y j l  + 0 k( x - у)

+ 4 у

31
, бу ерда
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0(х) = 4\/1 + х - х - 4 , &){х) = х, вк[х) = 0к '(#(.*)).
Курсатма. 320-масалага ухшаш

17(*) + £(-*) = °> 0 < х < 2,

|/(х + х2/4) + ^ (х -х 2/4) = х3, 0<х<1 

системага эга буламиз. Бу ерда х + х2/\ = ге [0,5/4] алмаштиришнм 
бажариб ва #(х) ни йукотсак,

Д г )  = / [О Д ]-8 [| -> Д Т 7 ]3 Д

тенглама келиб чикади, бу ерда 0(г) = х + х2/4 = 4 л / Г ы -4 -г  булий,
О < 0 ( г) < 3/4. Бу тенгламага итерация усули кулланса,

/ (г ) = / (О )-8хГ1-^1 + 0л(г )1
л=0̂  -*

келиб чикади, бу ерда 0° ( г )  = г , 0" (г)  = 0 п~] (0  (■*))•

3 2 3 .м(х>у) = ^ (х  + у ) - £ { ^ Г ^ ‘ (^ + >')1-«’ к Ч ^ - > ') ] -*=ои  ̂  ̂ и
-^ [й > (0 * (х + ;у ))]  + ^ [< » (0 * (х -/ )) ]}

бу ерда х = со(4) функция х + г(х) = £ тенгламанинг ечими,
О Д  = О Д - г | > (£ ) ] , в* (х) = ,̂Й>° ( 4 ) = £ . 

Курсатма. 320-масалага ухгпаш
| 7 (х )+ я (х ) = О Д ,
| / [х  + т (х )] + ^ [ х - г ( х ) ]  = ̂ (х ) 

куринишидаги система келиб чикади. 0 < г  (х)< 1 булгани учуй 
0 < г (х )< х . Демак, 0<£ = х + г(х )< 2х< 2 . х + т(х) = 4  тенгламанит 
ечими х = со{4) булсин. У холда х - т(х)-со{4)-т\а{4)\=0({) 
булиб, 0 < в ( | ) < 1.

Буларни эътиборга олиб ва юкоридаги системадан #(х)пи 
чикарамиз:

/(#)=/ [О Д ] -  ? [* (£ ) ]+И / ^ ) ]  •
Бу тенгламага итерация усулини куллаб, Ит О'1 (£) ОП—>°°

эканлигини эътиборга олиб, топамиз:
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/(0=/(o)+ | J r [ 4 * ‘ (0)]-*|>"(£)]}.
Л у с р д а  e ° ( t ) = £ , e k ( í )  = 0 k- ' ( 0 ( f ) ) .

124. и (х ,у )  = х .  Ечимни M(x,;y) = / (x  + y )+ g (x - .y )  куринишда 
индиринг.

,1Í5. u (x , y )  = ^ ^ ^ j  + ̂ ^ ^ ' j - ^ ( 0 ) -  J <p(t)dt,x>0 .

,U6. H(x,y) = ̂ |̂ X + ̂ -+1j  + ̂ ^-— -̂* - j - y r ( l)  + J <p(t)dt, x<l .

fx+ y^  1 *~yU7. u[x,y) = (p\---- - +— | y/(t/2)dt .Тенгламанинг умумий ечими
V  2  J  2 о

м( л,г) = / (x + y ) + g ( x - y ) .  Буни масала шартларига куйсак, 

/ (2.v) + # (0) = <р(х), g (2х) = ̂ (х )  тенгламага эга буламиз.
I.IK. Масала коррект куйилган эмас. Масала факат <р(х) = у/(х) 
ишрт бажарилгандагина ечимга эга. Бу шарт бажарилганда

н( <•,>) = -/ (■ * - у) куринишдаги ечимларга эга, бу ерда

/( ^еС^-синфга тегишли ихтиёрий функция булиб, / (0 ) = <р(0) 
мшртни каноатлантиради.
' W. Масаланинг ечими

i 1х+у 
и(х’ У)= ~[т (х + У) + т (х ~У)]+ ~ í  v ({)dt ( ! )

^  ** х - у

цУринишда кидирилади, бу ерда т(х) - берилган, v(x) - номаълим 
функция. (1) ни масаланинг иккинчи шартига куйиб,

[_a(x)-b(x)]v(x) = [a(x)-/3(x)]T'(x)-2r(x) (2)
юшламага келамиз. Бундан келиб чикадики масала а(х)фЬ(х)  да 
шона ечимга эга; а(х) = Ь(х), [а (х )-у ? (х ) ]г ’(х) = 2у(х)да чексиз куп 

рчимга эга; а(х) = Ь(х), [ а г (х ) -^ ( х ) ] г '( х )^ 2 / (х )д а  ечимига эга

•мае. Ечим мавжуд булганда у  (1) к)финишга эга, бу ерда v (x )  -
I .'.)дан топиладн.
Ш. Курсатма. Бу масала 329-масалага ухшаш ечилади. Масала 
1/(х) * Р(х), а (  1)0(0) * 0 , ог(1)[у(0)-«(0)г(0)] =/?(0)[>(1)-ог(1)г(1)]
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шартлар бажарилганда ягона ечимга эга; а(х) = Р(х)да маслин 
ечимга эга эмас ёки чексиз куп ечимга эга булиши мумкин.
331. £2 соханинг ихтиёрий М0 (х0,у0) нуктасидан тенгллм > 
характеристикаларини утказиб, учларининг биттаси М0 нуктадИ 
битгаси Ох укида, колган иккитаси эса АС ( ВС ) характеристикаш 
ётувчи характеристик туртбурчак х,осил килинади ва Айсгейресмш 
принципи кулланилади.
332. Коррект булмайди. Чунки характеристик туртбурчак икКИ 
томонида берилган тенглама ечимининг киймати оркали ечимнйИ 
кийматини туртбурчакда тула аникданади. Шунинг учун ечим 
киймати колган томонларда берилиши шарт эмас.
333. Коррект булмайди. Масаланинг шартига асосан

1 ( ди ди | , ч

бу ерда <р{х) - берилган функциялар. Бу тенгликлар ¡ни
тенгламанинг умумий ечими и(х,у) = J  ( х + у )  + g ( x - у) форму 
лага асосан / (2 х ) + я (0 ) = р(д:), Л ^ ( 2 х )  = у/(х) тенгликлар келт^

чикади. Демак, f  (х) = <р[^~ g(Ъ), / (* ) = ■ Булардин

келиб чикадики, масала <р (х ) -  -Лу/ (х ) тенглик бажарилгандагими

масала чексиз куп ечимга эга: и(х,у) = <р 1 — 5(0) + ^(дг— у ) , (>у

и(*’ У)\у=Х = <Р(Х) ’^

ерда е (*  ) 6 С 2 - ихтиёрий функция.
334. Коши масаласи коррект куйилган булиши учун бош лажт 
шартлар берилган 1 : у  = кх чизик ихх~иуу~^ тенглама харак 
теристикалари булган х + у - С  чизикдар билан факат биттадли 
нуктада кесишиши зарур. Бунингучун эса к Ф+1 булиши керак.
335. Маълумки Коши масаласида бошлангич шартлар бериладшИ 
ёй урганилаётган тенглама характеристикалари билан факат бил» 
нукгада кесишадиган булиши керак. Бу ерди 
5={(л: ,у ) :х  = соз <р, у = эт<р, ср0 <<р<(рх] ёйлар маркази коор­
дината бошида ётувчи бирлик айлананинг ёйлари ва ихх - и уу =0 
тенгламанинг характеристикалари эса х±  у = С тугри чизиклар
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"ил ас и дан иборатдир. Куйидаги хдчларда 5  ёйда Коши масаласи 
учун бошлангич шартлар бериш мумкин:

1) <рх = - л / 4 , <р2 = я-/4 ,2 )  <рх = Л-/4 , «7, = Злг/4,
3) р, =Зл-/4, =5ж/4, 4) (рх = 5п/А, ^ ,= 7 ^ / 4 .

Мб. ^=х + — ( - у )  , т] = * - —(—у)' алмаштириш ёрдамида берил-

Гин тенглама каноник куринишга келтирилади ва умумий ечим 
ишилади:

+/2Г 2/ ,3/П* + § ( - # (3)

•>у ерда /[(х) ва /г(х) - икки марта дифференциалланувчи
Щхтиёрий функциялар. (3) ечимни бошлангич шартларга каноат- 
шитириб, куйидагига эга буламиз:

Л ( * )+/г (* ) = *>(*),
2 3/ х + | (-у )й + /2Нт { - уУ 2 \-/1

у->о [
1<ундан куринадики у/(х) & 0 булмаса, иккинчи тенглик уринли 
Ьулмайди. Агар ^(х) = 0 булса, масала чексиз куп ечимга зга:

и{х,у) = <р -/2 * + § ( - # 1 + Л

0у срда /2 ( х ) е С 2 - ихтиёрий функция.

,М7. и(х,у)=^г 2/ у
* + з ( - у )

3/2 1
+ - Т  

2
,3/2

к'пгламанинг умумий ечимидан фойдаланилади.
•Ш. £ = х + 2у 1 , т) = х - 2 у 1 алмаштириш ёрдамида берилган 
гепглама каноник куринишга келтирилади ва умумий ечимини 
гопамиз:и(х,у) = /1(х + 2>>|/2) + /2(х - 2 у 1/2) . Умумий ечим ва масала 

тартларидан фойдаланиб, куйилган масаланинг ечимини топамиз:
а) и (х ,у )  = 0 ,5 г (х  + 2.у1/2) + 0 ,5 т (х -2 у У 2) .

б) и(х,у) = 0,5«и  (х + 2 / 2) + 0,5лш (х -  2у1/2) .
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339.К,уйилган масала коррект булмайди, чунки масаланинН 
ягоналиги бузилади. Куйилган масала ечимга эга булиши учун 
куйидаги шартни

ф ) ’ <4'
бажарилиши зарур ва етарлидир. Х,акикатан,

иуу -  ( - у) т ( - У) 2 их = 0 тенгламанинг

< 1 < ,_ пГ+2 1 ' 4 J <,<0 соха, hi

lim ^ х-?— -v(jc),0< x< 1 шартни каноатлантирувчи ечими
у->о Эу
куйидаги формула оркали

(1 - t f d t  (Я)« м = / [
9

*+— z(-y) 2 (1-2Г)т + 2

ифодаланади. Бундан ва м(лс,у)|дс =(р(х) га кура / ни топамиз:

(6) формуладан (4) тенглик келиб чикади. Бир жинсли Коши-Гурсй 
масаласининг ечими куйидаги куринишда

( 9 т+2 А
u{x,y) = f \ x ---- - г ( - у )  2 ) - / ( ° )

 ̂ т  + 2 )
булади, бу ерда / -  ихтиёрий функция. Агар (4) шарт бажарилсп, у
х,олда куйилган масала ечими (5) формула оркали топилади.
340. Куйилган Коши-Гурса масала коррект булиб, унинг ечими (1)
формула оркали топилади, бунда

Курсатма.Бу масала 339-масалага ухшаш ечилади.

341. и(х, у) = 4е
2х+-

\ - е ' - е  2 + sin(2x+  у ) - 2 х + 4 .

342. ч(х, у ) = е у [ (*+ у ) 0 -  у -1) ■-1]- cos у +х +2.

343. м(х,у)=^у-д;(у-1)+Г 344. Тенгламанинг умумий ечими
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"(х'У)=Мх+у)+/2[х -у)+/з{у) эканлигидан фойдаланилади:
*+У j  х+у t  j я - y  t 1  у  t

•О í <Pi[t)di+- J dt\<Pi(z)dz+- \ dtj<p}(z)dz~ ¡dt¡< p3(z)dz- 
x - y  Z O 0 ¿  O O ^ 0 0

z o o
(•) Macana коррект куйилган эмас. q> (x) = (ръ(х)~  /3 (0) 
"Улгандагина масала ечими мавжуд булади:

I I I х+у
“ (Х’ У ) = 2 (Р\(Х+ у ) + -^Ч>Лх ~ у ) + ^  1 <P\{¡)dt +

+ / з (Я - / з (0 ) у - / 3(0 ),
• »у срда / з (у ) - ихтиёрий функция.
'45. Тенгламанинг умумий ечими

u{x,y) = f ( y  + ax) + (p(y + bx) + y/ (у  + сх)
мьшлигидан фойдаланилади:

/ \ и(х,у) =
(,а - Ь ) ( а - с )

H I  ^  Х + у /а Х + у /а t
Х + —У \ -(b  + c) \ ç>2(t)dt + bc \ dt \<р3 (z)dz 

а ) о о о
+

+-

¿2 Г /- j  s х+у/Ь х+у/Ь t !

V - » ) ( i - c ) i i ’ ,r +ï T (‘,+c) j  I
с2 Í / 1  ̂ х+у/с х + у/ с  I I

Mí». Аввал Ç = х + у , т)=X — у алмаштириш ёрдамида тенглама 
"i (далаштирилади ва умумий ечими топилади:

и{х,у) = (х + у)(р(х-у) + (р\(х- у) + ( х -  у)у/(х+ у) + щ(х+ у).
('Уигра масалалар ечими топилади:

111 н(х’У )= 2 т(х + у)+\ т(х - у) +^ ут (х - у) - ^ ут\х + у)-

^ ± Ï \ +Tf ^ yk  Ф->0 = ̂ (*+ :у)г3( ^ у ^  + ̂ (* - у ) ?

+т1 ~\(*2 ~ у2 )Г4 (°) ~\(х + у )т2 (°) ~ { (х ~ У)Т4 (°) -  Г| (°) •

287



4-§

347. Курсатма. V ~ e  fJlu (x , t )  алмаштириш ёрдамида ioi 
раф тенгламасига келтирилади. Масаланинг сними куйидагича

tp ( x -a t)  + ç ( x  + at)
~ 2

cl
2а

«(
х:+а/ [ 
f f . 1 4

x-at 1 \
, x+at

+ -  í ' 2 a Jx -a t

2 0,1t2- {х Pа
\

f

V

<p{Ç)d£- 

W{£)d£ б$шади,

бу ерда /0(г) ва /, (z) мавхум аргументли нолинчи ва биршИ 
тартибли Бессел функциялари [2], [12]:

'о(г) = Л ( ‘г) = 1 - У | Г ’ = t
!(* 0

Куйилган масаланинг ечимини куйидаги

“ (x*0 = ¿  ] dX ] и  {Ç,t)e ‘4x-e)dÇ j
куринишда изланади ва унинг ечими ушбу куринишда тоиилади 

u (x ,t) -^ ~ -  J í/Я ^(р{£)еа(х^ ] cos W а2 Л2 -  с2 < +

л/а2А2-<
а 2А2 -  с2

э /
= U, (jC,í) + W2 (* ,* )=  V  Í “ ' ( * ’ Т) ЙТ + М2 (*>0 . dt 0

Ечиш давомида цилиндрик функцияларнинг куйидаги хосеп и 

ридан фойдаланиб,

sin— -  — J/0{rsintp■ sind)e'rcüs<pc°sesinddd, rcosç = - a h ,  rs inç-n l
r  2  о

r2 = t2 (а2Я2- с 2) алмаштириш ёрдамида куйидаги курининп 

келтирилади.
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мп /\1а2Л2 - с 2 _  1 1 

\1а2Л2- с 1 ~ 2 1  ° ¡с1. I —
аV

2 а

а1

I ' .
гМ (1/5

IV111

Ф (/») =

Р|щ.1мчи функция киритилади ва

О, а га р

/ С ] р _

И
, а г а р

а
< Г

Ш
//о а

еаи-р)(1р=  ]ф  (Р )еа(х-^(1Р

Кфодаланилади. Хамда масаланинг ечими куйидаги куринишга 
к» нгирилади

.  Х \ Ш

и(х,г) = —-
Эг

х - а 1

с ,и 2 —
1

(х ~£)2

1
2а

тш

I ^ (£ )7о с* и -

Ь> 1са масаланинг ечимидир.
_  цх х+/121

НК. Курсатма. и ~е  V алмаштириш ёрдамида ечилади. 
I н иланинг ечими:

I х+а(1-т) (  I

и М  = ̂ - \ аГ  / f ( ^ T) Iо с М 1 - т ) 2 
О х-а(г-т) У

М‘>. Курсатма. Фурьенинг косинус алмаштириш формуласидан 
1(»11даланиб ечилади. Масаланинг ечими:

9>(х+а?) + 0>(|х—<2/|) 1
и(х,1)=-



350I. «*(**)“

агар 0 < t < — 
a
X

fl\ t ---- |, агар t>  —

K ÿ p c a T M a .  Фурьенинг синус алмаштириш формулами мм 
фойдаланиб ечилади ва масала куйидаги масалага келтирилади:

á U№ l l  + a2A2U (Л,1) = а 2лМ/1(1)
dt V Jt

dU  ( А , 0 )
U s ( Á ’ ° ) = --------¿ t ---------- 0  •

Унинг ечими

U s (Á ,t)  = a J ^ - -  j//(t)sin a A (t-T )d t  H

куринишда булиб, куйилган масаланинг ечими эса
2а  +°° 1

и(х, t) = —  j d Ä  jjU(T)sin/Lx ■ sin aÁ(t -  r)dT
*  o o 

куринишда булади. Сунг
9 +“  1 ^
— f sinÁx-sin aÀ(t — T)dÄ = — í cosÄ\x — a ( t— r)]dA  —
* ¡  *  о

lcosÄ \x + a ( t - T ) ] d X = S ( x - a ( t - T ) ) - ö ( x  + a ( t-T ))

л  О
формуладан фойдаланамиз, бу ерда S(x)~ Диракнинг дет. к 
функцияси:

Бундан ва охирги формуладан 0 < г  < г бупгани учун л>() 1И 
J(;c+ a(í-T )) = 0 булади. Демак,

2— \sinAx sin aÄ(t — T)dÄ = ö (x -a ( t  — т)) агар о < т < г, О < в  
Я oJ
Шундай килиб,

( s
u(x,t) = a | / / ( r )^ (x -ö ( i- r ) )d f  = j yUI Î - -

0 o '*
- -  \ S ix -s )d s  =
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о,

М\ I — агар
а

И1. Курсатма. Фурьенинг косинус алмаштириш формуласидан 
фппдаланиб ечилади. Масаланинг ечими:

Xг—а
и(х,г)=-а | у(г)с1г.

1—А
42. “( х , 0 = -  | У(г)1„ с^(г-г)г - х 2 ¿г.

Курсатма. Куйилган масаланинг ечимини
1—Х

и(х,г) = | «7(г)/0 с-у/(г-г)2 —х 2 ¿г

црипишда изланади, бу ерда <г>0.)- номаълум функция булиб, 
и I аравий шарт асосида топилади.

'7  лГсдД г-г)2- * 2]
153. и(х,1) = ц Ц - х ) - с х  //(г )—1 , -1 ¿г.

о — г)2 — х 2
Курсатма. Куйилган масала 352-масаланинг ечимидан фойдаланиб 
ечилади.

■н30 .. "Ь00 И-00
<54. I 7 ( Л т Я ) е чЛхаЛ = | 7 ( Л ) е - ^ Л  [  ф ')е ‘Я̂  =

|  +оо +оо +03
= - / =  | % (№  | 7(Л)е‘Я{у х)(1А= | f( s -x )g (s )d s

—оо —оо  —оо

<5. |/< (Л)&.(Л) ■ еда /ЫД -  ■у _  ' | /с(Д) • сол 1 х{х)стА.'Ж=— | g(s)dsУ
о

I +~
- •  |Х(А)[сол Л(.д-.у)+оею М х+ ф А = -  |^(5)[/(|«-х|)+/(я-х)]^

355-масалага ухшаш ечилади.
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1

357. A = l ,  cü=±y¡2. и(х,г) =

5-§

, » 2 +írM ' x>t,

+ a W 2 ( f - x ) ,  0 < x « .

Курсатма. Масала ечимини к(х,г) = /(x + r) + g {x - t )  куриншш« 
кидирамиз. Бошлангич шартлардан келиб чикадики, х>0 ы 
/ (х) +g ( je) + AíT*2 , / '(x ) -g '(x )  = 0 тенгликлар }финли. Бу инин 
тенгликдан / (х) ва g(x) функдиялар х>0 учун топилади:

1 i
f ( x) = ^[Ae Х +С ’ g^  = ̂ [_Ae Х2~С , х>0,

бу ер да С = const - ихтиёрий сон.
Демак, x>t да ечим куйидаги к5финишга эга:

Ае + С Ае - С А
J 2 L

Энди 0<х<? да g (х) функцияни тоиамиз. Чегаравий шартга асо<ни 
и\х=0 = f  ( t ) + g ( - t )  = cos cot, t> 0, 

яъни g(£) = cos <w£- / ( - £ ) ,  Ç<0. Буни ва /(x) нинг x>0 да)и 
ифодасини эътиборга олсак,

g (£) = -  i| Ае~? + С j + cos со £ , £<0.

Демак, 0 < x < í да ечим куйидаги куринишга эга:

и(х,у)= 0,5 

яъни и(х,у) =

АеЛ*»Г +С -0,5 Аег М +С

, и,, м ^ , ип функдиялар узлуксиз булиши керак:

и(х ,х ) = ■ --4* + 1

-2 х е ^ х - 0 = Ä - 2 x e Ax2 +0

+ cos 0 ,

-  со sin 0 ,их(х,х) = А

и, (х,х) = А ^-2хе~4х2 + 0 j  = А ^-2хе“4лг -  oj + О) sin 0 ,

иж ( x, х) = —а| е А̂  - t é e * *  + 1-о)= -А (е^  - 8 x V ^  -I+oJ-û&wO,
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Ыи{х,х)- Á - e 4^ +?оГе4/ - 1 - 0 )= A Í-e4^  + 8 j T ^  + l-0 ) -< y 2m r0 .

Бу тенгликлардан келиб чщадики, А = 1, со = 2. Демак, А = 1, 
ni ±\Í2 . Буларни ечимнинг х > I ва 0 < х < ( даги формулаларига 
usниб, масала жавобига эга буламиз.

[о, x í  [h,2h]\

[4(х — h )(x -2 h )  xe[h,2h\.

2 x(x-h), 0 <x<h;
h 'l O, h<x<2h\

u\ х , -  | =

\5K. и(х,0) = <

2] X - -  H x

3h

-ЗА), 2h<x<3h;
3h<x.

0 < x < —; 
2

- f )
h 3,h, — < x < — ; 
2 2

5 h'
1 ^ < x < ^

2 , )’ 2 2

5h< —  <x. 
2

и

2-чизма
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3-чизма

буерда Ф(х) =

359. Куйидаги ёрдамчи масалани карайлик:
Vtt = а2Уа , < х < +°°, t > О 

У ( х ,0 )  = Ф ( х ) ,  V ,(x ,0) = ¥ ( * ) ,  - ~ > < х < + ° ° ,

|>(х), х>0, ^  И д :), х>0,
[<Z>(-x), х < 0 ,  V (- x ) ,  Д<0.

Бу масаланинг ечими Даламбер формуласи билан аникданади
1 1 x+at

У ( х ,/ )  = - [ ф ( х  + а г )  + ф ( х - а г ) ]  + —  \ ( I )
2 2а х_а{

Ф(х) ва V(x) функциялар жуфт булгани учун Vx\x 0̂ = 0  булади 
Бундан ташкари х>0 булса, V (х,0) = Ф(х) = £>(.»), 
V,r(x,0) = 4>(x) = ̂ (x ) . Шунинг учун V (x,t) функция х > 0 , г>0дК 
берилган масаланинг ечими булади. У х,олда x > a t  булса,

1 1 x+at
u(xs) = V(x,t) = -\j>(x + at) + (p(x-atj\ + —- { ^(f)dcf

2 za x_at

булади. Агар О < x < at булса,

u (x , t )  = V (x ,f )  = ~\jP(x + a t )+ <p(at- * ) ]  +

2a
булади. Демак,

i I x+at
-[<p{x+at)+(p{x-atj]+—  J r ( f ) d f .

и ( x , i )  = :-at
X>CU\

2
i i x+at i a t -x
-[<p(x+at)+<p(at-x)\+— \ y/(4)d4+~ | */(£)</£ 0<x<af.

м
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и х, -
3 л О,

1
-------- c o s  X ,

2

c o s  X, О < х  < — ;
2

л  5 л
—  <  X <  --------
2 2

5 л  1 л
--------<  X <  ----------

2 2

О, 7 л
<  X .

и\ X,-5л

О, О < X < —;
2

1 л  Ъл
------ cos X,  —  < X < ------- ;

2 2 2
3 я 1 л
------ < X < --------:
2 2

О,

1
— C O S  X,  
2

1 л   ̂ ^ Чл
— — <  X <, -------
2 2

9л
О, -----< х .

4-чизма
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361. Торнинг тебранишини аникловчи фушащяни u(x,t) бил 
белгилайлик. Торнинг х = 0  нуктадаги учи эркин булгани 
и*| =0 чегаравий шарт уринли бупади. Шунинг учуй II бобни
5-§ даги 3-масала жавобига асосан,

^ (р (х  + at) + (р(х — a/)], x>at,

^\jp(x +at) +(p(at — х )], 0 <x<at.

Í0,

u(x,t)

1) f = /0 = 0 да u(jc,0) =
xe[l,3l]; _  

( / - , ) ( . - 3 ( ) ,  «[/ .3/ ] 6улади;

2) l = ‘ ï  = Ya булса, 1=2а

1
2 . * 4
1
2 ' H M H .

, 0<x<-  2

4  f х11 *

/ - JC + — Х + - - 3 1 - I f
V 2 ; 2 2v
Í  ^ 1 1

/ - jc + — jeh--------31 +—
V 2 ; 2  _ 2

0 < jc< —  ;
2

I 31— <х<—;

л----- 3/
2

2 J  2V. 2

X----- 31
2 iH H

3) t = t2 = — бупса, u\ х,— 
a I a

^ jp (x  + l) + <p(x-l)\, 

l-[<p(x + l) + (p(l-x)],

2 2

13 л  3/ 51—Г . — <.*< —
4 2 2

51 11
— <x< —
2 2

11
— s * ;
2

х> 1;

0 < x < l

296



± [ l - { x - l ) ] [ 3 l - ( x - l ) ] = ± { 2 l - x ) ( 4 l - x ) ,  21<х<41;

О, И < х.
2

^ [ l - ( x + l) j3 l - ( x  + I)] = ̂ x (x -2 l) , 0<x<21;

4 h  *
6-чизма

X

8-чизма

W»2. Масала ечимини u(x,t) = f  [x + at) + g(x-at)  куринишда киди- 
(шмиз. Агар x>at булса, бошлангич шартлардан келиб чикадики,
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/(jc + a í)sO , g (x -a t)  = 0. Агар 0 <x<at 6ÿnca, f ( x  + at) = 0 6ÿjmG, 
ечим u(x,t) = g (x -a t)  куринишни олади. Бу ерда g(x) функциями 
чегаравий шартдан фойдаланиб топамиз:

ux\x=o = S ' ( x - a t ) \ ^ 0 = g ' ( - a t) = V( t ) ,  t> О, яъни

* ’( £ ) = '{ “ ).£ < 0 - 1

Í
Охирги тенгламани интеграллаб, g ( t ) ~  í>(0) + \v(-z/a)dz га ни

о
буламиз. g (0) = 0 эканлигини эътиборга олиб ва интегралд» 

s = -z/a  алмаштириш бажариб, g ( b )  функцияни бир киймагш 
топамиз:

s{4) = -a  í v(s)ds, ¿¡<0.

Демак,

363.

u(x,t) =

О, x> at,
t -x / a

- a  J v(s)ds, 0 < x<at.

u(x,t) —

0, x > at,

- а е Н(х-ш) J e ^ z i ^ d s ,  0 < x< at.

Курсатма. 362-масаладаги каби ечим ill
u(x,t) = f ( x  + at) + g ( x - a t )  куринишда кддириб, х>а1цл 
бошлангич шартлар ёрдамида f  (х + at) = g ( x - a t )  = 0 эканинн 
топамиз. 0 < x < a t  да g ( x - a l )  функцияни топиш учун чегаравий 
шартдан фойдаланамиз:

(“ X - /ш) Ц  = [ g '{ x - a t ) - h g ( x - a t )]|í=o = z { t ) , t >  о,

ЯЪНИ

еки
g ' ( - a t ) - h g  ( -a t )  = x ( t ) ,  t>  0 ,

g ' ( í ) - h g ( 4 )  = Z I - f l ,  i< o .
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1>у дифференциал тенгламани #(0) = 0 шартда ечиб, #(£) 
|||ункцияни топамиз:

8 {£) = - а е *
о

К )коридагиларга асосан
[ 0 ,  х>аГ,

и(х,п=-{ . .
[#(* — а?), 0<лг<аГ.

1>у ерга ¿»(х-а?) функция ифодасини куйиб, масала жавобига эга
Г>уламиз.
М)4. Ечимни и ( х , 1 ) - / (x -l- í/ 2 )-l-g (x -í/ 2 ) куринишда кцдирамиз. 
Ьошлангич шартлардан фойдаланиб /(х) ва g (x ) функцияларни 
\ >0 да топамиз:

/ (Х) = ̂ Н Х) + С ’ 8(х) = ̂ (р{х)-С, х>0,

(»у ерда С - ихтиёрий сон.
1>уларни эътиборга олсак,

ГО, х>ш\
и ( * .* Н  ’ , (2)(^ (л -аг), 0<д:<аЛ

кслиб чикади.
% (х-м )  функцияни 0< * < си да топиш учун чегаравий шартдан 

||)ойдаланамиз:

Ски

Я '(4) -в (£ )  = <х(-2£)~|И-£) + > £<0- (3)
I ч имнинг х=г/2 да узлуксизлигидан келиб чикадики, 
<4 #(0) = (з(0)/2. Бу ерда С = ̂ (0)/2 десак, §(0) = 0 булади.

(3) тенгламанинг #(0) = 0 шартни каноатлантирувчи ечими 
мавжуд, ягона ва

<к,£ <0

куринишда аникданади. Топилтаи #(£) ва С = р(0)/2ни (2)га куйиб, 
масала ечимига эга буламиз:
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u(x,t) =

f 1 "l<P̂ Х+2 J

f 1 )<P
Г ? )

]_
2 

l_
2

t—2x } z
X J e2 1 Í 1

x > - t ;
2

dz, 0 <x<—t.
2

365. Масала ечимини и ( x , t ) =  f  (x + t ) +  g (x -  t )  к}финишд| 
цидирамиз. Бошлангич шартлардан фойдаланиб, f  (х) ва g(x)nii 
топамиз:

f ( x ) = -̂ <P(x) + C ’ 8 {X)=T¡<P(X) - C ’ х > 0 - 

Булар ёрдамида масала ечимини куйидагича ёзиш мумкин:

\-[<p(x + t) + (p (x -t)\ , x > t ,
lí(jc,f) =

i[> (x  + í) + C+ g{x-t)\, x<t.

g {x -t )  функцияни x < t да топиш учун чегаравий 
шартдан фойдаланамиз:

í V ( 0 - * ' ( - 0 +л •p'iO + s ' i - t ) = о , t > о,

еки

Демак,

( А - 1 ) в ' ( - 0  = + ’( 0 .  í> 0 -

(4)

Бу ерда икки х,олни караймиз:
1) Я = 1. У х,олда <p’ ( - Ç ) =  0 ; <p(¿;) = К = const.

Бунда масала ечими ушбу куринишга зга:
К, x>t,

u(x,t) = \ 1 ,
— K+C + g (x - t ) ,  x<t.

Ечим ва унинг биринчи хдмда иккинчи тартибли х,осилалари х*ш 
да узлуксиз булгани учун

ДГ=1аг+С + *(0), 0 = 0+g'(0), 0 = 0 + g"(0) (S)
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ы (лу) = <

гснгликлар уринли булиши керак. Бу ерда умумийликни 
чегараламаган холда ^(дс—г) функция сифатида <у(0) = 0 шартни
каноатлантирувчи -  х )е  С 2 [о,+<*>) функцияни олиш мумкин.
V х,олда (5) дан С = К/2, а>'(0) = ш '(0) = 0 келиб чикади.

Демак,
\к, х>г,

[АГ + <у(г-;с), х<1,

С>у ерда Уй>(х)е С2 [0,+°°), й>(о) = бу' (0) = <у"(0)= 0 .
2) ЛФ1. У холда (4) дан

( <о

дифференциал тенгламага эга буламиз. Бу тенгламани интеграллаб 
юпамиз:

Демак, бунда ечим куйидаги куринишга эга:

- [ > ( *  + * )+ р ( х - * ) ] ,
и (* ,0  =

/  \ Я  +  1 /  V

<э (дс + 0+ + С + С|

л>г;

и(х,г) ечим ва унинг биринчи хдмда иккинчи тартибли х,осилалари 
ДС = ? да узлуксизлигидан

^ (0) = 211 + Т л .  Г ° ] + С + С1’ <Р'(°) = ̂ ' ( 0 ) 1 - Л +1 
1 -1

* " (0 )  = у * " ( 0 ) 1 + А +1 
Я -1

гснгликлар келиб чикади. Бу тенгликлардан куйидагини топамиз:

с + с ^ — ^ о ),  л<р'{о)=о, <(о) = о.
Демак, ¿ * 1  булганда Лср'{ 0) = 0, <з"(0) = 0 шартларни 

каноатлантирувчи ихтиёрий <р(х)е С2[0,-н~) функция учун маеала 
ечими мавжуд ва у куйидаги формула билан аникланади:
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~[<р(х + 1) + ( р ( х - 0 ] ,

366. Маълумки бу масаланинг ечими

формула билан аникланади.
Бу формуладан бевосита келиб чикадики, агар
а) /  (х,г) функция х = 0 нуктага нисбатан ток булса,

1 I «('-О 
м(0,г) =—  \<1т / ¡(г ,т)с11  = 0 .

2 °  о - я ( г - г )

б) /(*,/) функция х - 0  нуктага нисбатан жуфт булса,

367. Масалани ечиш учун / (х ,г) функцияни х = 0 нукпни 
нисбатан х < 0  га ток давом эттирамиз ва куйидаги функциимн 
киритамиз:

масала ягона ечимга эга ва унинг ечими куйидаги куринишга Э1 а

?(х,/) функция х = 0 нуктага нисбатан ток булгани учун 
366-масалага асосан, У(0,г) = 0 ва х > 0 д а  У(0,г) = У( (х ,0)! (I 
Демак, х>0, г>0да У (х,г) функция масапа ечимини беради, Я1.ии 

м(х,/) = У(х,г).

ил°-0=“ 1{/[;с+а(г- т )>г ] - / [ х+ а(г- г')>т]}

:=̂ Я/[а(,- г)’т]-/[а(г- т)’т]}^=0-

Бу функция ёрдамида куйилган ушбу
Уа = а 2Ухх + /г(х ,г), -оо<х<+оо) г> 0 ; 

1/(х,0)=У,(х,0) = 0, °° < х < +°°

1 Г хтиу—I)
V (х,г) — —— | | 7г (г ,г )< Ы г .

, л+а(1 -т )

0 х-а(г-г)
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Бу ечим куринишини узгаргирамиз:
1) дг>0, x - a t  >0 (f <х/а). У x.ona,a,x-a(t-z) = x-at+ aT > 0.  

Шунинг учун
j , x+a(t-r)

u(x,t) = V (x ,t)  = —  \ I f ( z , r )d z d T .
a  0 x - a ( t - r )

2 ) x > 0 , x - a t < 0  (t>x/a). У х,олда

x - a ( t - r )  = x -  a t + ат-
<0, 0 < T < t— , 

a
Л X

> 0, T>t  — .

Шунинг учун т буйича (О, t) ораликда олинган интегрални 
Ц),1-х/а) ва ( t -x / a ,t )  ораликлар 6ÿïiH4a интегралларга ажратиб 
ншамиз:

u{x,t)=V(x,t)= j-
1 а x+ĉ t-т) / x+a(t-r)

J dz J F{z,r)dz+ J d r  j  F(z,r)dz
0 x-o(í-t) f_x

_1_
2a

a  0 '  a  x + a ( t -T )
f d t  f [ -/ (z ,r ) ]d z +  J d r  ¡  f { z , t )d z  +
0 x - a ( t - T ) 0 0

t x+a(t-T)
í  d r  Í f ( z ,z ) d z

t _ x  x - a ( t - t )

2a
Í dT f f(z ,T )d z  + —  I dz \ f(z ,T )d z .
0 a(f-r)- t_x x-a(t-T)

Дсмак,

U{x,y) = .

.  / JT+a( t - r )
¡d r J f(z,T)dz,
0 x - a ( t - r )2a

x>0
а

] ‘  a  “ ( t - r )+ x 1 i  x+ a(t-r)
—  i dT f f(z,T)dz + — j dT  J f{z ,r)d z , x>0,t>~.  
za ~2 а
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эттириб, F (x,t)-\ функцияни ва у ёрдамида купит «и»

368. f { x , t )  функцияни х = () нуктага нисбатан х<0 гажуфт ........ .
х>0;

[/(-*,*), *<0 

y „ ^ a 2Vxx + F (x ,t) ,  - ° ° < х < + ° ° ,  t> 0;
V (д:,0) = Уг(л:,0) = 0 , -оо<.х<+оо

масалани караймиз. Сунгра 366-масаладан фойдаланиб ва I 
масаладаги каби мулохдзаларни юритиб, масала ечимини тонами i

u(x,t) =

.  ,  x + a ( t - r )
—  Jd r  \ f  (z,r)dz,
2 a 0 x - a ( t - r)

x > 0, t < —; 
a

2 a

a ( i - r ) -  x a ( t - r )+ x

i + i0 0
/  ( z,r)d zdr +

,  x + a ( t - t )
+—  j \ f(z ,r )d z d r ,

^a x - a ( t —t)

369. Масала ечими u(x,t) = v(x,t) + co(x,t) куринишда кидирилади, 
бу ерда v(x,t)  ва o)(x,t) - мос равишда 367-масала им 

|(2.88),(2.89),м|^=0 = 0} масалаларнинг ечимидир.
370. Масала ечими 368- ва 359- масалалар ечимининг йигиндн» и 
шаклида кидирилади.
371. Ечимни u(x,t) = v(x,t)+a){x,t) куринишда кидирилади, бу ер;Ш 
и(х,/) ва co(x,t) - мос равишда 367-масала ва {(2.88), (2.8*)), 
(2.90,)} масалаларнинг ечими.
372. Ечим 358-, 362-, 368 -  масалалар ечимининг йигиндит 
сифатида кидирилади.

6-§

1 1 х+а1
373. m(x,/) = - [^ ( jc  + at)+ ф ( х - a t j]  + —  \ y/(£)d£, бу срдй

2 x - a t

ф (_г ) ва у/(х) жуфт функциялар булиб, уларнинг даври Т = Я  
тенг хамда 0 < х < 1  ораликда ср(х) ва у  (х)  функциялар билам 
устма-уст тушади.
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1 г 1 х+а*.174. и(х,1)=-[ф(х+ш) + ф (х-м )]+ -— \ */(£)</£ бу ерда ф(х)
 ̂ а̂ х-М

и,| у/(х) ток функциялар булиб, уларнинг даври Т = 21 тенг хдмда 
()<х</ ораликда (р (х ) ва у(х)  функциялар билан устма-уст 
|ушадива <р(х-1), \/г(х-1) - жуфт функциялар.

ф -м)+ < р{х+ м) а ™
.»75. -------------? +—

, х+ш

- 1  2а 1
\

Г

а

<р( № +

I *+в/

Та /.'• (А)

(>у ерда <р(х) ва у/(х) функциялар х = 0 га нисбатан ток давом 
>| гирилган функциялар булиб, уларнинг даври Т = 21 тенг. Бунда 
/»(г) ва /,(г) мавхум аргументли нолинчи ва биринчи тартибли
1.сссел функциялари [2], [12]:

й * ! ( *  + 1 ) !и ,
.<76. Масалапинг ечими (А) формула оркали топилиб, ундаги ср(х) 
ни у/(х) функциялар х = 0га нисбатан ток, х = 1гъ нисбатан эса 
жуфт давом эттирилган функциялар булиб, уларнинг даври Т -  41
тенг.
.»77. Масаланинг ечими (А) формула оркали топилиб, ундаги <р(х) 
на у/(х) функциялар х=0 ва х = / га нисбатан эса жуфт давом 
нтирилган функциялар булиб, уларнинг даври Т = 21 тенг.

.»78. и(х,0  = 2 а а бу ерда /(х) = О
х

шар х< 0 булса; /(-*) = _Д агар л>о булса.
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379. н(х,0 = £ Н )"
х 2 ni ̂g\t -----
a a l

j ,  , +í- * 2 ± i> í 
а а бу ерда ,?(/)•

агар í< 0 булса; g(t) = g(t) агар />0 булса.
380. Ечим 373 -  масала ечимидан топилади, агар <p(x) = cosx мп 
\j/(x) = cosx булса.

7-§

381. Масала ечимини

u (x ,t)=  X  akc °s—  
t=tv l

клеи + b,. sin. k7iat\ . клх
I )

sin-
l

(И

катор куринишида излаймиз. Бу каторнинг коэффициентлари
2 '( 4h(. 2\ ■ клх , I К . клхак = - \ — {1х-х Isin----- ах, bk = — ]0 s in ------ах
I о I I 2 0 /

тенгликлар оркали топилади, яъни
16 /i

* к 3х 3 i-И Г , Ьк = 0 ,  к = 1,2,...

а  к ва b¡- коэффициентларнинг топилган кийматларини (1) кдторш 
куйиб, масала ечимини х,осил киламиз:

ti t \ х”* 16/i Г1 / л\к, кяа1 к лх
17 (* - ')=  Х т т р - Ц - И )  ]CW — ш  — .

"  к л  I /

Агар к = 2п булса, 1—(—1)* =0, агар /с=2л+1 булса, 1—(—1) = 2|
булганлиги учун ечимни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

ч 32 f c v ’ 1 (2п + \)ла1 . (2п + \)лх
U (x,t) = —Г У --------- г-eos-------- ------sin------- ------- .

Я3 “ S(2n  + l)  I I

382. Ечимни (1) функционал катор куринишда кидирамиз. Бу ерда
п и 2 Г • 5лх а, = 0 ;  b. = ------ sin------si

* * кяа I 1
. 5лх . клх ,-sin------ах

I

:(x )= ]j jS Í к лх
Т

sin—  (к = 1,2,...) -  хос функциялар (0,/) оралшдш

нормаллашган ортогонал функциялар системасини ташким 
килганлиги учун

( 0, к *  п булса,2 К . клх  . плх ,
— sin------sin------ dx =
Ц  I 1 1, к = п булса
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Ьулади. Бу тенгламалардан к. ï  5 булганда Ьк =0 ва к =5 булганда
I

-  - —  эканлиги келиб чикадк. Демак, масаланинг ечими5 ли
ттг \ I 5nat . 5л х  и  (x ,í) =----- sin— — sin

5ла I I •
383. и ( x, í  ) = cos I t  s in ! X.

\ I 27tat . 2л X'X4. u(x,t)=——sin------sm----- .
K ' 2 ла  I I
/ \ 2 1 .  am . л х  “Sam . 5лхW5. u(x,t)=-— sin---- sin----- 1-cos------sm----- .

' а л  21 21 21 21
i л  am жх 21 . 3am Зпх 21 . 5am 5жхНИ). u(x,t) = cos----cos-----1------sm----- cos-----н------ sm------cos-----.

21 21 Зал 21 21 Ъал 21 21
I 4/.187. u(x,t) = t+ —---- jY . 1 (2k + \)am (2k + \)nx
2 /r *=o(2Jfc + l)

cos-

388. u(x,t) =cos2xcos2t + —cos5x sin5t. 

m  u(x,t) = ^ ( а к cosÀkt +bk sin\t)sin\x,

к —----------- 2 *II sin Á̂ xll ó
M * )  sin Лк xdx, Ьк = M * ) sin\xdx,

I sin\x\ = J sin Aí.xdx = 
0

¡(h2 +A¿j + h

2(/r+/l2)

гшгламанинг мусбат илдизлари.

/ ч 2h „39«. u(x,t)= — X \lh 2+К

<41 sinÁk4 »

, бу ерда Лк сонлар htgÀl =—/L

s in a \ t  cos \ x f бу ерда Як
«*=i Aï[l(h2 + AZ) + h]

юилар XtgÀl = h тенгламанинг мусбат илдизлари.
оо

391. u(x,t) = X (ак cosaXkt + bk sin аЛк t)(Xk cosЯкх + h sinÀkx ) , 
k=\

1
к i. .,2 . 

K ( * )  0
¡(Як cos Äkx + h sin Âkx)<p(x)dx,

К =■
a\  0

f(Äk cos Äkx + h sin Àkx)i/r(x)dx,
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2 ( 2 I (^2 + ) + h
||ф*(х)|| = ¡(Лк cos Лкх + h sin Лкх) dx = ------------------,

бу ерда сонлар hctgÄl = Л тенгламанинг мусбат илдизлари.

392. и (x,t) = ¿  (a¿ со,s aÀkt + bk sin аЛкх)(Лк cos Лкх + h sin Лкх), 
к= 1

1 ^ак =---------- -fi \(Лк cos Лкх + h sin Akx)(p{x)dx,

h  =

M *)|| »
. i

--------------- 2 \(Лк cos Лкх+ к sin Лкх)1//{>c)dx,
«4k ||*fc (*)1 0
2 i 2 /(h2 + Лк ) + 2h 

|ф* (jc)| = ¡(Лк cos Лкх + h sin Лкх) dx =------------------- ,

бу ерда Лк сонлар ctgAl = - \ - - ^ ]  тенгламанинг манфий булмагпи
2 \h À J

илдизлари.
393. Масала ечимини u(x,t) = v(x) + co(xj) куринишда кидирамиз, 14 

ерда v(x) функция a 2v '(x )  + bshx = О тенгламанинг v(0) = v(l)~n 

шартларни каноатлантирувчи ечими, œ (x,t) эса cott = а ‘ 
тенгламанинг üj(0,í) = 0 , co(l,t) = 0 ; í»(x,0) = -ü (x ), <у((х,0)-11. 
шартларни каноатлантирувчи ечими. v(x) ва w(x,t) функциялир 

топилгандан сунг масала ечимига эга буламиз:
. , Ъ ( X , , , Л 2Ь " (-1)" nnat . плх и(х,г)=-=- - sh l-sh x  +—  ^  cos - sin ~----

а л  п=i « 
чп лIbnshl “ , у> п nnat . плх

2 ¿A  / i i  jz 
а  п=1 п 7Г "Ь /

— ------jCOS ■ sin -
/2  I I

394. w(x,f)  = y ( x , f )  + io (x) ,  бу ерда
, . ~ кал . кл 2 К , s . кл ,v{x,t)=Yí akcos——tsin— x, ак = - -  )(о{х) sin— xdx,

к=\ * ‘ ‘ 0 1

а о f / m dy+ú¡ la о m e w
, ß - ady + —-----x + a .
7 l

395. u (x ,t)  = £— ? - x 2 + a x  + <t>0 + ys0t + ^ t 2 +
2 / Z
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+i<*=l — Tакте • k - i - T\акл)
а к т  Iw, . а к т  клхcos —:— h LA- sin----- }cos----- ,

I -11 п 

í îï

/(*)■

/ акл I

клх ,cos-----ах ,
I

<р(х) (ß -a)>
21

—  ах клх .cos-----ах,
I

El  ̂ fí7TX
4rk = J r\ 4'{x)cos——dx, fc=0,l,..., £0=1, £k = 2, ¿ = 1,2,...

/ Q L

Курсатма. Ечимни u(x,t)=a^x)+v{x,t) куринишда кидириш керак, бу

ерда ù}(x) = [a xx2 + ß^x)a + (a 2x2 + ß 2x)ß\ Oiy, ß x, а г , ß 2 сонлар

<<>(х) функция wx( 0 ) - a ,  wx(l) = ß  шартларни каноатлантирадиган 
килиб танланади.

.<%. u(x,t) = й)(х)+ Х ( ак cos aAkt + bk sin aÁkt)(ÁkcosAkx + hsin Akx ) ,
<t=i

®W = — 2 ja o
i 'A

û2o|_o
dy 1 + hx 

1 + hl
+ a x ,

h + l(h 2 + 

2

l
j[<p(x)~ (o(x)^(Akcos Akx + h sin Akx)dx  ,

\\¡f (х)(Л к cos Якх + h sin Âkx)dx  , бу ерда Л к
aÀ^h + l^h2 +у12)]о

сонлар ht g A l = -  А тенгламанинг мусбат илдизлари.

.'97. u(x,t) = а>(х)—2 £
*=i k-l(h 2+Aj;) о

i°AÇ)cos\ÇdÇ cos aAf-t cos Akx,

1co(x) = ---- j\
a о

//(£)<*£
, ß - a  4 dy + —--------or(?-jc) +

а о J / ( W dy + Ц -}/(£ )< /£ , бу ерда Лк сонлар 
a h 0

I

À tgAl = h тенгламанинг мусбат илдизлари. 

398. и(х,у) = ~— +
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+ 4 « £
n-0 -̂2n+l[2̂  + /(ft + ̂ -2n+l)]

(Л 2„+l COÍ Л2в+1дг + h  sin Я 2n+lx) cos Ä2n+1t,

бу ерда /)2„+1 сонлар ctgÄl = ^  j - j )  тенгламанинг мусГмн 

илдизлари.
399. Масала ечимини куйидаги функционал

/ \ _  / \ к 7Г Xи ( x > t ) = ^ Tk( t ) s m — -
к= 1 *

катор куринишида кдцирамиз, бу ерда
lr . лЕ К7са / чJ sin ——s in ------(f -  T )
n i  I

к л а к л t;sin d t d r  =

I . к л а  , ч
7----  s in — - ( t - T )
к л а  ¿ /

2 . лЕ . кл£  , е
— f s w  ——s in ------- dç
I , I I

Xk (£) = sin —y~ функцияларнинг (0,/) ораликда ортонормаллШ'

шартидан к Ф1 да Тк (t) = 0,
/ \ / р па / \ , I па / \

яга
жа1 -  co.v— t
I

эканлиги келиб ч и кади.
Шундай килиб, берилган масала ечими

/
ла

лаU(x,t)~ —- 1 cos —t \sin—

4 0 0 .  U {x,t):
1 + an

[ T

. ant I . ant
e — cos---- H-----sin-----

/ an I

nx
T ’

nxI —
I

4 0 1 .  t / M =— t  ( °я  £í*[l+(tor//)2]

21 . cm{2k+\)t

kam I . катпЛ . клхe ' — cos------1-----sin-----  sin----
l кал I ) I

A A 00
4 0 2 .  u{x,t)=—  £  

Я k=0

403. u(x,t) =

sin t ------ -------- г sin
ал(2к+1) 21

(2£+1)лх
sin ------- -—

21
(2*+l) ал{2к + \) 

21
-1

\ + (ал/21у

. ant 21 . am e -  cos----- H------ sin
21 ал 21

лх
' Ü
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404. u(x,t) = í ) f 0(t)d A d T +-L  1 Ъ - ' \ т  dSicos
ovo у л=о̂ о  ̂ ^

/о ( ¿ Ц  / t ( í ) “ 7 J / ( * . í ) a « ^ *  * = 1 ,2 ,...
/ о «о ‘

J .3
к

4 " I 
+ Z узя  *=i£

405, м (х ,г )=  1----- Г н-------+ sifí XCOS Í  +
ж

(—1) 3 t - 1  + cos kt - —(—\)к 3 sin kt sin kx.

Курсатма. Ечимни и (x,t) = w(x,t)+ v(x ,t)  к)финишда кидириш
керак, бу ерда co(x,t)=(C1x+C2)t2 +(C3x+C4)t3; С„ С2, С3, Q
упармасларни шундай танланадики, <»(0,t) = t2, co(x,t)=t3 булсин:

С\= ~ У л ,  С2 ~ 1, С3=1/я ,  С4 = 0 . Натижада v(x ,t)  га нисбатан
пир жинсли булмаган тенглама учун бир жинсли чегаравий шартли 
мралаш масалага келамиз.

xt 1406. u(x,t) = \ 1---- \е ' -------1— cos 21 sin 2х
/г )

- - L -

К

е + к cos kt — I 2к Л— sin kt
^ i= ¡* (l + ¿ 2)

К'урсатма. 405 -  масала каби ечилади. 

407.

i2* * !} sin kx.

i \ t . xulx,t) = x + t + cos — sin----
v '  2 2 

к
- - Z н г • cos к + t sin \ k + — x. 

2 .K k=o (2k + 1)2
Курсатма. 405 - масаланииг ечиш усули кулланилади.
408. и ( x , i ) = e~‘ chx .

Курсатма. Ечимни u(x,t)~v(x,t)+e~‘f ( x )  куринишида кидириш 

ксрак. f ( x )  функцияни / " (* ) -/ (* )  = 0 , / (0 ) = 0, f ( l )  = shl 
шартларни кдноатлантирувчи килиб ганлаб, v(x,t) га нисбатан бир 
жинсли аралаш масалага келамиз.

1 1  °° (—1)*
409. u(x,t) = —г(л -  х) + — cos2t sin 2 х -  X — sin kt sin kx.

л  2 *=i k¿
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Курсатма: Ечимни и (*,г) = у(х,/) + •*) куринши ы

кидириш керак.
410. и(х,1) = —со5 2х .чт 2/.
Курсатма. Ечимни м(д:,г) = у(дг,?) + 2/(д:)«1>г2г куришда кидиртм 
керак.

41 4 . „ кл .— г- $т  2цк! Н— -  яи г
А*

кл /- \ яи —  х + г (2 -х ].411.и(дс,/)= X ,
4=1 кЛ̂ к

Курсатма. Ечимни м(х,г) = у(х,г) + г(2-д :) куринишда кидирмП, 
и(х,?) функцияга нисбатан

ьп - ь хх + ь + г ( 2 - х ) ,  г > 0, 0< х < 2 ;
у(0,/) = у(2,г) = 0, Г>0; (1|

г)(*,0) = 0, и( (х,0) = 2 - х ,  0 < л < 2  

масалага эга буламиз. и(х,г) ва ¡{ 2 -х )  функцияЯ|)Ин
кж

х"(х) + ях(д:) = 0,х(0)  = х(2)  = 0 масалага мое Хк(х) = .ип— х, (к* Ц) 

хос функциялар буйича каторга ёямиз:

и(х,/) = X 00 йпЩ-х,
*=1 1

{(2 -х )= '£ С к ,п п ~ х
к=I 1

Буерда Тк (г), к&М - номаолум коэффициентлар,
^ / ч 2г \ ■ кл . 4/
с к ( 0 = И 2 - * )

(5) -  (7) ларни (2) ва (4) га куйиб, 7̂  (/) га нисбатан
\2

-1

сч

|Г||

г»’ (0+
¿Л'
~2

масалага эга буламиз. Бу масаланинг ечими

Тк (/)= 1 -------—г лги 2//*/ + Щ- $1п щ
клц\ клц1 М к

куринишга эга булиб, уни (5) га куйиб, и(х,г) функцияга Я  
буламиз.

412. и ( л , г )  = ^-(с'к21 -  1) — — Г2 сох 2х  .
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КУрсатма. Масала ечими u(x,t) ни ва 2 s in2x функцияни
V (х) +ЯХ (х) = 0 ,Х  (0) = X (л) = 0 масалага мос Xk(x) = coskx 
(< 0 ,1 ,2 ,3 ,...)  хос функциялар буйичакаторга ёямиз:

u(x,í)= ^Tk(t)cos кх,
*=i

2sin х  = £  Ск eos к х , 
к= 1

(8)

(9)

ьу ерда Тк (/) (А: = 0 ,1 ,2 ,3 ,...)  - номаълум функциялар,

2*f„ .2  . , 2*Ск =— ¡2  sin х eos kxdx =— J(l — eos 2x) eos kxdx =
n

1 ж= — \\lcos kx-cos(k — 2)x—cos(k + 2)dx^=' 
к  n

-1,
O,

( 10)
k=0, 
k = 2,
A: = 1,3,4,......

(8) -  (10) ларни тенгламага ва (8) ни бошлангич шартларга 
iл  ииб, Тк (г) функцияларга нисбатан масалаларга эга буламиз:

r0'(/ )-4 r0(í) = 2 , Г0(0)=Г0(0) = 0 ;
? l » - 3 r 1( í)  = 0 ,  7j (0) = (0) = 0  ;

Г2»  = -1 , Г2(0) = Г2(0) = 0;

7i(/) + (fc2 - 4 ) 7 i ( í ) = 0 ,  7 i(0 )  = 7 ;(0 )  = 0 ,  ¿= 1,3,4,... 

lis масаларни ечибтопамиз:

r0(í)= i(cA2í-l), T2{t)= -± t\  Г ,(0-0, к =1,3,4,...
|«у парни (8) га куйиб, масала ечимига эга буламиз.
U I. u(x,t) = 3 + x(t2 + г) + ̂ 4 -(4 -5 г )е ‘ ]  sinx +

sin (2к -  1 ) jc
к = 2

4 eos n kt ------ [/¿I + 5 j sin fikt
MÏ+1

Курсатма. Аввал û)(x,t) = 3(ajx + èt ) + (a2x + b2)( t2 +1j функция- 

нирии шундай танлаймизки, co(0,t)=3,ú)x(l,t) = t2 +t тенгликлар 

"i карилсин. Бундай функция мавжуд ва ягона <y(jc,?)=3+jc|í2+/j. 

( Ум i ра масала ечимини u(x,t) = v(x,t)+co(x,t) к)финишда кидирамиз. 
Нмшжада



n
Vn = VXX + 2 Vt + 4  sin x , / > 0,0< .x  < — 

v(0,t)=vx[^-,t\ = 0, t> 0,

7t

(U l

(Ml

(III

u(jr,0) = 0 , v, (-x,0)= sin x, 0 <*<

Macanara 3ra 6yjiaMH3.
By MacanaHHHr cmhmh  Gyiran u(.x,t) <})yHKiiKJiHH Ba 4 V"M

(JjyHKiiHflHH X (jc) + A X (jc) = 0, X ( 0 ) =  X (flr/2) = 0  MacanaBHHr xttt
(JiyHKiiHHJiapH Xk(x )-s in (2 k  — \)x (k = 1,2,3,--) 6yHHwaK'dToprae«M|n

k=1

4  sinx= Y. Q  « «  (2fe - l ) x ,

(14)

(15)
i=i

(101

6y ep,aa 7"* (r) (fc =1 , 2 , 3 , . . . )  - HOMa-bJiyM 4>yHKUnajiap,
4  */2 f4, fc = l

Q = -  J 4  sin xsi> i(2x-l)*< £ * = j 0  ¿ = 2,3,...

(14) -  (16) napHH (11) ra Ba (14) hh oouuia’HFHH mapTJiapra Kyitofi, 
Tk (/), k e  N 4>yHKUi«iJiapra HHcoaran Macajiara 3ra 6yjiaMH3:

^ ( 0 - 2 7 i ( f )  + ( 2 * - l ) 27i(/) = 4 , I
Ti(0) = 0 , 7 i ( i )  = l .

By ep;ian 7  ̂(i) (ke N) {JjyHKiXHflnapHH TonaMH3:

r i (/ )= 4 -(4 -5 /) , i

4 - e ‘ 4 cos n kt -  —  [¡¿I + 5) sin ,uk t 
Mk

6y epjia ¡ik =k(k- 2 ) ,  k = 2,3,4...
Byjiapm (14) ra  K y w n 6 , v(x,t) h h  T o n a M H 3 :

v (x ,t)= ^ 4  -  (4 -  5 t)e ! l\ sin x +

+ X  j 4 -  e' 4  cos / V  -  —  (//* + 5 ) .sin f ikt
k=2 [  L P k

414 . Macajia c t o m h h h

u(x,y, t)  = T(t )v (x ,y)  

tcypHHHinaa KHAHpaMH'i. HarH»a;xa

] ]  sin (2k -  1)*

Jj A2+1

(17)
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T { t )  + ^ a 2T{t) = 0 (18)

v xx + v yy +M2V = 0 ( 19)

(снгламаларга эга буламиз, бу ерда ц = const - параметр.
Уз навбатида (19) тенгламани

v {x ,y )=  X (x ) Y { y )  (20)
куринишда кидирсак,

X "( х )  + ц ! х  (я  ) = 0 (21)

У ' ( у ) + М % Г ( у ) =  0 (22)
шнламаларга эга буламиз, бу ерда //2 = // ,2 + /у | .
Чегаравий шартларга асосан

* ( 0 )  = * ( р )  = 0 , (23)
Г ( 0 ) - Г ( * )  = 0 . (24)

|(21), (23)} ва {(22), (24)} масалалар мое равишда
Ш 71 П К

№ \ ,т  ~  ! ^  2 , п

м)с сонларга ва
V  < \ ■ т Я  „  / \ . НЛ

Xm[x ) = sm---- Ym[y) = sin— У, т , п е  N
Р ч

Нос функцияларга эга.

Демак, n l n = n lm + ц1п = л-2 (  т 2 пг
2 + 2 

\ Р  <7
т л  . пл

хос сонга (20) га асосан

! \ ■ т л  ■ ПЛvmnlx’ y) = M — xsin— у (25)
Р ч

»не функциялар мос келади.
нинг кийматини (18) га куйиб, бу тенгламани ечамиз:

Т т п  ) = A m n  c o s  а ^ т п 1 + Вm n  c o s  а М т п 1 • (26)
(17), (20), (25), (26) ларга асосан масала ечимини 

u{x,y,t)= X ( A»,» cos a/imnt + Bmn sin afi^t) sin sin — (27)
m,n=1 p  Q

ми op куринишда кидирамиз.
Бошлангич шартларга асосан:

! п\ д • т Л  ■ п л  
И ( Х , У , 0 ) =  X  Am n S l r t -------X S l n ------ > =  0 ,

m,n= 1 Р  Я
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/ „ч “ „ . т л  . пл .  . Ълх . 5л у
ut (*»y>0) = Е  Втпартп sin---- x s i n — у = 5 sin — sin —

т ,п =i Р Я Р Я
Бу тенгликлардан келиб чикадики = 0,

4 • 5 РЛ  . Злх . 5 л  . т л х  . плу Вт„ = ----------И sin------sin —  у sin------ sin------dydx =
°PnmP4 oo P Я P Я

20 pr . Ълх . т л х  , % . 5л  . плу  ------------ I sin-------sin-------ах I s in— у sin------ay =
«МтпРЯ о Р р о Я Я

—, агар т  — 3, п = 5 булса,
=  1 аМтп

О, агар т^Ъ , пФ5 булса.
Буларни (27) га куйиб масала ечимига эга буламиз:

5 pqu(x,y,t) =
ал^9д2 + 25 p2

sin ЮЛ 9 25
2 + 5 Р Я j

. Ълх . 5лу sin-----sin------
Р Я

415. Ечимни (17), (20) куринишда кидириб, (18), (21), (22) 
тенгламалларга ва

х (0 )  = х '( р )  = 0 , (28)

r (0 )  = y ' ( í )  = 0 (24)
чегаравий шартларга эга буламиз.
{(21), (28)}, {(22), (29)} масалаларни ечиб,

хос сонларга ва Xm(x) = s i n ^ m - ^ j x ,  Yn{y) = s i n ^ n - ^ y , т,пе N 

хос функцияларга эга буламиз. Буларни эътиборга олсак, ц  ниш

харбир juem= x i с 1 ) 1_| т —  + _
2) ~2

umn{x^y) = sin-  
Р\

+
Я

/ П
т  —  

2

l zп----
2

. л  X sin —
Я

кииматига

п - - \ У ,  т , п е  N

хос функциялар мос келишини топамиз. CÿHrpa масала ечимини 

u(x,t)= ¿  (A^cosa/U^t + sinaß,m,t) s i n ^ m - ^ j x sin

куринишда кидириб ва бошлангич шартлардан фойдаланиь
ечимни топамиз:
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( 4 Apq „  u (x ,y ,t) = ----—  £
n L m.n=\( I f f  l V

I"1 2 J t "  2 j

xcos am. sin П--1У

416. Масала ечимини (17), (20) куринишда кидириш натижасида
х"(л :)  + //1л : ( х )  = о, х ' ( о ) =  X ( р )  = о (30)

на {(22), (24)} масалаларга эга буламиз. Бу масалаларни ечиб, 
X т  ( х ) = cos М\тх » *п(у) -  sin V 2пУ функцияларга эга буламиз,

Г)у ерда ц  1(П =— (т -1 / 2 ) , м 2п= —  > т ,пв  N.
Р Ч

CÿHipa (18) тенгламани ц = р тп = + ßln  Да ечиб, масала 
ечимини

u ( x ,y , t ) =  ¿  [А т „ COS ß mnt + Bmn sin ^тп*)С0* H \mX ' sin M 2пУ
m,n= 1

куринишда вддирамиз ва бу функцияни бошлангич шартларга 
буйсундириб масала ечимига эга буламиз:

u(x,y,t) = cos т 1
4 р2 + q2

к х  . я уcos---- sin ——.
2 р q

8 sin(2k +\)лх 
417. u(x,t) = — r 2 j— — -4---- cos

418. u(x,t) =

я ' £Í (2* +1)3 
8e'r y ,  sin (2k + l )x  

я- t í  (2fc +1)3

(J[(2* + l)ff]2+4r).

c<w(2fc + l) i + 1
2/t + l

sin (2k +1) t

419. «U f)= 8e"'¿ (-1)* - ?r(2* + l)

. (2k+l)t (2k+l)x sin----------cos-----------
2_________ 2

sin k n X420. K (x,í)= f(l-x) + ¿
Jt=l ( * * )

бу ерда \  = у](лх)2 - 1.

421.«U,/) = ? (2 -x) + ̂ -  
k=

(2k+\f

2 cos Л, I + —  sinÄ.t — 2 
k \  k

■Si/J - X 
2 At nk

(br)3 k jcX2 A?k • 4 = '
С**)2

-1
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, . tx ^ 2 (-1 )  
422.«(*>0 =— + £

к+\

к=1 кя Як
t ----- sinX̂  t ■ к я  i _sin— X, —

¡(TTxf 
i  i2

423. и (x , г) = 2 X t + (2e ' -  e ' — 3t e ‘ ) - c o s x .
1 -i 1 4 3424. u (x ,t)  = X (t + 1) + (—e 2 -  e 2 + — ) cos — x.

425. u (x ,t)  = ^-sin x (ch 3 t -  1) + sin 3 x (ch t -  1).

426. u(x,t)= \̂ [ik (2— k ) • cos/jkt - t ~ ßk (2~/¿k )J ■ J q ■*)■ 
KÿpcaTMa. Масаланинг ечимини u - V  + w куринишда излаимт 
Бу ерда v  = (at2 + c)-J0(jukx)~ бир жинсли булмаган тенгламапти 
хусусий ечими, vv -бир жинсли тенгламанинг куйидШН 
шартларни w(x,0) = -v(x,0), w t ( x , 0 )  = - v t ( x , 0 )  кдноатлантирун’ж 
ечим.
427. и(х, t) = {ßl - 1) 1 - [cas t + sin t -  cosjukt -  ¡uk'sinpk í ]  ■ У0 x).
KÿpcaTMa. Масаланинг ечимиш и = V + w  ^ринишда излайыт 
Бу ерда v = (bcost + a s i n t ) J 0(jukx)~ бир жинсли булмапш
тенгламанинг хусусий ечими, w = (Acos¿ikt-B sin¿ikt ) j 0(¿ikx)- Пир

жинсли тенгламанинг ечими, А, В коэффициентлар куйидш и 
шартлардан w (x,0)  = - u (x ,0 ) ,  wl(x,0)=-vt(x,0) топилади.

428. u(x,t) = — Jg(2x)
/„(2)

• 429. u(x,t)=1+ —sin3t
70(3x)

430. u(x,t) = J u ̂ 2//, Vx jcoí//, f. Курсатма. Масаланинг ечимини 

u = X (x)T(t) K-ÿpHHHin.ia излаймиз. У х,олда

Х "  + - Х ' + —  X  = 0 , 
x x (31)

т " +  Я 2Т  = о .
хосил киламиз. (31) тенгламада т] = 2Лл[х алмаштириш бажариН,

X"(r/) + — X'(Tj) + X(j]) = 0 Бессел тенгламасини оламиз. I>v 
Л

тенгламанинг умумий ечими X(Tj) = a J 0(r})+bY0(Tj) куринишда 
булади.
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2 / i—\
431. и(*>0 = -— •/„(//*л/х) sin — t.

Mk 2
1 ^  A 

432. и(х,/) = - £
* n = 1-Í - W J
/ /" 

Л„ = J « o ( j ; )-/o

■4 M‘■fî
ß ka

■cos— rÿt, буерда

V n A

2 V/

ßn (и = 1,2,...)— 70(//) = 0

гснгламанинг мусбат ечими.

433. “ ( * .0  -  X  l A cosа К t + А, 1 ] • Л >■£V ’ у

А, =
- ^ Ç ) - Dy ^ A- “ 7 7 7 0 0

1

1 р г л
J « 0( x ) J 0 m J
0 к v 7 ,

dx,

Я. = J  н, (Jtr)yc Рп dx,
аЯ„;./,2(//„)

//„(« = 1,2,,..) -  i 0(/¿) = 0 тенгламанинг мусбат ечими.
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434. u(x,t) = 8. 

436. и (* .0  = ‘
1+4 /

л/Г+4У

438. u (x , t )  = e~At s i n l x

440. u (x , t ) = e‘ c h x .

442. M(.x,/)=r+ífí m i

III Б О Б

l-§

435. u(x,t) = t2+1.

437. и (х ,*)= 1-аи * .

439. m(x,í) = е"<)г • cos Зх.

441. u(x,t)=eAt-sh2x.

443. u(x,t) = (\+t)e~t -cosx.

2x -x 2+t

444. u(x,t) = cht sin x.

2
- 1  —

446. m(^í)=(1+í) 2-e 1

448. «  ( * . 0  = (1 + 0  2 sin

445. u(x,t) = l - c o s  i + (l+ 4f) т--е

4 4 7 . u(x,t) = x ( ] + 4 t ) 2 -i?

4x2+Ĵ
■ ~ 4П+ТУ

x
3 ~1+4г

1 + /
449. u(x, y,t) = e bts inxsin2y. 450. u(x,y,t) = e 5'sinlxcosу .

451. u ( x ,y ,t ) = x y + — sin x co sy

452. u(x, y , t)  -  xy ( l  -  e~ ‘ j + 2xe~ ‘ sin у .

453. u(x,y,t) = t 1 17 _ 4 , ---------- 1-----e
4 16 16

x s i n y  Ф

454. u(x,y,t) = e‘ -\  + e "'sin у cos x.

455. u(x,y,t) = l+-sinxsiny^2sint-cost+e  2ij.

x2 + y 2
, Л • ,  , xy 1+4/456. u (x ,y ,t)  = sin t+  -T g

(1 + 4/)

_ U- у )2
457. и (* .У .0  = ~+ < g 1+í8 VF+ 1
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458. u ( x , y , t )
+ t ‘

... xy 2(1+ t2)■ c o s ------— • e '1 + t 2

_ t ( x 2 + у 2)

i. u(x, cosx^e ? t- l  + lt ' j  + cosу cosz-e 4>.459

460. u(x, y, z,t)  — e‘ - 1  + e 9 ‘ sin (x -  у -  z).

-t~1 . .  cos 2y  1 1+/
461. u(x,y,z,t) = -sin2 z+

4 лД+7

462. M(Jc,3',z,i)=^cos(x-y + z)(l-e~3,) + - 1= i
3 v i ++ 1 2 r

(*+у-г) 
1+1 2 1

i(.x2+ у 2!
1 + 4 I2

л/l + 4i
464. Ушбу

1 + 4 1

(.x-yf| V__: 7
u{x,t) = —r=  J e 4' (Piy)dy, i> 0

интеграл якинлашувчи. Дакдаатан, м  = «а *— оо < у < оо

(1) 

(у)| деб

2-Jm 

3

бслгилаб, куйидагини оламиз:
, ,  +°° (Х~У)2 , , ,  -Ню

|m(x,/)|<-j=- Ге 4' —̂ ==-== f е- '" d/x = M 
л[я 2Vi л/л-

Illy билан бирга (1) дан интеграл белгиси остида х  ва t буйича, 
керакли марта такрорланган дифференциаллашдан хосил килинган 
иитегрални якинлашувчилигини текшириш кийин эмас. Бунда агар 
<> 0 булса, ихтиёрий (x,t) нуцта атрофида барча интеграллар 
гекис якинлашади. Будан келиб чикадики, f>0 да u{x,t) функция 
(»арча тартибдаги хосилаларга эга булади ва улар куйидаги 
(|)ормалалар буйича хцсобланади

4u{x,t)
d x md t r 2 j <р{у)

дхт д(п
1 -  

4 1 е

( Х - У Г
4/ dy.

V шбу
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Пт и(л,/) = и ( х , 0) = <р(х), — °° < х  <  °°

шартни уринли эканига ишонч хосил килиш учун, (1)нинг уш 
томонидаги интеграл /> 0  да хдр бир (* ,0 )  нукта атрофида текиг

тенгликни оламиз. Бу ердан интегрални текис якинлашувчилигн 
(р функцияни узлуксизлигидан

келиб чикади.
465. ¿<0,0 функция

и , -  и (2)Г хх '*•'
тенгламанинг г > 0 да узлуксиз ва чегараланган ечими булсии 
Исбот киламизки, « (* ,/)<  А/ (бунга и(х,1) > т тенгсизликниш 
исботи, и(х,1) функциянинг ишорасини узгартириш билли 
келтирилади). Ихтиёрий £ > 0  сонни фиксирлаймиз. и(х,г) ярим 

текисликнинг ихтиёрий ( х 0 ,10 ) нуктасида м(х0,Г0) < М + 1 
эканини курсатамиз. (2) тенгламани каноатлантирувчн 
г%х,1)=х2 +Ъ функцияни курамиз. /V = яир и(д:,/), />0 булсин. (2)

£г9(х,1) , ,  . .
тенгламани /> 0  да каноатлантирувчн —------- + м - и ( х , о  функции

и\Х„,1п)

лантан соха учун экстремум принципига кура [15, V боб, 1-§], бу

туртбурчакни хамма ерида манфий булмаганлиги керш* 
Равшанки, бу тугри туртбурчакда

якинлашувчилнгини куриш етарли. у =  х + 2г)у]1 формула буйича 
узгарувчиларни алмаштириш натижасида,

1

322



£ $ ( X t')u ( x j ) <  м + - ^ — у у ,  будан u(x0?tQ) < М + £ ва £  сон ихтиёрий 

булгани учун, у холда t > Ода u(x,t) < М булади.

466. Курсатма. 465-масалада олинган тенгсизликларни u t — и хх , 
м|,=0= ^ ( х ) ,  х е  масаланинг

u ( x , t ) = ux( x , t )  -  u 2( x , t )  иккитаечимлари айирмасига кулланг.

468. u ( x , t )  = е 2' c h  х  (ечим ягона эмас).

2- §

-г -  ( * Ч )2
469. u ( x , t )  = -  6 .—  Г е 4° 2' <р(1;)й£ ,

2 a-slnt

Курсатма. Изланаётган функцияни u(x,t) = e‘ t9(x,t) формула 
буйича алмаштириш натижасида д(х,t) учун III бобнинг 2-§ даги
(3.16), (3.17) масалага (1-мисол) келамиз.

(х-#)2
1 '  е  4 а 2« - т )

470. u(x , t )  = - — T = \ d r  I / ( i - т ) ------
2 а ^ к  ’ j  \t — т

-ht +~
J71 u ( X,t )  =  —---- =  Г
,/1> 2 a y j n t  *

(*+#)
4 a 2f 4 a 2t

Курсатма. Изланаётган функцияни u(x,t) = e~h‘ d{x,t)  формула
(»уйича алмаштириш натижасида t"Kx,t) учун III бобнинг 2-§ даги
('.34), (3.35), (3.36) масалага (2-мисол) келамиз.

(*+#)*
4 a 2t j .  .о  4 а 2 г472. м ( * - 0  = - — 7—  J

473 it ( jf ,i)  = - ---- 7 = f
* l a s j n t  '

U + f)1
e  4 a 2f + e  A a2t <p(Z)dt;.
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Курсатма. Изланаётган функцияни и (х ,1) = е ?Х-М) формул» 
буйича алмапггириш натижасида г?(х,1) учун 472-масалаы 
келамиз.

__ х2___
Г 4а2 (/-Г)

4 7 4  и ( х , 1 ) =  Х/— ( I - <Р(*)Лт.
2 а ^ л  у / и - т ) 3

Курсатма. Фурьенинг синус алмаштириш формуласидш 
фойдаланиб ечилади хдмда кейинги масалаларни ечилишиш 
каранг.
475. Фурьенинг косинус алмаштириш формуласидан ва чегаравиН 
шарт их(0 ,0  = <р(0, 0<г<+о°дан фойдаланиб куйидагини х,0СИм
киламиз:

#=4~
+и  С(А, 0  2 [2 "7  д2и . . . .  2 ¡2 ди . .

“ 4 — = а \ Г  ] ^ т сохЛ£ л£  = а \ Г ^ сохЛьЖ \ л   ̂ Э£2 V ж

■ Д д  Д£^£ = -а 2 Я#
\ я  ' дд \ я  V к

-а 2Л2]1^^и(£,0сохЛ4<1£ = -а 2̂ р ( 0 - а 2Л2и с(Л,»,

_______  _4*+£)2
- Г +°°
1 г г — -.« - «

-  /# __ -т-
о о

е 4а2('- г ) - в 4а2 (,1-т)

ф -т

(х-4)2 (*+?)2
4а2 (г- Г) . е + е 4 й2(1-т), ( +°° 4ал(1-т) , 4а‘ (1~т)

1 + е  - Ц .
2а ^ л   ̂  ̂ \lt-T

(х-4)2 (х+4)1 
, I +«° 4аг(;~т) 4а2(Г-Г)

478. и(х,0  = -----т= Г / (£ * ) - ----------г = ----------
2аыл  ̂  ̂ %д-т

Курсатма. Изланаётган функцияни и(х,1) =  е  Н‘ - ^ х ,0  формул» 
буйича алмаштириш натижасида г?(х,0 учун 476—масалам 
келамиз.
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lï-4)2 (*+çf

479. u(x,t) =
2a\[â J M '

-h(i-T) e 4a2(l-T) +g 4a2(!-T>

-ht
KÿpcaTMa. M3JiaHaëTran t|)yHKLin>iHM u(x, t)  =  e û {x , t )  (JjopMyjia 
oÿÜHMa ajiMauiTHpMin haTH3KacH^a i ) ( x , t )  ynyn 477-M acanara  
KejiaMH3.

( x - Ç ?  (x+£)2-ht

2 ayfkt

- h(t-T)
2a

/ ( £ * )

<p(^)d4 +

(x-Ç f {x+ÇŸ 
g 4a2(l-T) _ e 4a2(t-T)

0 0

-ht +“°

vT -i
à ï .

481. 2a\Tnt o

± x _ -JV

4a2/ + e
(*+£)2

4a2!

(X-f)2

—h(t—T)
2a

/(£>0

(x+#)2 
g 4a2«-T) +g 4a2(t-T)

0 0 VT

482 . KÿpcaTMa. H c6oTJiaui/i;aii ojvjhh KyHHHaniJiapra 3i>TH6op ôepmn
_ __a ^2  ]

KepaK: / (A ) = e Ba Sc (^) = ~p_—t t  <ï>ypbeHHHr KOCHHyeA, + h
ajiMaujTMpHiujiapH ynyH opiHHajiH KywHAarn KÿpHHnuma

x2

/ w =
•Jïâ

4a , g(x)
4 # « hx ôÿjiaAH.

483. KÿpcaTMa. HcôoTJianiflaH oji^hh KySHaarauiapra 3ï»™6op 6epnm

ÎJypbeHHHr KOCHHyeKepaK: f c(A) = e aX Ba 8CW =  ^, C V - ,  -  —  o c v - ,  x j + h 2

iUTMaïuTHpHmjiapH ynyH opruHajiH KyHHflani KÿpHiiHiu/ja

/(*) =
1

yfïcc
4 a s M - J |e Ax 6ÿjia/],M.
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К у р с а т м а .  Ечишда 482 ва 483 масалалардан фойдаланилади.

485. u(x,t) =
1

2а\[м

_(х-ф2 (X+Ç)
tâ t  + е  4<А

-too

-2 h je 4<?t
~kr¡

d r / f ( № -

-t +«
486. «(*■*) =

3-§

(x-Ç)1 _(x+ i¿
e 4а*‘ — e <p{Ç)dÇ

Курсатма. Изланаётган функцияни u(x,t) = е~ ' û(x,t) формула 
буйича алмаштириш натижасида учун III бобнинг 2-§ даги
(3.16), (3.17) масалага (1-мисол) келамиз.

(x-Ç)2 (x+Ç)2 
е 4° 2' + е

-21 +“
487. “ ( * .0  =

2 a\ [ñ t \
Курсатма. Изланаётган функцияни u(x,i) = e 21 ■â(x,t) формула 
буйича алмаштириш натижасида ¿K xJ)  учун III бобнинг 2-§ даги 
(3.34), (3.35), (3.36) масалага (2-мисол) келамиз.

- h t  +“

488. u (x ,t )  -
2 а \fjrt Í

(x-ÇŸ 
„ 2 ,

(x+í)2
е 4 a ‘ t  _ е  4 a 2t ( p { Ç ) d Ç .

Курсатма. Изланаётган функцияни u{x,t) = e h' û(x,t)  формула 
буйича алмаштириш натижасида iHx,t) учун III бобнинг 2-§ даги
(3.16), (3.17) масалага ( l -мисол) келамиз.



-Л/ +» ( - с - ! ) 2

489. «С-ж,0:
2ал/?п

+ е
(л+£)2

4 а 2/ <Р(£М%-

490. и(л,0 = 2а 4ж л
о о

(*+£)2
е  4 а 2( г - г ) _ е  4 я 2(г-г-) /(£г)</£/Т.

Бу формулани олиш учун, ёрдамчи масалани кдраймиз:
и , = а 111хх+Р{х,  О, С/ (̂ с, 0) = 0, - ° ° < х < + ° ° , г> 0,

бу ерда
/См)> х> о,
- / ( - х , / ) ,  х < 0 .

^(х,Г) 

Бу масаланинг ечими

(*)

u-.fr

Е/(х,/> = — 4 =  Г | - г = ' «  4а (' " г^ ( ^ , т д а г .
2ал/я- о  _!,>//- т  

формула билан берилади. (*) га кура бу формула
и-#)2 (*+#)2

1

2дл/я'5 л/Г̂ г
■¿г.

куринишда ёзилади. Равшанки, и ( = а IIхх + х  > 0, г > О,

¿/(0 ,0= 0 , /> 0 , £/(х,0)=0, х > 0  ва х> 0, г>0 да Е/(М ) = и(х,Г) 
булади.

“ _ (х-#)2 _ (*+£2 '
4а*(/-г) +<? 4а2(/-г)

492. “(*>0 =
2а\[л

(*-£ )г
е  Аа2(1-Т) _  е  4аг(1-т) /(¿¡,т)ё£ёт.

Курсатма: м(х,г) = е н' г?(х,?) алмаштириш ёрдамида г?(х,/) 
функция учун 490-масалага келамиз.

_(хЧ) 1  и+#)а
е 4«2(*-^+е 4^0-г) . /(£ г)^ г.1 ,гт г е ~ к ( , ~ т '>

493. «(*>0 = — /= | т =  
2ал/л-5 ,, >/?-т
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-h I +°° {x-ÇŸ_ (.x+Çf
4a2/ 4a r

, I °° -A ( J - r )
| 1 f f £_______

2a\[ñ  Q Q V î - t

495. “ U , ) - 2 » Æ Î

Ç(Ç)dÇ +

(*+£)’’
4a2 (t- г )  _  4a2(t-T)

( jc -í)2 ( *+ í)2
4a / + e 4a f

1 ‘ 

T c í í
t 00 -h(t-T)-e

la-Jn: q q s / f-r

_ (* -f)2 (*+£)* 
4a2(/ -r)+ g  4a2(i-T)

4-§

t + ° °

f(Ç ,T )dÇ dt .

< p{Ç )dÇ  +

■ f(Ç ,T )dÇ dT .

- f o o  t + °°

502. Í  <K #)G (jc,^ ;î)^+ Ji/r J  G (x ,Ç ;t -T ) f (Ç ,f )d Ç ' f ty  ерд(,
-^ o  0 -°o

-ht ( l - í f

503. u(x,t) = Uo-

< * ,£ < + “=, î > 0 . 

, Ф (г)= -т=

2 ал[т f

(x- ¿ ) 2 (*+¿) 
4 a 2! _  ,, 4 a 2f ip({;)dÇ  +

4 a (1-г)

V î-7

r * +“ I
(x - ç f  (x+Çf

4a2(t-T) _  4<i2 (t-T) € —e ■ f{Ç,T)dÇdT
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счими булиб, С (л \ £ ;? -Т ) -  498 масаладаги Грин функцияси 
булса, у холда куйидаги тенглик уринлидир:

Курсатма. Агар и(£, т) функция и = а 2и #  +  тенгламанинг

д ( , Ъи ?Ю 2 — (Ои ) = 0 —  + и ^ — = а 
дТ дт дт

+ с / .

Бу тенгликни £  буйича 0 дан 4<» гача, т буйича эса 0 дан 
/ - а  гачаинтеграллаб, (Оссгсг) куйидагини

д в ) /-а +«>

¿=0

х,осил киламиз. Бу айниятни олганда и(д, г) ва унинг # буйича 
х,осилалари £  -»  +°° да чегараланган булиши талаб кнлинган. 

Айниятда а —* 0 лимитгаутиб, хамда

ии хисобга олиб, юкоридаги ечимни оламиз.
(*~£)2 (*+£)2

505.
1

2 ал/жг
4 а  Г + е 4 в  /

I
9? (т )е 4 в  *  ( * - г )

5 л/(' - г ) 3
-Л т +

■ а -1а4п  • • л/г-т

(*+<Г)2
е 4а2(»-Г) + е  4й2(1—г)

Курсатма. 504- масалага ухгнаш ечилади.
‘(дС^хх^т )

506. и(х,1)= \в1(х,г^ ,0)/(4)с1^+а2|- ф(т)(1т+
4=0

I I

О О
бу ерда С, (х ,Г ,£ ,т )-  ш  бобнинг 3-§ даги (3.69) формула оркали 
аникданади.
Курсатма: Куйидаги тенглик
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уринлидир. Бунда и(£,т) функция чт -  а 2и ^  + g {£ ,т )  тенгла 

манинг ечими, С,(д:,г;£,г) функция эса &т = тенгламаниш

ечимидир.
Бу тенгликни £  буйича 0  дан I гача, г буйича эса 0 дан / н 

гачаинтеграллаб, ( 0 < « < /)  куйидагини
Ы

(1т-

г ! (  ЭОЛ 
“ “ 1"Э ? ]

О
<?=/ /-а /

с1т+ | - g {£ ,т )d £ (■
#=0

х,осил киламиз.
(••) тенгликда аг->0 лимитга утиб [19, 230-233 беглар] х,амди
I
} ( С| м)|г=,-а ^  = “ (-*>0 ни хцсобга олиб, куйидагига

£=(
и(х,/)= |(С,м)|г=о̂  + я2 1 б, dт-aг \\[ u

о о V / =̂о
/ /

гГ
”  э<,е ;

£='
¿ г

£=о

эга буламиз. Бундан 
иф,0=<р(г), и (Ц )= 0, 0<г<4«> м (х,0)= /(л :), 0<д:</. Ва

( х , г , € , Ц ^ = 0 ,  С1(х,г,£,т)\^=1=  0, 0 < х < 1 ,  0 < г < г

ни хисобга олиб, куйилган масалани ечимини олмиз:

р(г)^г+
5=о

о о

507. и (х ,1 )=  \ в2(х ,1 ;£ ,0 )/ ( £ ) < ! £ - а 2 ^G2(x,l;0,т)<p(т)dт +



t I
+ j d r j g  (Ç ,r )G 2(x ,r ,Ç ,T )d Ç ,

о о
бу ерда с 2 ( x J \ Ç , t ) -  (3.73) формула оркали аникланади. 

Курсатма. Бу масала 506- масалага ухшаш ечилади, увда (• 
генгликдан фойдаланилади.

508. u ( x , t ) =
2  а  у] л  t

( X - S Ÿ  (дг+ í ) 2

4 a t +  е 4 а 4а 1 drj y /(Ç )dÇ  +

a h  г <р(т)

\[л J  y /t-T

+  2 a ^ | v í í ] / ( # ’ r )

* +00 _ Jî± î> __ А„
4 a 2 (r—т ) _   ̂ f л 4 в 2 (/-»7)

м
0

(х-#)2 (x+fl2 
4 û 2 ( î - t )  + g  4 л 2 ( í - r ) 2h j

dl)

(х + 4 +Tfí2

d r  +

d¿

Курсатма. Бу масала 505- масалага ухшаш ечилади.

509. u(x,t)
!

2 а\[л

x j - - р =  J f ( Ç  + T,T)
n V í - r  i

■exp — ----- \ r t  |x
2a ’ 4a2 !

t j  +00 d r
1 г 1
2  ̂+ 2 T l a  \a

(s+g-r)2
e  4 a 2 (/—T )  + e  4 a 2 ( t - r )

dÇ,

t < X < -H», 0  < t <  -feo .

Курсатма: Куйилган масалада куйидагача ¿ , - x —t, t =  t 

алмаштириш бажарилиб, сунг янги u(x,t) = еа +̂^{ ú(x,t)  функция
киритиш асосида ечилади. 
510.

К
г +00 (x+Ç-if0t)2

e  4fl2f - e dÇ

Курсатма. Бу масала 509 - масалага ÿxiiiaui ечилади.
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2a
- I L SL 

4 a 2

5 1 1 .  M ( * > 0  ~ 2 а у [ л
( * - * V ) X

>0 ,  _  ( *  -  «?o O 2
i / Ч 4 aЦ ( T )  e
J

4 a  ( i - T  )

■ d  T .
y / ( t  -  X ) 3

Курсагма. Бу масала 509 - масалага ухшаш ечилади.

512. и ( х , 0  =  е
4  а ‘

la y fñ t
2сИ

(x-£-tV )2 _(jc+|-t%r)2 
4 a 2 / _  „  4 a 2 /

+~ i* -àpi+Ç+V)2 _ Êo

2 a
,  i ' 1 
2a d r¡ d Ç -

a ‘re 4“2 ß ( x )  

\[ñ n J t - T

Jx-A¿)_ 
4 a 2( t -T ) 4a  (t-Tj) 2a

2a
dri d r  +

íl a . ' J ñ  * л/t -  T

(л-ф -£ Г  (х -ф +f) 
e  4 a2(t-r) + e  4 a 2 ( í - r )  f

9 л 2 J

J  / ( £  + á ür , T ) e
o

( * —ф+£+77)2 zfc-̂ OO--------------------

,  ( e
2 a

2 a  4 a

Г 4a~(t-r}) 2a 2 dr]

5-§

5 1 3 .  и ( д : , t )  =
21А

X
k= 1

( - 1 Г im ---- д:
I
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514. « M = I v

(2к+1)ая
21 Sin -

k=0

(2к+ 1)я
21

-x, 5y ерда

2 Г í \ • i 2* + \)лх  a* = j \ < p ( x ) s i n ± ---------------- d x .

r \¿+l ( (2£+1)ояЛ2

515. « ( , . , )

516. u(x,t) = U .
.2 , 12 1

бу ерда - Aíg Á l - h  тенгламанинг мусбат илдизлари.

h -  ( - 1)* yjh2 + К  - * г л2к ,çi«  u ( x , t ) = 2 U y '  ------------------------------ ----------------= -

* =1 ^k { h ’ + ) + Л]

Gy ерда (x ) = Akcos Â x-\- hsinÀ^x, Лк - htgÀl = -A  тенгламанинг 

мусбат илдизлари.
- a 2 Л,2»

519. и ( х , г ) = 5 > 4е * (Äkcos Якх + h sin Лкх ) ,
к=1

бу ерда а *
2 Í/

I (/г2 + Я*2 )+  2 /г
h h 2 + А:

2 Д,;
■sin Л4/ I ,

3 5 / - 1 Г А _ й1А* - ctg Al -  £ ( ,  д J тенгламанинг мусбат илдизлари.

( ~ Н
J  .V in ------- X .

I

521. u(x,t) = e sin^x. 522.“M  = Z ^ e
/Ы)

кл
cos— X 

I

2 h.jL
бу ерда а о = T ¡ P  ( x ) d x ,  ак = —j<p(x)cos-^-xdx, к =  1,2,3...

/ П * п *
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523. u ( x , t ) = 2 h U  S
*= i Я,[/(Л2 + A*2 )+/i]

e ~(a2Xt +ß)‘<t>k (x ) ,

бу ерда ф * ( * )  = AkcosÁkx  + h sin X kx, \  - h c t g Ä l - Л  

тенгламанинг мусбат илдизлари.

524. =

(2*-t-l)2a V 2 . - « - / 2- » ( * + 1 )я-
525. « ( * , í )  = ® ( * ) + Z  ö* e s,n 21 Л

t=о

бу ерда й>М= — Т  j f  í / ( ^  dy + i *  \f{¿ №  + qx' 
a O Lo J o

ak = j í [ ‘P(x ) - ° ) ( x ) ] sin^ ^ r ^ ~ x d x -

акл
~ r

526. u ( x , t ) - q x  +
(A - q ) l

4  l ( A - q )
(2Hl)2a V

JT *=0 (2Jfc+l)
eos

(2к+\)л

527.
. . U - h T  

u(x ,t)  = --------- x  + T -
\ + lh

2 Ъх Лк [ l { h 2 + Ä2k ) + h ]
T -

-a2t-l I . о 
e  K s i n  A. X,

\¡h2 + Л

бу ерда Як - h tg Л1 = -Л  тенгламанинг мусбат илдизлари

528. u ( x , t )  =

529.

1 -  е
ß +( " Г . 71 sin — X ß +

an
Т

+  7 ¿1 к= О

, , а А . X
и ( x , t )  — “—— r e  ' sin h 

^  1 a Cos  — 
a

T ( - 1  )k A a 2 

°  к + 1 -  a2(ûl
sin (Оk X t
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с? (2к + ])л 1бу ерда о)к ^  , сок * - ,  * = 0,1,....

Курсатма. К^уйилган масаланинг ечими куйидаги 

u(x,t) = f ( x ) e  *+v(x,t) куринишда изланади. Бу ерда v(x,t)
функция бир жинсли тенглама ва чегаравий шаргларни каноаг- 
лантиради.

— X -А х  + ------
21

Al а 2Т
I

21 A  _j_
..2 4 ,4

- , í + — X ------+
21 6

\2

- Ж COÍ-клх
~ Г "

531. “ (*>') = — Y
л-3 Г 0 ( 2п + 1)5

32 у» ( - 1)" A 27 * ) 2> 2n + 1

/ ч 4 ^ ,  1
532. “U 0  = ~ S — — ■-в v К r í  2к +1

У — !—

i y  _  
* à < 2* + i )

f  ̂ 2(2*_+I)2 , , 
I2 . (2Л: + 1)лгдг

пи--------------
/

-Я, f

21

535. -i)o»3». 536.wUí) = ̂ + e ^ '^ '  • sinnx.

537. «(jc, í) = ДС+ 1 sin x + ̂  L- e_8< j sin 3x .

538. u{x,t) = tx 2+ — ê4' - Í j+ t c o s 2 x .

539. m(jc,/) = / + 1 + 1̂ — e~, 'jeJC- sin x  + e x~4t ■ sin 2x

540. u(x,t) = xt2 + e ‘ + sin t - c o s t  + e~3'cos 2 x .

541. u(x ,t)  = x 2 + 2 e9t + ( 2 t - s i n 2 t )  c o s 3 x .

542. u(x,t) = x + t2 + —[e5' -  ] j c o s -  e-3/ j eos 3 x .

543. u(x,t) = x2t + x + '£  — Clk-}---- j i  - e ~6(lk~]f ‘L ,„  (2t -1  b ,
Éí ( 2fc — 1) — 6 1 í  V ’
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оо

5 4 4 . « U 0  = t (х  +1 ) + <Г2д' g  ki ¿ + 4

буер да

—(*2я-2+4)/ 
1 - е  v s in k n x , буерда

О, агар к = 2т,

—( —?— н---- !— н---- Î— 1, агар к — 2m—1.
я\2т -\  2т+1 2т—Ъ)

“ - аМ л' . Я* • Лп
5 4 5 .. и (х’ У’1) =  L  акпе sin— x sin— y, буерда

fc,n=l Р S

як ,*г  . лп , 4- (—1)п+*4 ре , лк  , V . лпа, - — \x sin— xdx\y sin—  у ay
p.vJ р , п к л 2

2 к 2я 2 . п гл 1
СО. -  ------- 5

р 2
_2” -а24 п' • л* я<2л + 1)

546. « ( * , * ') =  Z  яи— у -cas— буерда
*=Цл=о 5 р

4 Vf , , . як я(2п+\) , , , k W  (2n + l)V
^ - ¡ ¡ n x ^ s i n - y . ^ - ^ - x c t c d y ,  < - — + 4 р 2 •

■A _0v  i я"(2и + 1)
5 4 7 . «i(*,y,í) = 2 .  а*"е ' sinßkX-cos— —— У, буерда

Jk=l,л=0

V r  / \ л"(2л + 1) , ,
J j/ (* ,3 ') stn/V*:c o s ---- —----

4 ( h ' + M¡ )
*[p ( + *j

+ Vk-  htgpM  = -M тенгламанинг мусбат
4s

илдизлари. ■
/ \ v *  rr. /.\ • • 7l{2,k.-\rX)x

548. u{x ,y ,t)=  X  Th W swT '  ----- 2d---- ’ бУ еРДа
k=0,n=l 5 P

4 - a 2oil (r-т) P(Se . жи?7 . л (2 к  + \)£ , t  ,
7’tll( í )  =  — je  d r  J J / (£ » 7 . Ф »»— 'sm ------Yp------d t dT1’

Ps , oo

ft)? = ---- ;----1------- 7 2k n  s 2 4  p 2
п гл 2 (2 & + 1) 2ж 2
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a V f  i 9r+s  »
549.u ( x ,y ,t ) = B e  4 ' /’2 5 > sin— c o s ^ - +

2  р  2  5 з 2

4/4

* 9 1а л- I - J - + -  
Р s

550. u(x ,yj)  =

I — е

А

а я  I 9 I ,
Г+-Т *4 „2 V . Зжх п уs in ------co s

2 р 2s

e V Í 7 + 47

. ЛХ . J ly  sin— ли——. 
р 2.ç
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IV Б О Б

1 -§

551. а) & = 0 ; b) * = - 1 ; с) fe = ±2/;d) k = ± 3 i ; e )  к =  ± 2 .
552. a) x a ; Ь) x,a; с) x,a; ¿0 x a ; <0 x,a; /) xa; Курсатма. 
Шуни хисобга олиш керакки, и = и(х,у) гармоник функцияни бирор 
/(z) аналитик функциянинг хакикий кисми и(х,у) = Re /(г), 
z = x + iy  деб кабул килиб, f ( z )  = u(x,y)+iv(x,y) аналитик 
функциянинг таърифларидан фойдаланиб, v(jc, у) = 1т / (г) функ­
цияни куриш мумкин. Бу функциялар учун Коши -  Риман шарги
Эи Эу Эи 3v __ _  ,  / \ , .
—  = куринишда булади. Равшанки, 0) ( z ) - u x +ivt

функция Коши -  Риман шартита кура аналитик функция булиб, 
сv(z) = ux- i u y куринишга эга булади. Худди шундай, ушбу

1 1

ди . 
дх + 1

Э и
Э у

<y(z) 3« du
( du Y j 'Эи V

dx Э у [ д х )  1V д У )
функция хам аналитикдир, аналитик функциянинг таърифига кура 
унинг хакикий кисми гармоникдир; g) йук; Л) ха; 0  йук. 553. а) 
ха; Ь) ха; с) йук; d) йук; е) ха.

554 . a) f (z ) -z + -+ c ,  z=x+iy;
z

b) f (z )  = J? -Ъху2 +i(3x2y - y 3)+c, c=const 
C) f ( z )  = e xs i n y - i e xc o s y  + c , с = const;
d) f ( z ) - e x (xcosy-ysiny) + i e x (xsin y +  ycos  y );

e) f (z)= 2 x 2+ i[l— г У Ax2 +  y ^ X2 +  y2J

555 . a) v(x,>) = ^(jc4 + .v4- 6j:2y2) + c ;

b) v (x , y )  = shxsin  у + с;
c) v(x, y) = -ch xco sy  + c0x + ci;

d) v(x, y) = e yco sx  + c.

556. a) u(x,y) =  yx3- x y 3 + c 0y + c ];
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3 2  2

b) и(х,у) = х2у - ^ -  + ху-^ —~  + сах + с,-

c) u{x ,y) — e xsiny  + c0x + ci\

d) u (x ,y ,z ) = y e xc o s z - y 2 + z 2 + g(x, y);
xz3e) u(x, y, z ) = xy2z — — + 3xz2 -  x3 + xz + g(x, y) .

§2

563. Курсатма. Исботлашда куйидаги формулалардан фойдала- 
нилади:

F  (а, Ь, с ; z) =  F  ( а  +1, b  + 1, с  + 1; г), 
clz с

~ \ z aF  (а, Ь, с; г)] = а ■ z“~'F(a + 1, b, с ; z ) ,

F (a ,b ,c\  z ) -гипергеометрик функция [2].

564. Курсатма. Исботлашда 563- масаладаги формулалардан 
фойдаланилади.

§ 3

1 Э (  ди   ̂ 1 д 2и д ги 
569.а) А« = - П г —  +■

г д г \  д г  )  г д ср1 Э z2
1 3 (" ¡ 3 «

b) Ди = —Г — I г —— ------——I sin ff---- I Н-------------- Т-
г д г {  д г )  г sin в  3<?v д в  ) г sin в  дер 

д
570. a) u(r,<p) = A ;  b) u(r,p) = — rcosip ; с) и = А + Ву ёки

а
Аu(r,<p) = a + Brsin<p; d ) и = Аху ёки u{r,<p) = —r1 sin2<p\

в вe) и = А+—у ёки u(r,<p) = А+ — rsin<p\
а а

А + В  В — А / 2 2 \
f) и ----- + ~ У > ёки

571. a) « ( x ,y )  = x ( l - x 2+ 3 y 2) ; b )  u (x , y)  = ~ Y + |(jc2 - > 2).

Г  r2 „ ^ B Í  r 21 — -coslcp H—  \ + — cos2(p
V й J 2 {  a 2 )

339



Курсатма. (4.20) формулага кура куйилган масала ечилади. 
Хак,икатап, хам х -  г cos (р, у = г sin ср деб

R2 3 R2
-----------1------------

2 2
(4.20) га асосан

R 3Rg (х, >■) = ------ + ------cos2<p эга буламиз. У холда чегаравий шарт нм

00 R̂  3 
^  Rk (akcosк ср + bksinк (р) --------- h — R2cos2cp
Ы  0 2 2

хосил киламиз. C oskç  ва Sinkç функцияларнинг олдидаги коэ<|» 
фициентларни тенглаштириб

«„=“ , ° 2 = \ '  “1=0’ а* = 0 ’ ^ >3' ь* = 0 ' * = 0,1,2,... 

га эга буламиз. Демак, берилган масаланинг ечими

и (х ,у )  = - у  + | г 2С052(» = - у  + | г 2( с 0 Л > - 5 Ш > )  = - у  + | ( х 2- у 2)

куринишда бупади. с), d), е) ва f) холларда хам худди шундай 
курсатилади.

4 „а ..2 \ (Rf i 2

- V

2 2 l

Ь) и(х,у) = Р?+\-} (х-у);

с) H(*,y)=í*l y + 2 ^ j ry; d) (x*-y2+2xy);

X2 - / ) + — + !;é) и(х,у) = ̂ |  (x?-y2); / )  u(x, y) = -^-^j (•'

t \ / \ A R
g) u(r,<p) =  A ;h )  u(r,<p) =  ——c o s ç ;

•4 / \ a BRl ■l) u{r,<p) = A + ----- sin(p\

i  \ A R ./> i\ / \ д В  R . j )  u(r,<p) = —— s i n l ç  ; k) и (r,<p)= A + —— sin <p ;

A + B A - В  d2 .
1) -̂------ - f - R - c o s l ç .

5 7 3 . a) к(х,;у) = х2 + ;у2- Я 2+ 1 ; b) к(х,у) = ̂ (Л2- х 2);

с) « (x ,y ) = i ( x 3+xy2- Ä 2x ) ; d) u(x,y) = ^ [ ( x 2 + >>2)2- l ] ( x 2- y 2).
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Курсатма. К^йилган масалани хусусий ечими танлаш усулида 
топилади ва масала Лаплас тенгламаси учуы Дирихле масаласига 
келтирилади.

574. a) u(x,y) = - ^ - ( x 2- y 2')+const, агар й = булса. Агар

булса, у холда масала тугри куй ил маган;
R R R

b) и (х ,у )= —(х2- y 2)+const, агар булса. Агар

булса, у холда масала тугри куйилмаган.
Курсатма. Масала (4.20) формуладан фойдаланиб ечилади;

c) Масала тугри куйилмаган, чунки | ~  ^ шарт 

бажарилмайди.

d) и (■*> у) -  const t агар А = 0  булса. Агар А Ф 0 булса, у холда 

масала тугри куйилмаган;
e) и(х ,у) = Rx y + const;

A R
f) и(х ,у )--^ ~  (х2- y 2) + Ry+const, агар А - В  булса. Агар А ф В

булса, у холда масала тугри куйилмаган.
R5 /?2

575. a) и ( х , у ) = ~ ( х 2- y 2)+const, агар А = —  булса. Агар

булса, у холда масала тугри куйилмаган.
Курсатма. (4.22) формуладан фойдаланиб ечилади;

,  . А /?5 / 2 г \ R5 AR2
b) и(х’ У) = -£^Г 1* - У  ) - y * y + c o n s t ,  агар В = —  булса.

о AR2Агар в  *  2 булса, у холда масала тугри куйилмаган;

, V R5 { 2 2\ AR* n R2 _c) и(х,у) = - ^ { у  - х  J— — y+const, агар 2 булса.

r 2
Агар будса> У х,олда масала тугри куйилмаган;

( 1  +  А ) Я 5  / 2 2 \  D  /  л  1 \  ^d) и(х,у)= — —-j— ^  - х  ) + const, агар B - ( A - i ) —  булса. Агар

R2
В ф (А -1)—  булса, у холда масала тугри куйилмаган.
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д
576. a) u(r,<p)=Aarcos(p+C; b) u(r,<p)=—a r2 cos2<p+C ;

2

c) u(r,q?)=Arcos<p+C; d) u(r,<p)=yA+^Bysm<p+~^r^sini<p+C.

Курсатма. а) холи учун курсатамиз. u = Drcos<p  гармоник 
функция булганлиги учун, унинг нормал буйинча хосиласи г 
буйинча хосилага мое келади. Берилган чегаравий шартга кура

—  = D cos <р = Aacos<p => D = Aa. Демак, берилган масала-
д г  г = а

нинг ечими и (г ,  <р) -  А а г cos ср к>финишда булади.

5 7 7 . с) ва е) холларда масала ечимга эга эмас, чунки

[ 4— = 0 шарт бажарилмайди.* п п

Аа , , Аа .a) u(r,<p)=------- cos<р+const; b) u(r,<p) = -------cos2<p+const',
г 2 г

d) и (г,® )= -Га+ -в1— зт<р+-£—гХтЪ<р+С.
I 4 г 12 г

578. a) u(r,(p) = — ^— cos<p + consf,
I\  A  |

b) u(r,<p)= 2^ c2° ? l g -  + const, агар c  = - \  булса. Агар С * - -

2x

булса, у х,олда J f{(p)d<p = 0 шарт бажарилмайди;
О

, ч г  sinlcp гг cos 3 <р
c) “М = ^ т + ^ г

, , , г2 cos 2 (р „
d) и [г’<Р) = А — 2— zrr + const, агар В = —А  булса. Агар В * - А

А "А]
2я

булса, у холда \f(<P)d<P= 0 шарт бажарилмайди;
О

, > rsuicp Ъг2 cos 2 (р 3 _ 3
в )  мМ  =^ Z R ~ + 2(R 2 -  R j)  ’ аГЭр 2 УЛСа' Р 2

2 к
булса, у хдвда \f(<p)d(p=0 шарт бажарилмайди;
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f) u(r,<p) = — -— sin cp + const.
R — R j

Курсатма. f) х,олда масала ечими (4.20) формула ёрдамида 
изланади. У х,олда

u(R,<p)-u(R х,ф) = 'YJ (R k ~R,k }(akcosk(p  + bksink<p) = sin<p _
k=1

Cosk(p ва Sinktp функцияларнинг олдидаги коэффициентларни 

тенглаштириб b, = -■- ■ , bk = 0, к > 2, a k = 0, к = 1, 2 ,... ra  Эга
A — Л j

r
буламиз. Дема1с, берилган масаланинг ечими u(r,<p) = —— — sin<p + a0,А — A j

а0 = const куринишда топамиз.

_ „ ч 3 R 2R?sin 2 (р
5 7 9 . а) ч(г,<р) = — т— т— г +  const.

Курсатма. а) х,олда масала ечими (4.22) формула ёрдамида изла­
нади. У х,олда

u(R, g })-u (R ],tp) = ^ ( R  к -  R k̂ Y atcos к <p+bksin k<p) = 3sin2<p.
*=i

cos к (p ва sin к <p функциялар олдидаги коэффициентларни 
гаккослаб, куйидагига

О D 2 п 2
я, = а2 = . . . =  0 Ь, =Ь,  = . . . =  0 Ь, = - f - ' .

А, — А
эга буламиз. Бундан ва (4.22) формулага кура масала ечими

. 3 R 1 R 2 sin 2 <р
топилади: и(г,<р) -  —~~г— ц2- 2 + а0, а0 = const;

(К, -  К ) г
. , 5R2R2 cos 2<р , 5
b) u(r,<p) = ~2(R t _ R i^r i + const, агар А = -  булса.

Агар А ф ^ булса, у холла масала тугри куйилмаган, яъни куйидаги
2К
J / ((p)d(p = 0 шарт бажарилмайди;
0

2 п
c) Масала ечимга эга эмас, яъни куйидаги \f(<P)d<P = 0 шарт

о
бажарилмайди;
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R R ^ in tp  3R 2R? c o s  2(p , 3

d> U' , -V ) ‘ 7 i ^ W r + U R ' - K V * “ " “ - araP ~2 ^
3 ~Агар булса, у \олда масала тугри куиилмаган, яъни куиидагн

г я
J f  (<p)d<p =  0 шарт бажарилмайди;
О

R R .s in  <р R 5 Я 5 c o s  5 (р
е) и (г , ю) = ------5--------+ -------г------ г~^г + c ° « s í-
4  V ( R , - R ) r  2 { R ? - R 5) r 5

jr
580. a) u = T + bU ln—; b) u = a T In r  + const, агар а Т  — b U  булса. 

Агар a T  Ф b U  булса, у х,олда масала тугри куиилмаган;

U = U + a(T + hU)ln Г / l  + a h l n ^
b_ / a

Ъ и - а Т  г
и = ------------+ bU 1п—\

’ ah а

a b h \ T ln r + U ln r ) + b U - a T
I ъ а

b
а

Т01п - Т  In

е) и =

581. а) «(«) =

c) и(а) =

d) и(а) = Т - e l l  1п-

h -1 a + b  + a b h ln  -

Ilnb ; b) u(a) = T - b l f  In—; 
с a

T{\ + h b l n b ) - b W  l n C / ] + b h ! n -
a a _/ c _

582. a) u{a) = a —b + T —c(U  — \)ln—;

b) u(a) = a - c  + T0 + ( T - T 0 + c - d ) l n ü' j I n  ;

d
u r { b )  = 1 + ( T  -  T0 + с  -  d  ) / b In ;

C) и (a) = a + { U ~ l)d ; u(b) = b - c + T - d ( U - l ) l n —;
4  r a с

d) u ( a ) -  a - c  + T + ( T - T 0)ln j ( c  — b)ln^.

1 3  r 2 r 4

583. a) u(r,(p) = - ( l  + r 2cos2<p) ; b) u(r,<p)=-+-~cos2<p+— Cos4(p;
2 ö Z о



г 5 3
с) u (r ,ç )= ~ (3 s in ç -r2sin3<pj; d) u (r,ç) = — +—r4cosAtp-

4 8 8
ч / ч г sin (ре) к(г,?) = -1— -----——

г + 4rcos<p+A
<- А584. a) u(r,ç) = r c o s ç + C  ; b) u(r,<p) = —  r2cos2<p+C\

2 R

c) u(r,<p)--

узгармас сон.

3r sirup------- sin 3 <p
3 R + C , бу ерда с  - ихтиёрий

585. a) < r^ ^ 4 ^ ~ ^ ) l̂ ; b ) i K r , ç j ) ^ ~ + y ^ ~ r 1jœs2<p.

586. a) u (r ,0 )  = ~ c o s e ; b)

с) «(7,0)  = | j^ -j  р2(Со * в ) ~ ;  d)«(r,0) = | -| | j^ ) P2(cos0), 6y 

1
■'РДа ----- Лежандр купхади б)шиб[2], хусусий

хдпларда P0(Ç) = \, Р0 (£) = £. P2( í )  = ^ - l ) ,  Л (#) = I(5<f2 - 3£ ), 

^ ( í  ) = 7 (3 5 í 4 “ 30 í 2 + 3 ) куринишда б-улади. Курсагма. Берил-
О

ган тенгламанинг ушбу

М„ М ) : Л гп + В И п+1) рп ( с т  ° )

хусусий ечимидан фойдаланилади.

5*7- " < ^ >  = Г з ■ Щ ¥ * ~ ) РЛса‘ в ) -
Тр2 D 4

588. a) u ( r , 0 ) - - - - - ^ + £ - T Í3 co s2 0 - Û  + C-,
3 г 9г '  '

Г 2b) «(г. в) = t? + ! С ) ----- ---- - -  R J cos2 9  -  -  j •
7 l 3  J r ( / ?  + 1 ) (Ä + 3 ) r 3 V 3 J ’

( й \ - г  — R3c) u\r ,ü)  -  С ——~—j c o s d  ̂ óy ерда с  - ихтиёрий узгармас сон.

Курсагма. Ечимнн куйидаги кУринищда излаш керак:
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ип{г,в) = ^ В пг ^ ' ] Pn{cosв)
n=0

1 3cos2e~\ , .
589. a) u ( r ,0 )  = — + — —¡;— ; b) u(r,ö)

Ъг1
- - l  + r2 (3coí20-1)

c )  ( c o ,e y .

d) «(^»1- ^ 1- ^ + ^ “ - ' j ' u

e) M(r,<9) = ̂ -5 + 4 Í-p -r2jP2(co50).

Курсатма. Масала ечимини

М(г ,0 )  = Х [ Л л r” + ß„ г ^ ] Р л( с о ,в )

куринишда излаш керак, бу ерда
Ь3.5.(2»_-1) 

”Vb' 1-2-3-4-5-...Л
»  п {п -1 ) 2 | п ( п - 1 ) ( » - 2 ) ( я - 3 )  4 i 
Ç 2 ( 2 л - 1 )  2 - 4 ( 2 л - 1 ) ( 2 л - 3 )

1 d"(Çn- l Y  
Т П  Т7п-----  - Лежандр купхдди[2].
L n ! aç

597. G(x,y,z-.Ç,ii,Ç) = Ал
ds

r Ч £ \1(х-4)2+(у-г/У+(^+х)2 

бу ерда г \ = (х -%) + {y ~ 7l) + ( z + í )  .

Курсатма. Грин функцияси G = - ^ í ~ +—j + v'(-r - í ’> 77’г+£ 1

i
= О шартга куйиб.куринишда изланади. Буни

Э и , -----1- hu
Э z 2=0

куйидагини

v ( x - t , y - j , , z + Ç) = ± - ] - - h {(- s)
ds

l K  с y ¡ { x - £ ) 2 + ( y - ü Ÿ + ( z  + sY

тоиамиз.
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598.

1) =
чл: к=0

R

J * - ) w |  |У||*-Уто|
бу ерда

Уш.*= ((_ 1Г £ ( - 1) Ч ( - 1)‘ с ) ,  Гтпк =
R2

? + r / 2 + ç 2 Утпк'
x = (x ,y ,z ) ,  ÿ = (Ç,ri,Ç)’ \x-ÿ? = {* -Ç )2+(y-ri)1+ (z -Ç )\

I— 2 2 2
X = X ¿ + y2 + Z , Утпк mnk =  R 2

Курсатма. Акслантириш усули ёрдамида топилади.

2 ) G (x ’ ^) = ¿  ¿  И Г *
п,*=0

Я

Мл  - Уопк

3 ) G( * ^ ) = ¿  È  H )
т+п+к

т,п,к=0

/ \
1 R

|ÿ|Х-ÿ'mnk >

599.1) G(z,Ç) = —  ln
2/Г

z + C
Z - C

Курсатма. Ушбу

G(z C) = —____ !___ аз(z ¿-)-

формуладан фойдаланиб топилади.

2 ) G (z,C ) = - ln г2- Г
* 2~<Г;

; з ) с ( г ’ 0  = — 1п
Я2- г Г

2л- Ä|z-f| ’

4) с ( г > 0  = -In |г -Г| |*2 - * Г |

l* - ¿ 1 \R2 - z C \

5) G (z- 0  = ̂ -ln -
|г2 - Г | R * - ( z? Y

\v2 гЛ  lz i R * - ( z Ç ) 2

е4  - е -

е ' : 7 ) G ( z ,£ ) = ~ ln
|с/гг -сА^|

2я \chz— chÇ\
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М асаланинг ечими:
lrdG

и ( х , у ) =  jG (x ,y ;Ç ,T ] ,0 )v {Ç )d Ç +  ¡ j ~ < P ( s )ds  (2 )

s — ( 1 ,0) нуктадан хисобланадиган ёй узунлиги, 0 < s< l .
Курсатма. (2) ечим IV бобнинг 4 §даги (4.70) формулага acocan 
топилади.

601. G(x,y;Ç,7]) = — ln -5— ln i
r0 r2j

, бу ерда r0, rlf r2, r3 - ( 1)даи

аникданади.
Масаланинг ечими:

lr d G (x , y ;£ ,r / ,0 )  V /
o í

Курсатма. (3) ечим IV бобнинг 4 §даги (4.70) формулага acocan 
топилади.
602. D  сохд куйидапидан

иборат.

G ( х , у ; х 0,у 0 ) = q 2 ( л , у ; * 0,у 0)-| <Ь ( х , у ; х 0,у 0),

_ д>2 _  „2 ,____ ' v""'*
бу ерда ^  (w+ 2)2 ’ 

_  1т
m+2 -i ш+2 

— о * . о



q2(x, y ,x0,y0)----k2
m + 2

np-i

(  г г Л
l -2ß

(  r 1 \
t f ) ' { х - у F \ - ß , \ - ß , 2 - 2 ß - \ - \

V r  ) 1 r )

Lu -  у ип +  нда -  О, у > О тенгламанинг фундаментал ечими,

{  т+2 т+2 ̂
Т  т „ Т= (* -л ь )  + - ------у 2 + у 0

(т + 2 )  1

*  - J _ î _ 1 _ Î 2" I 4 L ^ 1  » ,  ,  X
2 4л-v/n + 2 J  Г ( 2 - 2 / ? ) ’ *\ а'Ь'с 'Ч  гипергеометрик функ­

ция^]. Масаланинг ечими:

-1  <ЛУ
I

~  J V ( S) ^С2 ( £ ’ У>хо’ У о ) ]  ds ' ^
о

буерда A s U - y  d s d x  d s d y , s -еиузунлиги.

Курсатма. (4) ечим

J{mAs [G2] - G 2As [u ] }d s  = 0 , Э£> = [-Т ;1 ]и Г  (5)
3 D

формулага асосан топилади [17].

( i Y'603. G1 (x ,y ;x0,>’0) = ç2 (jr)y;j:0,y0)-| ^ - j q2(x ,y ;x 0,% ) ,

R> *0 > У о > ß  > r  > ri - 602 масалада аникланган

в (  2 ^
9 , (л , у ;х 0, у 0 ) = *, (г,2 ) • F  ß , ß , 2 ß ' , \ - \

V r  ,
- L u  -  0 тенгламанинг фундаментал ечими, Куйилган масаланинг
ечими:

i
и ( х 0 ’ У0 ) =  -  J ^ ( * ) G . ( x , 0 ; x 0 , y 0 ) d x -  

t
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/
j > ( s ) A s [G , ( # ,* 7 ;* b .y 0 )]< fr (6)

Курсатма. (6) масала ечимини олиш учун (5) формулаии 
куллаймиз ва куйидагини х,осил киламиз:

3G, Эм

“17 э7I  {G, А, [м ] -  mAs [G, ]}< * + J
Г с *1

= J{G A H -«A s[G ,]}< fa ,

у = 6

(7)

бу ерда ва ^  нукгалар Гс ва у = £  чизикларнинг кесишган урни, 

- маркази К .У о ) , радиуси р  булган дойра, Г е - сохд ичидн

G 1 1г -  О,
3G ,
ду

=  О
> = о

ва

lim j  {[G , As ( и  )  -  и As (G, ) ] }  ds = и ( * 0, у0 )

генгликни эътиборга олиб, (6) ни х,осил киламиз. 

6 0 4 .1 ) и (х , у, z) = (е -  e z ) sin x cos y ;

2>«(w) = ï+r r“i7
i

3 ) M(x,y,z) = (x2 + y2 + ( l + z ) 2) 2 ;

4) и ( х ,у ,г )  = ( x 2 + y2 + (l + z )2) .

(8 )
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Курсатма. Ярим фазода куйилган Дирихле масаласини ечишда IV 
бобнинг 4  §даги (4.80) формуладан фойдалинилади.

605 .1) и ( х ) = ~^ 1 *о{ у )
>2=°.Л50

£  I

I

2лг
у2И0, >з=()

х - уГ

1

\х -у\

1̂  -  >0011 

1

|*-УоюГ

+

<ку,

бу ерда, = ( ( - 1 )и У1, ( - 1 ) " л .  (“ 1)*3'з)> х = (х , ,х 7, дс,),

к - у Ь ^ - ^ + и - ^ + и - У з ) 2;

к “ >'001| = >/(д1 - >’,) 2 + (:с2 _ У2)2 + (^  + 3'з)2; 

к  -  Лю| = д /и  -  У| )2 + (*2 + У2 )2 + (*з -  Уз У .

2) и ( х ) = е ^ Х] изл 'т5х2 ;3 )  и(х)=хг[х12+х12+(1+х3)г}

606.
Я - \ х \

у = /?
А ’ * ,  +

+ - I
;|<л

7?

1 + - / / ( у ) Ф ’ (9)

бу ерда, У -  уК /  |у| нукта |у| = Я сферага нисбатан у нуктага 
симметрии нуща.
Курсатма. Масалани ечишда IV боб 4 § даги (4.64), (4.66) Грин 
функцияси ва унинг хоссаларидан, хамда (4.72) формуладан 
фойдаланилади.

607. и { х ) = ^ ( к  ~  |х | ) .  Курсатма. Масалани ечишда (9) 

формуладан фойдаланилади.

608. “ ( * )  = е *  - е и|- - ^ ( е *  _ 1 ) +   ̂ ^ | .| _ 1 )

609.1) и (х, у) = 2- \ —  </£
К (X — С\ + V( х - е г + у 1
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, ч 1 1 х - а  / \ 4(з> + 1)
2 ,  u(x, y ) , r - a m s — ; 3 ) » ( - . > ) » i l + ( v  + |),

4 ) “ {х,у) = -
8jc

г; 5) м( ^ у)=
x2- {y  + \f

^  + (>' + 1)2 ’ *"  (х2 + (у + 1)2)

6) и(х,  y) = 5e~yc o sx ;  7) и(х,;у) = v f l --- arctg—j.
\ Я  X

1+z
3 .
i261 0 . « ( * . ? ) = - , 2x(1 y )2 ..-2 - 6 l l . “( * * z) = -

(д:2 + (у + 1 ) )  |^+y!+(1+z)i )

KÿpcaTMa. IV бобнинг 4  § даги 7  -  масалага ÿxmaiii ечилади.

61 2 . и = а(

613. « = 1 - :

1

6 3 0  l a
М  — — Í - 1 +
U J  105 U J

2 а
Ъ( г-I —

126 

1 Гг 3 (р
4  v ö 

§ 5

X (1  -  £ ) ,  0 < X < Ç , 

Ç (1  -  д с ) ,  4  < X <  1 .

1 f ( jt  + l ) ( 2 - £ ) ,  0 < X < Ç, 
615 G ( x , £ )  = - V  П  ’

3 [ ( £  +  1 ) ( 2 - * ) ,  £  < х < 1 .

616. G(x,Ç) = -
й + l j  (£ + A )( , t - l ) ,  £ < x < \ .

1 \sinx s in ( l - ¿ ¡ ) ,  0 < x < £ ,  
617. G(x,4) = —

S í « l  |^S/n(l -  X) sinç, ç < x < \ .

(sinx + cosx ) í C ■ sin ç -  eos £, 1, 0<x<^,lffgl-1 ' J

6 1 9 . G (x,Ç ) =

—sinx—cosx \(sin£+cos£ ), Ç <x<l. 
^cígl- 1  )

] í s h x s h ( l  — £ ) ,  O ü x ü Ç ,

s h l [ s h ( l - x ) s h Ç ,  Ç < x < l .
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I \(ex + е~х)(е* + e2~( ), 0<  ¿;,
620. G (x.£) = ^ ---- J V П >

621. G(*>£) =

622. G (x .€ )  =

2 ( г 2- 1 )  j ( e* + e  s ) ( e x + e2 x), Ç < x < \ . 

- ~ ^ ( ]  + arctg x )\ arctg^ -^ \ , Q<x<Ç,

623. C(jc,f) = ----
п + 2у1Ъ

-^ ~ (l+ arctg^ )\ ^ arclgx -~~j, £ < х й ] .  

arctg x ^ - —~ a r c t g  ¿¡ + l j ,  0 < x < 4 ,  

arctg f  ^ - —— -arctg jc + l j ,  £ < j t < l .

o s ^ í -

624. G(x,4) =

1 1
" ( *  + !)

8
- ( í  + 1)21 (* + l)2 L (í+ i)2

1 1
- ( f  + 0

8 -(дг + 1)21 [ ( í  + 1)2 [(x + l)2

625. G U i) = -

626. с ( * ’£) =

/ ~\3 16( x - 2 ) --------
L x-2_ [¿V^j
(<? 2)3 16 

L í - 2

Г 
1

riíN1*1(NК
1 ----------- 

J

£<x<l .  

o < x < 4 ,  

, ¿¡<x<\. 

, 0 < X < £ ,

, £<JC<1 .

V
— - í 24 - í 2 .

<Г J __ *2
4

, 0 < * < £ ,

i * 2 ( £ - £ 2), 0 < * < £, 
627. c ( ^ ) = l  \

| £ 2 ( * - X 2 ) ,  £  <  д:  <  1 .

628. G ( * .£ )  =
í s * s « .
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631. G (x¿) = 

633. G{x¿)=- 

635. a ^ ) = -

637. G (JE,#)

638.

639. öx,i)=| 

641. G(*,<f):

643. G(*,£) =

629. G(*,ÿ)=-

.

сЛ ф -í+ l)^  ~i<x<£,

2kskk 63a.G{x,Ç) = \sinx\x-Ç\
chk(Ç-x+Ÿ) ' ç < x ü l  2

2k s'nк

f - 4

хг - А

\<x<Ç,

2Í

H  «*«■
I - i .  { Î I S 1

— , ÎS^SÎ,

-In#

632. G (*,Í) =

634. G ( * ,£ )  =

636. G(JC,Î) =

1- j t 2
2<f2.x
1- r

, I <  JE S  £ ,  

-, ^ S j < “

Í<x<Z

2 < f x  

i n l  \<x<4,
4

I n - ,  £ < j e < 2 .

¿ 4 “ * *

f f c x ( l - l * í ) ,  0  < je < £ ,

î g i ( l - î g x ) ,  Ç < X < J .  

- s i n x ( J ï s i n t - l ) ,  0 < x < ¿ ;,  

-s in Ç  (y jl s in jc -l) , ^ < x < —. 

‘( « * + l ) ( « # - 3 ) .  < K *< £

(fc í+ l)(« Jc -3 ) , § £ x < j .

(ctg£ +1. 0< jc<£,  

j c f g x + 1 ,

, o < x < 4 , 

, !< *< i.

640. « * !)=  

642. CU#)

j-£gj£, 0 < * < £  

j-fg£

5Î:

Ü
l 5 r

-, o< *< | ,

-, Ç<x<\.

V
7 - f

3 L f  -

£ - - X 2
3 X

644. G(x,f) =
1-te í, 0 <*<£, 
1 -Inx, £<*<1.
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645. G(x,Ç) =

f£1

a-'-i

J - — <Й, 0<x<¿¡,
4 1 
1 -̂2íI"--dt, £<*<1.
J í

646. G(x,f) =

[í v
-, # < x < 3 .

647. G (*,£) =
2 + Je ,2<¿í

0
1

1
2 + Je",2¿/

Je 1 dt + 2 Je ,2dí, 0 <x <£ ,

J e '  di+ 2 j e  ' dt, ¿¡ < x < 1.

648. G(x,£> =

649. G(*>£) =

1 + — ln ——- + — ( J n 3 —1) 
2 £  + 1 2 \
X, JC— 1 X/, _

l  + - l n ------- + —( l n 3 - l )
2  x  + 1 2  '

l < x < £ ,

£ < x < 2 .

i / farcie x, 0 < x < £ ,
650. y (x )= -A jG (*,£ )y (£ K , G ( ^ ^ ) - { flrcígí( ^ < л < !

i í(-e *+l)e  s\ O < x < £,
651. y (x )= -¿ jG (x .£ ) y (£)<*£ G(x,#) =

o [ ( - « + 1 ) «  , £ < x < l .

652. y{x) = Á¡G(x,¿;)y(¿;)d¿¡+  jG (x ,£ )/ (£ )d £  бу ерда
O O

-Ç + 1

<?(*•£) =
/г + 1 

- x  + 1 
h + 1

(x + /г ), O < x < £, 

( f  + A),  £ < х < 1 .

653. y(x) = -Á jG (x ^ )Í - y (4 )d ^  G(x,<f)=j j“ ^  £ < * < f ’

«54. , w -jbw )/(iw . < 4 * í ) = { ¡ ^ : ; ^ :
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655. y { x ) = ¡ G { x , t ) f { t ) d 4 ,  с (*,£) = i - Й Г ' 1S' £Í'
Г1 V K .  ^ ^ 2.
U  í :

656. y (x )= A ¡G (x ¿ )t-y (t)d £  G ( * ,£ )  =

-Íg3x+Ígx+-,  0 <лг<£,

1 3 E e  1 ^ 71-/ g 3£  + fg £  + - ,  Ç < x < - ,

657. y (*) = (A -l) J<?(x,£)«w2£-y(£)rf£ бу ерда

’ ! í ( x - x - 2) ( í  + 4 í -2), l á x S Í .  
1 5 [ ( Í - Í - 2)(x + 4x-2), í  < a < 2 .

1
658. y(-*) = (A-ú) jG(x, í )y( í )d^,  буерда

O
1 [cos'Ja  x c o s ja  - 1), 0 < x < ¿ ¡,

í JC  ̂̂  — ______ J
íin  co s\ fa £ -cossfa ( x - 1), £ < jc < 1 ,

a  >  О, а  ^  (?ги)2 , л -  бутиун сом .

659. y (x )  =  A j G ( x , # ) ^ r W  G ( * ,£ )  =
I 5

i  2 _ 2  К ;r t e l
660. л = — 2̂ ’ ? * = « » — • * = 0, 1, 2 , . . .  ■

661. Лк = - к 2я 2, y k = y [x s in {k K ln x ) ,  к =  0 ,1, 2 , . . . .

662. Як - хос киймат / 0(л/Я)=0 тенгламанинг ечими,

( - 1)*
yk^  =  J o{yßk х ) ,  бу ерда Уо(* ) = X ¿ ,Г (^ + 1у 

тартибли Бессел функцияси[1],[2].
KÿpcaTMa. Я > 0  да тенгламани Ж  х = г алмаштириш ёрдамида 

у " +  (1 / t ) y ' +  у — О 

куринишдаги Бессел тенгламасига = 0) келтирамиз [19]. Унинг 

ечими У = C J о { t ) .
663. а) хос киймат куйидаги тенгламадан аникданади:

2 к

- нолинчи,

356



у[Л у/Л  , \ na, p x ctgx -----Xq + a2 р г ctgx------(/ -  x0 ) = 0 ;

xoc функция эса

* . ( * )  =

. y ß7sin -  X
a \ t\---------- 1------ , 0 < X < x„

. у/К  sin  y X.

sin ———Cl — x )
_________ 5 _ 2 _______________

sin (I -  x0 )

, xa < x < I,

куринишда булади.
b) xoc киймаг куйидаги тенгламадан аникланади:

у/Л у[л , \ 
а, Р\ tg x ------ ха + а 2 р г tg x ------- (/ -  jc0 ) =  0  ;

xoc фун1сция эса
y f c

COS X 
а.------ т==— , 0 <х<дс„,

COS хп

COS ( 1 - х )

COS ( l - х р)

, Ха < X <1,

куринишда булади.
с) хос кий мат куйидаги тенгламадан аникланади: 

у/~Л у[Л . у/л у[~Л  ,
К —  tg

а , р

у/ Л , у/Л
+ К tg X,

+ а2 Pi

h2 ----¡ g ---(l - x 0)
а2 а1_______

у[л . у/л , , •. 
-  +h2 t g ---- (/-*„)

= 0;

хос функция эса
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* .( * )=

куримишда булади, бу ерда

* . ( * ) О < X < jc„

у , ы
, х0 < х<1,

Х п (х) = y ß ^ c o s ^ - x  + а, Л, sin^—̂ x, 
a i а \

K ( x ) =  4 ^ cos— (l ~ х ) + аг к2 sin —  ( 1 - х ) .
а 2 С1г

Курсатма. Куйилган масала ечими куйидаги

-, 0 < х < х 0,

û ( x )  =
Х Ы

Н х )
, Х0 <  X <  I ,

куринишда изланади, бу ерда

х ' ( х )  + 4 - х ( * )  = о, * ( 0 ) = 0 ,
а ,

Yr (x )  + ̂ Y ( x )  = 0, Х (1 )  = О.

664. а) = a 2 -jf- , (и = 0 , 1 , 2 ...) , бу ерда Ц„~ chß-cosn  

тенгламанинг ечими;

V „ M  = A„
f  , М„Х ßn Х Л ch — ----- cos — —

I I
{sh Un -  sin //„)-

- ( c h  U n -  cos n n) \ ^ h & ^ - s i n ^ -  

Д, - ихтиёрий купайтувчи;

и 4b )Я п = a~ ■ -yf-, ( n = 0 , 1 , 2 ,. • ■) , бу ерда Mn ~ ch/i cosfi 

тенгламанинг ечими;
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V,(Jc)  = Ал 11 ch ~ — + cos ^ A ( sh Mn -  sin M . ) ~

-  ( c h  //„ + c o s  ц п )

с) -  д2 'ут-  » (и = 0 , 1 » 2 , . . .  ) t бу ерда //„

chu ■ cosß = 1 тенгламашгаг ечими;

v „ (* )  = Ап i  Г сА — c o s ^ y ~ l  ( sh Mn -  s i n n n ) ~

665 .a ) Лп,,п - я *

-  ( c h  ß n -  c o s  ß n )[ sh

f  2 2 “ ! П
rr ~4--- -

a b

и х  . и х
— -------s in  — —

l l

m n~ I / , ~ 4
— + 7T ’ K w = 1 . 2 , . . . ) ;

b)
^m2 ~22 \

r n  /2 1 /  _ . _ ч
— + 7 7  L (w, л = 0, 1, 2, . . . ) ;
a b )

( 2 2  ̂m л
—r -*—7

\a * 2,
, (m = l, 2, . . .  ; n = 0, 1, 2, . . . ) ;

3d) An,» .
2m +lY  ( 2n + ]T, (m, n = 0, 1, 2, . . .  ).

Курсатма. Тенгламанинг ечими u - X ( x ) - Y ( y )  куриншцда 
изланади.

§6
. (2п + ])тг (2n + l)/r. J. so sin 1---- —— у sh

6 66 . а) “(х,у) = -^ А Х , (2n + l)tf л~о (2n + l ) s h — р
s

ч ^  . (2 п + \)к , (2п + 1)л 
Ь) « ( * , у) = 2_, ansin— ~------- x s h — -̂-------у»

п -0 2 р

2 , (2п +1 ) л  s
а  = — s п ----------------

" Р 2 р
J/W

2 р

. (2п + 1);гïi/î------------
2 р

X dx :
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. (2п + \)л , (2п + \)я . sin ------- — x s  h -— ------- y
,  ч 4У  ^  P________________ P ' .

C) и(х,у) X  (2л + ])л
n=o (2 n + l)s/i s

P
(2n + 1)ж , ( 2 n + 1)# . . 

4^ _» 5/n y s h ( p -  x)
- X

s_____________ s
- ( 2 /! + 1)ж л=0 (2 л + 1) s A -------  p

l/ + * t
К * i n i f  2 U ns КT s h - y - ch-'— l ------ h T s h Ich— y

71 2 P l  2 p ) {  P 2P, 2 P .
(2Jfe + 1)/T s

. л  4U - A C 2p .(2 к  + \)л . (2k+  l)7ixsin--- л------ > ------------L----- ch-----------y sm----------- x :
2 p  Л  "  2* + l 2/7 2p

(2* + 1)л- , ( 2А + 1)я-
„  COS -----------  JC .î/l ------------- -  y

\ / ч (РВ ~ 2А)У ^ л  4 PB У ’ P____________ Pe) u(x,y)- +A j 2 j  (2it + l)^i ’
2s 71 *=o (2& + 1) sA

P
(2к+1)лх

f) ~  Д. s - - o » g ± S B  
} 2P ** Ü (2k + l̂ h{2k+V* P

S
. (2k + \)яy . (2k + \)ях л oo sin —----------- sh -------------

g)  5— ............... * +
*=0 (2/c + 1) CÖ.S

s
( 2 к + \ ) я х  , ( 2 /:+ 1 )лг;у $/л --------—----- sh

+ — X
4 L '  y  2  p __________________ 2 _ p _

*  •-« ( 2 t  + l ) s/ . ( 2 * + l) ' ' s

4 8/ ^  e 1 . (2k  + \)л y 
667 .a ) = ( 2 t  + 1), ■ . . . ------- —

*=0 
(2*+l)/r*

*=0 2*

2 7fx/ 4 . (2t + l ) f f b  ak = j \ f ( y ) - s i n ----- ------- rfy.
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бу ерда ^  -  хос сонлар Atg Al = h тенгламанинг мусбат ечимлари.
оо -Лк*

d) - u . y ) - 2

бу ерда Yk(y) = ÁkcosZky+hsinÁky, Ак -  хоссонларА tg А I = -  А 

тенгламанинг мусбат ечимлари.

\ 2/4 1 “7 У . ктгх668. и(х, у) = ----У — е s in ------- .
я f a  к I

669. a) u(r,<p) = - l - ^ c o s < p + ~ s ¡ n ( p + 2 j ^ coski p, бу ерда 

Я к хос сонлар Л tg Л1 = h тенгламанинг мусбат илдизлари.

b) и( г , <р)  = ^ ------4 ¿  -L - (^ J L j  c o s k ç  ;

ч ,  ч г  Q  г  ■ U r 3c) и(г,ср) = — + --------- sin (р + —-----------— cos3cp -
’  h \ + R h  *  R (Ъ+ R h )  ’

Ad) u (r ,ç) = A r c o s ç  + C ; e) u(r,q>)=— r2 cos2<p+C;
2 R

f) u(r,(p) -  H  3r s i n ç -  - j^ sin 3 q >  J + С .

oo 2 л"
g) u(r,<p)=C+Yjn{An cos nç>+Вn smntp), бу ерда {  / (Ç7) d(p = Q,

/2 = 4 0

 ̂ 2ж j 2/r
A. = ---- í  f(<P)cosncpd<p, Bn =------------ —— J  f(<p)sinn(pd<p, ихтиё-

H  7 ü K .  q  t i  7 Г t \  q

рий узгармас сон.

. , 2Г  4 Г А  1 (  R \ k
670.a) u ( r , ç )  = —  + -— 2 , - -  — cosk<p\ 

л  n  1 - 4 * 4  r )k=I

4 R 2 R 3
5 ) u(r,<p) = C-\--------соьсрл------j c o s 2 ( p -

3 r 4 r 2

2 sin2 ç) + 4 / ? ^ --------- — coskq>\
k=3 4 — к
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R U
с )  u (r ,(р) = ж U -------- sin (р + 2  U ^

/- ч A) R d) u(r,<p) = ---- 2-------
1

l R

k = 2 
Y'

2 k 2
* ( l - fc2)l

— sink (p ;

2  n h  z j^ tn  + h R \ r
(A n eos n(p+ В n sin n <p),

¿K ¿71
буерда Л-,= í  f(<P)cosn<pd<p, Bn =  j  f{<p)sinn<pd<p.

Inr 
In 2  ’

In

3 Inr í  2 1 ,  i _ b ) -----------+ — г — r \cos2<p .
’ 2 In 2 U r2 6  J

B b 2 '

In
r 2 - ^ sin 2 (p ;

b) u(r,<p)
b 2 - a 1

л  \
r — e o s  (p ;

c ) u(r,<p) = Q + g2q
a 2+ b2

r 2  \

C O SÇ  +
b2T

a4 + bA

í  \ 
2  0  Г + - sm 2 ;

d) M ( r ,  (p ) =  Of¿2) + « ¿ иа ln - -  +

Jt=l

|r‘ +( ka[2)a k r~k

k\

( ß l l)b-k +ka~k-'

( a -

д г

b 'k + 

y  +

bka k-')

(*A WV

1

k- ' - b kß ^ V k
k ( a k~lb~k + b ka ~k ‘ )

coskq> + 

■sin к (p,

1 'f
буерда a o1 )= ^  = — f fi(Ç>)cosn<pdç> f

1 'for¿2)= —  J / 2( ç?)î/<3 5 or‘2) = — J  f 2((p)cosn(pd<p '
2k  

1 "r
ß n ) = ~  \ f¿ (p )s in n < p d (p  ) Д|2) = i -  j / 2(p) sin n epd  (p

673. а) и(г ,р)  =
я

eos
km p

a
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(2А-+1)лг
( \ V ' ? п~  (2к  4- Х)кЬ) и(г,<р) =  У а к г 2а со я ------------- (р,

2 а

(2к + 1)я

к=О 

2 
а

(2к+\)л

ак = — Я 2а ^ /(< р )с о э
2 а

<рс1(р\

кл
г \<* . клю  

— з т — —:

й) и ( г , <р) —
4 а £ ) К у  1

/?

' - 1

674. и(г,<р)
л к = 1 П

а
кл:

а . к л  (О 
Я П ------—

а  '
1 л

к л  (р
$т

а

ос ШГ

= х‘п ~~~Ф каторга келтирилади, С п коэффициент

Курсатма. Масала Фурье усули ёрдамида куйидаги 
лп 
а

и(а,<р) = А(р, 0 < (р <  а  чегаравий шартга асосан аникланади.
(2 л  +  1 )(* -з > )ж  

2р
« 7 5 . .  = ^ 1

1
кл3 £ ?(2л+1)3

с/г

1-
с/г

(2л + 1).«т
2р

(2 л  + 1)?т

5/г

676.

г Л /А,
/г

//-/С /-).

2 р

Ыг
/г

буерда Л = I - хос к;ийматлар, ¿ п(х) ва •/,(х)-биринчи турдаги 

Бессел функциялари[2].

677. и{г,е, (р)  = I -г-н —  |со5# + ( >-2- Щ - \ ч т 2в-зт2<р.

Курсатма. Масалани ечишда куйидаги ечимдан 

и ( г , в , < р )  =  £  £  г/
п =  0  т =  О

Л + _+1

+ С г п +
£>

со .? т <р +

, .п + 1 .VI-«  т(р ■Р^т>(соя в )
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^аланилади, бу ердаги ^ п т > В Пт’ С пт-* D „ m коэффи- 
^иентлар чегаравий шартларга асосан топилади.

Бунга ва масалага кура ечимни

и(г,в,<р)= ar + - j \ c o s 0 +  c r 2 — j\sin2e-sin2<p
У г )  V г )

куриншцда хдм излаш мумкин.

678. и(г,6̂ )  = 1 + ^ г 2(г2- я 2)Р2(1)(са50)са^ , бу ерда
о4

Р^] ( * )  -  кушиб олинган Лежандр функцияси [2].
Курсатма. Масаланинг ечими куйидаги

и ( г , в , (р) -  V (r ,  0 ,  (р) +  и-(г) 
куринишда изланади, бу ерда v(r,6,(p) ва Mr) функциялар мое 
равишда

-\„\ . 1  (  З.Л 1 г
■ = —  cos <р ■ sin 2 в,

О < г < а, 0 < в  < л,  0 <  <р< 2л, v(a,0,tp) = 0, <9 е [0,ж], ре  [0, 2л-] 

ва

JL _ ^ _ (r V ( / - ) )  = 0 , 0 < г < а,
г d г '

w(a) = l, |w(0 )|<+°°; 

масалаларнинг ечими.

í  2 d v ) 1 Э /  \
1 •р > и  Н — —

1 Э2и|
1 г
1 д г ) г2 sin в дв

Л Irl С7
г2 МП2 0 Ь(р1

679. u. J r ’^  = C0S

\
7ГП

<Ро
-<р

К п (MÍn)' r )N 'nn ( л "  • « ) - / ' .  (м1п) a ) N xn г )
Фо Фо Фо Фа

Лп)
бу ерда f¿m — куйидаги тенгламани ечими:

К Л ? ' а ) Н * Л М “ )
<Ро____________ ___ <Ро____________  . .

J '  ( ц - Ь )  N '  (//¿>)’ N *.п ^  ' г ' ~ иккинчи тур Бессел

функцияси [19].
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I 0 ( ß  • г )
680. u ( r , ç )  =  —\ ß a )  U°' еРда ^°(х ) '  мав*.Ум аргументли

Бессел функцияси[19].
Курсатма. Масаланинг ечими куйидаги

и(г,<р) = £  [Л „ cos п<р+ В п sin ntp~\- /„(/? г)
п = 0

катордан топилади, Ал, В п коэффихщентлар чегаравий шартларга 
асосан аникланади.

yfälз (/ И
681. Ф , 0 )  = - г  i - -  u0 cose.

Vr М / *0 )
2

KÿpcaTMa. Масаланинг ечими куйидаги

-  C J ' J ß r ')
u (r ,0 ) = Y j ----- 2—j=------ Pn(co se) катордан топилади, С  n коэффи-

«=о
циент чегаравий шартга асосан ани1дтанади.

А а 1 s in ß r
ß a c o s  ß a - s i n ß a  г

Курсатма. Масаланинг ечими куйидаги куринишда u (r)= —v(r) 

изланади.

и(г) =  

684. и (0  =

Д а2

683*

Аа - s h ( ß  г)
s h ( ß  а)

685. u(r^ ^ f aе ^
\( \Л

6 86 . a) u{r,0,<p)=-\-r+— jsinç-sin9;

b) u(r,e ,ç) = Y ^ r - - ^ j c o s 0 -

c) и(г,в,<р) = 4 ^ r - ^ - j c o í  в + r jco í  (р- sin в ;

96 2г2 i . . j _------------ sin 2ö? • 5ш 0 ;
31 г2 31 1
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d ) u(r,6.(p) = | 14 ——  j Pa(cos0) + r 2(\-3cos2 6  — sin2(p sin2 0) ;

12 r 4 12 8 rг\

f) u(r,0,(p) =

g) u(r,0,(p) =

h) u(r,0,<p)

8 „ 1 .
— cos2xp----- sin
31 31

1

in2xp r̂2 +{-■ -, 32 . „ 'i 1соаЪфЛ-----sinlxp —
31 31 j r 3

------cos(p------sintpir + — cos (p------ sintp —r
31 31 J  131 31 J r 3

32 8

cos <p ■ sin 20  ;

• sin2 в  ; 

■ sin2 в ,

(3 2

" I “ '
r2 I sin 2 в  • sin (p +1 8r2 -  I cos 2<p ■ sin2 в  .

Курсатма. Масалаларни ечишда IV бобнинг 6-§ даги (4.158) 
формуладан фойдаланилади.

687. а) и(г, 0, (р) =  ̂г + ДрJ  sin в ■ sin (р + 3 г2sin  2  в ■ sin (р ;

b) u(r,6,<p) = \ + ̂ ] r ~ \ c o s < p P t l\ cos6 )+ ^ \ r'-^ y os< p Y .

X P3w ( c o s 9 )  + ^ - ^ r 3 — si n 2 ç)  P j2)( c o s в ) .

Курсатма. Масалаларни ечишда куйидагини

и I =2P}l)( c o s e ) c o s ç +  — P 2̂\ c o s e ) s in 2 ç + 3 P lü\ co se )co s (p
r\r=2

х,исобга олиб,

и(г,в ,(р)-С  + —+ [ а г — jcosç-sinO + i f r 3 — | cos<px

X Р 3(1)( c o s в )  +| I r 3 — —j- s in 2 ( p ■ F3 ( c o s # )

формуладан фойдаланилади.

688 . а) и (г ,в ,(р )  = ^ J s m ^ 2 p  +  ^ j - sin 29  c o s e  ;

b) и (г ,в ,ф ) = -^-1 sin  f  3ç> +  1 • s in 3в  ;

с) и(г,в,<р) = J c o s \ 2 < p s i n 29  + -^sinO ■ sinç> \
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2 Д а
¿л u {r ,6 , (p )  = r  cos 2 tp-\—  sin в  ;

v. 3 j

e) u(r,6,<p) = л/и j p + ^-U r  s/и 9  + r 2 sin 2ö)  ;

2 j.«.
f) u(r,0,<p) = ---------(3cos20 + l)  + r ji'wö ■ sin(p ;

3 6 
r 'o

p) u (r ,6 . ( p ) ~  lH------sin10 в ■ sin 1 0 (p .
1010

Курсатмя. Масалаларни ечшпда куйидаги

и(г,в,ср) = Ук^ ,(р )

формуладан фойдаланилади, бу ерда 
к

cos п (f>+bnsin п <р)р^п) (cose),
и=1

" d nPk(£)
Рк (<э) -  (1 4 ) 2 ^ кк , ( £ - 1 ,2 , . . . ) -  Лежандр полиноми[2].

689. а) и(г ,0 , ?)  =
К 

г ;
cos  ̂Ъ(р + ^-j  • sin3û ■ cos в ;

Ь) и(г,в,<р) ~ \ — 1 sin100 0sinlOO<p ;

с) и(г,в,<р) = sin\<p + —  I X
лЛ

R (  R
—  p.(" ( c o s e )  +

6 ( 3 +  R ) \ r

Курсатма. Масалаларни ечишда куйидагини

(и - и  )1
r \ r=R

хисобга олиб,

-  Р™ (cos в) + -  Р2(1) (cos в) 
2 6

P 1 " ( C O S 0 )

• I Я
• 5 1 И  й Н --------

' 6

и(г,в,<р) = sin\ <Р + ~ j  P,m (c o s e )  + B ¡ ^ - j  P ^ ( c o s e )

формуладан фойдаланилади.
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*  мудири (1 9 5 9 -1 9 6 6 ), У зР ФА Математика и н ст и т у т
директори (1967-1985), УзР ФА вице президента (1984-1985).

^ I Узбекистан Олий ва урта махсус таълим вазири (1985-1988).
, УзР ФА Президенти (1988-1994). УзР ФА Математика 

института дифференциал тенгламалар булими мудири (1994 
йилдан буён) вазифаларида ишлаган. 2002 йилдан УзМ У "Диффзреици ш 
тенгламалар” кафедраси мудири.

7 та монография, 10 дан ортик дарслик ва укув кулланма хамда 320 дан орт и к 
илмий. илмий-оммабоп маколалар муаллифи. Унинг рахбарлигида 7 та фан док три 
ва 35 та фан иомзоди диссертация ёклаган.

М.С.Салохиддинов “Хурмат белгиси” (1976), "Мехнат шухрати” (1999) кп 
“Буюк хизматлари учун” (2 0 0 7 )орденлари билан такдирланган.

Возор Исломович Исломов. 1957 йил 17 декабрда 
Самарканд вилокти Окдарё туманила тугилган. Физика- 
математика фанлари доктори (200С), профессор (20С6) ’УзР 
ФА Математика института илмий ходими (1980-2004), 
Низомий номидаги ТДГТУ физика-математкка факультета 
декани (2004-2008) булиб ишлаган.

2008 йилдан буён УзМУ “Дифференциал генпамглар” 
кафедраси профессори.

Б.И.Исломов 1 та монография, 10 дан ортик укуя ва мето­
дик кулланма хамда 90 дан оргик илмий маколалар муаллифи 
Унинг рахбарлигида 5 та ^ а н  номзоди диссертация ёкл;.гап 
Фан ва техника сохасида "Узбекистон ёшлари” мукофоти 
совриндори(1994).


