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I Б У Л И М  

ГЕОМЕТРИЯ АСОСЛАРИ

I Б О Б. АКСИОМАТИКАНИНГ УМУМИЙ МАСАЛАЛАРИ ВА ГЕОМЕТРИЯ 
АСОСЛАРИНИНГ ТАРИХИЙ ОБЗОРИ

1- §. Аксиоматик метод ^ацида тушунча

Геометрия асослари математиканинг бир щисми булиб, унда гео- 
метриянинг асосий тушунчалари, аксиомалари ва умуман геометрик 
системанинг дедуктив тарзда ^урилиши, шунинг билан бирга аксио
малар орасидаги муносабатлар урганилади. Бу гоялар мо^иятини ту- 
шуниш ва уларнинг юзага келиш сабабларини фа^млаш учун ^ис^а- 
ча булса- да, тарихга назар ташлаш зарур.

Математикада аксиоматик (дедуктив) методнинг яратилишига грек 
олимларидан Пифагор, Аристотель, Платон, Евклид илк ^адам г^уй- 
ганлар. Бу борада айницса Евклиднинг (эрамиздан аввалги 340— 287 
й.й.) хизмати катгадир. Евклид «Негизлар» («Асослар») деб аталган 
асарида геометрияни маипщий жи^атдан мукаммал асослаш ма^сади- 
да аввал таърифлар келтириб, кейин аксиомалар, постулатлар систе- 
масини кабул ^илди. Шу асосда у уз замонаси талабларига тула-ту- 
кис жавоб берадиган геометрия «биносини» куришга эришди.

Ноевклидий геометриянинг вужудга келиши ва тупламлар назария
сининг яратилиши фаннинг деярли барча тармокуири учун мухим омил 
ролини уйнади.

Аксиоматик, методнинг модиятини тушуниш ма^садида мактабда 
Урганиладиган геометрия курсига мурожаат цилайлик. Унда бир ^ан- 
ча теоремалар исбогланган булиб, исботланган хар бир теорема узи- 
дан олдин келган теоремаларга асосланади, шу йусинда иш куришда 
исботсиз ^абул килиниши зарур булган ибора (жумла) лар ва ту- 
шунчаларга дуч келамиз: натижада таърифсиз 1̂ абул ^илинган объект- 
лар (масалан, нук;та, тугри чизи^, текислик, масофа тушунчалари), 
уларни богловчи нисбатлар (масалан, ну^танинг тугри чизикда ётиши, 
тугри чизикдаги ну^танинг шу тугри чизикдаги бошка икки ну^та 
«орасида» ётиши, кесма ва бурчакларнинг тенг (конгруэнт) лиги)ву
жудга келади.

Асосий объектлар, уларни богловчи нисбатлар ва тегишли аксио
малар системасини танлаб олиш му^им масаладир. Аксиоматик метод 
асосида му^окама юритишни цис^ароц ^илиб цуйидагича тавсифлаш 
мумкин: аввало. таърифланмайдиган асосий объектлар танлаб олина- 
ди, кейин уларни узаро богловчи асосий муносабатлар — аксиомалар
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системаси танлаб олинади, с}“нгра эса шу аксиомалар асосида мантиц 
(логика) цоидаларига ас осланган ^олда янги- янги жумлалар (теоре
ма лар) исботланади.

2- §. Аксиомалар системасига цуйиладиган талаблар

Кабул цилинадиган аксиомалар системаси цуйидаги талабларга жа
воб бериши керак:

1) мантиц цонунлари асосида аксиомалар системасидан бир-бирини 
инкор этувчи иккита жумла (ran) келиб чицмайдиган булсин, яъни 
аксиомалар системаси зидликка эга булмасин;

2) муайян аксиомалар системасида иштирок этадиган ^ар бир аксио
ма цолганларининг мантиций хулосаси булмаслиги—теорема сифатида 
исбот ланмаслиги, яъни аксиомалар системасида ги ^ар бир аксиома эр- 
кинлик хусусиятига эга булиши керак;

3) аксиомалар системаси каторига шу системадан мантицаи келиб 
чицмайдиган янги аксиомани цушиш мумкинми, яъни аксиомалар систе
маси тулиц (мукаммал)лик хоссасига буйсунадими?

Геометрияни аксиоматик цуришдаги бу мухим саволларга XIX аср- 
дагина тула жавоб топилди. Бу саволга жавоб беришда улур рус ма- 
тематиги Н. И. Лобачевский ижоди ва XIX аср олимларидан Е. Бель- 
трами, А. Пуанкаре, Ф. Клейн тадцицотлари цал цилувчи роль уйнади. 
Аксйомаларнинг белгили системаси асосида олиб бориладиган мухока- 
маларнинг зидликка олиб келиш - келмаслиги масаласини хал цилиб 
бериш учун математикада модель (интерпретация, шарх;ланиш) гояси 
ишлатилади.

Т а ъ р и ф .  Маълум объектларнинг бирор туплами аницланган булиб, 
шу туплам элементлари орасида асосий муносабат (нисбатлар) сацла- 
ниб, унда аксиомаларнинг барча шартлари бажарилса, бу аксиомалар 
системасининг модели цурилган дейилади.

М и с о л л а р .  1. Бутун сонлар туплами цушиш амалига нисбатан,
' группа ташкил цилгани учун, бу туплам группавий аксиомалар систе

масининг модели була олади (бунда асосий объектлар бутун сонлар 
булиб, асосий муносабат цушиш амалидир).

2 . Текисликдаги барча геометрик векторлар туплами чизицли фазо 
.^осил цилгани учун, у чизицли фазо аксиомалари системасининг мо
дели була олади (бунда асосий объект геометрик вектор булиб, асосий 
нисбатлар векторлар устидаги чизицли амаллар — цушиш, векторни сон 
(скаляр) га купайтиришдир).

Т а ъ р и ф .  Аксиомалар системасидан бир-бирини инкор циладиган ик
кита жумла мангицан келиб чицмаса, бу система зидсиз (щ рам а  цар- 
шиликсиз) система деб аталади. Акс х;олда аксиомалар системаси зид~ 
ли система дейилади.

Математикада зидли система билан иш курилмайди. Аксиомалар 
системасининг зидсизлиги цандай исбот цилинади?

Аксиомалар системасининг зидсизлиги шу система моделининг тан
лаб олиниши билан х(лл цилинади. Агар текшириладиган аксиомалар 
бирор усул билан моделда бажарилса ва бу модель объектларининг 
табиатида зидликнинг йуцлигига ишонч ^осил цилинса, у ^олда бу



■аксиомалардан бир-бирини мантицан инкор этадиган иккита жумла 
кели/5 чицмаслиги, яъни битта фактни' \ а \г тасдицлаб, хам инкор этиб 
булмаслиги маълум булади. Демак, биз юцорида келтирган мисоли- 
мизда группавий аксиомалар системасининг ва чизицли фазо аксиома- 
лари системасининг зидсиз эканини курсатдик, дейишимиз мумкин.

Т а ъ р и ф .  Зидсиз аксиомалар системасидаги хар бир аксиома шу 
системадаги цолган барча аксиомаларнинг мантиций хулосаси булмаса, 
бундай аксиомалар системаси эркин система деб аталади,

Бундан куринадики, аксиомалар системасининг эркин булиш талаби 
з^ар бир аксиоманинг цолган аксиомаларнинг хулосаси (натижа) си эмас- 
лигини текшириш билан исботланади. Бу масала цуйидагича хал цили
нади.

Аксиомаларнинг зидсиз A v А2, . . ., Ап системасига царашли, ма
салан, Ап аксиоманинг эркин эканлигини курсатиш учун бу систе- 
мадан Ап ни чицариб ташлаб, унинг урнига Ап аксиома, яъни Ап нинг 
мазмунини инкор этувчи жумла—иборани киритиб, аксиомаларнинг янги 
системасини цосил цилиш ва унинг зидсизлигини исботлаш керак. Да- 
цицатан з^ам, агар А п аксиома A v А2, . .  Лп_, аксиомаларнинг нати-
жаси сифатида хосил цилинса, у холда бу аксиома A v А2.......... Ап
аксиомаларнинг цам натижаси булиб чицади. Бу эса аввалги система- 
нинг зидлигини билдиради.

Аксиомалар системасидаги бирор аксиоманинг эркинлиги,' яъни, 
унинг мустацил аксиома эканлигини- бу системадаги аксиомалар сони- 
ни камайтириш мумкин эмаслигидан дарак беради.

Аксиомалар системасининг эркинлигини текширишда хар бир акси
оманинг эркинлиги алоз^ида текширилмайди, чунки теги шли исботлар 
жуда сермех,натдир, лекин баъзи «шуб^али» аксиомаларга нисбатан 
эркинлик талаби текширилади. (Бунга биз мисол тарицасида 23- § да V 
постулатнинг эркинлигини курсатамиз.)

Аксиомалар системасининг тулицлигининг мазмуни шундан иборат- 
ки, янги аксиомалар цушмасдан туриб, шу назарияга тааллуцли хар 
бир даъвонинг шу системага таянган цолда уринлилигини ёки инко- 
рини айтиш мумкин булсин. Бу талабнинг амалга оширилиши одат
да система учун курилган икки модель орасидаги изоморфизм деб ата- 
ладиган тушунчага асосланади.

Т а ъ р и ф .  Аксиомалар системасининг икки Е, Е '  моделининг асо
сий объекта (нуцта, тугри чизиц, текисликлар) орасида узаро бир 
цийматли мослик урнатилган булиб, бу мосликда элемент (объект) 
лар иккала моделда з^ам бир хил нисбатда булса, яъни A (j Е  => Л '£  Е'  
булса, бу икки модель изоморф дейилади.

Т а ъ р и ф .  Аксиомалар системасига тааллуцли исталган жумла- 
нинг тугри ёки нотурри эканини аницлаш мумкин булса, аксиомалар
нинг бу системаси тулиц (мукаммал)  деб аталади.

Аксиомаларнинг зидсиз 2  системаси берилган булсин, шу система 
асосида цурилган назариянинг барча жумлаларшш уч синфга ажра- 
чиш мумкин:
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I I . ^ ® 3 ундан манти^ан келиб чиккан натижалар ёрдамида ис- 
(ботлаш мумкин булган жумлалар.
\  II. ^  ва ундан манти^ан келиб чиккан натижалар ёрдамида ин- 
Кор этиш мумкин булган жумлалар.

III. 2  ва УнДан манти^ан келиб чивдан натижалар ёрдамида, ис- 
бот хам к;илиб булмайдиган, инкор ^ам к;илиб булмайдиган жумлалар!

Демак, ^  нинг бирор модели ^урилган булса, I синфга кирувчи 
барча жумлалар шу моделда уринли булади, II синфга кирувчи бар- 
ча жумлалар шу моделда уринли булмайди, нихоят, III синфга ки
рувчи жумлалар шу моделда уринли булиб, ^  нинг бошца шундай 
модели мавжуд булиши мумкинки, унда бу жумлалар уринли булмай
ди. Бундан куринадики, 2  нинг исталган икки модели узаро изоморф 
булса, аксиомаларнинг бундай системаси тули^ булади. Бунинг маъ- 
носи шундан иборатки, аксиомаларнинг тулик; системаси учун турли 
моделлар факат узининг асосий объект (элемент) ларга бериладиган 
конкрет мазмуни билан фар^ ^илади, мантилий жидатдан улар бир 
хилдир.

Демак, аксиомаларнинг бирор системасининг тулицлигини исботлаш 
учун унинг камида иккита моделини олиб, уларнинг узаро изоморфлиги- 
ни курсатиш кифоя. Бу фикрдан биз кейинги бобларда фойдаланамиз.

Математикада аксиомаларнинг тули^ булмаган системаси билан ^ам 
иш куришга тугри келади. Масалан, группавий аксиомалар системаси 
туртта аксиомадан иборат булиб, у тулик; эмас, чунки бу система
нинг бир-бирига изоморф булмаган иккита моделини курсатиш мум
кин. Ха^икатан, рационал сонлар туплами цушиш амалига нисбатан 
группа ташкил к.илади, бундан таш^ари барча дакикий сонлар тупла
ми дам цушиш амалига нисбатан группа хосил килади. Лекин бу ик-

- ки модель орасида изоморф мослик хосил к>илиш мумкин эмас, чунки 
рационал ва дакикий сонлар тупламлари орасида узаро бир к^ийматли 
мослик мавжуд эмас.

3- §. Евклид давригача геометрия

Геометрия энг цадимги фанлардан бири дисобланади. Бизгача етиб 
келган тарихий ёдгорликларга асосан, геометриядан олинган энг 
биринчи маълумотлар ^индистонда, Вавилон (Бобил) да, Миср ва Хи- 
тойда вужудга келган булиб, улар соф амалий фаолият талабларини 
кузда тутган. Геометриянинг Евклидгача ривожланиш жараёнига кис- 
цача булса-да назар ташлайлик. Эрамиздан аввалги VII — VI асрларда 
Грециянинг Милет шахрида яшаган Фалес уз давридан олдин туплан- 
ган трноц  холдаги геометрик фактларни умумлаштириб, манти^ кои- 
далари асосида исботлашга дара кат цилган. Фалес куйидаги теорема- 
ларни исботлаган:

1. Диаметрга тиралган ички чизилган бурчак тугри бурчакдир.
2. Дойра диаметри уни тенг иккига ажратади.
3. Вертикал бурчаклар тенг.
4. Тенг ёнли учбурчакнинг асосидаги бурчаклари тенг ва доказо.
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Эрамиздан аввалги VI — V асрларда геометрия купроц Жанубий 
Италияда ривожлана борди. Бу даврни Пифагор даври дейиш мумкин. 
Бу даврда хам фактларни илмий асослашга уриниш булган. Цуйидаги 
теоремаларишшг мантицан исботи хам шу даврга турри келади: !

1. Учбурчак т к и  бурчакларининг йириндиси 180° га тенг.
2. Текисликни мунтазам учбурчаклар, туртбурчаклар ва олти- 

бурчаклар билан црплаб чицииг мумкин.
3. Тугри бурчакли учбурчак гипотенузасига ясалган квадрат юзи 

катетларига ясалган квадратлар юзлари йигиндисига тенг. j
Бундан бошца купгина маълумотлар цам бу даврнинг ма^сули бул

ган. Масалан, квадрат тенгламани геометрик ечиш усули, мунтазам 
купёцнинг беш тури (тетраэдр, гексаэдр, октаэдр, додекаэдр ва икоса
эдр). Эришилган ютуцларнинг энг му^ими—умумий улчовга эга бул
маган кесмаларнинг мавжудлигини исботлаш катта илмий ютуц ^исоб- 
ланади.

Эрамиздан аввалги IV асрда геометриянинг ривожланиш маркази 
Афина ша^рига кучади. Математика фанининг бу даврдаги ривожида 
Платон, Аристотель, Демокритнинг фалсафа мактаблари ва Евдокс, Ме- 
нехм каби улкан математикларнинг ^иссалари катта. Бу илмий мак- 
таб намояндалари цуйидаги икки масалани з$ал цилишга уринган:

1) геометрияни илмий асосда баён этиб бериш принципи, унинг 
жумла-ибораларини аксиома, таъриф ва теоремаларга ажратиш; 2) ис- 
ботлашнинг формаси ва методини ишлаб чициш: анализ, синтез, тес- 
карисидан исбот цилиш ва хоказо.

Бу масалалар асосан мантиц (логика) фанининг яратувчиси Арис
тотель (эрамиздан аввалги 384 — 322 йиллар) ишларида уз аксини 
топди. Хулоса цилиб айтганда, Евклидгача булган даврда фанни (ай- 
ницса геометрияни) дедуктив негизда цуришнинг асосий- принциплари 
мукаммал ишлаб чицилган, улар цуйидагилардир:

1. Асосий тушунчалар (объектлар, уларни узаро борловчи нисбат
лар) курсатилади.

2. Барча керакли аксиомалар баёни берилади.
3. Теоремалар келтирилади.
4. Дар бир теорема узидан аввалги теоремаларга ва аксиомаларга 

асосланиб исботланади.
5. Янги киритилган тушунчаларга таъриф берилади.
Геометрияни дедуктив принципда цуришни грек олими Евклид

уз замонасига нисбатан цоницарли ^ал цилиб, 13 та китобдан иборат 
«Негизлар» .номли асарини ёзди.

4- §. Евклиднинг «Негизлар» асари, унинг ютуц ва камчиликлари

Евклид ^аёти ^ацида тула маълумот бизгача етиб келмаган. У биз- 
нинг эрамиздан аввалги 300 йилларда яшаган булиб, Птолемей под- 
шолик цилган даврда Александрияда математикадан даре берган ва 
и щ  томонидан ташкил цилинган музейнинг математика булимини 
яратган. Айтишларича, кунлардан бир кун шо^ Евклидни чацириб

8



«геометрияни урганишга «Негизлар» дан кура кискаро^ йул борми?» 
деб сураганда Евклид магрурона шундай деган экан: «Геометрияда 
шо^лар учун махсус йул йу^». Бундан таиш^ари Евклиднинг «Оптика» 
ва боцща асарлари хам маълумдир.

Инсоният тарихида Евклиднинг «Негизлар» асари билан га^кослаш 
мумкин булган ва ^анузгача уз ^адр-ь^ийматини йуцотмай келган, 
уз замонасига нисбатан чувдр илмий асосда яратилган бирорта асарни 
курсатиб булмайди. Унинг фацат 1482 йилдан бошлаб 500 мартадан 
купро^ 1̂ айта нашр ^илингани ва дунёдаги жуда куп тилларга тар- 
жима ^илингани юкрридаги фикримизнинг ёркиа далилидир. «Негиз
лар» нинг iy-гскача мазмунига тухталиб утайлик.

I китобда учбурчакларнинг тенглик шартлари, учбурчак томонлари 
билан бурчаклари орасидаги муносабатлар, учбурчакларни ясаш, тугри 
чизикларнинг параллеллиги ва перпендикулярлиги, параллелограмм 
ва учбурчакнинг юзлари >;амда Пифагор теоремаси бор.

II китобда (a+b)2= a 2-\-2ab+b2, (a— b)b—ab—fc2 ва шу каби ай- 
ниятлар геометрик формада тал^ин килинади. Бу китоб квадрат тенг
ламани геометрик усулда ечиш билан тугалланзди.

III китоб айланага багишланади. Бунда асосан айланага утказил
ган кесувчи, уринма, марказий бурчаклар, ички чизилган бурчаклар 
каралади.

IV китобда айланага ички ва таш^и чизилган купбурчаклар кара- 
либ, мунтазам туртбурчак, бешбурчак, олтибурчак ва ун бешбурчак- 
ларни ясаш курсатилади.

V китоб асосан пропорциялар назариясига багишланган.
VI китобда пропорциялар назариясининг татби^и сифатида купбур

чаклар ухшашлиги назарияси ва купбурчак юзлариии топиш берилади.
V II— IX кцуоблар арифметика ва сонлар назариясига багишланган.
Шуниси дивдатга сазоворки, бу китобларда икки бутун соннинг 

энг катта умумий булувчисини топиш алгоритми ^амда туб сонлар- 
нинг чексиз куп эканлиги исботланади.

X китобда иррационал мивдорлар назарияси ^аралади.
XI — ХШ китоблар стереометрияга багишланган б у л и б , уларда к у п -  

ёдлар, айланма жисмлар ва уларнинг хажмлари каралиб, м у н та за м  
купё^лар х̂ ак̂ ида маълумот берилади. Келтирилган 13 та к и ю б н и н г  
^ар бири тушунчаларнинг таърифларидан бошланади, масалан, 1 ки
тобда 23 та таъриф берилган, улардан баъзиларини келтирамиз.

I. Ну^та шудирким, у булакларга эга эмас.
II. Чизик; энсиз узунликдир.
III.  Чизи^нинг чегаралари нук,талардир.
IV. Тугри чизик, деб шундай чи зи ^а  айтиладики, у узишшг ^амма 

ну^таларига нисбатан бир хил жойлашгандир.
V. Сирт шудирким, у узунликка ва энга_ эга,
V I. Сиртнинг чегаралари чизи^лардир.
VI I .  Текислик шундай сиртки, у узидаги з^амма тугри чизи^лар- 

га нисбатан бир хил жойлашгандир.
V I II.  Ясси бурчак деб, бир-бири билан кесишган ва бир текислик

да жойлашган, лекин бир тугри чизикда ётмаган икки чизик,нинг бир- 
бирига ^иялигига айтилади ва доказо.



1- чизма

Таърифлардан сунг постулатлар 
(^озирги вацтда постулат билан ак
сиома бир-биридан фаркланмайди) 
ва аксиомалар берилади. 

П о с т у л а т л а р :
I. Дар бир нуцтадан исталган 

нуцтагача тугри чизиц утказиш 
мумкин булсин.

II. Чегараланга'н ^ар бир турри 
чизицни исталганча давом эттириш 
мумкин булсин.

III. Исталган марказдан цар 
цандай радиус билан айлана чи- 
зиш мумкин булсин.

IV. Дамма тугри бурчаклар 
узаро тенг булсин.

V. Бир тугри чизиц икки турри 
чизиц билин кесишиб, улар билан

йириндиси  2d дан кичик булган ички бир томонли бурчаклар ташкил 
цилса, уларни бу йиринди  2d. дан кичик томонга цараб давом цилдир- 
ганда, улар шу томонда кесишадиган булсин.

Бу охирги постулат параллеллар цацидаги Евклиднинг маищур бе- 
шинчи постулатидир.

А к с и о м а л а р :
I. Учинчи мицдоргатенг булган мицдорлар узаро тенг.
II. Тенг мицдорларга баравардан цушилса, уларнинг йигиндилари 

з^ам тенг булади.
III. Тенг мицдордан баравардан айирилса, цолдицлари з^ам тенг 

булади ва цоказо.
Постулат ва аксиомалардан сунг жумлалар номи билан теоремалар 

ва ясашга дойр масалалар келтирилади.
1. Ж  у м л а (теорема). Белгили кесмада (турри чизицда) тенг томон

ли учбурчак ясалсин.
Я с а ш :  АВ  кесма (турри чизиц) берилган булсин (1-чизма).

А ни марказ цилиб А В  радиус билан циркуль ёрдамида BCD  ёй чи
замиз (III постулат), сунгра В  ни марказ цилиб ВА  радиус билан 
АСЕ  ёй чизамиз (III постулат), бу ёйларнинг кесишиш нуцтаси С орца
ли С А, СВ турри чизицларни утказамиз (I постулат). А нуцта DBC  
айлананинг маркази булгани учун АС  кесма АВ  га тенгдир (XV таъ
риф), сунгра В  нуцта АСЕ  айлананинг маркази булгани учун ВС кес
ма АВ  га тенгдир (XV таъриф). I аксиомага асосан СА кесма СВ га 
тенг. Демак, СА, АВ, ВС  кесмалар узаро тенг, демак ABC  тенг 
томонли учбурчак (XX таъриф). Шуни исботлаш (ясаш) талаб цилин
ган эди.

«Негизлар» нинг му^им тарихий ахамиятидан яна бири шундан 
иборатки, у геометрияни мантиций жихатдан жиддий равишда баён 
этиш роясини бизнинг давримизгача етказди. Бизнинг давримизгача 
булган фан тарихининг буюк намояндаларидан Коперник, Галилей, 
Декарт, Ньютон, Лейбниц, Эйлер, Ломоносов, Лобачевский, ал-Хсра>
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мий, Беруний, Ибн-Сино, Улугбек, Умар Хайём ва бснщалар з{ам мате- 
матикани Евклиднинг «Негизлар» идан урганишган. Лекин бу асар 
^ам камчиликлардан холи эмас. «Негизлар» нинг асосий камчиликлари 
Нималардан иборат?

1. Евклид томонидан берилган баъзи таърифлар з̂ еч нарсани аник;- 
ламайди (масалан, ну^та таърифи) ва Евклиднинг узи бу таърифлар- 
дан фойдаланмайди. Таърифларда узи таърифланиши керак булган 
тушунчалар бор, масалан «узунлик», «эн», «чегара» ва з^оказо. Лекин 
айлана, учбурчак, тугри бурчак, утмас ва уткир бурчакка берган таъ- 
рифлари ксникарли.

2. Евклид айрим жумлаларни постулат, айримларини эса аксиома деб 
атаган, бу икки тушунча орасида мантилий фарк йу^, баъзи кишилар- 
нинг фикрига цараганда у постулат деб фа^ат геометрик фигуралар
нинг хоссаларини ани^лайдиган жумлаларни олган, долган хар кандай 
миадорлар хоссаларини аншуговчи жумлаларни аксиомалар сифатида 
цабул ^илган. Замонавий адабиётда аксиома билан постулат бир маъ- 
нода ишлатилади.

«Негизлар» нинг асосий камчиликларидан яна бири унда берилма- 
ган аксиомалардан, масалан, узлуксизлик аксиомасидан фойдаланиш 
Зфлларининг юз беришидир. Ю^орида тенг томонли учбурчакни ясаш 
масадасини курганимизда икки айлананинг С ну^тада кесишиш факти 
^еч жойда к,айд ^илинмаган. Мантилий жиз^атдан бу ерда ну^ссн бор, 
бу айланаларнинг кесишиши кейинчалик келадиган муло.^аза (узлук
сизлик тушунчаси) га асосланади.

Худдн шунга ухшаш тартиб ва з^аракат аксиомалари з^ам етишмай- 
ди (бу аксиомаларнинг мазмуни билан кейинроц танишамиз).

«Негизлар» га тан^идий ну^таи назардан Караганда, шуни цам 
эътиборга олиш керакки, унинг асосий камчиликлари фацат XIX аср- 
нинг охирларидагина ошкор ^илинди.

5- §. Бещинчи постулатни исботлаш учун уринишлар
Геометрия тарихида Евклиднинг бешинчи постулата гоят муз^им 

роль уйнайди. Бу постулат кадимги замондан буён математиклар 
Диедатини узига жалб ^илиб келди, улар геометрияни бу постулат- 
дан халос килиш, ундаги даъвони исботлаш, уни олдинги постулат 
ва аксиомалардан келтириб чикаришга интилдилар. Бундай ^изиниш- 
ларнинг сабабларидан бири, берилган постулатлардан аввалги турттаси 
Уз- узидан аён булиб, бешинчи постулатнинг аёнлиги бевосита кури- 
ниб турмаганлигидадир, иккинчиси эса, бешинчи постулатдан Евклид- 
ни узи иложи борича кам фойдаланишга з^аракат цилганлигидадир, 
ундан фат^ат биринчи марта 29- жумлани исботлашда фойдаланган. 
Шуниси ^изи^ки, Евклиддан сунг щарийб 2000 йил мобайнида бешин
чи постулатни исботлаш учун уриниб курмаган бирорта з^ам йирик 
математик ^олмаган. Лекин бу олимларнинг купчилиги Евклиднинг 
постулат ва аксиомаларидан аслида мантикан келиб чи^адигаи бирор
та жумлани олиб (куплари учун у жумла аён туюлган), сунгра бе
шинчи постулатни исботладим, деб даъво ^илганлар. Шундай олим- 
Лардан баъзиларининг ишларини таъкидлаб утамиз.
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1. Эрамиздан аввалги I асрда яшаган Посидоний «Текисликда тур
ри чизицдан бир томонда ва бир хил масофада ётган нуцталарнинг 
геометрик урни тугри чизиц булади» деган жумлани исботсиз цабул 
цилиб бешинчи постулатни исботлашга эришади.

2. Грек математикларидан Проклнинг (410— 485) «Кесишмайдиган 
икки тугри чизиц орасидаги масофа чегараланган мицдорда» (Прокл фик- 
рича хатто узгармас мицдордир) тасдицлаши бешинчи постулатга экви- 
валенгдир.

3. Озарбайжон олими Насриддин Тусий (1201 — 1274) ушбу фикр- 
га асосланади: «Агар икки а, Ь турри чизицдан биринчиси А В  кесмага 
перпендикуляр (А£а, BQb), иккинчиси эса орма булса, у вацтда b тур
ри чизицдан а турри чизицца туширилган перпендикулярнинг А В  нинг 
b билан уткир бурчак ташкил цилган томондагиси А В дан кичик, Ь 
билан утмас бурчак ташкил цилган томондагиси эса А В  дан каттадир». 
Шу фаразга асосланиб бешинчи постулатга уз «исботини» беради.

4. Инглиз математиги, Оксфорд университетининг профессори 
Джон Валлис (1616— 1703) «Бир-бирига ухшаш, лекин тенг булма
ган иккита учбурчак мавжуд» деган фаразни цабул цилиб, бешинчи 
постулатни «исботлайди».

5. Венгр математиги фаркаш Больян (1775— 1856) «Бир турри 
чизицда ётмаган хар цандай учта нуцта битта айланада ётади» ёки 
шундай табиатли уч нуцтадан айлана утказиш мумкин деган фаразга 
асосланиб, бешинчи постулат «исботини» беради ва ^оказо.

Ш унга ухшаш кулгина олимларнинг номларини келтириш мумкин
ки, улар узлари учун аён цисобланган бирор жумлани олиб, бешинчи 
постулатни «исботлашга» муваффац булганлар. Лекин уларнинг куп- 
чилиги, узлари Цабул цилган жумланинг бешинчи постулатга эквива
лент эканини сезмай цолганлар. Энди V постулатнинг баъзи эквива- 
лентларини келтирайлик. Аввало исботлари шу постулатга суянмаган 
бир неча фактни келтирайлик (Евклид .^ам уларни бешинчи постулат- 
дан фойдаланмай исботлаган):

а) Учбурчакнинг ташци бурчаги узига цушни булмаган ички бур- 
чакнинг хар биридан катта.

б) Текисликда турри чизиц ташцарисида олинган нуцтадан бу ryF- 
ри чизицца параллел турри чизиц утказиш мумкин.

в) Бир тугри чизицца перпендикуляр булган икки турри чизиц уз
аро параллел булади.

г) Агар икки тугри чизиц бирор турри чизиц билан кесишса ва 
кесишишда ^осил булган ички бир томонли бурчакларнинг йириндиси 
180° га тенг булса,бу турри чизицлар параллел булади.

д) Икки турри чизицни учинчи турри чизиц кесганда мос бурчаклар 
(^амда ички алмашинувчи бурчаклар) узаро тенг булса, бу турри чи
зицлар параллел булади ва ^оказо.

Теорема. «Текисликда турри чизицда ётмаган нуцга орцали шу 
турри чизицца параллел булган фацат битта тугри чизиц утади» де
ган фараз бешинчи постулатга эквивалент. (Джон Плейфер ифодала- 
ган параллеллик аксиомаси.) __

И с б о т .  1. а турри чизиц ва D£a нуцта берилган булсин (2 -чиз-
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ма). D нуцтадан а турри чизицца DA га перпендикуляр тушириб, D  
нуцтадан DA  га перпендикуляр b турри чизицни утказамиз: 
юцоридаги в) жумлага асосан а || b\ D  нуцтадан утиб, b дан фарцли 
булган хар цандай I тугри чизиц DA  тугри чизиц билан унинг бирор 
томшида уткир бурчак хосил цилади. а билан b ни кесиб утган DA 
турри чизицнинг улар билан цосил цилган ички бир томонли бурчак - 
ларидан бири 90°, иккинчиси а  булиб, равшанки, а  +  90° <  180°. 
У  холда бешинчи постулатга асосан I турри чизиц а билан кесишади. 
Демак, D  нуцтадан утиб, а билан кесишмайдиган фацат битта b тур
ри чизиц мавжуд.

2. Энди теСкари даъвони, яъни бешинчи постулатни теорема сифа- 
тида исботлайлик.

а, b турри чизицлар берилган булсин. Иккала турри чизиц билан 
кесишадиган бирор I турри чизиц утказайлик. a [\l = С , b [ \ l  — D  бул
син (3- чизма). Ички бир томонли бурчакларни мос равишда, а, (3 деб 
белгилаб, а  +  р <  180° шартда а билан b нинг шу томонда кесиши- 
шили курсатайлик. D  нуцтадан шундай с турри чизиц утказайликки, 
унинг I тугри чизиц билан хосил цилган ички бир томонли бурчаги 
у' =  а  булсин. Аммо у' +  Y =  2 d  у — 2d, демак, у > Р  ва с
турри чизиц b дан фарцли. Юцорида келтирилган г) жумлага асосан 
а  || с. Плейфер аксиомасига асосан b билан а турри чизиц кесишади 
(параллел турри чизицнинг ягоналигига асосан).

Теорема. «Учбурчак ички бурчакларнинг йириндиси 180° га тенг» 
деган тасдиц бешинчи постулатга эквивалентдир.

И с б о т/ 1. Ихтиёрий а, b турри чизицларни I турри чизиц билан кес- 
ганда цосил булган ички бир томонли а , р бурчакларнинг й и р и н ди си  180й 
дан к и ч и к  булсин (4 -чизма). b турри чизицнинг D  нуцтасидан а га пер
пендикуляр DE  турри чизицни утказамиз, сунгра D  нуцтадан DE  турри 
чизицца перпендикуляр булган с турри чизицни утказамиз. b билан с тур
ри чизиц орасидаги уткир бурчакни 0 деб, b билан DE  турри чизиц ора
сидаги бурчакни эса у деб белгилайлик (равшанки, у +  0 «  90°).

а  турри чизицда DE =  E E V D E t =  Е г Е 2, D E 2 — Е 2 Е 3 =*. . .  =
=  Е п_ { Е п шартларни цаноатлантирувчи E lt Е 2..........Е п нуцталарни
-^осил цилиб, A D E E V A,DE1E 2, . .  . ,  J \D E n l Е п ларни текширамиз. 
Учбурчак ички бурчакларининг йириндиси  я  га тенг булгани ва £\D E E t

71
нинг тенг ёнли учбурчак эканлигидан Z . Е Е г D = _  булади. / \ D E VE%

71
^ам тенг ёнли булгани учун Z .E E 2D =  - j -  — _ _  булади. Ни^оят,

Е Е п б У Л и б > ^  E D E n

ЗХ «ГС /jk\  ̂ a?u
= —  - ^ + 1  ( * ) - V < —  булгани
учун (*) тенгликда п ни шундай кат
та цилиб олиш мумкинки, Z .E D E n>
>  Y булади. У цолда b турри чизиц 
Д  E D E n нинг учидаги бурчакнинг 
ичида цолиб, шу бурчак царшисидаги . 2- чизма
томонни, яъни а ни кесиб утади.
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3- чизма 4- чизма

2. Энди бешинчи постулатни 
Уринли деб олиб, учбурчак ички 
бурчакларининг йигиндиси 180° га 
тенглигини исботлайлик.

A ABC  берилган булсин (5- чиз
ма). Унинг ички бурчакларини мос 
равишда а , р, у деб белгилайлик. С 
нуктадан А В  томонга параллел ци- 
либ CD тугри чизи^ни утказамиз 
(аввалги исботланган теоремага асо
сан бу тугри чизиц ягонадир). У 

холда юцоридаги д) жумлага асосан Z . BCD  =  р, / - А С Е  =  а  булиб, 
/LA C B  +  JLBCD  +  / - А С Е  =  180° (ёйи^ бурчак) булгани учун а  +  
+  р +  -Y =  180°.

К,уйидаги жумлалар хам бешинчи постулатга эквивалентдир.
1. Учбурчакнинг баландликлари доимо кесишади.
2. Юзи етарлича катта булган учбурчак мавжуд.
3. Айланага ички чизилган мунтазам олтибурчак томони шу айла

на радиусига тенг.
4. Пифагор теоремаси.
5. Бурчак ичида олинган нуктадан шу бурчакниаг иккала томони- 

ни кесувчи турри чизик, утказиш мумкин ва хоказо. Булардан таш^а- 
ри Посидоний, Прокл, Насриддин Тусий, Валлис, Больян томонидан 
кабул ^илинган жумлалар ^ам бешинчи постулатга эквивалентдир.

6-§ . Саккери, Ламберт ва Лежандр ишлари

XVIII  асрга келиб бешинчи постулатни исботлаш учун ^уйидаги 
принцип асосида иш тутилди: бешинчи постулат уни инкор этувчи 
жумла (фараз) билан алмаштирилиб, хосил цилинган янги система 
гсосида мантилий хулосалар чикарила бошланди. Бу вак;тда бешинчи 
постулат билан бирга бу фараз асосида чи^арилган хулосалар ораси
да эртами- кечми зидлик пайдо булади, яъни бир-бирини инкор этув
чи камида иккита жумла вужудга келади. Худди шу усул билан бе- 
шинчи постулатни исботлашга Саккери, Ламберт ва Лежандр уриниб 
куришган. Италиялик олим Саккери (1667— 1733) му^окамаларида
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ясосидаги иккита бурчаги тугри ва ён томонлари тенг булган турт
бурчак олинган. (Бундай туртбурчак одатда Хайём — Тусий—Саккери 
туртбурчаги деб юритилади, чунки худди шундай туртбурчакни
XI асрда Хайём, кейинчалик ал- Тусий ^ам текширган.) У бундай 
туртбурчакнинг долган иккита бурчагининг тенглигини осонгина исбот- 
лаб, уларнинг катталиги хасида учта гипотезани ед/яди: 1) утмас 
бурчак; 2) тугри бурчак; 3) уткир бурчак. Утмас бурчак гипотезаси- 
ни цабул к,илиб, ундан натижалар чинара бориш билан зидликка 
учрайди, шунинг учун бу гипотезани ^арамайди. Тугри бурчак гипо- 
тезасини текшириб, унинг бешикчи постулатга эквивалентлигини ис- 
ботлайди. Нихрят, уткир бурчак гипотезасини ^абул ^илиб, ундан 
манти^ конунлари асосида натижалар Чинара бошлайди. Саккери бу 
гипотезани зидликка учратиш учун куп харакат ^илади, чунки уткир 
бурчак гипотезаси ^ам зидликка учраса, фа^ат тугри бурчак гипотеза- 
си уринли булиб, бешинчи постулатни тескарисидан исботлаш усули 
билан исботлашга муваффа^ булган булар эди. Уткир бурчак гипо
тезасини кабул килиб, Саккери ^уйидаги теоремаларни исботлашга 
эришади:

1. Битта тугри чизиэда утказилган перпендикуляр ва огма тугри 
чизиклар узаро доимо кесишавермайди.

2. Текисликда тугри чизш\ таш^арисида олинган нуктадан бу туг
ри чизщ  билан кесишмайдиган камида иккита тугри чизш^ утказиш 
мумкин.

3. Текисликда тугри чизицдан бир хил масофада ётган ну^талар- 
нинг геометрик урни эгри чизиедир ва ^оказо.

Бу жумлалар Евклид геометриясида уринли эмас, албатта. «Евк
лид геометриясидан боища геометрияни булиши мумкин эмас» деган 
фикрга ^атъий ишонган Саккери уткир бурчак гипотезасини зидликка 
учратишга ^аракат к^илнб, ^исоблашда баъзи хатоларга йул ^уйиш би
лан бунга эришади.

Немис математиги Ламбертни (1728— 1777) бешинчи постулат 
устида иш олиб борган Саккери ишининг давомчиси деса булади. 
У 1766 йилда ёзган «Параллел тугри чизицлар назарияси» номли аса- 
рида, иккита бурчаги эмас, балки учта бурчаги тугри бурчакдан ибо
рат булган туртбурчакни текширади. Ш ундай туртбурчакнинг турти н- 
чи бурчагининг катталиги ^а^ида Ламберт х;ам учта гипотезани цуя- 
ди: 1) утмас бурчак: 2) тугри бурчак; 3) уткир бурчак. Саккерига 
ухшаш, Ламберт ^ам утмас бурчак гипотезасини зидликка учратиб, 
тугри бурчак гипотезасининг бешинчи постулатга эквивалентлигини 
курсатиЗ, бутун д и к тат  эътиборини уткир бурчак гипотезасига Мара
та ди. Ламберт уткир бурчак гипотезасидан мантилий хулосалар чика
ра бориб, Саккери олган натижаларга келади, ^атто унга душимча 
тари^ада цуйидагиларнинг хам уринли эканини исботлайди:

1. Учбурчак ички бурчакларининг йигиндиси ёйик, бурчакдан ки- 
чик.

2. Учбурчакнинг юзи унинг ну^сонига, яъни [ 2 d — (а +  Р +  Y)] 
га пропорционал.

Ламбзрт уткир бурчак гипотезасини яна хам чуцурлаштира бориб, 
з^еч цандай гидликка кела олмади, демак уткир бурчак гипотезасини
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инкор цила олмади. Лекин, сфера устида тугри чизицлар ролини 
бажарувчи катта айланалар олинса, утмас бурчак гипотезаси шу сфе
ра устида уринли булишини биринчи бор Ламберт сезган, шундан 
сунг уткир бурчак гипотезаси «цандайдир мавхум сфера устида урин
ли булиши керак» деган хулосага келади. (Бу фактнинг туррилигини
III бобда курамиз.)

Математиканинг купгина соцаларида йирик ишлари билан машхур 
булган француз олими Лежандр (1752— 1833) 1794 йили «Геометрия 
негизлари» номли асарини ёзади. Бу китоб Евклиднинг «Негизлар» 
асари урнига яратилган асар булиб, фацат францияда эмас, балки 
бошца мамлакатларда ,\ам катта обру цозонган. Бу кигобнинг Евклид 
«Негизлари» дан фарци шу эдики, баъзи исботлашлар соддалаштири- 
либ, укиш анча осонлашгирилган, бундан ташцари геометрия асосла- 
рига катта эътибор берилиб, параллеллар назариясига муфассал тух- 
талган. Лежандр туртбурчакнинг эмас, балки учбурчак ички бурчак
ларининг йигиндиси ^акида учта гипотеза цуяди, яъни учбурчак ички 
бурчакларининг йириндиси: 1) 180° дан катта; 2) 180° га тенг; 3) 180° 
дан кичик. Иккинчи гипотезанинг бэшинчи постулатга эквивалент- 
лигини исботлайди (унинг исботи билан баз 5- § да танишганмиз). 
Лежандр биринчи ва учинчи гипотезаларни текшириб, цуйидаги теоре- 
маларни исботлайди.

1. Дар цандай учбурчак ички бурчакларининг йириндиси 180° дан 
катта була олмайди. Щу билан биринчи гипотезани йуцца чицаради.

2. Агар бирорта учбурчак ички бурчакларининг йириндиси  180° дан 
кичик булса, цолган цар цандай учбурчак ички бурчакларининг йирин
диси ^ам 180° дан кичик булади.

Бу теоремами Лежандр мантиций жихатдан бекам- куст исботлай
ди. Лекин учинчи гинотезани дам зидликка учратиш учун, яъни 
бешинчи постулат исботига эришиш мацсадида унга аёний жихатдан 
турри туйилган «битта турри чизицца утказилган OFMa ва перпендику
ляр доимо кесишади» ёки «уткир бурчак ичида олинган ихтиёрий нуц
тадан бу бурчакнинг иккала томонини кесадиган тугри чизицни 
доимо утказиш мумкин» ибораларни киритади. Бунинг натижасида 
у бешинчи постулатни исботладим деб даъво цилади.

Демак, Саккери, Ламберт ва Лежандрлар бешинчи постулат ин- 
корини олиб, уни зидликка учратиш йули асосида иш олиб бордилар. 
Бу йул ноевклидий геометриянинг яратилишига илк цадам эди.

7-§. Ноевклидий геометриянинг вужудга келиши. Н. И. Лобачевский

Бешинчи постулатни исботлашга дойр уринишлар геометрия струк
турами и ойдинлаштириш борасида му.^им роль касб этди ва V посту- 
латни цолган аксиомалар ва улардан чицкан натижалар ёрдамида ис- 
ботлаб булмайди деган фикрлар тугилишига замин яратиб берди.

Шундай хулосага келган олимлардан бири, улур немис математиги 
Карл Фридрих Гауссдир (1777— 1855). Ноевклидий геометрияни яра- 
тиш со^асидаги Гаусснинг ишлари унинг вафотидан кейингииа фан
а.ушга маълум булди. 1829 йилда Гаусс уз дусти Бесселега ёзган 
хатида: «Э^тимол, мен яцин орада бу масала буйича ницоятда кеда



тадцщотларимни босмага бериш .^олатида эмасман ва умрим буйв 
бунга журъат килолмасам керак» деган фикрни айтган.

Ноевклидий геометриянинг яратилишига хисса ^ушган математиклар- 
дан бири венгриялик офицер Больяидир (1802— 1860). 1823 йили 
Янош Больяи ноевклидий геометрияни очишга муваффа^ булди. У 1832 
йили (Лобачевскийдан кейин) узининг отаси раламига мансуб китобга 
плова тарицасида «Аппендикс» деб аталган асарини эълон ^илади. 
Бу иш билан танишган Гаусс Яношнинг отасига ёзган хатида «бу 
ишни мен ма^толмайман, уни макташ узимни ма^ташдир, чунки бу 
иш сунгги 30 — 35 йил давомида менинг бу со^ада ^илган ишларим- 
нинг худди узидир» деб ёзади. Катта обруга эга булган Гауссдан 
бундай жавобни олиш Янош Больяини жуда ^аяжонга келтиради ва 
бу со^адаги ишини тарк этиб, долган ^аётини огир мусибатда утка- 
зади.

Гаусс ва Больяи томонидан ноевклидий геометрия со^асида ^илин- 
ган илмий ишлар улуг рус математиги Николай Иванович Лобачевс
кий томонидан бу сохада килинган ишларнинг факат бир ^исмидир.

Николай Иванович Лобачевский 1792 йил 1 декабрда Нижний 
Новгород пщ рида майда чиновник оиласида дунёга келади. 1811 
йили К,озон университетини муваффациятли тугатганидан сунг, унинр 
кобилиятига ва мехнатсеварлигига койил к,олган олимлар уни шу уни- 
верситетда ишга олиб колишади. У 1816 йилдан бошлаб профессор 
лавозимида ишлай бошлайди. Лобачевский биринчи педагогик фаолия- 
тини студентларга геометриядан лекция уцишдан бошлайди. У айни^- 
са «Геометрия асослари» ни чукур урганади, натижада Евклиднинг 
«Негизлар» ида катта етишмовчиликлар борлигини сезади, умуман гео
метрияни негизидан бошлаб ^айта куриб чицишни уз олдига ма^сад 
килиб ^уяди. 1815— 1817 йиллардан бошлаб у хам ишни бош^а олим
лар каби, бешинчи постулатни та^лил к;илишдан бошлайди. Лобачев
ский бешинчи постулатга берилган исботларда ^атъийлик йу^лигини се
зади. Узининг дастлабкй ишларида бешинчи постулат ^а^ида бундай 
дейди: «Унинг жиддий исботи ^али топилганича йу^».

1826 йил 11 февралда Козон университета физика-математика 
факультетининг илмий советида Лобачевский «Геометриядаги принцип- 
лар ^а^ида муло^азалар» номли доклад ^илиб, уни 1829 йили шу 
университетаинг «Казанский вестник» журналида «О началах геоме
трии» номи билан бостириб чи^аради. Илмий советда цилинган док
лад ва журналда чиццан ю^оридаги мак,ола Лобачевскийни^ ноевклидий 
геометрия буйича цилган илмий ишининг илк натижалари ^исоблана- 
ди. Ш унинг учун 11 февраль (1826 йил) ноевклидий геометриянинг 
тугилиш санаси ^исобланади. Лобачевский бу асардаги натижа— хуло- 
саларни янада такомиллаштириб, ^уйидаги асарларни яратди.

1. Хаёлий геометрия (Воображаемая геометрия) (1835 й).
2. Хаёлий геометриянинг баъзи интегралларга татби^и (1836).
3. Параллеллар назарияси билан тулдирилган геометрия негизла-

4. Параллел тугри чизик;лар назарияси буйича тад^и^от (1840).
5. Пангеометрия (1855).

ри (1838).

ЛобачевскиййИнг якунлаш мумкин: 
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1) бешинчи постулатни Евклиднинг цолган аксиома ва постулат- 
ларидан мантиц цонунлари асосида келтириб чицариш мумкин эмас;

2) бешинчи постулат уринли булмаган геометрия ^ам мавжуд.
Шуниси ачинарлики, Лобачевский гоясини купчилик олимлар тушу-

ниб етмадилар, унинг очган буюк янгиликларини эътироф этмадилар, 
бунинг устига, баъзилар Лобачевский «ацлдан озибди» деган иборалар- 
ни ишлатишгача бориб етдилар. Лобачевский гоялари унинг вафотидан 
сунг кенг эътироф этилди.

Лобачевский илмий ишлар билан бир вацтда ташкилотчилик ищ- 
ларда ^ам актив цатнашди, 20 йил давомида (1827— 1846) К,озон 
университетининг ректори лавозимида ишлади. Даётининг сунгги йил- 
ларида иккала кузи ожиз булиб цолади, лекин шунга царамай, илмий 
ишни давом эттириб, узининг сунгги асари «Пангеометрия» ни дик
товка цилиб ёздиради.



|  БОБ.  ЕВКЛИД ГЕОМЕТРИЯСИНИ ГИЛЬБЕРТ АКСИОМАТИКАСИ БУЙИЧА
АСОСЛАШ

I бобда таъкидлаганимиздек геометрияни аксиоматик метод асоси- 
ДЯ цуриш принципи цуйидагича эди. Аввало таърифсиз цабул цили- 
Яадиган асосий объектлар олиниб, уларни борловчи нисбатлар аниц- 
лаииб, асосий тушунчалар номини оладиган объектлар ва нмсбатлар- 
нииг хусусиятларм аксиомаларда уз ифодасини топади. Сунгра теорема- 
лар, леммалар, ф.актлар мантиций муло^азалар асосида исботланади.

Бу принципнииг энг мудим томони шундаки, асосий объектлар ва 
уларни борловчи асосий нисбатлардан уларнинг фацат аксиомалар 
Шар гларинигина цйноатлантириши талаб цилиниб, бошца жидатдан 
уларни бутунлай ихтиёрий деб фараз цилинади.

Геометрия фанини шу йусинда цур и ш  рояси , асосан Лобачевский 
тадцицотлари тул1а эътироф этилгандан сунг пайдо булди. Утган аср- 
нинг охирига келиб, шу масалага дойр Паш, Пеано, Пьери, Каган 
ва бошца авторла;рнинг купгина илмий асарлари пайдо булди. Лекин 
машдур немис ма тематиги Давид Гильбертнинг 1899 йилда чопэтил- 
ган «Геометрия асослари» номли асари шундай асарлардан энг маш- 
^уриднр. Бу китобнинг русча таржимасига ёзилган суз бошида про
фессор П. К. Рашевский унга цуйидагича характеристика беради: 
«Бизнинг куз олдшмизда бу асарнинг классик асарга айланиб кетиши- 
да Гильбертнинг- курсатган асосий хизмати цуйидагидан иборат. 
Гильберт табиий ^равишда булакларга ажралган ва бунинг натижасида 
геометриянинг мантиций тузилиши жуда ойдинлашиб цолган геоме
трия аксиоматикасини тузишга муваффац булди. Аксиоматиканинг б у  
1арица цисмларга булиниши, биринчидан, аксиомаларни содда ва кис- 
ца ифодалашга имконият беради ва, иккинчидан, агар геометрияни 
бутун аксиоматика га асосланмасдан, фацат унинг таркибидаги айрим 
булакларга асосл:аниб, геометрияни цай даражада ривожлантириш 
мумкинлигини текширишга имкон беради. Аксиомаларнинг айрим гу
ру х л ар ролини аншцловчи бундай мантиций анализи хацицатда Гильберт- 
Иинг бир цанча аж ойиб тадцицотларида келтирилган, бу тадцицотлар 
Гильберт асариниНг анча цисмини ташкил этади. Ундан ташцари, 
Гильбертнинг асари  бу содадаги яна бир цатор тадцицотларни бошлаб 
Юборишга сабаб б«Улди».

Гильберт аксиоматикасидаги асосий объектлар «нуцта», «турри чи- 
8ИЦ», «текислик» Д ан иборат булиб, улар орасидаги нисбатлар «Тегиш- 
ли» (ёки « . . .  да ётади», « . . .  дан утади»), «орасида», «конгруэнтлию» 
дир, буларнинг хо»ссаларини аницловчи аксиомалар беш группага бу
линади. Бу аксиопмаларнинг дар бир группаси ва' улар асосида досил 
цилинадиган баъзи нагижалар билан танишиб чицамиз.

Геометрияни Гильберт аксиоматикаси асосида баён этиш дозирги 
замон математикаосида кам учрайди, шу сабабдан бу китобда унинг 
цисцача обзори келтирилади.
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Бу группа аксиомалари «тегишли» нисбатининг хоссаларини ани^- 
лайди.

. 12. ^ ар  ^андай икки ну^та учун уларнинг хар бирига тегишли 
булган тугри чизи^ мавжуд.

12. Иккита ну^танинг ^ар бирига тегишли булган биттадан орти^ 
тугри чизиц мавжуд эмас.

Is- Тугри чизщда х,еч булмаганда иккита нук,та мавжуд. Бир 
тугри чизицли ётмаган камида учта ну^та мавжуд.

14. Бир тугри чизикда ётмаган учта ну^та учун уларнинг ^ар 
бирига тегишли текислик мавжуд, )(ар бир текислик учун унга тегиш
ли камида битта нуцта мавжуд.

15. Бир тугри чизиеда ётмаган учта ну^та учун шу нуцталарга 
тегишли булган биттадан орти^ текислик мавжуд эмас.

1в; Икки ну^таси бирор текисликка тегишли булган тугри чизи^- 
нинг барча ну^талари ^ам шу текисликка тегишли булади.

17. Умумий иуцтага эга булган икки текислик бу нуктадан фар^- 
ли камида яна битта умумий ну^тага эга булади.

18. Битта текисликка бир ва^тда тегишли булмаган камида турт
та ну^та мавжуд.

Э с л а т м а л а р .  1. Иккита, учта ва цокало ну^талар (тугри чизи;^- 
лар, текисликлар) дейилганда турли ну^талар (тугри чизшрар, текис- 
ликлар) кузда тутилади.

2 . Келгусида «тегишли» сузи урнига «карашли» тушунилади. « . . .  да 
ётади» , « . . .  дан утади» ибораларини ^ам ишлатаверамиз. Масалан, 
А  нуь;та тугри чизиеда тегишли дейиш урнига, А  ну^та тугри чизик;- 
i\a царашли, ёки А  ну^та тугри чизиеда ётади, ёки тугри чизи^ А  
нуцтадан утади, деб олаверамиз.

Аксиомаларнинг биринчи группаси шу билан тугайди. Бу группа- 
даги биринчи учта аксиома (Ij_3) текисликка тегишли образларга та- 
аллу^ли, долган бешта аксиома (14_ 8) фазовий образларга тааллу^ли- 
дир. Ю^орида келтирилган аксиомаларга асосланиб, баъзи теоремалар- 
ни исботлайлик.

1- теорема. Икки тугри чизи^ биттадан орти^ умумий нуцтага эга 
булмайди.

И с б о т .  фараз ^илайлик, икки тугри чизи^ биттадан орти^ уму
мий ну^тага эга булсин. Щу умумий нуцталардан иккитасини олсак, 
I1( I, аксиомаларга асосан, бу тугри чизи^лар устма- уст тушиб цола- 
ди. Б эса теорема шартига зиддир.

2- теорема. Икки текислик умумий ну^тага эга булса, уларнинг 
умумий нук;талари тугри чизи^ни х,осил ^илади.

И с б о т .  Дакдоатан П х, П2 текисликлар А  умумий ну^тага эга 
булса, I, га асосан улар яна бирорта В умумий ну^тага эга булади. 
А, В  ну^талардан утган ягона (1;_ 2 га асосан) А В  тугри чизи^ нинр 

икки нуцтаси П 1, П 2 текисликларга тегишли. У ^олда 16 га асосан 
А В  тугри чизи^нинг ^амма нуцталари П 1( П 2 текисликларга тегишли 
булади.

8-§. Тегишлилик (богланиш) аксиомалари
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3- теорема. Кесишадиган икки тугри чизиц фацат битта текислик
ни аницлайди.

И с б о т .  а, b турри чизицлар бирор €  нуцтада кесишсин. 13 га 
асосан а ту Ери чизицда С дан фарцли А  нуцта, b турри чизицда С 
дан фарцли В  нуцта мавжуддир. Равшанки, А, В, С нуцталар бир 
турри чизицда ётмайди, акс ^олда Ij_ 2 га асосан а, b устма-уст ту- 
шиб цолади. 14 га асосан А, В, С нуцталардан утувчи П текислик 
мавжуддир, 15 га асосан эса П текислик ягонадир. А, С нуцталар 
П  га тегишли булгани учун турри чизиц 1в га асосан П га тегишли. 
Худди шунга ухшаш b ^ам П га тегишлидир.

Юцоридаги Ij_8 аксиомаларга ва исботланган учта теоремага асос
ланиб, машц сифатида цуйидаги теоремаларни исботлашни уцувчига 
хавола циламиз:

4- теорема. Турри чизиц ва унга тегишли булмаган нуцта фацат 
битта текисликни аницлайди.

5- теорема. Агар турри чизиц текисликка тегишли булмаса, улар 
купи билан битта умумий нуцтага эга булади.

6- теорема. Битта текисликка тегишли булиб, бир турри чизицДа 
ётмаган камида учта нуцта мавжуд.

9* §. Тартиб аксиомалари

Бу группадаги аксиомалар «орасида» деган нисбатнинг асосий хос- 
саларини аницлайди ва бу нисбатга асосланиб, турри чизицдаги нуц
таларнинг бир-бирига нисбатан цандай тартибда жойлашганини аниц- 
лашга имкон беради.

Н х. Агар В  нуцта А  нуцта билан С нуцта орасида ётса, у ^олда 
А, В, С бир турри чйзицдаги учта турли нуцта булиб, В  нуцта С ну^- 
та билан А  нуцта орасида хам ётади.

П 2. А, В  бирор турри чизицнинг нуцталари булса, шу турри чизиц
да камида шундай битта С нуцта топиладики, В нуцта А  билан С ни 
орасида ётади.

П3. Турри чизицнинг хар цандай учта нуцтасидан биттадан ортиш 
цолган иккитаси орасида ётмайди.

Сунгги аксиомани киритишдан аввал, баъзи тушунчаларни киритай- 
лик.

1- т а ъ р и ф .  А, В  дан иборат икки нуцта системаси А В  ёки В А  
кесма деб аталади. А, В  эса шу кесманинг учлари дейилади. А  би
лан В  орасидаги нуцталар кесманинг ички нуцталари дейилади. АВ  
тугри чизицнинг цолган бошца х,амма нуцталари Л В кесмага нисбатан 
ташци нуцталар дейилади.

2- т а ъ р и ф .  Бир турри чизицда ётмаган А, В, С нуцталар систе* 
маси ABC  учбурчак деб аталади, А, В, С — учбурчакнинг учлари, 
ички нуцталари билан олинган АВ, ВС, АС  кесмалар учбурчакнинг 
томонлари деб аталади.

Энди П4 аксиомани келтирамиз, бу аксиома адабиётда Венгрия лик 
математик П а ш  номи билан юритилади. ^

II4. ABC  учбурчакнинг бирорта зам учидан утмайдиган ва унинг

21



текислигида ётадиган а тугри чизик; шу учбурчакнинг А В  томони би
лан умумий нуцтага эга булса, у з^олда бу тугри чизи^ ё ВС  кесма, 
ёки АС  кесма нуцтаси ор^али утади.

Энди аксиомаларнинг биринчи ва иккинчи группаси ёрдамида баъзи 
теоремаларни исботлайлик.

7- теорема. Тугри чизицнинг ихтиёрий икки нуцтасй орасида унинг 
«амида битта нуктаси мавжуд''.

И с б о т .  а тугри чизи^ ва унда Л ва С ну^талар берилган бул
син (6- чизма). 13 га асосан а га тегишли булмаган D  ну^та мав
жуд булиб, П2 га асосан AD  тугри чизикда шундай Е  ну^та топи- 
ладики, D  ну^та А  билан Е  орасида ётади, худди шунга ухшаш ЕС  

тугри чизикда F нук,та мавжуд булиб, С нукта Е  билан F  орасида 
-ётади. У хрлда DF тугри чизи^ ABC  учбурчакнинг учларидан утмай, 
унинг бир томонини кесиб (АЕ  томонини D  нуктада) утади, демак 
Паш аксиомасига асосан бу тугри чизиь  ̂ к;олган томонлардан бири 
{ЕС томонини кесмайди, акс х,олда ЕС  тугри чизиь  ̂ FD  билан устма- 
уст тушиб к,олади), яъни АС  томонини В нуктада кесади Равшанки, 
В  нукта АС  кесмага тегишли булиб, унинг учларидан бири эмас, де
мак В  ну^та А  билан С орасида ётади.

8- теорема. Бир тугри чизикда ёгган учта нуктадан фа^ат биттаси 
долган иккитаси орасида ётади.

И с б о т .  а тугри чизикда А, В, С ну^талар берилган булсин (7- 
чизма). А  ну г; та В билан С, С эса В  билан А  орасида ётмасин, у 
холда В  нуктанинг А  билан С орасида ётишлигини исботлаймиз.

13 га асосан а га тегишли булмаган бирор D  ну^тани оламиз. П2 
ни эътиборга олсак, BD  тугри чизикда шундай Е  ну^та мавжудки, 
D  ну^га В  билан Е  орасида ётади. AD  тугри чиз'и^ ва ВЕС. учбур
чак учун Паш аксиомасини татбик ^илсак, у тугри чизик ЕС  томон
ни F нуктада кесади. Шунга ухшаш CD тугри чизщ  ва A E F  учбур
чак учун ^ам Паш аксиомасини цулласак, А Е  тугри чизикда А билан 
Е  орасида П ну^та топилади >^амда бундан D нуктанинг А билан F 
срасида ётишлиги келиб чикади. Энди AFC  учбурчак. ва E D  тугри

Е

*Иккинчи группанинг олдинги учта аксиомаси Л ва В нуцталар орасида бош^а 
{яъни ички) нукталарнинг мавжудлигини тасдицламайди.
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чизиц учун ^ам шу аксиомани цулласак, В  нуцтанинг А  билан С ора- 
сида ётишлиги келиб чицади.

Шунга ухшаш цуйидаги теоремани мустацил исботланг.
9- теорема. Турри чизицда берилган туртта нуцтани А, В, С, D  

^арфлари билан шундай белгилаш мумкинки, унда В  нуцта А  билан 
С цамда А  билан D  орасида; С нуцта эса А билан D ,\амда В  билан 
D орасида ётади. j

Паш аксиомаси ва исбот цилинган кейинги икки теоремадан цуйи
даги хулоса келиб чицади: цар цандай кесманинг ^ам ички, цам таш- 
ци нуцталари мавжуд булади.

I, II группа аксиомалари тугри чизицдаги нуцталарнинг жойла- 
ниш тартибини, нур (ярим тугри чизиц), ярим текислик, ярим фа
зо тушунчаларини киритиш имконини, ^ар цандай тугри чизицдаги 
нуцта уни иккита нурга ажратиб юборишини, текисликдаги ^ар цан
дай тугри чизиц шу текисликни иккита ярим текисликка ажратишини 
исботлаш имконини беради. Шунингдек, бурчак, синиц чизиц, куп- 
бурчак (учбурчак, туртбурчак, . . .), содда купбурчак тушунчаларини 
хам муносиб равишда таърифлаш имконияти вужудга келади. Катор 
муцим факт-маълумотлар цулга киритилади. Бу уринда цийинроц 
исбот цилинадиган теоремалар цам бор. Чунончи, х;ар цандай содда 
купбурчакнинг текисликни икки содага ажратиб юборишини исботлаш 
шулар жумласидандир.

10- §. Конгруэнтлик аксиомалари

Бу группа аксиомалари кесма ва бурчакларнинг конгруэнтлик 
(тенглик) тушунчасини аницлайди.

111  ̂ Икки Л ва В нуцта а тугри чизицнинг нуцтаси, А '  эса шу 
тугри чизицнинг ёки бошца бирор а' тугри чизицнинг нуцтаси булса, 
у ^олда шу тугри чизицнинг А ' нуцтадан берилган томонида ётувчи 
фацат битта В'  нуцтани доимо топиш мумкинки, А В  кесма А 'В '  
кесмага конгруэнт булади.

Бу аксиома кесмаларни кетма-кет куябориш имкониятини беради. 
Кесмалар конгруэнтлигини =  ишора билан белгилаймиз: АВ  =  А' В \  
хар цандай А В  кесма учун А В  =  В А  муносабат уринли ^исоблаиади.

II12. Икки кесма учинчи кесмага конгруэнт булса, улар бир-бири- 
га конгруэнтдир, яъни А' В' == АВ, А" В" == АВ  булса, А 'В '  =  А" В".

Ш 8. А В  ва ВС  кесмалар а тугри чизицнинг ички умумий нуцта- 
ларга эга булмаган кесмалари булсин. Шу тугри чизицнинг ёки бош- 
i â а ’ тугри чизицнинг А 'В ' , В С' кесмалари хам ички умумий нуц- 
таларга эга булмай, А В  =  А 'В ' ,  В С е= В 'С  булса, A C s = A 'C '  бу
лади.

Ш 4. П текисликда Z . (h, k) бурчак ва шу текисликда ёки бирор 
П ' текисликда а' тугри чизиц берилган булиб, а' тугри чизиц билан 
аницланган ярим текисликлардан бири хамда а' тугри чизицдаги О' 
учли h' нур тайин булсин. У холда О' нуцтадан чицувчи ва аницлан
ган ярим текисликда ётган шундай ягона k' нур мавжудки, Z . (h, k) 
бурчак Z . (Я', /г') бурчакка конгруэнт булади.
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Бурчаклар орасидаги бундай нисбат Z_(/i,6) =  Z . (/*', k  ') кури
нишда белгиланади. Дар бир бурчак уз-узига конгруэнт деб олинади.

III6. ABC ва А 'В 'С ' учбурчаклар учун А В з ^ А 'В ', А С ==А'С ',  
/ - ВАС = s В 'А 'С '  булса, Z . АВС = = /_  А ’В 'С '  булади.

Т а ъ р  и ф. ABC  ва А 'В 'С '  учбурчакларнинг учта бурчаклари ва учта 
томонлари мос равишда конгруэнт булса, бу учбурчаклар $заро кон
груэнт  дейилади ва A ABC =  А А 'В 'С '  куринишда белгиланади.

1 Конгруэнтлик аксиомалари ёрдамида учбурчакларнинг тенглик ало- 
матларини исботлаш мумкин.

10-теорема. ABC  ва А 'В 'С  учбурчакларда АВ =  А 'В ' ,  А С = = А 'С ,  
/L. ВАС s s /_  В 'А 'С '  булса, A ABC  =  А А 'В 'С '  булади.

И с б о т .  IIIj га асосан: Z . ABC =  Z . А 'В 'С ',  Z_ACB  =  Z . А ’С’В' 
{8- чизма). Энди ВС =  В'С '  ни исботлаймиз. фараз ^илайлик, В С ф  
Ф  В 'С '  булсин. У ^олда IIIj  га асосан В'С '  нурда шундай D' ну^та 
топиладики, унинг учун ВС =  B 'D '  булади. ЛВС  ва A 'B 'D '  учбурчак
ларда А В  =  А 'В ',  ВС  =  B'D ',  Z . ABC  =  Z . А 'В 'D' булгани учун Ш б 
га KypaZ. ВАС  =  Z- В 'A 'D '.  Демак, А 'В '  нурнинг бир томони
да Z .B A C  га конгруэнт булган иккита Z - B 'A 'D ' , / _  В А С' бурчак

хосил булади, бу эса Ш 4 га зид- 
дир. фаразимиз нотугри, демак, 
ВС =  В 'С '.

11- теорема. ABC  ва А 'В 'С  
учбурчаклар учун АВ  з= А 'В ',  
Z - B A C b s ^ B ' A ' C ' ,  Z . ABCs=z 
== Z -A 'B 'C '  булса, A ABC ^

• h= AA 'B 'C '  булади.
И с б о т .  Аввал AC  ва А 'С '  то- 

монларнинг узаро конгруэнтлигини 
исботлаймиз. фараз килайлик, А С ф  
Ф  А ' С  булсин. IIIj га асосан А 'С '  
нурда шундай £>' нукта (9 -чизма) 
мавжудки, АС  =  A D' булади. Бу 
вактда 10- теоремага асосан ААВС==а 
s= A A 'B ’D' булиб, Z. ABC  == 
=  Z . A 'B 'D ’ булади. Лекин шарт- 
га кура /1  ABC  =  Z_А 'В 'С ' .  Бу эса 
III4 аксиомага зид. Демак, АС  е з  
== А'С'  булади. У ^олда 10- теоре
мага асосан А Л В С гзА А 'В 'С ' .

Тенг ёнли учбурчак, вертикал ва 
цушни бурчаклар ва шу каби ту- 
шунчаларни муста^ил таърифлаб, 
куйидаги теоремаларни исботлашни 
у^увчига з^авола ^иламиз.

12- теорема. Тенг ёнли учбур
чакнинг асосидаги бурчаклари узаро 
конгруэнтдир.

13-теорема. Вертикал бурчак-
9- чизма лар конгруэнтдир.



14-теорема. ABC, А 'В 'С '  учбурчакларда А 'В ',  АС  =  А 'С ',  
ВС =  В 'С '  булса, Л А В С в = л А  В 'С '  булади.

15- теорема. Дар бир кесмани тенг иккига булиш мумкин, кесма 
ягона урта нуцтага эгадир.

16-теорема. Бурчакнинг биссектрисаси ягонадир.
Охирги теоремаларни исботсиз келтирдик. Булардан ташцари TyF- 

ри бурчакнинг мавжуд булишини, барча турри бурчакларнинг узаро 
тенглигини ва бир цатор теоремаларни исботлаш мумкин. Кесма, бур- 
чакларга нисбатан «катта», «кичик» тушунчаларини киритиш мумкин.

11- §. Узлуксизлик аксиомаси

Бу аксиоманинг мохияти шундан иборатки, у тугри чизиц нуцта
лари туплами билан барча ^ациций сонлар туплами орасида узаро бир 
цийматли мослик урнатишга имкон беради.

Узлуксизлик тушунчаси XIX асрнинг урталаригача аёнийдек тую- 
либ келган, тугри чизицнинг ёки айлананинг узлуксизлигига шуб^а 
килинмаган, лекин буларнинг узлуксизлиги мантиций равишда асос- 
ланмаган. Математикада! и узлуксизлик масаласини биринчи марта не- 
мис математиги Рихард Дедекинд (1831 — 1916) туб моцияти билан 
Зал цилган. Дедекинд цуйидаги аксиомани берган.

IV. АВ кесманинг барча нуцталари шу кесма учлари билан бир- 
галикда цуйидаги шартларни цаноатлантирадиган цилиб икки синфга 
ажратилган булиб: а) А В  кесманинг ^ар бир нуцтаси фацат битта 
синфга тегишли булиб, А нуцта биринчи синфга, В нуцта эса иккин
чи синфга тегишли булсин, бу синфлар буш булмасин; б) биринчи 
синфнинг А дан фарцли ^ар бир нуцтаси А билан иккинчи синфнинг 
ихтиёрий нуцтаси орасида ётсин. У ^олда АВ  кесмада шундай С нуц
та топиладики, А билан С орасидаги барча нуцталар биринчи синфга, 
С билан В орасидаги барча нуцталар иккинчи синфга тегишли булиб, 
С нуцтанинг узи биринчи ёки иккинчи синфга тегишли булади. С нуц
та эса А В  кесма нуцталарини икки синфга ажратувчи (кесадиган) нуц
та деб аталади.

17- теорема. Узлуксизлик аксиомасидаги С нуцта ягонадир.
И с б о т .  фараз цилайлик, аксиома шартини цаноатлантирадиган 

С дан фарцли яна D нуцта хам мавжуд булсин. Умумийликни буз- 
маслик учун D нуцта С билан В ни орасида ётади дейлик (10-чиз
ма). У золда С нуцта А  билан D  ни орасида ётади. С билан D ^ар 
хил нуцталар булгани учун 7-георемага асосан улар орасида ётувчи 
бирор Е  нуцта А  билан D  орасида булгани учун биринчи синфга 
тегишли, Е  нуцта С билан В  орасида булгани учун иккинчи синфга 
тегишли. Бу эса аксиома шартига зиддир. Демак С ягона экан.

18- теорема. Узлуксизлик аксио
масидаги иккинчи синфнинг В  дан

Y  1 ~ ~й-------- ФаР^ли ^ар бир нуцтаси биринчи
” - ' синфнинг ихтиёрий нуцтаси билан

10- чизма В  орасида ётади.
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С D

А N С М  В А А, А2 Е S В А,

11- чизма 12- чизма

И с б о т .  N  ва М  нуцталар мос равишда биринчи ва иккинчи 
синф нуцталари булсин (Л ф  N, В Ф М). У холда N  нуцта А билан 
М  нуцта орасида булгани учун ^амда 8- теоремага асосан М  нуцта 
N  билан В  орасида ётади (11-чизма).

Дедекинд аксиомаси ёрдамида цуйидаги икки мухим теоремани 
исботлаш мумкин.

19-теорема (Архимед  теоремаси). Ихтиёрий АВ, CD кесмалар бе
рилган булсин (12-чизма). Учи Л нуцтада булган АВ  нурда CD  =  
=  А А 1 =  А \А ъ . .  • шартни цаноатлантирувчи Лх, Л2, . . . , Л„ нуцталар 
олиниб, Л | нуцта Л билан Л2 орасида, Л2 нуцта Л1 билан Л3 ораси
да ва з- к. булса, шундай п сон топиладики, В  нуцта Л билан Ап 
орасида ётади.

И с б о т .  Тескарисини фараз цилиш усули билан исботлаймиз, яъни 
п  ^ар цандай олинганда ^ам A v  Л2, . . . , А п нуцталар Л билан 
В  орасида ётади дейлик. А В  кесманинг барча нуцталарини цуйида- 
гича икки синфга ажратайлик: биринчи синфга Л нуцтани ва А В  кес
манинг шундай X  нуцталарини киритамизки, уларнинг хар бири учун 
шундай натурал п сон мавжудки, хар бир X  нуцта Л билан А п ора
сида булсин; иккинчи синфга шундай Y  нуцталарни киритамизки, на
турал п хар цандай булганда хам А п нуцта Л билан Y  орасида ётсин. 
фаразга кура В нуцта иккинчи синфга тегишли булади. Бу тарицада 
булинишдан куриниб турибдики, АВ  кесманинг ^ар бир нуцтаси би
ринчи ёки иккинчи сиифларнинг бирига - тегишли. Хусусий ^олда 
A, A V А г, . . .  , А п лар биринчи синфга, В  нуцта эса иккинчи синф
га тегишли. Бундан ташцари биринчи синфнинг ^ар бир нуцтаси Л би- 
лал иккинчи синфнинг нуцталари орасида ётади. Демак, Дедекинд 
аксиомасининг иккала шарти бажарилади. У холда АВ  кесмада шун- 
дал S  нуцта топиладики, Л билан 5  орасидаги барча нуцталар би
ринчи синфга, S билан В  орасидаги барча нуцталар иккинчи синфга 
тегишли булади. S нуцта бу синфнинг бирига тегишли булади. Лекин S 
нуцта биринчи синфга тегишли булолмайди, акс ^олда шундай натурал п 
сони топилиб, S  нуцта Л билан Ап орасида булади, бу вацтда шартга ку
ра Л„ нуцта иккинчи синфга тегишли деган хулоса чицади. Бу ^олнинг 
булиши мумкин эмас. Демак, S нуцта иккинчи синфга тегишли. У ^олда
III,  га асосан 5Л нурда S E  =  CD шартни цаноатлантирадиган Е  нуц
тани оламиз, Е  нуцта Л билан 5  орасида булгани учун Е  нуцта би
ринчи синфга тегишли булиб, шундай натурал п топиладики, Е  нуц
та Л билан Ап орасида булади. Лекин шу вацтнинг узида А„ .нуцта 
Л билан S орасида ётади. Равшанки, бу холда 5  нуцта Л билан Ап+1 
орасида ётади. Демак А п+1 ^ам, S хам биринчи синфга тегишли булиб 
цолади. Бу холнинг юз бериши эса мумкин эмас. Демак, цилинган фара- 
зимиз нотугри.
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20- теорема (Кантор  теоремаси). . ,
Бирор а тугри чизикда бир-бирининг А А< А2 Ап С Вп ~ В2 В'< В
ичига жойлашган А 1В 1, А гВ 2 ........... 13. чизма
А ПВ П, . . .  кесмаларнинг чексиз кет-
ма-кетлиги берилган булиб, уларнинг ^аммаси ичига жойлашган кес
ма мавжуд булмаса, у ^олда а тугри чизикда шундай С ну^та мав- 
жудки, у барча кесмага тегишли булади.

И с б о т .  Кесмалар ичма-ич жойлашганлиги учун At нукта А  би
лан В  орасида булади ( />  1). А ХВ Х кесма ну^таларини икки синфга ажрата- 
миз (13- чизма). Биринчи синфга А г ларни ва Аг билан A t лар ораси
даги барча нуцталарни киритамиз. AJ3X кесманинг долган нуцталари- 
ни иккинчи синфга киритамиз. (Жумладан, B t лар х;ам иккинчи синф
га тегишли.) A Jiy  кесма ну^талариии икки синфга бундай тарикада 
ажратиш Дедекинд аксиомасининг шартларини ^аноатлантиради ва 
бирор С ну^та кесимни аник,лайди. Равшанки, С ну^та А х билан A t
0 >  1) орасида ётмагани ва улар билан устма-уст тушмагани учун 
биринчи синфга тегишли эмас. Демак, С ну^та иккинчи синфга те
гишли, лекин С билан В  орасидаги барча нуцталар иккинчи синфга 
тегишли булгани учун С ну^та A t B t кесмаларнинг барчасига тегиш
ли булади. С нинг ягоналигини курсатайлик. С дан фар^ли С' нук
та ^ам шундай хоссага эга булсин десак, СС' кесма A t B t кесма
ларнинг барчасига тегишли булиб ^олади, бу эса теорема шартига 
зидлик ^илади.

1 — IV группа аксиомаларига асосланиб к,урилган геометрияни аб
солют геометрия деб аталади. Ю^орида исботланган теоремалар на
тори цуйидаги теоремалар хам абсолют геометрияга тааллуклидир. 
Тегишли исботлашларни у^увчига ^авола этамиз.

Э с л а т м а. Бу теоремаларда учрайдиган тушунчаларни, масалан, 
учбурчакнинг баландлиги, медианаси, биссектрисаси, перпендикуляр, 
окма, ички чизилган айлана, бурчакларнинг катта-кичиклиги, ички ал- 
машинувчи бурчаклар ва к. урта мактаб курсидан маълум.

21- теорема. Берилган нуктадан берилган турри чизиеда перпенди
куляр тушириш мумкин ва у фа^ат биргина.

22 -теорема. Тенг ёнли учбурчак биссектрисаси шу учбурчак учуг 
^ам медиана, ^ам баландлик булади.

23 -теорема. Перпендикуляр ормадан кичик.
24- теорема. Учбурчакнинг таш^и бурчаги узига ^ушни булмаган 

ички бурчакларнинг хар биридан катта.
25- теорема. Дар ^андай учбурчакда тугри ёки утмас бурчакларнинг 

сони биттадан орти^ эмас.
2 6- теорема. Учбурчакда катта томон каршисида катта бурчак ёта

ди ва аксинча.
2 7 -теорема. Учбурчак икки томонининг йигиндиси учинчи томо

нидан катта.
28-теорема. Икки турри чизик.ни учинчи турри чизиц билан кес- 

ганда мой бурчаклар тенг булса ёки ички алмашинувчи бурчаклар 
тенг булса, ёки ички бир томонли бурчакларнинг йигиндиси 180° га 
тенг булса, берилган икки турри чизи^ кесишмайди.



29- теорема. Бир турри чизицца перпендикуляр булган икки турри 
чизиц бир-бири билан кесишмайди.

30-теорема. Турри чизиц ташцарисида олинган нуцтадан берилган 
турри чизиц билан кесишмайдиган камида битта турри чизиц утади.

3 1 -теорема. Учбурчак ички бурчакларнинг йигиндиси 180° дан 
катта эмас.

32-теорема. Учбурчакнинг бирор учидан чиццан нур шу бурчак 
ичидан утса, бу нур шу бурчак царшисидаги томонни кесади.

3 3 -теорема. Учбурчакнинг учта биссектрисаси битта нуцтада ке
сишади ва бу нуцта учбурчакнинг ички нуцтаси булади.

12- §. Параллеллик аксиомаси

Юцорида абсолют геометриянинг теоремаларидаги 30-теоремага 
эътибор цилсак, унда тугри чизиц ташцарисида олинган нуцтадан бе
рилган турри чизиц билан кесишмайдиган камида битта турри чизиц
нинг утиши таъкидланиб, бироц шундай турри чизицнинг ягоналиги 
^ацида зукм чицарилмаган. Бундай турри чизицнинг ягоналиги ёки 
ягона эмаслиги туррисида цушимча талабнинг цуйилишига цараб Ев
клид геометрияси ёки Лобачевский геометрияси туррисидаги таълимот- 
ни ^осил циламиз. I — IV группа аксиомаларига суянган геометрия 
бу икки геометриянинг умумий цисмидир. Евклид геометриясида па
раллеллик аксиомаси цуйидагича ифодаланади.

V. Турри чизиц ташцарисидаги нуцтадан утиб, берилган турри чизиц 
билан кесишмайдиган турри чизиц биттадан ортиц эмас.

Бу аксиома билан 30- теоремани назарда тутеак, цуйидаги теоре
ма келиб чицади.

3 4 -теорема. TyFpn чизиц ташцарисидаги нуцтадан бу турри чизиц би
лан кесишмайдиган фацат битта турри чизиц утади.

Энди I — V группа аксиомаларига асосланиб, Евклид геометрия- 
сини (яъни мактабда уцитиладиган геометрияни) баён цилиш мумкин. 
Масалан:

35-теорема. Учбурчак ички бурчакларнинг йириндиси 180° га тенг 
(31-теорема билан такцосланг).

38-теорема. Учбурчакнинг ташци бурчаги узига цушни булмаган 
ички бурчакларнинг йипщдисига тенг (24- теорема билан таццос- 
ланг).

3 7 -теорема. Бир тугри чизицда ётмаган учта нуцтадан фацат бит
та айлана утади.

38-теорема. Айланага ички чизилган мунтазам олтибурчак томони 
шу айлана радиусига тенг.

Ва ^оказо.
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III Б О Б . ЛОБАЧЕВСКИЙ ГЕОМЕТРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

Бу бобда биз Лобачевский геометриясининг батафсил баёнига тух- 
талмасдан, баъзи асосий фактлари билан танишамиз. Бу фактларни 
урганишда геометрияни аксиоматик равишда баён этишдаги цабул ци
линган асосий цоидани назарда тутишимиз керак.

13-§. Лобачевский аксиомаси ва ундан келиб чицади га н 
дастлабки хулосалар

Лобачевский геометриясининг аксиоматикаси абсолют геометрия 
аксиомалари цаторига Лобачевский аксиомасини цушиш билан ^осил 
цилинади. Демак, Лобачевский геометриясида абсолют геометриянинг 
барча таъриф ва теоремалари уз кучини сацлайди.

V . ' Л  о б а ч е вс  к и й а к с и о м а с и .  Текисликда турри чизиц таш- 
карисида олинган нуцтадан бу тугри чизиц билан кесишмайдиган ка
мида иккита тугри чизиц утади.

Шуни таъкидлаб утамизки, турри чизицда ётмайдиган нуцтадан 
унинг билан кесишмайдиган турри чизиц утишлигини тасдицловчи 
факт абсолют геометрияга тааллуцлидир (II боб, 3 0 -теорема), бу туг- 
ри чизицнинг ягоналигини параллеллик аксиомаси тасдицлайди. Лоба
чевский аксиомаси эса бундай турри чизицнинг камида иккиталигини 
тасдицлайди.

1- теорема. Лобачевский текислигида тугри чизицда ётмайдиган 
нуцтадан бу турри чизиц билан кесишмайдиган чексиз куп турри чи- 
зиц утади.

И с б о т .  Лобачевский аксиомасига асосан А нуцтадан а турри чи- 
зиц билан (14-чизма) кесишмайдиган b ва с турри чизицлари утсин. 
с турри чизицда шундай С нуцтани оламизки, бу нуцта ва а турри 
чизиц Ь турри чизиц билан аницланадиган турли ярим текисликларга 
тегишли булсин. а тугри чизицда ихтиёрий D  нуцтани олиб, CD тур
ри чизицни утказсак, бу турри чизиц b билан бирор В нуцтада кеси
шади, В нуцта С билан D орасида ётади. ВС  кесманинг ихтиёрий 
Е  нуцтасини олиб, А Е  турри чизицни утказсак, бу турри чизиц а би
лан кесишмайди. Дацицатан хам, АЕ  билан а турри чизиц бирор нуц
тада кесишади деб фараз цилиб, DEE  учбурчак ва Ъ турри чизицца 
нисбатан Паш аксиомасини цулласак> а билан Ь кесишади, деган ху
лосага келамиз. Бу эса шартга зид.

Демак, ВС  кесма нуцталари чек
сиз куп булгани учун АЕ  га ух
шаш чексиз куп турри чизицлар А 
нуцтадан утиб, а билан кесиш
майди.

Бешинчи постулатнинг барча 
эквивалентлари цам Лобачевский 
геометриясида уз кучини йуцотади, 
жумладан, учбурчак ички бурчак- 14- чизма

D
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g  , ларнинг йигиндиси энди 180° ra
--------  тенг эмас. Лекин 11-§ даги 31-
q  теоремани назарда тутсак, манти- 
*■----- {f кан к;уйидаги натижа келиб чита

ли.
а  2- теорема. Лобачевский текис-

--------  лигида учбурчак ички бурчаклари-
нинг йигиндиси 180° дан кичик.

15- чизма 3- теорема. Агар учбурчак ички
бурчакларининг йигиндиси 180° дан 

кичик булса; Лобачевский аксиомаси уринли булади.
И с б о т .  А В  кесманинг учларидан шу кесмага перпендикуляр бул

ган а, b тугри чизицларни утказамиз. Абсолют геометриядан маълум- 
ки, а, b тугри чизицлар кесишмайди (15-чизма). В нуктадан утиб, 
b дан фаркли а билан кесишмайдиган яна битта тугри чизи^нинг 
мавжудлигини исботласак, максадга эришган буламиз. а тугри чизиц- 
да ихтиёрий D  ну^тани олиб, BD  нурни утказсак, Z . ADB  =  р бур
чак хосил ^илинади, сунгра шу бурчакни В нуктадан бошлаб, бир 
томони BD  нурдан иборат цилиб ^уямиз (AB D  бурчакдан тапл^арига), 
бу бурчакнинг иккинчи томони ВС нур булсин. Щартга кура, A B D  
учбурчак ички бурчакларининг йигиндиси 180° дан кичик булгани учун, 
яъни 90° +  Р’+  Z . A B D <  180° ёки р +  Z . ABD  <  90°, бундан Z .A B C C  
С  90°. Бу вактда ВС  тугри чизик; а билан кесишмайди. Аксинча ВС  
тугри чизиц билан а бирор Е  ну^тада кесишади деб фараз килсак, 
DBE  учбурчак ^осил булиб, /L  AD B  бу учбурчак учун тапщи бур- 
чакдир. У ){олда / _  AD B =  /L D B E  =  Р булгани учун, бу шарт 11-§ 
даги 24-теоремага зидлик цилади. Демак, ВС  билан а кесишмайди. 
Ушбу хулосага келдик: Лобачевский аксиомаси «учбурчак ички бур
чакларининг йигиндиси 180° дан кичик» деган фаразга эквивалент.

ABC  учбурчак ички бурчакларининг йигиндисини S AABC билан бел- 
гиласак, 180° — S AABC айирма мусбатдир, уни ABC  учбурчакнинг 
ну^сони (дефекта) деб аталади ва бдлвс билан белгиланади.

4 -теорема. Учбурчакнинг ну^сони аддитивлик хоссасига буйсуна- 
ди, яъни (16-чизма) ЬААВС =  b AABD +  bABDC.

И с б о т .  бдЛВС=  180° S&ABC  =  1 8 0 ° - ( 5 длво+ 5 двос-1 8 0 ° )  =  
=  (180 5 ЛABD) +  (180 »SдBDc) ==: ABD~t~ &ABDC'

5- теорема. Лобачевский текислигида учбурчак ички бурчакларининг 
йигиндиси турли учбурчаклар учун турлича цийматга эга, яъни узга- 
рувчи ми кДордир.

И с б о т .  фараз лай лик, барча 
учбурчаклар ички бурчакларининг 
йигиндиси узгармас у булсин. (Рав- 
шанки, у <  180°.) ABC  учбурчак- 
нинг (16-чизма) В  учидан утувчи, 
АС  томони ни D  ну^тада кесувчи 
BD  нур утказсак, фаразга асосан,
^ Ь . А В С  =  A B D  —  ^ A B D C  =  ^  б у Л и б

D
16- чизмя
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5 дABD +  S ABDC =  5 дABC +  180°- Демак, v +  У -  V +  180° ёки Y =  180°. 
Бу эса юцорида ги теоремага зид.

Дар цандай туртбурчакни иккита учбурчакка ажратиш мумкин 
булгани учун цуйидаги икки натижани чицарамиз.

1. Лобачевский текислигида хар цандай туртбурчак ички бурчак
ларининг йириндиси  360° дан кичик булиб, бу сон цар хил туртбур- 
чаклар учун хар хилдир.

2. Лобачевский текислигида бурчак катталиклари билан чизицли 
катгаликлар орасида богланиш мавжуд (буни кейинроц курамиз).

14- §. Лобачевский текислигидаги параллел тугри чизиклар

Лобачевский геометриясининг Евклид геометриясидан яна бир асо
сий фарци текисликдаги турри чизицларнинг жойланишида юз бера- 

. диган янги ^оллардан иборат. Евклид геометриясида бир текисликда
ги умумий нуцтага эга булмаган тугри чизицлар параллел дейилади; 
Лобачевский текислигида эса параллел турри чизицларни бошцача таъ- 
рифлашга тугри келади. 13-§ даги 1-теоремага асосан а турри чизиц
да ётмайдиган А нуцтадан а билан кесишмайдиган чексиз куп турри 
чизиц утади. Демак, маркази А нуцтада булган турри чизицлар дас- 
таси икки синфга ажралади. Биринчи синфга дастанинг а турри чизиц 
билан кесишадиган барча турри чизицларини, иккинчи синфга эса дас
танинг цолган хамма тугри чизицларини киритамиз. (Равшанки, ик- 
кала синфда ^ам чексиз куп турри чизицлар мавжуд.) А  нуцтадан 
а тугри чизицца АР  перпендикуляр туширайлик (17-чизма) ^амда a 

' турри чизицда йуналишни аницлаб олайлик. АР, A N  турри чизицлар 
биринчи синфга тегишлидир. z l  PAN =  a N булсин, равшанки a N <  
<  90°. N  нуцта а тугри чизиц буйлаб аницланган йуналишда хара- 

’’ катланиб борса, A N  турри чизиц доимо биринчи синфга тегишли бу
либ бораверади, у холда a N бурчак хам борган сари катталашиб бо- 
раверади, лекин доимо 90° дан кичиклигича цолади. Шундай a N бур
чаклар тупламини ю деб белгилайлик; у чегараланган чексиз туплам

• булганлиги сабабли, аниц юцори а 0 чегарага эгадир. Учи А нуцта- 
да,бир томони АР  нурдан иборат а 0 бурчакнинг иккинчи томони 

; A D  нурни хосил цилади. AD  тугри чизиц цуйидаги хоссаларга 
: эга:

1°. A D  турри чизиц а билан кесишмайди. Дацицатан хам уларни би
рор К  нуцтада кесишади деб фараз цилсак, а турри чизицда К  нуцтадан 

' унг томонда ундан фарцли К '  нуцтани олиб, А К '  турри чизицни утказ-
-  сак, А К  турри чизиц биринчи синф- s.
¥  га тегишли булиб, Z . Р А К  ^ам со

га тегишли булади, лекин Z . РАК  " > ----------
>■ а 0. Бунинг булиши мумкин 
эмас, чунки а„ бурчак © нинг аниц 
юцори чегараси. s '  ^ \

2°. А  нуцтадан утиб, РА  билан -----м—
а 0 дан кичик бурчак ^осил цилган 
^ар цандай турри чизиц а билан 17- чизма
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кесишади, чунки бу вацтда у  турри чизиц биринчи Синфга тегишли 
булади.

Лобачевский юцоридаги икки хоссага эга булган шундай A D  тур
ри чизицни а турри чизицца берилган йуналишда параллел деб атай- 
ди. Демак, Лобачевский геометриясида параллел турри чизицлар ту- 
шунчаси бона ача таърифланади: берилган нуцтадан берилган турри чи
зицца роппа-роса иккита параллел тугри чизиц утади, булардан бири 
а  билан бир хил йуналишда, иккинчиси эса царама-царши йуналиш- 
дадир. Евклид геометриясидаги каби параллел турри чизицларни // би
лан белгилаймиз.

Хулоса цилиб айтиш керакки, Лобачевский текислигидаги а турри 
чизицда ётмаган А нуцтадан утган барча турри чизицлар икки синф
га ажралиб, биринчи синфга а билан кесишадиганлари, иккинчи синф
га эса а билан кесишмайдиганлари киради; бу иккинчи синфга ца- 
рашли турри чизицлар узоцлашувчи дейилади. Бу икки синф тур
ри чизицларини ажратиб турувчи AD, AD'  турри чизицларни а га 
параллел деб атаймиз. а 0 — параллеллик бурчаги, АР  — шу бурчакка 
мос параллеллик кесмаси деб аталади.

Энди параллел турри чизицларнинг баъзи хоссаларига тухтаб утай- 
лик: параллел турри чизицларга таъриф берилганда А нуцта махсус 
роль уйнаган эди, хозир бу нуцта урнига AD  турри чизицдаги бош
ца нуцтани олсак ^ам параллеллик таърифига халал етмаслигини кур
са тамиз.

6- теорема. Агар А  нуцтага нисбатан AD  j | P N  булса, у ^олда 
AD  турри чизицнинг ихтиёрий С нуцтаси учун хам AD  11P N  булади.

И с б о т .  Аввало шуни таъкидлаймизки, AD  J PN  булгани учун 
AD  билан P N  кесишмайди (18-чизма). Икки ^олни текширамиз:

1- ц о л. С нуцта AD  нурга тегишли булсин. PN  тугри чизицнинг 
ихтиёрий S нуцтасини олиб, ва SC  турри чизицларни утказамиз, 
сунгра /L S C D  нинг ичидан СЕ нурни утказамиз. СЕ билан PN  тур
ри чизицларнинг кесишишлигини курсатамиз. СЕ нурда ихтиёрий Е  
нуцтани олайлик, агар Е  нуцта PN  га тегишли булса, ёки Е  нуцта 
S N  турри чизицца нисбатан С билан цар хил томонда жойланиб цол- 
са теорема исбот этилган булади. Е нуцта С нуцта билан бирга S N  
турри чизицнинг бир томонида ётсин. У ^олда АЕ  нур P N  билан 
бирор F нуцтада кесишади (чунки A D  | |  PN). S A F  учбурчак ва СЕ 
турри чизиц учун Паш аксиомасини татбиц цилсак, СЕ  турри чизиц 
S A  ёки SF  кесмалардан бирини кесиши керак, лекин S A  ни кесмай-

ди, чунки, у кесма Z . DCS  нинг 
ташцарисида, СЕ нур эса бурчак
нинг ичида, демак СЕ  нур SF  ни 
кесади ва A D 11 PN.

2- ц о л. С нуцта AD  нурга те
гишли булмасдан, унинг тулди- 
рувчисига тегишли булсин, яъни А 
нуцта С билан D нинг орасида ёт
син. Р, С, А  пукталардан РСА  уч- 

Р бурчакни цосил циламиз (19- чизма).
18- чизма Р С А  нинг ичидан утган СЕ их-
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19- чизма 20- чизма

тиёрий нурни PN  билан кесишишлигини исботласак, максадга эришган 
буламиз. СЕ нинг тулдирувчисида бирор Т  нуктани олиб, ТА  турри 
чизщни утказсак, у Z . PAD  нинг ичидан утади ва AD  | | P N  булгани 
учун P N  билан бирор S нуктада кесишади. У холда P A S  учбурчак ва 
СЕ турри чизик учун Паш аксиомасидан СЕ  нур P S  билан кесиша
ди деган натижага келамиз. Параллел турри чизи^лар хакида гапи- 
рилганда уларнинг кайси нуцтасига нисбатан параллеллиги таъкидлан- 
майди.

7 -теорема. A D \ \ P N ^ P N \ \ A D .
И с б о т .  AD  турри чизикиинг ихтиёрий А нуцтасидан PN  га А Р  

перпендикуляр туишрамиз (20-чизма). Щартга кура PN  билан AD 
турри чизшугар кесишмайди. Z. AP N  нинг ичидан утган ихтиёрий РЁ 
нуриинг AD pn билан кесишишини курсатсак кифоя. Бунинг учун РЕ  
турри чизикиинг P N  билан ^осил цилган р бурчак а 0 дан (параллел
лик бурчагидан) кичик булган ^олни курсатсак булади. АЕ _1_ РЕ ни 
утказиб, Z . Р А Е  — т десак, АР Е  учбурчак ички бурчакларининг йи- 
яиндиси 180° дан кичик булгани учун у +  90° — Р +  90° <  180° ёки
V <С ;'S булади. А Е  <  AD  булгани учун (гипотенуза катетдан катта) 
А Р  га А  дан бошлаб А Е  кесмани улчаб цуйиб (АЕ  =  AF), F нукта
ни топамиз. АР  j_ FC  ни утказиб, FC  нурни зосил киламиз. PN  .1 АР, 
A P A .F C  булгани учун PN  билан FC кесишмайди, Z. DAE  нинг 
ичига у ни ^уямиз, унинг бир томони А В нур PN  билан Т  нуктада 
кесишади (чунки А В  нур параллеллик бурчаги ичидан утади). Паш 
аксиомасига асосан FC  турри чизи^ АТ  билан бирор G нуктада ке
сишади. A D  нинг устига AG — AG' ни цуйиб, G' нуктани ^осил ки- 
ламиз. У %олда AG’ ssA G ,  А Е  == AF  ва Z . F AB  =  Z . EA G '  булгани 
учун Д  AEG' з з  д  AFG, бундан AEG' — Z . AFG — 90°. Лекин 
АЕ ±  РЕ  булгани учун EG' кесма РЕ  нурга тегишли, демак РЕ  
нур AD  ни G' нуктада кесади.

Куйидаги теоремаларни кщоридаги каби исботлаш мумкин.
8- теорема. Икки турри чизик,нинг >>ар бири маълум йуналишдаги 

битта турри чизивда параллел булса, улар %ам шу йуналишда узаро 
параллел булади.

9- теорема. Икки параллел турри чизи^дан биридаги нуктадан ик- 
кинчисигача булган масофа параллеллик йуналиши томон етарлича 
кичиклашиб боради, параллеллик йуналишига тескари томонда эса бу
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масофа етарлича катталашиб боради (яъни параллел турри чизицлар 
параллеллик йуналиши томон бир-бирига асимптотик яцинлашиб боради).

10- теорема. Дар цандай уткир бурчакнинг бир вацтда бир томо- 
нига перпендикуляр булиб, иккинчи томонга параллел турри чизиц 
мавжуд.

Бу теорема бошцача цуйидагича ифодаланади:
Дар цандай уткир бурчак параллеллик бурчаги була олади.

15-§. Узоцлашувчи тугри чизицлар

11- теорема. Битта турри чизицца перпендикуляр булган икки 
тугри чизиц узоклашувчидир.

И с б о т .  а тугри чизиц Ь, с тугри чизицларга перпендикуляр бул
син. 11-§ даги 29-теоремага асосан Ь билан с кесишмайди (21-чиз
ма). Лобачевский маъкосида b билан с параллел эмас, чунки бу 30л- 
да параллеллик бурчаги а 0 =  90° булади. Демак, b ва с тугри чи
зицлар яцинлашувчи цам эмас, параллел цам эмас.

Шунга ухшаш цуйидаги теорема 5{ам уринлидир.
12-теорема. Икки турри чизиц билан учинчи турри чизиц кесишиб, 

Зосил цилинган мос бурчаклар тенг булса, бу тугри чизицлар узоцла- 
шувчи булади.

Хуллас, Евклид маъносидаги параллел турри чизицлар Лобачевс
кий маъносида узоцлашувчидир.

13-теорема. Узоцлашувчи икки тугри чизиц ягона умумий riep- 
пендикулярга эга булиб, бу перпендикулярнинг икки томонида улар 
бир-биридан етарлича узоцлашади.

И с б о т .  Икки узоцлашувчи тугри чизиц иккита умумий перпен- 
дикулярга эга булолмайди, акс ^олда ^амма бурчаклари 90° дан ибо

рат турри туртбурчак хосил цили- 
нар эди, бу эса 13- § даги 5- тео- 
ремадан чиццан 1- натижага зиддир. 
Энди умумий перпендикулярнинг 
мавжудлигини исботлаймиз. в  ва 6 
тугрй чизицлар узоцлашувчи бул
син (22- чизма). а нинг ихтиёрий С 
нуцтасини олиб, ундан b га па
раллел CD  ва СВ турри чизицлар
ни утказамиз. Z . A C D  ва Z . FCE

a
ь

j

1 _  . с

21- чизма

0'
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Ларни текширайлик. Булардан би- 
ри, масалан, Z. ACD  уткир булиб, 
иккинчиси, уткир, турри ва утмас 
булиши мумкин (чизмада иккала 
бурчак уткир булган 30л курсатил- 
ган). Бу вацтда 14-§ даги 10-тео
ремага асосан Z. ACD  нинг С А  то- 
монига перпендикуляр ва CD  то- 
монига параллел А А '  турри чизиц 23- чизма
мавжуддир, у золда CD  || b бул
гани учун 8- теоремага асосан А А'  ц о. Шунинг сингари b нинг бош
ца йуналишида унга параллел булган F F  ни топамиз. AF  кес
манинг урта нуцтаси О дан b га перпендикуляр 0 0 '  ни утказамиз. 
Энди О 0' нинг а, b га умумий перпендикулярлигини исботлаймиз. 
Бунинг учун О нуцтадан b нинг икки йуналишига параллел цилиб 
ОМ  J \b, ON \\Ь тугри чизицларни утказамиз; АО s= OF булгани учун 
(8- теоремага асосан) Z , МО А з= / 1 NOF, Z .M O O '  ва / - N 0 0 ’ бур
чаклар зам параллеллик кесмаси 0 0 ’ га мос келгани учун: Z . МОО ' =  
s  Z . N 0 0 ' .  Демак, 0 0 '  к.есма а, b га умумий перпендикуляр экан.

Энди теореманинг иккинчи цисмини исботлайлик, яъни узоцлашув
чи икки турри чизицнинг умумий перпендикулярдан иккала томонга 
цараб бир-биридан етарлича узоцлашишини курсатайлик. b тугри чизиц
даги М  нуцта О 'нуцтадан шу тугри чизиц буйлаб маълум йуналишда 
етарлича узоцлашсин (23- чизма). М  дан о турри чизицца перпен
дикуляр тушириб, унинг а билан кесишган нуцтасини N  билан белги- 
лайлик. О нуцтадан b турри чизицдаги О' нуцтадан М  га цараб йу
налишида ОА параллел турри чизицни утказайлик. Равшанки, Z . 0 '0 А  =  
=  90° булгани учун ОА нур а билан Ь орасида тулиц жойлашади ва 
M N  кесма билан бирор Q нуцтада кесишади. Q нуцта М  билан N 
орасида ётгани учун M N  >  QN (*). М  нуцта b буйлаб заракатлан- 
ганда Q нуцта О А  нур буйича заракатланади. N  нуцта зам Zl A ON 
Уткир бурчакнинг бир томонида О дан етарлича узоцлашганда QN 
кесма зам етарлича катталашади, у золда (*) га асосан M N  зам чек
сиз катталашади.

0 0 '  умумий перпендикулярнинг зар икки томонида а, b тугри 
чизицлар бир биридан узоцлашиб кетади.

16- §. Лобачевский функцияси

Параллеллик бурчаги билан параллеллик кесмасини борловчи муно- 
сабатни муфассалроц текширайлик.

14-теорема. Параллеллик кесмаси параллеллик бурчагини бир ций
матли аницлайди.

Исбот. А'  ва В' нуцталар а ва Ь турри чизицлардан бир хил масо- 
фада ётсин (24-чизма), яъни АА'  =  ВВ' {АА' ±  а, В В' _L b). Бир хил 
Йуналишда А '  нуцтадан а га параллел цилиб а', В '  нуцтадан b га па
раллел цилиб Ь' турри чизицларни утказайлик, у вацтда Z . А А ' А"  «= а, 

В В ' В" =  Р бурчаклар параллеллик бурчаклари булади. а  =  р эка- 
НИШ1 курсатсак, мацсадга эришган буламиз. Фараз цилайлик, а  Ф 8,
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24- чизма

А &
25- чизма

ашнуэсги а  <  Р булсин. У ^олда Z . ВВ'В" =  а  щ/йсак, а  <  Р булгани 
учун В'В'"  нур b турри чизи^ни бирор М  ну^тада кесади. А  дан бош
лаб параллеллик йуналиши томон В М  — A N  кесмани !^уйиб, N  нуи,- 
тани ^осил килсак: Д ВВ' М — A A' A N  (икки катети буйича), у з^олда 
Z . АА' N  =  / -  В В ’ М  — а  булиб, А' N  нур а' билан устма- уст туши- 
ши керак, лекин а' || а, демак, улар кесишмайди, яъни а  =  р. Шун
дай килиб, тенг кесмаларга мос келган параллеллик бурчаклари ^ам 
тенг.

15- теорема. Параллеллик кесмаси ошган сари параллеллик бурчаги 
камая боради: катта кесмага кичик параллеллик бурчаги тугри келади.

И с б  от. а тугри чизи^нинг бир томонидаги Л ', А" ну^талардан (25- 
чизма) а ’ И а, а" || а тугри чизи^лар утган булсин. А А'  =  р, А А" — 
=  р' параллеллик кесмалари булиб, р' >  р булсин, бу вацтда тегишли 
параллеллик бурчаклари учун а > р  тенгсизликнинг уринли булишини 
исботлаймиз. а '  бурчак а  нинг к;ушни бурчаги булсин, яъни а  -f- а'  =  
=  180° (*), аммо а' || а", шу сабабдан ос' +  р <  180°, бу икки тенг- 
ликдан а  >  р. Бундай богланишни Лобачевский а  =  П  (р) символи би
лан белгилайди. П  (р) — Лобачевский функцияси деб юритилади. Бу 
функция Лобачевский геометриясида асосий роль уйнайди, шунинг 
учун биз бу функциянинг баъзи содда хоссалари билан кисцача тани- 
шамиз.

1. Лобачевский функциясининг аницлаш со^аси 0 <  р  <  оо, кий- 
матлари сохаси эса 0 <  а  <  90°.

2. а  =  П  (р) функция монотон камаювчилар.
3. а  =  П  (р) функция узлуксиз.
4. Лобачевский функцияси элементар функциялар ор^али к(уйидаги-

__ р_
ча ифодаланади: П  (р) =  2 arc tg  е k (**) (бунда е —  натурал лога- 
римфлар асоси, р — параллеллик кесмаси, k — доимий сон булиб, уни 
маълум сабабларга кура Лобачевский фазосининг эгрилик радиуси деб 
аталади). Шуниси дикдатта сазоворки, р  -> 0 да П  (р) — а ->90° бу
лади, бундан куйидаги хулосани чи^ариш мумкин: Лобачевский текис- 
лигининг етарлича кичик цисмида Евклид геометриясининг ^оида- цо- 
нунлари уринлидир.
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26- чизма 27- чизма

Лобачевский текислигидаги тугри чизицларни жойлашишида юз се- 
радиган бир з^олни куздан кечирайлик.

16-теорема. Учбурчакнинг учала томонлари урталаридан чицарилган 
учта перпендикуляр ё бир нуцтада кесишади, ёки учаласи узоцла
шувчи, ёки учаласи цам бир йуналишда параллел булади.

И с б о т .  1 - \ол .  ABC  учбурчакнинг АС, СВ томонлари урталарига 
утказилган перпендикуляр Е Е', FF' булиб (26-чизма), улар О нуцтада 
кесишади дейлик. О нуцта учбурчакнинг учала учидан баробар узок- 
ликда ётгани учун, у А В  нинг урта перпендикуляри DD' да хам ётиши 
керак, демак, урта перпендикулярдан иккитаси кесишса, учинчиси х(ам 
шу нуцтадан утади.

2- хрл. D D ' ,E E '  урта перпендикулярлар узоцлашувчи булсин (27- 
чизма). У цолда FF' нинг з̂ ам D D ', з^ам Е Е '  билан узоцлашувчанлигини 
исботлаймиз. 15-§ даги 13-теоремага асосан D D ', Е Е '  узоцлашувчи 
булгани учун улар ягона умумий перпендикулярга эгадирлар, у уму
мий перпендикуляр D 'E '  булсин. D' Е '  тугри чизицца А, В, С нуцталар- 
дан перпендикулярлар туширайлик, улар мос равишда бу тугри чизиц би
лан Л, В ', С' нуцталарда кесишсин. Досил булган А А 'В ’В туртбурчак
ка назар солсак, DD' бу туртбурчакнинг А В  ва А ’В' томонларига уму
мий перпендикуляр булиб, туртбурчак DD' га нисбатан симметрик 
жойлашган, демак, АА' =  В В ' . У цолда АА' В В" ва СС' В' В турт- 
бурчакларнииг з а̂р бири Саккери туртбурчаги булади. Щунга ухшаш 
АА' С' С цам Саккери туртбурчаги булади. FF' бу туртбурчакнинг ур
та чизири булгани учун FF' ±  А ' С .

Демак, Е Е ' , D D ', FF' ларнинг хар бири А' В' тугри чизицца пер
пендикуляр булиб, 15-§ даги 11-теоремага асосан улар узаро узоцла- 
шувчидир.

3- \  о л. Е Е '  ва DD' лар 28- чизмада курсатилган йуналишда узаро 
параллел булсин. У холда FF' турри чизиц Е Е ' , DD' билан кесиша 
олмайди ва узоцлашувчи булолмайди (акс цолда биринчи ва иккинчи 
^олларга цайтар эдик). Демак, улар бир- бирига параллел. Энди учала 
тугри чизицнинг умумий йуналишда параллел булишини курсатамиз. Бу 
з̂ ол учун ABC  учбурчак тенг томонли ёки тенг ёнли булмасин (акс 
з^олда учала урта перпендикуляр кесишади). АВ  томон энг катта томон



булсин. Е Е ' , FF' лар А В  ни албатта кесиб утади, чунки FF' турри 
чизи^ АВ ни кесмаса, Паш аксиомасига асосан, СВ ни бирор К Hyiy 
тада кесади. У ^олда КА s= КС. Лекин К В  +  КА ';> А В  булиб, К В  -+• 
+  К А  =  К В  +  КС  =  ВС, демак, ВС  >  АВ.  Бу А В  нинг катта томон 
булишига зиддир. У чала перпендикудярнинг А В билан кесишган нук;- 
талари F", D, Е" булсин. Бу учта нук,гадан бири долган иккитаси ора
сида ётади, масалан, D  ну^та F" билан Е" орасида ётсин. У холда 
Е Е '  || FF' булгани учун Е" F" F' бурчак ичидан чиркан хар ^андай 
F" Т  нур албатта Е" Е '  ни бирор Т  ну^тада кесади. Бу вак,тда DD' 
тугри чизи^ Е" Е ' , F" F' параллел турри чизи^лар орасида ётгани учун 
уни хам /'" Т  нур бирор G ну^тада кесади, демак £) F" F' бурчак ичи
дан ч и ^ а н  ^ар ь^андай нур DD'  билан кесишар экан. Бинобарин, D 
дан D' га к,араб DD' Ц FF' экан. Бу теоремадан, Лобачевский текис
лигида та1щ и  айланага эга булмаган учбурчак мавжуд, деган хул'бса 
чиканши мумкин.

Пировардида Лобачевский текислигидаги тугри чизи^ларнинг жой- 
лашишидаги хусусий бир >̂ ол билан танишиб чикайлик. Тайин АО В  бурчак 
берилган булсин, унинг О учидан ички биссектрисасини утказайлик 
(29- чизма). 14- теоремага асосан Z . АОС == СОВ =  а  уткир бурчакка 
ОР параллеллик кесмаси мос келади. Р нуктадан ОС га перпендику
ляр PQ ни утказсак, 14-§ даги 10-теоремага асосан OB || PQ (Р дан 
Q га ^араб йуналишда) булади, худди шунга ухшаш ОА || Р Т  (Р дан 
Т  га к,араб йуналишда). Натижада ОА, О В  нурлардан ва QT турри 
чизи^дан иборат фигура хосил булади, буни «учбурчак» деб атасак хам 
булади, бу учбурчак ички бурчакларининг йигиндиси берилган /L  АО В  
га тенгдир, чунки параллел турри чизи^лар орасидаги бурчакни нолга 
тенг деб олиш мумкин.

17- §. Айлана, зквидистанта ва орицикл чизи^лар

Маълумки, Евклид текислигидаги икки чизш^ — турри чизик, билан 
айлана узининг ажойиб бир хоссаси билан боища чизшутардан ажралиб 
туради. Бу хосса шундан иборатки, бу чизщлар уз шаклини узгар- 
тир-масдан уз- узи буйлаб сирпанадн. Бундай хоссага эга чизшушрш 
рзгармас эгриликка эга чизицлар деб аталади. Бундай хоссали икки 
чязикнинг мавжудлиги Евклид текислигида икки турри чдаи^нинг уз
аро икки хил — кесишувчи ва параллел ^олда жойланиши билан узвий
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боглангандир. Бу эса уз йулида Евклид текислигида тугри чизицлар- 
нинг икки хил дастаси борлигининг натижасидир: 1) даста маркази 
деб аталадиган нуцтадан утган барча тугри чизицлар туплами (марказли 
даста); 2) бир тугри чизицца параллел булган барча тугри чизицлар 
туплами (марказсиз даста). Марказли дастанинг ортогонал траектория- 
си айланадан, марказсиз дастанинг ортогонал траекторияси эса тугри 
чизицдан иборат.

Лобачевский текислигида хам юцоридаги хоссага эга булган бундай 
чизицларнинг мавжудлиги тугри чизицларнинг узаро жойлашувига бог- 
лицдир. Лобачевский текислигида икки тугри чизиц кесишувчи (яцин- 
лашувчи), узаро параллел (маълум йуналишда) ва узоцлашувчи булиши 
мумкин, яъни ЛобачеЕский текислигида турри чизицларнинг уч хил 
дастаси мавжуд: 1) битта нуцтада кесишувчи барча тугри чизицлар 
тфплами эллиптик даста деб юритилади; 2) бирор турри чизиц
нинг белгили йуналишида унга параллел булган барча турри чизиц
лар туплами параболик даста деб аталади; 3) тайин турри чизиц
ца перпендикуляр булган барча mCjppu чизицлар, яъни узоцлашувчи 
турри чизицлар туплами гиперболик даста деб аталади. Бу уч хил 
дастанинг мавжудлиги муносабати билан доимий эгриликка эга булган 
уч хил эгри чизиц борлигини курсатамиз. Бунинг учун аввал баъзи 
тушунчаларни киритайлик.

Ихтиёрий икки а, b тугри чизицни учунчи с тугри чизиц кесиб ут- 
ганда з^осил булган ички бир томонли бурчаклар тенг булса (яъни а  =  (3), 
с тугри чизиц а, b нинг тенг огишли кесувчиси деб аталади (30- чизма).

17-теорема. Тугри чизицлар дастасига тегишли ихтиёрий икки туг
ри чизицнинг биридаги нуцтадан иккинчисига тенг огишли фацат битта 
тугри чизиц утказиш мумкин.

И с б о т .  1- ц о л .  а, b тугри чи
зицлар марказли дастага тегишли 
булсин (31-чизма). а тугри чизицда
ги ихтиёрий А  нуцтани олиб, 5  нуц
тадан бошлаб b тугри чизиц устига
S/4 га тенг кесма цуйсак, Ь да В -  -  -—  -----|-Х __--------------------- О.
нуцта (5Д =  SB)  цосил булади.
A A S B  тенг ёнли булгани учун 
Z - S A B — /L SBA.  Бу бурчакларни 30-чизма
т^лдирувчилари хам узаро тенг бул
гани учун АВ  TyFpn чизиц а, b учун тенг огишли кесувчи булади. Равшан
ки, А  нуцтадан а, b ни тенг огишда кесувчи бошца тугри чизиц ут- 
майди.

2- ^ о  л. а, b тугри чизицлар гиперболик дастага тегишли булсин
- (32-чизма). Бу цолда а, b тугри, чизицлар узаро узоцлашувчи тугри 

чизицлар булиб, бундай тугри чизицлар ягона умумий А В  перпенди- 
кулярга эгадир, бу перпендикуляр а, b нинг тенг огишли кесувчиси 
булади. У ^олда а даги А нуцтадан тенг огишли кесувчини утказиш 

: учун В  дан бошлаб b нинг устида (А' нуцта А В  нинг цайси томонида 
г  булса, шу томонда) А А '  з* В В '  шарт билан аницланадиган В'  нуцтани 
' Топамиз. У яолда А ’ В' тугри чизиц изланган кесувчи булади, чунки 

А ' АВ  В' туртбурчак Саккери туртбурчагидир:

39



31- чизма 32- чизма 33-  чизма

Z . A  = Z . B  =  — ; А А ' = В В '  => Z. АА' В' =  Z .  ВВ ' А '.
2

3- х  о л. а, Ь турри чизи^лар параболик дастага тегишли булсин. У 
^олда а, & да мос равишда ихтиёрий Л ва В ну^таларни олиб, АВ  
кесувчини утказайлик (3 3 -чизма). Унинг а, b билан ^осил цилган ички 
бир томонли бурчакларини а  ва р билан белгиласак, уларнинг биссек- 
трисалари О нуцтада кесишади. О нуктадан АВ, а ва Ь га перпенди- 
кулярлар тушириб Д  Е, F  ну^таларни топамиз. Бу ва^тда EF  кесувчи 
изланган турри чизШ\ булади, чунки OF ^ О Е ,  A OEF да Z_ OEF =  Z . OFE 
булиб, Z . BFE  =  /L  AEF. Энди EF  ни Е  дан утувчи ягона кесувчи эка- 
нини курсатамиз. Фараз ^илайлик, Е  дан (EF дан фарцли) тенг ориш 
ли  EF'  кесувчи утсин. Унинг а, b билан з^осил ^илган ички бир то
монли бурчакларини у, 0 деб белгиласак, фаразга асосан, у =  0 булиб, 
A EFF'  учун 0 таш^и бурчак булганлигидан 0 >  Zl EFF' ■ Лекин 
Z -F 'F E  =  Z . FE М  ва у <Z.Z_ F E M  булгани у ч у н у < 0  — бу зиддир.

Бу теоремадан ^уйидаги натижа келиб чик;ади:
Бир дастага тегишли а, b турри чизи^ларга А В  ва CD тенг ориш - 

ли  кесувчилар утказилган булса, АС  == BD  булади (34- чизма).
Бу натижа тенг ориш ли кесув

чининг ягоналиги натижасидир.
Т а ъ р и ф. а, b турри чизиклар 

бирор дастага тегишли булиб, АВ  
уларнинг тенг ориш ли кесувчиси бул
са, А в а, В £Ь  нукталар шу дастага 
нисбатан г/заро мос нукталар  деб 

____  „ аталади.
А Дастага тегишли тайин турри

34- чизма чизи^ни олиб, ундаги бирор А ну^-
та к,аралса, дастанинг долган ^ар 

бир турри чизирида А ну^тага мос ну^тани топиш мумкин, бундай ну^- 
талар тупламини со деб белгилайлик (Л ну^та хам со га тегишли). 
Дастанинг турига караб со туплам цуйидагича номланади:

1. Эллиптик даста учун со айлана деб аталади.
2 . Параболик даста учун со орицикл чизик, деб юритилади.
3. Гиперболик даста учун со эквидистант чизиц. деб номланади.
со туплам учала з^олда г;ам даста ва шу дастага тегишли тугри чи-

зш^нинг битта нуцтаси билан тули^ аниь;ланади. Эллиптик даста зфлда 
со нинг айлана деб аталиши айлана таърифига мос келади, чунки тенг 
ориш ли кесувчининг хоссасига асосан (35- чизма) S  А — S B  — SC  (бун-



35- чизма

да А, В, С со нинг элементлари) 
булиб, со тупламнинг хар бир; нуц
таси S дан бир хил узоцликда ёта
ди. Демак, даста маркази айлана 
марказидан иборатдир. Шунинг учун 
айлана билан иш курмасдан, цол
ган икки чизицни, яъни орицикл гза 
эквидисганг хоссаларинн текши
райлик.

18- тесрема.Орицикл ва эквидис- 
тант чизицларнинг ихтиёрий учта 
нуцтаси бир тугри чизицда ётмайди.

И с б о т .  1) Фараз цилайлик, 
орициклнииг учта А, В, С нуцтаси
(36- а чизма) бир тугри чизицда ётсин. У ^олда АВ, ВС, АС  тугри 
чизицларнинг хар бири дастанинг а ,Ь ,с  тугри чизицлари учун тенг 
огишли кесувчисидир, бииобарин Z . А 'А В  =  Z .  A B B ' , / L B 'B C  =
=Z _ В С С , демак, Z . ABB'  =  Z_ В 'В С — булиб, / - А '  А В = / -  ВСС' —

Tt
=  У ^олда а, Ь, с тугри чизицлар АС  га перпендикуляр булиб,

а, Ъ, с лар узоцлашувчи булади, бу а |[ b || с шартга зиддир.
2) А ',  В ',  С' нуцталар мос равишда гиперболик дастанинг а ,Ь ,с  

тугри чизицларига тегишли булиб, ю тупламнинг элементлари булсин. 
Фараз цилайлик, А', В ', С  лар бир тугри чизицда ётсин (36-6 чизма). 
Гиперболик дастанинг барча тугри чизицлари тайин и тугри чизицца пер
пендикуляр булсин. У ^олда А' В ' , В' С', А 'С '  кесмалар тенг огишли

кесувчилар булгани учун Z .A A 'B '= / _ А ' B 'B = Z -B B 'C '  =  Z. В 'С 'С  —~

булади, демак А А 'В ’В  ва ВВ ' С'С  туртбурчакларнинг ички бурчакла- 
ри йигиндиси 2я  га тенг, бу хрл  эса Лобачевский текислигида юз бер
ма йди.

Илова тарицасида, бир хил огишли кесувчининг хоссасига асосан 
АА' — ВВ ' — С С  булиб, гиперболик даста учун ягона умумий пер
пендикуляр булган и турри чизицдан (бу тугри чизиц одатда эквидис- 
тантнинг базаси деб юритилади) эквидистант нуцталари бир хил ма-

36- чизма
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софада жойгташганлигини таъкид- 
лаб утамиз. Щу сабаблан х;ам экви- 
дистантни гурри чизицнинг (база- 
нинг) бир томонида-бир хил узо^- 
ликда жойлашган ну^талар туплами 
деб аташга хаклимиз. h =  АА'  =  
В В '  масофани эквидистантнинг ба
ландлиги деб юритилади, h =  0 бо
лида тугри чизи^ баландлиги нол
га тенг эквидистант деб айтиш мум
кин.

19-теорема. Турри ч изи цлар д а с-  
таси ёр д а м и д а  ^ осн л  килинган ор и 
ц и к л  у ч у н  ш у д а ст а н и н г  хар  бир  

37- чизма турри чизири н о р м а л  вази ф асин и
б а ж а р а д и .

И с б о т .  37- чизмада курсатилган орицикл берилган булиб, 
унинг ихтиёрий А нуцтасини олайлик, шу нуктадан утган орицикл- 
ни ^осил ^илган дастанинг тугри чизири а булсин. А нуктадан 
а  га перпендикуляр ^илиЗ t  турри чизи^ни утказамиз. Орицикл- 
да яна В  нуктани олиб, у ор^али дастага тегишли турри чизи^ни 
утказсак, АВ  турри чизи^ а, Ь учун тенг ориш ли кесувчи була
ди. АВ  кесманинг урта ну^таси D  ни тоииб, ундан А В  га пер
пендикуляр с турри чизи^ни утказамиз, у .^олда с \ \ а , с \ \ Ь  булади. 

Шунинг учун АВ  ватарнинг а ёки b билан ташкил цилган бурчаги 
АВA D  — В J  — —  га мос келган параллеллик бурчагидир, яъни а  =

— п  (— !. Демак, а <  —
V 2 j 2

В  ну^та орицикл буйлаб А нуцтага яцинлашса, А В  -> 0 булиб,
l i ma  =  Н т П (^ ~ ^  =  ~ -  t т^'рри чизиц А В  кесувчининг лимит ^олати

булиб, у берилган орициклга уринмадир ва а турри ,чизик; орнцикл- 
нинг нормали ^исобланади.

Худди шунга ухшаш ^уйидаги теорема ^ам уринлидир (мустацил 
исботланг).

20- теорема. Эквидистант чизи^ учун х,ам шу дастанинг ^ар бир 
турри чизири  нормал вазифасини бажаради.

Орицикл билан эквидистантнинг ^уйидаги хоссаларини эслатиб 
утайлик:

1) Орициклнинг ботицлиги тегишли дастанинг параллеллик йуна
лиши томонида, эквидистантнинг ботик^лиги эса базаси томонида бу
лади.

2) Орицикл ва эквидистант тегишли дасталаршшг ортогонал траек* 
торияларидир.

3) Бундан таш^ари, шу параграф бошида айлананинг Узи уз усти- 
да сирпанадиган чизшушгини таъкидлаган эдик. Орицикл ва эквидис
тант хам шу хоссага эгадир.

42



18- §. Лобачевский фазосида тугри чизиц ва текисликларнинг узаро
жойлашуви

Абсолют геометриянинг баоча аксиомалари билан биргаликда Ло
бачевский аксиомаси уринли булган фазо Лобачевский фазоси деб ата
лади, унда абсолют геометриянинг барча аксиомалари уз кучини сац- 
лайди, шунинг учун биз абсолют геометрияга тааллуцли баъзи факт- 
ларни эслатиб утамиз.

1. Берилган нуцтадан берилган текисликка фацат битта перпенди
куляр тугри чизйц утади.

2. Икки текислик кесишса, кесимда тугри чизиц хосил булади.
3. Агар тугри чизиц бирор текисликда кесишган икки тугри чи- 

зицнинг цар бирига перпендикуляр булса, бу тугри чизиц шу текис
ликка перпендикуляр булади.

4. Тугри чизиц текисликка перпендикуляр булса, бу тугри чизиц 
орцали утувчи хар бир текислик з^ам шу текисликка перпендикуляр 
булади.

5. Берилган нуцта орцали берилган тугри чизицца перпендикуляр 
цилиб фацат битта текислик утади.

6 . Агар тугри чизиц берилган текисликка перпендикуляр булмаса, 
бу чизиц орцали берилган текисликка перпендикуляр цилиб фацат бит
та текислик утади ва хоказо.

Лобачевский фазосида тугри чизицларнинг, тугри чизиц билан те
кисликнинг, шунингдек текисликларнинг узаро жойлашуви цуйидаги 
таърифлар орцали киритилади.

1- т а ъ р и ф. Фазодаги икки тугри чизиц бир текисликда ётиб, узаро 
параллел (узоцлашувчи) булса, улар параллел (узоцлашувчи) деб ата
лади.

2- т а ъ р и ф .  Тугри чизиц узининг бирор текисликдаги проекцияси- 
га параллел (ёки унинг билан узоцлашувчи) булса, бу тугри чизиц 
шу текисликка параллел (ёки 
унинг билан узоцлашувчи) деб 
аталади.

Бу таърифлардан куринадики, 
тугри чизиц текисликка параллел 
булса, улар параллеллик йуналиши 
томон бир-бирига яцинлашади, 
улар узоцлашувчи булса, тугри чи
зиц билан текислик битта умумий 
перпендикулярга эга булиб, шу 
перпендикулярнинг икки томонида

• . улар бир-биридан етарлича узоцла- 
ша боради.

Икки текисликнинг параллелли- 
ги ёки узоцлашувчилигини таъриф-

> лаш мацсадида параллеллик конуси 
f деб аталган сирт тушунчасини ки- 

ритайлик. П текислик ва унинг таш
царисида А  нуцта берилган бул- 38- чизма
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син (38-чизма). А  нинг П даги ортогонал проекцияси А ' . А  нуцтадан 
П  текисликка параллел цилиб а, Ь, с турри чизицларни утказайлик. Бу 
турри чизицларнинг П даги проекциялари а ' ,Ь ' ,с ' , . . .  булиб, а [| а',  
b || Ь’,с  || с ',. ..  дир. Буларнинг А  нуцтадаги параллеллик бурчагини 
мос равишда а , р, у, десак, уларнинг барчаси учун параллеллик кес
маси АА' булади. Лобачевский функциясининг хоссасига асосан а  =  
=  Р =  к  = —  Демак, А нуцтадан П текисликка параллел цилиб ут
казилган барча турри чизицлар АА'  билан бир хил уткир бурчак ^осил 
цилиб, учи А  нуцтада булган конус ^осил цилади. Шу сирт П текис
ликка нисбатан А  нуцтадаги параллеллик конуси деб аталади, бу ко- 
нуснинг ясовчилари П текисликка параллел булган турри чизицлардир.

Параллеллик конусининг таърифидан куринадики, А нуцтадан утиб, 
(конус ичида жойлашган турри чизиц П текислик билан кесишади 
яцинлашади), А  нуцтадан утиб, конус ташцарисида жойлашган турри 
чизиц эса П дан узоцлашади.

Параллеллик конуси А  нуцтадан утган барча текисликларни куйи- 
даги уч синфга ажратади: 1) конусни икки ясовчиси буйлаб кесувчи 
текисликлар; 2) конусга уринадиган текисликлар; 3) конус билан фа
цат А  нуцтада кесишувчи текисликлар. Биринчи синфга тегишли текис
ликлар А  нуцтадан утган ва конус ичида жойлашган турри чизиклар- 
ни уз ичига олади, демак бу текисликлар П текислик билан албатта 
кесишади, лекин иккинчи ва учинчи синфдаги текисликлар А нуцта
дан утган ва П билан яцинлашувчи турри чизицларни уз ичига олма- 
ганлиги учун П билан кесишмайди. У ^олда цуйидаги таърифлар 
уринли булади.

3 - т а ъ р и ф .  А  нуцтадан утиб, параллеллик конусига уринган те
кисликлар (яъни, иккинчи синфдаги текисликлар) П га параллел деб 
аталади.

4 - т а ъ р и ф .  А  нуцтадан утиб, параллеллик конуси билан бошца 
умумий нуцтага эга булмаган текисликлар (яъни учинчи синфдаги те
кисликлар) П билан узоцлашадиган дейилади.



IV Б О Б . АКСИОМАЛАРНИНГ БОШЦА СИСТЕМА ЛАРИ.
АКСИОМАЛАР СИСТЕМАСИНИ ТЕКШИРИШ

Евклид геометриясининг Гильберт аксиомалари асосида цурилиши- 
ни цисцача баён кил дик. Лекин геометрияни бошца аксиомалар асо
сида хам цуриш мумкин. К^уйида биз шундай системалардан баъзи- 
лари билан танишиб утамиз.

19-§. Погорелов аксиомалари
Геометриядан мактаб курси учун дарслик сифатида цабул цилинган 

китобида А. В. Погорелов уз аксиоматикасини таклиф этган.
Б у система учун асосий тушунчалар нуцта, тугри чизиц, текислик, 
тегишли, орасида ётади, узунлик, бурчакнинг градус улчови. Бу ту- 
шунчаларнинг асосий хоссалари цуйидаги аксиомаларда баён цилинади.

I. Т е г и ш л и л и к  а к с и о м а л а р и
Ij. Исталган икки нуцтадан утувчи тугри чизиц мавжуд ва у фа

цат биттадир.
12. Исталган тугри чизицда камида иккита нуцта ётади. Бир t^f- 

ри чизицда ётмайдиган учта нуцта мавжуд.*
1а. Исталган текисликка тегишли нуцталар ва унга тегишли бул

маган нуцталар мавжуд.
14. Агар икки текислик умумий нуцтага эга булса, улар тугри чи

зиц буйлаб кесишади.
15. Агар иккита гурли тугри чизиц умумий нуцтага эга булса, 

улар орцали битта ва фацат битта текислик утказиш мумкин.
Бу аксиомалар ёрдамида ушбу теоремаларни исботлаш мумкин (те

кисликдаги теоремалар билан чекланамиз).
1. Иккита турли тугри чизиц ё кесишмайди, ёки фацат битта нуц

тада кесишади.
2 . Дар цандай тугри чизицца тегишли булмаган нуцта мавжуд.
II. Т а р т и б  а к с и о м а л а р и .
Пх. Тугри чизицдаги учта нуцтадан биттаси ва фацат биттаси цол

ган иккитаси орасида ётади.
П2. Текисликдаги тугри чизиц шу текисликнинг тугри чизицда ёт

маган нуцталарини иккита ярим текисликка шундай ажратадики, битта 
ярим текисликка тегишли нуцталарни туташтирувчи кесма берилган 
тугри чизиц билан кесишмайди, хар хил ярим текисликларга тегишли 
нуцталарни туташтирувчи кесма берилган турри чизиц билан кесишади.**

Тартиб аксиомаларидан сунг, нур, кесма, синиц чизиц, купбурчак, 
учбурчак ва хоказо тушунчалар киритиш мумкин. Гильберт аксиома
лари системасидаги Паш аксиомаси теорема сифатида исботланади.

III. К е с м а  в а  б у р ч а к л а р  у ч у н  у л ч о в  а к с и о м а л а р и .
IIIj. Дар бир кесма нолдан катта тайин узунликка эга. Агар С

* Урта мактабга мулжалланган дарсликда бу аксиома енгилроц формада ифо- 
Д1ланган. (Ред.)

** Мактаб дарслигида бу аксиома соддароц ифодаланади: турри чизиц текислик
ни иккита ярим текисликка ажратади.
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ну^та кесмада ётса, А В  нинг узунлиги АС  ва СВ кесмалар узунлик- 
ларининг йигиндиси га тенг.

Ш 3. Дар бир бурчак нолдан катта тайин градус улчовига эга.
Ё й щ  бурчак 180° га тенг. Бурчакнинг градус улчови узининг то- 

монлари орасидан утувчи хар ^аидай нур ёрдамида ажратилишидан 
з^осил килинган бурчакларнинг градус улчовлари йигиндисига тенг.*

Бу группадаги аксиомалар ёрдамида кесма узунлиги ва бурчак кят- 
талигини улчаш масаласи тула ^ал ^илинади, бундан ташкари турри 
чизицда координаталар системасини киритиш имконияти яратилади. 
Туртинчи группа аксиомасини киритищцан олдин кесмалар, бурчаклар, 
учбурчаклар тенглиги тушунчаларига таъриф берилади.

IV. Б е р и л г а н  у ч б у р ч а к к а  т е н г  у ч б у р ч а к н и н г  ма в -  
ж у д л и г и  ^ а ^ и д а  а к с и о м а .

IV. ABC  учбурчак ва а нур берилган булсин. У х;олда ABC  уч
бурчакка тенг шундай А 1 Вг Сх учбурчак мавжудки, унинг Л 1 нуцтаси 
а нурнивгг учи билан устма-уст тушади, В х нуцта эса а нурда ёта
ди. С ну^та эса а нур оркали утувчи тугри чизи^ билан аницланади- 
ган ярим текисликлардан берилганида ётади.**

V. У з у н л и г и  б е р и л г а н  к е с м а н и н г  м а в ж у д л и г и  ^а-  
р д а  а к с и о м а .

V. Дар ^андай х,ацикий d мусбат сон учун узунлиги шу d га 
тенг кесма мавжуд.

VI. П а р а л л е л л и к  а к с и о м а с и .
VI. Берилган тугри чизикда ётмайдиган нук;та оркали текисликда 

берилган тугри чизикда биттадан орти^ параллел тугри чизик; ^тказиш 
мумкин эмас.

Погорелов аксиомалари системаси 12 та аксиомадан иборат булиб, 
13_ 6 аксиомалар фазога тааллуцлидир. Шу аксиомалар асосида Евк
лид геометрияси тула баён к;илинади. Бу аксиоматиканинг му^им то- 
монларидан бири кесма узунлиги ва бурчак улчови тушунчалари асо
сий тушунчалар ^аторига киритилган, бу эса умуман геометрияни ман- 
тикан ихчамрок, ^илиб цуришга йул очади.

20- §. Вейль аксиомалари системаси

1916 йилда немис математиги Герхман Вейль (1885— 1955) томо
нидан таклиф килинган аксиоматика фанда векторли аксиоматика деб 
юритилиб, Гильберт аксиомалари системасига нисбатан соддалиги би
лан фар^ [\илади, бундан тацщари бу аксиоматика хозирги замон ма- 
тематикасини талай булимлари билан узвий богланганлиги билан аж- 
ралиб туради.

Бу системада асосий тушунчалар сифатида «Вектор» ва «Ну^та» 
^абул ^илинган.

Векторлар ва ну^таларни бир- бири билан богловчи муносабатлар 
«векторларни к,ушиш», «векторни сонга куиайтириш», «векторларни

* Бу аксиомани киритишдан аввал бурчак, ёй щ  бурчак тушунчаларига таъриф 
берилади (ред.)

** Мактаб дарслигида бу аксиома ^ам соддаро^ ифодаланади.
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скаляр купайтириш», «векторларни нуцтадан бошлаб куйиш» дир. Бу 
муносабатларнинг барча хоссалари цуйидаги беш группа аксиомалари- 
да уз ифодасини топган. (Биз бу ерда аксиомаларни келтириш билан 
чегараланамиз, улар асосида хосил цилинадиган натижалар [13] китоб, II 
б^лим, IV бобда келтирилган.)
I. В е к т о р л а р н и  ц у ш и ш  а к с и о м а л а р и .

—-V —>-
Исталган и к к и  а, b векторга уларнинг й и р и н д и с и  деб аталадиган

а - \-Ь  вектор мос келтирилиб, бу а мал хоссалари ушбу аксиомаларда 
ифодаланади:

1^ Ихтиёрий а, b вектор учун а +  b — b +  а тенглик бажарилади.
1а. Ихтиёрий а , Ь, с векторлар учун ( а  +  Ь) +  с =  а +  (Ь +  с)тенг

лик бажарилади. — ■■ ̂
13. Ноль вектор деб аталган 0 вектор мавжуд булиб, ихтиёрий а 

вектор учун а +  0 =  а.
Ц. Дар цандай а вектор учун шундай а' вектор мавжудки, унинг

учун а +  а ' — 0 .
II. В е к т о р н и  с о н г а  к у п а й т и р и ш  а к с и о м а л а р и .
Истаган а вектор ва истаган ^ациций k  сонга уларнинг купайт-

маси деб аталадиган k a  вектор мос келтирилиб, бу амал хоссалари 
ушбу аксиомаларда ифодаланади:

—>- — —>•
IIj. Ихтиёрий a, b векторлар ва k хациций сон учун k(a +  Ь) =» 

*= ka +  kb тенглик бажарилади.
П2. Ихтиёрий k, t ^ациций сонлар ва хар цандай а вектор учун

(k +  0 а =  ka +  ta булсин, яъни векторни сонга купайтириш муноса- 
бати ^ациций сонларни цушиш амалига нисбатан дистрибутив цонунига 
буйсуниши талаб цилинади.

Ц 3. Ихтиёрий k,t хациций сонлар ва хар цандай а вектор учук
k  (t а) =  (kt) а тенглик бажарилади.

П4. Ихтиёрий а вектор учун 1 • а — а.
Бу икки группа аксиомалари ёрдамида векторларнинг чизицли ком- 

бинацияси, чизицли эркинлиги, чизицли боглицлиги ва шу каби тушунча- 
ларни киритиш мумкин.

III. У л ч о в  а к с и о м а л а р и .
IIIj. Фазода учта чизицли эркин вектор мавжуд.
Ш„. фазодаги хар цандай туртта вектор чизицли боглицдир.
IV" В е к т о р л а р н и  с к а л я р к у п а й т и р и ш  а к с и о м а л а р и .
IVj. Ихтиёрий икки а, Ь вектор учун а • b — b • а. ^
IV a. Ихтиёрий учта а, Ь, с вектор учун (а +  Ь) с — а с +  b с.
IV3. Ихтиёрий а, b вектор ва ^акиций k  сон учун (k a  •b) =  k(ab).
1V4. Ихтиёрий а вектор учун а а >  0 .
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V. В е к т о р н и н у к т а д а н  б о ш л а б г; у й и ш а к с и о м а л а р и. 
Vx. Ихтиёрий вектор ва хар ь,аадаи М  ну;$та учун ягона шундай

N  лу^та мавжудки, унинг учун а =  MN-
V2. Ихтиёрий А, В, С ну^талар учун А В  +  ВС — АС.
Вейль аксиомалари ёрдамида хам Евклид геометриясинн тула баён

Щ1ЛИШ мумкин.
Биз шу параграфнинг бошида Вейль аксиомалари хозирги замон 

математикасининг бошк,а булимлари билан узиий богланганлигини таъ-
кидлаган эдик, х.акикатан хам, юкорида келтирнлган аксиомалар сис- 
темасига дикдат билан назар ташласак, I группа аксиомалари алгеб- 
радаги коммутатив группа аксиомалари, I, II группа аксиомалари эса 
биргалнкда хозирги замон матема гикасида му^им роль уйнайдиган чи- 
зицли фазо эксиомаларидир. Бундан ташкари I, II, III, V группа ак- 
сномалари биргаликда уч улчовли аффин фазосининг аксиоматикаси 
хисобланадн.

Энди, якун сифатида юкррида цуйилган Евклид геометриясининг 
уч хил аксиоматикасини к,уйидаги жадвалга жойлаштирайлик.

Аксисмалар систе
маси

А с о с и й обърктла р 
(тушунчалар)

Асосий муносабатлар (нис 
батлар

Аксиомалар группасшшнг 
номи

Д . Гильберт ну^та,
турри
чизик;,
текислик

«Тегишли»
«Орасида»
«Конгруэнтлик»

Тегишлилик аксиомалари 
Тартиб аксиомалари 
Конгруэнтлик аксиомалари 
Узлуксизлик аксиомаси 
Параллеллик аксиомаси

Г. Вейль вектор,
нуцта

«Векторларни вд/шиш», 
«Векторларни сонга ку- 
пайтириш»,
«Векюрни скаляр ку- 
пайтири'ш»,
«Векторни нуктадан 
бошлаб ^уйиш»

Векторларни и;ушиш ак
сиомалари
Векторларни сонга купай- 
тириш аксиомалари 
Улчов аксиомалари 
Векторларни скаляр купай- 
тириш аксиомалари 
Векторларни нуктадан 
бошлаб ^уйиш аксиома
лари

А. Погорелов ну^та,
турри чизик,
текислик,
узунлик,
бурчакнинг
градус
улчови

«Тегишли» (ёк и « ...да  
ётади»), «Орасида ёта
ди»

Тегишлилик аксиомалари 
Тартиб аксиомалари 
Кесма ва бурчаклар учун 
улчов аксиомалари 
Берилган учбурчакка тенг 
учбурчакнинг мавжудлиги 
^а^ида аксиома 
Узунлиги берилган кесма
нинг мавжудлиги ^ацида 
аксиома
Параллеллик аксиомаси
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Аксиомалар системасининг зидсизлигига ишонч ^осил цилиш учун 
камида битта модель мавжудлигининг етарли эканини юцорида таъ- 
кидлаган эдик. Щ у  мацсадни кузда тутиб, бирор модель ясашга ^а- 
ракат циламиз. Биз бу уринда арифметик воситаларга асосланган мо- 
делни келтирамиз. Бу моделни ясашда ^ациций сонлар, чизицли тенг
ламалар тугрисидаги таълимот маълум деб фараз цилинади. К>исцалик 
учун планиметрияга тааллуцли аксиомалар учун модель цурамиз. Асо
сий тушунчаларни, яъни нуцта ва тугри чизицни цуйидагича танлаб 
оламиз.

1. А нуцта деб маълум тартиб да олинган бир жуфт тайин ^аци- 
кий х ,у  сонларни цабул циламиз, уни А =  (х, у) куринишда белгилай- 
миз, х, у сонларни А нуцтанинг аницловчилари деб аталади. Маса

лан, А  =  (2,3), В  =  (О, —  j, С =  ( — Y 5, л). Тегишли аницловчилари
мос равишда тенг булган нуцталар устма- уст тушади.

2 . и тугри чизиц деб маълум тартибда олинган, тайин учта а ,Ь ,с  
^ациций сонларнинг а'.Ъ'.с нисбатларини цабул циламиз, уни и =  (а:Ь:с) 
деб белгилаймиз, бунда а, b лардан камида биттаси нолдаи фарцли 
деб олинади. а, Ь, с сонлар и турри чизицнинг аницловчилари деб 
аталади. Масалан, и — (1:2:3), v == (]/3 :0 :4), ш =  ( — 7:5:0).

Мос аницловчилари тенг ёки пропорционал булган икки тугри чи
зиц устма- уст тушади. Асосий муносабатлардан бири «. . . да ётади» 
(ёки «тегишли») ни цуйидагича аницлаб оламиз: А  =  (х, у) нуцта би
лан и =  (а:Ь'с) тугри чизицнинг аницловчилари орасида ах  +  by +  
+  с =  0 (*) шарт бажарилса, А  нуцта и тугри чизицда ётади деймиз; (*) 
шарт бажарилмаса, А  нуцта и тугри чизицда ётмайди. Масалан М  =  
=  ( — 1,4) нуцта т  =  (3:1: — 1) тугри чизицда ётади, чунки
3 (— 1) +  1 - 4 +  ( — 1) =  0; (0;5) нуцта п — (— 6 : — 2:3) тугри чизицда 
ётмайди, чунки — 6 -0  +  ( — 2)- 5 +  3 =  — 7 0.

Крлган асосий муносабагларга ва тушунчаларга кейинроц кайта- 
миз. Энди 11_ 3 аксиомаларнинг бажарилишини курсатамиз.

1Х нинг бажарилишини курсатамиз. А =  (л^; у,), В =  (х2, у2) икки
та турли нуцта булсин, бу ерда х х Ф  х2, у 1 ф  у % лардан камида бит- 
тасини уринли деб олайлик. ШУ икки нуцтадан утувчи тугри чизиц- 
нинг мавжуд эканини исботлайлик. Бунинг учун шундай (а\Ь\с) тугри 
чизиц топайликки, унда А, В  нуцталар ётсин, яъни

ахх +  Ьух +  с =  0, ах2 +  by2 -f- с =  0 ( 1)
шартлар бажарилсин. Аницроги бу шартларни цаноатлантирувчи а, Ь, с 
сонларини топайлик. ( 1) даги тенгламалардан бирини иккинчисидан 
^адлаб айирамиз:

а(х 1 —  х2) + Ь  (ух — у 2) =  0 . 
х х Ф  х2 десак, бу тенгликдан а:Ь =  — (ух — у 2) : (хх — х 2). Бу пропор- 
циядан: а =  — Х{ух — у 2), b =  Я (хх — х 2) десак ва бу цийматларни (1) 
нинг биринчи тенгламасига цуйсак: — X (ух — у 2) х х-\- X (хх — х 2) у  х+ с  =  
=  0, бундан: с — Х ( х 2у х — хх у 2). У ^олда и  =  а : b : с =  — (ух —  у 2) :
: (х2у х — х ху 2), яъни тугри чизиц аницланди.

21- §. Гильберт аксиоматикасида зидсизлик масаласи
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12 аксиоманинг бажарилишини курсатиш учун топилган турри чи- 
зи^нинг ягона эканлигини курсатиш кифоя. А =  (xv  у ^ ,  В  =  (х2, t/2) 
нук,талардан яна бош^а и' =  (а':Ь':с') турри ч т щ  утади деб фараз ци- 
либ, ю1\оридаги сингари мухокама юритсак, и' =  (а''.Ь’\с)  =  (а'.Ьх) ни 
^осил ^иламиз.

1з. и - (а'.Ь'.с) турри чизикда ётувчи А — (х, у) нук.та аникловчила- 
ри ах +  by +  с =  0 шартни ^аноатлантиради. Бу ерда иккита х ,у  сон 
битта тенгламани каноатлантирганлиги сабабли унинг х, у  га нисбатан 
ечимлари иккитадан ^ам куп нуктадан иборат.

Энди А  = (0 ,0 ) , В =  (0,1), С =  (1,0) ну^таларни олиб, уларнинг 
битта турри чизикда ётмаслигини курсатайлик:

а -0 +  &-0 +  с =  0, 
а-0  ^  b- I с =  0, 
а* 1 +  Ь-0 +  с =  0 .

Бу учта тенгламадан а — b =  с =  0, лекин шартга кура а, Ь, с бир 
ва^тда нолга тенг эмас. Демак, А, В, С ну^талар битта турри чизи^- 
да ётмайди.

Энди 1 Ij__4 аксиомалар шартларининг бажарилишини текширайлик.
Аввало «орасида» муносабатини ани^лайлик.

А  =  Oq, уд, В =  (хг, у 2), С =  (xs, y s) нуцталар и =  (а:Ь\с) тугри 
чизикда ётсин, яъни

ахг +  Ьуг + с  =  0, 
ах2 Н- Ьу2 +  с =  0, 
ах  з +  bys +  с =  0.

Бунда о, 6, с ларни номаълумлар деб к;арасак, у ^олда бу бир жинсли 
тенгламалар нолдан фар^ли ечимга эга булиши учун

Хг (/j 1 
х2 у2 \ — О 
*з Уз 1

булиши керак, бундан *2~ — =  Уз~ У1- (*). Бу икки касрнинг умумий
*3— 2̂ 1/3 У2

^ийматини %АВС деб белгилаймиз ва %АВС >  0 ^олда В нукта А билан 
С орасида ётади деб айтамиз. А, С ну^талар орасида ётган барча нуц- 
талар тупламига АС  кесма деб аталади. Аналитик геометрияда КАВС 
•сои учта А, В, С нуктанинг оддий нисбати деб аталади, яъни ХАВС =

=  (АБС) =  —
В С '

И1‘W  >  0 =*- >  К в а  >  ЧУНКИ \ в а  =  “  r v  “  r L >
Х \ — Х 2 У 1— у  2 ЛA B C

>  0, демак, б  нукта С билан А орасида ётади.
П2. В нук,та А  билан С орасида ётса, Xi~ Xl- =

х3~ х 2 Уз—у*
Бу ифодаларнинг хар бирини t >  0 билан белгилаймиз:
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- —— =  t, У2 ■ y~ — t. Булардан: x3 — x2 +  ——— ,
x3—x2 у з {/a t

г/3 =  г/2 +  “ .
А, В  ну^талар берилганда t га хар хил мусбат ^ийматлар бериш 

билан х3, у3 ни топиш мумкин. Топилган бир жуфт сон А В  турри чи- 
зиеда тегишли шундай С нуцтани аницлайдики, В  ну^та А билан С 
орасида ётади.

Энди П3 аксиома шартининг бажарилишига ишонч з^осил к,илиш ма**_ 
садида бир туери чизикда берилган А =  (xv y j ,  В =  (х 2, у 2), С — (x3,tjsy
нуцталар учун =  1 ДВС, *  1ВСД, =  ХСАВ (**) сонлар-Лд Л2 Л1 “ Лд Х,\
дан фа^ат биттаси мусбат булишини курсатишимиз керак. Аммо бу 
учта сон ^уйидаги муносабатга буйсунади:

^ а в с ' ^ в с а ' ^ с а в  ~  (•**)

Фараз ^илайлик, к АВС >- О, Хвсд >■ 0 булсин. У ^олда бир вак>тда. 
х 2 — X i > 0 , х 3 — х2> 0, х± — х3> 0  ёки х2 — *г <  0, .  *3 — Хз СО,  
x i — х з <  0 булиши керак. Буларнинг биринчи иккитасини з^адлаб к;уш- 
сак, ха — х х >  0 булиб, учинчисига ^арама- ^арши булади. Худди шу 
хулосага кейингисида з а̂м келиш мумкин. Демак, (**) даги сонлар- 
дан иккитаси мусбат 63/лиши мумкин эмас экан. (***) га асосан бу 
сонларнинг учтаси хам манфий була олмайди. Хуллас, (**) даги учта 
сондан фа^ат биттасигина мусбат булиши мумкин. Бу деган суз, учта 
нуктадан факат биттаси долган иккитаси орасида ётишлигини билди- 
ради.

П4. А, В, С ну^талар бир тугри чизи^да ётса, (*) уринлидир. ШУ 
тенгликнинг хар бирини бирор t га тенглаб, уларнинг биринчисини х2
га, иккинчисини у 2 га нисбатан ечамиз: х« = х] 1*3-, г/, =* 2 1 +  t 1 + /
Равшанки, С>0 булса шартимизга асосан В ну^та А  билан С орасида 
ётади. Демак, t га исталган мусбат ^иймат бериб, АС  кесманинг 
нуцталарини топа оламиз. (/ =  0 га А нукта, t  — оо га С ну^та мос 
келади.) t га манфий кийматлар берсак, АС  тугри чизикнинг АС  кес
мага тегишли булмаган ну^талари ^осил булади. Энди Паш аксиома- 
сига утайлик.

А ,  В, С нук/галар бир тугри чизик.да ётмасин, яъни:
х 1 у г 1

ёки
Уз — Уъ

Ф  о,

у з^олда бу нукталар аниклаган A B C  учбурчакни з^осил ^иламиз. Би
рор и тугри чизи^ шу учбурчак учларидан утмай, томонларини ёки унинг 
давомларини мос равишда N x (АВ  томонни), М2 (ВС томонни), N s (СА 
томонни) ну^таларда кессин. N ± ну^та А В  ни tx нисбатда, N 2 нук/га 
ВС  ни t2 нисбатда, N 3 ну^та СА ни / 3 нисбатда булсин. Шартга ку
ра, t v /2, ts ларнинг бирортаси ноль %ам эмас, чексиз з^ам эмас,

=  (х'и у\), N 2 =  (х'2, у$), N s =  (хз, Уг) десак,
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N v N 2, N s нуцталар битта турри чизикда ётади, демак:

х\ у\ 1 

XI У2 1 = 0 .  
х'з у'з I

Бу тенгликка улар ^ийматларини ^уямиз ва детерминант хоссала- 
ридан фойдаланиб соддалаштирамиз:

Бу ифодаяаги биринчи купайтувчи нолдан фар^ли, учинчи купай- 
тувчи хам tx, t2, t3 ларни танлаб олинган шартларига кура нолдан фар^- 
ли. Демак, фанат иккинчи купайтувчигина ноль булиши мумкин:

Агар турри чизщ ЛВС  учбурчак учидан утмасдан, унинг бир томо- 
нини, масалан АВ  ни кесса, демак tx >- 0; у холда t l t2 t3 =  — 1 муно
сабат t2 ёки t3 дан бири албатта мусбат булишини билдиради, яъни 
шу турри чизи^ ВС  ёки С А кесмалардан бирини кесади. Бу эса Паш 
аксиомасининг мазмунидир.

Конгруэнтлик аксиомаларининг бажарилишини курсатишдан аввал, 
нур ва бурчак тушунчаларини киритайлик.

и =  (а'.Ь'.с) турри чизикда тайин 0 =  (х0, у0) ва A — (xlt у х) ну^та- 
ларни олайлик. Унинг ихтиёрий (х , у) нуктаси учун

уринли булади, бу ерда т  =  х х — х0, п = у х — у 0, t эса параметр, t га 
исталган сон цийматларни бериб, турри чизицнинг иу^таларини топиш 
мумкин. Турри чизицнинг барча ну^таларини икки синфга ажратамиз. 
С> 0 га мос келган барча нуцталарни биринчи синфга, t <С 0 га мос 
келган ну^таларни эса иккинчи синфга киритайлик. t =  0 га мос 0 =
— (хо< У о) нуь;та турли синфга царашли ихтиёрий икки нуцтанинг ора
сида ётади. и турри чизир;нинг биринчи (ёки иккинчи) синфга киргап 
барча ну^талари тупламини учи 0 булган нур деб атаймиз ва h — (х0, 
у 0\т'.п) ёки h — (xQ, у 0; ■ - т'. - - я) куринишда белгилаймиз. У мумий уч- 
га эга булган икки h,k нурдан ташкил топган фигура бурчак деб 
аталади, уни Z_ (h,k) куринишда белгилаймиз. «Конгруэнтлик» муно- 
сабатини куйидагича таърифлаймиз:

Хх у х 1 1 /, У
х2 у2 1 О \ t2 . 
Х3 Уз 1 0 1

=  0 .

1 t x о
0 1 t2 =  0 ёки 1 +  tx t 2t3 =  0 => t x t2 ts =  — 1. 
ta 0 1

* — *0 _  У — Уо ёки x  — x0 +  mt, 
xi xo У1 Уо У =  Уо tit

52



А =  (хх, у }), В  =  (х2, г/а) , С =  (х3, г/3), D  =  (х,и г/4) нуцталар берил-
ган булсин. Агар V ( х 2 — x vf  +  (у2 —  y L)2 =  V(Хц, — х3)2 +  (У\ —  У3)% 
тенглик уринли булса, А В  кесма CD кесмага конгруэнт (тенг) деб 
аталади ва АВ  =  CD  куринишда белгиланади. hx =  (xlt </х; т:п), /гх =
— (xv 1)у\т^.п) нурлардан ташкил топган Z. (hlt /гх) бурчак h2 =  
=  (аг2, г/2; т 2:п2), /га =  (х2, г/2; т '-п^) нурлардан ташкил топган Z . (h2, k 2)

т^.  j +  m2/?r, +  n2n̂
. бурчак берилган булсин. Агар — = = =  “  .........  ~

Vт\  +  п{ У гя|2+  п{ 2 Vт \ п\ Ут ’2 +  п22
тенглик уринли булса, Z . (hlt k x), Z, (h2, k 2) бурчаклар узаро к о н г р у з н т  
(тенг) деб аталади. Энди конгруэнтлик аксиомаларининг бажарилишини 
текширайлик.

Illi. и =  (a-.b-с) турри чизиц ^амда А  =  (xlt у х), В =  (х2, у2) нуцта- 
лар билан аницланган А В  кесма берилган булсин. и турри чизикдаги 
О =  (х0, у 0) нуцтанинг бир томонида шундай М — (х, у) нуцта топай- 

’ ликки, унинг учун О М ^ А В  тенглик бажарилсин. Дацицатан ^ам, 
шундай М  нуцта учун цуйидаги тенглик уринли булиши керак:

(х —  х0)2 +  (у — г/0)2 =  (х2 — х х) 2 +  (у2 —  г/ J 2.
Бу тенгликда х,у  урнига х0 +  mt, у 0 +  tit ни цуямиз: 

m V  +  пНг +  (JC _  х д > +  {у2 _  l J i f  ^  t =
т1 -j- п3

Бу ифодадаги t нинг иккита цийматига и турри чизицдан иккита нуцта 
мос келиб, О нуцта бу нуцталарнинг орасида ётади. Демак, О нинг бир 
томонида ОМ =  А В  шартни цаноатлантирувчи ягона нуцта мавжуд.

Ш 2, Ш 3, ПЦ аксиомаларнинг бажарилиши хам худди шундай исбот- 
ланадн.

Ш 3. ABC  учбурчакнинг учлари: А = ( х х, у х), В = ( х г, у 2), С =  (xs, у 3); 
Д А ’В'С '  учбурчакнинг учлари: А '  =  (xv У\), В '  =  (х2, у 2), С — (х'3,у'3). 
A B s s A ’B ’, ACsmA'C’, Z . А  =  Z . А ’ булсин. Z . В — В '  ни исботла- 
шимиз керак. А В  г= А 'С '  дан: (х2 — х х)2 +  (у2 — у х)2 — (х2 — x[)2 +  
МУ'2— У[У ва АС  == А'С '  дан: (х3 — лгг)2 +  (у8 — у х)2 =  (*' — х'1)2+ (у 'з~
— yi)2, Шартга кура Z . А  =  Z . А', бу муносабатлардан:

(х2 —  ху)(х8 —  х х) +  (г/2 —  у х) (у3 —  у х) =  (х’2 —  х\) (х'з —  х\) +  (г/г —

—  у\ ) ( уз  —  у\)-
Z-.B  — / _ В '  ни исботлаш учун цуйидаги тенгликнинг уринли эка- 

нини курсатиш кифоя:
( х 2 —  х г) ( ^ з  —  х 2) +  (у 2 —  у л) ( у 3 —  у 2)________ _

V  ( х  2 —  x 1)2 +  { y s —  y ^ y - - V { x 3 —  x 2f : + - ( y i  —  y 2f

( х '2 —  х [ ) ( х ' л —  х'2) + ( y '2 —  y'i )(У з  —  У г )

У  (х'2 —  X j ) 2 +  ( у'2 —  у [ ) 2 • V ( х '3 —  Х,?у- +  (У 3 —  1/2 ) 2

Кенгроц му^окамалар бу тенгликнинг урннли эканидан дарак бе- 
ради.
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Энди Дедекинд аксиомасига утайлик.
IV. Конгруэнтлик муносабатига асосланиб, текисликда з;аракат тушун- 
часини киритиш мумкин. ^аракат натижасида «орасида» . муносабати 
са^ланади, яъни А В  кесма бирор харакат натижасида А 'В '  кесмага 
утса, А нук;та билан В ну^та орасидаги барча нуцталар А'  билан В' 
орасидаги нукталарга утади. Шунинг учун Дедекинд аксиомасини би
рор кесма, масалан, у  — 0 тугри чизиедаги кесма учун бажарилиши
ни курсатиш кифоя.

(0:1:0), яъни 0 * х + 1 - г /  +  0 =  0 турри чизшушги А — (0,0), В  =  (d,0) 
(d > 0 )  нук/галардан ^осил булган А В  кесмани текширайлик. Бу ерда 
В  ну^танинг биринчи ани^ловчнси мусбат сон, иккинчи аницлов- 
чиси — ноль. Бу ва^тда (0:1:0) турри чизивдаги N  — (xl t 0) ну^- 
танинг А билан В ну^талар орасида булиши учун 0 < x C d  шарт 
бажарилиши керак. Аксинча, б у шартни цаноатлантирувчи хар бир л: 
сонга А билан В  орасида ётган ну^та мос келади. Демак, А В  кесма 
ну^таларини Дедекинд аксиомалари шартини ^аноатлантирадиган кдлиб 
икки синфга ажратиш (0 , d) интервалдаги сонларнн Дедекинд аксио- 
маси щартларини ^аноатлантирадиган 1̂ илиб икки синфга булиш де- 
макдир. ^а^иций сонлар тупламида Дедекинд аксиомаси уринлидир. 
Агар (0,d) интервални икки синфга ажратувчи Дедекинд сони t булса, 
бу сонга АВ  кесмада мос келувчи нукта М  =  (/, 0) булади.

Нихоят, V параллеллик аксиомасини текширайлик. и =  (а:Ь:с) турри 
чизик, ва унда ётмаган А — {х0, у 0) ну^та берилган булсин: ах0 +  Ьу0 
+  с 0. А  нуктадан утувчи бирор турри чизи^ и'  =  (а':Ь':с') ни, яъни 
а 1 х 0 +  Ь' у 0 +  с' ■=* 0 ни олайлик. Бу тенгликдан: с' =  — (а ' х0 +  Ь'у0). 
Параллеллик аксиомасининг шартига кура

ах  - f  by  +  с =  0 , 
а’х  +  Ъ'у +  с' =  0

CL* Ь*система умумий ечимга эга эмас, яъни —  =  — , бундан а — К а, Ь' =
а b

~ % Ь \ с  учун с' — — (а'х0 +  Ь'у0) =  — А,(ах0 +  Ьу0). Шундай ^илиб, 
и' =  (а':Ь':с') =  (а:Ь: — (ах0 +  Ьу0)) тайин ягона турри чизикдир. Де
мак, ю^орида келтирилган арифметик моделда Гильберт аксиомалари 
системасининг (текисликка тааллу^ли аксиомалари) барча шартлари 
бажарилган, демак шу аксиомалар ёрдамида исбот ^илинадиган барча 
теоремалар ^ам уринли. К,уйидаги хулосага келамиз: арифметиканинг 
^онун- к,оидалари зидликдан з^оли булса, Евклид геометрияси хам ман
тилий зидсиздир.

22- §. Лобачевский геометриясининг зидсизлиги
Олдинги параграфда Евклид геометрияси учун зидсизлик масаласи- 

ни текширдик. Унда ^осил ^илинган натижага асосланиб, Лобачевский 
геометриясида зидсизлик йу^лигини курсатамиз. Лобачевский геометрия
сининг зидсизлигини далилловчи талай моделлар мавжуд. Г^уйида биз 
шундай моделлардан бири — француз Пуанкаре  номи билан юритилув- 
чи модёлни келтирамиз.

Евклид текислигида тайин и турри чизи^ берилган булсин. Лоба
чевский геометриясидаги асосий тушунча ва муносабатларга ^уйида^

64



в

39- чизма

гича маъно берамиз. Маълумки, и турри чизщ  Евклид текислигини 
иккита ярим текисликка ажратади, улардан бирини (39- чизма), ани^- 
pOFH и турри чизи^нинг ю^орисидаги, ярим текисликни Лобачевский 
текислиги деб цабул цилайлик (унга и турри чизи^ кирмайди). Ло
бачевский нщтаси  деб шу ярим текисликдаги ну^таларни оламиз. 
Лобачевский т$гри чизит  деб маркази и турри чизицда, узи эса 
ю^ори ярим текисликда жойлашган ярим айланаларни ва и га перпен
дикуляр нурларни оламиз. а, с — ярим айланалар ва b нур Лобачевс
кий турри чизшугаридир. К,олган тушунчаларни, зарурат турилганда, 
аш-щлаб олаверамиз. Лобачевский аксиоматикаси абсолют геометрия ак- 
сиоматикаси каторига Лобачевский аксиомасини ^ушиш билан ^осил 
цилинар эди. Демак, биз ю^орида келтирилган моделда I j _  3 , 
IIj _  4 , IHi _  5 . IV, V ' аксиомалар шартларининг бажарилишини текши- 
риб чикишимиз керак.

I*,2 аксиомалар уринли булади. Х,ак;ик,атан ^ам А, В ну^талар бе
рилган булса, бу ну^талардан маркази и турри чизицда булган фа^ат 
битта ярим айлана утади ёки А В  кесманинг урта перпендикулярлари 
и  билан кесишмаса, А, В  ну^талар и га перпендикуляр нурда ётади.

I., аксиома бажарилади, чунки ярим айланада ёки нурда (Евклид 
маъносида) ётган ну^талар ^ам, ётмаган ну^талар з а̂м мавжуддир.

Тартиб аксиомаларини текшириш учун «орасида» тушунчасини ^у- 
йидагича ани^лаймиз. А, В, С ну^талар бир турри чизи^даги (яъни бит
та ярим айланадаги ёки битта нурда ётган) ну^талар булсин. Агар В  
ну^та оддий маънода А  билан С орасида ётса, В  ну^та билан С орасида 
ётади деймиз.

У ^олда нур устидаги ёки ярим айлана устидаги нуцталар учун 
IIj_э_ лар уринли булади.

Лобачевский маъносидаги учбурчакни ̂ уйидагича таърифлаймиз. Мар
кази турри чизиеда ётган учта ярим айлананинг кесишишидан ^осил 
булган учта нуцта ва уларни туташтирувчи шу айланалар ёйларидан з̂ о- 
сил ^илинган фигура учбурчак деб аталади; ну^талар учбурчакнинг 
учлари, ёйлар эса учбурчак томонлари деб аталади. (40-расмда ABC  
учбурчак тасвирланган.)

и турри чизшуш абсцисса у^и деб ^абул цилсак, Лобачевский маъ
носидаги турри чизи^ тенгламаси /  *= ( х —х 0)г -I- —  — 0 ; (л:0,0) ну^- 
та айлана маркази. Лобачевский текислигидаги ихтиёрий М  ну^тани 
олсак, агар М  ну^та ю^оридаги ярим айланада ётса, / ы =  0, агар М
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с ■

40- чизма

ну^та т у  ярим айлана билан чегараланган ярим доирага тегишли булса, 
/т  <  0 , вя ни^оят, М  ярим доирага тегишли булмаса, f m >  0 .

II4 аксиома шартининг бажарилишини текширайлик. ABC  учбурчакнинг 
учларидан утмаган, лекин бирор томонини кесиб утган v тугри чизик; 
А В  ёйни кесиб утади дейлик. У ^олда fA >  0, fB < 0  ёки f A < 0 ,  
f u >  0, хуллас, f A,fB нинг ишоралари бир-бирига царама-царши, С 
ну^та v га тегишли эмас, демак, / с >  0 ёки f c <  0 . Шу сабабдан f  д 
билан f c нинг ёки f B билан / с нинг ишоралари турли. Демак, v тугри 
чизиц АС  ёки ВС  томонни кесиб утади. Бу Паш аксиомаси бажарил- 
ганини билдиради.

Кесмалар ва бурчакларниьг «конгруэнтлик» муносабати инверсия 
тушунчасига асосланган ([13] китоб, 121-бет). Аник.роги, А В  кес
мани (ёйни) CD  кесмага (ёйга) утказувчи, маркази и тугри чизивда 
булган инверсион алмаштиришлар кетма-кетлиги мавжуд булса, А В  
кесма CD кесмага конгруэнт  деб аталади. Шунга ухшаш бурчаклар- 
нинг ^ам конгруэнтлиги таърифланади. Инверсия хоссаларн билан 
мукаммал танишиб чивдан утувчи I I I ^  аксиомаларнинг Лобачевский 
текислигида бажарилишига ишонч ^осил цилади.

Худди шунга ухшаш Дедекинд аксиомаси з^ам Евклид геометрия- 
сидаги айлана ёйлари учун уринли булганидан, уни Лобачевский те
кислигида ^ам уринли булишига ишонч ^осил ^иламиз.

Ни^оят, Лобачевский аксиомасининг бажарилишини текширайлик. 
Лобачевский текислигида и турри чизи^ ва унда ётмаган А  ну^та берил-

41- чизма
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ran булсин (41-чизма)- А  нуцта орцали а ярим айлананинг М ва Л? 
нуцталарида уринувчи фацат иккита Ь, с айлана (турри чизицлар) ут- 
казиш мумкин: b ярим айлананинг маркази N A  кесма урта перпенди- 
кулярииинг и турри чизиц билан кесишган нуцтасида, с ярим айлана 
маркази эса М А  кесма урта иерпендикулярининг и турри чизиц билан 
кесишган нуцтасида булади. Бундан ташцари, А нуцта орцали а би
лан кесишмайдиган (узоцлашувчи) ва кесишадиган чексиз куп турри 
чизицлар утади. Хуллас, А  нуцта орцали и билан кесишмайдиган ка- 
мкда иккита турри чизиц утади. Бу Лобачевский аксиомасининг бажа- 
рилишини курсатади. Демак, Пуанкаре моделида Лобачевский геомет- 
риясинпиг барча аксиомалари бажарилади. Бу модель Евклид геомет- 
рияси объектларидан цурилгани учун Евклид геометриясида зидлик 
булмагани каби Лобачевский геометриясида %ам зидликнинг йуцлиги- 
дан дарак беради. Биз Лобачевский геометриясшшнг планемефик 
аксиомаларини текшириш билангина чекландик.

23-§. Гильберт аксиомалари системасининг тулицлиги ва параллеллик 
аксиомасининг эркинлиги з^ацида

2- § да аксиомалар системасининг тулицлик шартига итоат цилишини 
текшириш усулини таъкидлаган эдик. Аксиомалар системасининг тулиц 
экаинни курсатиш учун унинг курилган исталган икки моделининг изо
морф эканини курсатиш кифоядир. 21-§ да Гильберт аксиомалари учун 
арифметик моделинн тузган эдик. Худди шунга ухшаш Гильберт ак
сиомалари системасининг иккинчи модели сифатида Декарт модели аеб 
номланган моделни киритиш мумкин. Бу моделнинг моцияти цуйида- 
гича: текисликда декарт системасини киритиб, цар бир нуцтага унинг 
координаталари деб аталгаы бир жуфт (х, у ) сонни мос келтирамиз ва 
аксинча.

Турри чизиц деб ax  +  by +  с =  0 тенгламани (а, Ь, с тайин сон- 
лар булиб, а ёки b лардан камида биттаси нолдан фарцли) цаноатлан- 
тирувчи барча х, у  сонлар жуфтини, яъни нуцталарни оламиз. х  =  О, 
у  =  0 турри чизицларни координата уцлари деб атаймиз. (О, 0) нуц
тани координаталар боши деб юритамиз. TyFpH чизицда А =  (хх, у {), 
В  =  (дга, f/;), С — (ха, у 3) нуцталар берилган булсин. b ф  0 цолда 
x t <  х г С  х3 ёки x t >  х2 >  х3 булса, Ь =  0 цолда эса у х <  у2 <. у.,- ёки 
Уг >  Ун >  У* булса, В нуцта А билан С орасида ётади деб аталади.

Бундан ташцари, конгруэнтлик тушунчаси учун нур, бурчак ва ){0 - 
казо тушунчаларга аналитик геометрияда берилган таърифларни к уз
да тутамиз. Асосий тушунча ва муносабатлар Гильберт аксиомалари 
системасининг барча шартларини цаноатлангиради. Бу моделда хссил 
цилинган барча формулалар 21-§ да келтирилган арифметик моделдаги 
формулалар билан бир хил булади. Демак, бу икки моделдаги асосий 
тушунчалар (объектлар, муносабатлар) орасида узаро бир цийматли 
мсслик мавжуд булиб, асосий муносабатлар сацланар экан, бу эса ариф
метик модель билан декарт модели орасида изоморф мосликнинг мав- 
жудлигидан дарак беради.

Цуйидаги хулосага келамиз: Гильберт аксиомалари системаси ту
лицлик талабига жавоб беради.
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Энди Гильберт аксиомалари системасидаги аксиомаларнинг эркин- 
лиги масаласига тухтайлик. 2-§д а  таъкидлаганимиздек, бирор аксиома- 
нинг бошца аксиомаларга нисбатан эркин эканлигини курсатиш учун 
унинг инкорини олкб, долган аксиомалар билан биргаликда янги сис- 
темани хосил ^илиб, бу системанинг зидсиз эканлигини курсатиш, 
яъни бирорта моделда янги система аксиомаларининг бажарилишини 
исботлаш керак. Ю^орида худди шундай ишни Гильбертнинг парал
леллик аксиомаси учун бажардик. Чунки бу аксиоманинг инкори сифа- 
тида Лобачевский аксиомасини олиб, янги аксиомалар системасини ^о- 
сил ^илдик ва бу системанинг зидсиз эканлигини исботладик. Боцща- 
ча цилиб айтганда, параллеллик аксиомаси мустацил аксиома булиб, 
уни абсолют геометрия аксиомалари ёрдамида теорема сифатида исбот
лаш мумкин эмас экан.



V Б О Б , ЯСАШ ГА ДОИР МАСАЛАЛАРНИ ЕЧИШ МЕТОДЛАРИ

24- §. Циркуль ва чизгич ёрдамида ясаш аксиомалари

1. Конструктив геометрия. Ну^таларнинг хар ^андай туплами фигу
ра деб аталиши маълум. Маълум талабларга жавоб берувчи фигурани 
бир ёки бир нечта ясаш ^уроллари (чизгич, циркуль, чизмачилик уч- 
бурчаги ва бошцалар) ёрдамида ясашни талаб этган масала конструк
тив масала  дейилади.

Чизгич, циркуль, учбурчакли чизгич ва транспортир ёрдамида ечи- 
ладиган текисликдаги хар ^андай конструктив масалаларни факат цир
куль ва чизгич воситасида ечиш мумкин. Щунинг учун бопща ясаш 
цуролларининг ^олганларидан фойдаланмаса э^ам булади.

2. Конструктив геометрия аксиомалари. Конструктив геометрияда гео
метрик фигурани «ясаш» деганда унинг барча элементларини топишни 
тушунамиз. Геометриянинг ясашга дойр асосий талаблари тегишли ак
сиомалар орцали ифода цилинади. Конструктив геометрия масалала- 
рини ихтиёрий ^уроллар воситасида ечишда ^уйидаги а к с и о м а л а р  
уринли деб ^абул ^илинади:

1. Берилган F v F2, . . , t FK фигураларнинг х,ар бири ясалган. Бу 
ерда «берилган фигура» ва «фигура аникланган» тушунчаларини ара- 
лаштириб юбормаслик керак. Агар бирор «фигура берилди» деб айтилса, 
бу фигура тасвирланган, чизилган, яъни ясалган деб тушуниш керак. 
Агар бирор «фигура аникланган» деб айтилса, бу ибора ор^али фигу
ранинг узи берилмаган булиб, фа^ат фигуранинг вазиятини аник,лай- 
диган элементлар берилган деган маънони тушунмок, керак. Масалан, 
тугри чизи^нинг икки нук,таси берилган булса, бу ну^таларни бирлаш - 
тирадиган ягона тугри чи зи р* мавжуд, яъни бу тугри чизи^ узининг 
икки нуктаси билан аникланган, биро^ бу тугри чизи^ ясалмаган 
(чизилмаган), уни ясаш керак.

2. Иккита фигура ясалган булса, у х,олда бу фигураларнинг бир- 
лашмаси хам ясалган.

3. Иккита ва Р г фигура ясалган булиб, уларнинг кесишмаси 
буш булмаса, уларнинг F 1 f) F2 кесишмаси ясалган булади.

4. Агар Fv  F\ фигуралар ясалган ва F2 cz Fv  F t Ф  F2 булса, 
F i \ F 2 фигура ясалган ^исобланади.

5. Агар F фигура ясалган булса, бу фигурага ^арашли ну^тани 
ясаш мумкин.

Биз евклид текислигига тааллу^ли ясашга дойр масалалар билан- 
гина шугулланамиз. Текисликда ясашга дойр масалаларни ечишда ясаш 
цуролларидан одатда чизгич ва циркуль ишлатилади. Ясашга дойр 
масалаларни чизгич ва циркуль ёрдамида ечишда чизма практикасида 
цулланиладиган чизгич ва циркуль эмас, балки абстракт чизгич ва 
циркуль эътиборга олинади. Бу цуролларнинг конструктив имконият- 
лари ^уйидаги иккита а к с и о м а  ор^али ифода ^илинади.

6. Агар А, В  нуцталар (А Ф В) белгиланган булса, АВ  нурни ясаш 
мумкин.

7. Агар О нук[та ва АВ  кесма ясалган булса, маркази О ну1\тада
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ва радиуси г  =  АВ  булган айланани чизиш мумкин. Бу айланани 5  (о, г) 
куринишда белгилаймиз.

3. Шу аксиомаларга суяниб, цуйидаги баъзи содда масалаларни 
ечиш мумкин.

1) А, В  нуцталар берилган булса, АВ  нурни ясанг (6- аксиома).
2) А, В нуцталар берилган булса, А В  кесмани ясанг.
6-аксиомага асосан, АВ  ва ВА нурларни ясаймиз. 3-аксиомага

кура, бу нурларнкнг кесишмаси изланган АВ  кесма булади.
3) А, В нуцталар берилган булса, А В тугри чизицни ясанг.
4) Агар айлана маркази ва радиусига тенг кесма ясалган булса, 

айланани ясанг.
5) Параллел булмаган иккита тугри чизицнинг кесишган нуцтасини 

ясанг.
6) Берилган тугри чизиц билан айлананинг кесишган нуцтасини 

ясанг (бундай нуцталар мавжуд булса).
7) Берилган иккита айлананинг кесишган нуцтасини ясанг (бундай 

нуцталар мавжуд булса).
8) Берилган фигурага тегишли булган нуцтани ясанг.
Ясашга дойр масалаларни ечиш деганда уларни чекли марта ишла- 

тиш йули билан бажарилган энг содда масалаларга келтиришни тушу- 
намиз.

Мактабда уциладиган геометрия курсидан маълум булг н цуйидаги 
масалаларни энг содда масалаларга келтириш усулида ечайлик.

1-м ас  а л а .  Берилган кесманинг урта нуцтасини ясанг (42-чизма).
Е ч и ш ,  1) А В  тутри чизицни ясаймиз (3-энг содда ясаш).
2) S y (А, а) айланани ясаймиз. АВ=-а  (4 -энг содда ясаш).
3) S 2 (В, а) айланани чизамиз.

м
4) 5 2 айланаларнинг умумий 

М , N  нуцталарини топамиз (7- энг

42- чизма 43- чизма
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А 0  — ОВ эканлиги осон исботланади. Демак, О ну^та изланган нук,- 
та булади.

2- м а е  а л а .  Берилган ABC  бурчакни тенг иккига булинг, яъни 
бурчак биссектрисасини чизинг.

Е ч и ш  (43-чизма):
1) Ихтиёрий г  градус билан 5  (В, г) айлана чизамиз (4-энг содда 

ясаш).
2) S айлананинг бурчак томонлари билан кесишган А и Сг нукта- 

ларини топамиз (6-энг содда ясаш).
3) 5 г (Лъ г), S 2 (Ct, г) айланаларни чизамиз (7- энг содда ясаш).
4) S lt S2 айланаларнинг кесишган В, D  нуцталарини белгилаймиз 

(7 энг содда ясаш).
5) BD  нурни чизамиз (1-энг содда ясаш). Бу B D  нур изланган 

биссектриса булади, чунки BCtD  ва BAXD  учбурчаклар тенг.
4. Ясашга дойр элементар масалалар. Конструктив масалаларни 

ю^оридаги усул билан ечиш масала ечишни анча чузиб юборади ва 
ечишнинг мухдш уринларини явдол курсата олмайди. Шунинг учун 
купгина масалалар содда масалаларга ажратилмай, балки уша содда 
масалаларга сукниб ечиладиган ва куп учраб турадиган масалаларга 
келтирилиб ечилади. Бундай масалаларни одатда э л е м е н т а р  масала
лар ёки а с о с и й  г е о м е т р и к  я с а ш  л а р  деб аталади. Одатда 
элементар масалаларга ^уйидагилар киради:

1. Берилган кесмани тенг иккига булиш.
2. Берилган бурчакни тенг иккига булиш.
3. Берилган бурчакка тенг бурчак ясаш.
4. Берилган нуктадан берилган тугри чизивда параллел тугри чи

зик, утказиш.
5. Берилган тугри чизивда берилган нуцтадан перпендикуляр утка

зиш.
6. Учта томони берилган учбурчак ясаш.
7. Бир томони ва унга ёпишган икки бурчаги берилган учбурчак 

ясаш.
8. Икки томони ва улар орасидаги бурчаги берилган учбурчак ясаш.
9. Гипотенузаси ва бир уткир бурчаги берилган турри бурчакли 

учбурчак ясаш.
10. Гипотенузаси ва бир катети берилган турри бурчакли учбурчак 

ясаш.
11. Берилган кесмани берилган нисбатда булиш.
12. Берилган нуцтадан берилган айланага уринма утказиш.
Бу масалаларнинг иккитаси ю^орида тула ечиб курсатилган, долган 

масалаларни уша намуна буйича мустакил ечишни у^увчига тавсия 
циламиз ([ 17], [И ] дан фойдаланинг). Мураккаб масалалар ечишда 
элементар геометрик масалалардан жуда куп марта фойдаланамиз, 
шунинг учун бу м салаларнинг ечимларини пухта урганиш зарур.
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Одатда ясашга дойр геометрик масалаларни ечишда масала ечили- 
шини осонлаштариш ва тула ечимини таъминлаш мацсадида юритила- 
диган муцокама аниц бир умумий схемада олиб борилади. Бу схема 
цуйидаги туртта босцичдаи иборат:

А н а л и з .  Анализ конструктив масалаларни ечишнинг дастлабки 
тайёрлов босцичидир. Бу босцичнинг асосий вазифаси масалани ечили- 
ши олдиндан маълум булган масалаларга ажратиш ва уларнинг ечи- 
лиши тартибини аницлашдан иборат. Бундан ташцари, масала ечилди 
деб фараз цилиниб, изланган ва берилган фигуралар масала талабига 
мумкин цадар тулароц жавоб берадиган тарзда тахминан чизиб цуйи- 
лади. Сунгра керакли геометрик фактлардан фойдаланиб, суралган 
ва берилган фигура орасидаги богланишлар аницланади ва фигуранинг 
цайси элементини цай тартибда ясаш мумкинлиги белгиланади. Щун- 
дай цилиб изланган фигуранинг ясаш плани тузилади.

Суралган ва берилган фигура элеменглари орасидаги богланишни 
топишни осонлаштириш учун одатда ёрдамчи фигурадан фойдаланилади. 
Ёрдамчи фигура шундай булиши керакки, уни берилганларга асосан 
ясаш ва ундан изланган фигурага утиш мумкин булсин.

Я с а ш .  Масалада суралган фигурани топиш учун керак булган 
асосий ясашлар кетма- кетлиги анализ босцичида тузилган план асосида, 
чизгич ва циркуль ёрдамида ^осил цилинади.

И с бот .  Бу босцичда ясалган фигура масалада изланган фигура 
эканлиги исбот цилинади, яъни унинг масалада берилган барча шарт- 
ларга жавоб бериши исботланади. Исботлаш ясашда бажарилган иш- 
ларга ва тегишли геометрия теоремаларига асослаиади.

Т е к ш и р и ш .  Ясашга дойр масалаларни тула ечиш учун цуйида
ги саволларни ойдинлаштириш керак:

1. Масалада берилган элементларни ихтиёрий танлаб олганда ^ам 
масала ечимга эга буладими, агар берилган элементлар ихтиёрий тан
лаб олинганда масала ечимга эга булмаса, у цолда цандай танлаб 
олганда масала ечимга эга будади, цандай цолларда ечимга эга бул- 
майди?

2. Берилган элементлар имконияти борича танлаб олинганда маса
ла нечта ечимга эга булади?

Бу саволларга жавоб бериш учун ясашнинг боришини текшириш 
Херак. Бу деган суз, ясаш босцичида бажарилган энг содда ва асо
сий ясашларни бирин-кетин яна бир бор текшириш керак ^амда бу 
масалаларни цамма вацт ечиш мумкинми, ечиш мумкин булса, нечта 
ечим борлигини аницлаш керак.

Ясашга дойр масалаларни босцичлаб ечиш масалани тугри ечиш
нинг гаровидир. Лекин шуни эсдан чицармаслик керакки, хар цандай 
масалани ечишда хам бу туртта босцичга цатъий риоя цилиш шарт 
эмас. Масаланинг огир- енгиллигига, содда- мураккаблигига цараб, бу 
босцичлариинг баъзиларига тухталмасдан кетиш ^ам мумкин.

Бу гояларни цуйидаги масалаларга татбиц цилайлик.
М а с а л а .  Асоси ва ён томонларига утказилган иккита медианаси 

буйича учбурчак ясанг.

25-§. Ясашга дойр масалаларни ечишдаги босцичлар
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Е ч и ш  (44-чизма). А н а л и з .
A B C  изланган учбурчак булсин.
А В —асоси, ANV BN2 — ён томон- 
ларига утказилган медианалари,
Р —медианалар кесишган нуцтаси.
Шартга кура с, та, т ь маълум 
(А В —с, АЫг—та, BN2= m b ) .  ABC  
учбурчакни ясаш учун унинг учлари- 
ни топиш кифоя. А В кесмани ясаб, 
учбурчакнинг иккита А, В учларини 
топамиз. С учини топиш учун N v  N 2 
нуцталарни ясаш керак; AN„, B N X 44- чизма
нурлар кесишиб, С учни цосил ци-
лади. N v  N 2 нуцталар мос равишда АР, ВР  нурларда ётади, бу ер
да нуцта А нуцтадан т а масофада, Ыг нуцта В нуцтадан ть ма- 
софада ётади. Шунинг учун масала Р  нуцтани ясашга келтирилади. 
Бу нуцтани АВР  учбурчакнинг учинчи учи сифатида ясаш мумкин. А Р =  

2 2
= y m e, BP =  y  т ь булганидан А В Р  учбурчакнинг цамма томонла- 
ри маълум.

Я с а ш .  Анализ натижасига мувофиц цуйидаги планда ясашни ба- 
жарамиз.

1. Учта с, АР, ВР  томонларига кура А В Р  учбурчак ясалади (6- 
асосий ясаш) ва Р  нуцта топилади.

2. АР, ВР  нуцталар устига мос равишда та, ть кесмаларни цу
йиб ва Mlt N 2 нуцталарни топиб, С нуцтани ясаймиз, AB C  изланган 
учбурзак булади.

И с б о т .  АР  кесманинг урта нуцтасини М 1 билан, ВР  кесманинг 
урта нуцтасини М 2 билан белгилайлик, у ^олда хосил цилинган 
N 1N 2M l М 2 туртбурчак параллелограммдир, чунки туртбурчакнинг диаго
на ллари кесишиб тенг иккига булинади. Демак, =  ва 
M t М 2 || N t N 2. М гМ 2 кесма А В Р  учбурчакнинг урта чизиги, N l N i || АВ

BaN1N 2 =  АВ, бундан N 2 кесма A BC  учбурчакнинг урта чизиги
деган хулсса чицади. Демак, A N lt BN2 кесмалар цацицатан хам 
A BC  учбурчакнинг медианасидир.

Т е к ш и р и ш .  Биринчи ясашнинг бир цийматли бажарилиши учун: 
2 2 
у  (та — ть) <  с (та +  ть )

■ шартнинг уринли булиши зарур ва етарлидир. Энди биз иккинчи ясаш- 
'ни грамма вацт бажариш мумкин эканлигини курсатайлик.

A N 2, В N x нурлар доимо А В тугри чизицнинг Р  нуцта ётган томо- 
■нида кесишади. Дацикатан хам, агар A N 2 || B N 1=$-N2N 1 1| АВ  ва N 2N t =  

= А В  деган натижа оламиз, бу ^ол эса юз бера олмайди, чунки N 2h \  =>
1

*= ~  А В  (исботга царанг).
Агар A N 2, B N x тугри чизицлар А В тугри чизицнинг иккинчи то

монида кесишади деб фараз цилсак, N 1N 2 кесма АВ  кесмадан катта 
булади. Шундай цилиб, 1 — 2 ясашлар бир цийматли бажарилади.
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26-§• Текисликда геометрик ясашларнинг турли методлари

45- чизма

Ясашга дойр масалаларни ечишда турли методлар мавжуд булиб, 
^уйида буларнинг асосийларн билан танишиб утамиз:

1. Туррилаш методи.
2. Геометрик уринлар методи.
3. Геометрик алмаштиришлар методи.
4. Алгебраик метод,
1. Т у р р и л а ш  м е т о д н .  Сишщ чизиц буринларининг йигинди- 

сидан ясалган кесмани ясаш с и н я к  ч изикни  т у р р и л а ш  дейилади.
М а с а л а .  Баландлиги, периметри, асосига ёгапшан битта бурчаги 

берилган учбурчак ясанг.
Е ч и ш  (45 -чизма). А н а л и з .  

Масала ечилди деб фараз к,илиб 
изланган АБС  учбурчакни тахми- 
нан чизиб цуямиз.

Масала шартига кура:
1. АВ +  БС +  СА =  р,
2. СН =  h с,
3. Z . ВАС  =  а .
А В турри чизищ устига А нуц- 

тадан чаи томонга AD  — АС  кес
мани, В нуктадан унг томонга B F =  
=  ВС  кесмани улчаб куямиз. D, F 

ну^таларни С нукда билан туташтирсак, тенг ёнли иккита A DC  ва 
BCF учбурчак ^осил булади. Асоси DF  — р, баландлиги СН  =  1гс ва
tL C D  А =  ^  бурчагига кура DCF  учбурчакни, яъни ёрдамчи фигурани

ясаш мумкин. Бу ёрдамчи фигурадан изланган фигурага утиш учун 
CD  ва CF кесмаларнинг уртасидан мос равишда уларга M N, M 1N l 
перпендикуляр турри чизицлар утказиб, M N  [) DF  =  A, П DF  =
=  В нуцталарни топиш мумкин. Шундай к,илиб, масаланинг ечиш 
йули анцруланди.

Я с а ш .
1. Ихтиёрий g  турри чизик, олиб, DF =  р кесмани ^уямиз.
2. DE A. g  тугри чизик, утказамиз ва D  нуктадан бошлаб DE  ус

тига D E  =  hc кесмани куямиз.
3.Z . PDG  =  ~  бурчакни ясаймиз.

4. Е  нук,тадан g  турри чизик,к,а параллел турри чизикни утка
замиз.

5. g i  П DG — С. С  нуктани F нук,та билан бирлаштйриб, A DCF  
ни .\осил циламиз.

6. DC, DF  кесмаларнинг урта лерпендикулярини утказамиз.
7. M N  П g  — A, M jN 1 П g  — В  нук,таларни топамиз. ABC  излан- 

ган учбурчакдир.
И с б о т. Ясашга кура DE

га кура тенг ёнли)
СН =  hc. (Д  DAC  ва Д  FBC  лар ясаш- 

DA =  АС  ва BF =  СВ АС  +  ВС  +  АВ  =
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*= p. Z . A CD  — Z_ CDA  — ясашга кура, Z . CAB — a.

Т е к ш и р и ш .  Юкрридаги 1 — 7 содда ясашлар бу ерда бажари- 
лади. Демак, масала битта ечимга эга, лекин ABC  учбурчакнинг мав-
жуд булиши учун hc <  ~  тенгсизлик бажарилиши керак. Даци^атан

з$ам: hc <  Ъ +  АН, hc <Za +  НВ, бундан /гс <С S L + A if( яъни < ; JL
2 2

Акс ^олда масала ечимга эга эмас.
2. Г е о м е т р и к  у р и н л а р  м е т о д и .  Геометрик уринлар ме- 

тодида масала ^уйидаги иккита шартни ^аноатлантирувчи ну^танн 
топишга келтирилади. Биринчи шартни ^аноатлантирувчи нукталар- 
нинг геометрик урни Ф 1 фигурадан, иккинчи шартни ^аноатлантирувчи 
нукталарнинг геометрик урни Ф2 фигурадан иборат булсин. Дар ик- 
кала шартни ^аноатлантирадиган ну^талар Фх П Ф2 кесишмага тегишли 
булади. Бу шартлардан камида биттасини ^аноатлантирмайдиган з̂ ар 
^андай ну^та кесимда ётмайди. Фх П Ф2 фигуранинг ^ар бир ну^таси 
масаланинг ечимларини топишга имкон беради.

М а с а л а .  Асоси, учидаги уткир бурчаги ва шу учидан асосига 
туширилган баландлиги берилган учбурчак ясанг.

Е ч и ш .  А н а л и з .  Изланган ABC  учбурчак топилди деб фараз 
цилиб, унинг тахминий шаклини чизиб к,уямиз. Масалада А В  — с, 
C D  — hc ва Z . А С В  =  а  берилган. ABC  учбурчакнинг учта учини то- 
пиш кифоя.

Берилган кесмани бирор тугри чизи^ устига улчаб ^уйиш билан 
изланган учбурчакнинг А , В учлари топилади, С учи эса цуйидаги 
иккита шартни каноатлантиради:

1) С нукта А В  тугри чизикдан берилган /гс масофада ётади.
2) АВ  кесма С нуктадан берилган а  бурчак остида куринади.
Биринчи шарт — берилган тугри чизикдан маълум масофада ётган

нукталарнинг геометрик урни А В  тугри чизи^нинг иккала томонида 
ётувчи ва унга параллел иккита тугри чизицдан иборат.

Иккинчи шарт — берилган кесма берилган бурчак остида куринувчи 
нукталарнинг геометрик урни берилган бурчакни сигдирувчи иккита 
тенг сегментнинг берилган кесма
ни тортиб турувчи ёйларидан ибо
рат.

Я с а ш .  1. Ихтиёрий тугри чизш>; 
олиб, А В  =  с кесмани ажратамиз 
(46-чизма).

2. А нуктадан g  тугри чизи^- 
нинг иккала томонига /L B A L  =
«= Z_ B A LX =  90° — а  бурчакларни 
ясаймиз.

3. А В  кесманинг урта перпен- 
дикуляри t тугри чизицни утказа- 
миз.

4. t Г) АЬ  =  0, t Г) =  0Х ну^_ 
таларни топамиз. 46- чизма
5  «Геометрия II  кием»



5. 5  (0,0А) ва S L (0V 0 ^ )  айланаларни ясаймиз (0Л =  0 ;Л).
Бу айланаларнинг А В кесма тортиб турган катта ёйларини Fv  F2 

билан белгилаймиз.
6. g  турри чизикдам hc масофада турувчи g v g 2 турри чизицлар g ,  Г) 

П ^ 1> ^2 П ^2 кесишмаларга тегишли хар бир С нуцта масала ечимини 
топишга имкон беради. ABC  учбурчак масала ечимидир.

И с б о т. Ясашга кура А В  =  с, g  турри чизицдан g v  g 2 турри 
чизицларгача булган масофа Нс га тенг ва 2-LA B  =  / _ L VAB =  90°—а. 
Бундан: А  АОЕ =  a , Z . АСВ  =  а . ABC  учбурчак масала талабига 
жавоб беради.

Т е к ш и р и ш .  1 — 6 ясашлар бир цийматли бажарилади. Охирги 
ясашни текширайлик. Ft ГI § 2  фигуралар 0, 2, 4 та умумий
нуцталарга эга булиши мумкин. Щукга кура масала ечимга эга 
булмаслиги, иккита ечимга эга булиши ва туртта ечимга эга бу
лиши мумкин. Бир-бирига тенг учбурчаклардан фацат биттаси масала 
ечимини беради деб цабул цилинади.

3. Г е о м е т р и к  а л м а ш т и р и ш л а р  м е т о д и .
Геометрик алмаштиришлардан фойдаланиб, ясашга дойр масала- 

ларни ечиш мумкин. Бу метод билан масала ечишни анализ босцичи
да, берилган ва изланган фигуралардан ташцари, берилган фигурани 
ёки унинг бирор цисмини у ёки бу геометрик алмаштиришлар нати- 
жасида ^осил цилинган фигуралар ^ам царалади. Бу фигура цайси 
геометрик алмаштиришни цуллаб ^осил цилинган булса, ясашга дойр 
масала уша метод билан ечилган деб айтилади. Жумладан, симмет
рия методи, параллел кучириш методи, гомотетия методи, инверсия 
методи.

Бу методлар ёрдамида ечиладиган баъзи масалаларни куриб чицай- 
лик.

1 - м а с а л а .  Бурчак ва унинг ичида бир нуцта берилган. Бир учи 
берилган нуцтада, цолган икки учи бурчак томонларида ётувчи ва 
периметри энг кичик булган учбурчак ясанг.

Е ч и ш  (47-чизма). А н а л и з .  Масала ечилган деб фараз цилайлик. 
АОВ  берилган бурчак, N  эса бурчак ичида ётувчи нуцта булсин. N  
нуцтага ОА, ОВ иурчак томонларига нисбатан симметрик N v  N 2 нуц
таларни топамиз. TV], Ыг турри чизиц бурчак томонларини Х ,У  нуц- 
таларда кесади. Шундай цилиб, масалани ечиш X , У  нуцталарни топиш
га келтирилади.

О

47- чизма 48- чизма
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Яс а ш. .  1. N  нуцтага бурчак томонларига нисбатан симметрик бул- 
ган N lt N2 нуцталарни тонамиз.

2. N 2 f\O A — X ,  N \ N 2 Г) OB =  У. X N y  учбурчак — изланган 
фигура.

И с б о т .  Биз ХЫУ  учбурчакнинг периметри энг кичик эканлигини 
исботлаймиз. Дацицатан, бурчакнинг О А, ОВ  томонларидан мос равиш
да %ар цандай ихтиёрий Q, Р  нуцталарни олмайлик,

QNt =  QN, N 2P  =  P N  булади.
X N y  учбурчакнинг периметри N XN 2 кесмага тенг:

N 1N 2 =  N 2y  +  Х У  +  XNj^ (N y  =  N 2y ,  N X  =  N ^ ) .
PQN  учбурчак периметри N 2P PQ +  Q N t га тенг. N 2P Q N t синиц 
чизиц узунлиги N l N 2 кесма узунлигидан катта. Демак, X N y  учбур
чак периметри энг кичик булади.

2 - м а с а л а .  Учта медианаси берилган учбурчак ясанг.
Е ч и ш  (48- чизма).
А н а л и з .  Изланган учбурчак A B C  топилди деб фараз цилиб, 

унинг тахминий шаклини чизиб цуямиз. B D  =  т ь, СЕ  =  тс, AF  =  та 
учбурчак медианалари, О — учбурчак медианаларининг кесишган нуц- 
таси.

2 2 2
О А =  -g - т ь, ОВ =  - j -  т ь, ОС =  - у  /тгс.

Аввал ОВ воситасида аницланган параллел кучиришни текширай- 
лик. Бу параллел кучиришда ОС кесма ВС' кесмага утади. Парал
лел кучириш натижасида ^осил булган ВОС' учбурчакни ясаш мум
кин, чунки унинг *;амма томонлари маълум:

О В = - ^ т ь, ОС' =  - ^ - т а, B C ' ~ - j - m c.

Бу А ОВС' дан изланган фигурага утиш учун бу фигурани хосил 
цилишда бажарилган параллел кучиришга тескари алмаштириш бажа- 
рилади.

Я с а ш .
1. Томонлари маълум булган ОВС' учбурчакни ясаймиз.
2. С' нуцтадан ОВ II С h  тугри чизиц утказамиз.

2
3. C'L  тугри чизицдан ВО =* С С  =* —  ть кесмани ажратамиз.

4. СО ва ВО  нурларга тегишли СЕ  =  тс , B D  =  ть медианаларни 
^лчаб цуйсак, Е  ва D  нуцталар хосил булади.

5. B E f t C D ^ A .
ABC  изланган учбурчак.
И с б о т .  СЕ  ва B D  кесмалар AB C  учбурчакнинг медианалари 

вканлигини исбот цилайлик. Бунинг учун D  ва Е  нуцталарни бирлаш-
тирсак, DOE  ва ВОС  ухшаш учбурчаклар хосил булади, чунки

DO ЕО
JLEOD  — /.С.ВОС, ясашга кура: -q q ~ - q q -

ЪТ



qq  qq  2 3 "''c  2 = "̂ D E  — 2 E C t D E  кбсма 4̂j3C

учбурчакнинг урта чизиги. Демак, BD  ва CD лар учбурчакнинг меди- 
аналари булади. ВОСС' ясашга кура параллелограмм, Z7 — SC  томон- 
нинг урта ну^таси. Учбурчакнинг Л учини F ну^та билан бирлаштир- 
сак, AF  медиана ^осил булади. Бу медиана О нуктадан утиб, 2 : 1

нисбатда булинади. АО ~  2 OF, лекин OF =  —  ОС' =>- OF =  —  ma =>-
2

=> .4 0 =  -g- ,та, демак, AF  =  ma, учбурчакнинг учинчи медианаси хам
берилган кесмага тенг.

Т е к ш и р и ш .  1 — 5 ясашлар бир кийматли бажарилади. Агар
| та — ть I <С тс <С та +  ть 

шарт бажарилса, масала ягона ечимга эга булади.
3- м а с а л а. Берилган квадратга учларидан бири (квадрат томони- 

да) берилган ички тенг томонли учбурчак чизинг.
Е ч и ш  (4 9 -чизма).

А н а л и з .  Берилган AB C D  квадратга тенг томонли ички PRQ  учбур
чак чизилган булсин. Унинг R  учи квадратнинг А В томонида ётсин 
дейлик.

Тенг томонли учбурчакнинг з̂ ар бир бурчаги 60° га тенглиги сабаб- 
ли фигурани R  ну^та атрофида 60° бурчакка буриш R P  томонни RQ  
томонга ва Р  учни Q учга утказади. Иккинчи томондан уша буриш- 
нинг узи A B C D  квадратни А' В' С' D' квадратга айлантиради. У нинр 
В' С  томони Q нуктадан утиши керак, чунки Р  ну^та Q ну^тага 
тушади. Р  нук,тани топиш учун Q ну^тани R  ну^та атрофида — 60° 
бурамиз. Шунинг узи масала ечиш тартибини ани^лайди.

Я с а ш  1. Квадратнинг ВС  томонини R  нуцта атрофида 60° га бу- 
риб, В' С' кесмани ясаймиз.

2. В' С' томон A D  томон билан Q ну^тада кесишади.
3. Q ну^тани R  ну^та атрофи- 

г. да — 60° бурсак, Р  нук,та хосил 
булади. RPQ  учбурчак изланган 

Р фигурадир.
И с б о т. Ясашга кура RQ  =* RP,  

A RPQ  эса тенг ёнли, унинг R  
учидаги /L P R Q  бурчак 60°. Шун
дай цилиб, RPQ  учбурчак тенг 
томонлидир. 

q Т е к ш и р и ш .  R  ну^тани ква
дратнинг к>айси томонида олмай- 
лик, ягона ечимни хосил ^иламиз.

4- м а с а л а. Асосидаги икки бур
чаги, асоси билан бу асосга туши* 
рилган баландлик йигиндиси берил
ган учбурчак ясанг.



Е чиш  (50-чизма).
А н а л и з .  Масалада берилган 

шартлардан А ва В  бурчаклар из
ланган ABC  учбурчакнинг шакли- 
ни, асос билан баландлик йигиндиси 
эса бу учбурчакнинг катталигини 
аниклайди. Демак, масала цуйида- 
ги икки ёрдамчи масалага ажрала- 
ди:

1. /LA , Z -B  = / - B y  берилган; А В 1 С1 учбурчак ясаш.
2. А В 1С1 учбурчакка ухшаш, асоси ва асосига туширилган баланд

лик йигиндиси берилган с +  К  =  т  кесмага тенг булган учбурчак 
ясаш.

А В 1 С1 учбурчакнинг Су учидан туширилган баландликни C1D 1 би
лан белгилайлик. АВу С, учбурчак изланаётган учбурчакка. ухшаш 
булгани учун (яъни А В 1 С1 со ABC):

АВу C 1D 1 АВ1 АВ СтРх CD

CD

1 + С А
АВу

CD

'АВ + 1

СA  CD 

ABt +  С А
АВг АВ  

АВ CD с +  hc
АВ^ 

ABX +
АВ

c +  hc

АВг
Бу пропорцияда с асос номаълум, уни АВу + CyDlt АВу, т  кес- 

маларга пропорционал туртинчи кесма сифатида топиш мумкин.
Я с а ш .  1. Ихтиёрий АВ  кесмани олиб, берилган бурчакларга тенр 

ВуАСу ва СуВуА бурчакларни ясаймиз. ДА В 1С1 х.осил ^иламиз. CyDt 
кесма АВ1С1 учбурчак баландлигидир.

2 . B y  ну^танинг унг томонига C y D y  => В у Е у  кесмани ^уямиз.
АВу =  АВу +  ВуЕу, Су ну^тани Еу ну^та билан туташтирамиз.

с he т3. А By тугри чизик; устига А нуктадан бошлаб АЕ  
кесмани куйиб, Е ну^тани топамиз.

4. Е  нук;та оркали СуЕу || EL  тугри чизи^ни утказамиз. Бу т^рри 
чизи!^ АС у нур билан С ну^тада кесишади.

5. С нукта оркали СВ || С1В 1 утказамиз.
6. АВу тугри чизик; билан СВ тугри чиз!Щ В  ну^тада кесишади. 

A B C  учбурчак изланган фигурадир.
И с б о т .  Ясашга кура САВ бурчак берилган А бурчакка тенг,

СВ  II СуВ1 =ф- JLCBA =  Z .СуВу A. A ABC  со А АВуСу =>•
АВ CD AC A B + C D  АВу +  Суйг  

^~АВг  'СуОг АСг 
АВ  - f  CD 

АВу -j- CiDi

CyDyCD ~
AB AC  .

AF AC  
А А С Е ъ А А С у Е у = > Ж Г Ж ’

AB +  CD AE  
(1) ва (2) дан щ  =  - щ  - АВу +  CyDy «= АЕ

(1)

(2)

т



Шунинг учун АВ  - f  CD => т. Шун
дай цилиб, Д ABC  масаланинг цам- 
ма шартларини цаноатлантиради.

Т е к ш и р и ш .  Юцоридаги 1 — б 
ясашлар бажарилган.

Агар А, В бурчаклар йиринди
си 2 d дан кичик булса, масала яго- 
на ечимга эга булади.

5- м а с а л а. Берилган икки нуц
тадан утадиган ва берилган айла- 
нага уринадиган айлана ясалсин. 

Е ч и ш  (51-чизма).
А н а л и з .  Берилган А, В нуцталардан утиб, берилган S (О, R) 

яйланага уринадиган S x айлана ясалган деб фараз цилайлик. Инвер
сия маркази деб А (ёки В) нуцтани цабул цилиб, ихтиёрий радиус 
билан инверсия U {А, г) айланасини чизамиз.

Инверсия айланасига нисбатан В нуцтани, 5  ва S x айланаларни 
инверсион алмаштириб, В' нуцта, S' айлана ва S x турри чизицни хо
сил циламиз. фаразга кура, изланган S x айлана берилган нуцта- 
лардан утиб, S айланага урингани учун 5 ' турри чизиц 
цам В' нуцтадан утиб, S ' айланага уринади. Демак, S'x турри чизиц
ни «маълум В' нуцтадан маълум S' айланага уринма утказинг» деган 
ёрдамчи масалани ечиб топамиз, кейин топилган S'x ни U  га нисбатан 
инверсион алмаштириб, S x айланани топамиз.

Я с а ш  1. U {А, г) — инверсия айланасини чизамиз.
2. Берилган В нуцта ва S (О, R) айланани инверсион алмашти

риб, В' ва S ’ айланани ^осил циламиз. , „
3. В' нуцтадан S' айланага иккита Sx, S x уринмаларни утказа- 

миз.
4. Уринмаларни U  айланага нисбатан инверсион алмаштириб, из

ланган айланаларга эга буламиз.

27- §. Алгебраик метод

Айрим конструктив масалалар билан иш курганда юцорида баён 
цилинган методлардан фойдаланиш анча мураккаблашади, баъзи маса
лалар— муаммоларни эса бу методлардан фойдаланиб цал цилиб бул- 
майди. Бундай холла рда масалада берилган элементлар орасидаги 
муносабатлар аницланиб, номаълум элемент маълум элементлар ор
цали ифодаланади.

Агар бирлик кесма (узунлиги бирга тенг кесма) танлаб олинган 
булса, j^ap бир кесмани бирлик кесма билан улчаб, унинг узунлигини 
аницлашни биламиз, натижада цар бир кесма узунлигини ифодалов- 
чи мусбат сон цосил цилинади.

Чизрич ва циркуль ёрдамида ясаладиган уш бу содда ифодалар 
билан берилган кесмаларни ясаш биллан шурулланайлик.
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\
\ 1. х — а +  Ъ.

2. х — а — b ( а > Ь ) .
п

3. х  — —  а (п, т  — натурал 
сон).

а.Ь
4. х  = -------с

5. х — -\fa-b .
6. х  =  У  а? +  Ь2.
7. х  =  У  а2 — b2 .
М а с а л а .  Берилган а, b кесма-

ларга урта пропсрционал кесмани 
ясанг:

х — У а Ь  <$ —  = - г - ‘ х ь
Е ч и ш  (52-чизма). Я с а ш .  1. Ихтиёрий турри чизицда АС  =  а, 

СВ — b кесмаларни ажратамиз.
2. А В  =  а +  b кесмани диаметр цилиб, ярим айлана чиза

миз.
3. С  нуцтадан АВ  диаметрга перпендикуляр утказамиз ва ярим 

айлана билан кесишган D  нуцтани топамиз. х =  C D  изланган кесма 
булади.

И с б о т .  A /4C D ccA SD C , бундан: —  =  = —  => х *=* 
________  CD СВ х Ь

/  ab , х =  У а 2 + Ь 2 кесма катетлари а, b кесмаларга тенг булган 
турри бурчакли учбурчак гипотенузаси сифатида ясалади.

Алгебраик метод билан ясашга дойр масалаларни ечишда юцорида 
санаб утилган энг содда ифодалар му^им роль уйнайди. Бу метод 
билан ечиладиган масалаларни содда ифодаларнинг чекли сондаги 
комбинацияларига келтириб ечилади. ,

Юцорида куриб утилган барча алгебраик ифодалар битта умумий 
хоссага — бир , жинслилик хоссасига эга.

Т а ъ р и ф .  Агар f  (х, у .......... t) функция ^ар цандай мусбат k соня
учун /  (kx , ky, . . .  kt) — knf (x,, у, . .  . t) шартни цаноатлантирса, у 
г^олда f (х, у .  .’. t) функция п улчовли бир жинсли функция  деб ата
лади. п =  1 булса, бир улчовли бир жинсли функция деб ата
лади.

М и с о л л а р :  1. х — (а3 63): (а2 — Ь2).

у  =  [(ka)3 +  (kb)9] : [{ka)2 — (kb)2} =  ^  =  kx-

Бу ифода бир улчовли бир жинслидир.
2. х  =  а 3 — 3 ab2 — 2 Ь3 — уч улчовли бир жинсли ифодадир.
М а с а л а ,  Берилган учбурчакнинг асосига параллел булиб, унинг 

юзини тенг иккига ажратувчи турри чизиц утказинг.
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Е ч и ш  (53-чизма). А н а л и з .  
ABC  берилган учбурчак ва P Q — из
ланган тугри чизиц деб фараз д и - 
ламиз. У -\олда:
5длвс А В -А С  

S /s.a p q  AP -A Q

Иккинчи томондан:

53- чизма

А Р -V
АВ

1 Г

(1), (2) дан: -jp-  

бундан

( АВ 'l2 АВ 
+  Г П  - у т

2

Г*
АВ АС  

А Р  = ~Щ  

АВ АС АЕ1 2
' Т

(1)

(2)

AQ А Р 3

А Р  =  х, А В
с

*“ 7 2
Я с а ш .  1.
2. Тугри бурчакли

изланган фигурани ясаш х ■■с деб фараз цилинса, 
кесмани ясашга келтирилади.

АВ  кесмани М  ну^тада тенг иккига буламиз.
A N M  учбурчакни ясаймиз:

A N  =  АР  =  х.
3. Р  нуктадан А В  тугри чизивда параллел цилиб утказилган PQ  

тугри чизик; изланган тугри чизиц булади.
И с б о т .  Ясашга кура М A = M N \

АВ

F TA N = S M N 2 +  М А 2
АВ  \а 

~2~) + l/" о 1

Т е к ш и р и ш .  Масала ечими доим мавжуд ва ягона.
И ф о д а н и  ц и р к у л ь  в а  ч и з г и ч  в о с и т а с и д а  я с а ш н и н р  

з а р у р  в а  е т а р л и  ш а р т л а р  и.
Теорема. Ифодани (кесмани) циркуль ва чизгич воситасида ясаш 

учун бу кесма узунлиги рационал сонлар ва берилган кесма узунли
ги ор^али чекли сондаги рационал амаллар ёрдамида ифодаланган ва 
фа^ат квадрат илдиз ^атнашган биринчи даражали бир жинсли ифода 
•булиши зарур ва етарлидир.

Бу теорема исботини келтирмаймиз.

28- §. Циркуль ва чизгич ёрдамида ечилмайдиган классик 
масалаларга мисоллар. Масалаларни боища воситалар билан 

ечиш з^ацида тушунча

Циркуль ва чизгич ёрдамида бевосита ечиб булмайдиган классик 
масалалар билан танишиб чикайлик. Булар кубни иккилантириш, бур
чакни учта тенг ^исмга булиш ва дойра квадратураси масалаларидир. 
Бу масалаларни боцща ^уроллар воситасида ечиш мумкин. Шунинг- 
дек, уларни циркуль ва чизгич ёрдамида та^рибан ечиш ^ам мумкин.
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Кубни иккилантириш масаласи— цадимги Грециядан маълум бул
ган ясашга дойр учта асосий масаланинг биридир.

М а с а л а  (Делос м а с а л а с и ) .  Дажми берилган куб жми дан 
икки марта катта булган куб ясанг.

Берилган кубнинг циррасини а, ясалиши керак булган кубнинг 
циррасини х  билан белгилаймиз. Масала шартига к ура:

х3 =  2 а 3.
Берилган кубнинг циррасини а  =  1 деб олсак,

х3 — 2 — 0
тенглама цосил цилинади.

Алгебрадан маълумки, энг катта ^ади олдидаги коэффициента 1 га 
тенг, цолган коэффициентлари бутун сонлардан иборат бир номаълум- 
ли алгебраик тенгламанинг рационал илдизлари фацат ■ бутун сонлар
дан иборат була олиши билан бирга, улар озод ^аднинг булувчилари 
таркибига кириши керак. Ленин 2 сонининр булувчилари фацат ± 1 , 
± 2  сонлардан иборат булиб, улар тенгламани цаноатлантирмайди.

Демак, х3 — 2 =  0 тенглама рационал илдизларга эга эмас, яъни 
кубни иккилантириш масаласи циркуль ва чизгич ёрдамида цал 
цилинмайди. Аммо масала циркуль ва чизгич ёрдамида такрибий ечи- 
лиши мумкин.

Масалан, катетлари АС — СВ  =  а га тенг тугри бурчакли учбур

чак ясаймиз (54-чизма). А В  =  а У  2 ,  A D — -g- А В  кесмани ясаймиз,
п<о а У  2у  г^олда: L>C=a — — j —

B D — У a*+ D C 2 =  a  " j / ” 1 +  ( l  — ~̂q— j  *=* -g- ]/^74 — 1 2 ^ 2  за

«  a - 1,2586.

Ва^оланки: x =  a - \ f  2 «  1,25.99a.
Бу икки сон бир-биридан кам фарц цилади.
Бу муаммони бошца воситалар ёрдамида цам цал этиш мумкин.



ШУ мацсадда икки параболани оламиз. у 2 =  2 ах, х2 =  ау  парабола- 
лар берилган булсин (55-чизма).

Параболаларнинг кесишган нукталарининг координаталари ушбу
у 2 — 2 ах,

х2 =  ау
системадан топилади.

х1 — 2 а 8 х  =  0, я  (х3 — 2 а 3) =  О,

бундан х 1 =  0, х2 =  а т/ЗГ. Биринчи илдиз параболаларнинг координа- 
талар бошидаги умумий нуцтасининг абсциссасини беради, иккинчи ил
диз изланган кесмани беради, яъни О В — х — а  у  2 — изланган куб
нинг кирраси булади.

М а с а л а .  Ихтиёрий бурчакни учта тенг цисмга булинг.
Бу масалани ечиш х8 -f  р х  +  q — 0 куринишдаги учинчи даража- 

ли тенгламанинг илдизларини ясашга келтирилади, бу тенглама эса 
рационал илдизга эга булгандагина квадрат илдизларда ечилади.

Берилган бурчак катталигини а  билан, изланган бурчак катталиги- 
ни <р билан белгилайлик. а  =  3 <р булади. Маълумки,

cos а  =  cos 3 ф =  4 cos3 ф — 3 cos ф.
Бу ерда cos а  ни маълум деб цисоблаш мумкин, cos ф эса номаъ- 

а х
лум. cos а  =  ~y  , cos ф =  —  деб олайлик, у цолда юцоридаги тенг
лама

х3 — З х  — а =  0 (*)
к^ринишни олади. Бу тенглама илдизини циркуль ва чизг-ич билан 
ясаш мумкин эмаслигига битта мисол келтириш етарлидир. Масалан, 
а  =  60°, у цолда а — 1 булади, тенглама х3 — Зл:— 1 =  0 куринищ- 
ни эгаллайди.

Учинчи даражали бу тенглама рационал илдизга эга эмас, бундан 
а  =  60° бурчакни циркуль ва чизгич ёрдамида учта тенг цисмга бу- 
лиш мумкин эмас деган хулоса чицади.

Шундай цилиб, ихтиёрий бурчакни учта тенг цисмга булиш маса- 
ласини умумий ^олда циркуль ва чизгич ёрдамида ечиш мумкин эмао 
деган хулосага келамиз. Лекин баъзи хусусий холларда масалани

Я  Я
циркуль ва чизрич ёрдамида ечиш мумкин, чунончи а  =  -у-» —  
п

(п — бутун натурал сон) булса, бундай бурчакларни циркуль ва 

чизгач ёрдамида тенг цисмларга булиш мумкин. Хакицатан ^ам, а  -=»
Я Л  _ у----

=  - у , а  ■= - j -  булганда, мос равишда а — 0 ва а — у  2 булиб, (*) 
тенглама цуйидаги куринишга келади:

хя — 3 х — 0,

— у Т = 0 .
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Вулардан биринчисининг илдизлари хх — О, х2 *« У З  , х А =* — У 3 (

иккинчисининг илдизлари эса х ± = — ] / 2  , х2>8 =  - ^ 2 ^  ■ •

Агар циркуль ва иккита (Л, 5 ) нуктаси белгиланган бир томонли 
чизгичдан фойдалансак, бурчакни тенг учга булиш мумкин [18].

Мунтазам купбурчакларни ясаш (айланани тенг ^исмларга булиш).
Урта мактаб геометриясидан мунтазам учбурчак ва квадратни ясащ 

усуллари маълум, шунингдек мунтазам п бурчак ясаш маълум булса, 
мунтазам 2 п бурчакни ясаш ^ам маълум.

Циркуль ва чизгич ёрдамида (п >  2) мунтазам п бурчаклик ясащ 
мумкин ми, яъни айланани ^амма ва^т п та тенг булакка ажратиш 
мумкинми деган саволга цуйидаги теорема жавоб беради.

Гаусс теоремаси. Агар п. сонини п =* 2т р ±'р 2. . . .  ps туб купай- 
, тирувчиларга ажратиш мумкин булса, у ^олда циркуль ва чизгич ёр
дамида мунтазам п бурчакни ясаш (айланани ti та тенг булакларга 
ажратиш) мумкин.

Бу ерда т  манфий булмаган бутун сонлар, р 1г р2.......... ps лар
2е* +  1 куринишидаги узаро туб лар хил сонлар (22* 1 — ферманинг 
туб сонлари дейилади).

1 - м и с о л .  т  =  О, S — \ .
k = 0 ,  1, 3, 4 булганда p t мос равишда 3, 5, 17, 257, 65537 

туб сонларидир. k — 5 ^олда р ± туб сон булмайди. 7 туб сон, лекин 
Ферма туб сони эмас. Демак, циркуль ва чизгич ёрдамида мунтазам
7 бурчаклик ясаш мумкин эмас.

м и с о л. т — 0, s =  2, р1 = 3 ,  р2 =  5.
Циркуль ва чизгич ёрдамида 15 бурчакликни ясаш мумкин.
3 - м и с о л .  360 =  23* З2- 5.
Бу сон Гаусс теоремасини ^аноатлантирмайди (бу сон ёйилмасида 

Ферманинг- туб сони 3 икки марта учрайди). Демак, циркуль ва чиз
гич ёрдамида айланани 360 та тенг булакка ажратиш мумкин эмас, 
шунинг учун циркуль ва чизгич ёрдамида 1° бурчакни ясаш мумкин 
эмас.



И Б У Л И М .  

ПРОЕКТИВ ГЕОМЕТРИЯ

VI БОБ.  ПРОЕКТИВ ГЕОМЕТРИЯ АСОСЛАРИ

29-§. Евклид текислигини хосмас элементлар билан тулдириш

1. Турри чизивдаги нуктанинг бир жинсли координаталари,

Евклид турри чизирига декарт координаталари системаси киритал- 
ган булсин. У з^олда турри чизиедаги ^ар бир N  нук;та х  кворди- 
натага эга булади. Энди битта х  сон урнига цуйидаги шартни цано* 
атлантирувчи иккита x v  х2 сонларни олайлнк:

Бу xv  х2 (х2 ф  0) сонлар N  нуцтанинг бир жинсли координата
лари дейилади. x v  х2 (хг ф  0) сонлар берилган булса, N  нуцта тулиц 
ани^ланади. Лекин N  ну^та, яъни х  абсцисса берилган булса, у ^олда 
N  нуктанинг бир жинсли координаталари ани^ланган деб б^лмайди:
фа^ат бир жинсли координаталарнинг нисбати ани^ланган, х о
лос. Бонщача айтганда, агар х х, х 2 сонлар N  ну^танинр бир жинсли 
координаталари булса, у ^олда Хх1 ва кх2 (К ф О  — ихтиёрий 30- 
циций сон) сонлар з^ам N  ну^тани аншугайди. Бу сонлар N  ну ̂ та
нин г бир жинсли координаталари булиб, N  (хи х 2) ёки N  {х{.х^ ку
ринишда ёзилади.

Юк^орида бир жинсли координаталарга берилган таърифни уму- 
ми йро^ булган т а ъ р и ф билан алмаштирамиз.

1) Бир ва^тда нолга тенг булмаган xv  х2 сонлар турри чизивда фа- 
^ат битта N  (х{. х2) нуцтани аницлайди.

2) к xv  ‘к  х2 сонлар (А, ф  0 — ихтиёрий ^ щ щ т  сон) з^ам фа^ат N  (хг1 
; j£j) иу^тани аниклайди.

3) х2 Ф  О шартда N  (х{.х2) ну^та абсциссаси х  »  -^ -дан  иборат нук;- 

тадир.
4) Агарх2=  Об^лса, N 1(x1:0) ну^тани турри чизик;нинг чексиз узоц- 

лашган ну^таси ёки хосмас (ноузлик) нук;таси деб олиб, N „  (xx:0) 
куринишда ёзамиз.

2. Текисликда бир жинсли декарт координаталари.
Текисликда декарт координаталари системаси киритилган булсин. 

Текисликдаги ихтиёрий N  нуктанинг координаталари л?» у  булсин.
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Иккита х, у  сонлар урнига бир вацтда нолга тенг б^лмаган ва цуйи
даги шартларни цаноатлантирувчи учта x v  х ь  ха сонларни олайлик:

*i
(1)

Т а ъ р и ф .  (1) тенгликни цаноатлантирувчи ихтиёрий x v  хг, х„ 
(х„ 0) сонлар учталиги N  нуцтанинг бир жинсли декарт координа- 
талари дейилади.

Агар x v  х2, х8 сонлар N  нуцтанинг бир жинсли координаталари 
булса, K x v  %х2, %х3 (к ф  0) сонлар ^ам таърифга кура шу нуцта
нинг бир жинсли координаталари булади.

Шундай цилиб, нуцтанинг бир жинсли координаталари сонлар 
учталикларинингпропорционал синфини ^осил цилади. Бу синфА^ нуц
танинг бир жинсли координаталари булиб, N  (xlt х2,х3) ёки N  (xt : 
I хъ\ х 3) куринишда ёзилади.

М и с о л. Агар (1:2: — 2) сонлар учталиги N  нуцтанинг координа
талари булса, ( у ,  1, — 1) ёки (2 ,4 ,— 4), шунингдек (— 3 , — 6, 6)
сонлар учталиги ^ам N  нуцтанинг бир жинсли координаталари б^ла- 
ди. N  нуцтанинг бир жинсли булмаган декарт координаталари:

х  =  -g-, у = *  —  1.

Текисликдаги тугри чизиц декарт координаталари системасига нис
батан

чизицли тенглама билан берилади. Бу тенгламага х, у  нинг (1) даги 
цийматларини цуйиб (х8 Ф  0 шартни эътиборга олиб), тугри чизиц
нинг бир жинсли координаталардаги ушбу

тенгламасини ^осил циламиз.
Текисликдаги ихтиёрий тугри чизиц биринчи даражали бир жинс

ли тенглама орцали ифодаланади ва аксинча, ихтиёрий бундай тенг
лама текисликдаги бирор турри чизиц тенгламаси булади.

Дар бир (*!, х2, хч), (х3 Ф 0) сонлар учталиги (1) форму лага к^- 
ра бир жинсли булмаган бир жуфт х, у  координаталарни, яъни бит
та нуцтани аницлайди.

Лекин бир вацтда нолга тенг булмаган xv  х 2, х3 = 0  сонлар уч
талиги (2) тугри чизицда бирорта хам нуцтани аницламайди, яъни (д^: 
х2:0) координатали нуцта (2) тенгламани цаноатлантирмайди. Бундай 
сонлар учталигини чексиз узоцлашган нуцтага ёки хосмас нуцтага 
мос келади деб шартлашиб оламиз ва N „  (х1:х2:0) куринишда белги- 
лаймиз. Турри чизицнинг хосмас нуцтасидан бошца барча нуцталари- 
ни хос нуцталари дейилади. Лекин нуцтанинг координаталари (3) 
тенгламани цаноатлантириши мумкин.

Турри чизицнинг бир жинсли булмаган тенгламасидан бир жина- 
ли тенгламасига утиш билан биз цар бир турри чизицца хосмас нуц
тани цушамиз.

ах  +  by  +  о ** 0 (a =f* 0,6 0) (2)

ах1 +  bx2 +  схя •= 0 (3)
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Шундай цилиб, текисликдаги з̂ ар бир турри чизиада чексиз узо^- 
лашган ёки хосмас нуцтани к,ушиб, кенгайтирилган евклид т '̂рри чн- 
зирини зфсил к,иламиз. Бундай турри чизик; проектив турри чизиц де
йилади [28].

Агар бирор N  (хг: х 2: х3) нуцтанинг учинчи координатаси х г нолга 
тенг булмаса, бу ну^та хос ну^та булади, агар нуцтанинг учала коор- 
Динатасини бирор X Ф 0 сонга купайтирсак, яна шу нуцтани з^осил 
циламиз. Энди (1) тенгликка эътибор берайлик.

Агар: а) х г =  0 булса, х  =  0 булиб, ординаталар ук;ида ётувчи хов 
нук,тага, б) хг =  0 б^лса, у  — 0 булиб, абсцисса ук;ида ётувчи кой 
нуцтага эга буламиз.

Демак, (0:1:0) ва (1:0:0) нуцталар мос равишда ордината ва аба- 
цисса у к, лари да ётувчи хосмас ну^талардир.

Т а ъ р и ф .  Хосмас нуцталар билан тулдирилган евклид текисли- 
гини кенгайтирилган евклид текислиги ёки проектив текислик дейи
лади [28..]

30- §. Евклид фазосини хосмас элементлар билан тулдириш

Евклид фазосида декарт координаталари системаси берилган брл- 
син. Ихтиёрий N  ну^та бу системага нисбатан х, у , г  координаталар- 
га era булади. К,уйидаги тенглик билан ани^ланган

z - - ^  (1}Хд

туртта х1% х%, х г, сонни олайлик.
Т а ъ р и ф .  (1) тенгликни ^аноатлантирувчи ихтиёрий хи х2, хг,

{х* ф  0) туртта сон фазодаги N  нуцтанинг бир жинсли декарт коор* 
динаталари дейилади.

Демак, фазодаги нуцтанинг бир жинсли координаталари бир ций* 
матли анщланмайди. Агар {xv  х2, ха, х4) ну^танинг бир жинсли коорди
наталари булса, у з^олда таърифга кура X x v  Х х г, Х х 8, X xt  ( А ^ О )  
сонлар х,ам уша ну^танинг бир жинсли координаталаридир. Декар» 
Координаталари системасига нисбатан текислик

ax  +  by  +  cz +  d  =  0 (а ф  0, b ф  0, с Ф  0)

тенглама билан ифодаланади. Бу тенгламадаги х, у, г  координаталар- 
' ни (1) ифодадан фойдаланиб ва Х ц ф  0 эканлигини эътиборга олиб, 

бир жинсли координаталар билан алмаштирсак, чизи^ли бир жинсли
ахх +  b y  2 +  схв +  dxi — 0 (2)

текислик тсмгламясига эга буламиз.
Демак, фазода текиалик бир жинсли чизицли тенглама билан бери- 

лади.

i Фазодаги турря чизик; эса (2) куриимидаги иккита бир жинсли чи» 
I ви^ли тенгламалар системаси билан берилади:

(а^  +  Ьгх 2 +  c1x t -f- i xXx =  0 т
i* 2*i +  Ьгхг +  с2х3 - f  •

i
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Сонлар (xv  х2, xs, Xi) (Xi =f~- 0) туртлигига фазода аник; бир нуцта 
мос келади. xt — 0 цолда x t, х2, х 3, Xi сонлар туртлигига евклид фа- 
восида бирорта дам нуцта мос келмайди. Бундай сонлар туртлигига 
(агар цаммаси бир вацтда нолга тенг булмаса) хосмас ёки чексиз узоц- 
лашган нуцта мос келади деб айтишни шартлашиб оламиз.

Бир жинсли координаталари (2) тенгламани цаноатлантирувчи проек
тов фазодаги барча нуцталар тупламини. текислик деб, (3) тенглама- 
ларни цаноатлантирувчи барча нуцталар тупламини эса проектив фазо
даги турри чизиц деб айтилади,

Евклид фазосидаги тугри чизицни хосмас нуцта билан, хар бир 
текисликни хосмас тугри чизиц билан, фазони эса хосмас текислик 
билан тулдириб, проектив фазони ^осил циламиз [28].

31- §. Проектив текислик

1. Евклиднинг кенгайтирилган текислигидаги хосмас элементлар
Евклид текислигидаги хосмас нуцталар таърифидан цуйидаги нати- 

жаларни чицарамиз:
1-теорема. Евклид текислигидаги барча хосмас нуцталарнинг гео- 

нетрик урни хосмас тугри чизицдир.
И с б о т .  Дацицатан хам, х3 — 0 тенгламани текисликнинг узгарув- 

чи координаталарига нисбатан биринчи даражали тенглама сифатида 
цараш мумкин. Биринчи даражали бундай тенглама турри чизицни 
аницлагани сабабли, х3 =  0 тенглама турри чизиц тенгламасидир. Бу 
турри чизицнинг цамма нуцталари текисликнинг барча хосмас нуцта- 
ларини уз ичига олади,

2- теорема. Текисликнинг ^ар бир хосмас турри чизири фацат бит
та хосмас нуцтага эга.

И с б о т .  х3 — 0 шартда:
ах1 +  Ьх2 =  0 

тенгламани ^осил циламиз, бундан:

х 1 : х2 =  — — ва хх =ХЬ, х.2 =  — Ка.
а

а ф  0, 6 =  0 ^ол учун x t =  0, х 2 Ф  0, х3 =  0 га, яъни ординаталар 
уцидаги хосмас нуцтага эга буламиз.

b ф  0 ^олда (2) дан

аниЦ цийматга эга буламиз.
3-теорема. Текисликдаги ^амма параллел 

битта умумий хосмас нуцтага эга.
И с б о т .  Дацицатан ^ам, тугри чизицнинр

h * * -----га тенг, буни эътиборга олиб, (2)
, ёзиш мумкин:

т»
*2 2 Х\ ** k.

турри чизицлар фацат

бурчак коэффициента 
формулани цуйидагича



Демак, турри чизицнинг хосмас нуцтаси унинг бурчак коэффи- 
циентининг берилиши билан тулиц аницланади. Параллел турри чи- 
зицларнинг бурчак коэффициентлари узаро тенг.

2., Уч нуцтанинг коллинеарлик шарти ва тугри чизиц тенгламаси, 
Тугри чизиц координаталари.

Текисликда координаталари билан берилган А(ах : а ъ: аа), В(Ь1!
: b2 : b3), C (cj: с2 : a s) учта нуцтанинг коллинеарлик шартини аницлай- 

лик.
Бу нуцталарнинг

axt +  bx2 +  сх3 *  0 (3)
турри чизицда ётиши учун

aax +  ba2 +  ca3 — О,
ab1 +  bb2 +  cb3 — 0, (4)
acx +  bc2 +  cc3 — 0

шартлар бажарилиши керак.
Агар (4) тенгламалар системасини цаноатлантирувчи ва бир вацт

да нолга тенг булмаган а, Ь, с сонлар мавжуд булса, у цолда А, В, 
С  нуцталар орцали утувчи турри чизиц мавжуд булади. (4) тенглама 
вса а, Ь, с ларга нисбатан бир жинсли тенгламалар системаси булга
ни учун хамма вацт ноль ечимга эга, лекин шартга кура а, Ь, с лар 
бир вацтда нолга тенг эмас, шу сабабли бу системанинг нолдан бош- 
ца ечимга эга булиши учун (4) система коэффициентларидан тузил- 
ган детерминант нолга тенг булиши керак:

а х
bi
с,

а2
Ь3
С о,

о. (5)

Изланган шарт шудир.
Энди биз иккита А{аг : а 2 : а3), В(Ь1 : Ъ2 : Ь3) нуцта орцали утувчи 

турри чизиц тенгламасини тузайлик.
А В  турри чизицда ётувчи ихтиёрий Х (хг : х2 : х3) нуцтани оламиз.

(5) тенгликни цуллаб,
хг х3

ах (Х2 «3 =  0 (6)
bi К Ь9

ни еки
а2 
b ,

(Х\ йп 
Ь1 bs + а 1 а2 „ 

Ьг ь2[х* о

ни цосил циламиз.
Бу тенгламанинг коэффициентлари бир вацтда нолга тенг эмас» 

чунки А ф  В. Тенглама коэффициентларини мос равишда uv  ut , us 
билан белгилаб, цуйидагича ёзамиз:

(7)

во



Т а ъ р и ф. Бир ва^тда нолга тенг булмаган {их : и2 : и8) сонлар 
учталикларининг пропорционал синфи тугри чизщ  координаталари ёки 
т^гри чизи^нинг тангенциал координйталари дейилади.

(7) тенгламани символик куринишда куйидагича ёзиш мумкин:
их =  0. (8)

(6) да детерминант нолга тенг, лекин А ф  В, шунинг учун детерми- 
нантнинг иккинчи ва учинчи сатрларида турган элементлар пропор
ционал эмас. Биринчи сатр элементларини к;олган сатр элементлари 
ор^али чизщли ифодалаш мумкин:

хг =  а  ах +  р bv
х 2 =  а а 2 +  Р&2, (9)
*з =  а «з +  № 3.

Бу теигламалар тугри чизи^нинг параметрик теигламалари дейи
лади. Бу тенгламаларни символик равишда ушбу куринишда ёзйш 
мумкин:

Х = а Л  +  рВ . (10)
Бир жуфт ( а : |3) соннинг турли кийматларига АВ  тугри чизицнинг 
турли нукталари мос келади, лекин хар бир жуфт ( а : Р) га АВ  TyF- 
ри чизи^да битта нукта мос келади.

32-§. Проектив тугри чизик; ва текисликнинг топологик тузилиши

Биз юк>орида тугри чизщ ва евклид текислигига уларнинг хосмас 
элемеьтларини кушиб, проектив турри чизик, ва проектив текисликнинг 
^улай ваэнг содда моделларини курган эдик. Булар цурилиши мумкин 
булган моделлардан биттаси, холос.

Энди проектив тугри чизик ва v
проектив текисликларнинг кузга ях- 
ши куринадиган шаклдаги, энг сод
да топологик эквивалентларидан 
бирини, яъни моделларидан бири- 
ни топайлик. Шу сабабли проек
тив фазода як(инлик тушунчасини 
киритамиз. Проектив фазодаги Х (хх 
: х 2 : х 3 : х^) нукталарнинг атрофи 

деб
I Хг — у х I <  е, \ х 2 — у 2 1 <  е, 56- чизма

U s  — У8 | < е> U * — */41 <  е 
шартни каноатлантирувчи барча У ( у х : у г : у 3 : г/4) нук;талар тупламига 
айтилади. Агар е етарлича кичик сон булса, Y  ну^тани X  нук;тага 
як;ин ну^та деб айтилади.

X O Y  текислигида ётувчи х 1 +  {у — I)2 =  1 ( г /<  1) ярим айланани 
олиб, унинг нуцталарини 0j марказдан ОХ  увда проекциялаймиз 
(56-чизма). ОХ  у^ни проектив турри чизи^ деб к;арасак, (1 : 0 : 0 )  
ну^та унинг чексиз узо^лашган нуцтаси булади. Бу тугри чизи^дан

0,

V\ J
0 X
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бир Жинсли (*-9 координаталарга эга булган нуцта | х  | оо

шартда чексиз узоцлашган нуцтага жуда яцин булади. Бу эса ярим 
айлананинг четки нуцталарини битта нуцта деб ^исоблашга имкон 
беради; бу нуцтани Ох уцдаги чексиз узоцлашган нуцтага мос кела
ди деб цисобласак, турри чизицни ярим айланага марказий пррекция- 
лашни топологик акслантириш  деб цараш мумкин.

Шундай цилиб, топологик акслантириш проектив турри чизицни 
четлари устма-уст туширилган ёпиц эгри чизицца акслантиради. Демак, 
проектив турри чизиц ёпиц эгри чизицца, масалан, айланага топологик 
эквивалентдир.

Юцоридагига ухшаш муцокама юритиб, проектив текисликка то
пологик эквивалент фигурани топайлик. Бунинг учун фазода

х2 +  г/2 +  (z — I)2 =  1 (z <  1)
ярим сферани олиб, унинг бирор нуцтасидан экватор текислигига 
параллел цилиб уринма X O Y  текислигини утказамиз. ХОУ  текислик 
нуцталарини 0 1 марказдан ярим сферага . проекциялаймиз. Шу текис
ликдаги ^ар бир турри чизиц катта ярим айланага аксланади (57-чиз- 
ма). Турри чизицнинг хосмас нуцтаси, катта ярим айлана четлари
га, яъни экваторнинг диаметрал царама-царши иккита нуцтасига 
аксланади. Диаметрал царама-царши нуцталарни айнан битта нуцта 
деб ^исоблаймиз. Демак, Х О У  текислигининг хосмас турри чизири 
экваторнинг образи булади.

Ярим сферани х  =  ±  в текислик билан кессак, ярим сегментлар 
з;осил булади. Бу ярим сегментларнинг экваториал чеккаларини шун
дай бирлаштирайликки, диаметрал царама-царши нуцталар устма-уст 
тушсин (57-а чизма), у х;олда биз доирага (конусга) топологик экви
валент булган тулиц сегментга эга буламиз. Ярим сферанинг цолган 
цисмини, яъни х = ± е  орасидаги цисмини топологик алмаштириш ёрда
мида ин гичка турри бурчакли туртбурчакка у тишина тасаввур цилиш 
цийин эмас (57-б чизма).

Диаметрал царама-царши нуцталар N  нуцтани М '  нуцта билан, М  
нуцтани N' нуцта билан устма-уст тушадиган цилиб т ^ р и  т^ртбур-

а ) *)
Б7- чизма

$3



чакнинг N N'  томонини М ' М  томони билан елимласак, Мёбус ва р а т  
деб аталадиган сирт цосил булади. Бу сиртнинг чети турри туртбур- 
Чакнинг кетма-кет жойлашган M N  ва N ’M '  томонларидан иборат 
(57-е чизма). Мёбус варари бир томонли сиртдир.

Дацицатан цам, агар сиртнинг А нуцтасига утказилган нормални 
пунктир чизиц буйича силжитиб, кайтадан А нуцтага келтирсак, нор
маль олдинга айланишга царама-царши йуналишга эга булади.

Т^лиц сегментни (доирага ёки конусга топологик эквивалент бул
ган) Мёбус варарига елимлаб, проектив текисликка топологик экви
валент булган ёпиц сиртга эга буламиз, яъни асоси Мёбус вараридаи 
иборат конус сиртга эга буламиз.

33-§. Текисликдаги проектив координаталар ва проектив алмаштириш

Проектив текисликда нуцтанинг бир жинсли х 1У х 2, х 3 координа- 
таларидан фойдаланиб, нуцтанинг проектив координаталари тушунча- 
сини киритамиз. Текисликдаги нуцтанинг проектив координаталари
деб цуйидагича ифодаланадиган х[ сонларга аитилади:

а П Х1 а \2 ' *
: 2̂1 Х1 “5” а 22 Х2
= а31 х1 -f- #32 х 2

i 13 л3, 

~ Ь  а 2 3 Х 3 ’ 

" Ь  а 33 Х 3 '

а \\ а \2 а \з
а 2 \ а 22 а 23 

а 3 \ а 32 а 33

Ф  0 . (1)

Нуцтанинг бир жинсли координаталари бир вацтда нолга тенг 
булганидек, проектив координаталари хам бир вацтда нолга тенг 
булмайди. Агар х\ — нуцтанинг проектив координаталари булса, Кх'.,
А, ф  0, ^ам шу нуцтанинг проектив координаталари булади.

Текисликдаги турри чизиц проектив координаталар орцали чизицли 
тенглама билан берилади. Дацицатан з^ам, (1) формуладаги х. ларни 
х\ орцали ифодалаб, турри чизицнинг умумий тенгламасига цуйсак\ 
х\ га нисбатан чизицли тенглама цосил булади.

Проектив координаталар орцали чизицли х[ =  0, х'2 =  0, х'3 =  О 
тенгламалар билан берилган турри чизицлар координат mijFpu чизиц
лар  дейилади.

Учлари бу турри чизицларда ётувчи учбурчакни координат учбур
чак дейилади ва А х Ас А ч билан
белгиланади. Бу учбурчак учлари 
ушбу А г ( 1 : 0 :  0), А 2 (0 : 1:  0), 
]4з ( 0 : 0 : 1 )  координаталарга эга; 
( 1 : 1 : 1 )  координатали нуцта бир
лик нуцта  дейилади ва Е  билан 
белгиланади (58-чизма).

Текисликдаги бир нуцтадан ут- 
майдиган ихтиёрий учта тугри чи- 
вицни координат чизицлар, бу тур
ри чизицларда ётмайдиган ихтиё
рий нуцтани эса бирлик нуцта  деб 
олйш мумкин;
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Дак^щатан хам,

an x i +  a l2x2 +  ai3x3 ~ 0 (2)

учта турри чизщ тенгламаси булсин. Ушбу формула ёрдамида янгр 
х\ координаталарни киритайлик:

Х{ =  Xt(ai{ х { +  al2 х2 +  а13 х3).

Бу янги координаталар системасида берилган (2) турри чизицлар 
координат чизи^лар булади, чунки х[ =  0. Берилган (х{ : х2 : х3) нук,- 
та янги координаталар системасида бирлик нуцта буладиган цилиб 
X. купайтувчини шундай танлаб оламизки, х\ — 1 булади.

Шундай к^илиб, ^ар учтаси бир турри чизиада ётмайдиган A v А„, 
А 3, Е нукталарнинг берилиши билан текисликда проектив координа
талар системаси ани^ланади, буни биз R  =  (Av  А 2, А 3, Е) куринишда 
белгилаймиз ва проектив репер  деб зфм атаймиз. Турри чизицдаги 
проектив координаталар системаси А ь Л 2, Е  нукталарнинг берилиши 
билан аншушнади.

Текисликдаги бир проектив координаталар системасидан иккинчи 
проектив координаталарга утиш формуласи куриниш жи^атдан (1) фор- 
муладан фарц цилмайди. Даци^атан, х, бир жинсли координаталар- 
дан х\ проектив координаталарга утиш (1) форму ладан x t ларни топиб, xt 
бир жинсли координаталардан х\ проектив координаталарга утиш 
формуласи

Xl == a il X l a i2 Х2 "Ь  а 13 Х3

га ^уйсак, у ^олда х\ проектив координаталардан х\ координаталар
га утиш формуласига эга буламиз. Бу формула таш^и куриниши жи- 
^атидан (1) дан фарк; ^илмайди.

Турри чизивдаги проектив алмаштириш ушбу формула билан бе- 
рилади:

x \ = a n x i + a l2x2, (3)

Х2 =  а21 Х1 ”1“ а 22 Х2

Проектов алмаштиришнинг (1) формуласини символик равишда 
цуйидагича ёзамиз:

Х ' = А Х ,  Л = И 1 | .  (4)

Текисликдаги проектив алмаштиришга тескари алмаштириш хам 
проектив алмаштириш булиши равшан. Кетма-кет бажарнлган иккита 
проектив алмаштиришнинг купайтмаси яна проектив алмаштириш бу
лади. К,искача к;илиб айтганда, проектив алмаштиришлар групиани 
ташкил цилади. Проектив алмаштиришда текислик текисликка, турри 
чизи^ турри чизивда утади.

Текисликда шундай проектив алмаштиришлар ^ам борки, улар:
а) нук,тани нуктага, турри чизикни турри чизивда утказади. Бун- 

дай алмаштиришлар коллинеация дейилади;



б) нуцтани турри чизицца, турри чизицни нуцтага утказади. Бун
дай алмаштиришлар корреляция  дейилади.

Текисликдаги коллинеациялар туплами группани ташкил килади. 
Лекин корреляциялар туплами группа ташкил цилмайди, чунки икки 
корреляция купайтмаси корреляция булмайди (фазода корреляция: 
нуцта ■<— »- текислик).

34- §. Проектив алмаштиришга мисоллар

1. Гомология. Проектив текисликда бирор s турри чизицнинг ^ар 
бир нуцтасини уз-узига утказувчи коллинеация берилган булсин. Бун
дай коллинеация гомология, бу турри чизиц эса гомология уци  дейи
лади.

Гомологияни ва унинг хоссаларини урганиш учун аналитик усул- 
дан фойдаланамиз. Бунинг учун проектив координаталар системасини 
шундай танлаб олайликки, А ь А 2 нуцталар s турри чизицда ётсин, у 
^олда s турри чизиц тенгламаси: х3 — 0.

(1) проектив алмаштириш /4 ^ 1 :0  : 0) ва Л2(0 : 1 : 0) нуцталарни 
мос равишда А[(а'п : а21: а31), А'2 (а '2 : а 22: а'32) нуцталар га утказади. 
Таърифга кура s тугри чизицнинг барча нуцталари цузгалмас нуцта
лар, шунинг учун А х =  А[, А 2 =  А 2, бундан:

й21 “  Яд 1 “  0, =* а32 — 0. (5)
Проектив алмаштириш Е 3 ( 1 : 1 : 0)  нуцтани, (5) ни эътиборга ол

сак, Е з (аи : а 22:0 ) нуцтага утказади. Таърифга кура Е3 =  бундан

ап  “  а 22-
Топилган коэффициентларни 33-§даги  (1) га цуйиб, ушбу форму- 

лага эга буламиз:
ATj == j -f- flj3 Х3,

* 2 “  а П  *2  +  °23*3»  ( 6 )
х3 =* а33 хъ.

Б у гомология формуласидир. Энди гомологиянинг s турри чизиц
да ётмайдиган бошца цузгалмас нуцтаси мавжуд булиш-булмаслигини 
текширайлик. Бундай нуцта 0 (xt : х2 : х3) мавжуд булсин, у ^олда бу 
нуцта учун

х[ =  Ххь  х2 — %х2, х3 =  Хх3

тенгликлар бажарилади. Бу цийматларни (6) тенгламага цуйиб, ушбу 
тенгламалар системасини ^осил циламиз:

(Я>.— йц)х! й1аХ3 — 0,
(К — аи )х 2 — а 2ах3 =  0, (7)

(А, я 33)лг3 =  0 .
К,узгалмас О нуцта s турри ‘ чизицда ётмайди, шунинг учун х 3 Ф 0, 

бундан К =  а33. X ф  ап  булса, цолган икки тенгликдан
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х, : хп —
X —  а ,

К—а,

ни ^осил киламиз. Шундай ^илиб, X Ф  0 холда гомология s у щ а  
ётмайдиган фа^ат битта лузгал мае 0(а13 : a 2a: X ~  а и) ну^тага эга 
булади ва бу ну^та гомология маркази  дейилади. Агар X — ап  бул
са, гомологиянинг яамма цузгалмас нуцталари гомология уцида ётади.

Гомология куйидаги турларга булинади:
1) Гомология маркази гомология у^ида ётмаса (X ф  ап ), бундай 

гомология гиперболик гомология дейилади.
2) О ну^та s ук>да ётса ( X =  а п ), бу ^олдаги гомология п а р а 

болик гомология дейилади.
Гомология маркази О нук,та, s у^ ва s ук;да ётмайдиган бир жуфт А, 

А'  нук,талар берилса (О, А, А! нуцталар коллинеар), гомология бир 
цийматли аниклаиади.

2. Инволюция.
Т а ъ р и ф .  Тугри чизиедаги ноайнан ихтиёрий проектив алмашти

риш узининг тескари алмаштириши билан бир хил булса (фар^ ^ил- 
маса), бундай алмаштириш инволюцион алмаштириш  ёки инволюция 
дейилади.

Тугри чиз!щдаги проектив /  алмаштириш
х[ — ах1 +  Ьх2, (8)
х'2 =  сх2 +  dx2

формула билан берилган булсин. Таърифга кура /  =  / _1 шарт бажари
лиши керак, яъни f • f_1 =  е айнан алмаштириш булиши керак. (8) алмаш
тиришнинг матрицасини А а b 

с d билан белгилайлик. Алмаштириш

айний алмаштириш булиши учун
а =  d, b — с =  0

шарт башарилиши керак.
Проектив алмаштиришни купайтиришда уларнинг 

купайтириш лозим:
матрицаларини

А . А
a b  II Iа b
е й ! ' ] с d —

а 2 - f  be ab  +  bd 
cb +  d2ac +  dc

Алмаштиришлар купайтмаси айнан алмаштириш булиши учун ^осил 
^илинган кейинги матрицанинг бош диагоналида турган элементлар 
бир-бирига тенг булиши, долган элементлар эса нолга тенг булиши 
керак, яъни:

b (а ■}- d) =  О, 
с (a +  d) = 0 ,

(а — d) (а +  d) =  0.
Агар а  +  d  Ф  0 булса, b =  с — 0, a =  d  булиб, айнан алмашти- 

ришга эга буламиз.
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a +  d — 0 булганда инволюцион алмаштиришга эга буламиз. 
Шундай цилиб, инволюция ушбу формула билан ифодаланади:

хг' =  ахх +  вх2 ,
х 2 =  сх1 — ах%. (9)

Энди биз инволюциянинг цузгалмас нуцталарини топайлик. Бунинг 
учун

х j =  рх j , х% “  рх2
шарт бажарилиши керак. Бу цийматларни (9) формулага цуйиб, ушбу 
бир жинсли тенгламалар системасига эга буламиз:

(р — а) хг — Ьх2 =  О,
— схг +  (р +  а) х 2 — 0.

Бу тенгламалар системаси нолдан фарцли ечимга эга булиши учув

шарт бажарилиши керак, бундан:
р2 _  а2 —Ьс =  О, 
р =  ±  ] / а 2 +  Ьс.

Инволюциянинг куйидаги турлари мавжуд:
1) а? +  Ь с <  0 з^олда инволюция цузгалмас нуцтага эга булмайди. 

Бундай инволюция эллиптик инволюция дейилади;
2) а 2 +  йс >  0 ^олда инволюция иккита цузгалмас нуцтага эга 

булади. Бундай инволюция гиперболик инволюция дейилади;
3) а 8 +  Ьс =  0 ^олда инволюция битта цузгалмас нуцтага эга була

ди. Бу инволюцияни параболик инволюция дейилади.

35- §. Текисликда дуаллик (икки тарафламалик) принципи

Проектив геометриянинг асосий факторларидан бири булган дуал
лик принципига тухталиб утамиз. Текисликда тегишлилик аксиомалари 
ифодаланишига узгариш киритиб, эндиликда тегишли (ётади, царашли) 
термини урнига «инцидент» терминини ишлатамиз.

Ij. Иккита А, В  нуцта учун уларнинг хар бирига инцидент булгав 
тугри чизиц мавжуд.

П 2. Иккита а, Ь тугри чизиц учун уларнинг х,ар бирига инцидент 
булган нуцта мавжуд.

Бу аксиомаларда «нуцта» сУзини «тугри чизиц» сузи билан, «тугри 
чизиц» сузини эса «нуцта» сузи билан алмаштирсак, Ij аксиомадан 12, 
12 аксиомадан эса Ij аксиомани з^осил циламиз. Демак, 1х, 12 акси
омалар узаро муносиб  жумлалардир.

Проектив текисликдаги иккилик принципи цуйидагидан иборат: Агар 
проектив текислик элементлари — нуцта ва тугри чизицларнинг (бог- 
ланишлиги) инцидентлиги терминида ифода этилган бирор жумла урин
ли булса, у ^олда «нуцта» сузи урнида «тугри чизиц» сузи ишлатил- 
ган ва аксинча, «тугри чизиц» сузи урнида «нуцта» сузи ишлагилган 
бошца жумла (биринчи жумлага муносиб) ^ам уринли булади. Иккилик
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принципи буйича бир-бирига мос келувчи жумлаларнинр бирини исбог- 
лаш етарлидир.

Т а ъ р и ф .  Бир тугри чизицда ётмайдиган учта нуцта ва ^ар икки 
нуцта орцали утадиган учта тугри чизицдан иборат фигура уч учлик  
(трёхвершинник) деб аталади.

Бу учта нуцта уч учликнинг учлари, учта тугри чизиц эса унинг 
томонлари дейилади.

Дезарг теоремалари. 1. Агар ABC  ва А'В'С' дан иборат ик
кита уч учликнинг мос учларини бирлаштирувчи Tf гри чизицлар бирор 
•S нуцтадан утса, у цолда бу уч учликлар мос томонларининг кесиш
ган учта нуцтаси битта тугри чизицда ётади.

И с б о т .  Уч учликнинг мос учларини бирлаштирувчи тугри чизиц
лар S нуцтадан утсин (59-чизма), ВС  ва В'С', АС  ва А'С', АВ  ва 
А ’В ’ томонлари эса мос равишда Р, Q, R нуцталарда кесишсин. Бир 
тугри чизицда ётгани учун S, А, А' нуцталар цам, S, В, В 1 нуцталар 
;^ам, S, С, С' нуцталар х;ам коллинеар булади, 31-§ даги (10) фор- 
мулага кура цуйидагиларни ёза оламиз:

Р  нуцта ВС  ва В' С' тугри чизицларда ётади, демак, Р =  ВС  П В' С'; 
худдй шунга ухшаш Q — АС  П А' С', R  =  А В  П А' В'. (2) дан 
Р  +  Q +  R — 0 тенгликни хосил циламиз. Бу эса Р, Q., R  нуцталар
нинг коллинеарлигини билдиради, демак, улар битта тугри чизицда 
ётади.

2. Агар ABC, А ’ В' С' уч учликларнинг мос томонлари кесишган 
учта нуцта бир тугри чизицда ётса, у ^олда уч учликларнинг мос уч
ларини бирлаштирувчи учта тугри чизиц бир нуцтадан утади.

Дезаргнинг 2- теоремасини 1- теоремасидан иккилик принцииига суя- 
ниб ^осил цилиш мумкин.

Дезарг теоремасида айтилган 5  нуцтани A BC  ва А' В' С' уч уч
ликларнинг перспектив маркази, s тугри чизицни эса перспектив уци 
дейилади. Буларни эътиборга олиб, Дезарг теоремасини цуйидагича 
ифодалаш мумкин.

Теорема. Иккита уч учлик перспектив марказга эга булиши учун 
улар перспектив уцца эга булиши зарур ва етарлидир.

36- §. Туртта нуцтанинг мураккаб (цуш, ангармоник) нисбати

1. Проектив тугри чизицда проектив координаталар системаси ва 
белгили тартибда берилган туртта А, В, С, D  нуцтани олайлик. Бу 
нуцталар проектив координаталар системасига нисбатан А {х{. x ^ t 
В (у{. у 2), С (гх: г 2), D  (t{- t 2) координаталарга эга дейлик.

S =  X А +  %' А',  
S  =  В +  [х' В', 
S  =  v C  +  v' С', (1)

бундан:
| i f i _ v C  =  v ' C '  —  р ' В '  = Р ,
v C  — K A  =  X ' A ' — v ' C '  =  Q, 
X A  —  i x B  =  i i ' B '  —  l ' A '  = t f .

(2)



Туртта А, В, С, D  ну^танинг 
мураккаб нисбати деб

Xi Х2 ' У\ У2

(ABCD) я

к  / ,  * г х z2
сонга айтилади. К,ис^ача

59- чизма

бу ерда (ху)  белги, X ,  У  нукталарнинг координаталаридан тузилган 
иккинчи тартибли детерминантлар. 31-§даги  (9) ва (10) формулалари и 
эътиборга олиб, С, D  ну^таларни А, В нукталарнинг чизикли ком- 
бинацияси куринишида ёзиш мумкин:

С =* А  +  К В,
D  — А  (л В

ёки параметрик формада:
z± — Xi к  t/i, — х х ~
Z2 ' Х2 к  У%1 ^2 ~  Х% “Н [Л У а*

Бу ифодаларни мураккаб нисбат формуласига цуйиб топамиз!

1-теорема. Туртта нук;танинг мураккаб нисбати проектив коорди
наталар системасини танлаб олишга богли^ эмас.

И с бот .  Координаталарнинг эски системасидан янги системасига 
^тиш

Шундай [^илиб, С, D  нукталарнинг эски координаталари А, В нук
таларнинг эски координаталари ор^али ^андай формула ёрдамида 
ифодаланган булса, С, D  нукталарнинг янги координаталари ^ам А,  
В  ру^тапииг янги координаталари ор.^али шундай формула билан ифо
даланади.

Демак. А, В, С, D  нукталарнинг янги координаталаридаги мурак- 
%каб нисбати з а м -----га тенг булади.

X
(ABCD)

х' — А х (4)



2 -теорема. Туртта ну^танинг мураккаб нисбати проектив алмашти- 
ришда узгармайди.

Бу проектив алмаштириш А, В, С, D  ну^таларни А', В', С', D' 
ну^таларга утказса, у ^олда

(.ABCD) =  (A'B'C'D') (5)
деган маънони билдиради.

Бу теореманинг исботи олдинги теореманинг исботидан расмий ра
вишда фар^ ^илмайди.

3- теорема. Марказий проекциялашда туртта ну^танинг мураккаб 
нисбати узгармайди.

И с б о т .  Проектив текисликда иккита тугри чизиь; ва бу турри чи- 
зи^ларда ётмайдиган S ну к, та берилган булсин. Биринчи турри чи- 
зикдан ихтиёрий туртта А, В, С , D  нуктани олиб, уларни 5  ну^та 
билан туташтирамиз, ^осил булган тугри чизиклар иккинчи турри чи- 
зицни мос равишда A v  В ъ Cv  D t нукталарда кесади. Бу ну^таларни 
А, В, С, D  нукталарнинг иккинчи турри чизикдаги марказий проек
цияси дейилади (60-чизма).

Биринчи тугри чизик; игхг +  и2х2 +  щхэ — 0 тенглама билан берил
ган булсин. Координат А 1А1А3_ учбурчакда A a =  S булиб, A v А 2 
ну^талар иккинчи турри чизикда ётсин, у ^олда бу турри чизиц тенг
ламаси х3 =  0 куринишда булади.

Ху ==Xi1 X^ “  Х2, Х3 ~  й-уХ} "р  b\X% -f- ^ i -^з

формула билан берилган проектив алмаштириш 5  ну^та орцали утув
чи чизщларни узгартирмайди, и ^  +  и2х2 и3х3 =  0 турри чизикда

ётувчи туртта А, В, С, D нуктани 
мос равишда х3 =  0 турри чизикда 
ётувчи (уларнинг проекциялари) А и  
B lt А 2, D x иуцталарга утказадн.

Проектив алмаштиришда туртта 
ну^танинг мураккаб нисбати узгар- 
маслиги учун:

(ABCD) =  (A1 B1A 2 D^.
Текисликда ётиб, S ну^та ор^а- 

ли утувчи туртта а, 6, с, d  турри 
чизи^нинг мураккаб нисбати деб бу 
туртта турри чизи^ни ихтиёрий 

ч т щ  билан кесганда ^осил булган А, В, С, D  нукталарнинг мурак
каб нисбатига айтилади:

( a b e d )  = (Л  B C D ) .  (6)
Марказий проекциялашда туртта нуцтанинг мураккаб нисбати уз- 

гармаганлиги сабабли туртта турри чизицнинг мураккаб нисбати кесув
чи чизи^ вазиятига борлик; бул^айди.

4- теорема. Туртта ну^танинг мураккаб нисбати содда нисбатлар 
ор^али ушбу формула билан ифода ^илинади:

(А В С D ) =  - iABCL  
(ABD) *

j s M 3

в ¥  X

h  L

г
f t

’ а V  й

60- чизма

(7)



И с б о т .  Кенгайтирилган евклид турри чизиридэ бир жинсли декарт  
координаталарнинг R  =  {Aio° А ХЕ \  системаси ва туртта хос А, В, С, 
D  нуцталар берилган булсин. Бу нуцталар ^.реперга нисбатан А (х:1),

X
В {у : 1), С ( z : 1), D  ( t : 1) (х — — -  , . . . )  координаталарга эга була- 

ди. ' Бу  нуцталарнинг мураккаб нисбати (1) формулага кура:

(.ABCD ) =  {X~ - Z) (8)
(x — t) (y — z) <8>

Бир жинсли булмаган декарт координаталар системасига нисбатан 
А (х), В (у), С (z), D  (t) координаталарга эга булсин.

{ABC) =  Х, I C  =  k C B ,  1 =  Z~ X-  ;
У — 2

(.ABD) =  u, A D =  W B ,  ц =
y — t

(ABC)  _  (г  — х )  (y — t) _  (х — г)  (y  — t)
(ABD) (t —  x } ( у — г)  (х  — 1) ( у  — г)

Агар А, В, С нуцталар хос нуцталар булиб, D x  ( t : 0) хосмао 
нуцта булса, у ^олда

(.A BCDK) =  =  - ^ 7  =  ~  (ABC).

Шундай цилиб, кенгайтирилган евклид турри чизигидаги туртта 
нуцтадан биринчи учтаси хос нуцталар булиб, туртинчи нуцтаси хос
мас нуцта булса, туртта нуцтанинг мураккаб нисбати биринчи учта 
нуцта оддий нисбатининг тескари ишораси билан олинганига тенг.

2. Мураккаб нисбат хоссалари. Бир тугри чизицда ётувчи туртта 
нуцтанинг мураккаб нисбати цуйидаги хоссаларга эга.

1. Мураккаб нисбатдаги нуцталарнинг биринчи ва иккинчи жуфт- 
ларининг уринларини алмаштирсак, мураккаб нисбат циймати узгар- 
майди:

v =  (ABCD) =  (С DAB).
Дацицатан ^ам,

(CDAB) =  =  (A BCD).
'  (СВ) (DA) (AD) (ВС)

2. Мураккаб нисбатда жуфтларнинг биридаги нуцталарнинг урин
ларини алмаштирсак, мураккаб нисбат циймати тескарисига алмаша- 
Ди:

СABDC) =  = ----- ------ = -------------  =  —
(ABC) (ABC) (A B C D )  v *

(ABD)

3. (ABCD) =  (CDAB) =  (BADC) =  {DCBA).
Бу хосса 1-ва 2-хоссалар натижасидир.
4. (AC BD) =  1 — v.
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5. (A D  ВС) =  1 ----- -
V

6. (AD СВ) =  • 
v — 1

3 — 6 хоссаларни координаталар методидан фойдаланиб исботлаш 
цулай.

37- §. Нуцталарнинг гармоник туртлиги.
(улик турт учлик

Т а ъ р и ф .  Агар туртта А, В, С, D  нуцтанинг мураккаб нисбати 
(ABCD ) — — 1 булса, А, В, С, D  нуцталарни гармоник жойлашган 
дейилади. >

Нуцталарнинг гармоник туртлиги проектив геометрияда му^им роль 
уйнайди ва ажойиб хосеаларга эга.

1. С, D ~ A ,  В = > А ,  В - ^ С ,  D.

Бу хосса таърифдан бевосита келиб чицади.
2. Агар А, В, С, D  гармоник нуцталар булса, нуцталар жуфт- 

ларининг уринларини алмаштирсак ва ^ар бир жуфтдаги нуцталар
нинг уринларини ^ам алмаштирсак, гармоник туртликнинг мураккаб 
нисбати узгармайди.

Бу хоссадан, агар (A B C D ) =  — 1 булса, (ВA CD) =  (АВ DC) =  
=  (CDAB) — (DC А В) =  (CD В А) =  (DC В А) =  — 1 муносабатлар келиб 
чицади.

Т а ъ р и ф .  Дар учтаси бир тугри чизицда ётмайдиган туртта Р, Q, 
R, S нуцталар ва бу нуцталарнинг >*'Ф иккитаси орцали утувчи ол- 
тита тугри чизицдан иборат фигура тулиц т урт  учлик  деб аталади.

Нуцталар туртучликнинг учлари, бу нуцталарни бирлаштирувчи 
тугри чизицлар унинг томонлари дейилади (61- чизма).

Тулиц турт учликнинг R P  ва 
QS, P S  ва RQ, R S  ва PQ  царама- 
царши томонлари мос равишда А, В, 
Т  нуцталарда кесишади, бу нуц
таларни турт учликнинг диагонал 
нуцталари, уларни бирлаштирувчи 
АТ, Т В  ва А В  тугри чизицлар эса 
диагоналлари дейилади. Учинчи ди
агонал нуцта Т  дан утувчи PQ  ва 
R S  томонларнинг АВ  диагонал би
лан кесишган нуцталарини С, D  деб 
олайлик. Биз
=  -  1 (1)

61- чизма

(ABCD)  =  
эканлигини исбот циламиз.

R  нуцтани марказ цилиб Л, В, С, D нуцталарни PQ тугри чизиц
ца проекдиялаб, ушбу муносабатга эга буламиз:

(.ABCD) =  (QPTD). (2)
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S  нуктани марказ цилиб Q, Р, Т, D  ну^таларни АВ  турри чизивда 
проекциялаб, куйидагини з^осил ^иламиз:

(QPTD) =  (BACD). (3)

(2) ва (3) ларни эътиборга олиб,
(ABCD) =  (BACD)

(ABCD ) =  1 тенглик юз бериши мумкин эмас, чунки бу холда С, 
D  ну^талар устма-уст тушади, демак, ТС  ва TD  турри чизи^лар ^ам 
устма- уст тушади. Бу эса Р, Q, R, S  ну^талар бир турри чизикда 
ётади, деган натижага келтиради, бу шартга зиддир. Шунинг учун:

Шундай ^илиб, цуйидагича теоремани исботладик.
Теорема. 1) Тулиц турт учликнинг хар бир диагоналида биринчи 

жуфти диагонал ну^талардан, иккинчи жуфти эса учинчи диагонал 
нуктадан утувчи ^арама- ь^арши томонларнинг бу диагонал билан ке- 
сишишидан ^осил булган нукталарнинг гармоник туртлиги мавжуд.

2) Тули!^ турт учликнинг J âp бир томонида биринчи жуфти турт 
учликнинг учларидан, иккинчи жуфти диагонал нук;та ва бу томон 
билан долган иккита диагонал ну^таларидан утувчи турри чизи^нинг 
кесишишидан хосил булган нукталарнинг гармоник туртлиги мавжуд.

Агар D ^  чексиз узо^ нуктани билдирса,

Демак, С ну^та АВ  кесманинг урта нуцтаси булади.
М а с а л а .  Берилган учта А, В, С ну^тага гармоник туртинчи D  

нуктани ясанг.

(ABCD) =  — 1,
(2) =*► (QPTD) =  — 1.

(A B C D J  =  -  (ABC), -  - g -  =  -  1;

AC  =  ВС.

Е ч и ш .  А, В — диагонал ну^та- 
лари, АВ  — диагонал тугри чизиии 
булган тули^ турт учликни ясайлик. 
Бунинг учун А ну^та ор^али ихти
ёрий иккита турри чизщ, С ну^та 
ор^али эса битта тугри чизик утка
замиз (62-чизма). Бу турри чизшу

т

ларнинг кесишган нуцталарини X , -г?
А/ ЛтЛТТОТТ ТТГ'ТТ пп ХХЪГТХГЬ \Г ТТОГЧ ФЛТПТТТ/ •*У  билан белгилаймиз, улар тулик; 
турт учликнинг учлари булади. Шун- 62- чизма
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га ухшаш турт учликнинг долган учлари — 2, Т  нуцталарни то
памиз. TZ  тугри чизик, билан АВ  тугри чизицнинг кесишиш нуцтаси 
изланган D  нуцта булади.

38-§ . Проектив текисликдаги иккинчи тартибли чизицлар

1. Проектив координаталари
а п х\ Л -а г г х\ +  аг з х\  +  2 а12хх х2 - f  2 а 13 х хх3 +  2 а23х2х3 =  0 (1)

тенгламани цаноатлантирувчи барча нуцталар туплами иккинчи тар
тибли эгри чизиц ёки квадрика дейилади ва К  билан белгиланади. 
Юцоридаги тенгламанинг чап томони узгарувчиларга нисбатан бир жинс
ли купхаддир. Унинг даражаси (1) тенглама билан берилган алгеб
раик чизицнинг тартибини белгилайди.

Биз иккинчи тартибли .^ациций чизицларни урганиш билан чекла- 
намиз. Шунинг учун умумийликни бузмасдан ац коэффидиентларни 
бир вацтда нолга тенг булмаган ^ациций сонлар деб ^исоблаймиз (аи =  
=  ап).

(1) тенгламанинг чап томони узгарувчиларга нисбатан квадратик 
формада, уни g  {х, х) =  g  (х) билан белгилаймиз:

з
g ( x ,  х) =  2  ац x t X j .  (2)

и - 1
Квадратик форманинг

G =  ||f ly | (3)
симметрик матрицаси булади, яъни G =  GT , бу ерда «7» матрицани 
транспонирлаш белгиси.

Агар (2) квадратик форма берилган булса, ундан цуйидаги бир 
чизицли формани аницлаш мумкин:

з
8  (х, У) =  2  aU xi У? (4)

/. /-1
Бу форма xv  х2, х а ва у 1У у г, у 3 узгарувчиларга нисбатан бир жин

сли ва чизицлидир. Шунинг учун .
g  {а +  X х, у) =  g  (а, у) +  X g  (х, у),
g ( x ,  Ь +  р. у) =  g (х, Ь) +  (л g  (х, у),

бу  ерда (av  а2, а3), (bv  b2, b3), (xv хг, х г) ва (ух, у2, у 3) лар мос 
равишда цисцача а, Ь, х, у  билан белгиланган. (2) ва (5) формулами 
эътиборга олиб, цуйидагини ёза оламиз:

g  (а +  X х) =  g  (а +  X х, а +  X х) — g  (а, а) +  2 X g  (а, х) +
- f  X^g (х, х). (6)

2. Иккинчи тартибли чизицнинг т^гри чизиц билан кесишищи. 
Иккита А (ах: а 2 : а3), В (Ьг : Ь2 : Ь3) нуцта орцали утувчи А В  тугрк

чизицнинг К  чизиц билан кесишган нуцтасини топайлик. АВ  тугри



чизикда ётувчи ихтиёрий X  (хх: х2 : х 3) ну^тани олайлик. АВ  турри 
чизи^нинг параметрик тенгламасини

Xi =  к bt (7)
куринишда ёзиш мумкин. к  сон X  нук;танинг турри чизикдаги вазия- 
тини аницлайди. к  нинг ^ийматини шундай танлаб олайликки, X  ну^- 
та К  чизикда ётсин. Бунинг учун xt ларнинг кийыатларини К  чизи^ 
тенгламасига ^уямиз:

g (щ -f- к bt) =  0.
Бундан (6) формулага асосан:

g  (а, а) +  2 к  g  (a, b) +  k 2 g  (b, Ь) =  0. (8)
Шундай к;илиб, иккинчи тартибли чизи^ билан тугри чизи^нинг кеси
шиш масаласи к  га нисбатан квадрат тенгламани ечиш масаласига 
келтирилади. Тенглама коэффициентлари ха кики и сонлардан иборат, 
демак, иккита ^ар хил (хаки^ий ёки мав^ум) цушма ёки каррали ил- 
дизларга эга булади. g  (а) =  g  (b) — g  (а, Ь) =  0 шартда тугри чизикг 
нинг ихтиёрий нуцтаси К  чизи ^а тегишли булади, демак, турри чи- 
зи^ К  да ётади.

Шундай ^илиб, иккинчи тартибли чизик; билан унда ётмаган тугри 
чгоир* иккита дакикдщ ну^тада ёки иккита мав^ум к;ушма иккита нук,- 
тада, ёки устма-уст тушадиган ^акикий ну^таларда кесишади.

3. Иккинчи тартибли чизи^нинг уринмаси.
Агар {А В) тугри чизикнинг иккинчи тартибли чизщ  билан кесиш- 

ган ну^талари устма-уст тушса, АВ  т\'гри чизиц иккинчи тартибли 
чизикнинг уринмаси деб айтилади. К  чизикнинг ихтиёрий А(аг : а2 : а3) 
ну^тасига утказилган уринма тенгламасини тузайлик. А  нук;та ор^али 
утган кесувчида ихтиёрий X  ф  А  ну^тани олайлик, у ^олда А Х  тур
ри чизщнинг параметрик тенгламаси:

y t =  al +  k x i (i =  1, 2, 3),
(АХ) тугри чизицнияг К  билан кесишган ну^таларини топиш учун
(8) га ухшаган ушбу тенгламани ечиш керак:

g  (а) - f  2 к g  (а, х) +  к2 g  (х) =  0. (9)
Л ну^та К  чизикда ётади, демак, g  (а )  =  0. (9) тенглама ^уйидаги 
куринишни эгаллайди:

к [ 2 g  (а ,х )  +  к g  (х)] =  0. (10)
Бундан k t =  0, демак, А  ну^та ани^ланади. Иккинчи кесишиш 

ну^таси учун к  параметр

2 g  (а, х) + k g  (х) — 0 (11)

тенгламани ^аноатлантириши керак. Иккинчи кесишиш нук,таси А нуц- 
та билан устма-уст тушиши учун (11) тенглама Х3 =  0 ечимга эга бу
лиши керак. Бу шарт фа^ат

3
g(a, х) =  ^  atJ aj x t =  0 (12)

h
тенглик бажарилганда уринли булади.



Бу тенглама иккинчи тартибли чизицнинг А  нуцтасига утказилган 
уринма тенгламасидир.

39- §. Цутб ва поляра

Иккинчи тартибли чизицларнинг хоссаларинн урганишда цутб ва 
поляра тушунчалари му^им а^амиятга эга.

Аввало биз иккинчи тартибли чизицца нисбатан иккита нуцтанинг 
цовушганлик тушунчасини киритайлик.

(АВ) тугри чизиц К  чизицни иккита X ,  У  нуцтада кессин. X ,  У  
нуцталарнинг координаталари А, В  нуцталарнинг координаталари ор
цали чизицли ифодаланади:

X i ^ c t i  +  71 Ь„
y i =  ai +  X2 bl. ^

1 - т а ъ р и ф .  Агар (АВХУ)  = — 1 булса, у^олда А, В  нуцталар ик
кинчи тартибли К  чизицца нисбатан гармоник цушма (цовушган) нуц- 
талар деб айтилади.

36-§, 1-п. (3) формулага к^ра

(АВХУ)  =  =  — 1,Ад
бундан:

Aj +  А2 =  0. (2)
X , У  нуцталар К  чизицда ётади, шунинг учун tk 1 ва Аа сонларни

g  (b) X* +  2 X g  (a, b) +  g  (а) — 0
квадрат тенгламанинг илдизлари деб олиш мумкин. Квадрат тенгла
ма илдизлари йириндиси нолга тенг. Виет теоремасига кура:

g  (а, Ь) =  0. (3)
Ш ундай цилиб, А, В  нуцталар К  чизицца нисбатан цушма були

ши учун (3) шартнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. Агар А  нуц
та К  да ётса, бу нуцта К  чизицца нисбатан уз- узига цушма булади.

2- т а ъ р и ф. Иккинчи тартибли чизицца нисбатан А  нуцтага (ёки 
В  нуцтага) цушма булган барча нуцталарнинг геометрик урнини А  
нуцтанинг (ёки В  нуцтанинг) К  чизицца нисбатан поляраси дейила
ди. А  нуцтани эса поляранинг К  чизицца нисбатан цутби  дейилади.

Ихтиёрий X  (x y x 2:xs) нуцта А (а{.а^.аь) нуцтанинг полярасида ёти- 
ши учун

з
8  (а > *) “  2  aU а1 Х1 =  0 (4)

1 /= 1

цушмалик шарти уринли булиши керак. Бу тенглама А нуцтанинг К  
чизицца нисбатан поляра тенгламасидир.

Кутб ва поляра цуйидаги хоссаларга эга.
1. Текисликдаги ихтиёрий нуцтанинг К  чизицца нисбатан поляра

си тугри чизицдир.
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i , 1
куринишда белгиласак, поляра тенг
ламасини

~}{щщатан >̂ ам, (4) тенглама x v  
Х2 , x.j узгарувчиларга нисбатан бирин- 
чи даражали бир жинсли. Шу са- 
бабли А ну^танинг поляраси турри 
чизикдан иборат.

(4) поляра тенгламасининг коэф
фициент ларини

3

63- чизма

Р 1х1 +  Р 2Х2 +  Р3х 3 = 0 (6)
каби ёзиш мумкин. Агар иоляра тенгламаси берилса, (5) тенглама
лар системасини а} ларга нисбатан ечиб, 1̂ утб ну^та А нинг коорди- 
наталарини топамиз.

2. Агар А ну^танинг поляраси В  нуктадан утса, В ну^танинг пол
яраси А нуктадан утади (63- чизма).

Дани^атан з^ам, А нуктанинг поляраси

ёзишимиз мумкин, яъни В  нуктанинг поляраси А  нуктадан утади.
1 - натижа. Агар нуцта тугри чизик; буйлаб ^аракат к;илса, бу ну^- 

танинг поляраси хамма вакт турри чизикнинг щггбидан утади. Аксин- 
ча, агар бирор тугри чизи^ берилган нуктадан утиб, шу ну^та атро
фида айлянса, у холда тугри чизикнинг ^утби берилган нуктанинг 
поляраси устида х^ракатланади.

Т а ъ р и ф. Иккита тугри чизикдан бири иккинчисининг кутбидан, 
иккинчиси биринчисининг кутбидан утса, у х^олда бундай тугри чизи^- 
лар ^утбий цушма чизщлар  деб аталади.

М а с а л а .  Овал типидаги иккинчи тартибли чизик; К  ва P i K  
нукта берилган булсин. Берилган нуктанинг полярасини ясанг.

Е ч и ш.  Р  нук>та оркали К  чизи^ни икки ну^тада кесувчи иккита 
тугри чизик  ̂ утказамиз, кесишган А, В, С, D  нуцталар К  чт щ ца  ички 
чизилган тулик; турт учликнинг учлари, Р  ва R  ну^талар диагонал 
ну ̂ талари булади (64-чизма).

2  aU ai xi =  О

тенгламага эга.
Агар А  нуктанинг поляраси В  нуктадан утса,

2  a ij a . jb i  — 0  

булади, atj  — ад  ни эътиборга олиб,

S  аП bi а‘ =  О
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Тулиц турт учликнинр гармоник 
хоссаларига асосан (PN A B ) =  — 1, 
(PTCD) — — 1. Демак, N, Т  нуц
талар Р  нуцтанинг полярасида, яъ
ни N T  TyFpH чизицда ётади.

40- §. Иккинчи тартибли чизицлар 
классификациям

Т а ъ р и ф .  Агар уч учликнинг 
хар бир учи, иккинчи тартибли чи- 

64- чизма зицца нисбатан, царшисида ётган
томонининг цутби булса, бундай уч 

учлик автополяр уч учлик дейилади. ABC  таърифга кура, автополяр 
учбурчакдир (63- чизма).

Текисликда иккинчи тартибли чизиц

S  aij *iXj — О
I. ;=i

(1)

тенглама билан берилган булсин. Агар А г А г А 3 координат учбурчак 
чизицца нисбатан автополяр булса, А ь ( 1:0:0), Аг (0:1:0), Л 3(0:0:1) 
нуцталар узаро цушма булади. Бу нуцталарнинг цушмалик шартлари- 
дан фойдаланиб, а п , а13, aVi коэффициентларни нолга айлантирамиз:

*13 «23

(2)

(3)

«12 =  «1
У ^олда биринчи тенглама ушбу куринишга эга булади: 

ап  х\ +  а22 х\ +  a.J3 х\ =  0.

Бу тенгламанинг нолдан фарцли коэффициентларини

x1 =  ax'l , x 2 — fix', xs =  yx'3, а  р y =5̂  0

проектив алмаштириш ёрдамида ±  1 айлантириш мумкин (масалан,
1

«и ¥= 0, а —
У k u |

Шундай цилиб, проектив координаталар системасини ало^ида тан
лаб олиш билан иккинчи тартибли ихтиёрий чизиц тенгламасини цуйи
даги каноник куринишларнинг бирига келтириш мумкин:

1) х\ +  х\ +  х\ =  0 — ноль чизиц;

2) х\ +  х\ — х\  =  0 — овал чизиц;

3) х\ +  х\  =  0 — бир жуфт мавхум турри чизиц;

4) х\ — х\  =  0 — бир жуфт ^ациций турри чизиц;

5) х\  =  0 — устма- уст тушадиган бир жуфт турри чизиц.



41- §. Штейнер, Паскаль ва Брнаншон теоремалари

1, Штейнер теоремаси.
Текисликдаги бирорта S нуктадан утувчи барча тугри чизицлар 

тупламини тугри чизи^лар дастаси, S  ну^тани даста маркази дейила
ди.

Агар дастани бирор тугри чизик; билан кессак, у ^олда тугри чи
зик билан даста узаро перспектив жойлашган дейилади.

1- т а ъ р и ф. Агар иккита TVFpi; чизиц битта дастани кесса, у ^ол- 
да бу тугри чизи^лар перспектив mijFpu чизьщлар дейилади (60- чиз
ма).

Перспектив тугри чизи^ларнинг мос ну^таларйни бирлаштирувчи 
тугри чизи^лар битта нуктадан утади.

Марказлари S ,, 5 а ну^таларда булган иккита даста берилган бул
син.

2 - т а ъ р и ф .  Агар S i дастанинг ^ар бир турри чизигини S 2 даста- 
нинг унга мос тугри чизигига утказувчи проектив алмаштириш мав
жуд булса, у холда бу дасталарни проектив дасталар дейилади.

Агар иккита дастанинг мос тутри' чизиклари битта тугри чизикда 
кесишса, у ^олда бундай дасталар перспектив дасталар дейилади 
(65- чизма).

1-теорема. Перспектив булмаган иккита проектив дзета мос тугри , 
чизицларининг кесишган ну^талари туплами иккинчи тартибли (айни- 
майдиган) чизи^ни ташкил к,илади.

И с б о т .  Текисликда R  =  \А 1А 2А3Е} проектив координаталар сис
темаси ва марказлари A v А 2 ну^таларда булган иккита проектив даста 
берилган булсин (66- чизма).

ДаСталар проектив, шунинг учун А 1А 2 — тугри чизи^ ;уз-узига 
утмайди. Агар g 3 тугри чизи^ни А г дастага тегишли деб олсак, А 2 
дастадан ^андайдир тугри чизи^ унга мос келади, агар g 3 тугри 
чизицни А 2 дастага тегишли деб олсак, А 1 дастадан g 2 тугри чизи^ 
мос келади. Дастага тегишли g 1, g 2,-g„ тугри чизикуирдан ташкари, 
иккита мос щ , т 2 тугри чизикларнинг кесишган нуктасини Е  билан, 
8 i  П g -2 =  Ач билан белгилайлик. У ^олда 5  проектив алмаштиришда:

S (g8) =  g „  S (g,) =  g t , S (ntj) =  m,. (1)
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A t дастани g L турри чизиц билан, А 2 дастани g 2 'турри чизиц билан 
кесиб, даста чизицлари билан турри чизиц нуцталари орасида мос ра
вишда T V T 2 перспектив мосликларни цосил циламиз. Т  =  Т 2 ST~4 
проектив алмаштиришда (1) ни эътиборга олсак,

Т  (А2) =  A t , Т  (А3) =  A v  Т  (E J  =  Е 2 (2)

^осил булади, бу ерда E 1 = m 1 f) g v  Е 2 =  т 2 f| g 2. пА х дастанинг их
тиёрий турри ч и з и р и , п' =  S  (п) эса А 2 дастадаги унинг образи бул
син. N  =  п П п ,  iV! == /г П gi, N 2 =  11 П g 2, у ^олда Т  (N J  =  N 2. Про
ектив алмаштиришда туртта нуцтанинг мураккаб нисбати узгармайди:

(Л2Л 3£ 1^ 1) =  (Л3 Л1£ 2Я 2). (3)

Агар N  нуцта R  реперга нисбатан (х{.х2.х.) координаталарга эга 
булса, [А2А 3Е 1\ реперда эса (1:1), N 1 (x2:xs) координаталарга, 
\А 1 А а Е) реперда эса £ 3(1:1), N 2 (х2:х3) координаталарга эга булади.

( А И .В Д )  - т -  ( А Л Е 2М2) =х3 Х1
(3) ни эътиборга олиб,

Xg
—  =  —  ёки х ^ !  —  х§ =  0

тенгламага эга буламиз. N  нуцтанинг координаталари учун бир жинс
ли иккинчи даражали тенглама ^осил цилдик. Демак, N  нуцталар
нинг геометрик урни иккинчи тартибли чизицдан иборат.

2 -теорема (тескари теорема). Марказлари иккинчи тартибли чизиц
да ётувчи иккита дастанинг мос турри чизицлари уша иккинчи тартиб
ли чизицда кесишса, дасталар проективдир. (Теорема исботи [10] 212- 
бетда берилган.)

2. Паскаль теоремаси.
Текисликдаги ^ар учтаси бир турри чизицда ётмайдиган ва маъ

лум тартибда олинган олтита A v А 2, А 3, A,h А ъ, Лв нуцта (учлари) ва 
А ХА 2, Л 2Л3, Л3Л4, Л 4Л6, Л 5Лв, А вА1 турри чизицлардан (томонлари) ту- 
зилган фигура олти учлик дейилади (67-чизма).

А хА 2 билан Л4Л 5, Л2Л3 билан Л 5Л 6, Л3Л4 билан Л 6ЛХ турри чи
зицлар олти учликнинг царама-царши томонлари, А1 билан Л4, Л2 
билан Л5, Л3 билан Ав учлар царама-царши учлари дейилади.

I-теорема. Квадрикага ички чизилган олти учликнинг царама-цар
ши томонлари учта нуцтада кесишиб, бир турри чизицда ётади (бу 
турри чизиц ПаскалЬ турри чизит  дейилади).

И с б о т .  Олти учликнинг царама-царши томонларининг кесишган 
нуцталарини мос равишда Р, Q, R  билан белгилайлик. Олти учлик 
квадрикага ички чизилган. Штейнернинг 2 -теоремасига кура, марказ
лари А ь  Л„ нуцталарда булган дасталар проективдир. Лх марказли 
дастани Л4 А ъ тугри чизиц билан кесиб, A it Р, С, Л 5 нуцталарни ^о- 
ййЛ циламиз (68-чизма). Л3 марказли дастани А в А- турри чизиц би
лан кесиб, D, Q, А в, Л б нуцталарни досил циламиз. Проектив алмаш- 
гиришда: А л- + 0 ,  P - + Q ,  0 - > Л в, Л6- > Л 5 ва Л4Л„ т ^ р и  чизиц ,
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67- чизма 68- чизма

Л6Л„ турри чизшда алмашинади (Л4Л 5Л Л5Л в =  Л 6, яъни Л 5 ну^та уз- 
узига утади). Демак, А в А 5 ва Л4 Л 6 турри чизиклар перспективдир. 
Перспектив турри чизик;ларнинг мос ну^таларини бирлаштирувчи С А в, 
Л 4Д  PQ  турри чизиклар битта R  нуктадан утади.

Паскаль теоремасидан фойдаланиб, Папп исботлаган теоремани 
келтирамиз.

1-теорема. Иккита турри чизиг  ̂ берилган булиб, биринчи турри 
чизиеда A v  Л3, Л Б нукталар, иккинчи турри чизикда Л 2, Л4, Л 6 ну^талар 
ётсин. У ^олда А 1А 2 билан Л4Л 5, Л 2 Л3 билан Л5Лв, Л3Л4_ билан 
ЛвЛ 2 турри чизи^ларнинг кесишган нуцтаси бир турри чизикда ётади.

И с б о т. Квадрика иккита турри чизиеда ажратилган булсин. У 
холда биз айниган иккинчи тартибли чизикда ички чизилган олти уч- 
лик хакида гапиришимиз мумкин. Паскаль теоремасига асосан, кара- 
ма- ^арши томонларнинг кесишган ну^талари бир турри чизикда ёта
ди (69-чизма).

3. Брианшон теоремаси. Текисликда айнимайдиган квадрика берил
ган булсин.

Энди Паскаль теоремасига иккилик принципига кура мос келган 
Брианшон томонидан исбог килинган теоремани карайлик.

Паскаль теоремаси учун чизилган (70-чизма) олти учлик (олтито- 
монлик) ка эътибор берайлик; каралган квадрикага нисбатан иккилик 
принципини кулласак, олти учликнинг учлари квадрикага уринувчи 
т^Рри чизикка алмашинади. Натижада томонлари квадрикага уринади- 
ган ох'.., учликка эга буламиз. Бу фигуранинг ^ам олтита учи бор, 
шунинг учун «олти томонлик» терминини ишлатмасдан, олти учлик билан 
иш кураверамиз.

Шундай ^илиб, квадрикага ^улланилган дуаллик принципи ички чизил
ган олти учликни ташци чизилган олти учликка алмаштиради. Ич-

69- чизма 70- чизма
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:ки чизилган олти учликнинг карама- царши томонларининг кесишган 
P,R,Q  нукталари (68 - чизма) ташки чизилган олти учликнинг царама- 
1̂ арши учларини бирлаштирувчи Р, г, g  (70- чизма) турри чизицларга 
•аксланади. Паскаль турри чизиги эса р, г, g  тугри чизи^ларнинг ке
сишган ну к/га с и га аксланади.

Теорема. Айнимайдиган квадрикага ташки чизилган олтибурчак
нинг царама- царши учларини бирлаштирувчи тугри чизиклар бир нук;- 
тада кесишади. (Бу ну^та Брианшон нщтаси. дейилади.)

42-§. Аффин ва Евклид геометриясининг проектив схемаси
1. Проектив геометрия предмети.

, Феликс Клейн 1872 йили Германиянинг Эрланген нщридаги уни- 
верситетда укиган лекциясида геометрия программасини баён этади. 
Бу ирограммада турли хил геометрияларни алмаштиришлар группаси 
нуцтаи назаридан таърифлайди. Масалан, евклид геометриясини ^ара- 
кат группаси билан, аффин геометрияни аффин алмаштиришлар группаси 
билан, проектив геометрияни проектив алмаштириш группаси билан 
таърифлайди. Бирор дойра ёки ихтиёрий конус кесимини уз-узига 
утказувчи проектив алмаштиришлар группаси Лобачевский геометрия
сини ани^лайди.

ф . Клейн томонидан берилган т а ъ р и ф  билан танишиб чи^айлик:
Геометрия — алмаштиришларнинг бирор группасига нисбатан фигу

раларнинг инвариант хоссалари хакидаги фандир.
2. Проектив нук/гаи назардан ^аралган аффин геометрия ф . Клейн 

гоясига кура аффин, евклид ва ноевклидий геометриялар проектив 
алмаштиришлар группасининг кием группалари геометриясидан иборат 
булади.

Проектив текисликда ихтиёрий а  тугри чизщ  ва проектив алмаш
тиришлар группаси берилган булсин. а тугри чизикпи уз-узига ут
казувчи барча алмаштиришлар туплами проектив группанинг к;исм 
группасини ташкил цилади (а тугри чизик абсолют деб айтилади). Бу 
к;исм группа аффин алмаштиришлар группаси булади. ^ак,и^атан ^ам, 
А 1А2 А3 координат учбурчакнинг А г, А 2 учлари а тугри чизикда ётади 
деб олсак, а  тугри чизик^х, =  0 тенгламага эга булади. Проектив ал
маштириш а  тугри чизи^ни

^ 3  Х2 " Ь  ^ 3  -'“З ^  0

тенглама билан ани^ланган а'  тугри чизикда утказади, бу тугри чи- 
ви^лар устма- уст тушиши учун а3 — Ь'3 — 0 шарт бажарилиши керак.

Демак, кием группанинг ихтиёрий алмаштириши
х х — а[ х[ +  Ь{ х'г +  с[ х3, 
х 2 =  а'2 х[ +  Ь2 х2 +  с'2 х ’3, 
х3 — сз х3-

а{ Ь[ с[

а2 С2 
а3 Ь3 с3

ф 0  (1)

формула билан берилади.
Прсектив алмаштиришни евклид текислигида караш учун хя ф  0, 

х \ Ф  0 деб олиш етарлидир. (1) тенгламанинг унг томонини х3 ф  0 га, 
чап томонини с'3 х'3 га булиб ва
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белгилзб, (1) формулани ушбу куринишда ёзамиз:
х  — ах' +  by’ +  с, 

у  =  ахх ’ +  Ьху ’ +  сх. (2)

(2) формула евклид текислигидаги аффин алмаштиришларни ифодалай- 
ди.

Энди проектив Р 2 текисликда аффин геометрияга назар ташлайлик. 
Бунинг учун проектив текисликдаги хосмас турри чизицни алмаштири- 
шимиз керак. Бу текисликдаги цар бир турри чизиц бир хил ^уцуцца 
эга булгани учун текисликдаги ихтиёрий турри чизицни хосмас турри 
чизиц деб олишимиз мумкин. Юцорида олинган натижаларга кура ^ам- 
ма аффин тушунчаларни проектив геометрия терминлари орцали таъ- 
рифлашимиз мумкин:

1. Р 2\аоо  =  П аффин текислик.
2. Аффин алмаштиришлар группаси — Р 2\ а 0о текисликдаги аж тур

ри чизицни уз- узига утказувчи проектив алмаштиришнинг цисм груп
паси.

3. / билан /' тугри чизицлар кесишган Л» нуцта а^  абсолютга 
царашли булиб, бу турри чизицлар проектив текисликнинг иккита тур
ри ч и з и р и  булсин (71-чизма). У .^олда /\Лос ва / '\Д х ,  аффин текислик
даги иккита параллел турри чизицлар булади.

4. 72- чизмада AB C D  «параллелограмм» тасвирланган.
5. Агар А, В, С нуцталар аффин текисликдаги коллинеар нуцта

лар булса, у холда учта нуцтанинг (ЛВС) оддий нисбати ушбу фор
мула билан аницланади: \

— (ABC) =  (ABCDoo), 
бу ерда Doo нуцта абсолютда ётади.
(ABCDoo) =  1 шарт бажарилганда
С нуцта А В кесманинг урта нуц- ____________  у/ / и ________
таси булади (72-чизма). / \

6. Иккинчи тартибли овал чизиц /  \  
абсолют билан кесишмаса, ёки бит-
та умумий нуцтага эга булса, ёки У  V
иккита умумий нуцтага эга булса, у /  \
з^олда овал чизиц мос равишда эл- \
липе, парабола, гиперболадан иборат 71. чизма
конус кесимлари булади (73-чизма.)

72- чизма 73- чизма
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3. Проектив ну^таи назарДан евклид геометрияси.
Теорема. Евклид текислигидаги аффин алмаштиришлар ухшаш ал

маштириш булиши учун ихтиёрий бир жуфт перпендикуляр турри чи- 
.зикларнн яна перпендикуляр бир жуфт турри чизицларга утказиш за- 
рур ва етарлидир.

И с б о т .  Зарурий шартнинг уринли булиши равшан, етарли шарт- 
ни исботлайлик.

Маълумки, аффин алмаштириш

х' =  ах  +  by  +  с,
Ь' =  а±х +  Ь±у  +  сг

в  Г ,
ихтиёрий p i p v p i )  векторни р '(р \ ,р '^  векторга алмаштиради:

р\  =  а р х +  Ьр2 +  с,

Р2 =  a iPi +  Ь±Р% +  Ср
«г* *-* **»>

Иккита перпендикуляр т г ( 1, 0), т 2 (0, 1) вектор т \ (a; a t), т 2 (Ь; £,) 
векторларга алмаштирилади. Бу векторлар ^ам перпендикуляр булсин, 
яъни:

«г»
т[ m'2 — ab +  а хЬг — 0.

Энди бошка икки перпендикуляр т3 ( 1, 1 ) в а т 4( 1 , — 1) векторларни 
олайлик, уларнинг образлари т'3 (а +  Ь, а1 +  Ьг) ва т '  (а — Ь, аг — Ьх) 
координаталарга эга булади. Уларнинг скаляр купайтмаси:

• >  ̂ *■ у /
тз т 4 =  (а +  Ь) (а —  Ь) +  (аг +  Ьг) {at — b-j) =  0.

Шундай цилиб, тенгламалар системасини ^осил циламиз: 
fab +  а1Ь1 — 0,
( а\ +  а2 =  Ьг +  Ь\-

а* +  а? =  Ьг +  b\ =  k2, а  =  k cos ф, а г =  k sin <p, b =  k sin \|), b1 =  kcos (p. 
Булардан фойдаланиб, ушбуга эга буламиз:

sin (ф +  if>) =  0,
х|5 =  — ф -L п п (п =  0; 1).

Энди Ь, Ьу коэффиниентларни ф орцали ифодалашимиз мумкин, яъни:
а) п =  0 ; b =  — k sin ф, bt =  k cos ф,
б) п =  1 ; b =  k sin ф, Ьг — — k cos ф,

ёки
b — —  z k sin ф, b l =  &k cos ф,

бу ерда е =  ±  1.
Бу коэффициентларнинг топилган цийматларини алмаштириш фор- 

муласига цуйиб топамиз:
х' =  k {х cos ф —  е у  sin ф) +  с, 
у' — k (х sin ф +  е у  cos ф) +  cv
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Бизга a w — турри чизик, ва бу 
т ^ р и  чизикда ётмайдиган О нуцта 
берилган булсин. Тугри чизикнинг х,ар 
бир А ну^тасини А' ну^тасига ут- 
казувчива АО А' тугри бурчакни уз- 
гартирмайдиган (74-чизма) f алмашти-  ̂ / 
ришии олайлик. Бу алмаштириш О 
нуктани танлаб олишга бог лик

г, л п  л ’ чизмаэмас лиги равшан, OAt =  ар ОА1 =
е=а* Ц— 1, 2, 3, 4) билан белгилайлик.
al, aL аз, в 4 турри чизицлар а ъ а2, as, a 4 тугри чизи^ларнинг хар бири-

Яни О нуцта атрофида —  бурчакка буриш натижасида з^осил цилинган.

Буришда мураккаб нисбат узгармайди, яъни (a1a2a ga4) — {а\ а2 а,з щ), 
бундан эса (Ах А г А 3 Л4) — (А[ А'2 А'3 Л4). Демак, f проектив алмашти- 
ришдир. Бу алмаштириш таърифига кура инволюция булиб, ^узгалмас 
ну^тага эга эмас, демак, эллиптик инволюциядир. Бундай инволюция 
абсолют инволюция дейилади.

Энди кенгайтирилган евклид текислигида аю тугри чизи^ни уз- узи
га утказиш билан бирга ундаги абсолют инволюцияни узгартирмайди- 
ган проектив алмаштиришни царайлик.

Юцоридаги теоремаларни ва аффин группасини эътиборга олсак, 
^уйидаги натижага келамиз.

Коллинеациялар группаси таъсир килган кенгайтирилган евклид те- 
кислнгида, абсолют сифатида, абсолют инволюция мавжуд булган ам 
хосмас турри чизикни олсак, у ^олда коллинеациянинг кием группаси 
Р а \ в 1х> — П  евклид текислигидаги ухшаш алмаштиришлар группаси бу
лади. ,

Энди ь^'оектив текисликда евклид геометриясини куришимиз мум
кин. Бунинг учун проектив Р 2 текисликда абсолютни танлаш лозим. 
Абсолют сифатида хосмас турри чизиц ва ундаги абсолют инволюция
ни оламиз.

Ю^орида олинган натижаларга асосан евклид тушунчаларига к,уйи- 
дагича таърифлар бериш мумкин:

1. Р 2 \ а ао — евклид текислиги, бу текислик аффин текислиги билан 
бир хилдир.

2. Тугри чизик;, тугри чизикнинг параллеллиги, «орасида» муноса- 
бати, кесма, учта нуктаиинг оддий нисбати ва шунга ухшаш аффин 
тушунчалардаги каби таърифланади.

3. Ухшаш алмаштиришлар группаси текисликдаги абсолютни 
са^ловчи проектив алмаштиришлар группасининг цисм группасидир.

4. I, т  — проектив тугри чизицлар. Агар бу тугри чизщлар абсо
лютни Ь^, ну^таларда кесса ва бир- бирига абсолют инволюцияда 
мос булса, у ^олда 1 \ ^ ,  т \ М ю евклид тугри чизиклари перпендику
ляр  булади.

б. Маркази Р м нук^тада, у^и s эса Р х  ну^тага абсолют инволюция-



да мос келган S x  нуцтадан утувчи инволюцион гомологияни олайлик. 
Бу алмаштириш текисликнинг А нуцтасини А' нуцтасига утказади (75- 
чизма). Агар (РооХ/4Л') =  — 1 булса, X нуцта АА' кесманинг урта 
нуцтаси булади, ундан ташцари (Л Л ') \  ва s турри чизицлар 
перпендикуляр. Демак, биз цараётган алмаштириш s уцца нисбатан 
симметрик алмаштириш булади.

6. Декарт координаталари системасини курайлик. Л1оо, Л2оо ва Qx ,
Qco нуцталар абсолют инволюцияда бир-бирига мос келувчи ва бир- 
бирини гармоник ажратувчи икки жуфт нуцта булсин. (В„ QX) \ Q M тур
ри чизицда ётувчи Л„ ва Е  хос нуцталарни олайлик. У холда R  =* 
=  |Л 1Л2Л 3£'} проектив координаталар системаси бир жинсли аффин 
R  = (Л1оо Л2оо А3Е) координаталар системасига айланади. Бу систе- 
манинг Л3 Л 1оо ва Л3 Л2оо координат уцлари перпендикуляр. Бундан 
ташцари

Е х — Л3 Л 1оо П Е  Л2оо, Е 2 <= Л3 Л2оо П ЕА  1оо ;

булса, у з^олда бирлик А 3Е 1 ва А 3Е г кесмаларнинг узунликлари тенг 
(76- чизма).

Дацицатан ^ам, тулиц турт учликнинг гармоник хоссаларига кура, 
Е х Е 2 турри чизиц Л 1оо, Л2оо, Qx  нуцталарга гармоник булган нуц
тадан утади.

Шунинг учун Q^ марказли ва Лзф^ уцли инволюцион гомология 
А 3 E i ва А 3Е 2 кесмаларни бир-бирига утказади, бундан кесма узун- 
ликларининг тенглиги келиб чицади.

Шундай цилиб, R  =  \ А 1А 2А 3Е) координаталар системаси^-абсо
люта билан берилган проектив текисликдаги турри бурчакли бир жинс
ли декарт системасидан иборат булади. Р 3 \  текисликдаги бир жинс
ли булмаган турри бурчакли декарт системаси одатдагидек курилади. j 
Нуцтанинг бир жинсли булмаган координаталари сифатида бир жуфт 
(х, у) сонлар олинади. Бу сонлар шу нуцтанинг бир жинсли (xv  х2, х8) 
координаталари билан

75- чизма 76- чизма

муносабат орцали борланган. 
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VII Б О Б . ТАСВИРЛАШ МЕТОДЛАРИ

Фазодаги фигураларнинг геометрик хоссаларини текширишда бево- 
сита фигураларнинг узларидан эмас, балки унинг текисликдаги тасвир- 
ларидан фойдаланилади. Тасвирланадиган шаклларни чизиш ^оидалари 
проекциялаш методига асослангандир. Тасвирлашда асосан марказий 
проекциялаш ва параллел проекциялаш методларидан фойдаланилади. 
Бу методларни ало^ида-ало^ида куриб чи^айлик.

43-§. Проекциялаш назариясининг баъзи бир масалалари

1. Марказий проекциялаш.
Евклид фазосида а  текислик ва шу текисликдан таш^арида ётган 

А' _ нук,та берилган деб фараз килайлик (77-чизма). А' дан фар^ли их
тиёрий S ( S t  а) ну^тани танлаб олиб, уни А' ну^та билан туташти- 
рамиз, )(осил булган SA ' тугри чизи^нинг а  текислик билан кесишган 
ну^тасини Ад билан белгилайлик. А 0 нуцтани фазодаги А' ну^танинг 

’а  (проекция) текисликдаги марказий проекцияси, 5  нуцтани проекция
лар маркази, 5  А' чизикни проекцияловчи турри чизи^, ос текисликнир 
эса проекциялар текислиги дейилади.

Ю^оридаги усул билан F' фигуранинг а  текисликдаги F0 проек- 
циясини ясаганимиздан кейин, уни ухшаш алмаштириб, F' фигуранинг 
а  текисликдаги F  тасвирини хрсил 
^иламиз. Баъзи ^олларда - ухшаш 
алмаштиришга, зарурият ту'рилмай- 
ди, у ^олда F' фигуранинг а  те
кисликдаги проекцияси унинг тасви- 

‘ри булади.
Фигура проекциясининг курини- 

ши проекциялар текислигининг про
екциялар марказига нисбатан жой- 
ланишига борликдир. Марказий про
екциялашда киши кузининг куриш _ 
нурлари проекцияловчи нурларга 77* ЧИЗМа 
мос келганлиги сабабли тасвир як,-
^ол куринади. Марказий проекциялар буйича фигуранинг ха^ик.ий шак- 
ли ва улчамларини аницлаш ^ийинва нок;улай. Шунинг учун буусул- 
дан купгина йирик иншоотларнинг умумий куринишларини тасвир
лашда фойдаланилади. Марказий проекциялаш усули билан ясалган 
тасвир перспектива ва бу усул билан шурулланувчи фан хам перспек
тива деб аталади ва у чизма геометриянинг махсус булимидан бири 
хисобланади.

2. Параллел проекциялаш.
Параллел проекциялашьи марказий проекциялашнинг хусусий ^оли 

деб ^араш мумкин. Бунда, проекциялаш маркази 5  бирор М' N ’ тугри 
«изго^ йуналиши буйича харакатланиб, проекциялар текислигидан чек- 
сиз узо^лашган деб фараз киламиз (78- чизма). Бу ерда М! ^  чизи^ 
проекциялаш йуналиши дейилади.
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Фазода олинган бирор F' фугура- 
ни а  текисликка проекциялаш учун 
F' фигуранинг ^ар бир нуцтаси 
орцали М ' N'  йуналишга параллел 
цилиб проекцияловчи тугри чизиц- 
ларни утказамиз. Бу тугри чизиц- 
ларнинг а  текислик билан кесиш
ган F0 нуцталар туплами F ’ фигу
ранинг а  текислигидаги параллел 
проекцияси деб аталади. Агар F0 
фигурани ухшаш алмаштирсак, Ff

фигуранинг а  текисликдаги F тасвири хосил булади.
Параллел проекциянинг куриниши ва улчамларининг узгариши фа

цат проекциялар текислигининг проекциялаш йуналишига нисбатан цан
дай жойланишига борлиц. Проекцияловчи турри чизицларнинг проек
циялар текислигига нисбатан цандай йуналишда булишига цараб, парал
лел проекциялаш цийшиц бурчакли ва турри бурчакли булади.

Агар проекциялаш йуналиши проекциялар текислиги билан уткир 
бурчак ташкил цилса, бундай параллел проекциялаш цийшиц бурчакли 
деб айтилади.

Агар проекциялаш йуналиши проекциялар текислиги билан турри 
бурчак ташкил цилса, бундай параллел проекциялаш турри бурчакли 
ёки ортогонал проекциялаш дейилади. Бундай проекциялашда проек
циялаш йуналиши курсатилмайди, чунки бир нуцтадан текисликка фа
цат битта перпендикуляр турри чизиц утказиш мумкин.

Фигуранинг параллел проекциялашдаги тасвири асосан цуйидагича 
вносил цилинади:

1) берилган фазовий фигуранинг барча нуцталари берилган йуна
лишда а  текисликка проекцияланади;

2) проекция текислигида ^осил цилинган фигура ухшаш алмашти- 
рилади.

Бу икки цадамни бажаргандан кейин берилган фазовий фигуранинг 
тасвири зосил этилади. Бундан курииадики, тасвирдаги ^ар бир нуцта 
умуман олганда, оригиналдаги мос нуцтанинг проекцияси булмайди. 
Иккинчи цадам бизга керакли улчамлардаги чизмани^осил цилишга 
имкон беради. Баъзи лолларда иккинчи цадамни бажаришга зарурият 
турилмайди, у з^олда F’ фигуранинг а  текисликдаги проекцияси унинг 
тасвири булади. Умуман айтганда, иккинчи цадам ишнинг мо^иятини 
узгартмайди.

Педагогик процессда цулланиладиган тасвирларга цуйидаги талаб-
1 лар цуйилади:

1) тасвир оригиналнинг бирор проекциясига ухшаш;
2) тасвир кургазмали;
3) тасвир эркин бажариладиган булиши керак.
Параллел проекциялаш усули билан ^осил цилинган тасвир турри, 

яъни оригиналга муносиб ва етарлича кургазмалидир. Бундай тасвир, 
марказий проекциялаш усули билан цосил цилинган тасвирга нисбатан 
соддароц ясалади. Шунинг учун мактабда уцитиладиган геометрия курси 
буйича тасвирни ясашда параллел проекциялаш усулидан фойдаланилади.
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8. Икки текисликнинг перспек
тив-аффин мослиги.

s  турри чизик; буйича кесишув- 
чи иккита а', а  текисликлар ва бу 
текисликларни кесувчи I йуналиш 
берилган булсин. Параллел проек
циялаш усули билан а ',  а  текис- 
ликлар нуцталари орасида бир цнй- 
матли мослик урнатамиз (79-чизма). 79-чизма
Бундай мосликни перспектив- аф
фин мослиги ёки жинсдош мослик дейилади. Бу мосликда ихтиёрий 
иккита мос А', А нуцталарш бирлаштирувчи тугри чизик;лар I йуна- 
лишга гараллел булади.

Энди перспектив- аффин мослигининг хоссалари билан танишиб чи- 
^айлик. (Буни параллел проекциялаш хоссалари деб ^ам юритилади.)

Аввало, иккита текисликнинг кесишган чизнгининг х,ар бир ну ̂ та
ен бундай мосликда уз-узига утишини эслатиб ^тишимиз лозим.

1. Перспектив- аффин мослигида коллинеар ну^талар яна коллинеар 
ну^таларга утади.

Агар А нуцта а турри чизивда ётса, бу ну^та ва шу турри чизик; 
бир-бирига инцидент дейилади. Ну^та ва текисликнинг, тугри чизиц 
ва текисликнинг инцидентлиги шунга ухшаш анщланади.

2. Перспектив- аффин мослигида ну^та ва турри чизи^нинг инци
дентлиги са^ланади.

3. Перспектив-аффин мослигида параллел тугри чизи^лар яна 
параллел турри чизик;ларга угади (79- чизма.)

4. Перспектив- аффин мосликда учта ну^танинг оддий нисбати сац- 
ланади.

Хдащатан ^ам, а  текисликдаги коллинеар учта А, В, С ну^тага а '  
текисликда А', В', С'ну^талар мос келади. АА', В В ’, СС' проекциялов
чи турри чизицлар параллел, шунинг учун ушбу тенгликни ёза оламиз

d £  =  £ £  (ABC) =  (А ’В'С'). 
с в  С'В'

4. Текисликдаги перспектив-аффин алмаштириш.

Текисликлардан бирини s тугри чизи^ атрофида айлантирайлик, 
айланаётган текислик к;андай вазиятда булишидан ^атъи назар проек
цияловчи АА', В В ', СС' турри чизик;лар параллеллигича к,олаверади. 
Жумладан а, а '  текисликлар устма- уст тушган ^олда ^ам (80- чизма). 
Бу з^олда а  текисликни а  текисликка перспектив акслантиришни бит
та а  ~  а '  текислик ну^таларини уз- узига акслантириш деб к^араш 
мумкин. Бундай перспектив-аффин акслантиришни перспектив-аффин ал
маштириш деб айтилади. s т^гри чизицни алмаштириш у к, и деб юри
тилади. Бу ^ол тасвирлаш методларини урганишда му^им а^амиятга 
эга.

Текисликни перспектив-аффин алмаштириш бир жуфт мос (А, А') 
нукталарнинг ва s у^нинг берилиши билан тула ани^ланади.
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с

80- чизма

Дацицатан ^ам, бизга бир жуфт 
(Л, А') ьуцталар ва s у к; берилган 
булсин (A i s  , A ' i  s). У золда те
кисликка царашли ихтиёрий В  нуц
танинг образини ясашимиз мумкин 
(81-чизма). Бунинг учун А В  тугри

чизицни утказиб, унинг s тугри чизиц билан кесишган нуцтасини X  
билан белгилайлик, А Х  тугри чизицнинг образи А' X  тугри чизицдир. 
Изланган нуцта А' X  тугри чизицда ва В  нуцта орцали АА' тугри 
чизигига параллел цилиб утказилган g тугри чизицда ётиши шарт. Демак, В  
нуцтага жинсдош В ' нуцта g  тугри чизиц билан А' X  тугри чизицнинг 
кесишган нуцтаси булади. Иккита жинсдош фигуралардан хар бирини 
иккинчисидан параллел проекциялаш усули билан ^осил цилинган деб 
цараш мумкин.

5. Перспектив-аффин мосликнинг бош йуналишлари.

Теорема. Текисликнинг хар бир нуцтаси орцали узаро перпенди
куляр булган фацат бир жуфт шундай тугри чизицлар утадики, улар- 
га жинсдош булган тугри чизицлар з^ам узаро перпендикуляр бу
лади.

И с б о т .  Жинсдош мослик s уц ва бир жуфт Л, Л 'нуцталарнинг 
берилиши билан аницланган булсин. д
Перпендикуляр АВ, АС  тугри чи- 
вицларга жинсдош мосликда перпен-

А
82- чизма 83- чизма



дикуляр А' В', А' С' турри чизицлар мос келсин (82-чизма). АВ А ' С  
туртбурчакнинг царама- царши бурчаклари й и ри н д и с и  2  d  га тенг бул
гани учун бу туртбурчак ташцарисига диаметри ВС — В' С' кесмадан 
иборат айлана чизиш мумкин. Айлананинг. маркази А А' кесманинг урта 
перпендикуляри биланs уцнинг кесишган 1 =  0 '  нуцтаси булади, ра- 
диуси г — ОА тенг. Бу айланани чизиб, унинг s уц билан кесишган 
В — В' ва С =  С' нуцталарини топамиз. Перпендикуляр АВ, АС  турри 
чизицларга жинсдош А ’ В', А' С' турри чизицлар цам узаро перпендику
ляр булади.

АВ, АС  ва А' В', А' С' турри чизицларнинг йуналишини жинсдош 
мосликнинг бош йуналишлари дейилади.

6. Эллипс—айланага жинсдош фигура. Эллипснинг хоссалари ва 
уни ясаш.

Жинсдош мослик s уц ва бир жуфт мос А, А! нуцталарнинг бери- 
лиши билан аницланган булсин. Маркази О нуцтада ва А нуцта орца
ли утадиган айлана чизиб (83-чизма), унга жинсдош фигурани ясай- 
лик. ОА турри чизиц s уц билан Р  =  Р ’ нуцтада, айлана билан 
А  дан бошца В нуцтада кесишади. В  нуцтага жинсдош В' нуцта 
Р' А '  тугри чизиц билан В нуцтадан АА' йуналишига параллел цилиб 
Утказилган тугри чизицда ётади. О нуцтага О' нуцта жинсдош.

О нуцта орцали айлананинг ^ар хил диаметрларини утказамиз. Ма
салан CD, EF  ва ^оказо, айланада ётувчи нуцталарга керагича жинсдош 
булган нуцталарни ясаш мумкин. Масалан, C ' ,D ' ,E ' ,F '  ва ^оказо. 
Шундай цилиб, айланага жинсдош фигурани ясаймиз. Иккита жинс
дош фигуралардан бирини иккинчисининг параллел проекцияси деб олиш 
мумкин. Айланани проекцияловчи турри чизицлар туплами цандайдир 
OFMa цилиндрни ^осил цилади. Бу цилиндрни бирор текислик билан 
кессак, айланага жинсдош фигура ^осил булади. Маълумки, йуналти- 
рувчи эгри ч и зи р и  айланадан иборат булган цилиндрик сиртни текис
лик билан кессак, кесимда эллипс ёки айлана ^осил цилинади. Агар 
цилиндрик сиртни кесувчи текислик айлана ётган текисликка парал
лел булса, кесим айланадан иборат булади. Бу ^олни цараймиз.

Демак, айланага жинсдош фигура эллипсдан иборат.
Жинсдош мослик хоссаларидан фойдаланиб, айлана хоссаларидан 

эллипс хоссаларини келтириб чицариш мумкин.
Хакикатан ^ам:
а) маълумки, айлана маркази АВ  диаметрни тенг иккига булади. 

Жинсдош мосликнинг 4-хоссасига кура:
А'О' =  АО _  1 
О'В' ОВ

яъни О' нуцта эллипснинг А' В' ватарини тенг иккига булади. Айла
нанинг барча диаметрлари О нуцтада тенг иккига булинади, демак, 
эллипснинг хам О' нуцтадан утувчи барча ватарлари тенг иккига булинади. 
О нуцтани эллипс маркази, бу нуцта орцали утувчи барча ватарларни 
эллипс диаметрлари дейилади;

б) айлананинг параллел ватарларига эллипснинг цам параллел ва
тарлари мос келади. Агар А В  ва E F —айлананинг узаро перпендику
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ляр диаметрлари булса, уларнинг ^ар бири иккинчисига параллел бул
ган ватарларни тенг иккига булади. Жинсдош мослик хоссасига асо
сан, эллипснинг хар бир А' В' ва Е ' F' диаметрлари иккинчисига па
раллел булган ватарларни тенг иккига булади. Эллипснинг бундай 
диаметрлари цушма диаметрлар  дейилади;

в) ^ар бир эллипс бир жуфт узаро перпендикуляр цушма диаметрга 
эга. Да^и^аган дам, О марказли айлана ва унга жинсдош О' марказ- 
ли эллипс берилган булсин. О, О' ну^талар жинсдош мос нуцталар. 
Бу ну^талардаги жинсдош мосликнинг бош йуналишларини ясаймиз. 
Ясалган тугри чизиклар айлананинг узаро перпендикуляр диаметрлари 
ва эллипснинг узаро перпендикуляр ва цушма диаметрлари булади 
(84-чизма). 5 -п. даги теоремага кура, эллипс дам перпендикуляр, дам 
^ушма булган бир жуфт диаметрга эга булади. Бу диаметрларнинр 
хар бири иккинчисига параллел булган ватарларни тенг иккига 
булади. Щундай к;илиб, эллипснинг бундай диаметрлари эллипснинг 
симметрия у^ларидир. Эллипс у^ларининг эллипс билан кесишган 
А ', В ', С', D ’ нукталари эллипснинг учларидир.

Айлананинг бирор К  нуцтасига утказилган t уринма тугри чизивда 
эллипснинг К  ну^тасига утказилган f  уринмага жинсдош мос булади.

7. Цушма диаметрларига кура эллипс ясаш

Айлана ва унинг АВ, CD перпендикуляр диаметрлари берилган 
булсин. Буларга жинсдош A 'B ',C 'D r кесмалар айланага жинсдош бул
ган эллипснинг к,ушма диаметрларидир. Айлананинг А , В, С ва D  ну^- 
таларига утказилган уринмалар айланага таш^и чизилган PQ R S  квад- 
ратни досил ^илади. Бу квадратга жинсдош фигура эллипсга ташки 
чизилган P 'Q 'R 'S '  параллелограммдан иборат.

Айланада ётувчи ихтиёрий N ну^тани олиб, AN, B N  тугри чизик;- 
ларни ясаймиз: AN  f) CD =  Е, BN  П QP — F. АОЕ  ва BFR  тугри бур
чакли учбурчакларнинг тенглигидан {АО =  BR, ALEAO  =  Z . RBE) ОЕ, 
RF  кесмалар тенг деган хулоса чи^ади, бундан (85- чизма):

Q П г R

Р С
85- чизма

В

84- чизма
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О Е _RF

ED ~  F D '

4-хоссага кура (86-чизма):
ОЕ =  0_^ _ RF =

ED E 'D ’ ’ FD F'D  

булардан:
О’Е' _
£'D' F'D' ’

А'Е' П B ’F' =  N- нуцта N  нуц
тага жинсдош 1ади ва берилган айланага жинсдош булган эллипс- 
да ётиши керак. Бундан эллиисни ясаш йули хосил цилинади.

В ’ нуцта орцали параллелограмм томонини F' нуцтада кесадиган 
ихтиёрий тугри чизиц утказамиз. O'D' ярим диаметрда

0 ' Е ‘
E'D-

R'F'
F'D'

(1)

шартни цаноатлантирувчи Е' нуцтани ясаймиз. B'F ' , А'Е'  тугри чизиц- 
ларни утказамиз, улар B'F' f] А 'Е'  =  N ’ нуцтада кесишади.

К$шма диаметрларига кура эллипснинг хо.утгапча нуцталарини 
ясаш учун томонлари цушма диаметр учларидан утувчи ва уларга 
параллел булган параллелограмм ясаймиз. Диаметрларидан бирини ва 
унга параллел булмаган параллелограмм томонларини жуфт сондаги 
тенг булакларга буламиз. 87-чизмада курсатилгандек номерлаб чициб, 
диаметрнинг битта учидан диаметрда номерланган нуцталарни, иккин
чи учидан параллелограмм томонларида номерланган нуцталарни про- 
екциялаймиз, бир хил номерлар—проекцияловчи чизицлар нинг кесишган 
нуцталари эллипс нуцталари булади, чунки бундай нуцталар учун (1) 
шарт бажарилади.

8. Жинсдош фигуралар ва ортогонал проекциялар.

Агар параллел проекциялаш йуналиши проекциялар текислигига 
ортогонал булса, берилган фигура проекциясини унинг ортогонал про
екцияси дейилади.
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Теорема. Иккита жинсдош фигуранинг ^ар бири иккинчисига ух- 
шаш фигуранинг ортогонал проекцияси булади.

И с б о т и .  Аввало бу теоремани умумий АС  = А'С' гштотенузага 
эга булган турри бурчакли ABC, А'В'С' учбурчаклар учун исботлай- 
лик (88- чизма). Бу холда учбурчаклар жинсдош булиб, жинсдошлик 
уци АС = А' С' ва жинсдош мос нуцталар В,В' дан иборат. Биз А 'В 'С 1 
учбурчакнинг ABC учбурчакка ухшаш булган учбурчакнинг ортогонал 
проекцияси эканлигини курсатайлик.

Берилган учбурчаклар умумий гипотенузага эга, шунинг учун

муносабатни ёза оламиз.
А В < .А 'В ' шартда ВС >  В'С’ ва аксинча. А В < . А'В' булсин. A B C  

учбурчакка ухшаш шундай А 1В 1С1 учбурчак олайликки, А 1В 1 = А 'В' 
булсин (89-чизма). ( А ^ С ^  текислик (А'В'С') текислик билан (90- 
чизма)

NB N 'B '  Ва PN P ’N ' ' '  '

Ухшаш алмаштириш ABC учбурчакни А 1В1С1 учбурчакка, N  нук- 
тани N l нуцтага, Р  нуцтани Р г ну^тага утказади (89- чизма). Шу би
лан бирга

А В 2 +  £С а =  А 'В ' 3 + Б'С' 2

В ’Сcos ф = -----
Я Л

шартни цаноатлантирувчи ф бурчак 
ташкил килсин. Бу холда C f i '  
турри чизи^ {А'В'С') текисликка 
перпендикуляр ва А 'В 'С  учбур
чак А 1В 1С1 учбурчакнинг ортогонал 
проекцияси булади.

В -8,

89- чизма

Энди биз F фигурага жинсдош 
ихтиёрий F' фигуранинг F фигурага 
ухшаш булган Fv фигуранинг орто
гонал проекцияси эканлигини ис- 
ботлаймиз. P£F ва P'OF' ну^талар 
бир жуфт жинсдош нуцталар бул
син (88-чизма), у з^олда PC  ва Р 'С ' 
тугри чизи^лар г;ам жинсдош. Бу 
турри чизи^ларнинг АВ, А 'В ' ка- 
тетлар билан кесишган N ,N ' ну^- 
талари ^ам жинсдош. Жинсдош 
мосликнинг 4-хоссасига асосан:

AN =  A iN i  CP  
NB ~  N &  PN (2 )

(1) ва (2) тенгликлардан:
A'N'  =  A J l i  CTP^ =  CjPj
N 'B ' N ^ ’ P 'N '  JVV,*
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Биринчи пропорциядан ушбуни хосил киламю:
A'N'  +  N ' B '  AjNx +  N xB t .. А'В'А ’В' _  A^B, 

N 'B ’ ~  Ni BjN' B'

A 'B ' =  A lB1 булгани учун: N'B' =  N 1B l, демак, ну^га N'  ну^тэ 
билан устма- уст тушади (90- чизма).'

муносабатга асосан Р Р ’ тугри чизикнинг С ,С ' тугри чизивда парал- 
лел эканлиги келиб чицади. Демак Р'  нукта Р г нуктанинг ортогонал 
проекцияси экан.

Ухшаш алмаштириш F фигурами / ’, фигурага утказади- P'£F' ва- 
Р нук,талар кандай хоссага эга булса, F' ва /^.фигураларнинг )$ар 
бир жуфт мос нуцталари ^ам шундай хоссага эга. .

Ш ундай ^илиб, F' фигура F фигурага ухшаш Fl фигуранинг орто- 
гонал проекцияси булади.

Параллел проекциялаш усули билан фазодаги F фигуранинг кур- 
газмали проекциясини (тасвирини) ^осил цилиш учун унинг билан чам- 
барчас богланган тугри бурчакли декарг 0 ' X ' V Z '  системася ^аралади. 
Бирорта е' кесмани олиб, уни улчам бирлиги сифатида кабул к;ила- 
миз ва уни табиий масштаб бирлиги деб атаймиз. 0 'Х ' ,0 'У ' ,0  Z' yiyiap- 
даги (олинган бирликдаги) масштаб бирликларини мос равишда е'х, е , е'г 
лар билан белгилаймиз (91-чизма). F фигура ва O'X'W'Z' система бе- 
рилган булсин. A'^F' нуцтадан Х 'О 'У '  координат текислигига пер
пендикуляр туширамиз, перпендикуляр асосини Л'ъ билан белгилаб, бу

С ' Р '  =  <V\ 
P ' N '  ЯХМ,

44- §. Аксонометрия. Польке- Шварц теоремаси

ну^тадан О'Х' укда перпендику
ляр утказамиз. Бу перпендикуляр 
О'Х' ук; билан А'х нуцгада кеси- 
шади. Досил ^илинган О'А'А^А'

____ J
4

Г

90- чизма 91- чизма
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синиц чизицни А' нуцтанинг координат синиц чизири дейилади. Бу си
ниц чизицнинг буринлари координата уцларига параллел Д^43'| |О’У 1, 
А'3 А\ 10 ' Z'- О' Ах кесма эса О’Х '  уцда ётади.

Синиц чизицнинг хар бир буринини табиий бирлик билан улчаб,
О Л, А г Ао

X,- = */.
А, А

=  г

нисбатларни ^осил циламиз. Бу сонлар А' нуцтанинг координаталари 
дейилади ва А ’ (х,у ,г) куринишда ёзилади.

Демак, F  фигуранинг ^ар бир нуцтаси маълум координаталарга
эга.

Энди биз F' фигурани О 'Х ’У '1 '  система билан биргаликда I йуна 
лиш буйича а  текисликка параллел проекдиялайлик.

У ^олда СУХ', О'У', O'Z' координат уцлари мос равишда ОХ, ОУ, OZ 
турри чизицларга, бирлик е’х, еу, е ' кесмалар ех, еу, ег кесмаларга, А'  н у^  
та А  нуцтага, 0'Ах А'3А' координат синиц чизиц ОАх А3 А  синиц 
зицца проекцияланади (92-чизма). Учта

Р = • г  =  —

сон координат уцларидаги узгариш коэффициентлари дейилади.
Агар ех, еу, ег кеемаларни ОХ, ОУ, OZ турри чизицлардаги масштаб 

бирликлари деб олсак, параллел проекциялаш хоссасига асосан ушбу 
тенгликларга эга буламиз:

ОАг О А . А ,А )
х,

Ах
У,

А3 А А3 А
=  z.

Демак, агар координат уцларининг ва улардаги бирлик кесмалар- 
йинг проекциялари берилган булса, у ^олда А ’ нуцтанинг координа- 
таларини билган ^олда бу нуцтанинг проекцияси — Л нуцтани ясаш

мумкин. ЯъниЛ нуцтани ясаш учун 
ех, еу, е2 бирлик кесмалардан фой- 
даланиб, ОАх А 3А синиц чизицни 
ясаймиз. Фазодаги фигура проекция- 
сини фигура нуцталарининг коор- 
динаталаридан фойдаланиб ясаш- 
ни аксонометрия ёки аксономет
рии проекциялаш метода дейила- 
ди. ех, еу, ег кесмалар аксонометрик 
бирликлар дейилади (умуман айт- 
ганда бу бирликлар займа вацт бир- 
бирига тенг эмас), координат уцлар- 
нинг ОХ, ОУ, OZ проекциялари ак* 
сонометрик Уцлар дейилади.



Факат А* иуцтанинг аксонометрик А  проекциясининг берилиши 
билан ОАхА3А координат синиц чизицни аницлаб булмайди, чунки п р о  
екдияловчи А 'А  тугри чизицнинг барча нуцталари умумий аксономет
рик проекцияга эга. А' нуцта координат синиц ч и зн ри н и н г  аксономет
рик проекциясини тула аницлаш учун А нуцтадан ташцари А 3 нуцта 
хам маълум булиши керак. Бу ерда А 3 нуцта А' нуцтадан Х'О 'У '  те- 
кисликка туширилган перпендикуляр асоси А'3 нуцтанинг аксонометрик 
проекцияси. Бу нуцта А  нуцтанинг иккинчи проекцияси дейилади. Про
екция текислигида А ь А а нуцталарнинг берилиши билан А! нуцтанингфа- 
зодаги вазияти бирдан- бир аницланади. Агар проекциялар текислигида, 
ихтиёрий А' нуктанинг, биринчи ва иккинчи проекциялари А, А 3 берил- 
ган булса, ихтиёрий нуцта проекция текислигида берилган дейилади 
ва А / А 3(ёки А{А0) куринишда ёзилади.

Аксонометрия уклари ва аксонометрик бирикмаларнинг табиий коор- 
динаталари системасига ва проекциялаш йуналишига цандай боглиц 
булиш масаласи аксонометриянинг асосий масаласи ^исобланади. Бу 
масалави Берлин цурилиш академиясининг профессори Польке томо- 
нидан з^ал цилинди. Польке ишини 1864 йил унинг шогирди Шварц 
умумлаштирди.

Л е м м а .  Агар ABCD, A'B'C'D' туртбурчакларнинг диагоналлари 
кесишган N, N' нуцталар

(ACN) =  {A'C'N'), (B D N ) =  (B'D'N') (1)
шартларни цаноатлантирса, у ^олда ^ар бир туртбурчак иккинчисига 
^хшаш туртбурчакнинг ортогонал проекцияси булади.

И с б о т и .  Леммада таъкидланган N , N f нуцталар (1) шартларни 
цаноатлантирсин, яъни

AN ^  АЖ_ BN  =  BJP_ ,2)
NC N 'C 1’ ND N 'D '

булсин. A ’B'C'D' туртбурчакка ух- 
Т1тяит шундай А хBjCjDj туртбурчак- 
ни ясайликки, A D  ■= A J d x булсин 
(93- чизма). Бу туртбурчакларнинг 
^хшашлигидан:

AyNt _  АЧГ  Bjtfj 
N!СХ ~  N 'C 1' N tD!

A 1B 1C1D 1 туртбурчак A BCD  туртбурчакка нисбатан шундай жойлаш- 
ганки, А гОг томон A D  томон билан устма-уст тушган (94-чизма). (2)„
(3) муносабатлардан цуйидагиларни ёза оламиз:

AN  _  A^Nj BN _  B jN i 
NC ~  iViCi’ ND ~~ N J )^

Булардан N N t \ | CCX ва N N t 11 BBV
Демак, жинсдошлик уци A D  =  ва бир жуфт мос N ,N t нук;- 

талари билан аницланган жинсдошлик мослигига кура A B C D  ва AyBfi-JD^ 
туртбурчаклар жинсдошдир (43-§, 8 =  п. даги теоремага кура).

Польке- Шварц теоремаси. Дар цандай тулиц туртбурчакни ихтиёрий

D А-А,

93- чизма

B’N’
N'D’

ffDt

(3>

И Т



тетраэдрга ухшаш тетраэдрнинг па
раллел проекцияси деб караш мум- 
кин.

И с б о т и .  А 'В 'C'D' тетраэдр ва 
A BCD тулш^ туртбурчак берилган 
•булсин. Тули^ туртбурчак диаго-
налларининг 'кесишган ну^таларини 95. чизыа
AC  f| BD =  М  (N) билан белгилай- 
лик. Тетраэдрнинг А 'С  ва В'D' к^ирраларини (95- чизма)

(ACM) =  (А 'С М ')  ва (BDN) =  (B'D'N')  (4)
кисбатда булувчи М', N'  нуцталарни оламиз.

A'B'C'D'  тетраэдрни M 'N '  йуналишда а , текисликка ортогонал про- 
екшгялаб, тетраэдрнинг а , текисликдаги проекцияси булган тули^ 
Л ,6 '1С1Д1туртбурчакни^осил киламиз. Проекцияловчи A 'A V В 'В и С'С /, 
D'Dj тугри чизицлар проекцияловчи призмани ^осил цилади. Парал
лел проекциялаш хоссасига кура

(А’С М ')  =  ( A ^ M J ,  (B'D'N') =  ( B ^ N J .  (5)
(4), (5) тенгликлардан

(ACM) -  (A & M J ,  ( B & N J  =  (BDN).
Шундай килиб, тулик; A 1BlC1D1 туртбурчак, леммага асосан, тулик; 

ABCD  туртбурчакка ухшаш туртбурчакнинг ортогонал проекцияси бу- 
лади.

Хак^катан хам, призмани доим шундай сс0 текислик билан кесиш 
мумкинки, кесимда ^осил булган тулиц AnB,)C0D0 туртбурчак тулик 
ABCD  туртбурчакка ухшаш булади.

A'B'C'D' тетраэдрни унинг проекцияловчи тугри чизицлари билан 
бирге ^амма вацт шундай ухшаш алмаштириш мумкинки, ^осил бул- 
гаи яиги тетраэдрнинг проекцияси тули^ ABCD  туртбурчакка тенг бу-
ЛЙДИ.

45-§. Ясси ва фазовий фигуралар тасвирини ясаш

1. Параллел проекциялаш усулидан фойдаланиб, баъзи бир геомет
рик фигураларнинг тасвирини ясаш масаласини курайлик. Ясси фигу- 
реларни тасвирлаш куйидаги икки теоремага асосланади.

! - теорема. Дар ^андай учбурчакнинг параллел проекцияси олдин- 
даи берилган ихтиёрий учбурчакка ухшаш булади.
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И с б о т и .  А'В'С'  учбурчак берилган булсин. А'В '  томон орцали 
А ’В'С' текисликдан фарцли а  текислик утказиб, бу текисликда ётувчи 
ихтиёрий ABC учбурчакни оламиз (96-чизма). а  текисликда, А 'В '  то- 
мондан фойдаланиб, ABC  учбурчакка ухшаш А'В'С1 учбурчакни ясай- 
миз. Берилган А'В'С' учбурчакни С'Сх — т  йуналиши буйича проек- 
циялаб, А'В Сх учбурчакни ва бу учбурчакни ухшаш алмаштириб, ABC  
учбурчакни ^осил циламиз.

2 -теорема. Параллел проекциялашда А ’В'С' учбурчакнинг проек
цияси берилган булса, бу учбурчак ётган текисликнинг х;ар бир нук;- 
тасининг проекцияси бир кийматли аникланади.

И с б о т и .  Д  А 'В'С' — оригинал, Д  ABC — унинг проекцияси бул
син (97-чизма). А'В'С' учбурчак текислигидан ихтиёрий D' нуцтани 
олиб, учбурчакнинг ихтиёрий учи билан бирлаштирамиз, масалан, А* 
учи билан. A 'D ' кесма В'С' билан Е' нуцтада кесишсин деб олайлик, 
улар параллел булиб цолиши ^ам мумкин. 1 — 4-асосий хоссалардан 
фойдаланиб, Е ! нуцтанинг проекциясини ясаш мумкин: Е  нуцта В С  
кесмада ётиб, бу кесмани

В' Е’ _ В Е  

Е'С'  “  ЕС

нисбатда, яъни В'С! кесмани Е' нуцта цандай нисбатда булса, ВС  
кесманй Е  нуцта шундай нисбатда булади. D  нуцта А Е  тугри чизиц- 
да ётиши керак. Унинг тугри чизивдаги вазияти

А'Р' _  AD 
D'E' DE

пропорция ёрдамида аницланади.
A 'D ' |1 В'С1 булганда A D  | | ВС, яъни

АР А'Р'
'В5 ~  В'С'

булади.
Исбот цилинган теоремаларга асосан ясси фигураларнинг тасвирла- 

рини амалий ясаш усулини цулга киритамиз.
Табиий (натурал) F' фигурага тегишли бир тугри чизиеда ётмай- 

диган, базис нуцталар деб аталувчи ихтиёрий учта нуцтани олиб, ос те- 
кисликка (бу текислик проекциялар текислиги ёки раем текислиги деб- 
с$ам аталади) параллел проекцияланади. Кейин бу нуцталарни ухшаш 
алмаштириб, уларнинг тасвирлари ^осил цилинади (баъзи ^олларда
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98- чизма

■ухшаш алмаштиришга урин цолмайди); хосил цилинган нуцталарни 
проекциялар текислигидаги, яъни раем текислигидаги базис нукталар 
дейилади. Базис нуцталар воситасида аницланган учбурчакни базис 
учбурчак дейилади.

Шундай цилиб, ясси фигураларнинг тасвирларини ясашни куйидаги 
уч босцичга ажратишимиз мумкин.

1. Берилган табиий фигура хаёлан тасаввур цилинади ёки ^еч цан- 
дай узгаришеиз чизиб цуйилади. Кейин фигуранинг тасвирини ясаш 
учун етарли хоссалари ажратилади.

2. Берилган фигурадан базис учбурчак ажратиб, ихтиёрий учбур
чакка тасвирланади.

3. Берилган фигуранинг долган элементлари 1— 4-хоссаларга асо- 
сан ясалади.

2. Ясси фигураларнинг тасвирларини ясашга дойр мисоллар.
1- м и с о л. Ихтиёрий бешбурчакнинг тасвирини ясанг.
А 'В 'С 'D'E' бешбурчак берилган булсин (98-чизма). Бешбур- 

чакнинг ихтиёрий учта А ',В ' ,С  нуцталари базис нуцталар булсин. 
Бу нуцталарнинг тасвири сифатида раем текислигидаги ихтиёрий учта 
(бир тугри чизикда ётмайдиган) нуцталарни оламиз. АВ, ВС кесмалар 
бешбурчакнинг А'В', В'С' томонларикинг тасвирлари, D' нуцтанинг 
тасвирини ясаш учун бешбурчакнинг A'C,B'D' диагоналларини 
утказиб, кесишган нуцтасини К' билан белгилаймиз, АС кесма А' С' 
диагоналнинг, К  нуцта эса К' нуцтанинг тасвири. К  нуцта АС кес- 
мани

А ' К ' - Л ' С  =  А К : К С

нисбатда булади. В, К  нуцталар D' нуцтанинг тасвири ётган тугри 
чшицнн аницлайди. D' нуцтанинг тасвирини ясаш учун В К  нур усти- 
га К  нуцтадан унг томонга маъпум B 'K ',K 'D '  ва ВК  кесмаларга 
туртинчи пропорционал булган KD  кесмани улчаб цуйиб, D нуцтани 
исаймиз.

Юцоридаги му^окамаларни юритиб, Е' нуцтанинг тасвири Е  нуц
тани ясаймиз. Хосил булган ABCDE бешбурчак А 'В 'С 'D'E '  беш
бурчакнинг тасвири булади.

2- м и с о л. Квадрат, ромб, тугри бурчакли туртбурчак ва паралле- 
лограммнинг тасвирларини ясанг.

Базис нуцталарини эркин танлаб олиш ва 1 — 4- хоссаларга асосан, 
санаб утилган купбурчакларнинг тасвирларини ясашнинг осон усули 
мавжуд. Масалан, квадратнинг D ', А' ва В' учларининг тасвири сифа-

12 о



/ К' 0'

\ }
F' £'

100- чизма

чяegg*"

!<ГИДа ихтиёрий учта D, А, В нуц- s ' с'
Твларни олиш мумкин. В ва D нук;- 
талардан мос равишда AD, АВ  кес- 
маларга параллел тугри чизиклар 
^тказиб С нуцтани топамиз. ABCD 
параллелограмм A'B 'C 'D ' квад- 
ратнинг тасвири булади (99-чизма).

Худди шунга ухшаш, ромб, тут- 
ри бурчакли туртбурчак ва парал- 
лелограммнпнг тасвирлзрини ясай- 
миз.

Шундай килиб, бу фигуралардан 
х;ар бирининг тасвири ихтиёрий 
параллелограммдан иборат булади.

3 - м и с о л .  Мунтазам олтибур- 
чакнинг тасвирини ясанг.

Аввало мунтазам олтибурчак- 
нинг аслини чизиб, тасвирини ясаш 
учун керак буладиган хоссалари 
билан танишиб чикамиз (100-чизма).

Олтибурчакнинг В' F’, С' Е' ди
агон алларини утказиб, B'C'E'F'  
тугри туртбурчакни хосил циламиз.
A ’D' диагональ тугри туртбур- 
чакнинг В' F', С' Е' томонларини 
мос равишда К ’, Т  нуцталарда тенг 
иккига булади. К ’ Т ’ кесманинг 101- чизма
урта нуцтасини О’ деб олсак:

А' К '  =  К ' О' — О' Т  — T'D '.
Бу хоссалар олтибурчакнинг тасвирини ясаш учун етарлидир. Да- 

цицатан хам турри бурчакли B ’C’E ’F’ туртбурчакнинг раем текис- 
лигидаги тасвирини ихтиёрий BCEF параллелограммдан иборат деб 
олсак, К ’, Т ’ нукталарнинг тасвирлари 4-асосий хоссага асосан BF, 
СЕ томонларни тенг иккига булувчи К, Т  нуцталардан иборат. О'

КО '

\ \
\

ктнуцта К Т  кесманинг урта нуцтаси О га тасвирланади.

кесмани К Т  тугри чизщ  устига К  нуктадан чап томонга цуйиб, А 
нуцтани, Т  нуцтадан унг томонга куйиб, D нуцтани (Л' ва D’ нуц- 
таларнинг тасвирларини) топамиз.

3. Фазовий фигура тасвирини ясаш.
К у б н и н г  т а с в и р и .  Кубнинг бир учидан чивдан учта цирраси, 

Польке теоремасига асосан, бир нуктадан чиккан учта кесмага тас
вирланади. Бу учта кесмага асосан кубнинг тасвирини осон ясаш мум
кин; шуни ;^ам эътиборга олиш керакки, кубнинг ^амма ёклари квад- 
ратлардан иборат; улар параллелограммларга тасвирланади (101-чизма).

Ихтиёрий вазиятда берилган параллелепипеднинг бир учидан чиц- 
цан учта циррасининг учларини бирлаштириб, цандайдир тетраэдр 5jo- 
сил циламиз. Польке-Шварц теоремасига асосан, тетраэдр ABCD  ту-
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л щ  туртбурчакка тасвирланади. Параллелепипеднинг долган циррала- 
рини энди хох.лаганча тасвирлаш мумкин эмас. 1 — 4 -хоссалардан 
фойдаланиб параллелепипед тасвирини ясаймиз (102-чизма).

П и р а м и д а  т а с в и р и .  Пирамиданинг тасвирини ясаш учун асо- 
сининг тасвирини ясаб оламиз. Учининг тасвири ихтиёрий танлаб оли- 
нади (Польке-Ш варц теоремаси) (ЮЗ-чизма).

Д о и р а в и й  к о н у с .  Доиравий конуснинг асосн эллипсга тасвир
ланади. Учининг тасвирини ихтиёрий танлаб олиб, бу яук,тада эллипс
га иккита SA, SB  уринма утказамиз. Уриниш нук/галари А, В  диа- 
метрал царама- царши нуцталар булмаслиги керак (104-чизма).

48- §. Позицион масала. Ту лиц ва нотулиц тасвирлар

1 . Асосий текислик усу ли.
фазовий фигураларнинг тасвирини ясаш учун Н. ф . Четверухин то- 

монидан таклиф килинган асосий текислик усули деб аталувчи метод-

102- чизма

дан фойдаланамиз. Бу метод аксо- 
нометрик проекциялаш усулининг 
бир туридир. [20J

Бу метод билан танишиб чицай- 
лик. фазода бирорта а' текислик ни 
ажратиб, уни асосий текислик деб 
атаймиз. Бирор йуналишни танлаб 
олиб, А ' ,В ' ,С', . . . фазо нуц- 
таларини а' текисликка параллел 
проекциялаб, а' текисликда А'ъ В[, 
Ср . . . нуцталарни ^осил кила- 
миз. Бу проекциялаш ички проек-

104- чизма
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циялаш деб аталади (ичкн проек- 
циялаш марказий проекциялаш хам 
булиши мумкин).

Кейин раем (гасвир) текислиги 
деб аталувчи текислик олиб, а ' 
текисликни, А', В', С', . . .  нуц- 
таларни ва уларнинг А[,В[, С'{, , . , 
проекцияларини, А'А[, В'В[, С'С[,

. . . проекдияловчи турри чи- /  
зицларни бирор йуналиш буйича би- /  
pop текисликка параллел проекци- / ^  
ялаймиз. —

Натижада, раем текислигида 105- 105- чизма
чизмада курсатилганидек тасвир-
ларга эга буламиз. Бу ерда а  текислик а  текисликнинг, А, В,
В, . . .  нуцталар А', В', С ', . . .  нуцталарнинг, A v Bv Cv  . . .  
нуцталар А[, B'v  CJ, . . .  нуцталарнинг, AAV BBlt CClt . . . турри 
чизшутр проекдияловчи А'  Л ', В' В{, С' Cv . . .  турри чизицлар- 
нинг тасвирларидир.

Л 1( Bv Cv  . . .  нуцталарни А, В, С, . . . нуцталарнинг ик
кинчи проекциялари (тасвирлари) деб айтилади, баъзи ^олларда Л х, 
Bj, Cv . . . нуцталарни А, В, С, . . . нуцталарнинг асослари деб 
^ам айтилади.

Агар фазодаги бирорта А' нук/ганинг раем текислигидаги тасвири 
, А  ва унинг иккинчи проекцияси Л х берилса, нуцта раем текислигида 

берилган деб айтилади ва А (Лх) куринишда ёзилади.
фазода иккита нуц-таси билан аникланган А'В '  — а турри чизиц 

берилган булсин.
Агар раем текислигида А (Л) ва В (В) (АВ  =  а, Л 1В1 =  аг) лар 

берилган булса, турри чизиц раем текислигида берилган деб айтилади 
ва а (ах) куринишда ёзилади.

Ихтиёрий текислик бир турри чизицда ётмайдиган учта Л ', В', С' 
нукталарнинг берилиши билан, ёки кесишадиган а', Ь' турри чизиц- 
ларнинг берилиши билан, ёки параллел р ' , q’ турри чизикларнинг бе- 
рилиши билан аницланади ( //  ф  q') (106-чизма).

Агар текисликни аницловчи элементларнинг раем текисликдаги тас
вирлари ва иккинчи проекциялари берилган булса, текислик раем текис
лигида берилган дейилади ва (3 (Р2) куринишда ёзилади.

Агар р ' ва q' параллел булса, уларнинг р ва q тасвирлари ва ик
кинчи проекциялари рх ва ^ х а м  параллел булади (106-чизма).

Агар а ва Ь турри чизицлар кесишса, у холда а, b ва qL, Ьг тур
ри чизицларнинг кесишиш нуцталари бир турри чизикда ётади.

Агар I' ва т! турри чизицлар айкаш булса, уларнинг тасвири 107- 
чизмада курсатилганидек булади.

2. фазодаги F[, F'2 фигураларнинг раем текислигида Fv F2 тасвир
лари берилган булсин. F'v F'2 фигураларнинг кесишиш нуктасининг тас- 
вирларини ясаш масаласи позицион маеала деб айтилади. Бундай маса-
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лалар асосий текислик усули ёки аксонометрии метод ёрдамида осов 
ечилади.

Агар фигуранинг хар бир нуцтаси раем текислигида берилган бул- 
са, у з^олда бу фигура тасвирини т рлщ  тасвир деб айтилади. Акс 
^олда ноту лиц тасвир дейилади.

Тулиц тасвир таърифидан цуйидаги натижалар келиб чицади:
1) ясси фигураларнинг тасвири хамма вацт тулиц;
2) агар тасвирнинг ^амма элементлари аницланган булса, тасвир 

тулик булади;
3) т^лиц тасвирнинг ихтиёрий икки текислигини асосий текислик- 

лар деб олиш мумкин.
Энди биз ту лиц тасвирларда позицион масалаларни ечтшгга утайлик.
1-м а с  а л а .  ЛВ турри чизицнинг а  текислик билан кесиш'ган нук- 

тасини ясанг.
АВ  турри чизиц билак унинг A iB1 проекцияси кесишган О нуцта 

изланган нуцта булади (108-чизма).
2- м а с а л а. АБС  текисликнинг ос текислик билан кесишган чизи- 

рини (ABC  текисликнинг а  текисликдаги изини) ясанг.
Бу масалани ечиш бирйнчи масалага келтирилади. АВ  П А 1В1 — 

=  О,, АС П А1С1 =  0 2 нуцталарни ясаб, изланган 0 L02 тугри чизицни 
топамиз (109- чизма).

3 - м а с а л а .  ABC  ва M NP  текисликларнинг кесишган чизигини 
ясанг.

Текисликларнинг кесишган турри чизигини ясаш учун бу текислик- 
ларга тегишли иккита Т, R  нуцталарки ясаш етарли. Асосий текис-

А
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ликдаги А х нуцта орцали В^С^ 
М гР х, M lN 1 турри чизицларни мос 
равишда 4Х, 5г, 61 нуцталарда кеса- 
диган турри чизицни утказамиз. Бу 
нуцталар мос равишда ВС, МР, 
M N  турри чизицларда ётувчи 4,5, 6 
нуцталарнинг асосларидир. А 4 ва
5 6 турри чизицлар Т  нуцтада ке- 
сишади (чунки у турри чизицлар 
А А 1 ва 6 6 Х турри чизицлар ёрда
мида аницланган текисликда ёта- 
ди). Т  нуцта ABC  ва M NP  текис
ликларнинг ,х;ар иккаласида ётади. 
Шунга ухшаш R  нуцтани топамиз. 
T R  изланган турри чнзиц (ПО-чиз
ма).

4- м а с а л а .  ABC  текислик би
лан M N  турри чизицнинг кесишиш 
нуцтасини ясанг.

11( 22 — нуцталар мос равишда 
АВ, АС  турри чизицларда ётувчи
1 ва 2 нуцталарнинг асослари. M N  
ва 1 2 турри чизицлар M M V N N 1 
турри чизицлар билан аникланган 
проекцияловчи текисликда ётади, 
улар изланган О нуцтада кесиша- 
ди. Унинг асоси 0 L нуцта M 1N 1 
турри чизикда ётади (111-чизма).

Шундай цилиб, барча позицион 
масалалар бир кийматли ечилади. 
Раем текислигида фазовий фигура 
элементларининг тасвири ва иккин- 
чи проекциясининг (асосининг) бери- 
лиши шарти етарли шарт булиб 
цолмасдан, зарурий шарг >̂ ам экан
лигини куриш цийин эмас.

5- м а с а л а. Беш бурчакли приз
ма билан призма цирраларида ётув
чи А, В, С нуцталар орцали аниц- 
ланган текислик кесимини ясанг.

Б и р и н ч и  у с у  л. Асосий те
кислик сифатида призма асосини, 
ички проекциялаш деб призма цир- 
раларига параллел проекциялашни 
олсак, шу билан тасвирнинг ту лик- 
лиги таъминланади. Кесимни ясаш 
учун ABC  текислик билан призма 
икки циррасининг кесишган X, У 
нуцталарини топиш кифоя (112- чиз-

110- чизма

112- чизма



113- чизма

ма). Бу нукталарнинг иккинчи про
екциялари (асослари) Х 1г У нуц- 
талардан иборат. Afi^ , В 1Х 1 тугри 
чизицлар /С, нуцтада кесишади. К г 
нуцтадан проекцияловчи тугри чи- 
31Щ утказсак, бу турри чизиц ЛВС 
текисликни К. нуцтада кесади, ВК  
гурри чизиц призма цирраси билан 
изланган X  нуцтада кесишади. Шу 
усул билан N нуцтани ясаймиз (чиз- 
мада курсатилган). X N  тугри чи- 
зиц призма киррасиии изланган У  
нуцтада кесади. Изланган кесим— 
бешбурчакдир.

И к к и н ч и  у с у л .  Кесувчи те- 
кисликнинг асос текислигидаги изи- 
дан (яъни кесишиш чизигидан) фой
даланиб масалани ечиш, куп лол
ларда кесим ясаш осонлашади.

Иккинчи масаладан фойдаланиб, 
кесувчи текисликнинг PQ ’ изини 
топамиз (113-чизма). Призманинг 
Х 1Х 2С2С1 ёгининг асос текислик- 
даги Х 1С1 изи PQ тугри чизщ би
лан N  нуцтада кесишади. NC  туг
ри «чизщ А^А^цирра билан изланган 
X  нуцтада кесишади. Ш унга ух
шаш У  нуцтани 5̂ ам топамиз.

Агар кесувчи текисликни анщ - 
ловчи нуцталарни призма ёцларида 
олсак, кесимни ясаш куриб утил- 
ган усуллардан принципиал фарц 
цилмайди.

47-§. Монж методи ^ацида тушунча
1. Нуцтанинг эпюрдаги тасвири. Геометрик объектнинг битта про

екцияси унинг фазодаги вазиятини ва хамма улчамларини аиицлаб 
бера олмайди, шунинг учун унинг икки ёки учта текисликдаги проекция- 
сини ясаш зарур. Шунга кура, фазода узаро перпендикуляр булган ик- 
кита Н, V текислик оламиз. Н текисликни горизонтал проекциялар 
текислиги, V текисликни вертикал ёки фронтал проекциялари текис
лиги деб айтилади. Бу текисликларнинг кесишиш чизири X X  ни про
екция уки (114-чизма) деб айтилади. Иккнта текислик фазони турт- 
та цисмга, яъни чоракка булади, чораклар 114-чизмада курсатил- 
гандек номерланган. фазодаги ихтиёрий А нуцтани Н> V текис- 
ликларга ортогонал проекииялаб, A v А,2 нуцталар хосил циламиз. 
Бу нуцталарии мос равишда А  нуцтанинг горизонтал ва вертикал (фрон
тал) проекциялари дейилади.
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Знди Н  текисликни, чизмада курсатилгандек, проекциялар уци X X  
атрофида V текислик билан устма-уст тушгунча айлантирамиз. Уст- 
м а-уст тушишдан ^осил булган тасвир эпюр ёки комлекс чизма дейи
лади. (Эпюр сузи французча «ёриге» сузидан олинган булиб, «чизма» 
деган маънони билдиради.) Бунда Л 1( А , нуцталар XX уцца перпен
дикуляр турри чизицда ёчади. )^осил килинган комплекс чизма теска- 
риланиш хусусиятига эга. ^ацицатан >̂ ам, А г нуцтадан Н  текисликка 
перпендикуляр утказиб, унинг устига A LA =  Л ГЛ2 кесмани цуйсак, 
фазодаги А нуцтанинг вазияти аницланади. A v  Л2 проекцияларга эга 
булган нуцтани (Лх; Л 2) курин ишда ёзамиз.

фазодаги нуцтанинг цайси чоракларда ётишига цараб, унинг про- 
екдиялари XX проекциялаш уцига нисбатан мос равишда маълум бир 
вазиятларга эга булади, ва аксинча, проекцияларнинг жойлашишига 
цараб, фазодаги нуцта цайси -чоракка тегишли эканлигини аницлаш 
мумкин. Агар нуцта II ва IV чоракларнинг биссектриса текислигида 
ётса, у ^олда А г *= Ла булади.

2. Тугри чизицнинг апюрдаги тасвири. фазода ихтиёрий / тугри 
чизиц берилган булсин. 1Х ва /2 тугри чизицлар / турри чизицнинг Н 
ва V  текисликлардаги проекциялари. Комплекс чизмадаги ихтиёрий ик- 
кита /j, 4  тугри чизицлар бирор тугри чизицьинг проекцияси була ола- 
дими?

Эпюрда берилган 1и 12 тугри 
чизицларга асосан, I тугри чизицни 
ясаш учун, Н текисликни XX — уц 
атрофида шундай буриш керакки, Я  
текислик V текисликка перпендику
ляр булсин. Кейин 4  орцали Н те- х 
кисликка перпендикуляр ва /2 
орцали V текисликка перпендику
ляр Я2 текисликни утказамиз, ва 
Я2 текисликлар кесишиб / тугри 115- чизма
чизицни аницлайди. (115-чизма). Агар
lv  /2 тугри чизицлар XX уцца перпендикуляр булса, klt Я2 текис
ликлар параллел булади. Бу ^олда / тугри чизиц мавжуд булмайди, 
бундан ташцари llt /2 тугри чизицлар XX уц билан бир нуцтада ке- 
сишса, =  Х2 булиб, /х, /2 тугри чизицлар бу текисликлардаги их
тиёрий тугри чизицнинг проекцияси булади.

Шундай цилиб, агар эпюрдаги ихтиёрий tv /2 тугри чизицлар XX 
уцца бир вацтда перпендикуляр булмаса, улар ягона тугри чизицнинг 
проекцияси булади. lv  /2 проекциялари билан берилган тугри чизиц 
(/1; 12) куринишда белгиланади.

3. Текисликнинг зпюрдаги тасвири. Агар, бир тугри чизицда ётмай- 
диган учта нуцтанинг проекцияси, ёки битта нуцта ва битта тугри чи- 
зигининг проекцияси, ёки иккита тугри чизиги проекциялари комплекс 
чизмада берилса, текисликнинг эпюрдаги тасвири берилган деб ^исоб- 
ланади. Текислик, куп лолларда, Н, V текисликлар билан кесишган 
h, v чизицларнинг берилиши билан аницланади. Бу изларнинг XX уц 
билан бир нуцтада кесишиши равшан (116-чизма).

1- м а с а л а. а тугри чизиц узининг эпюрдаги проекциялари билан,
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116-чизма _  117- чизма

А £ а  нуцта горизонтал проекцияси билан берилган. Вертикал проекция- 
сини топинг,

ах, а.г турри чизицлар а турри чизицнинг горизонтал ва вертикал 
проекциялари, А х нуцта А нуцтанинг горизонтал проекцияси булсин 
(117-чизма). Бу нуцтанинг вертикал проекцияси Ах нуцтадан утиб, 
X X  УВД3 перпендикуляр булган турри чизик(нинг а.2 турри чизиц билан 
кесишган нуцтасидан иборат.

2-м  а с а л а .  (Кесма узунлигини аниклаш.) АВ  кесманинг эпюрда- 
ги проекцияларига кура узунлигини анщ ланг.

Агар АВ  кесма проекциялар текислигининг бирортасига, масалан, 
вертикал текисликка параллел булса, унинг узунлиги уша текислик- 
даги АВ  кесма проекцияси узунлигига тенг. АВ  кесманинг вертикал 
текисликка параллел эканлигини унинг горизонтал проекциясидан би- 
ламиз. Агар горизонтал проекция X X  укца параллел булса, АВ  кесма 
вертикал текисликка параллел булади.

АВ  кесма проекциялар текисликларининг бирортасига ^ам парал
лел булмасин. А В кесманинг А  учини горизонтал текисликка проек- 
цияловчи турри чизщ  атрофида айлантирсак, В учинннг проекцияси 
узгаради. Масалан, В нуктанинг горизонтал проекцияси маркази А х 
нуктада булган айлана буйича ^аракат цилади, вертикал проекцияси 
Ь2 нуцтадан утувчи, X X  у щ а параллел булган турри чизикда х^ара- 
катланади (118-чизма).

АВ  кесма вертикал текисликка параллел булган ^олда, В х проек
ция Ах нуцтадан утиб, X X  уада 
параллел булган Ьх тугри чизигида 
ётади. В 1 нуцтанинг бундай ^ола-
тини B s билан белгилаймиз. А ХВХ 
кесма А.В кесмага тенг булиб, вер
тикал текисликка параллел булган 
АВ  кесманинг горизонтал проек- 
циясидир, А В кесманинг вертикал 
проекциясини топиш учун. Вх нук;- 
тадан X X  уеда перпендикуляр турри 
чизик, утказиб, Ь2 тугри чизиц билан 
кесишган Вг нуцтани топамиз. Л,В2 
кесма АВ  кесманинг А 2В2 вертикал 

118- чизма проекцияси булади {АВ =  Л2 В2).

Л
: ;
1 .
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III Б У JI ИМ  

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ГЕОМЕТРИЯ

VIII Б О Б .  ДИФФЕРЕНЦИАЛ ГЕОМЕТРИЯ АСОСЛАРИ

48-§, Скаляр аргументли вектор функция

Математикада вектор аргументли вектор ва скаляр функциялар би
лан бир цаторда скаляр аргументли вектор функциялар ^ам ^ргани- 
лади.

Уч улчовли евклид фазоси V ва (a ,b )£ R  интервал берилган булсин.
1 -т а ъ р и ф .  Агар бирор цоида буйича цар бир t£ (a ,b )  га V фазо*

нинг бирор v вектори мос цуйилган булса, у ^олда v : (a,b) V 
акслантириш аницланган дейилади.

Бу цолда биз (а, Ь) интервалда скаляр аргументли v «* v (t) век-

тор-функция аницланган деб айтамиз. (а, Ь) интервал v (t) вектор функ
циянинг анщланиш соцаси булиб, V фазо унинг щйматлари  ёки уз- 
еариш соцасидир.

— V —
Агар t0 6 {a, b) нуцтанинг атрофида v (t) вектор функциянинг |о (01 

нормаси чексиз кичик функция булса, яъни да ja (t)|-> -0  булса,
v (t) вектор функция (0 нуцтада чексиз кичик дейилади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар ихтиёрий е> .0  сон учун шундай 6 > 0  сон топи-
либ, \t — 10\ <  8 бажарилганда \v (t) — а  | <  е муносабат Гринли булса,
а  вектор v (t) вектор функциянинг аргумент i нинр t0 га интилган- 

даги лимита дейилади.
| Узунлиги нолга тенр вектор чексиз кичик вектор дейилади, яъни

\v,a (f)l =  0 булса, v (t) вектор t„ нуцтада чексиз кичик булади.
v (t) функциянинг t0 нуцтадаги лимита llm  v (/) =» а  куринищда ёзи-

t**t„
лади. Таърифдан вектор-функция лимитининг цуйидаги хоссалари ке- 
либ чицади:

1) узгармас векторнинг лимита узига тенг;
2) lim  v (t) =а а , lim v (f) =* 6 б^лса, lim (у (t) +  и (fy) «  а +  b ;

3) lim v (/) *< а  ва a £ R  ихтиёрий ^ациций сон б^лса, lim ( a v (t)) =*

в=я а а ;
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4) икки векторнинг скаляр ёки вектор купайтмаларинннг лнмити 
шу векторлар лимитларининг скаляр ёки вектор купайтмаларига тенг:

—> —> # —> —>• 
lim v (t) — a ,  lim и (i) — b, 

lim ]p(t)^u(t))==~a•!?(*), lim \v(t), ~u{t)] =  К  ~b\ (**),
t&to t r&t(f

1), 2), 3) хоссалар исботини уцувчига ^авола цилган холда 4) хос- 
са исботини келтирамиз:

—> —>■ —> —> - > >
а) скаляр купайтма учун: v{t)- и (/) — а • 6 =  (о (0 — а)и (t) +

—> —̂ —i>- —>■ —̂  ̂  ̂ -—>
- f  а (и (t) — 6), бу ерда t ->  £0, да о (/) а 0, и (0 — b ->- 0 ,  шунинг 
учун (*) муносабат уринлидир.

б) вектор купайтма учун:
j{ v (t), гГ(/)] — \аЛ] \  =  ) (0 — ~а, и (/) — 6)] +  [ v (t) — ~а,7> ] —

— f и (0  — й, а] •< J о — а  j J и (/) — 6) +  |о (0 — a 11 b J + |  и (t) — 6 1| а | 
—> -> —> —> 

бу ерда ^ам t ->  /0 да у (/) — а  , и (t) — Ь векторлар чексиз кичик век- 
торлардир, яъни улар 0 га интилади. Хосса исбот цилинди.

3- т а ъ р и ф .  v — v (/) вектор функция учун t0 £{a,b) нуцтада 
->• —>• —>• 

lim v (t) =  и(*о) муносабат уринли булса, и (0 функция t0 нуцтада уз- 
t->ta
луксиз дейилади.

Агар v (t) функция (а, Ь) интервалнинг ^амма нуцталарида узлук- 
сиз булса, v (/) функция шу интервалда узлуксиз дейилади.

—> '—>■ —> 
v (t) функцияга t нинг ^ар бир ^ийматида бирор ОМ =  v (t) вектор 

мос келади. t аргумент (а, Ь) интервалда а дан Ь гача узлуксиз уз- 
гарганда ОМ векторнинг М  учи фазода бирор чизиц чизади. о => 

—>
=  v (/) тенглама шу чизицнинг вектор куринишдаги параметрик тенг- 
ламаси дейилади.

Агар фазода {О, г, /, k ) декарт коордшгатлари системасини олиб,
— У  — >• —^  —i>  —У  —У* — ^

v(t) векторни { г, /, к) базис буйича ёйсак, v ( t ) — x  (/) i у  (i) j  +  
~f- г (/) k ^осил булади. Бу "ерда х  — х  (/), у  =  у  (/), г =  z (') (а <  t 

—̂ ^
-< ft) тенгламаларни и =  у (/) чизикнинг параметрик тенгламалари 
дейилади.

49- §. Вектор функциянинг ^осиласи

(а, Ь) интервалдан бирор t нуцтани олиб, унга шундай A t орттар- 
ма берайлилки (t +  At£(a, b)), унда t аргументнинг At орттирмасига
t)(/) вектор функциянинг Д v =  v (t +  ДО — v (/) орттирмаси мос ке- 
лади.
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—>■ —>•
Т а ъ р и ф .  Агар lim —  =  lim (1) чекли лимит

д/.^о A t Af-+ta At

мавжуд булса, v (t) функция /6 (а, b) нуцтада дифференциалланувчи 
дейилади.

— >•du —̂
Бу лпмитни —  ёки с/ (О каби ёзилади ва у (t) функциянинг t £ 

dt
6 (а, 6) нуктадаги цосиласи дейилади.

—> —̂ —>■ —̂ —> —> 
Агар v (t) векторнинг {О, i , j  , k )  системадаги v (/) =  х (t) i +

■ >■ --■>
+  У (0 / + z ( 0 &  ёйилмасини олсак, t аргументнинг At орттирмасига 
x(t), y(t), г (0 функцияларнинг
Дл: =  аг ( / +  А/) — д: (0. Ау =  у  (i +  At) — г/ (/), Аг =  г (/ +  АО — г (/}

Ду Д х -г  Д и -?  Д г ->• орттирмалари мос келади, демак, —  =  —  г +  —-  / +  —  k .

Бундан эсау (0  вектор функция дифференциалланадиган булиши учун 
x(t), У (0> 2 (0 Функцияларнинг дифференциалланадиган булиши керак
деган хулоса чи^ади. Демак, вектор- функцияни Дифференцияллаш

— —У
унинг координаталарини дифференциаллашдемакдир. Агар у =  v(i) век- 
тор-функциянинг координаталари дифференциалланувчи булса,

—V
dv dx -1  , du -* , <fc— =  —  г 4- —  / 4- —  6ей dt dt d/

булади, вектор- функцияни дифференциаллаш ^оидалари цуйидагича 
булади:

1. Икки вектор функция йигиндисининг ^осиласи шу функциялар 
з^осилаларининг йигиндисига тенг:

(у (0 +  и (0)' =  v' (0 -j- и' (t).

^ а к ^ а т а н  ^ам, w(t) =  v (t) +  и (t) булсин. У ^олда

=~v(t +  А 0 — »(0 +  u(t +  At) — ~u(i) — A~v-\- A ~u.
Бундан:

lim =  lim —  +  lim — ■ ! w' (t) =  Ё/ (/) (/).
A/-»0 Д / Д/-»0 А/ Д/->0 Ai

2. Скаляр купайтманинг хосиласн:
- > • - > ,  -> —> -У -у
(V • и )  =  М • У -}- у • м \

3. Вектор купайтманинг ^осиласи:

[(о, « )]' =  [o', и ] +  [»,«'].
—>• —> —> -> —► -> —̂ *->• 

Да^и^атан ^ам, А [о, и] =  [(и +  Ду), (« +  Аы)] — [у, и] 

ёки А[у, и] — [(у 4- A v) (и +  А и) ]— [v’, ( u  +  А и)] -f- [ у', (и +  А и)] — 
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+  [и,  Aw'].
Охирги тенгликни At га булиб, Д£ ->  О даги лимитга утсак,

lim
Д/̂ -0

Д[ у t ]
At ■ ц а т г + ,  Нш

д^о
А и 
At

=  [у \ U] +[v, и'].
4. Бирлик векторнинг ^осиласи узига ортогоналдир.

—̂ ^  ̂
Дацицатан хам, | v (01 =  1 булса, v2 =  1 ёки v • v =  1. 

ликдан ^осила олсак:

d и 
dt

Бу тенг*

v +  v —— =; 0 ёки 2 t » 4 “ — 0 = > о —  =  0. Л dt dt

Демак, V. dv
I F

50- §. Евклид фазосида чизиц тушунчаси
Ев уч улчовли евклид фазоси булсин. Тугри чизиеда J — (а, Ь) ин

тервал оламиз.
1 - т а ъ р и ф .  (а, Ь) интервалнинг Е3 фазодаги гомеоморф образи эле

мента р чизщ  дейилади.
Агар элементар чизицни у билан белгиласак, у ^олда у =  {М 6 Е3, 

Л4 =  /  (/), t£(a ,b)),  бу ерда / :  (а, 6) Е3 гомеоморф акслантиришдир.
2- т а ъ ри ф . фазодаги нуцталарнинг v туплами борланган туплам 

б^либ, унинг ) а̂р бир нуцтаси атрофида жойлашган цисми элементар 
чизиц булса, у туплам codda эгри чиз1Щ (цисцача чизиц) дейилади.

М и с о л л а р .  1, у  =  kx +  b, </=«sinx,  у  =  cosx  чизицлар элемен
тар чизщлардир.

2. х2 +  у* =  1 айлана содда чизицдир. Таърифдан куринадики, з^ар 
^андай элементар чизик; содда чизиедир, лекин содда чизик, хамита элемен
тар чизиц эмас.

Е3 фазода R =  [О, i, /, k } системани оламиз. М  нуцтанинг R  
системага нисбатан координаталари (х , у, г) булсин. У ^олда /  (t) «  
■* М  (х , у, г) булгани учун

x  =  x(t), У — У (0> Z =  z (0 . (1)
Демак, у эгри чизицни чизувчи М  нуцтанинг х, у, г  координата

лари t нинг пара метрик функциялари булади. Шунинг учун (1) тенгликни 
у  чизицнинг параметрик тенгламалари дейилади. Таърифга кура х (i), 
у  (0, 2 (0 функциялар (а, Ь) оралицда узлуксиз функциялардир.

3 - т а ъ р и ф .  Агар у чизицнинг ихтиёрий М  нуцтасининг шундай v 
атрофи мавжуд булиб, унинг бу атрофда жойлашган цисмини k мар
та узлуксиз дифференциалланадиган *(/), y(t), z(t)  функциялар ёрда- 
мида параметрлаш мумкин булса, ёки х  «  х  (0, у  =* у  (0, z да 2 (t) 
гараметрик тенглама билан бериш мумкин булса, у чизиц регуляр чи- 
е щ  дейилади. k =  1 да у чизик; силлиц чизщ  дейилади.

Агар V чизиц параметрланган булса, у ^олда t  параметрнинг >*ар



бир цийматига v эгри чизицнинг бирор М  (х, у, г) нуцтаси мос келади,
—>-

М  нуцтанинг радиус векторини г — ОМ билан белгиласак, у t пара-
—► —̂ *—>• 

метрнинг функцияси булади. Дацицатан .^ам, ОМ векторни {i , j, k\ 
базис буйича ёйсак,

7 =  x ( t ) l + y { t ) 7 + z ( t ) I  (2)
ёки

7 = ? ( о  (3)
^осил булади (119-чизма).

Шундай килиб, (1) тенгламалар 
системаси (2) ёки (3) вектор тенг- 
ламага эквивалентдир.

119- чизма

М и с о л л а р .  1. Циклоиданинг параметрик тенгламаларши тузай- 
лик (120-чизма). Циклоида цузгалмас турри чизиц буйича сирпанмас- 
дан, гилдираётган айланада ётган нуцта чизган эгри чизицдан иборат. 
М  нуцтанинг декарт координаталарини х,у  билан белгилаймиз. Z .M S H =  
=  ф булсин. М г нуцта М  нуцтанинг абсцисса уцидаги проекцияси, 
М 2 нуцта ордината укидаги проекцияси булсин, яъни Мл (х, 0), М 2 (0, у), 
х >  0 булса, х  =  OMt =  ОН — MQ булгани учун х  — ОМ.х =* щ  —
— г sin ф =  г (ф — sin ф). у  =  ОМа =  SH  — SQ булгани учун

у  =  ОМ2 — г — г cos ф =  г (1 — eos ф).

Циклоиданинг параметрик тенгламалари:
х  =  г((р — sirup), у  =  г (  1 — cos ф).

2. Винт чизицнинг параметрик тенгламаларини тузайлик.
Винт чизиц деб доиравий цилиндрнинг ясовчиси унинг уци атрофи

да текис айланаётганда ясовчи буйлаб харакат цилаётган М  нуцта
нинг чизган чизигига айтилади.

Доиравий цилиндрнинг уци учун (OZ) уцни олсак, унинг ясовчиси 
АВ  (OZ) уцца перпендикуляр булиб, узгармас узунликка эга, унинг А  
учи эса айланиш бурчагига пропорционал йулни босиб утади. Шунинг 
учун АВ  =  а, О А =  Адр. Параметр учун марказий z l  QOP =  ф бур- 
чакни оламиз. A OPQ дан: OQ =  OP cos ф, QP =  OP sin ф, ВР  =  
=  Яф (121-чизма). В  нуцтанинг координаталари (х, у, г) булса, OQ =•
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121- чизма

• О

122- чизма

=  х, QP =  у, BP  =  z дан винт чи- 
зицнинг параметрик тенгламалари- 
ии ^осил циламиз:

■x =  acoscp,  (/ =  asincp, г — Ядр.

51- §. Эгри чизщнинг уринмаси
—> —>

Y — силлик, эгри чизиц г — г (t) 
тенглама билан берилган булсин. 

J  Унда ётган Р (/0), Q (t0 +  At) нуц- 
талардан утувчи / =  (PQ) кесувчини 
олайлик (122-чизма).

Т а ъ р и ф. I кесувчини At - + 0  
даги лимит ^олати у эгри чизшда 

123- чизма Р нуцтада -утказилган уринма дейи
лади.

t параметрнинг A t орттирмасига г (t) функциянинг А г ~  г (<„-)- 
—̂ ^

-f- A t) — г (10) орттирмаси мос келади. Бу А г вектор I кесувчининг
А~Т _ 7 ( t 0 +  А0 — T ( t u)
A t  A t■ ^

э^ам А г векторга коллинеар булиб, кесувчининг йуналтирувчи вектори- 
дир. At-*-0 да Q нуцтау чизиц буйлаб Р  нуцтага интилади. Шартга кура

г (t) дифференциалланувчи функция булгани учун г' (t) =  lim -----
A/-*0 А/

косила мавжуд ва г' (t) вектор уринма буйлаб йуналгандир. y эгри
чизщ ца Р  нуцтадан утган уринмани g  билан белгилайлик ва унда

йуналтирувчи вектори булади. У ^олда вектор
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\ —V -V
бирор Е нуцтани олайлик. У ^олда (123- чизма) РЕ  ва г ' (t) векторлар■—► —̂ ^ ^ м 
коллинеар булгани учун =  к г' (t), г (t) =  г (д +  РЕ  ёки г (I)

= 7 ( g  + ^ ( t )  ( 1).
(1) тенглик 7 эгри чнзицца Р  нуцтада утказилган уринманинг тенг- 

ламасидир. Эгри чизиц бу системада x ~ x ( t ) ,  y =  y(t), z — z(t)  (2) 
параметрик куринишда берилган булса, унинг Р нуцтадаги уринма- 
сининг тенгламаси куйидаги куринишда булади:

х  (0 =  х (д +  х х ' (/0),1 
# (0  =  * /W  +  ^ /  (4), | 
z (о =  г (д +  (4) j

ёки
x ( t )  — x ( t 0) _  y ( t )  — у  (t0) _  z ( t ) — г (/0)

* ' (-'о) У' (*о) г' ( t0)

Текисликда берилган эгри чизиц учун параметрик тенглама х  =* 
=  х  (О, У =  У (0 куринишда булиб, унинг бирор нуцтасига утказилган

уринманинг тенгламаси —— ~~ -f/ */о) куринишни олади. Эгри
■*/ (̂ о) У (to)

чизиц текисликда Z7, (ж, г/) =  0 тенглама билан берилса, уринма у  — у0 =* 
р'

=  — - (х — х0) шаклни кабул цилади. Эгри чизиц ХОУ  текислнги-

да у ~  f  (х) тенглама билан ифодаланса, урииманинг тенгламаси 
X  —  х д У —  (/о У о
— ;—  =  — ;—  куринишга эга. Бундан: у  — — (х — х0) +  у0. Бу ерда

Хч У о "
х  ни параметр сифатида цабул цилсак, х' — 1 булиб, уринманинг 
тенгламаси:

У  =  У , ( х  —  х 0)  + у 0 .

М и с о л л а р .  1.
х  =  a sin2 1, 
у  =  b sin t cos t, 
z =  с cos2 £

эгри чизицца t =  нуцтада утказилган уринманинг тенгламаси ту- 

вилсин. Бунинг учуй берилган функциялардан хосила оламиз: 
х' = 2  a sin t cos t =  a sin 2 1, 

у  — b (cos t cos t — sin t sin t) — b cos 21, 
z' =  — 2 с cos t sin t =  — с sin 2t.

, n  a bt -  да x0 =  — , y 0 — — , 20 =  с,

x ' — a, и — 0, z = — c.0 0̂ tf
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Уринманинг тенгламаси:

X — а

2
У —

в
2

а 0 —с
2. х  =  a cos8t, у  *= a sin31 эгри чизик; уринмасининг тенгламаси 

топилсин.
Бу ерда х' =я — За cos2 i sin t, у'

у  — a  sin3 t

3 a sina t cos t ва ■ x  — a  cos3 1 

— 3 a  cos21 sin t

3 a sin21 cos t 
бундан

x sin t +  у  cos t  — a  sin t cos t  (cos21 +  sin21) =  0
ёки

2 x  sin t -{- 2 у  cos t  — a sin 2 1 *= 0.
Т а ъ р и ф .  Эгри чизицнинг берилган нуцтасидаги уринмасига пер

пендикуляр булган тугри чизщ  унинг шу нуцтадаги нормали дейи
лади.

фазовий чизицнинг белгили нуцтасидаги нормаллари чексиз куп 
булиб (нега?), улар бир текисликда ётади ва бу текислик чизицнинр 
шу нуцтадаги нормал текислиги деб аталади. Дамма нуцталари битта 
текисликда ётган яссн чизицнинг ^ар бир нуктасида битта нормаль 
мавжуд.

Агар чизицдаги берилган нуцта Р  (/0), нормал текисликдаги ихтиёрий 
нуцта Q (/) дан иборат булса (124-чизма),

PQ = ? —~г0 =  (х — х0)Т +  (у — у Л  +  (г — z0)~fe,

PQ ± У  ( g  =► (7 — 70) • / =  О
ёки

(х — х0) +  { у  — i/0) у' 4- (г — г0) г' =  О 

тенглама эгри чизщнинг Р  нуцтасидаги нормал текислигининр тенг-
ламасидир. Юцорида таъкидлагани- 
мизга асосан, текисликдаги чизиц 
нормали учун

{х — x0)x't +  (y — y 0) y ‘t =  0 ёки

У — Уо =  — ^  (х—х0)
У.

тенгламани з^осил циламиз.
М и с о л. Винт чизик, х  — 2 cos t, 

у  — 2 s in /, z =  i t  нинг t — 0 нуц- 
тадаги нормал текислигининг тенг- 
ламасини тузайлик. t =  0 га моо 
М„ нуцтанинг координаталари: х0 =* 
«= 2, у0 ~  0, г0 =  О, М0 нуцтанинг 
координаталари: (2, 0,0);
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\  X* юе — 2 sin t, и  — 2 COS t, 2- =а 4. t =  0 да х' =  0, и = 2 ,  2 =  4 .^ • "'е •
Нормал текисликнинг тенгламаси

(х —  2)*0 +  (у —  0 )-2  + ( z  — 0)-4 =  О ёки y  +  2 z  =  0.

52- §. Эгри чизиц ёйининг узунлиги. Эгри чизицнинг табиий
тенгламалари

Силлиц эгри чизиц г — г (О тенглама билан берилган булсин. Ма
тематик анализ курсидан маълумки, унинг [а, /] кесмага мос келган 
Yi с :  v ёйнинг узунлигини топиш учун Vi ёйга ички чизилган синиц чи
зиц'бугинлари чексиз иккилантирилади.

Ана шу синиц чизиц кесмаларининг энг каттаси нолга интилран- 
даги синиц чизиц периметрининг лимити ёйнинг узунлиги деб ата- 
лади ва

s =  j  \? ( t ) \d t  (1>
а

куринишда ёзилади.
Агар эгри чизиц

* — * (0 ,. У =  у (0» z =  z (0  (Г)

параметрик тенглама билан берилган булса, унинг ёйи узунлиги

/ ( F f T ? f W ¥  dt (2)
а

ёки

s -  J V х ' 2 +  у'2 +  г'2 d t (2'>
а

формулаларга асосланиб ^исобланади.

ХО У  текислигида ётган чизиц учун ёй узунлиги s =  х'2+ у '  dt
а

га тенг.
Демак, эгри чизиц ёйининг узунлиги t параметрнинг функцияси- 

дир, яъни. s =  s (t). Бу функция f > a  булганда мусбат, t < . a  булган- 
да эса манфий булиб, t монотон узгарса, s (/) функция монотон усув-

чидир. Х(ацицатан, (2) дан ~  =  V х '2+  у'2 +  г'2 ёк« =  К  (01 >  О

эканлигини топамиз, чунки фаразимизга кура г' (t) Ф 0, шу сабабли 
s =  s (0 функцияга тескари функция мавжуд: t — t (s).

Шундай цилиб, s нинг >̂ ар бир цийматига t  нинг аниц битта ций- 
мати мос келади, яъни s ёй узунлигини параметр сифатида олиш
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мумкин. У ^олда (1) ва (Г) тенгламалар цуйидаги к^ринишга ке- 
лади:

7  = 7  (t (s))

еки
(3)

(3 ')х — x{t  (s)), y  =  y(t(s)), г — z (t (s)).

(3) ва (3') тенгламаларни куйидагича ^ам ёзиш мумкин: г =  г (s)
ёки х =  х (s), у  — y(s), z — г (s).

Бу тенгламалар эгри чизикнинг табиий параметрга нисбатан тенглама- 
ларидир.

Бу ^олда

dr j 
ds I

\ r \ 1, (4)

яъни r (s) нинг табиий параметрга нисбатан ^осиласи бирлик вектор- 
дир, чунки Р  ва Q нуцталарни туташтирувчи ватарнинг узунлиги
| Д г | =  j г (t - f  ДО — г (0| булса ва

|AsJ =  | s ( f + A Q  — s(0 |
булса (124-чизма):

dr
— lim

—>■
A r

ds , As-+0 As

As ->- 0 ва A t  > 0 шартлар тенг к учли булгани учун

К7lim
д/-»о Д*

1.

М и с о л л а р .  1. х  =  a (cos t +  t sin 0. y  — a ( s m t  — tcost)  чизиц- 
нинг [tv  t2] оралицдаги ёйининг узунлиги топилсиь.

Эгри чизик тенгламаларидан хосила оламиз:

х  — а  (— sin t  +  sin t  + t cos t) — a t  cos t, 
y' =  a (cos t  — cos t  +  t sin t) — at sin t.

Ёй узунлиги 

s =
h

|  j / " a 2t 2 cos21 +  a2 t2 s i n 2 1 dt =  J  at d t — a 

га тенг.

2. у  =  In cos x  чизицнинг 0; — 

лансин.

у ’ =  (In cos x)'
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3. х  =  a cost, у  =  a sin t чизицнинг t =  0 дан t гача булган ёй 
узунлигини ^исобланг ва бу чизицнинг s параметр орцали ифодалан- 
ган тенгламаларини туэинг.

t _______________
s =  j  у  a2 cos2 1 +  а% sin21 dt=at,  бундан t =  — .

о
s . s 

Изланган тенгламалар: x — a cos —  > у  =  a s in -----

53-§. Табиий уч ёцлик ва Френе формулалари
— ^

Регуляр эгри чизиц г — г it) (1) тенглама билан берилган булсин. 
t  параметр учун s ёйни цабул цилсак,

d г 
ds (2)

вектор эгри чизицнинг М  нуцтасидаги уринмасининг бирлик вектори 
булади (125-чизма).

N (3)
d2 г _ d %
ds2 ds-

вектор эгри чизицнинг Л4 нуцтасидаги эгрилик вектори, унинг узун
лиги JA'-1 =  k  унинг шу нуцтадаги эгрилиги дейилади. Уринманинг 
бирлик вектори т билан унинг цосиласи булмиш N  узаро ортогонал- 
дир. Шу N вектор буйича йуналган тугри чизиц эгри чизицни М ну к-

—> —>■ 
тадаги бош нормали дейилади. N  векторнинг бирлик векторини v 
билан белгиласак,

N
-> 

k V еки
dx
ds

Ь (4)

хосил булади. М  нуцтада яна бит
та бирлик векторни аницлаймиз:

->
Р =  [ т, v]. Бу вектор ^ам т га, 
хам v га ортогоналдир. Шу вектор 

■—̂
йуналишдаги [/И; (3] тугри чизиц эг
ри чизицнинг бинормали дейилади. 
Эгри чизицнинг хар бир нуцтасида
ги бош нормали ва бинормали узаро 125- чизма



I
/ ------------- -| --------------

• m m  текислик

-тшт
геки ст

перпендикуляр. Уринма билан бош 
нормал оркали утувчи текисликни 
ёпишма текислик, уринма билан 
бинормал орцали утувчи текисликни

Бош нормал билан бинормал орца- 
'ли  утувчи текислик нормал текис- 

-TYFPmom ткдир. Эгри чизицнинг ^ар бир нуц- 
ТЕКИСАИК тасидаги бош нормал, бинормал 

уринма ^амда ёпишма текислик, туг- 
риловчи текислик ва нормал текис- 
ликлардан ташкил топган уч ёклик

табиий уч ёцлик дейилади (126-чизма). <ч билан р нинг вектор ку-
dvпаитмаси v векторга перпендикуляр ва демак, —  векторга параллел*

126- чизма

дир. Шунинг учун шундай а, Я сонлар топиладики,
dv
ds

а х  +  Яр

(5) булади. т ,  v векторлар хам ортогонал: т- v = 0 .  Бу тенгликни s ̂ —>■  ̂ ^
параметр буйича дифференциалласак, v —-  +  т ~  =  0. (4), (5) га

as asо —̂ ^ —>■ —> 
кура v • k v +  т (ат +  Яр) =  0, бундан эса k  +  а  =  0 ёки а я  — k .

(5) дан: =  -  k  v +  Я ?  (6).
as 

-> —>
Р = [ т ,  v ] ни s параметр буйича дифференциаллаб, (5) ва (6) ни ^и- 

собга олсак.

Й .
ds

Лекин

Г d т-----> V +
ats v , v ]  + И ,  — k x  + я " р ]

dv 1
’ ds J

=  А[\Г, v”] — k\x ,  ~т ] — Я К  jfj.

[ V , v ] -  о, [~т, " т  ] =  0 , К * Р ]  = ~ V  .

Демак,

Ж - .
ds

■ Я v . (7)

(2), (6), (7) формулаларни френе формулалари дейилади. (7) форму- 
ладаги Я сон эгри чизицнинг М  нуцтадаги буралиши дейилади. фре- 
нинг бу формулалари фазовий чизшугар назариясида катта ахамият- 
га эга булиб, уларга кирувчи k  эгрилик ва Я буралиш чизицникг соф 
геометрик хоссаларини ифодалайди.
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54-§, Эгри чизицнинг эгрилиги ва буралиши

Регулятор эгри чизиц г =  г (s) тенглама билан берилган булсин. 
Унда Р  ва унга яцин ётган Q нуцталарни оламиз. P,Q нуцталарда 
эгри чизицца утказилган уршшалар орасидаги бурчакни а  билан бел- 
гилаймиз, PQ ёй узунлиги h га тенг булсин (127-чизма).

митга айтилади.
Бу чизицнинг Р, Q нуцталарига утказилган уринмаларнинг бирлик 

векторлари г' (s) ва г' (s -J- h) булсин. Бу векторларни битта умумий 
учга келтирамиз: г' (s) =  МА, г' (s +  h) — MB, Z . AM  В =  a  (128- чиз
ма). АВ =  r' (s +  h) — r' (s) булсин. Эгри чизицнинг эгрилигини k би
лан белгиласак,

-Чизмадан \АВ\ =  2 sin -у  . Шунинг учун lim - 2 -  =  1, чунки /г->-0

чизицнинг эгрилиги k =  | г"  (s) | га тенг. Таърифдан тугри чизицнинг 
э^амма нуцталардаги эгрилиги нолга тенглиги аён, цолган чизицлар 
учун эгрилик нолдан фарцлидир. Демак, чизицнинг эгрилиги унинг 
тугри чизицдан четлашиш даражасини билдиради.

2 - т а ъ р и ф .  Эгри чизицнинг берилган нуцтасидаги эгрилигига тес-
кари мицдор R  — — шу нуцтадаги эгрилик радиуса дейилади.

Эгри чизицда ихтиёрий Р  нуцта ва унга яцин ётган Q нуцтани 
оламиз. Р, Q нуцталардан ёпишма текисликлар утказамиз ва улар ора
сидаги бурчакни Д 0 билан белгилаймиз. Эгри чизицнинг Р  ва Q нуц- 
талари орасига жойлашган ёйнинг узунлиги As булсин (129- чизма).

3 - т а ъ р и ф .  Эгри чизицнинг Р  нуцтадаги буралиши деб Q нуцта

.  . . .  \Тв\
да а - > 0  булиб, l i m — —

й̂ -о Щ
— П т \ ? ( s + h ) —Т'($)| 

Щ
—\г" (s)[. Демак, эгри

Л В

\

о М-~, А

127- чизма 128- чизма
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Р  га интилганда

129- чизма 

А9 
As

нисбатнинг
лимитига айтилади ва у kx билан 
белгиланади:

и 1 - А0— lim ----- .
_> |As|

Р (s)> Р (s ~Ь ^s) векторлар Р, Q нуцталардаги бинормалнинг бир- 
лик векторлари булиб, улар орасидаги бурчак А0 га тенг. У ^олда (130- 
чизма)

|ЛВ| =  j р (s +  As) — (i (s)j — 2 sin2—  ,

бу ерда

= lim де
-  lim  - * L [lim И1!

As jAs-*0 As

lim
As-»-0

де

lim d£. =  lim p (5 +  As)-lf(s) _■* , >
As-̂ >0 д5 As->0 ' Р W»

—> —■> —>•
Демак, чизицнинг буралиши — IР' (s)|. Р' вектор fi га ва х ортого-—> —> -> -> ^ —> 
налдир. Дацицатан з^ам, р ' =  [ т , v ]' == [ т ', v ] +  [ т , v ]. Бу ердан 
[ , v ]— 0 ,  чунки х' v га параллел. Шунинг учун Р ' = [ т ,  v ' ] .  
Бундан эса Р' _1_ т ва P '_L v '. Щундай килиб, р ' v га параллел. У

•*> —̂ j d ‘х
^олда k1 =  |(Р '- v)[. френенинг (1) формуласига кура v — —  • —  —

1 <fr 1— г"  булгани учун



55- §. Эгри чизицнинг эгрилиги ва буралишини ^исоблаш 

Эгри чизиц г — г (t) тенглама билан берилган булсин. У ^олда

— AL. — tJ*!L = 7  — ~Р
dt  ds dt  dt  ’

d?r _d?r I ds \  d r  d3s g

dt2 ds2 \  dt j  ds dt2 ^

-*■ ds I ds\* . d4
T — , k v  \ —  +  T —

dt  \ d t  I dt* dt  \ d t j
+

d2 r , dr л I d s  , .ерда -----— k v , ------ =  т эканлигини >;исобга олсак, г — kv  | — ) +
ds2 dt

—̂ d?s — —>■
д - т  — . Бундан г"  векторнннг [M, t ,  v ] ёпишма текисликка парал- 

dt2
лел эканлигини курамиз.

[Л  7'] =
' ~~У-

+

ds  

dt

k  =

'-*• ds ~>d2s ] ' d s \  2
т  —  

dt
» t  —

dt2
=  *(

, d j
T , V

, ds d 2s4--------------[ t
dt dt2

I r' (f)|, [ x . v J =  p булгани учун [ г ', г"] =  | г ' (0I3 Р * к, бундан
—V  —>• I “ >• _

Г f 111 I 1 \\ Г*I г ’ -' ' - II—  . р бирлик вектор, шунинг учун k — —— -------
| r ' (0l3 l| jj|  |г'(01*

Эгри чизиц x  =  x(t) , y ~ y { t ) ,  2 =  2 (t) тенгламалар билан берил
ган булса:

[г\ г' И " v" 2 + у "  z " f  , \г" x " 2
\x' у У z j jz x

|?| = | /  x'2 + y’2 + z'2,

V x"  y " 2 7 "  
_L ‘/  Z 2

+ z"  x " l2
X  у ! У 2 Z X  j

V  (х '2 +  У’2 +  г '2)8

Эгри чизиц ХОУ  текисликда жойлашган булса, яъни х — х  (t),y 
■■ у  (t) тенгламалар билан берилган булса, унинг эгрилиги k

V х"  у " *  
х' у'

формула буйича ^исобланади. Чизиц у  =* у  (я), тенг*
V  (х ,2 +  у /2)

лама билан берилса, унинг эгрилиги k формула буйи-
У (1  + у '2)3

ча ^исобланади. Шунга ухшаш эгри чизицнинг буралиши кх
I(?, ~?',7")\ к л  7>, q i

& (г>, г " ) 2
га тенг $ди. Бундан х  => х  (/), у

143



у  (t), z — z(t)  параметрик тенгламага ^тсак, буралиш

kx

х' У г' 
х" у"  г" 
х'" у'" г'"

г ' х'
\х" У"\* <\У" г " |2 
№ У' I +  \у' г' j

формула буйича ^исобланади.
М и с о л л а р .  1. x  =  acost, у  — a sin t, г = Ы т ю :  чизирининр 

эгрилиги ва буралиши ^исоблансин.
Эгри чизик; тенгламаларидан:

х  =  — a sin t, 
х "  — — a cost, 
х '"  — a  sin t,

у '  =  a cos tt z' =  b; 
y ' f =  _  asin t, z '! =  0; 
y '"  = — a cost, z 'n  =  0,

k =

-i Г  I— a cos t— a  sin t 
У  I— a sin t a  cos t ' +

— a  sin / 0 
a cos t b +

0 —acostl2 
b — a s in n

/ Ш " a  sin t )2 +  (a cos t)2 +  62)3

У  (— a2 cos2 t — a2 sin21) -\-a2b2 sin2 *+a262 cos2 t  _ У  a14-
У  (a2 sin2 / +  a2 cos2 1 +  62)3

а У  а^-\-Ь2 _ a
У(а*+Ь2)8

у  (a2 +  b%)3 a2+ b*

Демак, k
fl2_ĵ 62

7 эгри чизицнинг буралиши
— a sin f a  cos < 6
— a c o s t  — as in  / 0 
e sin * — a c o s t O

■ a  cos t — a sin №  , I— a sin 1 0 I2 
- a sin t  a cos t\ t ” a cos t  b \

I 10 — o co s /l2 
' 6 — a sin t\

2. у  — — x3 эгри чизицнинг абсциссаси х  ~ 1

оа+6* 

га тенр булган нук;-

тасидаги эгрилиги топилсин.
1 3Е ч и ш. у '  =а — Зя2; у" — — 6х. х  =  —  ну^тада у'' ^  — —; у'

*к — 3 га тенг, у ^олда
—  3

/С +й)’
192
125

56- §, Ясен эгри чизи^лар

Силлик; ясси эгри чизик; ва унинг хар бир нуцтасидаги эгрилиги 
k  Ф  0 булсин. Бу чизицнинг ^ар бир нуцтасидаги буралиши нолга тенр:
k x ~  0. Дак;и^атан ^ам, ясси чизиц учун т ва v векторлар v эгри чи-
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з щ  текислигига параллел, демак, р узгармас векторлардир. Шунинг 

учу„ ^ . = 0 .

Бундан /%! =  j (р' v )j =  0.
1- т а ъ р и ф. Агар JV =  k v — вектор М нуктадан р =  масофада

k
—У~

ётса, ясси чизи^ учун [М, v ] бош нормалда ётувчи Р  нукта эгри чи- 
и^нинг М  нуцтадаги эгрилик маркази дейилади.

Р ну^танинг радиус векторини р билан белгиласак,

p =  r +  pv  (1)

хосил булади. Френе формуласига K y p a £ v = ~ - ,  бундан v => —  — -
ds k  ds—>•

ни топамиз, у ^олда (1) формула ^уйидаги куринишга келади: р  =*
__-*■ . 1 d x
~~г

Эгри чизик, у  =  у (х) тенглама билан берилган булсин. Бу тенгла
мани вектор куринишда ёзсак, г =  х  i +  у  /  . (2) 

Бундан
1 "V

d т ? , /' Т ds  |П f̂ j *| /* 1 | /о ^  1г =  —  z . i + j ' / ,  —  =  г = ] /  1 +  ^ 2, -  = = 7 = = ,  
dx dx ds у  1 +  0

“*■ d r  dx 7* ,- r ,  1 1 T^| i/' 7^

% ~  dx ‘ ds У ^ ’ V l  +  t/ '2 ~ / 1  +  Г 2 / 1  +  У,%

d x  d x  dx * * -— --  ни хисоблаб чикаилик:
ds dx ds

l i  = 7+ - X — : / .....  yl= . ( - У'Т+ T).
ds 1 /(1 + 2 /'2)3 У ( 1 +»'*)* У( 1 + < / ' 2)3

У ^олда

ds
ёки

=  f _  u 'T + T ) ..- X _______ j___

^ 1  =  _ Х _ ( _ у ' Г + Т ) .  (3)
ds (l +  f/'2)3

(3) дан нинг кийматини (1) га цуямиз: 
ds

p =  r +  —------- ------- ( — y' i +  /) ёки k =»
н й2 (1 +  y'2)3 '  1/(1 +

Бундан;
1 i  ,/2 -Vp==, r +  _ ± i L ( _ y  / +  /).

у
IQ... «Геометрия, II кием» J4&



Агар Р нуцтанинг координатаси (£, г|) булса,

ii + а  -  * 7 +  а  + ' - i f  < - л + ъ  =  (*  -  ^ Ц ^ - ' ) и -

\ + у, л

Бундан эгрилик марказининг координаталарини топамиз: 

у О ~Ь yf )yf i 1 yf
£ =  X — v— , Л =  У Л --------„ •у" у

2- т а ъ p и ф. Эгри чизиц эгрилик марказларининг геометрик урни 
шу эгри чизицнинг эволюпгаси дейилади. Эгри чизиц х  =  х (i), у  =  у (t) 
тенгламалар билан берилган булса, эволютанинг параметрик тенглама- 
лари:

Z; =  Х (0 — У  ( 0 ----- ( i)~ y- - {t)---------- , г] =  гу(0 +  л:' ( f ) ----- —Ш + J L M ^ .
WJC'(О -■*'(<)»'(0 * W M - * W ( 0

М и с о л л а р .  1. у =  sin л; эволютасининг тенгламалари тузилсин. 
Е чиш:

=  cos х, у" =  — sin х,
у 1 +  cos2* . 1 4- cos2*С, — X — cos X — ----- =  X +  cos х  -

Л =  s in x  +

sin*  sin *
1 +  cos2* sin2 * — 1 — cos2* _ 2 cos2*

- sin * sin * Sin *

2. x ~ a c o s t ,  у =  b sin t эллипс эволютасининг параметрик тенгла
малари тузилсин.

Е ч и ш :
х' =  — a sin t, х" =  — a cos t\

у' =  b cos t, у" =  — b sin t.
«. + и , a2 sin2/ +  62 cos2 ? a2 — 62 3 ,£ =  a cos t — b cos t ----------1----------- --- --------- cos3/;

ab sin2? +  ab cos2? a

. . .  . , a2 sin2? +  b2 cos2 1 b2 — a2 . з , ji «в b sin/ — a s i n t ---------- -----------= ----------sin3/.
ab sin2? +  ab cos4  b

Демак, эволютанинг тенгламаси:
у a2 — 62 в , b2 — а2 . о .Q =я-------- COS3 t, J) s b s --------- sinJ Г.

57- §. Евклид фазосида сиртлар. Сирт тушунчаси

1- т а ъ р и ф. Очиц доиранинг евклид текислигидаги гомеоморф образи 
элементар со%а дейилади.

Турри туртбурчак, квадрат, трапеция ва эллипснинг ички цисмлари 
елементар со^алардир.
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‘ 2 - т а ъ р и ф .  Текисликдаги элементар со^анинг Es фазодаги гомео
морф образи элементар сирт дейилади.

Текислик, эллиптик ва гиперболик параболоидлар, параболик ци
линдр элементар сиртдир.

3 - т а ъ р и ф .  Фазода нуцталарнинг Ф туплами богланган булиб, 
унинг ^ар бир X  нуцтаси шундай G атрофга эга булсакн, Ф тупла- 
мининг G атрофга жойлашган цисми элементар сирт булса, Ф туплам 
содда сирт дейилади.

Таърифдан куринадики, ?qap цандай элементар сирт содда сиртдир. 
Лекин хар ^андай содда сирт доим элементар сирт булазермайди. Ма
салан, сфера содда сирт, лекин элементар сирт эмас, ёки эллиптик 
цилиндр содда сирт, лекин элементар сирт эмас.

G — текисликдаги элементар со^а булсин, у ^олда 1- таърифга кура 
f'.G^r-Eg гомеоморфизм Е3 фазода содда Ф сиртни ани^лайди. P^G 
ну^танинг декарт координаталари (u,v), Q =  f  (Р) £Ф  ну^танинг коор
динаталари эса х,у,г  булсин. Демак, Ф сиртдаги Q ну^танинг х,у,г 
координаталари G со^адаги Р ну^та координаталарининг функциялари- 
дан иборатдир:

х  =  fi (,u>v)> У — fz (М >  z — fa (и, v). (1)
(1) тенгламалар содда сиртнинг параметрик теигламалари дейилади. 
Таърифга кура fv  / 2, / 3 функциялар G сохада узлуксиз функциялар- 
дир. Агар (1) тенгламалар системасида / 1( / 2, f3 функциялар k - тар- 
тиблигача узлуксиз хрсилаларга эга булса, Ф сирт регуляр дейилади. 
k  =  1 да Ф сирт силлиъ сирт дейилади. (1) нинг учта тенгламаси битта

Г =  г (u,v) = / г (u,v)T+f2 (u,v)7  +  fa (u,v) ~k (2)
вектор тенгламага эквивалентдир.
Бу ерда г — OQ сиртга (131- чизма) 
царашли Q ну^танинг радиус- век
тори ну^тани аниклайди. (1) 
тенгламаларда и (ёки v) узгармас 
з^исобланса, бу тенгламалар сирт ус- 
тидаги эгри чизи^ни аниклайди.
u,v сонлар сиртдаги ну^танинг эгри 
чизи^ли координаталари дейилади.
Агар Ф сиртнинг (1) параметрик 
тенгламаларида х  = и , у  =  v десак, 
z — f  (х,у) куринишдаги тенгламани 
^осил ^иламиз. Демак, сирт пара
метрик тенгламалар билан берилган 
булса, улардан ошкор куринишли тенгламага утиш мумкин. Куп лол
ларда сирт деб F(x,y,z)=  0 тенгламани цаноатлантирадиган нуцталар 
тупламига айтилади. Бу ерда F (x,y,z) функция бирор V сохада узлук
сиз ва биринчи тартибли F'x, F ' , F'z узлуксиз хусусий хосилаларга эга. 
Агар сиртнинг бирор М0 нуцтасида F'^ =  F'y =  F'z =  О булса, бу ну^та 
сиртнинг махсус нуцтаси дейилади.

М и с о л л а р .  1. Торнинг параметрик теигламалари тузилсин.

пжл\
г

131- чизма
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Тор деб (x  — a)2 +  г/2 =  г2 айланани унинг текислигида ётган ва 
Oz уц атрофида айлантиришдан ^осил булган сиртга айтилади. Айлана 
Oz уц билан кесишмайди деб фараз циламиз: г < .а  (132-чизма). Ай- 
лананинг параметрик тенгламалари:

Бу айланани 0Z  уц атрофида айлантирганда р х2 +  У2 — а +  
+  г cos 0 масофа узгармайди. OZ уц атрофида буриш бурчагини ср би
лан белгиласак, торнинг параметрик тенгламаларини ^осил циламиз:

х  =  (a +  г cos 0) cos ф, у  =  (а +  г cos 0) sin ф, г =  г sin 0,
бу ерда 0 <Сф 2 я , О < 0 < 2 я .

2. Геликоиднинг параметрик тенгламалари тузилсин.
Тугри геликоид деб Oz уцца тик АВ  нурни шу уц атрофида текис 

айланишидан ва айланиш бурчагига пропорционал тезлик билан Oz уц 
буйлаб силжишидан ^осил цилинган сиртга айтилади.

Геликоиднинг параметрик тенгламаларини тузайлик (133-чизма). 
Геликоид устидаги нуцтанинг эгри чизицли координаталари сифатида 
ундан OZ уццача булган масофа М А  =  и ва геликоидни ^осил цила-

х  — а — г cos0, у  =  0, z =  / ' s i n0
еки

х — а +  г cos 0, у  — 0, z — г sin 0.

х — р cos ф, у  =  р sin ф, z — г sin 0
ёки

диган нур МА  (ясовчи) нинг бош- 
ланрич ^олати деб ^исобланган ОР 
нинг ОХ уц билан ташкил этган 
Z-XOP  =  v бурчагини оламиз.

х =  OQ =  OP cos v =* и cos v,

132- чизма

у  =  QP =  и sin о, z *= О А  >=! a у,
чунки Q нуцтадан бошлаб утилган 
йул v бурчакка пропорционалдир. 
Демак, геликоиднинг параметрик 
тенгламалари:

В
х =  и cosy, у*= и  sin у, z — av.

3. х  =  х0 +  a cos и cos у, 
У =  У о +  b cos и sin у,
2 *= z0 +  с sin и

параметрик тенгламалар билан бе
рилган сиртнинг ноошкор тенглама
си тузилсин.

133- чизма

Е ч и ш. Бунинг учун берилган 
тенгламалардан и, У параметрларни 
йуцотамиз:
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х  — Xg ~  a cos и • cos v, 1 
у  — у0 — b cos и • sin v, 1 ёки

X — х„ у  ------ - =  cos и cos V,  —

г0 =  с sin и
Уа

Бу тенгламалардан:
(х — х0)а

+

=  co s  и  • s i n  V,

( у  — г/о)2 , ( г — г0

: sin и ,

а‘ Ь2
Бу эллипсоиднинг тенгламасидир.

с2
1.

58- §. Сиртнинг уринма текислиги

Ф сирт r — r(u,v) тенглама билан берилган булсин. G со^ада и —
— и (t), v =  v(t), l^[t0, t i ] c z R  тенгламалар билан аницланган силлиц 
чизиц олайлик. [/0, оралицда и (0, о (О функциялар k- тартиблигача
^осилаларга эга булиб, -А  —  ^осилалар бир вактда нолга айлан-

a t  d t
—►-

масин. r(t) =  г (u(t), v (t)) тенглама сиртда бирор регуляр чизицни аниц- 
лайди. Бу тенгликдан ,

7  (о = 7 'и ' ( о  + < у  (/).

Демак, г' (/) вектор ru, rv векторлар билан битта текисликда ётади. 
Шундай килиб, сиртда олинган силлиц эгри чизицнинг Р нуцтасидаги
уринмаси и =  const ва v =  const чизицларнинг ra, rv уринмаларй билан 
битта текисликда ётади. Бу текисликни сиртга Р нуцтада утказилган
уринма текислик дейилади. Агар R =  (х, у, г) вектор уринма текис-
ликдаги узгарувчи Q нуцтанинг радиус вектори булса, PQ — R  — г
вектор 5̂ ам уринма текисликда ётади (134-чизма). Шундай цилиб, PQ =
=  R  — г, ru, rv векторлар компланар Еекторлардир, уларнинг аралаш 
купайтмаси нолга тенг, яъни

(R —  г  {u , v ) ,  г а  ( u , v ) ,  rv ( u , v ) )  =  0 .

Бу тенглама уринма текисликнинг 
тенгламасидир.

Агар сирт х  =  х  (u,v), у  =  у(и , 
v), г =  г (u,v) параметрик тенглама
лар билан берилган булса, уринма 
текисликнинг тенгламаси

X — X (u,v) y — y(u,v) z —z(u,v)
Хи (u,v) у и {u,v) zu {u,v) =  0 
x v (u,v) yv (u,v) zv (u,v)

куринишда булади.
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Сирт z — z (x,y) тенглама билан берилса, яъни 
х =  и, у  =  v, z =  г (u,v) 

деб фараз килинса, уринма текисликнинг тенгламаси

х ^ —х у  — у z — 2 
1 О 2Х
О 1 Zy

=  0

еки

z ~ - z  =  zx (x  — x) + z y (y  — у) = 0
куринишни к;абул этади.

Агар х  ~  х  (/), у — у (t), z — z(t) чизи^ F (x,y,z) =  0 сиртда ётса, 
F{x(t), y(t), z(t)) =  0. Бундан:

<$F d x ё р  dy _j_ ^  dz _q
ёх dt dy dt ёг dt

Сиртнинг оддий ну^тасида N  — ( ^ ,  вектор нолдан фар^ли булса,
[Э* ду Ьг)

охирги тенгликни N •—  =  0 куринишда ёзиш мумкин. г' (/) вектор 
d t

сирт устидаги чизицнинг уринма векторидир. Энди уринма текислик
даги узгарувчи (ихтиёрий) Q ну^танинг радиус- векторини R  билан бел- 
гиласак, N  вектор уринма текисликка ^арашли R  — г вектор билан
хам ортогонал булади, яъни N -(R  — г) =  0. Q ну^танинг координата- 
ларини (X,y,Z)  десак, уринма текисликнинг тенгламаси

^ - * > + 5 (1' - * ) + £ ( 2 - г ) = 0
куринишда булади. Уринма текисликка перпендикуляр тугри чизи^ 
Сиртнинг нормали дейилади. Нормалнинг теигламалари:

X  —  x _ _ Y  —  y _ _ Z —  z 
W  ZF ’
ёх ёу ёг

М и с о л л а р .  1. z =  х3 +  у 3 сиртнинг М (  1,2,9)  ну^тадаги уринма 
текислиги ва нормалининг теигламалари тузилсин.

Е ч и ш .  Тенгламадан z J  =  (Зх2) = 3 , zy I =  (3у 2) = 1 2 .
|д :=1 х = 1  \У=2 У= 2

Уринма текисликнинг тенгламаси:

г _  9 =  3 (х — 1) +  12 {у —  2) 

ёки Зх +  12у  — z — 18 =  0. Нормалнинг теигламалари:
х —  1 _  у —  2 _  г — 9 

3 12 — 1 *
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2. Ушбу х  =  и cos v, у — и sin v, г — av сиртнинг уринма текислиги 
ва нормалининг тенгламалари тузилсин.

Е ч и ш. х и =  cos v, y tt =  sin v, ги — О, 
x v = —  « s i n  у, yv — и cos a, zv =  a.

Уринма текислик тенгламаси:
х  — и cos v у  — и sin v г — av

-  ах sin v — ay cos v +  ги — auv =  0;cosy
— и s in tr

sin У
U COS V

нормаль тенгламалари:
x  — и cos v _  у  — и sin ti __г — ах>

a sin v — a cos v v

3. х 1 +  У2 — г2 =  1 сиртнинг М  (2,2,3) нуцтасидаги уринма текис
лиги ва нормалининг тенгламалари тузилсин. 

Е ч и ш .
F ( х ,у , г )  =  хг +  у2 —  г2 -
2F
дх

т
дх

2 x , f

3F

%У,
ё£
ёг

- 1.

-2 z;

=  4>,х—2 ду
и ^ 1  с4 , -  = — 6.

ёг |г=з

Уринма текислигининг тенгламаси: 2х +  2у — 2 Z +  1 =  0; нормал-
х __2 и __ 2 z __ 3

нинг тенгламалари: ——  == ——  =  — —
2, £ *“  о

59. §. Сиртнинг биринчи квадратик формаси. Сирт устидаги чизицнинг
узунлиги

Сиртлар тузилишини урганишда шу сирт устида ётган эгри чизиц
лар хусусиятларини билиб олищ мухим роль касб этади. Регуляр сирт
г — г (u,v) тенглама билан берилган булсин. Сиртда ётган ва ы =  u(t),

v =  v (t) тенглама билан берилган эгри чизицни оламиз: г =  г (u(t),v(t). 
Бундан:

d г 
dt

=  Г„
■du
'd t

dv
d t ’

d r
dt 

A mmo

du
dt

j - Г .  - 1 -  i / ~ r 2 № ) 2 + 2 7  - Г du +  ?2( - ) 2+ r” Ж\~ V a[dt) + 2 r “ r* *  T t+  r°(dt)•
d т
dt

=  ^ . Демак, 
dt

ds =V Щ' ’ dt dt 0 [dt j 

Бу ерда E =  r2u, G — r\, F — ru • rv белгилашлар киритамиз.

( 1)
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г =  х  (u,v) i -f- у  (и,у) j +  z (u,v) k дан:

E  8=1 х1 +  у1 +  zl  G =  ̂  =■ *2 +  ^  +  4

^  ~  ===: *̂ и *̂z/ /̂и Уу ~f" в̂*

Натижада * - y ?  + 1 F * . ±  +  0 ( f f * .

Бу тенгликнинг ^ap икки томонини квадратга кутарсак: 

ds2 = £

ёки
ds2 =  Е du1 +  2F dudv +  G du2. (2)

Тенгликнинг унг томонидаги ифода сиртнинг биринчи квадратик фор- 
маси дейилади. E,F,G лар биринчи квадратик форманинг коэффициент- 
лари дейилади. Агар бу коэффициентлар маълум булса, берилган эгри 
чизи^нинг t *= ^i, / =  /2 ^ийматларига мос келган ну^талари орасидаги 
ёй узунлигини (1) дан топамиз:

5 -1 /£(£)‘+2f!!+G(f)’-‘#- 
ti

М и с о  л л ар . 1. х =  ис  os о, t / = « s i n u ,  z =  au  геликоиднинг би> 
ринчи квадратик формаси топилсин.

Е ч и ш .  х а =  cost), t/B =  sinw, zH — a 
=  — и sin о, y v =  и cos о, z„ =  0.

£  «= cos2y +  sin2y +  a 2 =  1 - f  a 2, G =  u2 sin2 v -f- u2 cos2 v =  u2;
F =  — и sin и cos у +  и sin v cos v = 0 ,

ds2 =  (1 +  a 2) dM2 +  u2dy2.
2. x  •=* u2 +  a2, у  =  u2 — у2, z uv сирт устида ётган v — au чизик; 

ЙЙИ узунлигининг дифференциали топилсин.
Е ч и ш :  ха =  2и, уи =  2м, z„ =  v;

=  2d, y v =  — 2v, zv =  «.
£  =  4м2 +  4ма +  u2 =  8и2 +  у2, G =  4у2 -f- 4у2 -f- u2 =  8у2 +  ы2;

F — 4 uv — 4 uv ■+- uv =  му; 

ds2 =  (8м2 +  у2) du2 +  2 uvdudv +  (8у2 +  м2) dv2 (*)
v <= au дан: du =  adM. (*) тенгликни куйидагича ёзамиз:

ds2 =  (8м2 - f  a2« 2) du2 +  2u -au -adu 2 +  (8 a 2M2 +  u2) a2 du2 =  (8m2 +
+  a2u2 +  2a2u2 +  8 a4 u2 +  a 2w2) dM2 =  (8m2 +  4 a 2M2 +  8 a 4M2)  du2 =■

«= 4 (2a4 +  a2 +  2) H2dw2.

Демак, ds =  2- ]/^2a4 +  a2 +  2 udu.
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Сиртда ётувчи кесишувчи у, силлиц чизицларни олайлик. v, Yt  
чизицлар орасидаги бурчак деб уларнинг кесишган нуцтасига утказил
ган уринмалари орасидаги бурчакка айтилади.

Сирт г — г (u,v) тенглама билан берилган булсин. у, чизицлари- 
нинг кесишган нуцтасини М 0 билан ва шу нуцтада уларга утказилган 
уринмаларни Ш 0/И) ва (M 0N) билан белгилаймиз. Бу уринмаларнинг
йуналтирувчи векторлари d r  ва б г булсин. У ^олда v. Vj чизицлар
орасидаги ф бурчакни хисоблаш dr  ва б г векторлар орасидаги бур
чакни ^исоблаш демакдир.

dr -б г 
COS ф = ----------------- ,

и п . | б Г |

dr =  radu +  rvdv, 8 г  =  ra8u +  rv 8v, 

dr2 =  r\ du2 -j- 2r„ rv du dv +  /■„ dv2,

б л2 == /-2 S и2 - f  2 6 и 8 v +  r2 8 v%
ёкь

d7* = E d u 2 +  2F d u d v+ G d v \  6 r 2 «  £  би2 +  2F бы бу +  G 8 v \

dr • 8r s= /•£ • б и +  /"„r^ {du б у +  dv8u)  +  б у «* 
s= Edu б и +  Z7 • (du 8 v +  dv 8 u) +  Gdv б у;

У *олда
Edubu +  F ( d u b  v  +  dv 5 u) +  Gdv b y ___________

COS ф =  у Edu2 +  2 F d u d T + G d v i  ■ V  E 8 u* +  2F b u b v  +  G b v *

61- §. Сирт устидаги со^анинг юзи
Юцорида эгри чизиц ёйининг узунлиги ва эгри чизицлар орасидаги 

бурчакни ^исоблаш учун сиртнинг биринчи квадратик формасини би- 
лиш етарли эканлигини курдик. Энди сирт устидаги соха юзини хи
соблаш учун хам сиртнинг биринчи квадратик формасини билиш етар
ли эканлигини курсатамиз. Сирт
•г*
г =  г (и, у) тенглама билан берилган 
булсин. Сиртда бирор G ёпиц сох>а 
олиб, уни и =  const, у — const 
координат чизицлар билан туртбур
чак ларга ажратиб чицамиз. Бу турт- 
бурчакларнинг цар бирини М  нуц
тадаги уринма векторларга цурилган , __
параллелограммларга проекциялай- \  (и+&и,0‘А(?}
миз (135- чизма). M v  М 2 нуцта- 
ларнинг радиус векторларини ОМи 
ОМа десак, ' ] 35.

60-§ . Сир г устидаги чизицлар орасидаги бурчак
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г (и +  А и, у) — г (и, v) =  гиА и +  8jA и, г (и, v +  A v) — г (и, у) =*
«0*

*=rv А и +  е2Ду, бу ерда nv е2 лар Ли, A v билан бирга нолга ин* 
тилади.

Шунинг учун:
— --->

ОМ2 — г (и -)- А и, v) =  г (и, v) +  ги А и +  е,А и,
-----► —►
ОМх =  т (u,v +  A у) =  г (u,v) +  rv A у +  е2 A у,

M M t =  OMt — ОМ — г (iu,v +  A у) — r (u, v),

M M 2 =  OM2 — OM =  r (u +  A u,v) — r (u,v).

Б у  тенгликларга Лагранжнинг чекли орттирмалар ха^идаги теоремаси- 
ни цуллаймиз:

М М Х — A v • rv (u,v +  0 A у),

М М 2 =  А и - та {и +  0 A u,v).

Ю^ори тартибли чексиз кичикларни ^исобга олмасак,

,r M M 1 = r vAv, М М 2 =  ги Аи.

Эгри чизи^ли туртбурчак юзини M M V М М 2 векторларга ^урилган па-

раллелограмм юзи билан алмаштирсак, A S t =  | [ru, rv] \ A u - A v  була
ди. Агар бундай юзларни j^ap бир эгри чизшуш туртбурчаклар учун

—> —■>
^исобласак, G соханинг юзи Т  A S, = 2 1  lru> rv]\AuAv  га тенг. Бун-

i 1
дан А и, А у нолга интилганда лимитга утсак, эгри чизицли туртбур
чакларнинг сони чексизликка интилади ва G соханинг юзи

S =  lim 2  A S t =  j  j  | [ ru, rv ] j dudv
Ди->0 i 
Ди̂ >0

га тенг. A mmo

| [ г .  " Л  -  V K x r -  V v i - ^ . z y - V e o - p .

Демак, S  — J f У  EG — F 2 dudv.
G

Шундай к,илиб, сирт устидаги со^а юзипи ^исоблаш учун сиртнинг 
биринчи квадратик формасини билиш етарлидир.

М и с о л. Тугри геликоид берилган: х  — и cos v, у  — и sin v, х  *= av. 
Унинг устида жойлашган ва и =  0, и =  a; v — 0, v =  1 чизи^лар би
лан чегараланган туртбурчакнинг юзи топилсин.

Е ч и ш .  *„ =  cosy, у и =  sin у, zu >=0;
xv =  — и sin у, y v =  и cos у, г р =  а;
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Е  =  с o&v - f  sin2y +  0 = 1 ,  F — — и с osv • sin v +  и cos o-sin v =  0, 
G =  u2 sin2 v - f  u2 co^v  -f- a2 =  a2 +  w2.

1 a ________  1 a _________
S =  J J У  a2 +  u2 dudv =  J  dv J  У  a2 +  u2du.

0 0 0 0

a
I V  a2 +  u2 du интегрални булакла б интеграллаймиз:
'о

_______ «du
/ = ] /  a 2 - f  u2, =  y ~i ; dx =  du, x  — u.

J ] / a 2+ «Мм = « ] / a 2 + u 2 I — J  == a2]/" 2 —
о *o

- 1  =  «2 "K2 -  J  ] /  «2 +  a2 +  a2 J  y = = ^  •
0
0

Бунда u2 +  a*du ни тенгликнинг чап ^исмига олиб утсак,
о

a
2 $ V  и2 +  a2 du =  a2V 2  +  a2l n ( u  + V  и2 +  a2 (g =  a2V  2 +
о  

' +  a 2l n ( l  +  V  2 )

ёки
i

n3
u2 +  a2d u = ^ { V  2 +  l n ( l + y ^ 2 ) ;  S =  j f ( K 2  +

0 0

+  In ( 1 - j - |^ 2 ) )  dv — 2 -f- In ( 1 +  V  2) ) .

62- §. Сирт устидаги чизицнинг эгрилиги. Сиртнинг иккинчи квадратик
формаси

r = r ( « ( s ) ,  v (s)) (1) сиртда бирор у эгри чизиц олайлик. г дан s
dr du ** dv

параметр буйича олинган т =  — =  ruj s - f  rv ~  (2) косила у чизицнинг

М  нуцтасига утказилган уринманинг бирлик векторидир. (2) ифодани
8 буйича яна бир марта дифференциялаймиз-.

«и*
cPr d t  I du \ 2 d% du du *=* /  du \*  d2u
d ?  ~  ds ~  Г“а [ ds J Гц ds2 +  fu v  ds ds t v v  (  ds /  ^  Г« ds2

-* d vdu  -* I  du \ 2 ^  du dv
“b Wc Wc == ruu ( Wc / гиг> Лс Лг “f-»“ dsds  u u \  ds j  f av ds ds 

/  dv \2 —* d2u -* d2u 
f v v  \ d s j  Г“ ds3 "f" ds2 ‘
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** dv «» «к
Френе формуласидан г" =  — == k v эканлиги маълум, бу ерда v бош
нормалнинг бирлик вектори булиб, k эса у эгри чизикнинг эгрилиги- 

ни билдиради. г" — k v эгрилик векторини сиртнинг га нормалига про-
«В* «гЧ* I

екциялаймиз. Бунинг учун г" ни /г га скаляр купайтирамиз:

га • г" =  га • k v  — п * /•„„ • и'% +  2nruvu'v' +  n r vv • и '2 -}- 

+  п • /•„ «" +  п ♦ • у".

Сирт нормалининг бирлик га вектори г„, /■„ векторларга ортогонал б^л- 

гани учун п • г и — 0, га • rv — О,

га • г
«г*
п *

^  «Г*»
=  п гии1 1 ' 2 +  2 га гяг,ы V  +  Я • /-„„и'2

-н» ■=1£ «=*
г„„ =  &, п • rav =  М, п * rvv =  N  
„//деб белгиласак, /г • г" == hclii1 -f- 2Mdudv+Ndv2 ифодани—сиртнинг ик

кинчи квадратик формасини ^осил ^иламиз. Ь, М, N  лар эса унинр

коэффициентлари дейилади. Бирлик га вектор ги векторларга пер

пендикуляр булгани учун га = [ги>
!• Бу ерда Г . . ? Л

*= У  E G — F2. Иккинчи квадратик форманинг коэффициентлари куйи- 
дагича ифодаланади:

в
Г1 и и

[ «“* 1
rUt Tv J

xuu Уаи zaa 
xa Уи г а

livt 2V»

M  — n • rm

N

V  EG —F2 V EG —F2 /  EG — Я
и̂г> zuv

Г ^ ^ 9 \ xu Уи
L ru> Tv fuv _ yav ru* rv J xv У& Zjf
V  EG--Я У  EG- ■Я У EG — Я

X VZ> y w

Г? ? I f <=»\ xu Уи zuL га• rv J rvv  ̂Г B O ,  ru, Xv Унт
• я

Сирт z — f(x , у) тенглама билан берилган булса, Ь, М, N  коэффи- 
циентлар цуйидагича ифодаланади:

а2г &г



М и с о л л а р .  1. х ~ и  cost), z/ =  m sin о, г ±= м2 
айланма параболоиднинр квадратик формаси ^исоблансин. 

Е  ч и ш . хи =  cos о, уа =  sin о, z„ =  2м;
*„ =  — и sin v, y v — и cos v, zv =  0;
Л'ми ~  Уии ~  2h« 2,
^UV 
%№ '

■smu, y u =  0;
=  0.--’ -- ’ ^ COS O, U Sin 0, Zy>Q

E  =  cos2y +  sinao +  4«2 =  1 +  4m2;
F ms — u cos t) sin w -J- h cos о sin v =  0, G =  m2 sin2u +  m2 cos2y = m4.

0 0 2 — sin v COS V 0
cos v sin V 2 и cos v sin V 2u

— И Sint) U COS V 0 -  2 : M  — — U Sin Уи  CO V 0

Y u (1 +  4и2) K l+ 4 « 2 У u 2(l +  4ua)
‘0;

Демак:

1 Л  +  4w2

N  =

du2

U COS f  — Ы sin V 0
cos » sin о 2u 

— и sint> и cos v 0 2u2
/ u 2 ( 1 +  4и2)

2«2

V l+4«2

• du2 + 2 и2 do*.
V 1 -f-4w2 V 1 +4«2 V 1 +  4u

63- §. Дюпен индикатрисаси
" > —■>■

Сирт /■ =  г (и, v) тенглама билан берилган булсин, бу сиртда 
бирор нуцта оламиз ва Л1Г уринмани утказамиз. М Г  уринма ва 
сиртнинг М  нуцтасидаги нормалидан утувчи кесувчи текислик сиртнн 
вгри чизиц буйлаб кесади. Бу эгри чизиц сиртнинг нормал кесими 
дейилади (136-чизма).

Кесувчи текисликни П 0 билан, кесимни y0 билан, М  нуцтадаги

бош нормал билан сиртнинг п бир
лик нормали орасидаги бурчакни 
0 билан белгиласак, y0 чизиц учун 
0 =  0 ёки 0 =  я  га тенг булади, 
чунки Yo УЧУН ёпишма текислик нор
мал текислик билан устма-уст ту- 
шади. Иккинчи квадратик форма
n r "  в  Ldn2 +  2Mdndv +  Ndv'1 ни 
биринчи квадратик форма ds3 =*
*= Edu2 +  2Fdudv +  Gdv2 га булиб, 
d*% -*■
- j Y  e b  ни ^исобга олсак, ушбу 

формула цосил булади:

k h . r i * *  k cos 0 -  Ldu2 +  2MdUdV +
'  Edu2 +  2Fdudv-{-G4^
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0 =  0 ёки 0 =  л  булганда | cos 0 \ =  1, демак, k | cos 0 1 =  k0 ёки 
ft cos 0 =» +  k0 =  Бу ерда kn сирт нормал кесимининг эгрилиги.
Нормал кесимнинг ботик лиги сиртнинг п нормали томонига каратил- 
ган булса, бу кесимнинг эгрилиги k n > 0 ,  акс .^олда k n C Q  булади. 

f ШунДай цили б,
, n Ldu1 +  2Mdudv +  Ndv1
k COS 0 =  -------------- ------ •

Edu2 +  ?Fdudv +  Gdv2 (1)
M  нуцтада цар бир нормал кесим уринмасига М  дан бошлаб 

узунлиги 1 га тенг булган кесмаларни цуйиб чицамиз. Бу кес-
У \к \

маларнинг учларидан тузилган эгри чизиц сиртнинг эгрилик индикат- 
рисаси ёки Дюпен индикатрисаси дейилади.

Дюпен индикатрисаси цандай эгри чизиц эканлигини билиш учун 
уринма текисликда координат боши уриниш нуцтасида ётган Декарт
системасини оламиз. Декарт системасининг уцлари учун ти ва гv
векторлар ётган турри чизицларни цабул циламиз ^амда ru, rv 
торларни базис векторлар сифатида кабул циламиз.

Р(х, у) индикатрисанинг бирор нуцтаси булсин. У цолда

век-

МР
V \kn \

бу ерда

МР
d г 

ds

МР-

x r a + y r v ва т 

■векторнинг бирлик вектори. Булардан:

I 1 —>
ХГа +  yrv

~  \ к 2 ( “ ds +  rv

1 1 du 1X =
kn У = k n

2

т,

du . —>- dv
~ Т  +  rv —ds ds

■ ds 
ds

-dv
ds

ёки
du
ds ds

" v эгри чизицнинг нормал кесим эгрилигини ушбу куринишда ифо- 
далаш мумкин:

К  =  ь ( йЛ ) 2 + 2 M d̂  +  N ( d- ? f .\ d s j  ds ds \ d s j

Бу формулага —, — ларнинг цийматларини цуйиб, 
ds ds

Lx2 +  2Мху  +  N y 2 =  ±  1 (2)
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тенгламага келамйз, чунки бу ерда £ „ > 0  булганда тенгламанинг 
Унг томонида + 1 ,  /г „ <  0 булганда — 1 олинади. (2) Дюпен инди- 
катрисасининг тенгламасидир. Бу тенглама цуйидаги чизи^ларни ани^- 
лайди:

а) тенглама дискриминанти А =  LN  — М 2 >  0 булса, индикатриса 
эллипсдан иборат. Бу холда, М  эллиптик нукпга дейилади;

б) А =  LN — М 2 <  0 з^олда индикатриса бир жуфт кушма гипер- 
боладан иборат булиб, М  ну^та гиперболик нщта  дейилади;

в) А =  LN  — М г =  0 булса, индикатриса бир жуфт параллел тур* 
ри чизивдан иборатдир, бу ^олда М  параболик ну^та дейилади.

Агар г— эгрилик хамма йуналишлар буйича бир хил булса, Дю-R, п
пен индикатрисаси айланадан иборат. Бу з^олда М юмалокланиш нщ -  
таси дейилади. Индикатрисанинг бош йуналишларидаги нормал ке- 
симлар эгриликлари бош эгриликлар деб аталадилар, улар kn нинг 
максимал ва минимал кийматларига мос келади. Биз бу факт исбо
тини бермадик. Бош эгриликлар билан нормал эгрилик орасидаги му
носабат Эйлернинг ^уйидаги формуласи билан берилади:

kn — k' cos2 0 +  k"  sin2 0.

64-§.  Сиртнинг урга ва тулиц эгрилиги

Ф сиртнинг нормал эгрилиги
k  =  Ldu2 +  2Mdudv  +  Ndv2 

п Edu2 -f- 2 Fdudv Gdv2 

формуласида унг томонни du? га булиб, ушбуни ^осил ^иламиз:
dv f d v \ a 

L +  2M —  + N — ) 
b  =  du ^  \du j

n dv f d v \ 2
E  +  2 F —  +  G —

^  du ^  \du )

Бу ерда ~  белгилашни киритсак:

, L +  2М 0 +  N  02k„ = ----------------1-------  дан
я  +  г/^е +  о е 2

E kn +  2Fkn e +  Gkn Q2 — L —  2 M 0 — iV02 = 0
ёки

(N — knG) 02 — 2(M — knF) 0 +  b  — Ekn =  0.
Бу тенглик 0 га нисбатан квадрат тенгламадир. Бу тенгламада kn 

фак;ат шундай кийматларни ^абул р^илиши керакки, тенглама ха^иций 
илдизларга эга булсин. Бунинг учун тенгламанинг дискриминанти 
Д =  (М — knF)2 — (N  — kn G) (L — knE) >  0 булиши керак, бу ерда 
^авсларни очиб, {EG — F2) №п — (LG +  NE  — 2MF) kn +  LN  — М* *= 
р О  {kn га нисбатан) тенглама х;осил киламиз. Унинг иккита kni% 
Яп, илдизлари бош эгриликлардир. Сиртнинг бош эгриликлари йирин-
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дисининг ярми сиртнинг у рта эгрилиги дейилади. Сирт бош эгрилик- 
ларининг купайтмаси ту лиц эгрилик ёки баъзан Гаусс эгрилиги дейи
лади. Урта эгриликни Я  билан, тулик; эгриликни К  билан белгила-
сак: Я (ka +  kn );

Виет теоремасига асосан

Я  = LG — 2 MF  +  NE
2 (EG — Я )

М и с о л . х  =  и cos v, у  =  и sin v, г 
нинг Урта ва тулик, эгрилиги топилсин

К L N  —  M *
EG —  F2

av билан берилган геликоид-

Е ч и ш . х„ cos v,
— и sin v, 
О,

kuv =  — sin v,
Xvv =  —  «COS V,

l, F=> 0, G

y u =  Sin V,
y v — U COS V,
Уиа “

=  COS V, 
y vv =  — u sin V,

и2 +  a2, — Я

Af

— sin и
COS V

— и sin v

cos v 
sin v 0 

и cos v a

0
cost)

-  и sin v

0 
sin о 

и cos v

У  U2 +  a2

V a M -« a

2Н ==  0 ;
=  я ;

2ни =  0 ;
2но =  0 ;
% vv =  0 ;

=  « а +  а 2-

=  0  

и cos и —  И
COS V 

-  и sin v
sin V 

U cos 0

K «2 +  aa
0.

Демак,

0 («2 +  a2) — 2
У » 2 +  <

■0+0. 1

us +  a2
=  о,

к а2 +  и2

137- чизма

и3 +  а2 (и2 +  а2)

65-§. Эгрилиги узгармас сиртлар

Ту лиц эгрилиги узгармас сиртлар син- 
фини текширишга утамиз. Аввало айланма 
сирт ^акида тушунча ^осил цилайлик. Ясси 
эгри чизицни шу чизиц текислигидаги би
рор уц атрофида айланишидан цосил булган 
сирт а й л а н м а  си р т  дейилади.

Я  текисликда ётган у чизицни Oz уц 
атрофида айлантирайлик (137-чизма). Бу 
чизиц X  OZ текислигида г =  f (и) тенглама 
билан берилган булсин ва Z . ХОР  *а ф. у
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чизиеда М  нуцтани оламиз, ф  бурчак [0, 2 л] оралицда узгарганда М 
ну^та маркази О' нуцтада булган ум айланани чизади. У ^олда F =  
*=Uym. М  ну^танинг Декарт координаталари х, у, г булса, у з^олда

айланма F сиртнинг параметрик теигламалари:
х  =  и cos ф, у  =  и sin ф, г — f (и).

Агар ОМ — г М  ну^танинг радиус вектори булса, сиртнинг вектор 
тенгламаси

~г — г (и, ф) =  i и cos ф  +  } и sin Ф +  k f (и) 
куринишда булади. Бундан

ги =» i cos ф +  /  sin ф +  k f  (и), г — — i и sin ф +  / и cos 

Демак,
х и =  cos ф, у и =  sin ф, га =  f'(u); 
x v =  — и sin ф, уф =  и cos ф, гф =  0.

У ^олда
Е  =  cos2 ф +  sin2 ф +  f '2 (и) — 1 +  F 2 (и). F =* 0, G =* иа,
EG — F2 =  и2 (1 +  / 'г (и));

•*яи == Уиа ~  *ии ~  f  (и)>
*«ф =  —  sin Ф, Ущ =  COS ф, гЦф =  О,

^ Ф Ф ^  — «СОЭф, Уфф =  — М sin ф, 2фф= 0  

Г --------gH g ) ...м  = 0 ;
«1/1  +  / '2(«) 
ДГ — u2f ’(u)

и / \ + р { и )

Сиртнинг М  ну^тадаги тули^ эгрилиги:
u f "  (и) u*f(u)

У _  L N —  M 8 _ « 1 / Г + 7 7̂ )  ы У 1 + / ,2( ц ) _  / ' ( а ) ' / ' 1 ;»)
EG —  F* м2( 1 + / ' 2 (и) «(1 + / ' а ( « ) ) а

М и с о л . Сферанинг тулиц эгрилиги ^исоблансин.
Сферанинг параметрик тенгламаси:

х  =  a cos u cos и, у  — a cos u sin v, г =  a sin и.
Булардан:

х а =  — as i nucos u ,  у и — — a s i n u s i n w ,  za =3acos«j  
=  — a  cos и sin v, y v =  a cos и cos zc => 0{

E =  a2, F =  0, G =  a 2 cos2«;
£G  — F2 =  a2-a2 cos2« — 0 =  a4 cos2«.

У з^олда биринчи квадратик форма:
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I =  a2 (du? -f- cos 2udv2)\ 
x aa — — a cos и cos v, yuu~  — a cos и sin v, zaa =  — a sin и; 

xuv =  a sin и sin v, y av =  — a sin и cos v, zav =  0;

x w  — — a cos u cos Dvv — — 11 cos u s in v> zw  — 0.
Бундан

L =  a, M  =  0, N  =  a cos2u.
Иккинчи квадратик форма: II =  a (du2 +  cos2udv2); урта эгрилиги

^  __ a(du2 - f  cos2udv2) __J_
n a2 (du2 +  cos2«da2) a '

тулиц эгрилиги
_ o-gco52a _J_

a4 cos 2u a2

Демак, сферанинг ихтиёрий нуцтасидаги тулиц эгрилиги узгармасдир.

66-§ . Сиртнинг ички геометрияси

Сиртни урганишда биз унинг ички ва ташци хоссаларини ало^ида 
урганамиз. Сиртнинг ички хоссаларига сиртнинг биринчи квадратик 
формаси ёрдамида ошкор этиладиган хоссалари киради. Масалан, сирт 
устидаги чизицларнинг узунликларига боглиц хоссалар.

1 - т а ъ р и ф .  Ф, Ф' сиртнинг мос чизицлари узунликларини сацлай- 
диган <р: Ф-м2>' биектив акслантириш изометрик акслантириш дейи
лади.

Таърифдан куринадики, изометрик акслантиришда сиртларнинг ич
ки хоссалари узгармайди. Масалан, агар Ф сиртни чузилмайдиган 
муста^кам плёнкадан иборат деб цараб уни деформацияласак, янги 
Ф' сирт цосил булади. Досил булган Ф' сирт билан Ф сиртнинг ички 
хоссалари бир хил эканлиги равшан.

2- т а ъ р и ф . Агар Ф' сирт Ф сиртни узлуксиз деформациялаш на- 
тижасида цосил цилинган б^лса, у ^олда Ф' сиртни Ф сиртнинг 
эгилиш натижаси дейилади.

Масалан, оддий цогоз вараридан цилиндр ва конус з о̂сил цилинса, 
варац сиртига изометрик булган сирт з о̂сил булади. Иккита сиртнинг 
изометрик булиш шартини келтирамиз.

Теорема. Биринчи квадратик формалари бир хил булган иккисирт 
изометрик булади ва аксинча.

И с б о т и. Дацицатан цам, <р: Ф->Ф' акслантириш берилган булиб, 
у изометрик акслантириш булсин. М£Ф  нуцтани олайлик. Унинг ко- 
ординаталари (и, v) булса, у цолда ф (М) =  М'£Ф' нуцтанинг коорди- 
наталари з̂ ам (и, v) дан иборат булади. Демак, агар Ф сиртда v эгри 
чизиц олинган булиб, унинг тенгламалари и =  и (t), v — v (t) булса, 
у цолда ф (7) =  v' с ;  Ф' эгри чизицнинг тенгламалари цам и — и (t), 
v =  v (t) куринишида булади. Щунинг учун изометрик акслантиришда 
ёй узунлиги сацланади:

t __________________________  t _____________________________ /
ЦУ~ Edu1 -f- 2Fdudv -f- Gdv% dt — J V E 'd u 1 +  2 F'dudv G'dv2 dt.
a a
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Бу тенглик ихтиёрий М  ну^та учун уринли булгани учун
Edu2 +  2 Fdudv +  Gdv2 =  E'du2 +  2 F'dudv +  G'dv\

бундан E =  E', F =  F', G =  G' (*). Демак, Ф, Ф ' сиртлар изометрик 
булса, уларнинг биринчи квадратик формалари бир хил булади. Аксин- 
ча, агар (*) муносабатлар уринли булса, у з^олда ундан Ф, Ф' сирт- 
лардаги мос ёйларнинг узунликлари тенглиги келиб чизади.

67-§. Сиртлар назариясининг асосий формулалари
Чизик;лар назариясидаги френе формулалари каби сиртлар назария-

сида координат чизицларнинг ra, rv дан иборат уринма векторлари
ва нормалнинг бирлик п вектори хоссаларини шу векторлар ^амда 
биринчи ва иккинчи квадратик формаларнинг коэффициентлари ор- 
^али ифодаловчи формулалар мавжуд. Бу формулаларни келтириб чи-
цариш ма^садида rua, rav, гт векторларни ru rv, п векторлар ор- 
цали ифодалаймиз:

Гии ~  а +  B f v  +  Cln ,

Г a v  ~  a  +  v  +  С 2П ,  (  0

rw  =  A j u -f- B3rv -j- C3n ) •
Бу ердаги A v Bv  CL; A 2, B2, C2; A 3, B3, C3 коэффиииёнгларни аниу
лаш учун (1) системани навбати билан п, ru, rv векторларга скаляр 
купайтирамиз. Биринчи навбатда С„ С2, С3 коэффициентларни ани^-
лаймиз. Бунинг учун (1) ни п векторга скаляр купайтирамиз. На-
тижада: -ТТ) =  Cv (r^v -n) =  С2, (rvv-n) =  С3 (2), (2) дан эса Сх =
— L, С2 =  М, С3 — N. Шунингдек, A t, Bit Ct ларни (i =  1, 2, 3) то-
пиш учун (1) тенгликларни мос равишда ra, г.и га скаляр купайтирамиз: 

<>«„; О  =  А / 1  +  В г{га , г„),

О  =  О  +  г*.

Бу ерда ra — Е, (ru, rv)— F , r\ =  Gx (3) эканлигини ^исобга олиб,
(3) ни и ва v буйича дифференциялаймиз, у ^олда

—>- 1
аи> г  и) 2

uv> ^и) 2 ^ v9
- >- —> 1
i fvv> ^ v )  2 ^ v *

G y H r p a  ( f u , f v ) u  ~  (r u u ,  l " v )  “ f" (^u>  ^ u v )  ( r au> ^ v ) a  3=1 ^ " u ’ ^ v ) u  ~ ~

—  ■ О  булгани учун ( / w T j  =  Fa — ~ E V. Шундай ^илиб, А ь 5 ,
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лар учун А ХЕ  +  BXF =  Е и, AJ* +  B 1G1 =  Fи — E v тенгламалар-

ни ^осил циламиз. Бундан:
д  __— 2FU~\-FEV в ^  _______ '— E uF  -j- 2EFv —-  EEV ^

1 _  2 (EG —  F2)  ’ 1 2 (EG —  Я )
Л 2, 5 2, Лй, В3 коэффициентлар хам шу усулда топилади.
А 2, Вг; А &, Въ коэффициентларнинг топилган цийматлари факат би

ринчи квадратик форманинг коэффиниентларига боглиц эканлигини ало- 
^ида цайд циламиз, Av А 2, А 3; Bv Вг, В3 коэффициентлар Кристофелд 
кюэффщиентлари дейилади ва

А — Г 1 А =  Г 1 А — П1 11’ 2 12> л 3 1 22’
в ^ п п , в 2 =  г \ 2, В, =  г ъ

каби белгиланади. Буларни (1) га цуйиб,

г ии =  Г \ \ г  и +  v +  L n ,  

ruv — f i 2 ru +  F\tfv +  М  п , '

r v v  —  Г ж Га +  ^22r v +  N  П ,

формулаларни ^осил циламиз. Бу формулалар сиртлар назариясининр 
асосий формулалари ёки деривацион формулалари дейилади. Улар
ra, rv, п векторлар дан олинган хусусий цосилаларни шу векторлар- 
нинг узлари орцали ифодалайди. фазодаги чизиц учун френе форму
лалари цандай роль уйнаса, сирт учун бу формулалар уша ролни уй- 
найди.

68-§ . СиртДаги эгри чизицнинг геодезик эгрилиги

Регуляр сирт г — г (и, v) тенглама билан берилган булсин. Бу 
сиртда регуляр чизиц оламиз ва унинг ихтиёрий Р нуцтасидан сиртга
уринма текислик утказамиз. Олинган чизицнинг Р нуцтадаги бош нор-

мали v , эгрилиги эса k булсин. 
Эгри чизицнинг Р  нуцтадаги эгри-
лик вектори kv ни уринма текис-

7 ликка проекциялаймиз (138-чизма).
Т а ъ р и ф . Эгрилик векторининг 

уринма текислигидаги проекцияси- 
нинг тегишли ишора билан олин
ган узунлиги эгри чизицнинг Р  

138- чизма нуцтадаги геодезик эгрилиги дейи
лади.

Эгри чизицнинг Р  нуцтадаги геодезик эгрилигини топиш учун 
проекциянинг узунлигини ^исоблаш керак. френе формуласига кура



V эгри чизщ г — г  {и, (s), v (s)) тенглама билан берилган булса»
iv 
i s ’
du\z  — d u d v  /  dv\* . ~ d2u ~ d h >

d r __ T ^ d u  dv
. ~ a , v , >ds ds ds

J ! _ L  - 7 ^  ( ~ Y  л _ < ) Т  , - ^ d 2̂  ■+
ds2 Г““ \  d s )  +  2 ruv ds ds  +  r vv  [ ds J +  r a ds!S +  r v  d$2 

Деривацион формулалардан фойдаланамиз:

^  -  П ? . - +  n ,  Z  +  i l j ( § ) *  +  2 t r s .T r+ n z  +  M « ) f s I  

+  ( 'V «  +  r i i r* +  N n ) ( z )  + ' •  5 +
Бу ерда

л - n ^ J  +  ^  +  n ^ J ,

B-r4fJ+2r̂ r4fJ
деб белгиласак,

€ =iA +i?K'+1(s+S):Z+(•6 ©'‘+ M z f+N‘b"2 \
r t .

dsJ

Бу векторни уринма текисликка проекдиялаймиз, яъни • п ни хи-
ds2"1 > - ■ > — ■>■ / d?ti\  ̂

соблаймиз. Натижада п р a k v  — tipа г" — g  вектор g  =  М  +  —  J гв -{-

+  ffl +  — V » га тенг булади. Унинг узунлиги
V dsV

/cr  =  j J | | T | s m ( t  2  =  | [тГ 3 l ;

к  i i  - 1". ~ + (-4 + % у . + ( в + 2 ) С ] =

=^((g+*)fHS+^~}
Kf 4 iZ Z v {b + ^ - { a + % ) % .

Бу ерда \[ra, rv]\ — Y  E G — F2 булгани учун геодезик эгрилик

*r-̂ ®f=p(£-£-sD+/49,+
+  <2ri i - /'u) ( * ) ’ *  +  (Г.* -  2ГУ S  (* )’ -  rM g ) 1

формула билан аник;ланади. Геодезик эгриликнинг формуласи биринчи 
квадратик форма коэффициентлари оркали ифодалангани учун геоде- 
вик эгрилик сиртнинг ички геометриясига тааллуцли объектдир.
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Т а ъ р и ф . Х̂ ар бир нуцтасидаги геодезик эгрилиги нолга тенг 
булган сиртдаги эгри чизиц геодезик чизиц дейилади.

Геодезик чизицлар сирт устидаги «энг турри» чизицлардир. Текис
ликда икки нуцта орасидаги цисца масофа тугри чизиц кесмаси билан 
аницланса, сиртда икки нуцтани бирлаштирувчи энг цисца чизиц геоде
зик чизиц булади. Сирт г — г (и, v) тенглама билан берилган бу
либ, сиртдаги геодезик чизиц u — u(s), v =  v (s) тенглама билан берил
ган булсин. Сирт устидаги эгри чизицли координатларнинг и, v сис- 
темаси киритилган:

Е — г / ,  F =  Ти. г ^ =  О, Gx =7*2.

# 7------ вектор эгри чизицнинг бош нормали буйича йуналгандир. Гео-
ds2

d2 гзик чизиц учун ------  вектор сиртнинг уринма текислигига перпенди-
ds2

•куляр, шунинг учун
d2r “*■ n d%~7 -*■ л

' га =  °> v =  0 ‘

69- §. Геодезик чизицлар

ds2 ds2

dr —*■ du , dv------=  r „ ------rv —
ds “ ds ds

тенгликдан

d2~ 7  _  -*■ ( d u Y  , n Z *  du dv . ~*~ ( * Л 2 , dPu -*■ 
ds2 ““ I d s /  +  u v d s d s +  v v \ d s )  + r “ ds2 + r” ds*

Бу тенгликни аввал ra га, кейин rv га скаляр купайтириб, юцорида- 
ги тенгликларни назарга олганда ушбуни топамиз:

Г а а ’ Г и t )  + 2 r a v J s 7 s +  r v v  Га(Тз) + В № ==0,  W 

л““'Гг,Ы  + 2 г " г" 7sT s +  rvv’ r v { £ )  + G d ? ==° ‘ (**>
Е, F, G ифодаларидан:

^ии'Ги ~  Ей, t"av‘rv ~  E v, Fu ^ua'^v "Ь *uv ’ =  0*

Fv — rav' f v ~  ~2^*u ^uv'^a> ~2^v ^vv '^v '
1

Булардан:



У  ^олда (*) ва (**) формулалар цуйидаги курикишга келади:

еки

Е
dhi _ E  ц
ds2 ’ 2

G
dhi _ 1

E vds2 ' 2 V

d?u - § S L fdu
T -

ds2 2 E id s .)
d*v __ _ i_ E 1

fdtt

ds2 ’~  2 G u v I\ds,

(du\* „  d u d v  1 r  fdvx*
У  - £ " S i T  +  7 G" U ) ’
'du\2 __С  dudv I p  /dv\%
ds a ~ds~ds 2 H i s

P  d u d v  1 r  ( dv\a  . AЕч^+̂Ч̂ )- <A>
1 p  dudv  1 p  ( dv\ 2

’ £? a ds ds 2G * 4 ^ 7  ‘ (B>

Геодезик чизицнинг дифференциал тенгламалари системаси шулардир. 
Бу тенгламаларни интеграллашда

*©,+оез,“1
эканлигини ^исобга олиш керак. Биз цуйидаги хулосага келамиз. Гео
дезик чизи!^ ^ам сирт ички геометриясининг объектидир. Досил ^и- 
линган дифференциал тенгламалар системасини текширишни цулай цол- 
га келтириш учун s шраметр урнига и ёки v ни олиб, бу икки тенг
ламалар урнига битта дифференциал тенглама ^осил] циламиз. Бунинр 

dv

учун — =  —  муносабатдан фойдаланамиз:
du du 

ds
du d*o dv <Pu

d2v _ds ds2 ds ds2
du2 _  МЛ2(du\*

\ds)

Энди 0 ,  лар урнига уларнинг (Л), (В) ^ийматларини цуямиз, у  

э^олда:
1 с  fdu\s 1 п  (du\2dv 1 п  (dv)2du 1 „  (dv\*du



Шундай цилиб, геодезик чизи^нинг дифференциал тенгламаси

J .P
du? 2G v ~ 

шаклни олади.

'■ .о .Р
2Е  “ \ d u j  \ Е

+ ( — Е„ — &
2G.

70-§.  Гаусс ва Гаусс-Бонне теоремалари

Сиртнинг ички геометрияси учун му^им а^амиятга эга булган тео- 
ремалардан Гаусс ва Гаусс-Бонне теоремаларини келтирамиз.

Гаусс теоремаси. Сиртнинг тули^ ёки Гаусс эгрилиги сиртнинг би
ринчи квадратик формасининр коэффициентлари ва уларнинг з^осила- 
лари ор^али ифодаланади.

LN_д!а
И с б о т и .  Сиртнинг тул;щ эгрилик формуласи К

EG —  F*

ринишда эди, бунга L, М,  N  ларнинг ^ийматларини цуямиз:

1 •Г Г' ии>(EG — F2Y

Иккига аралаш купайтмани купайгириш цоидасига кура

ми> ^vu) (ruu’ ra) (full’ ^v)

u w  ^U' ^v) (f VV' ^U' ^v) (f w  ^ w )  (f U' ^v ) (̂ «» ^v)

(f v> Tvv) (f V' «̂) V' ^v)

Бу ерда lru, r j  =  E, (7U, rv) -  (r ,̂, r j  =  F, (rv, rv) =  G 
з^амда

(̂ ин> ra) 2 

(̂ Vzm /"г?) “

"?«». О  =  7 Я »> 

..>■
(fvv< ^a) • 0 . .

ку-

^u’ (fvv> Гa> ^v) (Tav> ^ v ) J О )

(2)

Демак:



A m m o

uu> Гvv)
шунинг учун

(̂ ни> ^vv) ûv ~  (Fu

r2 _

E X

iruu’ ^v)v i^uv' ^v)a>

-тЧ — E- *-• 7, +  ± G U

У  ^олда сиртнинг тулиц эгрилиги:

К
1

(EG —  F У

F»v - ■ 2 E v v  + 2 ° аи - Е й  2 “ Fu ~- 1 ° ■

Fv - ~ G U 2 “
Е F

7 ° *
F G

— Е 
2 h v

— G„

~ Е Ъ 2 *

Е

F

2

F

G

■G„

Демак, сиртнинг тулиц эгрилиги сирт биринчи квадратик формасининг 
коэффициентлари ва уларнинг ^осилалари орцали тула аннцланади. 
Бундан эса сиртнинг тулиц эгрилиги хам сирт ички геометриясининг 
объекта деган хулоса чицади. Агар сиртнинг биринчи квадратик фор- 
маси du2 +  Gdv2 куринишида булса, сиртнинг тулиц эгрилиги

К  — у ~  ( V G ) ua куринишида булади. Ф регуляр сиртда v эгри чизиц

билан чегараланган G со^а олайлик. G со^а доиранинг гомеоморф об- 
рази булиб, v эгри чизиц чекли сондаги бир- бирига туташувчи ре
гуляр эгри чизицлардан иборат булсин. G со^анинг 7ц V2............Уп то*
монлари ^осил цилган бурчакларни a v а 2, . ,  ап билан белгилай- 
миз. У ^олда цуйидаги теорема уринлидир.

Гаусс-Бонне теоремаси.
Сиртлар назариясида ушбу формула му^им роль касб этади:

2  $ K r d s +  S  (я-
1= 1 Vi 1=1

• осг) =  2 я  — j” J Kd (а). (3)

Биз бу форму лани исботсиз келтирдик. Бу ерда Кг  Y эгри чизицнинг



геодезик эгрилиги, К  билан сиртнинг тулиц эгрилиги, d a  — У  EG —F 2 
dudv билан сирт юзининг элементи белгиланган. Агар G .со^а yJ; y2, Ys 
учта геодезик чизиц билан чегараланган булса, бу эгри чизицлар учун

К г — 0 булиб, (3) формула ^  (л — а г) =  2 л  — \ \ K d o  ёки
‘ -  1 о

+  а 2 + а 3 (4)
G

куринишга келади. Демак, геодезик учбурчакнинг ички бурчакларининг
йириндиси:

1) К  >  0 булган сирт учун я  дан катта;
2) К  <  0 булган сирт учун я  дан кичик;
3) ЛГ =  0 булган сирт учун я  га тенг.
Биз юцорида (65- §) сферанинг тулиц эгрилиги К — —  (а — сфе-

а2
ранинг радиуси) эканлигини курсатган эдик. (4) формулага К  нинг 
цийматини цуямиз: а х +  а 2 +  аэ — я  +  - у  J J  da,  бу ерда J J  d а =

=  5  & сферик учбурчакнинг юзи булиб, 5 Д =  (сс1 а 2 + а 3 — л) а2. 
Демак, сферада сферик учбурчакнинг ички бурчаклари й и р и н д и с и  п  
дан катта. Агар сирт параметрик тенгламалари билан берилган

х  =  a sin и cosv, у  =  a sin и sin v, г =  a (In |tg  +  cos и)

псевдосферадан иборат булса, унинг тулиц эгрилиги К  -------- — га
в2

тенглигини ^исоблаш цийин эмас. Бу ердан К  нинг цийматини (4) га
цуйсак, (ах +  а 2 +  а 3) =  я ----- -̂aJ J  d а.

о
Бундан:

а х -J- а 2 +  <  я .
Демак, псевдосферадаги геодезик учбурчак ички бурчакларининг йи
риндиси я  дан кичик. а =  я  — [а1 + а 2-\- а 3) сонни псевдосферадаги 
геодезик учбурчакнинг нуцсони ёки камчилиги дейилади. Бундан ку- 
ринадики, псевдосферада Лобачевский геометрияси локал {авишда ба-

1 жарилади.

71- §. Ориентирланган ёпиц сирт учун Эйлер характеристикаси

Ориентирла нган силлиц ёпиц сирт берилган булсин. Бу сиртнинг Эйлер 
характеристикаси билан унинг тулиц эгрилиги орасидаги борланиш 
цуйидаги теорема билан берилади.

Теорема. Агар Ф ориентирланган ёпиц сирт булиб, унинг М£Ф
нуцтасидаги тулиц эгрилиги К  га тенг булса, %{Ф) — -  — J J Kd а (1)

____________  ф

формула уринлидир. Бу ерда d a  =  VЕС*— F2dudv.
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139- чизма

(2)

I И с б о т и .  G Ф сиртнинг то- 
'( пологик купбурчакларга ёйилмаси 
'  булсин. Ёйилмадаги хар бир куп- 
• бурчак томонлари регуляр чиз(Щ- 

лардан иборат булиб, бу купбур- 
чаклар бир хил ориентирланган ^
булсин. G ёйилмада бирор Gm 
купбурчак оламиз. Бу купбурчак- 
нинг учлари М то М т, » •. • , M msk
ну^талардан иборат булиб, бу уч- 
ларни туташтирувчи SK та томон 

У т г ........... ymsK регуляр ЧИ -

зи^лардан иборат булсин. Gm куп
бурчак учларидаги бурчаклар кат- 
таликларини ф т„ фт>, . . .  , сршк
билан белгилаймиз (139- чизма). Га- 
усс-Бонне теоремасига кура купбурчак учун

2 f  Kr ds +  2> ( л - ф т . )  =  2 л - $$ Kdo,
<=1 Vnt; f = l  Gm

бу ерда ________
d o  — V EG — F2dudv, Кг  эса ymi 

чизицнинг геодезик эгрилиги. Бундай тенгликни G ёйилманинг з̂ ар 
бир купбурчаги учун тузиб, уларнинг йигиндисини оламиз. (2) тенг-

S K

ликдаги 2  ифодада ymi ёй буйича олинган интеграл икки мар-
i=1

та учрайди, чунки ущ  к;ушни кунбурчаклар учун умумий томондир. 
Бу цушни куп бурчаклар бир хил ориентирланган булса, ут. томон бу 
купбурчаклар учун ^арама-карши ориентирлангандир. Шунинг учун

a, s  к
2  2  {

m=j i=l v ntj

Бу ^олда (2) формуладан G ёйилманинг ^амма купбурчаклари буйича 
олинган йигинди

2  2  ( я - Ф « « ) в  2  ( 2 я - J J J W a )
j = l  т = 1 Ст

ёки
5  к  гг.* S  к

i

Бундан:

а» ° * а* ° к аа а»
2 2 2 2 2 2 Я *d<T-т —1 <“ 1 т=1 i=l т =  1 т=1 G ^

(3)

«а а« а,
2  2  2  п 5 « =  п 2  5 к =  2 л а .

т=1 :=»1 т=1 т=1
a ,  s  к

2 2 чч-т=1 i=l
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G ёйилмадаги ^амма купбурчаклар ички бурчакларнинг йигиндисидир. 
Бу йириндини зугсоблаш учун аввал ёйилмани битта учига бирлашти- 
рувчи купбурчаклар ички бурчакларнинг й и ри н д и с и н и  оламиз, сунгра 
G ёйилманинр ^амма учлари буйича й и р и н д и  оламиз. ^ ар  бир учдаги 
бурчакларнинг й и ри н д и си  я  га тенг булгани учун ^амда G ёйилмада

ОС а S  к Oi

а 0 та уч булгани учун 2  2  4V- =  ^пао булади. Аммо 2  2 я = 2 я а а,
m=i /—] т=]

а2
2  \ f Kd а =  J j  Kd (У. Энди йириндиларпииг цийматларини (3) га

m = l  Gin Ф

цуйиб, 2 juxj. — 2 яа„  =  2 я а 3 — Jj" Kd в  ёки а 0 — +  а 2 1=3
Ф

=  g я JJ о ни ^осил циламиз. Б у ерда

«0 — «1 +  «2 =  X (Ф) 
сирт учун Эйлер характеристикасидир.
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