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KIRISH 

 
 Matematika fani amaliy mashgʻulotlaridan uslubiy koʻrsatmaning 
oʻziga xosligi shundan iboratki:  
 - bir tomondan matematika -matematikaligicha qolib, fundamental 
fan sifatida matematik tushunchalar, aksiomalar, teoremalarning uzviy 
bogʻlanishda mantiqiy izchilligida qat’iy bayon qilinishi zarur. Talabalarda 
mantiqiy, algoritmik, abstrakt fikrlashlarning sintezi boʻlgan – matematik 
fikrlashni shakllantirishga xizmat qilishi kerak;  
 - ikkinchi tomondan konkret sohaning talab va ehtiyojlaridan kelib 
chiqib, uning oʻziga xos jihatlarini aks ettirishi lozim. Talabalarning 
matematikani maqsadli oʻrganishini taʼminlash bilan birga oʻzlashtirishini 
osonlashtirishi kerak. 
 Masalaning bu ikki tomoni maʼlum mutanosiblikda shunday 
uygʻunlashuvi kerakki, natijada kurs maʼlum sohaning konkret 
masalalarini yechishga retseplar beruvchi qoʻllanma yoki talabalarda 
matematika faqat hisoblashlarni oʻrganadigan fan degan tushunchani hosil 
qilmasligi kerak.  
 Mana shu prinsipdan kelib chiqib, matematikaga “tabiat haqidagi 
barcha bilimlarimizni sistemaga soluvchi, tabiat va jamiyatdagi 
jarayonlarning matematik modellarini oʻrganuvchi fan” deb ta’rif berilgan.  
           Ushbu uslubiy koʻrsatma matematikadan yozilgan boʻlib, koʻp 
hollarda matematik tushunchalarni texnikadagi talqini berildi va  hayotda 
uchraydigan masala,  misollar keltirildi. 

Uslubiy koʻrsatmada toʻplamlar, koʻphadlar, kompleks sonlar, 
matritsa va determinantlar, chiziqli tenglamalar sistemasi, chiziqli fazo 
elementlari, limitlar nazariyasi, bir oʻzgaruvchili va koʻp oʻzgaruvchili 
funksiyalarning differensial hisobi, integral hisob elementlariga doir misol 
va masalalar berilgan.  

Barcha boʻlimlarda qisqa nazariy maʼlumotlar keltirilgan. Qator 
masalalar yechimlari bilan berilgan nazorat ishlari hamda mustaqil yechish 
uchun misol va masalalar tavsiya etilgan. 
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1-amaliy mashgʻulot. Toʻplamlar  nazariyasi  va  matematik  mantiq  
elementlari. 

 
1.Toʻplam haqida tushuncha. Bosh va qism toʻplam. 
 
Toʻplam tushunchasi matematikaning boshlangʻich (taʼriflanmaydigan) 

tushunchalaridan biridir. U chekli yoki cheksiz koʻp obyektlar (narsalar, 
buyumlar, shaxslar va h.k.) ni birgalikda bir butun deb qarash natijasida 
vujudga keladi. 

Masalan, Oʻzbekistondagi viloyatlar toʻplami; viloyatdagi akademik 
litseylar  toʻplami; butun sonlar toʻplami; toʻgʻri chiziq kesmasidagi 
nuqtalar toʻplami; sinfdagi oʻquvchilar toʻplami va hokazo. Toʻplamni 
tashkil etgan obyektlar uning elementlari deyiladi. 

Toʻplamlar odatda lotin alifbosining bosh harflari bilan, uning elementlari 
esa shu alifboning kichik harflari bilan belgilanadi. Masalan, A = {a, b, c, d} 
yozuvi A toʻplam a, b, c, d elementlardan tashkil topganligini bildiradi. 

x element X toʻplamga tegishli ekanligi x∈X koʻrinishda, tegishli 
emasligi esa x∉koʻrinishda belgilanadi. 

Masalan, barcha natural sonlar toʻplami N va 4, 5,π    sonlari uchun 4
∈N, 5∈N, π ∈N  munosabatlar oʻrinli. 

1- m i s o 1. A = {x| x ∈N, x2>8} toʻplam 2 dan katta boʻlgan barcha 
natural sonlardan tuzilgan, ya'ni A = {3,4, 5, 6, 7, 8, 9, ...}. Bu toʻplam - 
cheksiz toʻplamdir. 

Birorta ham elementga ega boʻlmagan toʻplam boʻsh toʻplam deyiladi. 
Boʻsh toʻplam Ø orqali belgilanadi. Boʻsh toʻplam ham chekli toʻplam 
hisoblanadi. 

2- m i s o 1. x2+ 3x + 2 = 0 tenglamaning ildizlari X= {-2; -1} chekli 
toʻplamni tashkil etadi. x2 + 3x + 3=0 tenglama esa haqiqiy ildizlarga ega 
emas, ya'ni uning haqiqiy yechimlar toʻplami ∅  dir. 

Ayni bir xil elementlardan tuzilgan toʻplamlar teng toʻplamlar deyiladi. 
3- miso1. X={x|x∈N,x ≤3} va Y={x|(x-1)(x-2)(x-3)=0} toʻplamlar- 

ning har biri faqat 1, 2, 3 sonlaridan tuzilgan. Shuning uchun bu 
toʻplamlar tengdir: X=Y. 

Agar B toʻplamning har bir elementi A toʻplamning ham elementi 
boʻlsa, B toʻplam A toʻplamning qism-toʻplami deyiladi va B⊂A 
koʻrinishida belgilanadi. Bunda Ø⊂A va A⊂A hisoblanadi. Bu qism-
toʻplamlar xosmas qism-toʻplamla rdeyiladi. A toʻplamning qolgan barcha 
qism-toʻplamlari xos qism-toʻplamlar deyiladi. Masalan: N⊂Z⊂Q⊂R. 
Agar A={3, 4, 5}, B={x| x2 - 7x+ 12 =0} boʻlsa, B⊂A boʻladi. 
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2. Toʻplamlar ustida amallar. Sonli toʻplamlar. 
A va B toʻplamlarning ikkalasida ham mavjud boʻlgan x elementga 

shu toʻplamlarning umumiy elementi deyiladi.  
A va B toʻplamlarning kesishmasi (yoki koʻpaytmasi) deb, ularning 

barcha umumiy elementlaridan tuzilgan toʻplamga aytiladi. A va B 
toʻplamlarning kesishmasi A∩B koʻrinishda belgilanadi: A∩B= {x|x∈A 
va x∈B}. 1.1-rasmda Eyler - Benn diagrammasi nomi bilan ataladigan 
chizmada A va B shakllarning kesishmasi A∩B ni beradi (chizmada 
shtrixlab koʻrsatilgan).                                    

A va B toʻplamlarning birlashmasi (yoki yigʻindisi) deb, ularning 
kamida bittasida mavjud boʻlgan barcha elementlardan tuzilgan 
toʻplamga aytiladi. A va B toʻplamlarning birlashmasi A∪B  koʻrinishida 
belgilanadi: A∪B = {x| x∈A yoki x∈B} (1.2- rasm). 

 
 
 
 
 
 
                        1.1-rasm                            1.2-rasm 
A va B toʻplamlarning ayirmasi deb, A ning B da mayjud boʻlmagan barcha 

elementlaridan tuzilgan toʻplamga aytiladi. A va B toʻplamlarning ayirmasi A\B 
koʻrinishda belgilanadi: A\B = {x|x∈A va x∉B} (1.3- rasm). 

Topshiriq:1.3-a rasmda B\A ni koʻrsating. 
Agar B⊂  A boʻlsa, A \B toʻplam B toʻplamning toʻldiruvchisi deyiladi 

va B' yoki BA'  bilan belgilanadi (1.3- b rasm). 
 
 
 
 
 
 

1.3-rasm 
 4-misol. A = {a, b, c, d, e,f } va B={b, d, e, g, h} toʻplamlar berilgan. 
Ularning kesishmasi, birlashmasini topamiz va Eyler - Benn diagrammasida 
talqin etamiz. 
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b, d, e elementlari A va B toʻplamlar uchun umumiy, shunga koʻra A∩B = {b, 
d, e}. Bu toʻplamlarning birlashmasi esa A∪B = {a, b, c, d, e, f, h} dan iborat 
(1.4-rasm). 
    
 
 

 
 

1.4-rasm 
5- misol . Agar A⊂B boʻlsa, A∪B =B boʻlishini isbot qilamiz.  
Isbot. A⊂B boʻlsin. 
a) A∪B⊂B nikoʻrsatamiz. x∈A∪B boʻlsin. Uholda  x∈A yoki x∈B 

boʻladi. Agar x∈A boʻlsa, A⊂B ekanidan x∈B ekani kelib chiqadi, ikkala 
holda ham A∪B ning har qanday elementi B ning ham elementidir. 
Demak, A∪B⊂B;  
 b) B∪A⊂Bni koʻrsatamiz. x∈B boʻlsin. U  holda,toʻplamlar 
birlashmasining ta'rifiga koʻra x∈A∪B  boʻladi, Demak, B ning har 
qanday elementi A∪B ning ham elementi boʻladi, ya'ni B∪A⊂B. 
Shunday qilib, A∪B⊂B,B∪A⊂B. Bu esa B = A∪B ekanini tasdiqlaydi. 
 Toʻplamlar ustida bajariladigan amallarning xossalari sonlar ustida 
bajariladigan amallarning xossalariga oʻxshash. Har qanday X, Y va Z 
toʻplamlar uchun: 

1) X∪Y=Y∪X; 
1  ̀  )   X∩Y=Y∩X; 
2) (X∪Y) ∪Z=X∪ (Y∪Z)=(X∪Z) ∪Y; 
2  ̀   )  (Z∩Y) ∩Z=(X∩Z) ∩Y=X∩ (Y∩Z); 
3) (X∪Y) ∩Z=(X∩Z) ∪ (Y∩Z); 
3` )  (X∩Y) ∪Z=(X∪Z) ∩  (Y∪Z)  tengliklar bajariladi, 
Agar qaralayotgan toʻplamlar ayni bir U toʻplamning qism-toʻplamlari 

boʻlsa, Utoʻplam universal toʻplam deyiladi. 
U universal toʻplam qism-toʻplamlarining kesishmasi, birlashmasi, 

shuningdek, U toʻplam ixtiyoriy qism-toʻplamining toʻldiruvchisi ham U 
ning qism toʻplami boʻladi. Biror X toʻplamning U ga toʻldiruvchisini X`

U 
yoki X' shaklida belgilash mumkin. Toʻldirish amalining ayrim xossalarmi 
koʻrsatib oʻtamiz: 

1) Ø = U, 2) U' = Ø , 3) (X')' = X, 4) U dan olingan har qanday X va 
Y toʻplam uchun  (X∩Y)' = X`∪Y ; (X∪Y)` = X`∩Y`. 

Shuningdek, agar X⊂Y boʻlsa, X∩Y = X,  X∪Y = Y boʻladi. Xususan, Ø⊂X 
va X⊆X boʻlganidan, Ø∩X=Ø, Ø∪X=X, X∩X=X, X∪X=X boʻladi. 
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3-misol.A = {1 ,2, 3, 4}, B = {1 ,3, 5}, C={1, 5, 9} toʻplamlar 
berilgan. D = {1, 2, 3, 4, 5, 9} toʻplam universal toʻplam boʻladimi? E={1, 
2, 3, 4, 5, 9, 15} va M={1, 3, 4, 5, 9} toʻplamlarchi? 

A⊂D, B⊂D, C⊂D boʻlgani uchun D toʻplam universal toʻplam 
boʻladi. D⊂E boʻlgani uchun E toʻplam ham universal toʻplam boʻladi. 
B⊂M, C⊂M, lekin A⊄M boʻlgani uchun M toʻplam universal toʻplam 
boʻla olmaydi. 
 

Toʻplam elementlarining soni bilan bogʻliq ayrim masalalar. 
 

Toʻplamlar nazariyasining muhim qoidalaridan biri — jamlash 
qoidasidir. Bu qoida kesishmaydigan toʻplamlar birlashmasidagi elementlar 
sonini topish imkonini beradi 
1-teorema (jamlash qoidasi). Kesishmaydigan A va B chekli 
toʻplamlarning (1.5 – rasm) birlashmasidagi elementlar soni A va B 
toʻplamlar elementlari sonlarining yigʻindisiga teng: 

n(A∪B)=n(A)+ n(B) 
Isbot.n(A) = k, n(B) = m 
boʻlib, A toʻplam a1, a2 ..., ak 
elementlardan, B toʻplam esa b1 
b2..., bm elementlardan tashkil 
topgan boʻlsin. 

 
       1.5-rasm         1.6-rasm 
Agar A va B toʻplamlar kesishmasa, ularning birlashmasi a1 a2 ..., ak, 

b1, b2, ..., bm elementlardan tashkil topadi: 
A ∪B = { a1 a2 ..., ak, b1, b2, ..., bm }. 

Bu toʻplamda k + m ta element mavjud, ya'ni 
n(A∪B) = k+m=n(A)+n(B). 

Xuddi shu kabi, chekli sondagi A, B, ..., F juft-jufti bilan 
kesishmaydigan toʻplamlar uchun quyidagi tenglik toʻgʻriligini isbotlash 
mumkin: 

n(A∪B∪  ... ∪F ) = n(A) + n(B) + ... +n(F). 
2-teorema. Ixtiyoriy A va B chekli toʻplamlar uchun ushbu 

tenglik oʻrinli: 
n(A∪B) = n(A) + n(B) - n(A∩B). (1.1) 

Isbot. Agar A∩B = Øboʻlsa, n(A∩B) = 0 boʻlib, 1- teoremaga 
koʻra (1.1) tenglik oʻrinli. Agar A ∩B ≠Ø boʻlsa, u holda A∪B toʻplamni 
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uchta juft-jufti bilan kesishmaydigan toʻplamlarning birlashmasi koʻrini-
shida tasvirlash mumkin (1.6- rasm): 

A∪B = (A\(A∩B)) ∪  (B\(A∩B))∪  (A∩B).    (1.2) 
A\(A∩B), B\(A∩B} va A∩B toʻplamlardagi elementlari soni mos 

ravishda n(A)-n(A∩B), n(B} -n(A∩B), n(A∩B) ga teng. 
Jamlash qoidasiga koʻra, (1.2) tenglikdan 
n(A∪B) = (n(A) - n(A∩B)) + (n(B) - n(A∩B)) + + n(A∩B) = n(A) + 

n(B) - n(A∩B), ya'ni (1.1) tenglik hosil boʻladi. 
4-M a s a l a . 100 kishidan iborat sayyohlar guruhida 70 kishi ingliz 

tilini, 45 kishi fransuz tilini, 23 kishi esa ikkala tilni ham biladi. Sayyohlar 
guruhidagi necha kishi ingliz tilini ham, fransuz tilini ham bilmaydi? 

Yechish. Berilgan guruhdagi ingliz tilini biladigan sayyohlar toʻplamini 
A bilan, fransuz tilini biladigan sayyohlar toʻplamini B bilan belgilaymiz. U 
holda ham ingliz tilini, ham fransuz tilini biladigan sayyohlar toʻplami A∩B 
toʻplamdan, shu ikki tildan hech boʻlmasa bittasini biladigan sayyohlar 
toʻplami esa A∪B toʻplamdan iborat boʻladi. 

Shartga koʻra, n(A)=70, n(B)=45, n(A∩B) = 23. (1) tenglikka koʻra, 
n(A∪B)=70 + 45 - 23 = 92. 
Shunday qilib, 92 kishi ingliz va fransuz tillaridan hech boʻlmaganda 

bittasini biladi, 
 100 - 92 = 8 kishi esa ikkala tilni ham bilmaydi. 
 

Matematik mantiq elementlari. 
Matematik mantiq matematikaning bir boʻlimi boʻlib, unda 

,,mulohaza"lar va ular ustidagi mantiqiy amallar oʻrganiladi. 
Chinyoki yolgʻonligi haqida fikr yuritish mumkin boʻlgan har qanday 

darak gap mulohaza deyiladi. Mulohazalar ustida bajariladigan mantiqiy 
amallar maxsus belgilar yordamida ifodalanadi. Bu belgilar hozirgi zamon 
matematikasining barcha boʻlimlarida qoʻllaniladi. 

Bu belgilar qiyidagilardir: 
   1)  ⇒— agar ... boʻlsa, u holda ... boʻladi, 
 P⇒Q- agar P boʻlsa, Q boʻladi (Pdan Q kelib chiqadi); 
  2)⇔— teng kuchlilik, 
       P ⇔Q - P va Q teng kuchli (P dan Q kelib chiqadi va aksincha); 
   3)∨— dizyunksiya (,,yoki" amali); 
4) ∧  — konyunksiya (,,va" amali); 
5) ∀— ixtiyoriy, barcha, har qanday; 
6) ∃— shunday, mavjud; 
7) ∃/ — mavjud emas. 
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Bu amallarni (belgilarni) qoʻllashga doir misollar keltiramiz. 
P={a soni 15 ga boʻlinadi} va Q= {a soni 5 ga boʻlinadi} mulohazalari 

quyidagicha bogʻlangan: 
P mulohazaning chinligidan Q mulohazaning chinligi kelib chiqadi. 
Mulohazalarning bunday bogʻlanishi  mantiqiy kelib chiqish deyiladi va⇒
belgi yordamida yoziladi: P⇒Q. Bu yerda “a soni 15 ga boʻlinadi” sharti 
asonining 5 ga boʻlinishi uchun yetarlidir. Shu bilan birga “a soni 5 ga 
boʻlinadi” sharti uning 15 ga boʻlinishi uchun yetarli emas, u zaruriy 
shartdir xolos, chunki a soni 5 ga boʻlinmasa, uning 15 ga boʻlinishi 
mumkin emas. 

Umuman, P mulohazaning chinligidan Q mulohazaning chinligi kelib 
chiqsa (P⇒Q), Pmulohaza Q mulohaza uchun yetarli shart va Q 
mulohaza P mulohaza uchun zaruriy shart deyiladi. 

Agar A⇒B va B⇒A boʻlsa, B mulohaza A mulohaza uchun zaruriy va 
yetarli shartdir. Bu esa quyidagicha yoziladi: A⇔B. „⇔ " — mantiqiy teng 
kuchlilik belgisidir. 

A - ,,a soni juft son"  mulohazasi boʻlsin. 
B - ,,a2- juft son" mulohazasi boʻlsin. 
Bu mulohazalar teng kuchli mulohazalar boʻladi, ya'ni A ⇔B. 
Boshqacha aytganda, sonning kvadrati juft son boʻlishi uchun sonning 

oʻzi juft boʻlishi zarur va yetarli. 
Biror A mulohazaning inkori deb, A chin boʻlganda yolgʻon, A yolgʻon 

boʻlganda esa chin boʻladigan mulohazaga aytiladi va A  bilan belgilanadi. 
A – “yetti - murakkab son”, u holda A  “yetti -murakkab son emas”. 

Bu yerda A — yolgʻon,  
A  - chin mulohazadir. 
A va B mulohazalarning dizyunksiyasi deb, A va B mulohazalardan 

kamida bittasi chin boʻlganda chin boʻladigan yangi mulohazaga aytiladi 
va A∨B bilan belgilanadi. 

Masalan, A – “6·4=24”, B – “6·4=25” boʻlsa, A∨B mulohaza “6 
• 4 koʻpaytma 24 yoki 25 ga teng”. 

A va B mulohazalarning konyunksiyasi deb, bu ikkala mulohaza ham 
chin boʻlgandagina chin boʻladigan yangi mulohazaga aytiladi va A∧B 
bilan belgilanadi. 

Masalan, C — “13 soni toq va tubdir” mulohazasi quyidagi ikkita 
mulohazaning konyunksiyasidir. A— “13 soni – toq”, B – “13 soni — 
tub”. Demak, C=A ∧B, 

Matematik mulohazalarni yuqoridagi belgilar yordamida ifoda etishga 
doir misollar keltiramiz. 
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1- mi so 1. Agar a> b va b> c boʻlsa, a>c boʻladi. (a > b) ∧ (b > c)⇒  
(a >c). 

2- m i s o 1. a > b boʻlsa, a + c> b + c boʻladi. (a > b) ⇒ (a + c > b + c). 
3- m i s o 1. a = 0 yoki b=0 boʻlsa, ab = 0 boʻladi va aksincha, ab= 0 

boʻlsa, a= 0 yoki b=0 boʻladi. (ab = 0)⇔ ((a = 0) ∧  (b = 0)). 
4- mi sol. a >0 va b >0 boʻlsa, ab >0 boʻladi. (a>0) ∧ (b>0)⇒ (ab>0). 
5- mi s o l .  Ixtiyoriy x haqiqiy son uchun  |x| ≥  x.∀x ∈R: |x| ≥  x  . 
6- m i s o 1. Ixtiyoriy a ≥0 son uchun, shunday x∈R son mavjudki, x2= 
a boʻladi, ya'ni ∀a≥  0,   ∃x∈R: x2= a. 

 
Mustaqil ishlash uchun topshiriq: 

 
1-misol. ⊂,, belgilarda foydalanib, toʻplamlar orasidagi munosabatni 

yozing: 
a)X1={-5;6},X2={x-5≤x≤6}, 
X3={x-5<x<6} 
b) A={1;3;5;7;},B={1;5;7} 
d)A={x,y,z},B={y,z,x} 
 
2-misol. Agar A={-2;-1;0;1;2;3;4;5},B={3;4;5;6}, 
C={-3;-2;-1;0;2;3},M={5≤x-10≤12x∈N}, K={x+10≤30x∈N} 

boʻlsa, quyidagi toʻplamlar elementlarini koʻrsatib yozing: 
1) (AB) (CD); 2)(ABC)D; 3)(AB) (CD)M;  
 4) (AC)   (AB);5) (B \A) (A \B) 

 
Nazorat uchun savollar: 

 
1.Boʻsh va qism toʻplam deb nimaga aytiladi? 
2.A va B toʻplamlarning birlashmasi (yoki yigʻindisi) deb nimaga 

aytiladi? 
3. A va B toʻplamlarning kesishmasi (yoki koʻpaytmasi) deb nimaga 

aytiladi? 
4.A va B toʻplamlarning ayirmasi deb nimaga aytiladi? 
5.Toʻldiruvchi toʻplam deb nimaga aytiladi? 
6. A mulohazaning inkori deb nimaga aytiladi? 
7.A va B mulohazalarning dizyunksiyasi deb nimaga aytiladi? 
8.A va B mulohazalarning dizyunksiyasi deb nimaga aytiladi? 
9. Universal toʻplam deb nimaga aytiladi? 
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2-amaliy mashgʻulot. Koʻphadni koʻphadga boʻlish. Bezu teoremasi. 

Tenglama tushunchasi. Tenglama yechimi. 
 

Bir oʻzgaruvchili A(x) va B(x) koʻphadlar uchun 
A(x) = B(x)·Q(x) (2.1) 

tenglik oʻrinli boʻladigan Q(x) koʻphad mavjud boʻlsa, A(x) koʻphad  B(x) 
koʻphadga boʻlinadi (yoki qoldiqsiz boʻlinadi) deyiladi. Bunda A(x) 
koʻphad boʻlinuvchi, B(x) koʻphad boʻluvchi, Q(x) koʻphad esa boʻlinma  
deyiladi. 

1-misol.x3-1=(x2+x+l)(x-1) ayniyatdan, A(x)=x3-1 koʻphadning B(x) 
= x2+x+ 1 koʻphadga (qoldiqsiz) boʻlinishini va boʻlinma Q (x)=x-1 
koʻphadga tengligini koʻramiz. 

Butun sonni butun songa (butun) boʻlish amali kabi, koʻphadni koʻphadga 
qoldiqsiz boʻlish amali hamma vaqt ham bajarilavermaydi. Shu sababli 
koʻphadni koʻphadga qoldiqsiz bo l̒ishga nisbatan yanada umumiyroq bo l̒gan 
amal — koʻphadni koʻphadga qoldiqli boʻlish amali kiritiladi. 

A(x) koʻphadni B(x) koʻphadga qoldiqli boʻlish deb, uni quyidagicha 
koʻrinishda tasvirlashga aytiladi: 

A(x) = B(x)·Q(x) + R(x).    (2.2) 
(2.2) tenglikdagi Q(x) va R(x) lar bir oʻzgaruvchili koʻphadlar boʻlib, 

R(x) koʻphadning darajasi B(x) koʻphadning darajasidan kichik yoki R(x) = 
0. 

(2.2) tenglikdagi A(x) koʻphad boʻlinuvchi, B(x) koʻphad boʻluvchi, Q 
(x) koʻphad boʻlinma (yoki toʻliqsiz boʻlinma), R (x) koʻphad esa qoldiq 
deyiladi. 

Teorema. A(x) va B(x) koʻphadlar haqiqiy koeffitsiyentli va B(x) ≠ 0 
boʻlsin. U holda shunday Q(x) va R(x) koʻphadlar topiladiki, ular uchun A(x) 
= B(x) • Q(x) + R(x) tenglik oʻrinli boʻladi va bunda R(x) ning darajasi B(x) 
nikidan kichik yoki R(x) = 0 boʻladi hamda Q(x), R(x) koʻphadlar bir 
qiymatli aniqlanadi. 

Bu teorema koʻphadni koʻphadga boʻlishning amaliy  usulini bermaydi. 
Koʻphadni koʻphadga boʻlishning amaliy usullari — «aniqmas 
koeffitsiyentlar usuli» va «burchakli boʻlish»  usulini misollarda qaraymiz. 

2- misol. A(x) = x3 + x+ 1 koʻphadni B(x) = x2 + x +1koʻphadga aniqmas 
koeffitsiyentlar usuli bilan boʻlamiz. Yechish. A(x) koʻphad 3-darajali, 
B(x) esa 2-darajali koʻphad boʻlgani uchun Q(x) koʻphad 1- darajali 
koʻphad boʻlishi kerak. A(x) koʻphadni B(x) koʻphadga boʻlishdagi 
qoldiqning darajasi koʻpi bilan 1 ga teng boʻladi. Shu sababli Q(x) ni Q(x) = ax 
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+ b koʻrinishda, R(x) ni esa ; R(x)=px + q koʻrinishda izlaymiz. Bu yerdagi a, 
b, p, q lar topilishi kerak boʻlgan aniqmas koeffitsiyentlardir. 

A(x)=B(x)•Q(x)+R(x) tenglikni x3+x+1=(x2+x+1)•(ax+b)+(px+q) 
koʻrinishda yozib, uning oʻng tomonidagi amallarni bajaramiz. 
Ixchamlashtirishlardan soʻng, x3+x+1=ax3+(a+b)x2+(a+b+p)x+(b+q) 
tenglikni hosil qilamiz. Koʻphadlarning tenglik shartiga koʻra, 

a = 1 
a + b = 0, 
a + b + p = 1, sistemaga ega boʻlamiz. Bundan a = 1, 
b + q =1 

b =-1, p=1 , q=2 ekanligi aniqlanadi. Demak, Q(x)=x-l, 
R(x)=x+2. 

3-misol.Ushbu  

A(x)= 22

432234

322
102422103

aaxx
axaxaaxx

−+
−−−

 
ifodadan butun qism ajratamiz. Buning uchun suratdagi koʻphadni 
maxrajdagi koʻphadga boʻlish lozim. Boʻlishni «burchakli boʻlish» usulida 
bajaramiz: 

3x4 –l0ax3+22a2x2 -24a3x + 10a4|x2-2ax+3a2 
 -3x4-6ax3+9a2x2  ___   3x2 - 4ax+5a2 

-4ax3+13a2x2-24a3x 
-4ax3+8a2x2-12a3x  

5a2x2-12a3x+10a4 
5a2x2-10a3x+15a4 

-2a3x-5a4.  

Demak, A(x) = 3x2 - 4ax + 5a2 + 22

43

32
52

aaxx
axa

+−
−−

. 
n- darajali A (x) va m- (m ≤n) darajali B (x) ikkita koʻphad berilgan boʻlib, 

ularning eng katta umumiy boʻluvchisini topish talab qilinsin. Uni topishda 
Yevklid algoritmi dan foydalanamiz: oldin A(x) ni B(x) ga boʻlamiz, soʻng B(x) 
ni birinchi r1(x) qoldiqqa, undan soʻng r1(x) ni ikkinchi r2(x) qoldiqqa 
boʻlamiz va hokazo. Boʻlinmalarni   qk orqali belgilaylik, bunda k= 1, 2, 3, ... . 
Quyidagiga ega boʻlamiz: 

A(x) = B(x)·ql(x) + rl(x), 
B(x) = rl(x)·q2(x) + r2(x),  
r1(x) = r2(x)·q3(x) + r3(x), 
………………………. 
rn-2(x) = rn-1(x)·qn(x) + rn(x), 
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rn-1(x) = rn(x)·qn+1(x)  
Agar A(X) va B(x) lar umumiy boʻluvchiga ega boʻlmasa (ya'ni eng katta 

umumiy boʻluvchi doimiy son boʻlsa), ular oʻzaro tub koʻphadlar deyiladi. 
Tenglamalarning karrali ildizlarini topish kabi masalalarni hal qilishda 

Yevklid algoritmidan foydalanadilar. Ketma-ket boʻlishlardan qoladigan 
qoldiqlarning darajalari (ular natural sonlar) kamayib, bir necha qadamdan 
soʻng 0 ga teng boʻladi (rn+1(x) = 0). 

Undan oldingi noldan farqli rn(x) ≠ 0 qoldiq A(x) va B(x) ning eng katta 
umumiy boʻluvchisi boʻladi. 
 
Nazorat uchun savollar: 

 1.a sonning n-darajasi deb nimaga aytiladi? 
    2.Birhad deb nimaga aytiladi? 
     3.Koʻphad deb nimaga aytiladi? 
     4.Bir jinsli koʻphad deb nimaga aytiladi? 
5. Simmetrik koʻphad deb nimaga aytiladi? 
     6.Paskal uchburchagi qanday hollarda qoʻllaniladi? 
     7. A(x) koʻphadni B(x) koʻphadga qoldiqli boʻlish deb nimaga 

aytiladi?    
 

3-amaliy mashgʻulot: Kompleks  sonlarni tasvirlash. Kompleks 
sonlarning moduli va argumenti. Kompleks sonlarning shakllari. 

Eyler va Muavr formulalari. 
 

1 -miso l . z1 = l+2i, z2 = 2-i, z3 = 2,1, z4 = 2i, z5=0 kompleks 
sonlarning haqiqiy va mavhum qismlarini topamiz. 

Yechish. Kompleks son haqiqiy va mavhum qismlarining 
aniqlanishiga koʻra, quyidagilarga egamiz: 

Re(z1)=l; Re(z2) = 2; Re(z3) = 2,l; Re(z4) = 0; Re(zs)=0;  
Im(z1)=2; Im(z2) = -i; Im(z3) = 0; Im(z4) = 2i; Im(zs) = 0. 

Kompleks sonlar uchun « < », « > » munosabatlari aniqlanmaydi, 
lekin teng kompleks sonlar tushunchasi kiritiladi. Haqiqiy va mavhum 
qismlari mos ravishda teng boʻlgan kompleks sonlar teng kompleks sonlar 

deb ataladi. Masalan, z, =1,5 + i5
4

 va z2= i2
3 + 0,8i sonlari uchun 

Re(z1) = Re(z2) = l,5,  Im(z1) = Im(z2) = 0,8. Demak, z1 = z2 
Bir-biridan faqat mavhum qismlarining ishorasi bilan farq qiladigan ikki 

kompleks son oʻzaro qoʻshma kompleks sonlar deyiladi.  z=a+ bi kompleks 
songa qoʻshma kompleks son z =a-bi koʻrinishda yoziladi. Masalan, 6+7i 
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va 6-7i lar qoʻshma kompleks sonlardir: i76 +  = 6-7i. Shu kabi z  soniga 
qoʻshma son z  = z boʻladi. Masalan, i76 +  = i76 − =6+7i. a haqiqiy 
songa qoʻshma son a ning oʻziga teng: 
a = ia ⋅+ 0 = a - 0⋅i =a.  Lekin bi mavhum songa qoʻshma son bi =-bi  dir. 
Chunki,  bi = bi+0 =0-bi=-bi, a,b∈R.. Kompleks sonlar ustida arifmetik 
amallar quyidagicha aniqlanadi: 
(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i; (3.1) 
(a + bi) - (c + di) = (a - c) + (b- d)i; (3.2) 
(a + bi ) ⋅ (c  + di) = (ac - bd) + (ad + bc)i         (3.3) 

2222 dc
adbc

dc
bdac

dic
bia

+
+

+
+

+
+ += (3.4)  
(3.1) va (3.2) tengliklarni bevosita qoʻllash qiyin emas. Kompleks 

sonlarni koʻpaytirish amalini i2 = -1 ekanligini e'tiborga olib, koʻphadlarni 
koʻpaytirish kabi bajarish mumkin. 

2-misol.(2-i)⋅( 4
3 +2i)=2⋅ 4

3 +2⋅2i-i⋅ 4
3 -2i2= 2

3 +4i- 4
3 i+2= 4

7
+ 4

13 i. 
 (3.4) formulani eslab qolish va amaliyotda bevosita qoʻllash ancha qiyin. 

Shu sababli dic
bia

+
+

 ni hisoblash uchun,uning surati va maxrajini c - di ga 
koʻpaytirib, tegishli amallarni bajarish qulaydir. 

3-misol ii
ii
ii

ii
ii

i
i

13
1

13
8

13
8

4669
2346

)23)(23(
)23)(2(

23
2 −==== −−−

+−+
−+−−

−−+−
−−−

+−
−

 
Kompleks sonlarni qoʻshish va  koʻpaytirish amallari xossalari 

haqiqiy sonlarnikiga oʻxshash; 
1) z + w= w + z; 1') zw = wz; 
2) (z + w) + t = z+(w + t);             2') (zw)t=z(wt); 

3) z + 0= z; 3')z ⋅ l =  z ;  
4) z(w +t) = zw +zt. 
z +w = 0 tenglikni qanoatlantiruvchi z, w kompleks sonlari oʻzaro qarama-

qarshi sonlar deyiladi. z kompleks soniga qarama-qarshi sonni -z bilan 
belgilash qabul qilingan. z = a + bi kompleks songa qarama-qarshi 
boʻlgan yagona kompleks son mavjud va bu son –z=-a- bi kompleks 
sonidan iborat. 

zw=1  tenglikni qanoatlantiradigan z va w kompleks sonlari oʻzaro teskari 
kompleks sonlar deyiladi. z = 0 soniga teskari son mavjud emas. Har 

qanday z≠0  kompleks songa teskari kompleks son mavjud. Bu son z
1

- 
sonidan iborat. z = a + bi kompleks songa teskari boʻlgan z

1  sonini topamiz: 
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i
ba

b
ba

a
biabi

bia
biaz 2222))((

11
++−+

−
+ −===  

4-misol.  wzwz +=+  
Yechish. z=a + bi,w = c + 4i boʻlsin. U holda  z = a-bi, w = c-di va 

wz + = idbcadicbia )()()()( +++=+++ = a + c - (b + d)i = (a -bi)+ (c- 
di) = wz +  

5-misol. wzwz ⋅=⋅  

Yechish: wz ⋅ = ibcadbdacdicbia )()())(( ++−=++ =ac-bd-(ad+bc)i.  
wz ⋅ = (a-bi)(c-di) =ac- bd-(ad+bc)i.  Natijalar bir xil. Demak, 

wzwz ⋅=⋅ .Xususan,z≠ 0 boʻlsa, z ga teskari boʻlgan z
1

 songa qoʻshma 
son z ga qoʻshma  

)( 1
z = z

1
 

N a t i j a. Kompleks sonning natural koʻrsatkichli darajasiga qoʻshma son, 
berilgan songa qoʻshma sonning shu natural koʻrsatkichti darajasiga teng; 

nn zz )(= . 
2. Trigonometrik shakldagi kompleks sonlar va ular ustida amallar. 

 
 
 
 
 
 
 
 

1.7-rasm 
 
z = x + yi kompleks sonining geometrik tasviri boʻlgan vektor uning 

radius-vektori deyiladi. Har qanday z = x + yi kompleks son yagona radius-
vektorga ega, chunki x, y sonlari yagona A(x; y) nuqtani (vektorning oxirini) 
aniqlaydi. Kompleks son radius-vektorining uzunligi shu sonning moduli 
deyiladi. z=x + yikompleks sonning modulini zyoki r bilan belgilaymiz. 
z, x, y haqiqiy sonlar quyidagi tenglik bilan bogʻlangan:   z = 22 yx +

.  (3.1) 
Haqiqatan ham, ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga koʻra,  

2222 )0()0( yxyxOAz +=−+−==   tenglik oʻrinlidir (3.1- b rasm). 
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6- misol. z= 2 -i 2  kompleks sonning modulini toping. 
Yechish. x = 2 , y =- 2 boʻlgani uchun, 2)2()2( 22 =−+=z . -OA

vektor z= x +iy ≠ 0 kompleks sonning radius-vektori boʻlsin (3.1-brasm). 
Markazi O(0; 0) nuqtada boʻlgan r= |z|radiusli aylananing B(r; 0) 
nuqtasini, O nuqta atrofida bu nuqta A(x; y) nuqta bilan ustma-ust 
tushadigan qilib buramiz (3.1-drasm). Bu ishni, bir-biridan 2π  ga karrali 
boʻlgan burish burchagiga farq qiladigan cheksiz koʻp burish burchaklari 
yordamida amalga oshirish mumkin. Shu burish burchaklarining har biri    z 
= x + iy kompleks sonning argumenti deb ataladi. 

3.1- d rasmda z = x + iy kompleks sonning argument-laridan biri boʻlgan 
ϕ burchak koʻrsatilgan. 

z = x+iy kompleks sonning barcha argumentlari toʻplamini Arg(z) bilan 
belgilaymiz. 

Yuqoridagi mulohazalardan koʻrinadiki, agar ϕ∈Arg(z) boʻlsa, u holda 
ixtiyoriy k∈Z son uchun ϕ + 2π k ∈ Arg(z) boʻladi. Shu sababli Arg(z) 
toʻplamni quyidagicha tasvirlash mumkin: 
Arg(z) = {ϕ + 2π k: |k∈Z}. 

Burish burchagining kosinusi va sinusi ta'riflaridan koʻrinadiki, z = x + yi 
kompleks sonning har qanday cp argument! uchun quyidagi munosabatlar 
oʻrinli: 
cosϕ= z

x ,   sinϕ = z
y  

Bu tengliklar asosida, z = x + yi kompleks sonini z= |z|(cos(ϕ + i sinϕ) 
koʻrinishida yozib olish mumkin. Bunday yozish kompleks sonni 
trigonomelrik shaklda tasvirlash deb yuritiladi. 

7- m i s o 1. a) 1 + i; b) 3i; d) -1 + i; e) 1 – i sonlarini trigonometrik 
shaklda ifodalang. 

Yechish. 
a) |1 + i| = 211 22 =+ ,     4

πϕ =  , 
1 +i= 2 (cos 4

π + isin 4
π )  

a) |3i|=3 , 2
πϕ =  , 3i = 3(cos 2

π  +isin 2
π ); 

 
Trigonometrik shaklda berilgan kompleks sonlarni koʻpaytirish, 

boʻlish, darajaga koʻtarish. 
 zn=(r(cosφ + isinφ))nni hisoblash uchun,   zn =rn(cosnφ + 
isinnφ)ntenglikni tuzish va nφ argumentni bosh argument bilan almashtirish 
kerak. Agar z =cosφ+isinφ boʻlsa, darajaga koʻtarish formulasi quyidagi 
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koʻrinishni oladi: (cosφ + isinφ)n = cosnφ + isinnφ. Bu tenglik Muavr 
formulasi deyiladi.  

Mustaqil yechish uchun misollar 
8-misol. a) 1 + i; b) 3i; d) -1 + i; e) 1 – i sonlarning 7-darajasini toping.  
9-misol. a) 1 + i; b) 3i; d) -1 + i; e) 1 – i sonlarning 6-darajali ildizini 

toping. 
 
 

Kompleks sondan ildiz chiqarish. 
z kompleks sonning n-darajali ildizi deb, wn= z tenglik bajariladigan har 
qanday w kompleks songa aytiladi (bu yerda  n∈N). Agar  z=0  boʻlsa, wn= 0   
(n∈N) 
tenglik  w=0 soni uchungina bajariladi. 

Agar z≠ o boʻlsa, wn= z  (n∈N) tenglik w ning n ta har xil kompleks 
ildizlarga ega boʻlishini isbotlaymiz. 
 z=r(cosφ+isinφ)≠ 0  kompleks soni  n ta har xil  wk  kompleks ildizlarga 
ega va bu ildizlar quyidagi formula bilan topiladi: 

),sin(cos 22
n

k
n

kn
k irw παπα ++ +=   k=0,1,2,…,n-1 
 

Nazorat uchun savollar: 
1.Qanday ifodaga algebraik shakldagi kompleks deyiladi? 
2.Kompleks haqiqiy va mavhum qismlari deb nimaga aytiladi? 
3. Oʻzaro qoʻshma kompleks sonlar deb nimaga aytiladi? 
4.Kompleks sonning radius-vektori deb nimaga aytiladi? 
5.Kompleks trigonometrik shaklda qanday tasvirlanadi? 
6.Kompleks sonlar qanday koʻpaytiriladi,boʻlinadi va darajaga 

koʻtariladi? 
7.Kompleks sondan qanday ildiz chiqariladi? 
 

4-amaliy mashgʻulot: Matritsa va ularning ayrim xossalari. 
Matritsalar va ular ustida amallar 

 Sonlarning m ta satr va n ta ustundan iborat toʻgʻri toʻrburchak 
shaklida tuzilgan jadvali m×n oʻlchamli matritsa deyiladi. U  

 

  ...     
.....................

   ...     
   ...     

21

22221

11211



















=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A     (4.1) 
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koʻrinishida yoziladi. Bunda aij- haqiqiy sonlar ),1,1( njmi ==  va 
matritsaning elementlari hisoblanib i va j lar mos ravishda qator va ustun 
indekslari, nm× – A matritsaning oʻlchami deb ataladi. (4.1) formuladagi A 
matritsaning qisqacha koʻrinishi quyidagicha yoziladi: 

),1,1(, njmiaA ij ===  
 Matritsalarni qoʻshish, ayirish, songa koʻpaytirish 

1-misol. A va B matritsalarning yigʻindisini hisoblang. 
















=
















=

64
27
83

21
56
32

BA  

Yechish.
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++
++

=
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=+

85
713

115

6241
2576
8332

64
27
83

21
56
32

BA  

2-misol. Quyidagi amallarni bajaring.  







−







 −
412
321

3
052
413

2 .  

 3-misol. Agar 















−=
















−−=

4201
1232
0345

;
2112
3423
5127

BA  boʻlsa,  AB
2
5

2
1

− ni 

hisoblang. 
 
4-misol. Doʻkonlar soni ikkita boʻlsin, u holda tovarlarni keltirishni 

ikkita satr va uchta ustunli matritsa yordamida ifodalash mumkin. Birinchi 
satr 1-doʻkonga, ikkinchisi 2-doʻkonga keltirilgan mahsulotlar miqdori. 
Tovarlarning ikkita doʻkonga birinchi marta olib kelinishi quyidagi 









=

14205
81210

1A  matritsa bilan, ikkinchi marta olib kelinishi esa, 









=

10512
1085

2A matritsa bilan berilgan boʻlsa, keltirilgan jaʼmi tovarlar 

miqdorini aniqlang.  
 
  km×  oʻlchamli A matritsaning nk ×  oʻlchamli B matritsaga 
koʻpaytmasi deb mxn oʻlchamli shunday C = A⋅B matritsaga aytiladiki, 
uning cij elementi A matritsaning i-satr elementlarini B matritsaning  j-
ustinidagi mos elementlariga koʻpaytmalari yigʻindisiga teng, yaʼni  
cij = ai1b1j+ai2b2j+…+aikbkj 
 

Agar AB = BA boʻlsa, u holda A va B matritsalar oʻrni 
almashinadigan yoki kommutativ matritsalar deyiladi. Matritsalarning 
kommutativlik sharti baʼzi hollardagina bajariladi.Masalan: 
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AB=BA boʻlib, A va B matritsalarning kommutativlik sharti bajarildi. 
Matritsalarni koʻpaytirishda quyidagi hollar mavjud: 
1) BA ⋅  koʻpaytma aniqlanmagan; 
2) BA ⋅   koʻpaytma aniqlangan lekin ABBA ⋅≠⋅ ; 
3) shunday A  va B  matritsalar borki, ular uchun BA ⋅  koʻpaytma 
aniqlangan va  ABBA ⋅=⋅  boʻladi. 

Matritsalarni koʻpaytirish kommutativ emas, lekin assotsiativ yaʼni 
umumiy holda ABBA ⋅≠⋅  

CBACBA ⋅⋅=⋅⋅ )()(  
 
4) shunday A≠0, B≠0 matritsalar mavjudki A⋅B=0 boʻladi.                                                                                        
















=
















−×

















0
0
0

1
2
1

012
555
123

 

 
7-misol. Matritsalarning koʻpaytmasini aniqlang. 


















−

=
















−−
−

−
=

102
231
114
123

;
1321
4321
5432

BA  

Yechish 
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−
−−=

=
















⋅+⋅+⋅+⋅−⋅+⋅+⋅−⋅−⋅+⋅+⋅−⋅−
⋅+⋅−⋅−⋅⋅+⋅−⋅+⋅⋅+⋅−⋅+⋅
⋅−⋅+⋅−⋅⋅−⋅+⋅+⋅⋅−⋅+⋅+⋅

=⋅

856
3516

21912

112312110133122121134231
142312110433122124134231
152413120534132225144332

BA

 

    8-misol. A = 
















−
=

















−

−

1
2
1

;
111
024
312

B  boʻlsa, A⋅B ni toping. 

 9-misol.  Bozordan 4 hafta davomida xarid qilingan 3 xil mahsulot; 
goʻsht, guruch, yogʻ miqdori A matritsa bilan va ularning narxlari esa B 
matritsa bilan berilgan.  
















=



















=
300
600

1000
;

423
652
423
232

BA  

Toʻrt hafta davomida bu mahsulotlarni sotib olish uchun sarflanadigan 
xarajatni aniqlang. 
 10-misol.  Zavoddan yangi ishlab chiqarilgan dvigatellarning 40%i 
qayta taʼmirlashga beriladi, qolgani foydalanishga chiqarib yuboriladi. 
Statistik maʼlumotlarga qaraganda taʼmirlangan dvigatellarning 65%i yana 
qayta taʼmirlashga qaytariladi va 35%i yaxshi ishlab ketadi. Qayta 
taʼmirlashni talab qilgmagan dvigatellarning 20%i 1 oydan keyin qayta 
taʼmirlashni talab qiladi. Qolgani esa yaxshi ishlab ketadi. 2 oydan keyin 
yaxshi ishlab ketadigan va qayta taʼmirlash kerak boʻlgan dvigatellar 
qismini aniqlang. Masala sharti xuddi shu tarzda davom etsa 3 oydan 
keyingisini ham aniqlang.  
 Yechish. Ishlab chiqarilgandan keyin barcha dvigatellarning 0,6 qismi  
yaxshi ishlaydi, 0,4 qismi esa qayta taʼmirlashni talab qiladi. Bir oydan 
keyin yaxshi ishlab ketadigan dvigatellar ulushi 0,6×0,8+0,4×0,35 = 0,62 
ni, qayta taʼmirlanishi kerak boʻlgan dvigatellar ulushi esa 
0,6×0,2+0,4×0,65 = 0,38 ni tashkil etadi. t–holatdagi aniqlikni beruvchi 
Xt qatorni kiritamiz. Xt = ( x1t;x2t), bunda  x1t– t - momentdagi yaxshi 
ishlab ketadigan dvigatellar ulushi.  x2t - t momentdagi qayta taʼmirlanishi 
kerak boʻlgan dvigatellar ulushi. Quyidagi matritsani qaraymiz; 









=

2221

1211

a   
a   

a
a

A  
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bunda aij– dvigatellar ulushi, i – dvigatellar holati (ishlab ketishi yoki 
yoʻqligi: 1- yaxshi ishlab ketadi, 2- taʼmirlash kerak), j - bir oydan keyingi 
holati. Koʻrinib turibdiki, matritsaning qatoridagi elementlari yigʻindisi 1 
ga teng boʻlishi kerak va barcha elementlar nomanfiy.  

( ) 







==

65,035,0
2,08,0

,4,06,00 AX ; 

bir oydan keyin   
 
X1 = X0A = ( )4,06,0 








65,035,0
2,08,0  = ( )38,062,0 ; 

ikki oydan keyin   

X2 = X1×A = X0×A2 = ( )4,06,0 × 







65,035,0
2,08,0 × 








65,035,0
2,08,0  = = ( )4,06,0 ×









4925,05075,0
29,071,0 =(0,629 ; 0,371), 

 
X3 = X2×A = X0A3 = ( )366,0634,0  Umumiy holda Xt =  X0×At formula 
oʻrinli. 

Matritsani transponirlash – A  matritsadan  satrlari va ustunlari oʻrni 
almashgan  A׳ matritsaga oʻtishdir.  A ׳ matritsa  A  matritsaga  nisbatan  
transponirlangan deyiladi. 
   Ta’rifdan  kelib  chiqadiki  agar  A  matritsaning  oʻlchami  m n  boʻlsa, 
u holda transponirlangan  matritsaning  oʻlchami  n m boʻladi. 

Masalan: 









=

20810
975

À ; 















=′

20
8

10

9
7
5

A  

Transponirlashning xossalari: 
1) AA =′′)(    3) BABA +=+ )(  
2) AA ′=′ λλ )(

                     4) ABAB ′′=′)(
 

 
 11-misol. Korxona uch turdagi mebel ishlab chiqarib, mahsulotini 4 ta 
tumanda sotadi.  
















=

3142
4381
2152

B  
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matritsada bij – i – turdagi mebelni j - tumandagi qiymati. Agar 















=

100
80
200

A

matritsa orqali bir oyda tumanlarga tarqatilgan mebellar miqdori berilgan 
boʻlsa, korxonaning har bir tumandan oladigan pul miqdorini aniqlang.  
 12-misol. Korxona 4 xil xomashyodan foydalanib 3 turdagi mahsulot 
ishlab chiqaradi. A matritsaning elementlari aij )3,1;4,1( == ji orqali j - turdagi 
mahsulotni ishlab chiqarish uchun sarflanadigan i - xom ashyo miqdori 
aniqlanadi. B matritsa korxonaning maʼlum bir vaqt oraligʻida ishlab 
chiqargan mahsulot miqdorini ifodalaydi. 
















=



















=
110
80

100
;

322
131
810
352

BA  

mahsulot ishlab chiqarishga sarflanadigan umumiy xomashyo miqdorini 
toping. 
 13-misol.  Telefon apparatlarini taʼmirlovchi usta 70% telefonlarni past 
darajada, 20% oʻrta darajada va 10% toʻliq taʼmirdan chiqardi. Statistik 
maʼlumotlarga koʻra 70% past darajada taʼmirlangan telefonlarni bir 
yildan keyin qayta 10% past darajada, 60% oʻrta darajada, 30% ni toʻliq 
taʼmirlashadi. Oʻrta darajada taʼmirlangan telefonlarni bir yildan keyin 
qayta 20% past darajada, 50% oʻrta, 30% ni toʻliq taʼmirlashadi. Toʻliq 
taʼmirlangan telefonlarni bir yildan keyin qayta 60% past darajada, 40% 
oʻrta darajada taʼmirlashadi. Agar masala sharti shu tarzda davom etsa 
1,2,3 – yillardan keyingi har bir darajada taʼmirlangan telefonlar ulushini 
aniqlang.  
 14-misol. Ikki turdagi yogʻ mahsuloti uchta magazinda sotiladi. 
Birinchi va ikkinchi kvartallarda ikki turdagi yogʻning uchta magazinda 
sotilish hajmini mos ravishda A va B matritsalar bilan berilgan.  
































=

1516
1214
1510

2025
2010
3020

BA . 

1) ikkala kvartal davomida sotilgan mahsulotlar hajmini aniqlang. 
2) Ikkinchi kvartalda sotilgan mahsulot hajmining birinchi kvartalda 

sotilgan mahsulot hajmidan farqini aniqlang. 
15-misol. Korxona ikki turdagi xomashyodan foydalanib, 3 xil 

mahsulot ishlab chiqaradi. A matritsa bilan j- xil mahsulotga i - turdagi 
xomashyoning ishlatilish hajmi berilgan. B matritsa esa bir kvartalda 
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ishlab chiqarilgan mahsulotlar hajmi. Xom ashyo birligining narxi P 
matritsa bilan berilgan. Quyidagilarni aniqlang. 

1) ishlatilgan jami xomashyo miqdorini aniqlovchi C matritsani; 
2) sarflangan jami xomashyoning umumiy narxi; 

)3;6(;
11
12
11

;
432
223

) =















=








= PBAa )5;3(;

11
11
11

;
234
232

) =















=








= PBAb  

16-misol.  Zavod tikuv mashinalarini ishlab chiqaradi va ishlab 
chiqarilgan mashinalar ikki holatda boʻladi. 1) yaxshi ishlab ketadigan 
mashinalar, 2) taʼmirlashni talab qiladigan mashinalar. Ishlab chiqarilgan 
mashinalarning P %i yaxshi ishlab ketadigan va (100-P) %i qayta 
taʼmirlashni talab qiladigan mashinalar hisoblanadi. Statistik 
maʼlimotlarga qaraganda yaxshi ishlab ketgan mashinalarning 1 oydan 
keyin 70%i yaxshi ishlaydi va 30%i qayta taʼmirlashni talab qiladi. Qayta 
taʼmirlangan mashinalar esa bir oydan keyin 60%i yaxshi ishlab ketadigan 
va 40%i qayta taʼmirlashni talab qiladi. Yana bir oydan keyin bu 
mashinalarning ishlab ketish holatlari qanday boʻladi? 
a)P  = 80b)P  = 50c)P  = 20 

17-misol. Quyidagi amallarni bajaring: 









−







 −
412
321

2
052
413

3  

18-misol.A va B matritsalar berilgan, )( ijcBA =⋅  matritsaning 32c

elementini toping.   



















−
−

=
















−−
−=

52
31
14

23

;
11351
4329
5423

BA  

Mavzu yuzasidan savollar. 
 
1. Matritsa deb nimaga aytiladi va matritsalar ustida qanday amallar 

aniqlangan?Uchinchi tartibli determinant deb nimaga aytiladi?  
2. Kvadrat matritsaning determinanti va xossalri.  
3. Minor va algebraik toʻldiruvchi nima?  
4. Teskari matritsa nima?  
5. Matritsaning rangi nima? 
6. Matritsalar ustida qanday elementar almashtirishlarni bilasiz?  
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5-amaliy mashgʻulot. Determinantlar. Matritsa determinanti, 
Minorlar va algebraik toʻldiruvchilar. Teskari matritsa. 

 Ikkinchi tartibli matritsaning determinanti deb quyidagi songa aytiladi: 

12212211
2221

1211 aaaa
aa
aa

−=    (5.1) 

uchinchi tartibli matritsaning determinanti deb quyidagi songa aytiladi. 

112332331221312213133221231231332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

−−−++=      (5.2) 

 
 1-misol. Berilgan matritsalarni determinantini hisoblang.  
















=








=








=

412
354
823

)
74
85

)
45
23

) AcAbAa  

 Yechish. 

 

38475
74
85

)

25243
45
23

)

=⋅−⋅==

=⋅−⋅==

Ab

Aa

 

17424133258814232453
412
354
823

) −=⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==Ac  

Minor. Algebraik toʻldiruvchi 
 Determinant aik elementining Mik minori deb, bu element turgan qator 
va ustunni oʻchirish natijasida hosil boʻlgan determinantga aytiladi. 
Determinant aik elementining algebraik toʻldiruvchisi 
      ik

ki
ik MA +−= )1(     (5.3) 

munosabat bilan aniqlanadi. 
 Har qanday determinant ixtiyoriy satri (ustuni) elementlarining mos 
algebraik toʻldiruvchilariga koʻpaytmalarining yigʻindisidan iborat, yaʼni: 
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     ininiiii

nnnn

inii

n

AaAaAa

aaa

aaa

aaa

+++= ...

...
............

...
............

...

2211

21

21

11211

  (5.4) 

njnjjjjj

nnnjn

nj

nj

AaAaAa

aaa

aaa
aaa

+++= ...

......
...............

......

......

2211

1

2221

1111

 (5.5) 

(5.4) va (5.5) tengliklar mos ravishda determinantning i-satr va j-ustun 
elementlari boʻyicha yoyilmasi deyiladi. (5.4) va (5.5) formulalar 
matritsalarning determinantlarini hisoblash uchun qoʻllaniladi.  

Yuqori tartibli matritsaning determinanti va uning xossalari 
 Kvadrat matritsa uchun shu matritsaning elementlaridan tuzilgan n - 
tartibli determinantni hisoblash mumkin. Bu determinant det A yoki A  
orqali belgilanadi: 

     == AAdet

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...
............

...

...

21

22221

11211

   (5.6) 

 
Determinantning asosiy xossalari: 
 1. Agar determinantning barcha satr elementlarini ustun elementlariga 
(yoki aksincha), almashtirilsa, uning qiymati oʻzgarmaydi )det(det AA ′= .   
 2. Agar determinantning ikki  yonma-yon turgan satr (ustun) 
elementlarini oʻrnini mos ravishda almashtirsak, determinantning qiymati 
qarama-qarshi ishoraga oʻzgaradi. 
 3. Agar determinantning biror satr  (ustun) elementlari umumiy k  
koʻpaytuvchiga ega boʻlsa, u holda  bu koʻpaytuvchini determinant 
tashqarisiga chiqarish mumkin. 
 4. Agar determinantning biror satr (ustun) elementlari  mos ravishda  
boshqa yoʻl (ustun)  elementlariga proporsional boʻlsa, u holda 
determinant qiymati nolga teng boʻladi. 
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 5. Agar determinantning satr  (ustun) elementlari ikki ifodaning 
yigʻindisi koʻrinishida boʻlsa, u holda determinant ikki determinant 
yigʻindisi koʻrinishida yozish mumkin.   
 6. Agar determinantning biror ustun (satr) elementlariga boshqa ustun 
(satr)ning mos elementlarini umumiy koʻpaytuvchi m soniga koʻpaytirib 
qoʻshilsa, uning qiymati oʻzgarmaydi.  
 2-misol. Berilgan determinantni toʻrtinchi satr elementlari boʻyicha 
yoyib hisoblang 

2451
4023
2135

0312

−
−−

−−
−

 

 Yechish. 1) Toʻrtinchi satr elementlari boʻyicha yoyib yechamiz:  

546
023
135
312

2
423
235

012
4

403
215

032
5

402
213

031
44444343424241414444434342424141

=
−−

−
−

+
−−

−−
−

+
−

−−+
−

−
−

−=

=+−+−=+++= MaMaMaMaAaAaAaAaA

 

 2) Uchunchi ustun elementlarini nolga aylantirish usuli bilan 
hisoblaymiz: 

2451
4023
2135

0312

−
−−

−−
−

 = =
−

−−
−

−=
−−

−−
−

−=

−−
−−

−−
−

072
423
61017

61719
423
61017

601719
4023
2135

601017

 

 

 ( ) 54618687)1240(2
43
617

7
42
610

2 =+++−=
−

+
−
−

=  

 
 3-misol. Berilgan determinantlarni hisoblang. 
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0123
5232

31015
4013

.3

3581
2015
7415

3013

.2

02313
1623
2350
4234

.1
−−

−

−
−

−
−

−
−

−−

8926
3120

1025
2413

.6

5032
0126
2112
4332

.5

1613
3213
1210

0112

.4

−
−

−

−

−
−−

−
−

−

 

4514
2312
3424
3215

.9

3413
1111
2324
1432

.8

1623
3223
1220

0122

.7

−
−
−−
−

−

−
−

−
−

−

 

0123
1135
5311
3210

.12

4111
1311
1121
1111

.11

1110
1101
1011
0111

.10  

 

 4-misol. ))()((
1
1
1

bcacab
abc
acb
bca

−−−= ekanligini isbotlang. 

 5-misol.


















−
−

−
−

=

3581
2015
7415

3013

A boʻlsa A ni hisoblang. 

 6-misol. Berilgan determinantni uch usul bilan hisoblang: 
a) i-satr boʻyicha yoyib; 
b) j-ustun elementlari boʻyicha yoyib;  
c) Oldin j - ustundagi bittadan boshqa elementlarini nolga aylantirib, 

soʻngra shu ustun elementlari boʻyicha yoyib. 
 
  
 

1,42,3
3215

5321
2434
0553

)

3042
5433
2311
1105

)

====

−−
−

−
−

−
−

−

jiji

ba
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 7-misol. Tenglamani yeching.  2
013
124

32
=

−x

x
 

8-misol. 
012
43
221

x
x

y
−

=

 
toʻgri chiziqning funksiyaning burchak 

koeffitsiyentini toping va grafigini chizing. 
Teskari matritsa. Xosmas matritsa 

A kvadrat matritsa uchun EAAAA =⋅=⋅ −− 11  tenglik bajarilsa, u holda 
1−A  matritsa A matritsaga teskari matritsa deyiladi.(E birlik matritsa). 

A kvadrat matritsaning determinanti noldan farqli, yaʼni 0≠A  boʻlsa, 
u holda A matritsa xosmas matritsa deb ataladi.      
 A kvadrat matritsaning teskari matritsasi mavjud (va yagona) boʻladi, 
faqat va faqat bu matritsa xosmas boʻlsa.Teskari matritsa quyidagi 
munosabat yordamida hisoblanadi. 



















=−

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A
A

...
............

...

...
1

21

22212

12111

1  

bu yerda A -A matritsaning determinanti, Aij esa aij elmentining algebraik 
toʻldiruvchisi. 

9-misol. Berilgan matritsaga teskari matritsani toping 

















−
−=

172
353
121

A  

 

Yechish. ;336211021125
172

353
121

=+−+++=
−

−=A va
11,0,11
3,3,9

31,9,16

333231

232221

131211

−===
−=−==

==−=

AAA
AAA
AAA
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−

−
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−−
−

−
=

















−−
−

−
=−

3
1

11
1

33
31

0
11
1

11
3

3
1

11
3

33
16

11331
039

11916

33
1

11331
039

11916
11

A
A  

Tekshirib koʻramiz: 
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E

AA

=















=

















=
















+−−+−−
+−+++−
−+−+−−++−
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−
−⋅

















−−
−

−
=⋅−

100
010
001

3300
0330
0033

33
1

1193177156222931
09901518099

112716774532222716

33
1

172
353
121

11331
039

11916

33
11

 
10-misol. Quyidagi berilgan matritsaga teskari matritsani aniqlang. 

















−
=

126
123
151

A  

 
11-misol. Quyidagi matritsali tenglamani yeching: 
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411
311
212

034
101

213
X  

 
12-misol. Quyidagi matritsalarni teskari matritsasini aniqlang. 
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819
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534

.3
006
1530
306

.2
402
248

262
.1  
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057
1140
432

.6
118

741
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4414
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111
638
314

.9
113
653
241

.8
271

121
353

.7
 

 
13-misol. Quyidagi matritsalarni teskari matritsasini toping  
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−−

−−
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−−−
−

−−

5533
4131

2211
1312

)

52100
1111
2121

3241

) ba  

Matritsaning rangi. Elementar almashtirishlar 
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nm× oʻlchamli A matritsaning rangi deb, uning noldan farqli 

minorining eng yuqori tartibiga aytiladi va rang(A)yoki r(A) kabi 
belgilanadi. 
Matritsa ustidagi quyidagi almashtirishlar elementar almashtirishlar deb 
ataladi: 

a) faqat nollardan iborat satrni (ustunni) oʻchirish; 
b) ikkita satr (ustun)ning oʻrnini almashtirish; 
c) bir satr (ustun)ning barcha elementlarini biror koʻpaytuvchiga 

koʻpaytirib, boshqa satr (ustun) elementlariga qoʻshish; 
d) satr (ustun)ning barcha elementlarini noldan farqli bir xil songa 

koʻpaytirish; 
Elementar almashtirishlar matritsani rangini oʻzgartirmaydi.  

e)  matritsani transponirlash 
14-misol. Berilgan matritsaning rangini toping. 



















−

−
=

2113
8421
2113
3125

A  

Yechish. 



















−

−

2113
8421
2113
3125

      +         +   


















−−−
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−−−

→



















−−−
−−−
−−−

→

1230
41960
1230

3521

1032
40619
1032

3125

  +     +     

 



















−−
−−−

→

0000
21500
1230

3521

 

Demak, r(A) = 3. 
 

15-misol. Berilgan matritsalarning rangini aniqlang. 
 
 

 
 
 
16-misol. Matritsalarning rangini toping. 

-1 -4 -1 -2 -1 



















=

13224
1217355
255311
14131

A
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110913
1325
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Mavzu yuzasidan savollar. 

 
1. Determinant deb nimaga aytiladi va determinant ustida qanday 

amallar aniqlangan? Uchinchi tartibli determinant deb nimaga 
aytiladi?  

2. Kvadrat matritsaning determinanti va xossalri.  
3. Minor va algebraik toʻldiruvchi nima?  
4. Teskari matritsa nima?  
5. Matritsaning rangi nima? 
6. Matritsalar ustida qanday elementar almashtirishlarni bilasiz?  

 
6-amaliy mashgʻulot. Chiziqli tenglamar sistemasi va uni yechish 

usullari. 
 
Noma’lumlar soni n ta boʻlgan m ta chiziqli tenglamalar sistamasining 
umumiy koʻrinishi quyidagicha: 
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bu yerda aij– noma’lumlar oldidagi koeffitsyentlar; bilar esa sistemaning  – 
ozod hadlari  (i = 1,2,…m, j = 1,2,…n.) deyiladi.(6.1) tenglamalar 
sistemasida x1, x2,..., xn lar oʻrniga mos ravishda 00

2
0
1 ...,,, nxxx  oʻzgarmas 

sonlarni qoʻyish natijasida berilgan tenglamar sistemasi ayniyatlar 
sistemasiga aylansa, u holda 00

2
0
1 ...,,, nxxx  lar (6.1) sistemaning yechimi deb 

ataladi.  
Kamida bitta yechimga ega tenglamalar sistemasi birgalikdagi 

tenglamalar sistemasi deyiladi. Yechimga ega boʻlmagan tenglamalar 
sistemasi birgalikda emas deb ataladi. 

Agar ikkita tenglamalr sistemasi bir xil yechimga ega boʻlsa, yoki 
ikkisi ham yechimga ega boʻlmasa  ular teng kuchli deb ataladi. 
Chiziqli tenglamar sistemasini Kramer usulida yechish 

Bu holda sistemaning Kramer usulidagi yechimi quyidagicha 
boʻladi: 

.,...,, 2
2

1
1 ∆

∆
=

∆
∆

=
∆
∆

= n
nxxx bunda ∆ - sistema matritsasining 

determinanti, k∆ - sistema determinantining k- ustunini ozod hadlar ustuni 
bilan almashtirishdan hosil boʻlgan determinant. 
    Agar  ∆≠ 0 boʻlsa sistema yagona yechimga ega boʻladi. 
    Agar  ∆= 0 va  ( )nii ...,2,10 ==∆  boʻlsa, berilgan tenglamalar sistemasi 
cheksiz koʻp  yechimga ega boʻladi. 
    Agar  ∆= 0  boʻlib  ∆i lardan kamida bittasi noldan farqli boʻlsa, sistema 
yechimga ega boʻlmaydi. 
 

1-misol. Berilgan tenglamalar sistemasini Kramer usulida yeching. 
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 Yechish. 
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2-misol. Tenglamlar sistemalarini Kramer usulidan foydalanib yeching 
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Chiziqli tenglamalar sistemasini teskari matritsa usulida yechish 
(1) tenglamar sistemasini matritsa koʻrinishda quyidagicha ifodalash 
mumkin: BXA =⋅  bunda,  
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  (6.2)            

Chiziqli tenglamalar sistemasida noma’lumlar soni tenglamalar 
soniga teng (m = n) va sistema matritsasi A – xosmas, yaʼni detA≠ 0 boʻlsa, 
bu sistema yagona yechimga ega boʻladi. 

Agar tenglamalar sistemasining (m = n) matritsasi xosmas, yaʼni detA
0≠  boʻlsa, u holda  sistemaning matritsa koʻrinishdagi yechimi 

quyidagicha boʻladi: 
BAX ⋅= −1  

bunda, 1−A - (6.2) munosabatdagi A matritsaning teskari matritsasi, B- esa 
ozod hadlar matritsasi. 
 3-misol. Quyidagi tenglamalar sistemasini matritsa usulida yeching. 
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 Yechish. 
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demak, x1 = 1,  x2 = 1,  x3 = -1. 
 
4-misol. Matritsali tenglamani yeching. 
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Nazorat savollari 
1.Chiziqli tenglamalar sistemasi deb nimaga aytiladi? 
2. Chiziqli tenglamalar sistemasi yechish usullari. 
3. Chiziqli tenglamalar sistemasini Kramer usulida yechish. 
4.Chiziqli tenglamalar sistemasi matritsalar usuli bilan qanday yechiladi? 
5.Kroneker – Kapelli teoremasi qanday ifodalanadi? 
 
7-amaliy mashgʻulot. Chiziqli tenglamalar sistemasi va uni yechishda 

dasturlar majmuasidan foydalanish. 
  

1-misol. Sistemani Gauss usuli bilan yeching 
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Yechish.  Sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozib olamiz: 
Birinchi qadamda 011 ≠a  boʻlishi zarur, lekin 111 =a  hisoblashlar uchun 
qulaydir. Shuning uchun birinchi  va toʻrtinchi satrlarning o;rnini 
almashtiramiz 
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1-qadam.Birinchi satr elementlarini –5, 3 va  -2  ga koʻpaytirib, 
ularni mos ravishda ikkinchi, uchinchi va toʻrtinchi satrlarga qoʻshamiz, 
chunki maqsad a11 element ostida nollardan iborat “ zina ” hosil boʻlsin. 

2-qadamni oʻtkazish uchun, yaʼni matritsada 022 ≠a , lekin 122 =a  yoki 
122 −=a boʻlgan i qulayroq. Shuning uchun ikkinchi va uchinchi satrlar 

oʻrnini almashtiramiz: 

 -5   3   -2 
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2-qadam. Ikkinchi satr elementlarini 4 va 3 ga koʻpaytirib mos ravishda 

uchinchi va toʻrtinchi satr elementlariga qoʻshamiz, natijada a22 element 
tagida ikkinchi ustunda “ zina ” hosil boʻladi. 

3-qadam. Hosil boʻlgan matritsada 02633 ≠=a , uchinchi satr elementini 
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−=− ga koʻpaytirib, toʻrtinchi satrga qoʻshamiz. Natijada: 
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Kengaytirilgan matritsa zinapoya koʻrinishiga keltirildi. Unga mos 
keluvchi sistemaning koʻrinishi quyidagicha: 
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oxirgi tenglamadan 14 =x , uchinchidan 0
26

77 4
3 =

+−
=

xx , ikkinchidan 

741111 432 =−+= xxx  va birinchidan 5244 4321 =+−+−= xxxx  yechimlarni olamiz.    
Javob: ( 5; 7; 0; 1 ) 
 2-misol. Berilgan tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching 
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3-misol. Quyidagi berilgan tenglamalar sistemasini Gauss usulida 
yeching 
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4 3 



37 
 

3.  
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3-misol.  Bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlar 

sistemasini toping. 
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 Yechish. Sistemaning oxirgi tenglamasini birinchi oʻringa yozamiz, 
soʻngra uni zinapoya shakliga keltiramiz: 
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Matritsaning rangi r = r(A) = 2. x1, x2 oʻzgaruvchilarning bazis minori 
;0

80
51
≠

− x1, x2 ni asosiy oʻzgaruvchilar sifatida tanlab olamiz va ularni 

asosiy boʻlmagan x3, x4, x5 lar orqali ifodalaymiz: 
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Fundamentall yechimlar sistemasi e1, e2, e3 ni hosil qilish uchun asosiy 
boʻlmagan oʻzgaruvchi x3, x4, x5 larni birlik matritsa E3 satr elementlari 
bilan almashtiramiz.  x3 = 1,        x4 = 0,  x5 = 0 da sistemaning koʻrinishi 
quyidagicha boʻladi: 
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bundan 
8
7,

8
19

21 == xx   yaʼni bazis yechimni hosil qilamiz: 





= 0,0,1;

8
7;

8
19

1e  

1) Shunga oʻxshash yana ikkita bazis yechimni topamiz: 
x3 = 0;  x4 = 1;  x5 = 0 da  ;0,1,0;

8
25;

8
3

2 





 −=e  

x3 = 0;  x4 = 0;  x5 = 1 da  .1,0,0;
2
1;

2
1

3 





−=e  

 Topilgan yechimlar (vektorlar) e1, e2, e3  fundamental sistemani tashkil 
qiladi. e1, e2, e3 yechimlarning komponentlarini mos ravishda 8, 8, 2 ga 
koʻpaytirib butun komponentli yechimlar sistemasini hosil qilamiz: 
(19; 7; 8; 0; 0), (3; -25; 0; 8; 0), (-1; 1; 0; 0; 2). 
 

 
Mavzu yuzasidan savollar. 

 Kramer formulasi qanday koʻrinishga ega va qachon qoʻllaniladi? 
1. Chiziqli algebraik tenglamalr sistemasi qanday shart bajarilganda 

yagona yechimga ega boʻladi? 
2. Uchta noma’lumli ikkita tenglamadan iborat chiziqli tenglamalar 

sistemasi qanday yechiladi? 
3. Qanday shart bajarilganda n noma’lumli n ta chiziqli bir jinsli 

tenglamalar sistemasi notrivial yechimga ega? 
4. Chiziqli tenglamalar sistemasi matritsalar usuli bilan qanday 

yechiladi? 
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5. Kroneker – Kapelli teoremasi qanday ifodalanadi? 
 
8-amaliy mashgʻulot. Vektorlar va ularnung ayrim xossalari. 

Skalyar koʻpaytma. Vektorlarning oʻzaro joylashuvi. 
1-misol. Uchta vektor berilgan: ).7;1(),2;1(),1;1( =−=−= cba cbap ++=  ni 

yasang, uning uzunligini toping va p vektorni a  va b  vektorlar boʻyicha 
yoying.  

Yechish. cbap ++=  vektorni yasash koʻpburchak qoidasiga asosan 
rasmda koʻrsatilgan. U holda vektorni (4.3) formulaga asosan 

543 22 =+=p p  vektorni a  va  b   vektorlar  boʻyicha  yoyish, uni quyidagi 
koʻrinishda ifodalashdir: ,bap βα +=  bu yerda α  va β  - haqiqiy sonlar uni 
aniqlash uchun )2;1()1;3()4;3( −+−= βα  yoki quyidagi 





−−=
+=
βα
βα
24

33  tenglamalar 

sistemasini yozib olamiz. Olingan sistemani yechib,  ;3,2 −== βα  ya’ni 
bap 32 −=  ni olamiz. Demak p vektorning a  va b  vektorlar boʻyicha 

yoyilmasi a2  va b3−  vektorlarga qurilgan parallellogram diagonalidan 
iborat.  

 Vektorning yoʻnaltiruvchi kosinuslari deb γβα cos,cos,cos  sonlariga 
aytiladi, bunda mos ravishda a−γβα ,,  vektorning Ox, Oy, Oz oʻqlari bilan 
hosil qilgan burchaklari: 

 

 

 

 

 

,cos,cos
222222 zyx

y
zyx

x
++

=
++

= βα   (8.1) 

;cos
222 zyx

z
++

=γ   bunda 1coscoscos 222 =++ γβα  (8.2) 

 Ikkita ),,( 111 zyxa = va ),,( 222 zyxb =   yigʻindisining koordinatalari va a  
vektorning λ  songa koʻpaytmasi quyidagi formulalar boʻyicha aniqlanadi: 

),,(),,(),,( 212121222111 zzyyxxzyxzyxba +++=+=+   (8.3) 
),,(),,( 111111 zyxzyxa λλλλλ ==    (8.4) 
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a  vektorning l oʻqdagi proyeksiyasi deb prl a  
ϕcos⋅= aaprl     (8.5) 

songa aytiladi, bu yerda ϕ a  vektor va l oʻq orasidagi burchak. 
Ikkita a va b  vektorlarning skalyar koʻpaytmasi ( a , b ) deb  
 

ϕcos),( ⋅=⋅= bababa      (8.6) 

songa aytiladi. ),,( 111 zyxa =  va ),,( 222 zyxb =  vektorlarning skalyar 
koʻpaytmasi: 

212121),( zzyyxxbaba ++=⋅=     (8.7) 
formula bilan aniqlanadi. 
Vektorning skalyar kvadrati,  

22222
),( zyxaaaa ++===    (8.8) 

yoki    

      2aa =      (8.9) 

 
),,( 111 zyxa =  va ),,( 222 zyxb =  vektorlar orasidagi burchak   

   
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121),(cos
zyxzyx

zzyyxx
ba
ba

++++

++
==ϕ   (8.10) 

formula orqali aniqlahadi. 
 Ikkita a va b  vektorlar ortogonal deyiladi, agar ularning skalyar 
koʻpaytmsi nolga teng boʻlsa, ya’ni 0=⋅ba . 
 
 Ikkita ),,( 111 zyxa =  va ),,( 222 zyxb =  vektorlarning kolleniarlik (parallellik) 
sharti  

    ,akb =  yoki  ;1

1

2

1

2

1

2

kz
z

y
y

x
x

===    (8.11) 

 
ortogonallik (perpendikulyarlik) sharti 
    0=ba  yoki 0212121 =++ zzyyxx   (8.12) 
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1-misol. Berilgan )2;1;2( −−=a  va )0;4;8( −=b  vektorlar boʻyicha 
quyidagilarni toping: 

a) ac 2=  va ;abd −= b) c  va d  vektorlarning uzunliklarini; 

c) d  vektorning skalyar kvadratini; d) ),( dc  vektorlarning skalyar 
koʻpaytmasini 

e)  c  va d  vektorlar orasidagi burchakni 
2-misol. Quyidagi a  va b  vektorlar berilgan. Berilgan vektorlar 

modullarini, ularning chiziqli kombinatsiyasi c  vektor koordinatalarini va 
uzunligini, a  va b  vektorlarning skalyar koʻpaytmasini, ular orasidagi 
burchak kattaligini, oʻzaro ortogonalligini aniqlang:   









=

2
2,

2
2,0a ,  )2,2,1( −−=b , bac −= 23 . 

 3-misol. )1;1;2( −=a  vektorga kolleniar va ),( ba  = 3 shartni 
qanoatlantiruvchi  b  vektorni toping. 

      4-misol. )5;2;5(=a vektorning )2;1;2( −=b vektor oʻqidagi 
proyeksiyasini toping. 

 5-misol.Agar ba 2+  va ba 45 −  vektorlar oʻzaro perpendikulyar boʻlsa, a  
va  b birlik vektorlar orasidagi burchakni toping. 
      6-misol.Quyidagi ( )10;10;3;8 −−=b  vektorni  

( ) ( ) ( );5;4;1;1;4;1;3;2;3;4;0;1 321 −=−== aaa  

( )3;0;2;14 −=a vektorlar sistemasining chiziqli kombinatsiyasi 
koʻrinishida yoyish mumkin yoki yoʻqligini tekshiring. 

7-misol a = (5; 1; -2) va b = (1; 5; -2) vektorlar berilgan. ba −3  
vektorning   
a) ba −3  vektorning koordinata oʻqlarida hosil qilgan proyeksiyalarini; 
b) uzunligini; 
c) yoʻnaltiruvchi kosinuslarini toping.  
8-misol. Quyidagi a  va b  vektorlar berilgan. Berilgan vektorlar 

modullarini, ularning chiziqli kombinatsiyasi c  vektor koordinatalarini va 
uzunligini, a  va b  vektorlarning skalyar koʻpaytmasini, ular orasidagi 
burchak kattaligini, oʻzaro ortogonalligini aniqlang: 

a) )1,1,0,0( −=a , )1,1,1,1(=b bac += 2 . 

b) )3,2,1(=a , )2,3,5(−=b , bac 34 +−= .               
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9-misol. nma 42 +=  va nmb −=  vektorlar berilgan, bu yerda nvam  birlik 
vektorlar, ular orasidagi burchak 120 . a  va b  vektorlar orasidagi 
burchakni toping. 

10-misol. Tekislikda uchta  a ,b , c   vektorlar berilgan. Ma’lumki 
3,3,2 === cba ( ) 60=

∧

ba , 

( ) 60=
∧

cb , cbad −+−= vektorning uzunligini toping.  

11-misol.α va β  ning qanday qiymatlarida kjia β++−= 32  va 
kjib 26 +−=α  vektorlar  

a) kolleniar, b) ortogonal. 
12-misol. OA  vektor OX, OY va OZ oʻqlari bilan mos ravishda 

4
,

3
,

3
πππ  burchaklar hosil qiladi. Agar ( )22;2;2 −B  boʻlsa, OA  va OB  

vektorlarning perpendikulyarligini isbotlang. 
13-misol. Uchta ( ) ( ) ( )4;2,1;2,2;2 cba −−  vektorlar berilgan. cbap +−= 2  

vektorningkoordinatalarini toping hamda a va b vektorlar boʻyicha yoying. 
14-misol. Toʻrtta vektor berilgan:  

( ) ( ) ( ) ( )7,7,3,1;2;2,2;1;1,0;1;2 −=−=−== dcba . a vektorni dcb ,,  vektorlar 
boʻyicha yoying.  

15-misol. kjia 632 −+= vektorning uzunligini va yoʻnaltiruvchi 
kosinuslarini toping. 

16-misol. m ning qanday qiymatlarida kjima 23 +−=  va kmjib −+= 2
vektorlar oʻzaro perpendikulyar boʻladi. 

17-misol. kjia 2++=  vektorning kjib 4+−= vektor yoʻnalishidagi 
proyeksiyasini toping. 

18-misol. kjia −−= 63 , kjib 54 −+=  va kjic 243 ++=  vektorlar berilgan. 
ca +  vektorni cb + vektorga proyeksiyasini toping. 

Mavzu yuzasidan savollar 
 
1. Vektor deb nimaga aytiladi?  
2. Vektorning moduli uning koordinatalari orqali qanday ifodalanadi?  
3. Vektorlar uchun qanday chiziqli amallar aniqlangan?  
4. Vektorlarning yoʻnaltiruvchi kosinuslari uning koordinatalari orqali 

qanday ifodalanadi?  
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5. Vektorlarning kolleniarlik shartlari.  
6. Bazis deb nimaga aytiladi?  
7. Vektorlarning skalyar koʻpaytmasi deb nimaga aytiladi?  
8. Ikki vektor orasidagi burchak nima?  
 
9-amaliy mashgʻulot.Vektorlarning vektor koʻpaytmasi, aralash 

koʻpaytma, xossalari. Vektorlar algebrasining amaliy qoʻllanishi. 
 
a  vektorning b  vektorga vektor koʻpaytmasi deb, bac ×=  koʻrinishda 

belgilanuvchi va quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi c  vektorga aytiladi: 
1. c  vektor a  va b  vektorlarga perpendikulyar;  
2. c  vektor uchidan qaralganda a  vektordan b  vektorga eng qisqa 

burilish soat mili yoʻnalishiga teskari yoʻnalishda kuzatiladi ( a , b , c  
vektorlarning bunday joylashuvini oʻng uchlik deyiladi); 

3. c  vektorning moduli a  va b  vektorlarga qurilgan parallellogramning 
S yuzasini ifodalovchi songa teng, ya’ni ϕsinbaSc == (ϕ  - a  va b  
vektorlar orasidagi burchak). 

Vektor koʻpaytmasining asosiy xossalari:  
1. ;abba ×−=×  
2. ( ) ( ) ( );bababa ×=×=× λλλ  
3. ( ) ×+×=+× abacba ;c  
4. Agar ,0=a  yoki ,0=b  yoki ba  boʻlsa, u holda 0=×ba . Xususan 

0=× aa . 
Koordinata oʻqlari ortlarining vektor koʻpaytmasi:  

.,,

;0,0,0

jikikjkji

kkjjii

=×=×=×

=×=×=×  agar  
kbjbibb

kajaiaa

zyx

zyx

++=

++= ,
  boʻlsa, u holda 

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba =×  

Agar a  va b  vektorlar kolleniar boʻlsa, u holda .
z

z

y

y

x

x

b
a

b
a

b
a

==  

1-misol. jia 3+= va kjb 43 −= vektorlarga qurilgan parallelogram yuzasini 
hisoblang. 

Yechish. a  va b  vektorlarga qurilgan parallelogrammning S yuzasi shu 
vektorlarning vektor koʻpaytmasining moduliga teng: S = .ba×  Vektor 
koʻpaytmani topamiz: 
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.9412
403
031 kji
kji

ba −+−=
−

=×  

Demak, 2418116144)9(4)12( 222 =++=−++−=S kv birlik.  

a , b , c  vektorlarning aralash koʻpaytmasi ( cba


 ) deb, ( ba× ) vektor 
koʻpaytmaning c  vektorga skalyar koʻpaytmasiga aytiladi. Aralash 
koʻpaytmaning xossalari:  

a) ( ba× )· c = a ·( cb× ).  
Bu xossadan aralash koʻpaytmani cba  koʻrinishda belgilash mumkin 

ekanligi kelib chiqadi. 
b) cba = acb = bac , ya’ni koʻpaytiriluvchi vektorlar oʻrinlari doiraviy 

almashtirilganda aralash koʻpaytma qiymati oʻzgarmaydi;  
c) −=cba acb , cba = abc− , cba = bca− , ya’ni qoʻshni ikkita vektorlarning 

oʻrinlari alamshtirilganda aralash koʻpaytma ishorasini oʻzgartiradi; 
d) agar vektorlardan aqalli bittasi nol vektor yoki a , b , c  vektorlar 

komplanar boʻlsa, u holda cba =0 boʻladi. 
Agar  

     
kcjcicc

kajbibb

kajaiaa

zyx

zyx

zyx

++=

++=

++=

 

boʻlsa, u holda  

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

cba =)( 



 . 

Agar a , b , c  vektorlar komplanar boʻlsa, u holda 

0=

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

. 

Aralash koʻpaytma koʻpaytiriluvchi vektorlarga qurilgan parallelopiped 
hajmiga ishora aniqligida teng, ya’ni V = ± ( cba ). 

 
2-misol. Uchlari A(1, 2, 0); B(-1, 2, 1); C(0; -3; 2) va D(1, 0, 1) 

nuqtalarda boʻlgan piramidaning hajmini hisoblang.  



45 
 

3-misol. a  va b  vektorlar oʻzaro 45=ϕ li burchak tashkil qilib, 5== ba

boʻlsa, bap 2−=  va baq 23 +=  vektorlarga qurilgan uchburchak yuzini 
hisoblang. 

 
4-misol. Uchlari A(7, 3, 4), B(1, 0, 6), C(4, 5, -2) nuqtalardan iborat 

uchburchak yuzini hisoblang. 
5-misol. Piramidaning uchlari berilgan: A(2, 3, 1), B(4, 1, -2), C(6, 3, 

7), D(-5, -4, 8). Uchburchakning D uchidan tushirilganbalandligi 
uzunligini toping. 

6-misol.Uchburchakning uchlari berilgan: A(1, -1, 2), B(5, -6, 2), C(1, 
3, -1). Uning B uchidan AC tomoniga tushirilgan balandligining uzunligini 
hisoblang. 

7-misol. Uchlari A(2, -1, 1), B(5, 5, 4), C(3, 2, -1), D(4, 1, 3) nuqtalarda 
boʻlgan piramida hajmini hisoblang. 

Mavzu yuzasidan savollar 
 
1. Vektorlarning skalyar koʻpaytmasi deb nimaga aytiladi?  
2. Ikki vektor orasidagi burchak nima?  
3. Ikkita vektorning vektor koʻpaytmasi nima?  
4. Vektorlarning aralash koʻpaytmasi deb nimaga aytiladi?  
5. Vektorlarning perpendikulyarlik va parallellik shartlari.  
6. Qanday vektorlar komplanar deb ataladi?  
7. Vektor va aralash koʻpaytmaning geometrik ma’nosi.  

 
10-amaliy mashgʻulot. Tekislikda toʻgʻri chiziqning umumiy 

tenglamasi va uning turli xususiy tenglamalari. 
 
Tekislikda toʻgʻri chiziqning umumiy tenglamasi 

0=++ CByAx ( )022 ≠+ BA     (10.1) 
 

Burchak koeffitsiyentli tenglamasi 
bkxy += ,      (10.2) 

(k – burchak koeffitsiyenti, b – boshlangʻich ordinatasi). 
Kesmalarga nisbatan tenglamasi 

1=+
b
y

a
x     (10.3) 

(a va bOx va Oy oʻqlarda ajratgan kesmalar). 
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M1(x1; y1) va M2(x2; y2) nuqtalar orqali oʻtuvchi toʻgʻri chiziq tenglamasi 
quyidagicha aniqlanadi: 

12

1

12

1

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−  

 Ikkita toʻgʻri chiziq y  =  k1x+b1 va y = k2x+b2 yoki A1x+B1y+C1 = 0 va 
A2x+B2y+C2 = 0 tenglamalar bilan berilgan boʻlsin, ular orasidagi ϕ  
burchak  

21

21

1 kk
kktg

+
−

=ϕ    (10.4) 

yoki                                            
2
2

2
2

2
1

2
1

2121 )(cos
BABA

BBAA
++

+±
=ϕ  

formulalar bilan topiladi. 
Toʻgʻri chiziqlarning parallellik sharti: 

k1 = k2    yoki     
2

1

2

1

B
B

A
A

=   (10.5) 

Toʻgʻri chiziqlarning perpendikulyarlik sharti: 
  

1
2

1
k

k −=   yoki  02121 =⋅+⋅ BBAA                     (10.6) 

M0(x0; y0) nuqtadan Ax+By+C = 0 toʻgʻri chiziqqacha boʻlgan masofa 

22

00

BA

CByAx
d

+

++
=

      
formula bilan aniqlanadi. 

 
Misollar: 

1-misol. M1(2, 0) va M2(3, 4) nuqtalardan oʻtuvchi toʻgʻri chiziq 
tenglamasini tuzing. 
Yechish.

12

1

12

1

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−  formulaga koʻra  

04
0

23
2

−
−

=
−
− yx

⇒ 41
2 yx
=

−
 

2-misol. Berilgan toʻgʻri chiziqlarni oʻzaro parallel va perpendikulyar 
boʻlgan juftliklarga ajrating. 

         1)2y + 3x + 5 = 0 2)6y + 9x –25 = 0 
         3)2y + x + 8 = 04) y - 2x + 10 = 0 

 
3-misol. M(0;3) nuqtadan oʻtuvchi va a  = {2,1} vektorga parallel 

togʻri chiziq tenglamasini tuzing. 
4-misol. 3x + y – 6 = 0 toʻgʻri chiziq va A(-3; 1), B(3; 3) nuqtalar orqali 

oʻtuvchi toʻgʻri chiziqlar orasidagi burchakni aniqlang. 
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5-misol. C(1; 1) nuqtadan oʻtuvchi va koordinata burchagidan yuzasi 2 
kv. birlik  boʻlgan uchburchak ajratadigan toʻgʻri chiziq tenglamasini 
tuzing. 

6-misol. Uchlari A(7; 9), B(2; -3), C(3; 6) nuqtalarda boʻlgan 
uchburchakning  
a) M medianalar kesishish nuqtasi koordinatalarini 
b) A uchidan chiqib BC tomonini E nuqtada kesib oʻtuvchi AE 
bessektrisasi asosi E nuqta koordinatalarini aniqlang. 
Yechish. a)D nuqta BC tomonni oʻrtasi boʻlganligi uchun  

2
5

2
23

2
=

+
=

+
= BC

D
xxx  

 

2
3

2
36

2
=

−
=

+
= BC

D
yyy ⇒ .

2
3;

2
5







D y 

A(7; 9) 
 
M medianalar kesishish nuqta boʻlganligi uchun bu                                                                                                              
C(3 ; 6) AD kesmani 1:2=λ (uchburchak uchidan boshlab hisoblanganda) 
nisbatda boʻladi. Demak M nuqtani koordinatalari quyidagicha aniqlanadi.                                            

4
21

2
527

1
=

+

⋅+
=

+
+

=
λ
λ DA

M
xxx 4

21
2
329

1
=

+

⋅+
=

+
+

=
λ
λ DA

M
yyy B(2; -3) 

            
Demak ( )4;4M .    
 

b) Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga koʻra: 
( ) ( ) ( ) ( ) 133927,56937 2222 =++−==−+−= ABAC . 

AE bissektrisa BC tomonni quyidagicha nisbatda boʻladi: 
13
5

===
AB
AC

EB
CE

λ

⇒ 18
49

13
51

2
13
53

1
=

+

⋅+
=

+
+

=
λ
λ BC

E
xxx ,  

2
7

13
51

)3(
13
56

1
=

+

−⋅+
=

+
+

=
λ
λ BC

E
yyy  

Demak E(
18
49 ; 

2
7 ). 

7-misol. Uchlari A(-7; 2); B(5; -3); C(8; 1) nuqtalarda boʻlgan ABC 
uchburchakni B uchidan chiqarilgan mediana, balandlik, bissektrisa 
tenglamalarini tuzing. 
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8-misol. Quyidagi jadvalda muzqaymoqning narxi va unga mos 
keluvchi bir kunlik sotilish miqdori berilgan. 
 

P  sotilish narxi 100 200 300 400 500 
Q sotilish 
miqdori 

900 700 500 300 100 

 
a) P = f (Q) funksiya grafigini chizing.       
b) Muzqaymoqqa boʻlgan talab funksiyasini toping.    

9-misol. Ikki turdagi transport vositasi bilan yuk tashish xarajatlari 
QP 4100+=  va QP 3200 += funksiyalar bilan ifodalangan. Bunda Q – yuz 

kilometrlardagi masofa, P – pul birligidagi transport xarajatlari. Qaysi 
masofadan boshlab ikkinchi yuk tashish mashinasida birinchisiga 
qaraganada yuk tashish arzonga tushadi.  

10-misol. 5x – y + 10 = 0 va 8x + 4y + 9 = 0 toʻgʻri chiziqlarning 
kesishish nuqtasidan oʻtuvchi va x+3y = 0 toʻgʻri chiziqqa parallel boʻlgan 
toʻgʻri chiziq tenglamasini tuzing. 

 
11-misol. 3x + 4y – 1 = 0 va 4x - 3y + 5 = 0 tenglamalar bilan berilgan 

ikki toʻgʻri chiziqlar orasidagi burchakni toping. 
 

12-misol.Parallellogramning ikkita tomonining tenglamalari x + y + 5 
= 0 va x - 4y = 0 boʻlib, diagonallarining kesishish nuqtasi O(2;-2) boʻlsa, 
qolgan tomonlarining tenglamalarini tuzing. 

 
13-misol.A(-4; 1) nuqtadan oʻtuvchi va koordinata oʻqlariga parallel 

boʻlgan toʻgʻri chiziqlar tenglamalarini tuzing. 
 
14-misol.Uchlari A(1; -3) va B(4; 3) nuqtalarda boʻlgan kesmani uchta 

teng qismlarga ajrating va boʻlinish nuqtalaning koordinatalarini aniqlang.  
 
15-misol. Agar uchburchak tomonlari oʻrtalri koordinatalari A(-2; 1), 

B(2; 3), C(4; -1) lar boʻlsa, uning uchlari koordinatalarini aniqlang. 
 
16 -misol.(3; -1) nuqta orqli oʻtuvchi va Ox oʻqi bilan 450 burchak 

tashkil qiluvchi toʻgʻri chiziq tenglamasini tuzing.  
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17-misol. A(-3; 1)va B(3; 3) nuqtalar orqali oʻtuvchi toʻgʻri chiziq va 
3x+y-6 = 0 toʻgʻri chiziqlar orasidagi burchak bissektrisa tenglamasini 
tuzing. 

18-misol.  Uchburchakning A(-1; 2), B(3; -1), C(0; 4) uchlaridan uning 
qarama – qarshi tomoniga parallell toʻgʻri chiziq oʻtkazing va shu toʻgʻri 
chiziqlarning tenglamalarini tuzing. 

19-misol.  Uchburchakning uchta uchi koordinatalari A(-1; 3), B(3; -2), 
C(5; 3) lar berilgan.  

a) Uchta tomoni tenglamasi, b) B uchidan chiqqan medianasi, c) C 
uchidan AB tomoniga tushirilgan balandlik tenglamalarini tuzing. 

 
20-misol. Uchburchak ikki uchi koordinatalari A(-2; 1), B(3; -4) va 

balandliklari kesishish nuqtasi D(5; -1) berilgan. Berilgan uchburchakni 
tomonlari tenglamalarini tuzing. 

 
21-misol.  Diagonallari 10 sm va 6 sm, katta diagonali Ox oʻqida, 

kichigi esa Oy oʻqida joylashgan romb tomonlari tenglamasini tuzing. 
 
22-misol. Tovarni ishlab chiqarish xarajatlari quyidagicha: mahsulot 

miqdori 100 ta boʻlganda xarajat 200 p/b., 300 ta boʻlganda 500 p/b., agar 
xarajat funksiyasi chiziqli boʻlsa, 500 ta mahsulot ishlab chiqarishga 
qancha xarajat sarflanishini aniqlang. 

 
23-misol.  Ishlab chiqaruvchiga 60 ta tovardan 300 p/b., 100 ta dan esa 

800 p/b. foyda keladi. Agar foyda funksiyasi chiziqli boʻlsa, u holda 500 ta 
tovarni sotishdan keladigan foydani toping. 

24-misol. Tovarni ikkita magazinda sotishdan keladigan foyda P = -
2+3Q va P = -3+ Q

5
16  funksiyalar bilan ifodalanadi. Bunda Q – yuz donada 

miqdor, P – foyda birligi ming soʻmda. Qaysi miqdordan boshlab ikkinchi 
magazinda savdo qilish foydali boʻladi. 

 
25-misol. Firma tovarning narxi 2000 soʻm boʻlganda bu tovardan 400 

ta, 4000 soʻm boʻlganda esa 700 ta ishlab chiqaradi. Bu mahsulotga 
boʻlgan taklif  funksiyasini toping.  

 
26-misol. Gvozdikaga boʻlgan talab narx 100 soʻm boʻlganda xarid 

2000 dona, 200 soʻm boʻlganda esa 1500 dona. Gvozdikaga boʻlgan talab 
funksiyani toping.  
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27-misol.  B tovarni ishlab chiqarishga sarflanadigan oʻzgaruvchan 

xarajat quyidagicha: 
 

Q 2
0 

4
0 

V
C 

5
00 

6
50 

Oʻzgarmas xarajat esa 9000 p/b. boʻlsa, xarajat funksiyasini toping. 
 
28-misol. Ikki turdagi transport vositasi bilan transport vositasi bilan 

yuk tashish xarajatlari 
y = 150+50x va y = 250+25x tenglamalar bilan ifodalanadi. Qaysi 

masofadan boshalab, ikkinchi turdagi transport vositasiga ketgan xarajatlar 
birinchisiga nisbatan kam boʻladi.  

 
29-misol. Ishlab chiqarish halmi y ni mehnat unumdorligi x ga 

bogʻliqligi chiziqli vax = 3 day = 185, x = 5 da y = 305 boʻlsa, ishlab 
chiqarish tenglamasini toping. x = 20 da ishlab chiqarish hajmini aniqlang. 
 

Mavzu yuzasidan savollar. 
1. Текislikdagi analitik geometriyaning sodda masalalarini koʻrsating 

va sanab oʻting.  
2. Tekislikdagi toʻgʻri chiziq tenglamalarini yozing.  
3. Nuqtadan toʻgʻri chiziqqacha boʻlgan masofa.  
4. Parallell toʻgʻri chiziqlar orasidagi masofa.  
5. Tekislikdagi 2 ta toʻgʻri chiziq orasidagi burchak.  
6. Tekislikdagi 2 ta toʻgʻri chiziqning parallellik va perpendikulyarlik 

shartlari.  
7. Tekislikdagi toʻgʻri chiziqning burchak koeffitsiyentini aniqlash 

formulalari.  
8. Tekislikda toʻgʻri chiziqlar dastasining tenglamasini yozing.  

 
11-amaliy mashgʻulot.  Fazoda tekislikning umumiy tenglamasi va 

uning turli xususiy koʻrinishlari. 
 
Berilgan M0(x0,y0,z0) nuqta orqali oʻtuvchi va n=(A, B, C) vektorga 
perpendikulyar tekislik tenglamasi 

     A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0  (11.1) 
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Kesmalarga nisbatan tenglamasi esa  
      1=++

c
z

b
y

a
x     (11.2) 

(a, b, c mos ravishda Ox, Oy, Oz oʻqlaridan ajratilgan kesmalar); 
Tekislikning umumiy tenglamasi 
   Ax + By + Cz + D  = 0     (11.3) 

A(x0, y0, z0) nuqtadan Ax + By + Cz + D  = 0 tekislikkacha boʻlgan 
masofa 

222
000 ||
CBA

DCzByAxd
++

+++
=  

Ikkita tekislik   A1x + B1y + C1z + D1 = 0  va A2x + B2y + C2z + D2 =0 
berilgan boʻlsin. Ikkita tekislik orasidagi burchak kosinusi ϕ  quyidagi 
munosabatdan topiladi: 

    
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
CBACBA

CCBBAA
++++

++
±=ϕ   (11.4) 

Ikkita tekislikning parallellik sharti: 
      

2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

==    (11.5) 

Tekisliklarning perpendikulyarlik sharti:      
     A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0  (11.6) 

        Fazoda toʻgʻri chiziq tenglamasi: 
Ikkita tekislikning kesishish chizigʻi sifatida: 

     




=+++
=+++

0
0

2222

11111

DzCyBxA
DzCyBxA    (11.7) 

Berilgan ( )111 ,, zyxM  nuqta orqali oʻtuvchi va yoʻnaltiruvchi vektori 
( )pnmS ,,=  boʻlgan. 

Toʻgʻri chiziqning kanonik tenglamasi 
     

p
zz

n
yy

m
xx 111 −

=
−

=
−    (11.8) 

toʻgʻri chiziqning parametrik tenglamasi 

     
ptzz
ntyy
mtxx

+=
+=
+=

1

1

1

,
,
     (11.9)             

 
 Berilgan ikki nuqta M1(x1, y1, z1) va M2(x2, y2, z2) orqali oʻtuvchi 

toʻgʻri chiziq tenglamasi. 
     

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−    (11.10) 
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Ikkita toʻgʻri chiziqning yoʻnaltiruvchi vektorlari ( )1111 ,, pnmS  va 
( )2222 ,, pnmS  berilgan boʻlsin. Ikkita toʻgʻri chiziq orasidagi burchak 

quyidagi munosabatdan topiladi:  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
pnmpnm

ppnnmm
++++

++
±=ϕ   (11.11) 

  
Fazoda ikkita toʻgʻri chiziqning parallellik sharti:  

2

1

2

1

2

1

p
p

n
n

m
m

==      (11.12) 

        Fazoda ikkita toʻgʻri chiziqning perpendikulyarlik sharti: 
m1m2 + n1n2 + p1p2 = 0             (11.13) 

p
zz

n
yy

m
xx 111 −

=
−

=
−  toʻgʻri chiziq va Ax + By + Cz + D = 0 tekislik berilgan 

boʻlsin. 
Toʻgʻri chiziq va tekislik orasidagi burchak ϕ  quyidagi 

munosabatdan aniqlanadi: 
    

222222

||sin
pnmCBA

CpBnAm
++++

++
=ϕ   (11.14) 

Toʻgʻri chiziq va tekislikning parallellik sharti: 
       Am + Bn + Cp = 0    (11.15) 
Toʻgʻri chiziq va tekislikning perpendikulyarlik sharti: 
      

p
C

n
B

m
A

==            (11.16) 

 
1-misol.  a)  M(1; -2; 3) nuqtadan oʻtuvchi va n = (3; -4; 5) vektorga 

perpendikulyar, 
b) M(1; -2; 3) nuqtadan oʻtuvchi va 3x – 4y + 5z + 6 = 0 tekislikka 

parallel boʻlgan tekisliklarning  tenglamasini tuzing. 
Yechish.a)(1) formulaga koʻra A = 3, B = -4, C = 5 va x0 =1, y0 =-2, z0 

=3  
 = > 3(x - 1) – 4(y + 2) + 5(z – 3) = 0 
            3x – 4y + 5z – 26 = 0 
b) Ax + By + Cz + D = 0 tenglama bilan berilgan tekislik M(1; -2; 3) 

nuqtadan oʻtsin va 3x – 4y + 5z + 6 = 0 tekislikka parallel boʻlsin. U holda 
(11.8) formulaga asosan 

⇒=
−

=
543
CBA

5
3CA =

5
4CB −= ; 45

=
C
D  boʻlsin = > 3x – 4y + 5z + 4 = 0 

M nuqta shu tekislikka tegishli ekanligidan 0435)2(413 =+⋅+−⋅−⋅    = > 4 
= - 26  
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demak 3x – 4y + 5z – 26 = 0 
 
2-misol.  

1
1

2
1

1
1

−
+

=
+

=
− zyx  toʻgʻri chiziq va M(2; 0; 1) nuqtadan oʻtuvchi 

tekislik tenglamasini tuzing. 
3-misol.  a) Ox oʻqi va A(1; -1; 3) nuqta orqali oʻtuvchi tekislik 

tenglamasini tuzing. 
         b) Oy oʻqi va B(2; 1; -1) nuqta orqali oʻtuvchi tekislik 

tenglamasini tuzing. 
 
4-misol.   M0(2; -3; 1) nuqta orqali oʻtuvchi va x - 4y + 5z + 1 = 0 

tekislikka parallel tekislik tenglamasini tuzing. 
 
5-misol.  M1(2; -15; 1) va M2(3; 1; 2) nuqtalar orqali oʻtuvchi va 3x – y 

- 4z = 0 tekislikka perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing. 
 
6-misol.   M1(2;-1;-1) va M2(3; 3; -1) nuqtalar orqali oʻtuvchi toʻgʻri 

chiziq tenglamasini tuzing. 
 
7-misol.   A(1; 2; 1) nuqtaning 

2
1

13
2 −

=
−

=
+ zyx  toʻgʻri chiziqdagi 

proyeksiyasini toping. 
 
8-misol.   M(4; -4; 2) nuqta orqali oʻtuvchi va xOz tekisligiga parallell 

tekislik tenglamasini tuzing. 
 
9-misol.   Ox va Oy oʻqlaridan a = 1, b = -1 kesma ajratuvchi va A(2; 3; 

4) nuqta orqali oʻtuvchi tekislik tenglamasini tuzing. 
 

Mavzu yuzasidan savollar. 
1. Tekislik tenglamasi Ах + Ву + Cх + D = 0 boʻlsa, u koordinatalar                
     sistemasiga nisbatan quyidagu hollarda qanday joylashadi?  
     а) D  = 0; b) А = 0; v) А = 0, В = 0; g) А = 0, В = 0, D = 0; d) А = 
0, D = 0.  
2. Tekislik tenglamasini yozing.  
3. Nuqtadan tekislikgacha boʻlgan masofa.  
4. Ikkita parallell tekislik orasidagi masofa.  
5. Tekisliklarning parallellik va perpendikulyarlik shartlari.  
6. Ikki tekislik orasidagi burchak.  
7. Toʻgʻri chziq va tekislikning kesilish nuqtasi qanday topiladi?  
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12-amaliy mashgʻulot. Tekislikda 2-tartibli chiziqlar. Aylana, ellips, 

giperbola va parabola tenglamalari. 
 

Ikkinchi tartibli egri chiziqning umumiy tenglamasi:  
022 =+++++ FEyDyCxBxyAx ( )022 ≠+ BA     (12.1) 

1-misol. Quyidagi tenglama bilan berilgan aylana markazining 
koordinatalari va radiusini toping. 

0116822 =−+−+ yxyx  
Yechish. Hadlarni guruhlab, toʻla kvadrat ajratamiz. 

01199616168 22 =−−+++−+− yyxx  yoki 36)3()4( 22 =++− yx . Bundan aylana 
markazi C(4; -3) va radiusi R = 6. 

 
2-misol.  Markazi (0; 3) nuqtada boʻlgan (3; 7) nuqtadan oʻtuvchi 

aylana radiusini toping. 
3-misol. 3 Radiusi 13  ga teng hamda (1; 0) va (0; -1) nuqtalardan 

oʻtuvchi aylana tenglamasini tuzing. 
( ) ( ) ( ) ( ) 1322333 2222 =−++=++− yxyx  
4-misol. Uchta A(-4; 1), B(2; 7), C(8; 1) nuqtalardan oʻtuvchi aylana 

tenglamasini tuzing.  
5-misol.   Markazi A(4; 7) nuqtada boʻlgan va 3x-4y+1 = 0 toʻgʻri 

chiziqqa urinadigan aylana tenglamasini yozing. 
 6-misol. 225259 22 =+ yx  ellips berilgan. Uning yarim oʻqlari, fokuslari 

koordinatalarini, ekssentrisitetini, direktrisalari tenglamalarini toping. 
7-misol. Oʻz harakati davomida x = 9 toʻgʻri chiziqqa nisbatan A(1; 0) 

nuqtaga uch marta yaqinroq boʻlgan nuqtalarning trayektoriyasini 
aniqlang. 

8-misol. Agar 2x-5y-30 = 0 toʻgʻri chiziq 1
2475

22

=+
yx  ellipsga urinib 

oʻtishi ma’lum boʻlsa, shu urinish nuqtaning koordinatalarini toping. 
9-misol. 144916 22 =− yx  giperbola berilgan. Uning yarim oʻqini, fokuslari 

koordinatalarini, ekssentrisitetini, dirktrisasi va assimptotalari tenglamasini 
toping. 
      Yechish. Berilgan giperbolaning kanonik koʻrinishdagi tenglamasini 
yozib olamiz. 

1
169

22

=−
yx   = >a2 =9 ,b2 =16  = > oʻqlari  a = 3, b = 4  
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25222 =+= bac c = ± 5. Fokuslari: F 1(5; 0) va F 2(-5; 0) 

ekssentrisiteti 3
5

==
b
ce . 

Direktrisasi 
5
92

±=±=
c

by , asimptotalari tenglamalari  

xx
a
by

3
4

±=±=  

 
10-misol.  Fokuslari abssissa oʻqida, koordinata boshiga nisbatan 

simmetrik va uchlari orasidagi masofa 2c=20, asimptota tenglamalari 
xy

4
3

±=  boʻlgan giperbola tenglamasini tuzing. 

11-misol.  Tenglamasi 1
58

22

=+
yx

 
boʻlgan ellips berilgan. Uchlari 

ellipsning fokuslaridan, fokuslari esa uning uchlarida boʻlgan giperbola 
tenglamasini tuzing.  

12-misol.  Agar parabolaning uchi koordinatalar boshida boʻlib, u A(2; 
4) nuqtadan oʻtsa va Ox oʻqiga nisbatan simmetrik boʻlsa, uning 
tenglamasini tuzing va fokusini toping. 

Yechish.Ox oʻqiga simmetrik va O(0; 0) nuqtadan oʻtganligi uchun  
y2 =2px   = >42 =4p,   p = 4    = >y2 =8xva ( )0;2

pF =     = >F (2; 0) 
13-misol.   Uchi koordinata boshida boʻlgan parabola A(2; 4) nuqta 

orqali oʻtadi va Ox oʻqiga nisbatan simmetrik. Parabolaning tenglamasi, 
fokuslari va direktrisalarini toping. 

14-misol.  Berilgan A(4; 4) nuqta va 04422 =−++ yxyx aylana bilan y  = - 
x  toʻgʻri chiziqning kesishish nuqtasi orqali oʻtuvchi aylana tenglamasini 
yozing. 

15-misol.  Koordinata boshidan 0164822 =+−−+ yxyx aylanaga 
oʻtkazilgan urinma tenglamasini yozing. 

16-misol.    Quyidagi aylanalarning markazlari va radiuslarini toping.  
a) 0234622 =−+−+ yxyx   b) 05,27522 =+−++ yxyx  
c) 0722 =++ yyx     d) 0198222 =−+−+ yxyx  
17-misol. A(-3; 0), B(3; 6) nuqtalar berilgan. Diametri AB kesmadan 

iborat boʻlgan aylana tenglamasini yozing. 
18-misol.  Koordinata boshidan va x+y+a = 0 toʻgʻri chiziqning 

222 ayx =+ aylana bilan urinish nuqtalari orqali oʻtuvchi aylana tenglamasini 
yozing. 
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19-misol.  Berilgan A(1; -2), B(0; -1) va C(-3; 0) nuqtalar orqali 
oʻtuvchi aylanaga koordinata boshidan oʻtkazilgan urinma tenglamasini 
yozing. 
      20-misol.  056422 =−+−+ yxyx aylananing Ox oʻqi bilan kesishish 
nuqtalariga oʻtkazilgan radiuslari orasidagi burchakni toping. 

 21-misol.  A(3; 0) nuqta 012422 =++−+ yxyx aylanani ichida yotishini 
koʻrsating va A nuqtada teng ikkiga boʻlinadigan vatar tenglamasini 
yozing.  

(Koʻrsatma: izlanayotgan vatar OA ga perpendikulyar, bunda O – 
aylananing markazi.) 

22-misol.   3x2 + 3y2 - 6x + 8y = 0 tenglama bilan berilgan aylana 
radiusini va markazini aniqlang. 

23-misol.  (3; 1) va B(-1; 3) nuqtalardan oʻtuvchi va markazi 
 3x – y – 2 = 0 toʻgʻri chiziqda yotuvchi aylana tenglamasini tuzing. 
24-misol. Yarim oʻqi 5, ekssentrisiteti 

13
12 ga teng boʻlgan ellipsning 

kanonik tenglamasini yozing.  
25-misol.  Yer ellips boʻyicha harakatlanadi va uning fokuslaridan 

birida quyosh joylashgan. Yerdan quyoshgacha boʻlgan eng qisqa masofa 
taxminan 147,5 million kilometr, eng katta masofa esa 152,5 million 
kilometr.  Yer orbitasining katta yarim oʻqi va ekssentrisitetini toping.  

26-misol.   Koordinata oʻqlariga nisbatan simmetrik ellips M(2; 3 ) va 
B(0; 2) nuqtalar orqali oʻtadi. Uning tenglamasini yozing va M nuqtadan 
fokuslarigacha boʻlgan masofani toping.  

27-misol. Koordinata oʻqlariga nisbatan simmetrik, fokuslari Ox oʻqida 
joylashgan, M(2; 21 ) nuqta orqali oʻtuvchi ellipesning ekssentrisiteti 

4
3

=ε

. Ellips tenglamasini yozing va uning fokal radius vektorini aniqlang. 
(Koʻrsatma: f okal radius vektorlar, ya’ni M(x, y) nuqtadan f ikuslargacha 
boʻlgan masof alar r1 = a – ex,  r2 = a + ex f ormulalar bilan topiladi)  

28-misol.  Fokal radiuslarini yigʻindisi 2 5 , fokuslari F 1(-2; 0),  
F 2(2; 0) nuqtalarda boʻlgan ellips tenglamasini yozing.  
29-misol.   Fokuslari orasidagi masofa katta va kichik yarim oʻqlari 

orasidagi masofaga teng boʻlgan ellipsning ekssentrisitetini toping. 
30-misol.   x2+4y2 = 4 ellipsga uchlaridan biri katta yarim oʻqning oxiri 

bilan ustma – ust tushadigan toʻgʻri burchakli uchburchak chizilgan. Uning 
qolgan ikki uchining koordinatalarini toping. (Koʻrsatma: tomonlaridan 
biri k = tg300 ogʻma tenglamasi yozilib, ellips bilan kesishish nuqtasi 
topiladi.) 
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31-misol.   9x2+25y2 = 225 ellipsda, oʻng fokusigacha boʻlgan masofa 
chap fokusigacha boʻlgan masofadan toʻrt marta uzun boʻlgan nuqtani 
toping. 

32-misol.   x2+y2 = 36 aylananing barcha ordinatalarini uch marta 
qisqartirishdan hosil boʻlgan egrichiziqning tenglamsini yozing.  

33-misol.   Oʻz harakati davomida A(0; 1) nuqtagacha boʻlgan masofa 
y-4 = 0 toʻgʻri chiziqqacha boʻlgan masofadan ikki marta qisqa boʻlgan M 
nuqtaning traektoriyasini aniqlang. 

34-misol.  164 22 =− yx giperbolani yasang, asimptotalarini toping. 
fokuslari, ekssentrisiteti, asimptotalari orasidagi burchakni toping. 

35-misol.  164 22 =− yx giperbolada ordinatasi 1 boʻlgan M nuqta olingan. 
Undan fokuslargacha boʻlgan masofani toping.  

36-misol.   Giperbolaning kanonik tenglamasini yozing: a) fokuslari 
orasidagi masofa 10, uchlari orasidagi masofa esa 8 ga teng. b) haqiqiy oʻq 
a = 2 5 , ekssentrisiteti esa e = 2,1 . 

37-misol.   Uchlari 1
925

22

=+
yx  ellepsning fokuslarida, fokuslari esa uning 

uchlarida boʻlgan giperbola tenglamasini yozing. 
38-misol.   Berilgan ( ) ( )26;7;3;72 21 −−− MM nuqtalar orqali oʻtuvchi 

koordinata oʻqlariga nisbatan simmetrik giperbola tenglamasini yozing. 
39-misol. Asimptotasi xy

5
3

±=  va ( )33;10 −M  nuqtadan oʻtuvchi 

giperbola tenglamasini yozing. 
40-misol.  F (0; 2) nuqtadan va y = 4 toʻgʻri chiziqdan baravar 

uzoqlikda joylashgan nuqtalar geometrik oʻrnining tenglamasini yozing. 
41-misol.  a) xy 42 = ;  b) xy 42 −= ;  c) yx 42 = ; d) yx 42 −=   tenglamalr 

bilan berilgan parabolani chizing, fokuslari, direktrisasi tenglamasini 
yozing. 

42-misol.  xy 42 = parabolada, fokal radiusi 4 boʻlgan nuqtani toping. 
43-misol.    Agar parabola x+y = 0 toʻgʻri chiziq va x2+y2+4y = 0 

aylananing kesishish nuqtalari orqali oʻtsa hamda Oy oʻqiga nisbatan 
simmetrik boʻlsa, uning kanonik tenglamasi va direktrisasini  yozing. 

44-misol.  A(0; 0), B(-1; 2) nuqtalar orqali oʻtuvchi va Ox oʻqiga 
nisbatan simmetrik boʻlgan parabola tenglamasini yozing. 

45-misol.  A(0; 0), B(2; 4) nuqtalar orqali oʻtuvchi va Oy oʻqiga 
nisbatan simmetrik boʻlgan parabola tenglamasini yozing. 

46-misol.   Diametri 80 m va chuqurligi 10 m boʻlgan parabola 
shaklidagi chuqurlik qazilgan. Bu chuqurlikning quyi nuqtasidan markaz 
boʻyicha qanday masofada parabolaning fokusi joylashgan. 
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Nazorat savollari 

1. Ikkinchi tartibli egri chiziqlarning umumiy koʻrinishini yozing . 
2. Aylana kanonik tenglamasini koʻrsating. 
3. Ellips kanonik tenglamasini koʻrsating. 
4. Parabola kanonik tenglamasini koʻrsating. 

 
13-amaliy mashgʻulot. Analitik geometriyaning amaliy 

masalalarga tatbiqi. 
 
Faraz qilaylik, ( )111 ; yxM , ( )222 ; yxM , ( )333 ; yxM  - uchburchak uchlari. U 

holda yuza quyidagi formula bilan hisoblanadi: 

3232

2121

2
1

yyxx
yyxx

S
−−
−−

=±
(13.1)

 

 
 Uchburchak yuzasi  

( )( ) ( )( )( )
3232

3131
32313132 2

1
2
1

yyxx
yyxx

xxyyxxyyS
−−
−−

=−−−−−=±  

Agar M3 koordinata boshi bilan ustma-ust tushsa, u holda x3 = y3 = 0 va  
 

22

11

2
1

yx
yx

S =±  

 
Agar uchta nuqta bir toʻgʻri chiziqda yotsa, u holda uchburchakning yuzi 
nolga teng va biz bundan uch nuqatning bir toʻgʻri chiziqda yotish shartini 
hosil qilamiz: 

 

0
3232

3131 =
−−
−−

yyxx
yyxx

   (13.2) 

 
1-misol. M1(0; 2); M2(2; 6); M3(1; 4) nuqtalar bir toʻgʻri chizqda 

yotishini koʻrsating. 
Yechish. 

 ( ) 022
21
21

4612
4210

=−−−=
−−

=
−−
−−
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2-misol.  Uchlari M1(3;-2); M2(-4;0); M3(2;5) nuqtalarda boʻlgan 
uchburchak yuzasini hisoblang. 

3-misol.    Quyidagi nuqtalar bir toʻgʻri chiziqda yotishini tekshiring. 
Variant M1 M2 M3  Variant M1 M2 M3 

1.  (0;5) (1;3) (2;1)  16. (9;1) (1;2) (2;1) 
2.  (1;5) (-2;-1) (3;9)  17. (-1;5) (0;3) (2;-1) 
3.  (-1;-9) (2;6) (3;11)  18. (-3;2) (0;2) (1;5) 
4.  (-1;2) (2;11) (3;14)  19. (2;8) (-2;2) (4;11) 
5.  (0;5) (-1;1) (2;13)  20. (1;0) (0;8) (-1;3) 
6.  (0;-2) (2;0) (3;1)  21. (-1;-3) (-2;-1) (0;-5) 
7.  (2;5) (1;3) (-2;-3)  22. (0,5;4) (-2;-4) (4;0,5) 
8.  (0;5) (1;8) (-1;2)  23. (0;1) (-1;5) (-3;10) 
9.  (0;7) (-1;9) (2;3)  24. (1;-3) (2;-8) (0;2) 
10.  (2;5) (7;2) (-1;3)  25. (2;12) (-1;-12) (0;-4) 
11.  (1;2) (-1;14) (-2;20)  26. (0;5) (1;12) (2;19) 
12.  (3;5) (-2;5) (4;4)  27. (1;3) (-1;-9) (3;15) 
13.  (0;1) (1;10) (-1;8)  28. (0;1) (1;3) (-1;-1) 
14.  (6;3) (2;4) (6;5)  29. (0;3) (1;8) (-2;-7) 
15.  (1;8) (0;5) (2;11)  30. (1;5) (0;-2) (-2;-6) 

 
4-misol.   Uchlari quyidagi nuqtalarda boʻlgan ucburchak yuzini 

hisoblang. 
Varian
t 

M1 M2 M3  Variant M1 M2 M3 

1. (2;5) (1;2) (3;1)  16. (1;6) (3;5) (2;4) 
2. (3;5) (-2;-1) (3;10)  17. (0;7) (4;8) (3;9) 
3. (-10;-5) (0;3) (4;1)  18. (1;8) (3;6) (3;4) 
4. (-1;2) (2;5) (3;10)  19. (3;2) (2;11) (3;20) 
5. (0;2) (3;1) (3;4)  20. (3;5) (-1;1) (2;3) 
6. (0;2) (2;0) (4;2)  21. (2;-2) (3;1) (4;2) 
7. (2;5) (3;3) (-2;-3)  22. (5;5) (1;2) (-2;-2) 
8. (1;5) (2;8) (-1;3)  23. (5;5) (9;8) (3;0) 
9 (2;7) (0;4) (2;3)  24. (-7;7) (5;2) (2;-2) 
10. (3;5) (7;2) (-1;4)  25. (2;5) (-2;2) (-8;-4) 
11. (3;2) (-1;10) (-2;12)  26. (3;2) (-1;10) (-2;11) 
12. (4;5) (-2;3) (4;4)  27. (3;4) (5;6) (7;8) 
13. (3;1) (2;5) (-1;4)  28. (0;1) (1;2) (-1;5) 
14. (6;4) (2;5) (6;3)  29. (5;3) (3;4) (7;5) 
15. (1;0) (0;5) (2;11)  30. (1;8) (10;5) (2;15) 

 
Mavzu yuzasidan savollar. 
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1. Tekislikdagi 2 ta toʻgʻri chiziqning parallellik va perpendikulyarlik 
shartlari.  

2. Tekislikdagi toʻgʻri chiziqning burchak koefisentini aniqlash 
formulalari.  

3. Tekislikda toʻgʻri chiziqlar dastasining tenglamasini yozing.  
4. Ikki nuqta orqali oʻtuvchi toʻgʻri chiziq tenglamasidan foydalanib 

talab va taklif funksiyasinini toping.  
5. Tekislik tenglamasi Ах + Ву + Cх + D = 0 boʻlsa, u koordinatalar                
     sistemasiga nisbatan quyidagu haollarda qanday joylashadi?  
     а) D  = 0; b) А = 0; v) А = 0, В = 0; g) А = 0, В = 0, D = 0;  
d) А = 0, D = 0.  
6. Tekislik tenglamasini yozing.  
7. Nuqtadan tekislikgacha boʻlgan masofa qanday  topiladi? 
8. Ikkita parallell tekislik orasidagi masofa.  
9. Tekisliklarning parallellik va perpendikulyarlik shartlari.  

 
14-amaliy mashgʻulot.  Funksiya haqida tushuncha. Funksiyaning 

berilish usullari. Elementar funksiyalar. Parametrik, oshkormas va 
transendent koʻrinishidagi funksiyalar. 

 
1. Funksiya va argument tushunchasi. 

Amaliyotda vaqt, harorat, bosim, kuch, tezlik, yuz, hajm va hokazo 
miqdorlar (kattaliklar) bilan ish koʻrishga, ular orasidagi bogʻlanishlarning 
xususiyatlarini oʻrganishga toʻgʻri keladi. Bunga koʻplab misollarni fizika, 
geometriya, biologiya va boshqa fanlar beradi. Jism oʻtgan S masofaning t 
vaqtga, aylana C uzunligining R radiusga bogʻliq ravishda oʻzgarishi bunga 
oddiy misol. 

Ta’rif: Agar x oʻzgaruvchi miqdor X sonli toʻplamdan qabul qila oladigan 
har bir qiymatga biror f qoida boʻyicha y oʻzgaruvchi miqdorning Y sonli 
toʻplamdagi aniq bir qiymati mos kelsa, y oʻzgaruvchi x oʻzgaruvchining sonli 
funksiyasi deb ataladi.  

Y  oʻzgaruvchining  x oʻzgaruvchiga bogʻliq ekanligini ta'kidlash 
maqsadida uni erksiz oʻzgaruvchi yoki funksiya,  x oʻzgaruvchini esa erkli 
oʻzgaruvchi yoki argument deb ataymiz. y oʻzgaruvchi x oʻzgaruvchining 
funksiyasi ekanligi y =f(x) koʻrinishda belgilanadi. 

Ta’rif: Argument x ning X toʻplamdan qabul qila oladigan barcha qiymatlar 
toʻplami f funksiyaning aniqlanish sohasi deyiladi va D(f) orqali belgilanadi. 
{f(x) | x∈ D(f)} toʻplam f funksiyaning  qiymatlar sohasi (toʻplami) deb ataladi 
va E(f) orqali belgilanadi. 
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Ta’rif: Ixtiyoriy x∈D(f) qiymatda funksiya faqat y = b (oʻzgarmas miqdor 
— constanta), b∈R qiymatga ega boʻlsa, unga  X  toʻplamda berilgan doimiy 
funksiya deyiladi.  

Masalan, koordinatalar sistemasida Ox oʻqqa parallel toʻgʻri chiziqni 
ifodalovchi  y = 3 funksiya D(f) = {-∞<x< +∞} da doimiydir. 

1-misol. Agar y=x2    funksiya R toʻplamda berilgan boʻlsa, u holda D(f)=R 
va E(f)=R+U{0} boʻladi. 

2-misol. y=x2    funksiya D(f)=[-3;4] da berilgan boʻlsin. Bu funksiyaning 
qiymatlar sohasi E(f)=[0;16] dan iborat. 

 
2. Funksiyani boʻlaklab ajratib berish. 

Taʻrif: Aniqlanish sohasining turli qismlarida turli hil qoida bilan berilgan 
funksiyaning boʻlaklarga ajratib berilgan funksiya (yoki boʻlakli berilgan 
funksiya) deb ataymiz. 

3-misol. Jism harakatni boshlab, dastlabki t1 vaqt davomida tekis 
tezlanuvchan (a1 tezlanish bilan), soʻng t2 vaqt davomida tekis sekinlanuvchan (-
a2 tezlanish bilan) harakat qilgan. Uning v harakat tezligini t ning funksiyasi 
sifatida ifodalaymiz.  

Yechish. 1) Jismning harakat boshidagi tezligi u0=0, jism t1 vaqt davomida 
tekis tezlanuvchan harakat qilgan: 

v=v0+a1t=a1t, 0≤t≤t1 
2) t1 vaqt momentidagi tezligi vl= o, t2vaqt davomida tekis sekinlanuvchan 

harakat qilgan: v = vl-a2t=altl- a2t, tl≤ t≤tl + t2 Shunday qilib, 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14.1- rasm. 
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4-miso1. Koordinatalar tekisligida f(x) funksiya ABCD siniq chiziq 
koʻrinishida tasvirlangan. (14.1-rasm). Uning tugunlari A(x1;y1,), B(x2; y2), 
C(x3; y3), D(x4; y4) nuqtalarda yotadi. Funksiyaning ifodasini yozing. 

Yechish. Ikki nuqta ustidan oʻtuvchi toʻgʻri chiziq tenglamasidan 
foydalanamiz. AB boʻgʻin uchun: 

 

yoki    ).( 1
12

12
1 xx

xx
yyyy −

−
−

+=  

  
Qolgan boʻgʻinlarm'ng tenglamalari ham shu kabi aniqlanadi. Natijada 

funksiya ifodasi quyidagi koʻrinishga ega boʻladi: 

 
3.Funksiya grafigini nuqtalar boʻyicha yasash 

 
Biror X  sonli oraliqda berilgan y=f(x) sonli funksiya grafigi F ni «nuqtalar 

usuli» bilan yasash uchun X oraliqdan argumentning bir necha x1,x2, …,xn 
qiymati tanlanadi, funksiyaning ularga mos f(x1), ..., f(xn) qiymatlari 
hisoblanadi, koordinatalar tekisligida M( xl ;f(x2)), ..., M(xn; f(xn)) nuqtalar 
belgilanadi va bu nuqtalar ustidan silliq chiziq oʻtkaziladi. Bu chiziq f(x) 
funksiya grafigini taqriban ifodalaydi.  

Agar ordinata oʻqiga parallel boʻlgan har qanday toʻgʻri chiziq F chiziqni 
koʻpi bilan bitta nuqtada kessa, u holda F chiziq biror f(x) funksiyaning 
grafigi boʻladi. Shunga koʻra x2+ y2 = R2  aylana hech qanday funksiyaning 
grafigi emas, chunki Oy oʻqiga parallel boʻlgan x= a toʻgʻri chiziq (2-a rasm) 
bu aylanani bittadan ortiq (aynan ikkita M va N) nuqtalarda kesadi, demak, 
x=a qiymatga y ning ikki qiymati toʻgʻri keladi, ya'ni y = ± ,22 xR −  R≤ x≤ 
R. 
Shu kabi y = ± 22 xR − , 0≤ x≤R  va y = ± 22 xR − , - R≤ x≤0 yarim 
aylanalar ham funksiya grafigi   Lekin   y = ± 22 xR − , -R≤ x≤ R yarim 
aylana shu ifodali funksiyaning grafigi (14.2- b, d rasm) ( Γ — yunoncha 
gamma, bosh harf). 

 

12

1

12

1
xx
xx
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(14.2-rasm). 
 
Funksiya grafigi uzilishga ega boʻlishi 

mumkin. y = [x] va y = {x} funksiyalar grafiklari 
uzilishlidir (14.2- e,f rasm). Bu yerda  Y=[x] — x 
ning butun qismi va y = {x} — x ning kasr qismi. 
Ulardan birinchisi pogʻonasimon joylashgan 
birlikkesmalardan, ikkinchisi  esa   y=x+n 
(n<x<n+1  n∈Z) toʻgʻri chiziqlardan iborat. 

 
 
 

(14.3-rasm). 
5-misol. y = x2-2 funksiya grafigi eskizini chizamiz,  
bunda -3 ≤x ≤3 (eskiz  homaki, asbob yordamisiz chizilgan chizma). 
Yechish. Argumentning  x = -3;-2;-l; 0; 1; 2; 3 qiymatlarini 

tanlaylik. f(x) qiymatlarini hisoblaymiz: 
f(-3)=f(3) = 9-2 = 7, f(-2) =f(2) = 4 - 2  = 2, 
f(-l)=f(l)=-l,  f(0) = -2.  
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Koordinatalar tekisligida M1 (-3; 7), M2 (-2; 2), 
M3(-l; -1), M4(0; -2), M5(l; -1), 

 M6(2; 2), M7(3; 7) nuqtalarni belgilab, ularni qoʻl bilan  
tutashtirib silliq chiziq chizamiz .(14.3-rasm). 
         
Mashqlar: 
 1.Quyidagi funksiyalar grafiklarini «nuqtalar boʻyicha» yasang: 

a) y = x2 + 2;        b) y = x3-1;          d) y = x4-!;  
h) y=|x-2|;     i) j = |x2-l|;        j) y = |x|-|x- 1|;    
k) y = x-|xl;     l) y=lx-|x + 2||;   m) y = 3x2-4x. 

 
4. Funksiyalar ustida amallar. 

 
D(f) toʻplamda berilgan f(x) va D(g) toʻplamda berilgan g(x) 

funksiyalarning yigʻindisi deb  D(ϕ) = D(f) ∩D(g) toʻplamda berilgan 
yangi ϕ(x) =f(x) + g(x)funksiyaga aytiladi. 

6-misol. f=x2-4, -3≤x≤2 va g=x+2, -2≤x≤3 funksiyalar 
yigʻindisi  

ϕ(x)=(x2 - 4) + (x + 2), -2 ≤ x ≤ 2 funksiyadan iborat. Uning grafigini 
chizishda f va g funksiyalar mos ordinatalarini qoʻshishdan foydalanish 
mumkin (4- rasm). 
 
 
 
 
  
 

 
 
 

 
                 (14.4-rasm). 

 
f(x) va g(x) funksiyalarning  koʻpaytmasi  D(ϕ)=D(f)∩D(g) toʻplamda 
berilgan ϕ(x) =f(x)-g(x) funksiyadan iborat. 
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)(
1
xg

  funksiya D(g) toʻplamning g(x)≠0 boʻlgan barcha sonlarida 

aniqlangan. 
)(

1)(
xf

xf ⋅   funksiya f va g funksiyalar boʻlinmasi deb 

ataladi.Uni  
g
f   orqali belgilaymiz. 

7-misol. f(x) = (x- 1)3 - 3 berilgan. 
3

4
2 −f

 funksiya ifodasi 
3)3)1((

4
23 −−−x

koʻrinishida yoziladi: 3
4
2 −f = 3)3)1((

4
23 −−−x . 

f va g sonli funksiyalar berilgan va E(f) ⊂ D(g} boʻlsin. f va g 
funksiyalar kompozitsiyasi deb D(f) da berilgan va har qaysi x∈D(f) 
songa g(f(x)) sonni mos qoʻyuvchi yangi F(x) funksiyaga aytiladi (lot. 
compositio — tuzish). F funksiya gof  orqali ham belgilanadi: 
(g°f)(x)=g(f(x)). Kompozitsiya ifodasini tuzish uchun g(x) dagi X 
oʻrniga f funksiya ifodasi qoʻyiladi. 

 8-misol. f(x) = x3 - 2 va g(x) = x
1  funksiyalarning  g°f  va  f°g 

kompozitsiyalarini tuzing. 

Yechish.  l) g°f =g(f(x))= 2
1

3−x ; 2) f°g=f(g(x))=( x
1 )3-2. 

Mashqlar: 

1. f(x) = 1
1

+
−

x
x

  boʻlsa, f )1( 2x ni toping. 

2. f(x) = 13 −x  boʻlsa, f( 3 2 1+x ) ni toping. 

3. f(x)= 2

2

1 x
x
+  boʻlsa, f(tgx) ni toping. 

4. f( 2
13

+
−

x
x )= 1

1
−
+

x
x

boʻlsa, f(x) ni toping. 
 

Nazorat savollari: 
1. Funksiya deb nimaga aytiladi? 
2. Erkli va erksiz oʻzgaruvchi deganda nimani tushunasiz? 
3. Funksiyaning aniqlanish va qiymatlar sohasi deb  nimaga aytiladi? 
4. Boʻlaklarga ajratib berilgan funksiya deb qanday funksiyaga 

aytiladi? 
5. Koordinatalar sistemasida nuqtaning  oʻrni qanday belgilanadi? 

 
 

 
15-amaliy mashgʻulot. Sonli ketma-ketlik. Ketma-ketlik limiti. 
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Agar har bir natural n songa biror qoida yoki qonun asosida bitta an 

son mos qoʻyilgan boʻlsa, u holda {an} sonli ketma – ketlik deyiladi:  
a1, a2,…,an,….     (15.1) 

Boshqacha qilib aytganda sonli ketma–ketlik n - natural argumentning 
funksiyasidir: an = f (n).   

Masalan: { },)1(1;
2
1;1 n

nn
−+−















  yoki  

,....2,0,2,0

,...;
2
1,...,

8
1,

4
1,

2
1

,...;1,...,
3
1,

2
1,1

n

n

 

1-misol.  








+1n
n  - yaqinlashuvchiligini tekshiring. 

Yechish. 1
01

1
11

1lim
)11(

lim
1

lim =
+

=
+

=
+

=
+ ∞→∞→∞→

nn
n

n
n

n
nnn

   demak yaqinlashuvchi. 

2-misol.  ,)1(}{a n
n−= yoki -1, 1, -1, 1, … limitga ega emasligini 

koʻrsating. 
Yechish. Haqiqatan, limit sifatida qanday sonni tasavvur qilmaylik 1 

yoki – 1, ε <0,5 da, ε<− axn  tengsizlik qanoatlantirilmaydi. Bu ketma-
ketlikning barcha toq nomerlar – 1, juftlari 1 ga teng.  

 
3-misol.  Ketma-ketlikning limitini toping. 

34
423lim 2

2

−+
++

∞→ nn
nn

n
 

Yechish. Kasrning surat va maxrajini n2 ga boʻlib, boʻlinma va 
yigʻindining limiti qoidalaridan foydalanamiz. 

.
4
3

004
003

)3(lim)1(lim4lim

)4(lim)2(lim3lim

)314(lim

)423(lim
2

2

2

2

=
−+
++

=
−+

++
=

−+

++

∞→∞→∞→

∞→∞→∞→

∞→

∞→

nn

nn

nn

nn

nnn

nnn

n

n  

 
4-misol.  Ketma-ketlikning limitini toping. 

.
1+

=
n

nxn  

5-misol.  Ketma-ketmalikning n→  dagi  limitini hisoblang. 
nnxn −+= 1  

 
6-misol.    Quyidagi limitlarni hisoblang 
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( ) ( )
12
22lim) 24

33

−+
−++

∞→ nn
nna

n
  

954
843lim) 2

2

−+
+−

∞→ nn
nnb

n
 

( )
)!2()!1(

!2!lim)
++−

++
∞→ nn

nnc
n

   4
3...963lim) 2 +

++++
∞→ n

nd
n

 

172
72lim) −∞→ −

+
nn

nn

n
e    ( )32lim) −−+

∞→
nnnf

n
 

 
7-misol.   Quyidagi limitlarni hisoblang 

( ) ( )
( ) ( )32

23

11
11lim)

+−−
+−+

∞→ nn
nna

n
   

( )
( ) ( )32

3

11
3lim)

+−+
−

∞→ nn
nb

n
  

( )
)!22()!32(
!22)!12(lim)

+−+
+++

∞→ nn
nnc

n    
( )
)!3(

!2)!4(lim)
+

+−+
∞→ n

nnd
n

 

nn

nn

n
e

23
23lim) 1 +

−
−∞→

     ( )328lim) 333 −−++
∞→

nnnf
n

 

 
 Umuman ∞

∞
 , 0

0
 , ∞−∞,  0. , 00, 0, 1∞, aniqmasliklar mavjud va 

ularni ochishni misollarda koʻrsatamiz. 
8-misol: 








−
−

−→ 2
1

4
4lim 22 xxx  limitni toping. 

Yechish:  agar  x oʻrniga 2 ni qoʻysak,  ∞−∞,  koʻrinishidagi  
aniqmaslik  hosil  boʻladi. Bu  aniqmaslikni  ochish uchun  qavs  ichidagi 
ifodani umumiy maxrajga keltiramiz. Natijada 








−
−

−
→ 4

2lim 22 x
x

x
, ya’ni  0

0
  

koʻrinishdagi aniqmaslik hosil boʻladi. Agar 02 ≠−x  deb kasr qisqartirilsa, 
berilgan limit quyidagiga teng boʻladi: 

4
1

2
1lim

2
−=








+
−

→ xx
 

9-misol: xxx
xx

x −+
+−

+∞→ 23

22

3
53lim  limitni toping. 

 
10-misol.    

298

100

)2()13(
)23(lim
+−

+
∞→ nn

n
n  

Yechish. .9
21

3
11

3
21

9lim
21

3
113

3
213

lim 298

100

298
10098

100
100100

=







 +






 −







 +

=







 +
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 +
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nn

n
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n

n
n

nn  
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11-misol.  xxx
xx

n +−
−+

∞→ 42

34

23
127lim  

12-misol. 4
8lim

364 −
−

→ x
x

x  

13- misol Limitni hisoblang 

a. 2
23lim 2

2

1 −+
+−

→ xx
xx

x
   b.  86

6lim 2

2

2 ++
−−

−→ xx
xx

x  

c.  44
2lim 2

2

2 +−
−

→ xx
xx

x
          d.  16

45lim 2

2

4 −
+−

→ x
xx

x  

e.  1
1lim

2

1 −
−

→ x
x

x    f.  9
27lim 2

3

3 −
+

−→ x
x

x  

j.  
7

49lim
2

7 −
−

→ x
x

x
    h.  ( )

4
22lim 21 −

−−
→ x

xx
x

 

i.  
67

652lim 3

23

1 +−
+−−

→ xx
xxx

x
  g.  

2
11lim

2 −
−−

→ x
x

x
 

k.
1
1lim

3

2

1 +
−

−→ x
x

x
  l.  

2
223lim

2 −
−−

→ x
x

x
 

 
 

Ajoyib limitlar 
 

−=
→

1sinlim
0 α

α
α

birinchi ajoyib limit; 

( ) −=+=





 +

→∞→
e

x

x

x
α

α
α

1

0
1lim11lim ikkinchi ajoyib limit. 

Bundan tashqari quyidagi umumiy holdagi formulalarni keltirib 
oʻtamiz: 

1. ( )

( )

,11lim e
xf

xf

ax
=








+

→
bunda ax → boʻlganda f (x)→ ∞ . 

2. ( )( ) ( ) ,1lim
1

ex x
ax

=+
→

ϕϕ bunda ax → boʻlganda ϕ (x)→0. 

3. ( ) km
x
m

x

m
x

x

km
mx

x
ekxkxe

x
k

=+=+=





 +

→→∞→
1lim1lim;1lim

00
 

 
14-misol. Berilgan limitlarni hisoblang.  
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;7sinlim)
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15-misol. limitlarni hisoblang 

a.
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k.
102

10

10

27
37lim

x

x x
x

−

∞→ 







+
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16-amaliy mashgʻulot. Funksiyaning limiti. Funksiyaning 
cheksizlikdagi limiti. Bir tomonlama limitlar. Funksiyaning 

uzluksizligi 
 
f(x) funksiya xo nuqtada uzluksiz deyiladi, agar u quyidagi uchta 

shartni qanoatlantirsa: 
a) x0 nuqtada aniqlangan (ya’ni f(x0)mavjud); 
b) 0xx → +0 , 0xx → -0  chekli limitlarga ega; 
c) bu limitlar funksiyaning x0 nuqtadagi qiymatiga teng, yaʼni: 

 
( ) ( )==

−→+→
xfxf

xxxx 00 00

limlim ( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

 
 

1-misol.  Quyidagi funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring: 

a) x
y 1
= ;   b) 





<−
≥+

=
0,1

,0,1
xagarx
xagarx

y ; c) 




=
≠

0,1
,0,2

xagar
xagarx

; d) 2xy = . 

 
                   y             y                                 y                             y 
 
                                                   1                                     1 
 
             0               x                       -1           x               0              x              0             

x 
 

   a)                              b)                              c)                              d) 
16.1-rasm 

Yechish. a)  Berilgan 
x

y 1
=  funksiya (16.1 a – rasmga qarang) x = 0 

nuqtada uzilishga ega, chunki uzluksizlikning birinchi sharti buzilgan – 
f(0) mavjud emas. 

 b) 




<−
≥+

=
0,1
,0,1

xagarx
xagarx

y   funksiya (16.1 b – rasmga qarang) x = 0 

nuqtada uzilishga ega, chunki uzluksizlikning birinchi sharti bajarilgan, 
f(0) mavjud (f(0) = 1), lekin uchinchi shart buziladi. (bu yerda 
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funksiyaning bir tomonlama limitlari mavjud chapdan ( ) 1lim
00

−=
−→

xf
x

, 
oʻngdan ( ) 1lim

00
=

+→
xf

x
, lekin ular teng emas). 

 c) 




=
≠

=
0,1

,0,2

xagar
xagarx

y  funksiya (c – rasmga qarang) x = 0 nuqtada 

uzilishga ega uzluksizlikning ikkita sharti bajariladi, ya’ni f(0) aniqlangan 
(f(0) = 1) va ( ) 0lim

0
=

→
xf

x
 chekli limit mavjud, lekin uchinchi asosiy shart 

buzilgan: ( ) ).0(lim
0

fxf
x

≠
→

 
 y = x2 funksiya (16.1 d – rasmga qarang) x = 0 nuqtada uzluksiz, 

chunki uzluksizlikning uchchala sharti bajariladi. 
 

( ) .0)0(lim
0

==
→

fxf
x  

Funksiyaning uzilishi va uning turlari 
 
f(x) funksiya uchunuzluksizlik shartlaridan aqalli bittasi bajarilmasa, bu 

funksiya x nuqtada uzilishga ega deyiladi. 
 Agar f (x) funksiya berilgan x0 nuqtada uzluksiz boʻlmasa, bu 

uzilishga ega deyiladi.  
Uzilish turlari quyidagicha: 
I – tur uzilish – funksiyaning chap va oʻng chekli limitlari mavjud, 

lekin ular teng emas.  (16.1. b rasm) misol 
II – tur uzilish – bir tomonlama chap va oʻng limitlardan biri cheksiz 

yoki mavjud emas. (16.1 a rasm) misol) 
I – tur uzilishga bartaraf qilinadigan uzilish deyiladi, bunda x → x0 da 

funksiyaning limiti mavjud, lekin funksiyaning x0 nuqtadagi qiymatiga 
teng emas.  (1. c) misol) 

2-misol. y=ƒ(x) funksiyani x=1 nuqtada uzluksizlikka tekshiring. 
Uzluksizlikka ega boʻlgan holda x=1 nuqtadagi xarakterini aniqlang. 

   a) ;
1
)1()(

3

−
−

=
x
xxy b) 1

)(
−

=
x

xxy ;c) ;1)( −= xxy  

d)




<+
≥−

=
1,1
1,1

)(
xagarx
xagarx

xy  

 

Yechish.a)
1

133)(
23

−
−+−

=
x

xxxxy  funksiya x=1da  aniqlanmagan. 

Demak bu nuqtada uzilishga ega. 
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Funksiya limitini hisoblaymiz: 

0)11(lim)1(lim
1

133lim 2

1

2

1

23

1
=−=−=

−
−+−

→→→ xxx
x

x
xxx

, yaʼni chekli limit 

mavjud, demak x=1 bartaraf qilinadigan 1-tur uzilish . 
Funksiyani x=1 nuqtada aniqlanishini toʻldirib, yaʼni f(1)=0 deb faraz 

qilib,  







=

≠
−

−+−
=

dax

dax
x

xxx
xF

1,0

1,
1

133
)(

23

 

funksiyani hosil qilamiz. Bu funksiya x=1 nuqtada uzluksiz. 
b)

1
)(

−
=

x
xxy  funksiya x=1 nuqtada aniqlanmagan va x=1 nuqtada 

uzilishga ega chunki  

,
1

lim
01

+∞=
−+→ x
x

x va −∞=
−−→ 1

lim
01 x

x
x          (16.3-rasm) 

Bir tomonlama limitlar (bitta limit mavjud boʻlsa ham yetarli edi) 
cheksiz boʻlgani uchun x=1 2-tartibli uzilish nuqtasi.  

c) y(x)=x-1 funksiya x=1da aniqlangan, 
,0)1(,0)1(lim,0)1(lim

0101
==−=−

−→+→
yxx

xx
 yaʼni  

0)1()(lim)(lim
0101

===
+→+→

yxyxy
xx  

demak funksiya x=1 nuqtada uzluksiz. (16.4 – rasm)  

d)




<+
≥−

=
1,1
1,1

)(
xagarx
xagarx

xy funksiya x=1 da aniqlangan y(1)=0, 

)(lim)(lim,0)1(lim)(lim,2)1(lim)(lim
010101010101

xyxyxxyxxy
xxxxxx +→−→+→+→−→−→

≠=−==+=  
ga ega boʻlamiz, shunday qilib, x=1 nuqtada funksiya bartaraf qilinadigan 
uzilishga ega  (16.5 – rasm). 

 
 

y 
 
 1                                       0                   0    1       x.   0      1  x   0     1         x 
x 
 
 

 
16. 2-rasm           16. 3-rasm              16. 4-rasm                16. 5-rasm 
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3-misol.  Funksiyani uzluksizlikka tekshiring, uzilish nuqtalarini 

aniqlang. 
4-misol.

3−
=

x
xy funksiyaning uzilish nuqtasini toping va uzilish turini 

aniqlang. 

5-misol.  Agar 








>
=
<−

==
.0,1
;0,0
;0,1

)(
xagar
xagar
xagar

signxxf  boʻlsa, f(x) ning uzilish 

nuqtasini va uzilish turini aniqlang. 
6-misol.f (x)= xe

1

 funksiyani uzilish nuqtasi va turlari boʻyicha 
tekshiring. 

 
Uzluksiz funksiyalarning asosiy xossalari 

 
Agar funksiya qaralayotgan oraliqning hamma nuqtasida uzluksiz 

boʻlsa, u holda funksiya shu oraliqda uzluksiz deyiladi. Elementar 
funksiyalarning hammasi oʻzlarining aniqlanish sohalarida uzluksizdir. 

1. Agar f(x) va ϕ(x) funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz boʻlsa, u holda 
ularning yigʻindisi, koʻpaytmasi, boʻlinmasi (maxraj noldan farqli 
boʻlganda) shu nuqtada uzluksiz boʻladi. 

2. Agar y = f(u) funksiya u0 = φ (x0) nuqtada, uzluksiz boʻlsa u = φ(x) 
funksiya esa x0 nuqtada uzluksiz boʻlsa, u holda y = f [φ(x)] murakkab 
funksiya x0 nuqtada uzluksiz boʻladi. 

3. Agar funksiya biror oraliqning har bir nuqtasida uzluksiz boʻlsa, u 
shu oraliqda uzluksiz deyiladi. Barcha elementar funksiyalar oʻzining 
aniqlanish sohasida uzluksizdir. 

 
 

Bolsano Koshining teoremalari 
 
Boʻlsano Koshining 1-teoremasi 
Agar f(x) funksiya [a; b] segmentda aniqlangan, uzluksiz boʻlib, 

segmentning chetki nuqtalarida har xil ishorali qiymatlarga ega boʻlsa, u 
holda shunday c (a< c< b) nuqta topiladiki, u nuqtada funksiya nolga 
aylanadi: 

f(c) = 0. 
Boʻlsano Koshining 2-teoremasi 
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Agar f (x) funksiya [a; b] segmentda aniqlangan va uzluksiz boʻlib, 
uning chetki nuqtalarida f(a) =A, f(b)=B qiymatlarga ega va A≠B boʻlsa, A 
va B sonlari orasida har qanday C son olinganda ham a bilan b orasida 
shunday c nuqta topiladiki, bunda f(c)=C boʻladi.  

 
Veyershtrasning 1- teoremasi 

Agar f(x) funksiya [a; b] segmentda aniqlangan va uzluksiz boʻlsa, 
funksiya shu segmentda chegaralangan boʻladi. 

 
Veyershtrasning 2 - teoremasi 

 Agar f(x) funksiya [a; b] segmentda aniqlangan va uzluksiz boʻlsa, 
funksiya shu segmentda oʻzining aniq yuqori hamda quyi chegaralariga 
erishadi. 

7-misol. 22
)(

x
xx

xf
−

=     funksiyani uzluksizligini tekshiring. 

Yechish.




<−
≥

=
.'0
,'0,

lsaboxagarx
lsaboxagarx

x  

Bundan koʻrinadiki,  







<−

>
=

.'01
,'0,0

)(
lsaboxagar

x

lsaboxagar
xf  

x = 0 nuqtada funksiya aniqlanmagan bolib, +∞==
−→+→

)(lim0)(lim
00

xfvaxf
xx  

munosabat oʻrinli. Demak,  x = 0 nuqta f(x)funksiya uchun ikkinchi tur 
uzilish nuqtasi. 

8-misol.  Quyidagi funksiyaning uzluksizligini tekshiring va grafigini 
chizing. 

2sin
1)(
x

xf =  

9-misol. Berilgan funksiya a ning qanday qiymatida uzluksiz boʻladi. 







=

<≠⋅
=

.'0,

,'
2

0,
)(

lsaboxagara

lsaboxvaxagarctgxx
xf

π
 

10-misol. Funksiyaning uzilish nuqtasini toping 

a. xxf −= 5
2

4)(   b. 3
1

6)( += xxf  
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c. xxf −= 1
2

3)( d.








≥
<<−−

≤+

=
.'2,

,'21,2
,'1,43

)( 2

lsaboxagarx
lsaboxagarx

lsaboxagarx
xf  

e.








>−
≤<+

≤+

=
.'2,4

,'20,)1(
,'0,1

)( 2

lsaboxagarx
lsaboxagarx

lsaboxagarx
xf  

11- misol. Berigan funksiyalarni uzilish nuqtasini va turini aniqlang 

a.








>−

=
<−

=

.'0,2
,'0,2
,'0,2

)(
2 lsaboxagarx

lsaboxagar
lsaboxagarx

xf b.








>−−
=−
<−

=
.'0,2
,'0,2
,'0,2

)(
lsaboxagarx
lsaboxagar
lsaboxagarx

xf

 

c. 2
2)(

2

−
+

=
x
xxf     d. 2

2)( 2 +
−

=
x
xxf  

e.  x
xf 1sin)( =     f. xx

xf
+

= 2
1)(   

 

g.




≥+
<−

=
.'2,2
,'2,2

)(
lsaboxagarx
lsaboxagarx

xf  h.








>+

≤≤+
<−

=

.'4,3

,'40,1
,'0,3

)(

lsaboxagarx

lsaboxagarx
lsaboxagarx

xf  

 
12-misol. Funksiyani uzluksizlikka tekshiring va grafigini chizing 

a. .
4

3
−

=
x

y    b. .xy =  

c. 
.)

;5)

tgxyb
x

ya

=

−=
  d.

.3)

;)

x
x

yb

xxya

−=

−=

 

e. 
.31)

;3)
1

3
1

x

x

yb

ya

−=

= −

  f.
.45)

;2)

2
1

3
1

x

x

yb

ya

−=

= −

 

 
13-misol. Funksiya uzilish nuqtalarini toping. Funksiyaning uzilish 

nuqtasi atrofidagi shaklini chizing 
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( ) 5
1

2.1 −= xxf      ( ) xxf −= 5
1

7.2  

( ) 4
1

3.3 −= xxf      ( ) xxf −= 4
3

8.4  

( ) 3
1

4.5 −= xxf      ( ) xxf −= 2
1

6.6  

( ) 8
3

5.7 −= xxf      ( ) xxf −= 3
4

5.8  

( ) 6
2

4.9 −= xxf     ( ) xxf −= 5
2

4.10  
 

14-misol. Berilgan funksiyani uzilish nuqtalarini toping. Ularning 
grafigini chizing 

 









<+
<≤

≥

=
01

202
22

)(.1
xagarx

xagar
xagar

xf x   








<

<≤

≥−

=

0
10

11
)(.2

3

2

xagarx
xagarx

xagarx
xf  









>
≤<+

≤
=

22
201

0cos
)(.3

xagar
xagarx

xagarx
xf   









−<−
<≤−−

≥

=
1

01
02

)(.4 2

xagarx
xagarx

xagarx
xf  









<
<≤

≥−

=
0

30
33

)(.5 3

xagarx
xagarx

xagarx
xf   









>+
≤−

≤<
=

22
01

20
)(.6

2

xagarx
xagarx

xagarx
xf  

 









−<
<≤−

≥

=
1

01
0sin

)(.7 2

xagarx
xagarx

xagarx
xf   









−≤+
<<−

≥−

=
13

11log
11

)(.8 2

xagarx
xagarx

xagarx
xf x  

 

( )








−≤+
<<−+

≥

=
23

023

0

)(.9 2

xagarx
xagarx

xagarx

xf  








>−
<<

≤
=

1011
101lg

1
)(.10

2

xagarx
xagarx

xagarx
xf  

 









<−
≤≤

≥−

=
0

10
11

)(.11 2

xagarx
xagarx

xagarx
xf   









≤+
≥

<<+
=

01
11

101
)(.12

2

xagarx
xagar

xagarx
xf  
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15-misol. Funksiya uzilish nuqtasini toping. Funksiyaning uzilish 
nuqtasi atrofidagi shaklini chizing 

 

3
2

4)(.1 −= xxf     xxf −= 3
1

6)(.2  

2
2

5)(.3 += xxf      6
1

3)(.4 −= xxf  

4
2

2)(.5 −= xxf     4
3

7)(.6 −= xxf  

xxf −= 4
1

8)(.7     2
1

9)(.8 −= xxf  
xxf −= 3

2

6)(.9     3
3

5)(.10 += xxf  
xxf −= 5

4

3)(.11     xxf += 5
3

4)(.12  
 

 
Mavzu yuzasidan savollar 

 
1. Funksiya uzluksizligining ta’rifi. 
2. Uzluksiz funksiyaning xossalari. 
3. Elementar funksiyalarning uzluksizligi. 
4. Funksiyaning uzilishi, uzilish turlari. 
5. Bolsano Koshining teoremalari. 
6. Veyershtras teoremasi. 

17-amaliy mashgʻulot. Cheksiz katta va cheksiz kichik miqdorlar. 
Ajoyib limitlar. 

 
Agar ( )xα  va ( )xβ 0xx →  holda cheksiz kichik funksiyalar boʻlib,  
( )
( ) 1lim

0

=
→ x

x
xx β
α  

boʻlsa, u holda ular ekvivalent deyiladi va 0xx →  da ( )xα  ~ ( )xβ  kabi 
belgilanadi. Masalan, ,1sinlim

0
=

→ x
x

x
 shu sababli 0→x  da xsin  ~ x. Shunga 

oʻxshash 0→x  da quyidagi cheksiz kichik funksiyalar ekvivalentdir:  
sinx ~ tgx~ xarcsin ~ arctgx ~ ln(1+x) ~ ex-1 ~ x, 1-cosx ~ ,

2

2x ex ~ 1+x, ax 

~1+ xlna, (1+x)m ~ 1+mx, ( )mm xx
1

11 +=+ ~
m
x

+1 , ( ) ( )
a

xx
a ln

1lnlog 1 +
=+ ~ 

a
x

ln
. 

 1-misol. Limitlarni toping. ( ) .cos1lim)2,
21ln

3sinlim)1 202

2

0 x
x

x
x

xx

µ−
+ →→
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Yechish. 1) ( ) ( ) .
4
9

2
3lim

21ln
3sinlim

21ln
3sinlim

2

0

2

02

2

0
=






=








+

=
+ →→→ x

x
x

x
x

x
xxx

 

2) 
( ) .5,05,011lim5,011limcos1lim 2

2

02

2

020
µµ

µµ

=
+−

=
−−

=
−

→→→ x
x

x
x

x
x

xxx
 

2-misol. Limitlarni hisoblang 
 

272
643lim.1 23

2

+−
−+

∞→ xx
xx

x    
xxx

xx
x ++

+−
∞→ 24

4

32
14lim.2  

32
132lim.3 2

2

++
+−

∞→ xx
xx

x    
15
523lim.4 24

3

++
−+

∞→ xx
xx

x
 

534
32lim.5 3

24

−+
+−

∞→ xx
xxx

x    
42

435lim.6 2

2

+−
−+

∞→ xx
xx

x
 

52
126lim.7 24

2

++
+−

∞→ xx
xx

x
   2

2

356
423lim.8

xx
xx

x −+
+−

∞→
 

56
435lim.9 3

23

−+
+−

∞→ xx
xx

x
   432

24

3
3lim.10

xxx
xxx

x +−
−+

∞→
 

827
314lim.11 2

2

−+
+

∞→ xx
xx

x    132
546lim.12 23

24

+−
+−

∞→ xx
xx

x
  

243
73lim.13 35

26

−+
+−

∞→ xx
xx

x
   

132
523lim.14 23

2

+−
+−

∞→ xx
xx

x
 

 
3-misol. Limitni hisoblang 

 

4312
16lim.1

3 2

4 +−+
−

→ xx
x

x
   

3 2 9
6534lim.2

−

−−−
→ x

xx
x

 

3 3

63

2 8
632lim.3

x
xx

x +

−−−
−→

   
124
5654lim.4

5 −−+
−−+

→ xx
xx

x
 

1392
2lim.5

3

8 +−+
−

→ xx
x

x
   33

33

0 88
2727lim.6

xx
xx

x −−+
−−+

→
 

3 42

33

0

55lim.7
xx

xx
x +

−−+
→

   3
3
2 23

3
12

3
1

lim.8
−

−−+

→ x

xx

x
 

321
723lim.9

33

4 −+
−−−

→ x
xx

x
   

22
3106lim.10

33

2 −−
+−+

−→ x
xx

x
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423
134lim.11

2

1 +−+
−−

→ xx
xx

x
   

415
12lim.12

2

3 −+
−+

→ x
xx

x
 

134
353lim.13 21 −+

+−+
−→ xx

xx
x

   158
612lim.14 25 +−

+−+
→ xx

xx
x

 

 
4-misol.  Hisoblang 

 
23

34
14lim.1

+

∞→








+
− x

x x
x     ( ) 1

5

1
23lim.2 −

→
− x

x

x
x  

( ) ( ) ( )( )1ln2ln14lim.3 −−+−
−∞→

xxx
x  

12

25
15lim.4

−

∞→








+
− x

x x
x  

( ) 1
3

1
12lim.5 −

→
− x

x

x
x     ( ) ( ) ( )( )12ln32ln2lim.6 −−++

∞→
xxx

x
 

35

12
52lim.7

−

∞→








+
+ x

x x
x

 
   ( ) x

x

x
x −

→
− 1

1
23lim.8  

( ) ( ) ( )( )xxx
x

ln2ln32lim.9 −++
+∞→

  
52

23
43lim.10

−

∞→








+
− x

x x
x  

( ) 2
3

2
32lim.11 −

→
− x

x

x
x     ( ) ( ) ( )( )xxx

x
ln5ln53lim.12 −++

+∞→
 

34

35
32lim.13

+

∞→








−
− x

x x
x

   ( ) x
x

x
x −

−→
− 1

2

1
2lim.14  

 
      5-misol.  Limitlarni hisoblang 
 

1. 20 4
6cos1lim

x
x

x

−
→

    2. 2

3

0 3
coscoslim

x
xx

x

−
→

 

3. 20 2
cos5coslim

x
xx

x

−
→

   4. 
x

xx
x 4

sin3sinlim
0

−
→

 

5. xtgx
x

x

2

0

cos1lim −
→     6. 20

2sin2lim
x

xxtg
x

−
→

 

7. xx
x

x 7sinsin
5lim

0 +→
    8. 2

22

0

2coscoslim
x

xx
x

−
→

 

9. x
tgx

x 3sin3
lim

0→
    10. 

x
x

x 5sin
3arcsinlim

0→
 

11. 2

22

0 3
sin2sinlim

x
xx

x

−
→

   12. 2

3

0 4
6cos4coslim

x
xx

x

−
→
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13. 20 4
6cos1lim

x
x

x

−
→

    14. 20 3
5cos1lim

x
x

x

−
→

  

 
Mavzu yuzasidan savollar. 

 
1. Funksiya ta’rifi va misollar.  
2. Funksiyaning berilish usullari.  
3. Qanday funksiyalar elementar funksiyalar deyiladi?  
4. Ketma-ketlik limitning ta’rifi. 
5. Ajoyib limitlar.  

a) Birinchi ajoyib limit.  
b) Ikkinchi ajoyib limit.  

7.  Cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar nima?  
6. Aniqmasliklarni ochish 

 
18-amaliy mashgʻulot. Funksiyaning nuqtadagi hosilasi. Hosilaning 
geometrik, mexanik, iqtisodiy, kimyoviy va boshqa talqinlari. Hosila 

olishning asosiy qoidalari. 
 

Aytaylik ( )xfy =  funksiya biror X  sohada aniqlangan bʻolib, Xx ∈0  va 
Xxx ∈∆+0   boʻlsin.  

Ta’rif. Agar 0→∆x da =
∆
∆

x
y .)()( 00

x
xfxxf

∆
−∆+  

nisbatning limiti mavjud va chekli boʻlsa, bu limit ( )xfy =  funksiyaning 0x  
nuqtadagi hosilasi deyiladi. Hosilaning  belgilanishi:  

.,),(, 0
''

dx
df

dx
dyxfy  

Demak, ta’rifga koʻra 

.)()(limlim)( 00

000
'

x
xfxxf

x
yxf

xx ∆
−∆+

=
∆
∆

=
→∆→∆  (18.1)

 

Agar ( )xfy =  funksiya 0x  nuqtada hosilaga ega boʻlsa, u holda ( )xf  
funksiya 0x  nuqtada differensiallanuvchi deyiladi, hosilani topish jarayoni 
differensiallash deyiladi. 
 

1-misol. 2xy =   funksiyaning hosilasini hisoblang. 
 
Yechish.  Avval x  ga x∆ orttirma beramiz va funksiya orttirmasi y∆  ni 

topib (8.1) - formulaga qoʻyamiz: 
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( ) ( )xxxxxxxxxxxxxxxfxxfy ∆+∆=∆+∆=−∆+∆+=−∆+=−∆+=∆ 222)()( 222222
00

 
 (18.1) formulaga koʻra: 

.2)2(lim)2(limlim)(
000

' xxx
x

xxx
x
yxf

xxx
=∆+=

∆
∆+∆

=
∆
∆

=
→∆→∆→∆  

 
2-misol.

x
y 1
=  funksiyaning hosilasini hisoblang 

 
3-misol.  y=sinx  funksiyaning hosilasini toping. 
 
4-misol.

12
32

+
+

=
x
xy  funksiyaning hosilasini hosilaning ta’rifidan 

foydalanib hisoblang 
 

5-misol. xy =  funksiya hosilasini hisoblang 
Yechish.x = 0 nuqtada argumentga Δx orttirma beramiz, u holda 

funksiya Δy orttirma oladi: 





>∆∆
<∆∆−

=∆=∆
.'0,
,'0,

lsaboxagarx
lsaboxagarx

xy  





>∆
<∆−

=
∆
∆

.'0,1
,'0,1

lsaboxagar
lsaboxagar

x
y

 

Koʻrinib turibdiki, Δx = 0 nuqtada  xy =  funksiya hosilaga ega emas, 
chunki 

x
y

∆
∆  nisbatning Δx→ 0 dagi limiti mavjud emas.  

 
6-misol.y=x2+3 funksiya grafigiga  M(1;4) nuqtadan oʻtkazilgan 

urinmaning burchak koeffitsiyentini toping. 
Yechish. 2122)(' 00 =⋅==== xxftgk ϕ  
 
7-misol.y=x2+3x+4 funksiya grafigiga M (-1; 2) nuqtadan oʻtkazilgan 

urinma tenglamasini tuzing. 
8-misol. 12 3 += xy funksiya grafigining M(1; 3) nuqtasiga oʻtkazilgan 

urinmaning burchak koeffitsiyentini toping. 
9-misol. xxy cossin += funksiyaning 

20
π

=x  nuqtasidan oʻtkazilgan 

urinmaning tenglamasini tuzing. 
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10-misol.y=lnx (x > 0) funksiyaning x0=1 nuqtasidan oʻtkazilgan 
urinma Ox oʻqning musbat yoʻnalishi bilan qanday burchak hosil qiladi. 

11-misol. ttS += 22 (m) qonuniyat bilan harakatlanayotgan moddiy 
nuqtaning t = 3 (sek) dagi oniy tezligini toping. 

Yechish. 
( ) ( ) ( ) 1422lim)(limlim)(

22

000
+=

∆
−−∆++∆+

=
∆

−∆+
=

∆
∆

=
→∆→∆→∆

t
t

tttttt
t

tSttS
t
St

ttt
υ  

Demak, (3) = 4∙3 + 1 = 13 m/sek, v = 13 m/sek. 
 

12-misol. 123 +−−= tttS (m) qonuniyat boʻyicha harakatlanayotgan 
moddiy nuqta qancha vaqtdan keyin toʻxtaydi. 
 

13-misol.y = (3x+1)(
2
x   +3) funksiyaning hosilasini hisoblang 

Yechish.f (x)=3x+1,  g(x) = (
2
x   +3) 

y`=f`(x) g(x)+gʻ(x) f(x)=(3x+1)`(
2
x +3)+(

2
x +3)`(3x+1)=3(

2
x +3)+ 

+
2
1 (3x+1)=3x+9

2
1  

14-misol. x
xy

32
18

−
+

=   funksiyaning hosilasini hisoblang 

Mavzu yuzasidan savollar. 
 

1. Funksiya nuqtadagi hosilasi ta’rifi va misollar keltiring.  
2. Funksiyaning berilish usullarini ayting.  
3. Funksiya hosilasining geometriyaga tatbiqi haqida gapiring. 
4. Funksiya hosilasining mehanikaga tatbiqi haqida gapiring. 
5. Funksiya hosilasining iqtisodiyotga tatbiqihaqida gapiring. 

 
19-amaliy mashgʻulot. Murakkab va teskari funksiyalarning hosilasi. 

 
y = f (x) funksiya  (a, b) oraliqda berilgan va unga teskari  x= ϕ (y) 

funksiya mavjud boʻlsin.    
Agar y = f (x) funksiya x0 (x0∈(a,b)) nuqtada f`(x0) hosilaga ega boʻlib 
f`(x0)≠0 boʻlsa, u holda bu funksiyaga teskari boʻlgan x= ϕ (y) funksiya 
y0=f (x0) nuqtada hosilaga ega va  

)('
1)('

0
0 xf

y =ϕ     (19.1) 

tenglik oʻrinli boʻladi. 
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1-misol. y = arsinx (-1≤x≤1)  funksiyani hosilasini aniqlang. 
 
Yechish.y=arcsinx funksiya x=siny funksiyaga nisbatan teskari 

funksiyadir. 
(19.1) - formuladan 

)('
1)('

0
0 x

yf
ϕ

=  formulani olamiz. Bunda f (x) 

=arcsinx,ϕ (y)=siny. Demak, 

.
1

1
sin1
1

cos
1

)'(sin
1)'(arcsin

22 xyyy
x

−
=

−
===  

 
2-misol. y = arccosx funksiyaning hosilasini hisoblang 
3-misol. y = arctgx funksiyaning hosilasini hisoblang 
4-misol. y = arcctgx funksiyaning hosilasini hisoblang 
 

Murakkab funksiyaning hosilasi 
        y = )(xϕ  funksiya X toʻplamda, u = f (y) funksiya esa Y (Y = 
{ }Xxx ∈);(ϕ ) toʻplamda aniqlangan boʻlib, u = f (ϕ (x)) murakkab funksiya 
berilgan boʻlsin. Agar y =ϕ (x) funksiya x0 nuqtada ϕ `(x0) hosilaga ega 
boʻlib, u=f (y) funksiya esa y0 (y0 =ϕ (x0)) nuqtada f `(y0) hosilaga ega 
boʻlsa, u holda u = f (ϕ (x)) murakkab funksiya ham x0 nuqtada hosilaga 
ega boʻladi va quyidagi formula bilan hisoblanadi; 

( ) )('))((')(')('))(( 0000 xxfxyfxf oxx ϕϕϕϕ ⋅=⋅=′
=  (19.2) 

 
Funksiyalarning hosilasini hisoblang: 
5-misol. y = cos3x 

Yechish.u=cosx deb belgilashni kiritsak,  y=u3   hosil boʻladi. (19.2) – 
formulaga koʻra: 

.cossin3',sin)'(cos,3)'(' 223 xxyxxuuuuy ⋅−=−==′′⋅==  
b. y = (1+ sin32x)4 

 

c. ).(2 xetgy −= d. 
( ) ( )
( ) .

4
11

sin42

3 22

xex
xx

y
−+

−+
=  

i. .ln53 tgxxxarctgy += f. xarcy sec=  

g. .2sin
23 xexy x ⋅⋅=  

 
Oshkormas funksiya hosilasi 
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 Ikkita x  va y  oʻzgaruvchilar orasidagi  bogʻlanish  F(x,y)=0 
tenglama  koʻrinishida   berilgan boʻlsin.   F(x,y)=0  oshkormas  
funksiyani  oshkor  koʻrinishga  keltirmasdan  hosilasini  topish qoidasini  
koʻrsatamiz.  y  ni  x ning funksiyasi deb F(x,y)=0 tenglamaning ikkala 
qismini differensiallash, soʻngra hosil qilingan tenglamani hosilasini topish 
kerak.  Buni  quyidagi misolda  koʻrsatamiz. 

6-misol.: x4+y4-3xy=0   oshkormas  funksiyaning    hosilasini  
hisoblang 

Yechish: y   ni  x  ning  funksiyasi  deb  belgilangan  tenglamasining  
ikkala  qismini  differensiallaymiz 03344 33 =′−−′+ yxyyyx  bundan esa 

( ) ( )33 43/34 yxyxy −−=′  ni topamiz. 
 

Funksiyalarning hosilasini hisoblang. 
7-misol. a. xyeyex xy =⋅+⋅ .  

Yechish: ( ) ( ) ,, yxyeyeyyxeexyeyex xxyyxy ′+=⋅+⋅′+′+′=
′

⋅+⋅  

( ) ,yeyexexey xyxy +⋅−−=−+⋅′  bundan  
( ).

)1( −+
+−

=′ yx

xy

exe
yeeyy  

b-misol. ,2)ln( 22

x
yarctgyx =+  

c. xxy =  
8-misol. a.y = 22 23 ++ xx funksiyaning differensialini hisoblang 

Yechish. .)43()22( 223 dxxxdxxxdxydy +=′++=′=  
b. y = e2x + cox2x funksiya differensialini toping. 
c. )1ln( 2 ++= xey x  funksiyaning differensialini toping. 

d. 3 28  miqdorni taqribiy hisoblang.  
 

Parametrik koʻrinishda berilgan funksiyaning hosilasi 
  

Faraz qilaylik y funksiyaning x argumentga boʻgʻliqligi 
( )
( )




=
=

ty
txx

 

tenglamalar bilan parametrik shaklda berilgan boʻlsin. Masalan:  
1)  tmyytlxx ⋅+=⋅+= 00 ,  – toʻgʻri chiziqning parametrik tenglamasi. 
2)  tryytRxx sin,cos 00 ⋅+=⋅+=  – aylananing parametrik tenglamsi. ( )0xx −  va 
( )0yy −  larni kvadratga koʻtarib, qoʻshish natijasida (haqiqatan ham 
( ) ( ) 22

0
2

0 Ryyxx =−+− – markazi M0(x0, y0)nuqtada boʻlgan  aylana 
tenglamasini hosil qilamiz).  
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3)  Xuddi shuningdek, x = a·cost, y = b·sint – ellipsning parametrik 
tenglamasi, 

a
x  va 

b
y  ni kvadratga koʻtarib qoʻshib, +2

2

a
x

2

2

b
y =1 tenglamani 

hosil qilamiz. 
 Parametr t ga t∆  orttirma beramiz, mos ravishda x∆ va y∆  orttirmalar 
hosil boʻladi. U holda y dan x boʻyicha hosila:  

( )
( ) .limlim

00 tx
ty

dx
dyyoki

x
y

t
x
t
y

x
yy

t

t

t

t

xxx ′
′

=
′
′

=

∆
∆
∆
∆

=
∆
∆

=′
→∆→∆  

9-misol. teytex tt 2222 sin,cos == ; xy′  hosilani hisoblang 
Yechish. ( ) ,cossincos2)sincos2(cos2 2222 tttettetex ttt

t −=⋅−+=′  
( ) ,sinsincos2sincos2sin2 2222 tttettetey ttt

t +=⋅⋅+=′







 +≠+≠






 +⋅=

−
+

⋅=
−
+

⋅=
′
′

=′ ktktttgtgt
tgt
tgttgt

tt
tttgt

x
yy

t

t
x πππππ

2
,

4
,

41
1

sincos
cossin . 

 
10-misol. ( ) ( ).cos1,sin tayttax −=−= ; xy′ =? 

11-misol. Hosilasini hisoblang. 

 a. xaytax sin,cos == ; b ttytx −==
3

,
3

2 ; 

c tt eyex 32 , == . 
 

12-misol.  Quyida berilgan funksiyalar hosilalarini differensiallash 
qoidalari va formulalardan foydalanib hisoblang 

 
Variant 
 

 
Funksiya 

 
Variant 

 
Funksiya 

 
1 

 
xxy 2sin2=  

 

 
8 

 
2

1 xearctgy −+=  

 
2 

 
xtgey x 24=  

 

 
9 

 
( ) xxy 4cos2sin=  

 
3 

 
3 33 sin xxy +=  

 

 
10 

 
( ) xctgxy 22 1+=  
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4 

 
xctxy 31 22 ⋅+=  

 

 
11 

( )
( ) ( )115

9

31

2

−−

−
=

xx

xy  

 
5 

 
xy 3cos3

3−=  
 

 
12 

( )3 22

1

+

−
=

x

xy  

 
6 

 
xey arcsin−=  

 

 
13 

 
22 1 xxy −=  

 
7 

 
( )3433 xctgxy −=  

 

 
14 

 

2

14
x
xy +

=  

 
 
 
 

Mavzu yuzasidan savollar 
 

1. Hosilaning ta’rifi: geometrik ma’nosi, iqtisodiy ma’nosi, mexanik 
ma’nosi. 

2. Quyidagi tasdiqlardan qaysi biri toʻgʻri 
a) agar funksiya biror nuqtada uzluksiz boʻlsa, u holda shu nuqtada 

funksiya differensiallanuvchi boʻladi. 
b) agar funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi boʻlsa, u holda 

shu nuqtada funksiya uzluksiz boʻladi. 
3.  Elementar funksiyalarning hosilalari jadvalini yozing. 
4. Murakkab, teskari, oshkormas koʻrinishdagi, parametrik 

koʻrinishdagi funksiyalarning xosilalari. 
5. Funksiya hosilasining geometriyaga tatbiqi. 
6. Murakkab funksiyaning hosilasini topish usuli. 

7. Oshkormas funksiyaning hosilasini topish usuli. 
8. Funksiyaning differensiali deb nimaga aytiladi? 

 
 

20-amaliy mashgʻulot. Yuqori tartibli hosilalar va differensiallari. 
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Birinchi tartibli hosiladan olingan hosila ikkinchi tartibli hosilasi 
deyiladi   va    𝑑

2𝑦
𝑑𝑥2

 belgilarning biri bilan belgilanadi. 
Ikkinchi tartibli hosilaning  hosilasiga  uchinchi  tartibli  hosila  

deyiladi va  𝑑
3𝑦

𝑑𝑥3
  belgilarning  belgilarning  biri bilan belgilanadi. 

Umuman, y=f(x) funksiyaning n-tartibli hosilasi deb,  uning  (n-1) - tartibli  
hosilasining hosilasiga  aytiladi  va  y(n), f(n),𝑑

𝑛𝑦
𝑑𝑥𝑛

  belgilarning  biri  bilan  
belgilanadi. 

y = f (x) funksiya differensiali dy ning differensiali berilgan 
funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb ataladi va d2y yoʻki d2f (x) 
kabi belgilanadi: 

 
d2y = d(dy)yoki   d2f (x) = d(df (x))  (20.1) 
 

Funksiyaning differensialini  uning hosilasi orqali ifodalovchi  
dy = y`dx formulaga koʻra: 

dzy = d(dy) = d(y`dx) = dxd(y`) = dx(y`)`dx = y”dx2 
Demak, funkisyaning ikkinchi tartibli differensiali funksiyaning 

ikkinchi tartibli hosilasining argument differensiali kvadrat koʻpaytmasiga 
teng. 

Umumiy holda funksiyaning n – tartibli differensiali uning (n-1) – 
tartibli differensialining differensialidan iboratdir: 

dny = d(dn-1y),  dnf (x) = d(dn-1f(x))  (20.2) 
 

1-misol. y = ex + x2  funksiyaning uchinchi tartibli hosilasini toping. 
Yechish. (20.2) – formulaga koʻra n = 3 da  y(3) = (y(2))` 

y” = (y`)` = ((ex + 2x)`)` = (ex + 2x)` = ex + 2 
y(3) = (ex + 2)` = ex+ 0 = ex 

 
Differensial hisobining asosiy teoremalari 

1. Ferma teoremasi.  f (x) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin: 
    a)  [ ]ba,    kesmada uzluksiz;  
    b) (a, b) oraliqda differensiallanuvchi;  
    c) kesmaning oxirlarida f (a) = f (b)teng qiymatlar qabul qilsa, u holda,  
aqalli bitta shunday x = c (a < c < b) nuqta mavjudki,  unda f`(c)=0 
boʻladi. 
2. Roll teoremasi. Agarf (x) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsa: 
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    a) [ ]ba,  kesmada uzluksiz; 
b) (a, b) oraliqda differensiallanuvchi boʻlsa,  u holda berilgan oraliqda 

aqalli bittax = c (a < c < b) nuqta mavjudki,  
a) - (c)(b f  (a) f - (b) f ′=  boʻladi. 

 
3. Lagranj teoremasi.y=f(x) va  y=g(x) quyidagi shartlarni qanoatlantirsin; 

      a) [ ]ba,   kesmada uzluksiz; 
     b) (a, b) oraliqda differensialanuvchi; 
     c) [ ]baxxg ,,0)( ∈≠′  
u holda bu oraliqda aqalli bitta shunday x = c (a < c < b) nuqta mavjudki, 

(c) g
(c) f

(a) g - (b) g
(a) f - (b) f

′
′

=  

 boʻladi.  
4. Koshi teoremasi. Agar f (x) funksiya x oraliqning ichki nuqtasi x0 da 
oʻzining eng katta (eng kichik) qiymatiga erishsa, hamda shu x0 nuqtada 
chekli hosilaga ega boʻlsa,  u holda funksiya hosilasining x0 nuqtadagi 
qiymati nolga teng boʻladi,  yaʼni:  f`(x) = 0 

Lopital qoidasi 
f (x) va g(x) funksiyalar (a, b) oraliqda aniqlangan boʻlsin.  

Agar: 0)(lim =
→

xf
ax

0)(lim =
→

xg
ax

boʻlsa, u holda x→a da )(
)(

xg
xf

 nisbat (
0
0 ) 

korinishdagi aniqmaslik boʻladi. 
Agar ∞=

→
)(lim xf

ax
, ∞=

→
)(lim xg

ax
boʻlsa, u holda x→  a da 

)(
)(

xg
xf  nisbat 







∞
∞

koʻrinishdagi  aniqmaslik boʻladi. 
Agar berilgan funksiyalar hosilaga ega boʻlsa,  yuqoridagi 

aniqmasliklarni ochish mumkin. Bunda  Lopital qoidasidan foydalaniladi. 
 

f (x) va g(x) funksiya x = a nuqta atrofida mavjud va 
differensiallanuvchi bolib,  
1) ,0)()(lim ==

→
agxf

ax
 yoki  ∞ .  

2) ,0)()(lim ==
→

agxg
ax

 yoki  ∞  va gʻ(x) ≠ 0 boʻlsa, u holda  

)(
)(lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

axax ′
′

=
→→

   (20.3) 

tenglik oʻrinli boʻladi. 
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2-misol. x
ex

x sin
1lim

0

−
→

 ni hisoblang 

Yechish:
0
0lim

sin
1lim

0 x
ex

x

−
→

  tipidagi aniqmaslik bolib,  Lopital qoidasiga koʻra: 

1
1
1

cos
lim

)(sin
)1(lim

sin
1lim

000
===

′
′−

=
−

→→→ x
e

x
e

x
e x

x

x

x

x

x
. 

3-misol. 20

sinlim
x

xx
x

−
→

 limitni hisoblang.  

x
ex

x sin
1lim

0

−
→

 ni hisoblang 

Yechish: 0
0lim

sin
1lim

0 x
ex

x

−
→

  tipidagi aniqmaslik bolib,  Lopital qoidasiga 

koʻra: 

1
1
1

cos
lim

)(sin
)1(lim

sin
1lim

000
===

′
′−

=
−

→→→ x
e

x
e

x
e x

x

x

x

x

x
. 

4-misol. 20

sinlim
x

xx
x

−
→

 limitni hisoblang.  

 

x
ex

x sin
1lim

0

−
→

 ni hisoblang 

Yechish:
0
0lim

sin
1lim

0 x
ex

x

−
→

  tipidagi aniqmaslik bolib,  Lopital qoidasiga 

koʻra: 

1
1
1

cos
lim

)(sin
)1(lim

sin
1lim

000
===

′
′−

=
−

→→→ x
e

x
e

x
e x

x

x

x

x

x
. 

5- misol. Lopital qoidasidan foydalanib quyidagi limitlarni hisoblang 
hisoblang 

a. )1ln(
lim

0 +
− −

→ x
ee xx

x
b. 20

sinlim
x

xx
x

−
→

c. )1ln(
2lim

1 x

xtg

x −→

π

 

d.
x

x x






 +

∞→

31lim e.  x
e x

x 3sin
1lim

3

0

−
→  

 
      6-misol. Lopital qoidasidan foydalanib quyidagi limitlarni hisoblang 
 

 
Variant 
 

 
Funksiya 

 
Variant 

 
Funksiya 
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1 
45

247lim 3

23

1 +−
++−

→ xx
xxx

x
 

8 ( )x

x
xsinlim

0→
 

2 
xx
xtgx

x sin
sinlim

0 −
−

→
 9 

ππ −
+

→ x
x

x

cos1lim  

3 
x

e x

x 3sin
1lim

5

0

−
→

 
10 

54
23lim 23

23

1 +−
−+

−→ xx
xx

x
 

4 








−
−

→ 1
11lim

0 xx ex  
11 

( )x
ee

x
x

x +
−

→ 1ln
lim

22

0
 

5 xtgx
x

lnlim
0

⋅
→

 12 

1

2lim 3

−

−
∞→

x
x

e

arctgxπ
 

6 ( ) x

x
tgx sin

0
lim
→

 13 
2lim

x
ex

x ∞→
 

7 x

x x






 +

∞→

31lim  
14 

3
lnlim
x

x
x ∞→

 

 
Mavzu yuzasidan savollar 

 
1. Elementar funksiyalarning hosilalari jadvalini yozing. 
2. Murakkab, teskari, oshkormas koʻrinishdagi, parametrik 

koʻrinishdagi funksiyalarning xosilalari. 
3. Funksiyaning differensiali deb nimaga aytiladi? 
4. Oʻrta qiymat haqidagi teoremalarni ayting: 

a)  Ferma teoremasi. 
b)  Roll teoremasi. 
c)  Lagranj teoremasi. 
d)  Koshi teoremasi. 
e)  Lopital teoremasi. 

 
 

21-amaliy mashgʻulot. Lagranj formasida qoldiq hadli  Teylor 
formulasi. Elementar funksiyalarni Teylor va Makloren qatoriga 

yoyish. 
 

Teylor teoremasi: Agar y = f (x) funksiya x = a nuqtada aniqlangan va 
uning biror atrofida (n+1) – tartibgacha hosilaga ega boʻlsa, u holda 
shunday ξ=x  nuqta mavjudki unda Teylor formulasi oʻrinli boʻladi: 
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1
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n
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afaxafaxafaxafafxf

ξ

(21.1)

 

ξ  nuqta x va a orasida yotadi, yaʼni )( axa −+= θξ  va 10 <<θ . Teylor 
formulasidagi oxirgi qoʻshiluvchi Lagranj shaklidagi qoldiq had deyiladi.  
a = 0 da Teylor formulasi Makloren formulasi deyiladi: 

1
)1(

32

)!1(
)(

!
)0(...

!3
)0(

!2
)0()0()0()( +

+

+
+++

′′′
+

′′
+′+= n

n
n

n

x
n

xfx
n

fxfxfxffxf θ

10 <<θ                                                   (21.2) 

1-misol. 
2

1)(
−

=
x

xf  funksiyani  x-1 ning darajasi koʻrinishida 

ifodalang. 
Yechish. Funksiya a=1 nuqtada aniqlangan va bu nuqtaning atrofida 
barcha hosilalari mavjud. Bu nuqtada funksiyaning qiymatini va beshinchi 
tartibgacha boʻlgan hosilasini hisoblaymiz. 

( )
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2
54321
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x
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U holda Teylor formulasiga koʻra x-1 ga nisbatan koʻphadni hosil qilamiz: 

( )
( )

( )
( )

.1
1
1

1
2!6

!6,)1()1()1()1(

)1(1)1(
!5

120)1(
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2)1(1
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1

6

6

6
666
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xvax

x
x

RbundaRxxxx

xRxxxxx
x

x

<<
−
−

=
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−
=+−−−−−−−

−−−−=+−−−−−−−−−−−=
−

=

ξ
ξ

ξ  

 
2-misol.  Berilgan funksiyalarning qator yoyilmasini tuzing. 

 
 
Variant 

 
f (x) funksiya va x0 nuqta 
 

 
Variant 

 
f (x) funksiya va x0 nuqta 

1 f(x)=x3+3x2-6x+4,x0 = 1.  
 

 
8 

f (x) = ,ln242 xe x +−  x0  = 2. 
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2 f (x) = 2x2+5x+2, x0 = -2. 
 

 
9 

f (x) = ,cos xx −  x0 = .
4
π  

3 f (x) =x4+3x2-5x-7,x0=-1. 
 

10 f (x) = ,sin xx −  x0 = .
4
π  

4 
f (x) = 62 2

1
2
3

−+ xx ,x0= 4. 
 

11 f (x) = ( ),1ln2 −+ xx  x0 =2. 

5 f (x) = xx 222 −− + , x0 = 2. 
 

12 f (x) = ,232 ++ xx  x0 = 0. 

6 f (x) = ,33 xx +− x0 = 2. 
 

13 f (x) = lnx,  x0 = e. 

7 f (x) = ,
3

3
x

x
−
+   x0 = 4. 14 f (x) = ( ) ,log 43

4
−x  x0 = 2. 

 
Mavzu yuzasidan savollar 

1. Elementar funksiyalar Teylor qator yoyilmasi qanday topiladi? 
2. Hosilaning iqtisodiyotda qoʻllanilishi. 
3. Oʻsuvchi va kamayuvchi funksiyalar ta’riflari. 
4. Funksiyaning ekstremumi nima va u qanday topiladi. 
5. Ekstremumning zaruriy shartlari. 
6. Ekstremumning yeterli shartlari. 
7. Funksiyaning qavariq va botiqliligi, bukilish nuqtalari qanday 

topiladi? 
8. Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik qiymatlari qanday 

topiladi? 
9. Funksiya qanday sxema bilan tekshirilib, grafigi chiziladi? 

 
 

22-amaliy mashgʻulot. Funksiyaning monotonlik sharti.  Funksiya 
ekstremumi. Ekstremumning zaruriy va yetarlilik shartlari. 

Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik qiymatlarini topish. 
 

 Agar x0 ning etarlicha kichik atrofidagi barcha nuqtalar uchun f (x0)> 
f (x) boʻlsa,  y = f (x) funksiya uchun x = x0  lokal maksimum nuqta deb 
ataladi. 

Agar x0 ning yetarlicha kichik atrofidagi barcha nuqtalar uchun f 
(x0)< f (x)boʻlsa,   
x = x0lokal minimum nuqtasi deb ataladi. Funksiyaning maksimum va 
minimumi uning ekstremal qiymatlari yoki ekstremumlari deyiladi.  
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Differensiallanuvchi funksiyaning ekstremum nuqtasidagi hosilasi 
nolga teng boʻladi. 

Funksiyaning ekstremumlarini topish. 
1) y`=f `(x) topiladi. 
2) f`(x)=0  tenglama yechilib, statsionar nuqtalarning kxxx ...,;; 21  
abssissalari topiladi. 
3) f``(x) = 0 tenglama yechimlari x1 , x2 bilan f``(x) funksiya ishoralari 
aniqlanadi va f``(x1) >0 da x = x1 minimum,f``(x2)< 0 da esa x = x2 
maksimum nuqta boʻladi. 
 

1-misol. 1
2

3
3

4
4

234

++−=
xxxy funksiyani hosila yordamida tekshiring. 

Yechish. 383)('',34)(' 223 +−=+−= xxxfxxxxf  
1) f`(x)= 0⇒  x(x-1)(x-3) = 0⇒  x1=0,  x2=1,  x3=3 
2) f``(0) = 3 > 0,  f``(1)= -2 < 0,  f``(3)= 6 > 0 demak x2=1 maksimum 

nuqta. 

3) f``(x)=0⇒3x2-8x+3=0⇒ .
3

74,
3

74
21

−
=

+
= xx  

0)(''
3

74; >






 −
∞−∈∀ xfuchunx 0)(''

3
74;

3
74

<






 +−
∈∀ xfuchunx  

0)('';
3

74
>








∞+

+
∈∀ xfuchunx  

Demak funksiya garafigi 






 −
∞−

3
74; va 








∞+

+ ;
3

74
 oraliqlarda botiq, 








 +−
3

74;
3

74 oraliqda esa qavariq boʻladi. 

 
2-misol. Funksiyalarni monotonlik oraliqlarini toping. 

a. 323 −+= xxy                    b. ( )xxy += 1  
c.  y = 2 – sinx, .20 π≤≤ x  

 
5-misol. Funksiyaning ekstremumlarini toping. 

a.  
2
42

−
−

=
x

xxy                      b. 
x
xy ln

=  

c.  24 xxy −=                    d. y = x – cosx 
6-misol. Berilgan funksiyalarning ekstremumlarini toping. 
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Variant 
 

 
Funksiya 

 
Variant 
 

 
Funksiya 

 
1 








−= 2

4

2
3 xxy  

 
8 

 
234 168 xxxy ++=  

 
 
2 

 
15249 23 −+−= xxxy  

 

 
9 

434

4
1

3
1 xxxy −+=  

 
3 

 
35

3
5 xxy −=  

 
10 

 

( )151862
10
1 23 +−−= xxxy  

 
 
4 

 
51232 23 −−+= xxxy  

 

 
11 

 

8
1

4
2 xxy −−=  

 
 
5 

 
)2()3( 2 −−= xxy  

 

 
12 

 
34 xxy +−=  

6 
xx

xy
2
1

2 −
−

=  
13 

1

1

−
=

−

x
ey

x

 

 
7 

2

2

41
42
x
xy

−
−

=  
14  

xexy −−= 3)2(  
 

 
Mavzu yuzasidan savollar 

 
1. Oʻsuvchi va kamayuvchi funksiyalar ta’riflari. 
2. Funksiyaning ekstremumi nima va u qanday topiladi. 
3. Ekstremumning zaruriy shartlari. 
4. Ekstremumning yetarli shartlari. 
5. Funksiyaning qavariq va botiqliligi, bukilish nuqtalari qanday 

topiladi? 
6. Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik qiymatlari qanday 

topiladi? 
7. Funksiya qanday sxema bilan tekshirilib, grafigi chiziladi? 
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23-amaliy mashgʻulot. Funksiya grafigining qavariqligi, botiqligi va 

burilish nuqtalari. Asimptotalari. Funksiyani tekshirishning umumiy 
sxemasi. 

 
Toʻgʻri chiziq y=f(x) funksiyaning grafigiga asimptota deyiladi, agar 

(x,f(x)) nuqtadan bu toʻgʻri chiziqqacha boʻlgan masofa, grafigning nuqtasi 
koordinata boshidan cheksiz uzoqlashganda nolga intilsa. 

Funksiya grafigining vertikal, gorizontal va ogʻma asimptotalari 
boʻladi. 

Agar chap yoki oʻng ±∞=
±→

)(lim
0

xf
oxx

limitlardan hech boʻlmaganda 
bittasi ∞± ga teng boʻlsa 0xx = toʻgʻri chiziq vertikal asimptota deyiladi. 

Agar uzilish nuqtasi yoki aniqlanish sohasining chegaraviy nuqtasi 
boʻlsa  0xx = toʻgʻri chiziq y=f(x) funksiyaning vertikal asimptotasi boʻlishi 
mumkin. 

Agar  bxf
x

=
∞→

)(lim boʻlsa y=b toʻgʻri chiziq gorizontal asimptota 
deyiladi. 

Agar 0)(lim ≠=
∞→

k
x
xf

x
va [ ] bkxxf

x
=−

∞→
)(lim boʻlsa, u holda y=kx+b toʻgʻri 

chiziq ( )xfy =  funksiya grafigiga ogʻma asimptota boʻladi. 
Funksiyani tekshirishning umumiy sxemasi 
1) funksiyaning aniqlanish sohasini topish; 
2) funksiyani toq yoki juftligini tekshirish; 
3) vertikal asimptotalarni topish; 
4) funksiyani cheksizlikda tekshirish; gorizontal va ogʻma 

asimptotalarni topish; 
5) funksiyaning ekstremumlari va monoton   oraliqlarini topish; 
6) funksiyaning qavariqlik, botiqlik oraliqlari, bukilish nuqtalarini 

topish; 
7) funksiya grafigining koordinata oʻqlari bilan kesishish nuqtalarini 

topish; 
Funksiyani tekshirish grafigini chizish bilan bir vaqtda olib boriladi.  
Funksiya hosila yordamida monotonlikka, ekstremumga va 

grafigining qavariq hamda botiqligi tekshiriladi.  
 

( )hxf −′  ( )hxf +′

 
Kritik nuqta haqida 

+ - Max 
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- + Min 
+ + Ekstremum yoʻq,  funksiya oʻsuvchi 
      - - Ekstremum yoʻq,  funksiya 

kamayuvchi. 
 

1-misol. y = 2x3 -9x2 + 12x – 2 funksiyaning ektremumlarini toping. 
Yechish. 

1)  y` = 6x2 – 18x + 12 
      2)   y` = 6x2– 18x + 12 = 0 6(x2 – 3x + 2) = 0 ⇒  6(x -1)(x -2) = 0,  x1= 
1, x2 = 2 
      3)   a) x = x1 – 1 nuqtaning atrofida y` ning ishorasi qanday 
oʻzgarishini tekshiramiz. 
h = - 0,2 boʻlsin. 

y` = f`(0,8) = 6(0,8 – 1)(0,8 - 2) > 0. 
y` = f`(1,2) = 6(1,2 – 1)(1,2 - 2)< 0. 
 

Hosilaning ishorasi (+) dan (-) ga oʻzgaryapti, demak x = 1 kritik nuqta 
maksimumdir. 

b) x2 = 2da f`(1,8) < 0 va f`(2,2) > 0  
Demak x = 2 min nuqta. 

2-misol. Quyidagi funksiyalarning hosilasini hisoblang 

a. 2
16

x
xy +

=              b. 4 2sin1 xy +=  

c. xctgxxctgy 333 +−= d. xxy 44 cossin +=  

e. 
( )

( ) ( )115

9

41

3

−−

−
=

xx

xy f. xxy ln
1

=  

3-misol. Quyidagi berilgan funksiyalarni ikkinchi tartibli hosilalarini 
hisoblang 

a. xy 2sin=    b. 
5

3
2 −

−=
x

y  

c. tgxy =    d. ctgxy =  
e. .1 2 arctgxxy ⋅+= f. arctgxy =  

 
4-misol. Berilgan funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli 

differensalini hisoblang 
a. arctgxy =                                   b. tgxy =  



97 
 

c. xxy cos2sin +=                          d. 2ln xy =  
e. .222

xtgey xx += −  
5-misol.  Funksiyaning qavariq va botiqlik oraliqlarini toping. 

a. 
2

3 2

+
−

=
x

xy
                                   

b. y = 3x4 + 4x3 + 1 

c. 
4
92

4
2

4

−−= xxy
                             

d. 1
5

ln −
+

=
x

xy  

e. xxy ln=                                        f. xxy ln−=  
6-misol.  Berilgan funksiyalarning hosilasini hisoblang  va abssissasi x0 

nuqtadan oʻtkazilgan urinma tenglamasini tuzing. 
 

 
Variant 

 
f (x) funksiya va x0 nuqta 
 

 
Variant 

 
f (x) funksiya va x0 nuqta 

1 f (x) = x3+3x2-6x+4,  
x0 = 1.  
 

 
8 

f (x) = ,ln242 xe x +−
 

 x0  = 2. 
 

2 f (x) = 2x2+5x+2,   
x0 = -2. 
 

 
9 

f (x) = ,cos xx −  

x0 = .
4
π  

3 f (x) =x4+3x2-5x-7,  
 x0 = -1. 
 

 
10 

f (x) = ,sin xx −  

x0 = .
4
π  

4 
f (x) = 62 2

1
2
3

−+ xx ,  x0 = 4. 
 

11 f (x) = ( ),1ln2 −+ xx  
x0 =2. 

5 f (x) = xx 222 −− + ,  x0 = 2. 
 

12 f (x) = ,232 ++ xx  x0 = 0. 

6 f (x) = ,33 xx +− x0 = 2. 
 

13 f (x) = lnx,  x0 = e. 

7 f (x) = ,
3

3
x

x
−
+   x0 = 4. 14 f (x) = ( ) ,log 43

4
−x  x0 = 2. 

 
     
 
 

Mavzu yuzasidan savollar 
 

1. Funksiyaning qavariq va botiqliligi, bukilish nuqtalari qanday 
topiladi? 
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2. Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik qiymatlari qanday 
topiladi? 

3. Funksiya qanday sxema bilan tekshirilib, grafigi chiziladi? 
 

 
24-amaliy mashgʻulot.  Koʻp oʻzgaruvchili funksiyalar, uning 

aniqlanish va oʻzgarish sohasi, limiti, uzluksizligi va xususiy hosilalari. 
 

Agar biror D toʻplamning har bir (x, y) haqiqiy sonlar juftligi biror 
qoida bilan Z toʻplamdagi yagona z haqiqiy songa mos qoʻyilgan boʻlsa, u 
holda  D  toʻplamda ikki oʻzgaruvchining funksiyasi  z aniqlangan deyiladi 
va quyidagi koʻrnishlarda belglanadi:  
z = f (x, y),  z = Z(x, y),  z = F (x, y), va h.k. 

Bu yerda x va y erkli oʻzgaruvchilar yoki argumentlar, z esa erksiz 
oʻzgaruvchi yoki funksiya deb ataladi. D - toʻplam bu funksiyaning 
aniqlanish sohasi deyiladi. Z -  toʻplam funksiyaningoʻzgarish sohasi 
deyladi.  

z=f (x, y) funksiyaning argumentlarining tayin x = xο va y = y0 
qiymatlarida qabul qiladigan z0 xususiy qiymatini topish quyidagicha 
yoziladi :  

z0=z
0

0
yy
xx

=
= yoki  z0=f (x0, y0). 

Geometrik nuqtai nazardan z=f (x, y) funksiyaning xyzО toʻgʻri 
burchakli koordinatalar sistemasidagi tasviri (funksiyaning grafigi) biror 
sirtdan ( nuqtalar toʻplamidan ) iborat. 
  

1-misol. =z
22 y-x-2y4x4 ++  funksiyaning aniqlanish sohasini 

toping. 
Yechish.   

222222 )1()2(9)21()44(9244 −−−−=+−−+−−=−−++= yxyyxxyxyxz  
Demak 9-(x-2)2-(y-1)2

0≥ , yaʼni (x-2)2+ (y-1)2
9≤  shartda berilgan 

funksiya haqiqiy qiymatlar qabul qiladi. Demak, funksiyaning aniqlanish 
sohasi markazi (2; 1) nuqtada, radiusi 3 ga teng boʻlgan doiradan, 
oʻzgarish sohasi esa [ ]3,0  sohadan iborat. 
 Istalgan chekli sondagi oʻzgaruvchining funksiyasi ham 
yuqoridagidek aniqlanadi n oʻzgaruvchili funksiyasining aniqlanish sohasi 
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n ta haqiqiy sonning ( )nxxx ,,, 21   sistemasidan tuzilgan D toʻplamdan 
iborat boʻladi, n ta oʻzgaruvchining funksiyasi quyidagicha belgilanadi.  
y = f (x1, x2, …, xn), y = y(x1, x2, …, xn). 
 

2-misol. Funksiyalarning aniqlanish sohasini toping va grafigini 
chizing:  
a) 22 yxz += ;        b) 222 yxRz −−=  

3-misol. Quyida berilgan funksiyalarni aniqlanish sohasini toping va 
garafigini chizing. 
a. yxz +=                                 b.

229
1

yx
z

−−
=  

c. xyz =                                    d. xyz =   

e. 
4

1
22 −+

=
yx

z                   f. ( )yxz += arcsin  

j. ( )1ln 222 −++= zyxz                  h. zyxu ++=  
 

Koʻp oʻzgaruvchili funksiya limiti 
     Agar ikki oʻzgaruvchining z = f (x, y) = f (P) funksiyasi P0=P(x0;y0) 
nuqtaning biror atrofida aniqlangan boʻlsa va 0>ε  sonuchun shunday δ > 0  
son topilsaki  ( ) δ<0; PPd  (d – ikki nuqta orasidagi masofa) tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi barcha P(x,y) nuqtalar uchun  

ε<− Ayxf );(  
tengsizlik bajarilsa, u holda A oʻzgarmas son z=F (x,y) funksiyaning 
P0(x0,y0)nuqtadagi limiti deyiladi. A sonining z = f (x,y) funksiyaning 
P(x,y)→P(x0,y0) dagi limiti boʻlishi  quyidagicha yoziladi 

Ay
pp

=
→ 0

lim  yoki Ayxf
yy
xx

=
→
→

),(lim
0

0

 

Uch va undan ortiq oʻzgaruvchining limiti taʼrifi shunga oʻxshash 
kiritiladi. 

Agar bir necha oʻzgaruvchi funksiyasining limiti nolga teng boʻlsa, u 
holda u cheksiz kichik deb ataladi. Bir oʻzgaruvchining funksiyasi uchun 
limitlar haqidagi barcha asosiy teoremalar bir necha oʻzgaruvchining 
funksiyasi uchun ham oʻrinlidir. 
 

4-misol. Quyidagi limitni hisoblang.  

    22

22

0
0

)1ln(lim
yx

yx

y
x +

−−

→
→  
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Yechish. x va y nuqtalar orasidagi masofa 22 yxp +=  ( 22 yxp +=  deb 
belgilash kiritamiz). x→0, y→0 dan ρ→0 ekanligi kelib chiqadi. 

Demak, 0
1

)2(
1

1

lim))1(ln(lim)1ln(lim)1ln(lim
2

0

2

0

2

022

22

0
0

=
−⋅

−=
′

′−
=

−
=

+

−−
→→→

→
→

p
p

p
p

p
p

yx
yx

ppp
y
x

 

 
Limitga ega boʻlgan ikki oʻzgaruvchili funksiyalarning bir necha 

xossalarini keltirib oʻtamiz:      
  1) Agar ),(lim

0

0

yxf
yy
xx

→
→

 limit mavjud va chekli boʻlsa, u holda f (x, y) funksiya 

(x0,y0) nuqtaning yetarlicha kichik atrofda chegalangan boʻladi. 
  2) Agar Ayxf

yy
xx

=
→
→

),(lim
0

0

, Byxg
yy
xx

=
→
→

),(lim
0

0
 limitlar mavjud boʻlsa, u holda 

( ) ( )yxgyxf ,, ±  funksiyaning ham limiti mavjud va 
BAyxgyxf

yy
xx

±=±
→
→

)],(),([lim
0

0
. boʻladi.  

   3) Agar Ayxf
yy
xx

=
→
→

),(lim
0

0
, Byxg

yy
xx

=
→
→

),(lim
0

0
limitlar mavjud boʻlsa, u holda 

( ) ( )yxgyxf ,, ⋅  funksiyaning ham limiti mavjud va BAyxgyxf
yy
xx

⋅=⋅
→
→

)],(),([lim
0

0
 

boʻladi.     
  4) Agar Ayxf

yy
xx

=
→
→

),(lim
0

0
, Byxg

yy
xx

=
→
→

),(lim
0

0
limitlar mavjud boʻlib, 0),(lim

0

0

≠
→
→

yxg
yy
xx

 

boʻlsa, u holda 
),(
),(

yxg
yxf  funksiya ham limtga ega va 

B
A

yxg
yxf

yy
xx

=
→
→ ),(

),(lim
0

0

 boʻladi. 

Ikki oʻzgaruvchili funksiyaning limitini hisoblash bir oʻzgaruvchili 
funksiyani limitini hisoblashga qaraganda ancha murakkab. Buni sababi 
toʻgʻri chiziqda faqat ikkita yoʻnalish bor, argument limit nuqtaga faqat 
ikki tarafdan oʻng va chapdan intiladi. Tekislikda bunday yoʻnalishlar 
cheksiz koʻp va funksiyaning limiti turli yoʻnalishlar boʻyicha usma – ust 
tushmasligi mumkin. 
 
          5-misol  

22

0
0

2lim yx
xy

y
x +
→
→

 limit mavjud emasligini isbotlang.  

          6-misol. Limitlarni hisoblang  

a) ,sinlim
0 y

xy

ay
x
→
→ b) ( ) ,lim )(22 yx

y
x

eyx +−

∞→
∞→

+ c) ,11lim

2

yx
x

ay
x x

+

→
∞→







 + d) yx

x

y
x +

∞→
∞→ 2

sinlim π
,  
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e) 22

3

0
1

)ln(lim
yx

ex x

y
x +

+ −

→
→ . 

Yechish. 

a) ,limlimsinlim
00

ay
x
xy

x
xy

ay
ay

x
ay

x
===

→
→
→

→
→

 b) ( ) ( )
)(

22
)(22 limlim yx

y
x

yx

y
x e

yxeyx +
∞→
∞→

+−

∞→
∞→

+
=+  = 0,  

c) ,limlim11lim 1

2

eee
x ay

yx
x

ay
x

yx
x

ay
x

===





 +

→

+

→
∞→

+

→
∞→

 d) 1
2

lim
2

sinlim ==
+ ∞→

∞→
∞→

ππ
y

y
x yx

x
,  

 

e) 2ln
01

)1ln()ln(lim
0

22

3

0
1

=
+
+

=
+

+ −

→
→

e
yx

ex x

y
x

. 

 
7-misol. Limitlarni hisoblang 

a. )1(lim
0
0

xyxy
y
x

+
→
→

   b. 33

32

0
0

lim
yx

yx

y
x +
→
→

 

c. ( )
yx

yx

y
x +

+

−→
→

sinlim
1

1
   d. [ ]xyxy

y
x

lnlim
0
0

⋅
→
→

 

e. ( ) x

y
x

eyx
1

0
0

2lim +
→
→

   f. 23
1
1

lim
yx
yx

y
x −

−

→
→

 

g. y

y

y
x x

x
+

+→
∞→ 1

lim
0

   h. xy
xytg

xy
y
x +

∞→
→ 1

1lim
0

 

i. 42

22

lim
yx
yx

y
x +

+

∞→
∞→

            j. ( )yxx
y
x

+
→
→

loglim
0
1

 

 
Funksiyaning uzluksizligi 

z = f (x, y) funksiya M toʻplamda berilgan boʻlib (x0, y0) nuqta shu M 
toʻplamning limit nuqtasi boʻlsin. 
 Agar  

),(),(lim 00

0

0

yxfyxf
yy
xx

=
→
→    (24.1) 

boʻlsa, u holda f (x, y) funksiya (x0, y0) nuqtada uzluksiz deb ataladi. 
Agar ixtiyoriy E>0 son olinganda ham shunday δ > 0 son topilsaki, d 

{(x, y),(x0, y0)}< δ tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha (x, y)∈M nuqtalar 
uchun  Eyxfyxf <− 00 ,(),(  boʻlsa, u holda f (x, y) funksiya (x0, y0) nuqtada 
uzluksiz deb ataladi. 
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Agar f (x, y) funksiya M toʻplamanng har bir nuqtasida uzluksiz 
boʻlsa, u holda funksiya shu M toʻplamda uzluksiz deyiladi.  

Agar argument orttirmalari ∆x va ∆y nolga intilganda funksiyaning 
toʻliq orttirmasi∆f (x0, y0) = ( ) ( )0000 ,, yxfyyxxf −∆+∆+  ham nolga 
intilsa, yaʼni 0),((lim 00

0
0

=∆
→∆
→∆

yxf
y
x   boʻlsa, u holda f (x, y) funksiya (x0, y0) 

nuqtada uzluksiz deb ataladi.  
 

8-misol.   f (x, y) = x² + y² funksiyaning uzluksizligini tekshiring. 
 
Yechish. (x0; y0) nuqtani hamda (x0 + ∆x; y0 + ∆y) ni olib, funksiyaning 
toʻliq orttirmasini hisoblaymiz : 
∆f (x0, y0) = f (x0 + ∆x0; y0 + ∆y0) - f (x0, y0) = (x0 + ∆x0)² + ( y0 + ∆y0)² - 
x0² - y0² = 
= 2∆x·x + ∆x² + 2∆y·y + ∆y² = ∆x(2x + ∆x) + ∆y(2y + ∆y). 

bundan esa  0)2()2((lim),((lim
0
000

0
0

=∆+∆+∆+∆=∆
→∆
→∆

→∆
→∆

yyyxxxyxf
y
x

y
x

ekanligini topamiz. Yuqoridagi tariflarga koʻra  f (x, y) funksiya (x0, y0)  
nuqtada uzluksiz. 

Ikki oʻzgaruvchili uzluksiz funksiyalarning bazi xossalari: 
f (x, y) va g(x, y) funksiyalar M toʻplamda berilgan boʻlib, (x0; y0)∈M  
boʻlsin:  
 

1)Agar f (x, y) va g(x, y) funksiyalarning har biri (x0; y0) nuqtada 
uzluksiz boʻlsa, u holda f (x, y) ± g(x, y) funksiya ham shu (x0; y0) nuqtada 
uzluksiz boʻladi.  

2)Agar f (x, y) va g(x, y) funksiyalarning har biri (x0; y0) nuqtada 
uzluksiz boʻlsa, u holda )()( xgxf ⋅  funksiya ham (x0; y0) nuqtada uzluksiz 
boʻladi. 

3)Agar f (x, y) va g(x, y) funksiyalarning har biri (x0; y0) nuqtada 
uzluksiz boʻlib,  g(x0; y0)≠ 0 boʻlsa, u holda 

)(
)(

xg
xf  funksiya ham shu (x0;y0) 

nuqtada uzluksiz boʻladi. 
4)Agar f (x, y) funksiya chegaralangan yopiq M toʻplamda uzluksiz 

boʻlsa, u holda funksiya shu toʻplamda chegaralangan boʻladi. 
 

9-misol. Funksiyani M0(1; 1) nuqtada uzluksizlikka tekshiring. 
yxyxz 25 10+= . 
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10-misol. Funksiyani (0; 0) nuqtada uzlusizlikka tekshiring. 
yx
yxz

−
+

=  . 

 
Xususiy hosilalar 

z = f (x, y) funksiya M toʻplamda berilgan boʻlsin. Bu M toʻplamda 
(x0; y0) va (x0+∆x; y0) nuqtalarni olib, bu nuqtalardagi funksiya qiymatlari 
ayirmasini hisoblaymiz:  
f (x0+∆x; y0) - f (x0; y0) 
 

Bu ayirma f (x, y) funksiyaning  (x0; y0) nuqtadagi x oʻzgaruvchi 
boʻyicha xususiy orttirmasi deyiladi va ∆xf (x0; y0)  kabi belgilanadi:  ∆x f 
(x0; y0) = f (x0+∆x; y0) - f (x0; y0).  

Xuddi shunga oʻxshash  ∆yf (x0; y0) =f (x0, y0+∆y) - f (x0; y0)  ayirma 
f (x, y) funksiyaning  (x0; y0) nuqtadagi y argument boʻyicha xususiy 
orttirmasi deyiladi. 
Agar  ∆x→0da 

x
yxfx

∆
∆ ),( 00      

nisbatning limiti mavjud va chekli  boʻlsa, bu limit f (x, y) funksiyaning 
(x0; y0) nuqtadagi x argument boʻyicha xususiy hosilasi deb ataladi va  ðf 
(x0; y0)/(ðx) yoki ( )00 ; yxf x′  qisqacha qilib ( ðf ) / ( ðx ) yoki xf ′ kabi 
belgilanadi  

x
yxfyxxf

x
yxfyxf

x
yxf

x

x

xx ∆
−∆+

=
∆

∆
=′=

∂
∂

→∆→∆

),(),(lim),(lim),(),( 0000

0

00

000
00  

Xuddi shunga oʻxshash  ∆y→0 da  

y
yxfy

∆
∆ );( 00       

nisbatning limiti mavjud va chekli boʻlsa, bu limit f(x, y) funksiyaning (x0; 
y0) nuqtasidagi y argument boʻyicha xususiy hosilasi deb ataladi va 
qisqacha qilib (ðf)/(ðy) yoki fy kabi belgilanadi  

y
yxfyyxf

y
yxf

y ∆
−∆+

=
∂

∂
→∆

),(),(lim),( 0000

0

00   (24.2) 

 
11-misol.  Funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblang    f (x, y)=xy 

 

Yechish. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) xxxyfxyxxf y
y

yy
x

y ln/,/ 1 =
′

=∂∂⋅=
′

=∂∂ − . 
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12-misol. Funksiyalarning y
zva

x
z

∂
∂

∂
∂  xususiy hosilalarini toping. 

.3
2

2

x
yyyxxz +−+=  

13-misol.   .
22 yxexyz −⋅=  

14-misol. Funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalarini hisoblang. 

a) 
5232 32 xyzyxyxu ++= ; b) ;xyzu =  c) xy yxu += . 

 
15-misol. Funksiyalarning xususiy hosilalarini toping.  

143232.1 3222 +−+−+−= yxyyxxyxz zyxzyxu 223.2 ++=  

tsu 4cos.3 3=      2

2

.4
x
y

y
xz +=  

( )22ln.5 yxz +=     yx
xyz
+

=.6  

( )222.7 zyxeu xyz ++=     y
z

y
x

eeu
−

+=.8  

3
.9

x
yyxz +=      yxxyez 2.10 +=  

( )yxz lnln.11 +=      xyyxez −+=
22 23.12  









+

=
zy

xtgeu xy
z

.13     xyz arcsin.14 =  

( )12.15 −= − xez yx     ( )yxz += sin.16  
yy xxez +=.17      2ln.18 yxz +=  

( )yxz += ln.19     yxz =.20  
 

Koʻp oʻzgaruvchili funksiya differensiali 
z = f (x, y) funksiya M toʻplamda berilgan boʻlsin. Bu M toʻplamda (x0; 

y0) va (x0+∆x; y0+∆y) nuqtalarni olib, funksiyaning toʻliq orttirmasini 
aniqlaymiz:  

∆f (x0, y0) = f (x0+∆x0; y0 +∆y0) - f(x0, y0)  (24.3) 
Agar f (x, y) funksiyaning (x0, y0) nuqtadagi orttirmasi  

∆f (x0; y0) = A∆x+B∆y+α∆x+β∆y  (24.4) 
koʻrinishda ifodalansa, u holda funksiya (x0, y0) nuqtada 
differensiallanuvchi deb ataladi, bunda A, B - oʻzgarmaslar, α va β esa ∆x 
va ∆y ga bogʻliq, hamda ∆x→0, ∆y→0 da α→0,β→0 boʻladi. 
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Yoqoridagi (24.4) formulada ( ) ( )0000 ;,; yxfByxfA yx ′=′=  
A = fx(x0; y0), B= fy(x0; y0).  
Agar f (x0; y0) funksiya (x0; y0) nuqtada fx(x0; y0), fy(x0; y0) xususiy 

hosilalarga ega boʻlib, bu xususiy hosilalar (x0; y0) nuqtadada uzluksiz 
boʻlsa, u holda f (x, y) funksiya (x0; y0) nuqtada differensiallanuvchi 
boʻladi. Z = f (x; y) funksiya (x0; y0) nuqtada differensiallanuvchi boʻlsa 

∆f (x0, y0)= yxy
y
fx

x
f

∆⋅+∆⋅+∆⋅
∂
∂

+∆
∂
∂ βα  (24.5) 

tenglik oʻrinli boʻladi. Bu ifodadagi y
y
fx

x
f

∆⋅
∂
∂

+∆
∂
∂   yigʻindi f (x; y) 

funksiyaning (x0; y0) nuqtadagi differensiali deb ataladi va y df (x0; y0) 
yoki  dz  kabi belgilanadi: 

df (x0; y0)= dz= y
y

yxfx
x

yxf
∆⋅

∂
∂

+∆
∂

∂ ),(),( 0000   (24.6). 

 Agar ∆x = dx, ∆y = dy boʻlishini e`tiborga olsak, u holda 

dy
y
fdx

x
fdf ⋅

∂
∂

+
∂
∂

=     (24.7) 

16-misol. z = x²y - xy²  funksiyaning differensialini toping. 

Yechish. ( ) 222 2 yxyxyyx
x
z

x −=
′

−=
∂
∂

,   ( ) xyxxyyx
y
z

y 2222 −=
′

−=
∂
∂

.  

(24.7) formulaga koʻra dz = (2xy-y²)dx + ( x²-2xy)dy 
 
       17-misol. Funksiyaning differensialini toping.  

a) ( )22sin
22

yxez yx ⋅= +  b) ( )xyzarctgu =  
 

Mavzu yuzasidan savollar. 
1. Koʻp oʻzgaruvchili funksiya deb nimaga aytiladi? 
2. Koʻp oʻzgaruvchili funksiya limiti, uzluksizligi haqida gapiring.  
3. Koʻp oʻzgaruvchi funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilasi 

haqida gapiring. 
4. Koʻp oʻzgaruvchi funksiyaning toʻla differensiali haqida gapiring. 
5. Koʻp oʻzgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosilalari qanday 

hisoblanadi? 
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25-amaliy mashgʻulot. Koʻp oʻzgaruvchini funksiyaning yuqori 
tartibli hosila va differensiali. Koʻp oʻzgaruvchili funksiya 

ekstremumi. 
 

( )yxfz ,= funksiya M toʻplamda berilgan va u ( )00 ; yx  nuqtada 
differensiallanuvchi boʻlsin.  

( )yxfz ,=  funksiyaning xususiy xosilalari yx ff ′′,  dan olingan 

y
f

x
f xx

∂
′∂

∂
′∂ ,

y
f

x
f yy

∂

′∂

∂

′∂
,  xususiy hosilalarga berilgan funksiyaning ikkinchi 

tartibli xususiy hosilasi deyiladi va           

222 ,,, yyxyx ffff ′′′′′′′′ yoki 2

2

x
f

∂
∂

, yx
f
∂∂

∂2

, 2

22

,
y

f
yy
f

∂
∂

∂∂
∂

 

kabi belgilanadi. 

Demak: 






∂
∂

∂
∂

=′′=
∂
∂

=′′
x
f

x
yxf

x
ff xxx )),((2

2

2 ; 






∂
∂

∂
∂

=′′=
∂⋅∂

∂
=′′

x
f

y
yxf

yx
ff yxxy )),((

2

 









∂
∂

∂
∂

=′′=
∂⋅∂

∂
=′′

y
f

x
yxf

xy
ff xyyx )),((

2

; 







∂
∂

∂
∂

=′′=
∂
∂

=′′
y
f

y
yxf

y
ff yyy )),((2

2

2  

Yuqorida koʻrsatib oʻtilgan yx
f
∂∂

∂2

 va 
xy
f
∂∂

∂2

 xususiy hosilalar aralash 

hosilalar deb ataladi. Bu aralash hosilalar (x;y) nuqtada uzluksiz boʻlsa, 
bir-biriga teng boʻladi. 

Xuddu shuningdek z=f(x, y) funksiyaning uchinchi, toʻrtinchi va 
hokazo tartibli xususiy hosilalar aniqlanadi. 
 

1-misol.f (x, y) = x³+y³  funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy 
hosilalari hisoblansin 
Yechish. 

( ) 233 3xyx
xx

f
=+

∂
∂

=
∂
∂

,   ( ) 233 3yyx
yy

f
=+

∂
∂

=
∂
∂  

Demak, 

xx
xx

f
xx

f 6)3( 2
2

2

=
∂
∂

=






∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

,  yy
yy

f
yy

f 6)3( 2
2

2

=
∂
∂

=







∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ , 

0)3( 2
2

=
∂
∂

=






∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂ x
yx

f
yyx

f .  
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2-misol.  Ikki oʻzgaruvchili ( )yxz 21ln ++=  funksiyaning xususiy 
hosilalarini hisoblang  

3-misol.  Funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilasilalarini 
hisoblang  

y
xxyy ln⋅=  

4-misol.  Agar tgyxz ⋅= sin  boʻlsa, u holda xy
z

yx
z

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22

 ekanligini 

isbotlang. 
5-misol.  Berilgan funksiyalarning ikkinchi tartibli hosilalarini 

hisoblang 
 
a. 3222 423 yyxxyxyxz −+−+=  b. xyzeu =  

c. 





=

2
sin xyu     d. ( )yxz += arcsin  

e. yx
yxtgz

−
+

= ln     f. xyyxyxz cossin +=  

g. ( )yxxz += ln2    h. yxz sin2=  
 

Koʻp oʻzgaruvchili funksiyalarning lokal ekstremumlari 
Agar ( )yxfz ,=  funksiyaning P=(x0; y0) nuqtadagi qiymati uning shu 

nuqtaning biror atrofiga tegishli ixtiyoriy P(x, y) qiymatidan katta (kichik) 
boʻlsa P0(x0; y0) nuqta maksimum (minimum) nuqta deyiladi. 

Lokal maksimum va minimum nuqtalar lokal ekstremum nuqtalar 
deyiladi. Bunda ( )yxfz ,=  funksiya P0( x0; y0) nuqtada lokal 
ekstremumga erishadi. 

Teorema: Agar ( )yxfz ,=  differensiallanuvchi funksiya P0(x0, y0) 
nuqtada lokal ekstremumga erishsa, u holda uning bu nuqtadagi birinchi 
tartibli xususiy hosilalari nolga teng boʻladi:   

.0)(;0)( 00 =
∂

∂
=

∂
∂

y
Pz

x
Pz  

Birinchi tartibli xususiy hosilalari nolga teng (yoki mavjud 
boʻlmagan nuqtalar), kiritik nuqtalar deyiladi. Ularni ekstremumga 
tekshirish, ikki oʻzgaruvchili funksiya ekstremumi mavjudligining 
yetarlilik shartlari yordamida tekshiriladi.  

P0(x0, y0) nuqta ),( yxfz =   funksiyaning statsionar nuqtasi boʻlsin. 
P0(x0, y0) nuqtadagi ikkinchi tartibli xususiy hosilalari 
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( ) ( ) ( ) C
y

PzB
yx

PzA
x

Pz
=

∂
∂

=
∂⋅∂

∂
=

∂
∂

2
0

2
0

2

2
0

2

uchun 2

,
,

BAC
CB
BA

−==∆ determinant 

tekshiriladi. ),( yxfz =  funksiyaning P0(x0, y0) statsionar nuqtada 
ekstremumining yetarlilik sharti quyidagicha ifodalanadi:  

1) 0>∆  - ekstremum mavjud boʻlib, bunda agar 0>A  (yoki A = 0 da 
C> 0) boʻlsa P0(x0, y0) nuqtada funksiya lokal minimumga, agar A<0 (yoki 
A=0 da C<0) boʻlsa lokal maksimumga ega boʻladi.  

2) 0<∆  - lokal ekstremum yoʻq; 
3) 0=∆  - qoʻshimcha tekshirishlarni talab qiladi.  

 

6-misol. Berilgan 0,0,2050
≠≠++= yx

yx
xyu  funksiyaning 

ekstremumlarini toping. 
Yechish. Kritik nuqtani topish uchun birinchi tartibli xususiy 

hosilalarini nolga tenglashtiramiz: 

.020,050
22 =−=

∂
∂

=−=
∂
∂

y
x

y
u

x
y

x
u

 

Bu sistemani yechib 20,50 22 == xyyx , x = 5; y = 2 ekanligini 
topamiz. Shunday qilib M0(5, 2) kritik nuqta. 
Ikkinchi tartibli hosilalarni va ularni M0(5, 2) nuqtadagi qiymatlarini 

aniqlaymiz: ,100
3x

uxx =′′ ( ) ;
5
4

125
1002,5 ==′′xxu 1)2,5(,1 =′′=′′ xyxy uu ; 3

40
y

uyy =′′ , 

( ) 5
8
402,5 ==′′yyu  

0
5
4
>=A  va 2BAC −=∆ = 0315

5
4 2 >=−⋅  dan funksiya M0(5, 2) nuqtada 

minimumga ega. .30
2
20

5
5025)2,5(min =++⋅== uu

 
 

Mavzu yuzasidan savollar. 
 

1. Koʻp oʻzgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosilalari qanday 
hisoblanadi? 

2. Ikki oʻzgaruvchili funksiyaning ekstremumlari qanday hisoblanadi? 
3. Koʻp oʻzgaruvchili funksiya ekstremumlarining zarurriy va yetarli 

shartlari. 
4. Ikki oʻzgaruvchili funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari 

qanday topiladi? 
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5. Ikki oʻzgaruvchili funksiyaning shartli ekstremumlari qanday 
topiladi? 
 
 

26-amaliy mashgʻulot. Koʻp oʻzgaruvchili funksiya ekstremumi. 
 

Shartli ekstremumlar 
 

( )yxfz ,=  funksiyaning shartli ekstremumi deb bu funksiyaning  x va y  
oʻzgaruvchilarning bogʻlash tenglamasi deb ataluvchi φ(x, y) = 0 tenglama 
bilan bogʻlanganlik shartida erishadigan ekstremumga aytiladi. 

Nuqtalarni bogʻlovchi tenglamalar sistemasi:  G={(𝑥, 𝑦)|𝑌𝑖(𝑥,𝑦)𝑖 =
1,2, …𝑚} ni  qanoatlantiradigan G sohada  aniqlangan va 
differensialanuvchi ( )yxfz ,=  funksiyani  qaraymiz.  Bu sohada  shunday  
𝑀0(𝑥0;𝑦0)  nuqtani topish  kerakki    M(x,y)  G  uchun  f(𝑀0) f(M)   
shart  bajarilishi  kerak.  Bunday masalalar  ( )yxfz ,=   funksiyanig  shartli  
eksremumini  topish  masalasi  deyiladi.  

Shartli  ekstremumni  topish  uchun  Lagranjning noma’lum 
koeffitsentlar usulini keltiramiz   
L(x,y,𝜆𝑖) = f(x,y) + ∑ 𝜆𝑖𝑌𝑖(𝑥,𝑦)𝑚

𝑖=1  
Lagranj funksiyasi ekstremumini zaruruiy shari quyidagi koʻrinishga ega:
   
 ),(),(),,( yxyxfyxL λϕλ +=  

 
𝜕𝐿
𝜕𝑥

= 𝜕𝑓
𝜕𝑥

+ ∑ 𝜕𝑌𝑖
𝜕𝑥

𝑚
𝑖=1   =0                      Lx=0  

𝜕𝐿
𝜕𝑦

= 𝜕𝑓
𝜕𝑦

 + ∑ 𝜕𝑌𝑖
𝜕𝑦

𝑚
𝑖=1   =0  Ly=0 

  𝜕𝐿
𝜕𝜆𝑖

=𝑌𝑖(𝑥,𝑦) = 0  0)( =xϕ  
                                  i=1,2,….m  
 Bu  m+2  noma’lumli tenglamadan iborat sistemadan 

x,y,𝜆𝑖(i=1,2,…m)noma’lumlarning topiladi.    𝜆𝑖 sonlar Lagranj 
koeffitsienlari deyiladi.       

1-misol. z = xy funksiyaning x va y lar 2x+y-3=0 tenglama bilan 
bogʻlanganlik sharti ostidagi ekstremumini toping.  
 
 

2-misol. Funksiyani shаrtli ekstrеmumlаrini tоping. 
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a. z = x2 – xy + y2 + 9x – 6y + 20 b. z = xy2 – xy + xy3(x >0; y >0) 
c. z = 3x2 – x3 + 3y2 + 4yd.    z = 6y  x - y - 2 +xy  

e. z = ).y  ( 22 +xe
x

  f. z = 4 - 3 22 y  +x   
 

3-misol. Birinсhi tаrtibli xususiy hоsilаlar tоpilsin. 
a)  z = 5x2 – 13xy + 6y2;   b)  z = 4x3 + 2x2y5 – 8y3; 
 c)  z = 7w3 + 6wx +4x2 – 8xy - 3y2; d)  z = 2w4 + 7wxy – 3x2 + 4y3. 

4-misol. a)  z = (5x + 3y)(12x – 7y);   b)  z = (4x2 – 3y)(2x + 9y3); 
 c)  z = (4w -3x +7y)(7w2 + 11x4 – 3y5);   d)  z = 13x/ (9x – 4y). 

5-misol. a)  z = 
3y2x  - 3
2y7x   4

+
++

w
w  b)  z = (5x – 7y)3; 

          c)  z = 4 e5xy;                               d)  z = 7y  4ln +x  

6-misol.  a)  z = ;
32

)78( 4

yx
yx

−
+

 b)  z = ;
25

)87)(43(
yx

yxyx
−

−+
 

          c)  z = (12x-5y)3(6x-7y);       d)  z = (2x+11y)/ (5x+4y); 
 

7-misol. a)  z = 7x3e5xy;  b)  z = 6xy/e5x+2; 
 

12-misol.Funksiyaning ekstrimumlаrini аniqlаng 
a.  f (x, y) = x2 + 3xy +2,5y2 – 5x – 6y + 1,5 
b. f (x, y) = x2 + 3xy + 2,5y2 – 5x – 8y + 3,5 
c. f (x, y) = -x2 + 2xy – 1,5y2 + 0,5y +5 
d. f (x, y) = -x2 + 2xy – 1,5y2– 2x + 5y + 0,5 
e. f (x, y) = 3x2 + 2xy +0,25y2 – 10x + 3y + 4 
f. f (x, y) = -2x2 + 2xy – 1,5y2+ 75x – 12,5y + 9375. 

13-misol.   Ikkinсhi tаrtibli xususiy hоsilаlаrni tоping 
a) z = x2y3 + 5x;   b) z = (3xy – 4y2)(x - 4); 
c) z = 5x/y + 3y/x;  d) z = (x + y )/(x – y); 

e) z = ln[(x2 – y2)/( x2 + y2)]; f) z = 
22 y 2xy  - +xe  

14-misol.   Ekstrеmаl nuqtаlаrni аniqlаng 
a) z = 60x + 34y – 4xy – 6x2 – 3y2 + 30; b) z = 6x3 + 6y3 – 12xy; 
c) z = 5x3 + 3x2 + 6xy – 2y2 – 2.5;   
d) z = -6x2 + 8xy – 2y2 + 5x + 3y +17. 
 

Mavzu yuzasidan savollar. 



111 
 

1. Koʻp oʻzgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosilalari qanday 
hisoblanadi? 
2. Ikki oʻzgaruvchili funksiyaning ekstremumlari qanday hisoblanadi? 
3. Koʻp oʻzgaruvchili funksiya ekstremumlarining zarurriy va yetarli 

shartlari. 
4. Ikki oʻzgaruvchili funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari 

qanday topiladi? 
5. Ikki oʻzgaruvchili funksiyaning shartli ekstremumlari qanday 

topiladi? 
 

27-amaliy mashgʻulot.  Boshlangʻich funksiya. Aniqmas integral 
va uning xossalari. Aniqmas integralda bevosita, oʻzgaruvchilarni 
almashtirish va boʻlaklab integrallash usullari. Asosiy integrallash 

jadvali. 
 

       Berilgan f(x) funksiya   (a,b)  intervalda  aniqlangan boʻlsin. Agar   F 
(x)=f(x) (bunda x∈ (𝑎, 𝑏)) tenglik oʻrinli  boʻlsa,  F(x) funksiya  f(x)  
funksiyaning  (a,b) intervaldagi  boshlangʻichi    deyiladi.  Berilgan 
f(x)funksiyaning  ixtiyoriy  ikkita boshlangʻich  funksiyasi  bir-biridan  
oʻzgarmas  songa  farq  qiladi. 
f(x) funksiyaning  F(x)+c (bunda c- oʻzgarmas son) boshlangʻich 
funksiyalar toʻplami f(x) funksiyaning aniqmas integrali deyiladi va 

CxFdxxf +=∫ )()( koʻrinishida ifodalanadi 
 

Aniqmas integral xossalari 
 

1. ∫∫ +=′=′ Cxfdxxfxfdxxf )()(),())(( , bu yerda C – ixtiyoriy 
oʻzgarmas son.  

2. ∫ ∫= dxxfAdxxAf )()( , bu yerda A – oʻzgarmas son.  

3. [ ] ∫ ∫∫ +=± dxxfdxxfdxxfxf )()()()( 2121  
4. Agar ∫ += CxFdxxf )()(  va x = y(t) differensiallanuvchi funksiya 

boʻlsa, u holda ∫ += CtyFtdytyf ))(()())(( .  

Xususan, )0(,)(1)( ≠++=+∫ aCbatF
a

dtbatf .  

 
Integrallashning asosiy usullari 
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1. Bevosita integrallash. Bunda integral ostidagi ifoda elementar 

almashtirishlar bilan jadvalga keltiriladi. Soʻngra integral xossalaridan 
foydalanib, boshlangʻich funksiya topiladi.  

1-misol.Integralni hisoblang: ∫
++−

= dx
x

xbxxaxI 2

2

1
2014542

. 

Yechish. Darajaning va aniqmas integralning xossalaridan foydalanib:  

.20ln145842014542 212
1

1 C
x

xbxxadxxdxxdxbdxxaI +−+−=++−= ∫∫∫∫ −−−

 

2-misol.  Integralni hisoblang: 

a.
( )
( )∫ +
+

= dx
xx

xI 2

2

2 1
1

.b. ( ) ( )
( )∫ +== C

ba
badxbaI nm

xnm
xnm

ln3  

c. ∫= .
cossin
2cos

22 dx
xx

xI d ∫ +
= .

12

4

dx
x

xI  

e. ∫
+ dx
x

x
3

1
.  

 
2.Oʻrniga qoʻyish usuli. Erkli oʻzgaruvchi x ni boshqa ixtiyoriy x ga 

bogʻliq differensiallanuvchi funksiya bilan almashtirish mumkin.  
Integrallarni hisoblashda quyidagi qoidalarni hisobga olish foydalidir:  

1) Agar ( )∫ += ,)( CxFdxxf u holda ( ) ( )∫ ++=+ CbaxF
a

dxbaxf 1
. 

Masalan:  

a) ,cossin Cxxdx +−=∫  boʻlgani uchun ( ) ( )∫ ++−=+ ;cos1sin Cbax
a

dxbax  

b)  ,ln Cx
x

dx
+=∫  boʻlgani uchun ∫ ++=

+
Cbax

abax
dx ln1 . 

2)  Agar integral ostidagi ifodani ( ) ( )xfxf ′⋅  yoki ( ) ( )xfxf :′  koʻrinishida 
ifodalash mumkin boʻlsa, u holda ( ) ( )xdfdxxf =′ ekanligidan quyidagilar 
kelib chiqadi:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ +==′ Cxfxdfxfdxxfxf 2

2
1

;
( )
( )

( )
( ) ( )∫ ∫ +==

′
Cxf

xf
xdfdx

xf
xf ln  

3)   ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ +⋅=⋅=′⋅=′′+′ Cxxffddxfdxxxfxxf ϕϕϕϕϕ . 

4)  ( ) ( ) ( )∫∫∫ =⋅== .,
2
1

2
1 222223 xtbundadttftdxxfxdxxfx  

5)   
( )

( )
( )
( )

( )
∫ ∫ +=

+
=

+
′

.1
2222 C

a
xfarctg

axfa
xdf

xfa
dxxf
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6)   
( )

( )
( )
( )∫ +

−
+

=
−
′

.ln
2
1

22 C
xfa
xfa

axfa
dxxf

 

7)   ( )
( )

( )
( )

( )
∫ ∫ +=

−
=

−

′
.arcsin

2222
C

a
xf

xfa
xdf

xfa
dxxf  

8)   ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) .ln 22

2222
Сaxfxf

axf
xdf

axf
dxxf

+±−=
±

=
±

′
∫∫  

 
3-misol.  Integralni hisoblang:  

a) ∫ +
dx

x
arctgx

21  b) ∫ +
− dx

xbxa
xbxa

sinsin
sinsin

 c) ∫ dx
x

x
7cos

sin
 

Yechish.a) ( ) ( ) Cxarctgarctgxdarctgxdxarctgxarctgxdx
x

arctgx
+==′=

+ ∫∫∫ 2
2 2

1
1

 

b) 
( ) ( )

∫∫∫ ++=
+
+

=
+

′+
=

+
− .cossinln

cossin
sincos

cossin
sincos

cossin
sincos Cxbxa

xbxa
xbxaddx

xbxa
xbxadx

xbxa
xbxa

 

c) 
( )

∫∫∫ +=−=
′

−= .
cos6

1
cos

cos
cos
cos

cos
sin

6777 C
xx

xddx
x

xdx
x

x
 

4-misol.  Integralni hisoblang:   

a. ( ) dx
x

arctgx
x

x
∫ 








+
+

+
+

11
1ln

2 b. ∫ ⋅= dxxI 9cos . 

c. ∫ −= .
2

xdxeI x d. ∫
−

= .
10 2x

xdxI  

5-misol.   Integralni hisoblang:  

a) ∫ +
=

bax
dxI   b) ( ) .

1
2

2∫
−+

=
xx

dxI
 

 
3. Oʻzgaruvchilarni almashtirish usuli. Agar aniqmas integral jadval 

koʻrinishida  boʻlmasa u holda ba’zan oʻrniga qoʻyish usuliga murojat 
qilinadi. ( )∫ dxxf  ni topish kerak boʻlsa ( )tx ϕ= almashtirish bajariladi. 

( )tϕ funksiya uzluksiz, uzluksiz hosilaga ega va teskari funksiyasi 

mavjud. ( )dttdx ϕ′= boʻlgani uchun ( ) ( ) ( ) .)(∫∫ ′⋅= dtttfdxxf ϕϕ  Qanday 
qilib foydali almashtirishni olish mumkin degan savolga umumiy javob 
berish mumkin emas. Foydali almashtirishni topish mashqlar bilan 
oʻzlashtiriladi. Aniqmas integralda oʻzgaruvchilarni almashtirish usuliga 
qator misollar keltiramiz. 
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6-misol.  Integralni hisoblang: ∫ −
= .

3 xx
dxI  

Yechish.Ildiz ostidagi ifodalardan ozod boʻlish uchun 6tx = belgilashni 

kiritamiz. ( ) ( ) dttdtttddx ⋅=
′

== 566 6 ekanligidan 

∫∫∫∫ +
−
−

=
−
+−

=
−

=
−

=
1
16

1
116

1
66 333

23

5

t
tdt

t
t

t
dtt

tt
dttI  

( ) .1ln66321ln66321ln616
1

663232 Cxxxxtttttdttt
t
dt

+−+++=−+++=−+++=
−

+ ∫∫  

7-misol.  Integralni hisoblang: ∫
+

= .10 2

dx
x

xI  

 
Koʻrsatma: 222222 ,, axxaxa −+− koʻrinisdagi funksiyalarni 

integrallashda quyidagi belgilashlar kiritiladi:  
1) 22 xa −  funksiya uchraganda ,sin tax ⋅=  belgilanib 22 xa − =

ta cos⋅  topiladi. ( ).arcsin,cos axtdttadx =⋅⋅=  

Bunda .
22

, ππ
<<−<<− taxa  

2) 22 xa + koʻrinishdagi funksiyalar uchraganda x =atgt belgilanadi. 

Bundan 22 xa + = ( ) .
22

,,
cos

,
cos

1 2
22 ππ

<<−===+ t
a
xarctgtdt

t
adx

t
attga  

3) 22 ax − koʻrinishdagi funksiyalar uchraganda t
ax

cos
=

 
kabi belgilanadi. Bundan ,22 atgtax =− ,

cos
sin

2 dt
t
tadx =

.
22

,arccos ππ
<<−= t

x
at  

 

8-misol.  Integralni hisoblang: 
( )∫

−
= .

322 xa

dxI  

Yechish tax sin=  belgilashni kiritamiz. Bundan esa 
( )20cos π<<⋅= tdttadx  va 

( ) ( )∫ ∫∫∫ +==
⋅

=
−

⋅
=

−
= .

cos
1

cos
cos

sin

cos
222663

222322
C

a
tgt

t
dt

ata
dtta

taa

dtta

xa

dxI  
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Yuqoridagi belgilashga koʻra  

,,1cos,sin
22

222

xa
xtgt

a
xa

a
xt

a
xt

−
=

−
=






−==  boʻlib, integralning 

oxirgi koʻrinishi .
222

C
xaa

xI +
−

=  

         9-misol.  Integralni hisoblang:  

a. .4
4

2

dx
x

xI ∫
+

= b . ).3(
922

>
−

= ∫ x
xx
dxI  

c. ∫
+ x

x

e
dxe

1
.d. ∫ +

−
223

)31(
x
dxx .     

e ∫ +
+ dx

x
x

12
32 .    f ∫ −

+ dx
x
x

1
12

.  

 
g. ∫ − 52x

xdx .       h ∫ + 2)1(x
xdx    i ∫ + 6

2

1 x
dxx .  

j ∫
+12x

xdx .      k ∫
+ dx
x

xx ln .   l ∫
+ 287 x
dx .  

m ∫
− 257 x
dx  .     n ∫ + 32 2x

xdx .     o. ∫
− 44 xa

xdx .  

p. ∫ + 8

3

1 x
dxx .       q. ∫

−16

2

x
dxx .    r. dx

x
x

∫ − 21
arcsin .  

s. dx
x

xarctg
∫ + 24

2 .  t. ∫ +− xdxe x )1( 2

.   u. dx
x

e x

∫ 2

/1

.  

v. dx
x

x

∫
5

.    w. ∫ −1x

x

e
dxe .     x. ∫ x

dxxcos  .  

y. ∫ x
dxx)sin(lg .    z. ∫ 22cos x

xdx
 .    

 
4. Boʻlaklab integrallash.  Agar u(x) va v(x) – differensiallanuvchi 

funksiyalar boʻlsa, u holda ular koʻpaytmasining differensiali 
( ) .vduudvuvd +=  Bu ifodaning ikkala tomonini ibtegrallab 
( ) ∫∫∫∫∫ −=+= vduuvudvyokivduudvuvd  formulani olamiz. 
Boʻlaklab integrallash usuli har xil sinfdagi funksiyalar 

koʻpaytmalarini integrallashda foydalaniladi:  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∫ ∫

∫ ∫∫∫ ∫⋅

.ln,arccos

,arcsin,,sin,cos,

dxxxPdxxxP

dxxxPdxarctgxxPdxaxxPdxaxxPdxexP

nn

nnnn
x

n
α

 

Dastlabki uchta integralda u uchun ( )xPn  koʻphad qabul qilinadi, 
oxirgi toʻrtta integralda uchun esa mos ravishda arctgx,  arcsinx, arccosx,  
lnx lar qabul qilindi. Ba’zi hollarda boʻlaklab integrallash formulasini bir 
necha marta qoʻllash zarur boʻladi.  
 

10-misol. a. Integralni hisoblang: ∫ −⋅ .5 dxex x  

Yechish.u = x va dv = dxe x5−   deb olamiz, u holda 













−===

==
=

∫∫ −−−
−

xxx
x

edxevdxedv

dxduxu
dxxe 555

5

5
1,

,
= .

25
1

5
55 Cedxex xx +−− −−  

v ni topishda integrallash doimiysini har doim nolga teng deb hisoblash 
mumkin.  
b. ∫ dxarctgx c. ( )∫ ⋅+ dxxx cos12  

d. ∫ dxxe x βα cos .e. .1,ln −≠= ∫ ndxxxI n  

f. ∫ xdxx sin .                       
 

11-misol. Integrallarni hisoblang: 
a. ∫ xdxex cos .  b. ∫ xdxln .    c. ∫ − dxxx )1ln( .  
d. ∫ + xdxx 2cos)65( .  e. ∫ xarctgxdx .  j. ∫ dxxe x2  .  
h. ∫ xdxex sin   i. ∫ x

xdx
2sin

.   j. ∫ x
xdx

2cos
.  

 
5. Kvadrat uchhadni oʻz ichiga olgan ba’zi funksiyalarni 

integrallash.  Quyidagi integrallarni qaraymiz: 

∫ ∫∫ ∫
++

+
=

++
=

++
+

=
++

= .,,,
24232221 dx

cbxax
BAxI

cbxax
dxIdx

cbxax
BAxI

cbxax
dxI  

Bu integrallarni hisoblash uchun maxrajdagi uchhaddan toʻla kvadrat 
ajratamiz. 

( ),
442

22
2

2

2

2
222 mta

a
b

a
b

a
cx

a
bxa

a
cx

a
bxacbxax ±=








−+++=






 ++=++  
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bu yerda ,
2a
bxt += 2

2

2

4
m

a
b

a
c

±=− . 

 
12-misol. Integralni hisoblang .

544 21 ∫ ++
=

xx
dxI  

Yechish. Toʻla kvadrat koʻrinishga keltirib olamiz: 

( ) .,
2
1141

2
14

4
1

4
1

4
52

2
14544 2

2
22 dtdxxtbundatxxxxx =+=+=












+






 +=






 −++⋅⋅+=++  

Demak ∫ +
+

=+=
+

= .
2

12
4
1

4
1

14
1

21 CxarctgCarctgt
t

dtI  

 
13-misol. Integralni toping: 
a. .

232 22 ∫
−+

=
xx

dxI
b. ∫ +−

− .
1744

13
2 dx

xx
x  

 
 

Mavzu yuzasidan savollar 
1. Funksiyaning boshlangʻichi deb va aniqmas integral deb nimaga 

aytiladi? 
2. Aniqmas integralning asosiy xossalari. 
3. Funksiyani integrallashning asosiy usullarini sanab oʻting. 
4. Notoʻgʻri kasr qanday integrallanadi? 
5. Boʻlakalab integrallash formulasi. 
6. Qanday funksiyalarni integrallashda aniqmas koeffitsiyentlar 

usulidan foydalaniladi? 
7. Sodda trigonometrik funksiyalarni integrallash usullari. 
8. [a; b] kesmada f(x) funksiyani aniq integrallash deb nimaga 

aytiladi. 
9. Aniq integralning geometrik ma’nosini. 
10. Aniq integralning asosiy xossalari. 
11. Nyuton Leybnits formulasini keltirib chiqaring. 
12. Aniq integralni hisoblashning asosiy usullari. 
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