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SO*Z BOSHI

Aktuar matematika (sug‘urta matematikasi) fan sifatida XX
asr davomida shakllandi. Bu fanda sug‘urta faoliyati bilan bog‘lig
bo‘lgan masalalar ko‘riladi. Sug‘urta faoliyatining asosida ro‘y
berishini oldindan aytib berish mumkin bo‘lmagan baxtsiz
hodisalardan muhofazalanish, bu hodisalar keltirgan zararlarni
kamaytirish masalalari yotadi.

Birinchi sug‘urta kompaniyalari hozirgi davrdan taxminan 300
yil oldin tashkil etila boshlangan. Hozirgi davrda sug‘urta faoliyati
dunyo miqyosida katta sanoat ko‘rinishini oldi. O‘z navbatida,
sug‘urta faoliyati tasodifiy (baxtsiz) hodisalarni o‘rganish bilan
bog‘liq bo‘lgani uchun unda ehtimolliklar nazariyasi va matematik
statistika metodlari keng go‘llaniladi.

Bugungi kunda sug‘urtalash O‘zbekiston Respublikasida tez
sur’atlar bilan rivojlanayotgan sohalardan bo‘lib, sugurtalash
umumiy iqtisodiy xavfsizlikni va barqarorlikni ta’minlovchi asosiy
vositalardan biri hisoblanadi. Bundan tashqari, sug‘urta tadbir-
korlikni rivojlantirishni, ko‘plab tabiiy, texnik va boshga galtislik-
iardan samarali himoyalashni ta’minlaydi.

Respublikamizda bozor igtisodiyoti rivojlanishi sug‘urta bozo-
rini tez sur’atlar bilan o‘sishiga olib kelmoqda. Sug‘urta bozoridagi
sug'urta turlari ko'payib murakkablashmoqda. O‘zbekiston
sug*urta bozoridagi ijobiy o‘zgarishlar talablariga kerakli darajada
javob berishi uchun sug‘urtani boshqarish, undagi kadrlar
tayyorlash tizimini takomillashtirish va kapital shakllanishining
samarali tizimini yaratishni taqozo etmoqda.

Hozirgi kunda sug‘urta kompaniyasining o°z faoliyatini uzoq
vaqt samarali olib borishi uchun kompaniyaning kasodga uchrash
chtimolini baholay olish talab etiladi. Bu masalalar esa aktuar
hisoblar gatoriga kiradi. Aktuar hisoblarni sug‘urtalovchi va
sug‘urtalanuvch: ofrtasidagi o‘zaro munosabatlarni tartibga



soluvchi matematik va statistik qonuniyatlar sistemasi sifatida
tasavvur etish mumkin.

Taklif etilayotgan “Aktuar matematika” qo‘llanmasi mual-
lifning O*zbekiston Milliy universiteti “Ehtimolliklar nazariyasi va
matematik statistika™ kafedrasi magistrlari uchun 2014-yildan
boshlab o‘qib kelinayotgan “Aktuar matematika kursi” (ikki
semestr davomida) predmeti mavzulari, ma’ruza matnlari asosida
yozilgan. Kitobning mazmuni M.V.Lomonosov nomidagi Moskva
davlat universiteti Mexanika-matematika fakulteti talabalari uchun
1996-yildan boshlab o‘qilib kelinayotgan “Aktuar matematika”
kursi dasturiga mos keladi. Muallif Moskva davlat universiteti
“Ehtimolliklar  nazariyasi” kafedrasi mudiri akademik
A N.Shiryayev, “Matematik statistika” kafedrasi mudiri, professor,
V.Y Korolyev, AQSH Kaliforniya universiteti (San-Diego)
professori V.[.Rotarlar bilan ko‘p marta mulogotda bo‘lib,
kitobning qo‘lyozma variantini muhokama qilgan. Ularga muallif
chuqur minnatdorchilik izhor etadi.

Mazkur darslikning yuzaga kelishida, uning uchun zaruriy
adabiyotni to’plashda va tartiblab chiqishda fizika-matematika
fanlari nomzodi, dotsent T.A.Formanovaning xizmati behisobdir.
Bundan tashqari, u kitob qo’lyozmasining “oilaviy taqrizchi-
muharrir” vazifasini bajargan. Unga ham chuqur minnatdor-
chiligimni bildiraman.

Kitobni nashrga tayyorlashda O°zbekiston Fanlar akademiyasi
V.I.LRomanovskiy nomidagi Matematika institutining katta ilmiy
xodimiari J.B.Azimov, X.QJumaqulov va ilmiy xodimlar
S.0.Sharipov, A.A.Qo‘shmurodov faol ishtirok etdilar. Bu
xodimlarga muallif o‘zining minnatdorchiligini qayd etadi.



Har ganday risk sug‘urta
gilingan bo‘lishi kerak!
(AQSH Aktuariylar
Jamiyati shiori).

KIRISH

Broukgauz va Efronlarning mashhur ensiklopedik lug‘atida
(1901-yil) aktuar so‘zi registrator (hisobchi) vazifasini bajaruvchi
shaxs, qadimgi Rim tarixida esa, sud garorlarini qayd etuvchi kotib
sifatida talgin etiladi. Keyinrog bu so‘z bilan sug‘urta
kompaniyalarida matematik hisoblar bilan shug‘ullanadigan
xodimlar aytila boshlandi.

Sug‘urta faoliyati tarixini quyidagi 3 ta davrga bo‘lish mumkin:

1) deterministik davr — 1693-yilda Edmund Galley (uning nomi
bilan astronomiyadagi mashhur kometa atalgan) tomonidan
tuzilgan “o‘limlik jadvali”, Daniel Bernullining maksimal
foydalilik g*oyalari bilan bog‘liq;

2) stoxastik davr — aktuar hisoblarda Ehtimolliklar nazariyasi
metodlarini tatbiglari keng qo‘llanishi bilan bog‘liq (xususan,
markaziy limit teorema, katta sonlar qonuni, tasodifiy jarayonlar
nazariyasi clementlari). Bu davrda (1930-1980) erishilgan eng
ahamiyatli natijalardan biri — F.Lundberg va G.Kramer tomonidan
yaratilgan kollektiv risk nazariyasi hisoblanadi;

3) oxirgi uchinchi davr — o‘tgan XX asrning 80-yillaridan
boshlab, sug‘urta kompaniyalari faoliyati nazariyasida (aktuar
matematikada) zamonaviy martingallar nazariyasi, umumiy sto-
xastik hisob elementlari, matematik statistikadagi eng yangi natija-
lami va boshga matematik metodlarni qo‘llanishi bilan xarakter-
lanadi.

Hozirgi zamonda sug‘urta faoliyati yuridik va jismoniy
shaxslar uchun har ganday shakldagi mulklarni tabiiy ofatlardan



(tasodifiy baxtsiz hodisalardan) muhofaza qilishning universal
usuli hisoblanadi.
Har qanday sug‘urta facliyati strukturasini quyidagi

sug urtalovchi ' to'igviar
t ' ; N l
" premiyalar | sug 'urtalanwvchilar.

2 ta pul oqimi ko‘rinishida ifodalash mumkin:

- 1) sug‘urtalanuvchtlar to‘lovlari (premiyalar, sug‘urta badali,
sug‘urta polisi);

2) sug‘urta to‘lovlari (yoki sug‘urta shartnomasida qavd
qilingan talofatlarni goplash).

Demak, sug‘urta kompaniyasi baxtsiz hodisalardan (sug‘urta
hodisalaridan) muhofazalanuvchi shaxslar (sug‘urtalanuvchilar)
bilan yugoridagi 2 ta pul ogimini aniq ko‘rinishini belgilovchi
shartnomalar tuzadi, boshgacha aytganda, sug‘urta polislarini so-
tadi va sug‘urta hodisasi ro‘y berganda, shartnomada qayd qilingan
talofatlar uchun sug‘urta to‘lovlarini bajaradi. O°‘z navbatida,
sug‘urtalanuvchi yuridik vyoki jismoniy shaxs, shartnomada
ko‘rsatilgan sug‘urta badallarini (polislarni, mukofotlarni) to‘laydi.
Q‘z-o‘zidan tushuparliki, sug‘urta to‘lovlari, sug‘urta badalidan
{(premiyadan) ancha katta bo‘lgandagina (va faqat shu holdagina)
sug ‘urta shartnomalari tuziladi.

XX asming ikkinchi varmida, matematik statistika, jarayon-
larni boshqgarnish nazariyasi, o‘yinlar nazariyasi, matematik igtisod
fanlari asosida risklar nazariyasi deb ataluvchi yo‘nalish yuzaga
keldi va uning uchun risk tushunchasini ta’riflanmaydigan asosiy
{boshlang‘ich) tushuncha sifatida qabul qilinishi tobora aniq
ma’noga cga bo‘lib bormoqgda.

Aktuar matematika umumiy nuqtayi nazardan risklar
pazariyasining qismi deb garalishi mumkin. Lekin sug‘urta risk
holatlarini analizi bilan shug‘ullanuvchi aktuar matematika fani
o‘zining predmeti va unda go‘llaniladigan metodtari, ehtimolliklar
nazariyasi va matematik statistika uchun ham o‘ziga xos
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xususiyatlarga ega bo‘lganligi uchun uni mustaqil matematik fan
sifatida gabul gilishga olib keldi.

Risk tushunchasi aktuar matematikada turli xil ma’nolarga ega
bo‘lishi mumkin:

1) sug‘urtagalangan obyekt;

2) sug‘urtaga kirmagan mol-mulk gismi, ya'ni sug‘urta-
lanuvchi shaxsning riski;

3) talofatlarga olib keluvchi tasodifiy hodisalar, shuning uchun
ham ulardan sug‘urta orqali muhofazalanish kerak.

Keltirilgan izohlardan uchinchi, oxirgi izoh ta’riflanmaydigan
risk tushunchasiga ko‘proq mos keladi va u umumiy risklar
nazariyasiga asos bo‘lib xizmat qilishi mumkin. Bu nazariyada
ko‘proq konkret xarakterdagi jismoniy (tabiiy) risklar o‘rganiladi
va bu risklarning “manbaalari” tasodifiy ro‘y beradigan yer
qimirlashlari, igtisodiy ingirozlar, ob-havoning keskin o‘zgarishi
kabi kundalik hayotga ta’sirini o‘tkazadigan tabiiy jarayonlar
bo‘lishi mumkin.

Har ganday risk sug‘urtalanish kerakmi, degan savol o‘z-
o‘zidan yuzaga keladi. Yo*q, albatta, sug‘urtalash uchun quyidagi
shartlar bajarilishi kerak:

a) fagat kelgusida ro‘y berishi mumkin bo‘lgan “baxtsiz
hodisalarnigina™ sug‘urtalash mumkin. Yonib ketgan uy, shikast-
langan texnika vositasi sug*‘urta gilinmaydi;

b) talofat yetkazadigan va tasodifan ro‘y beradigan hodisa-
lardan sug‘urtalanish mumkin, ya'ni ro‘y berishi yoki ro‘y
bermasligi oldindan ma’lum bo‘lmagan “baxtsiz hodisalar”
sug‘urta etilishi mumkin (masalan, avtomobil o‘g‘irlash, yoki
piyodani bosib o‘tish, biror kasallikka uchrash va hokazo). Ro‘y
berishi muqarrar, lekin gachon ro‘y berishi noma’lum bo‘lgan
hodisalar ham sug‘urtalanuvchi hodisalar qatoriga kiradi (masalan,
sug‘urtalangan shaxsning o‘limi);

¢) “sug‘urta hodisalarining” ro‘y berishi sug‘urtalangan
shaxsga bog‘liq bo‘lmasligi kerak. Shuning uchun ham sug‘urta
kompaniyasi o*zini “bu bog‘liglikni” taftish giladigan ekspertlariga
ega bo‘lishi kerak. Bu ekspertlar bo‘lib o‘tgan yong‘inning “tashkil
etilganini”, yoki firma iqtisodiy inqgirozga uchraganda, uni
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tasdiqlovchi hujjatlar “yo‘q gilinganini” aniglay bilishlari kerak va
ularning xulosasiga asoslanib, sug‘urta kompaniyasi mos sug urta
to‘lovidan voz kechishi mumkin. Masalan, oxirgi paytda ko‘p
sug‘urta kompaniyalari hayot sug‘urta to*lovlarini, sug‘urialangan
shaxsning o‘limi, sug‘urta shartnomalari tuzilgan vagtdan kamida
bir yoki ikki yil keyin bo‘lib o‘tgandagina amalga oshirayotganiigi
kuzatilmoqda (chunki, hayot sug‘urtast shartnomasi uchun mijoz
jiddiy tibbiy nazoratdan o‘tishi kerak).

Sug‘urta qulinadigan riskning tasodifiy eckanligini hisobga
olgan holda, umuman, sug‘urta faoliyatini ikki xil turga ajratish
mumkin: hayot sug‘urtasi va hayot sug‘urtasi bo‘lmagan variantlar
(mos ravishda ingliz tilida ~ Life insurance va Non-life insurance,
boshqacharoq gilib, ba’zi hollarda, General insurance deb ataladi).
O¢zbek tilida Non-life insurance vaniantini mol-mulk sug ‘urtasi deb
atalisht qulayroq bo‘ladi, chunki bu ham hayot sug‘urtasi
bo‘lmagan sug*urta mohiyatiga mos keladi.

Matematika nuqtayi nazaridan hayot sug‘urtasi ancha sodda
hisoblanadi, chunki bu holda barcha tasodifiylik o‘lim hodisa-
larining ro‘y berish momentaridagina joylashgan bo‘ladi. Shuning
uchun ham tasodifiy hodisalarning ehtimolliklari va tasodifiy
miqdor o‘rta qiymatlari xossalarini bilish sug‘urta polislarining
(premiyalami) giymatlarini beigilash bilan bog‘liq masalalami
yechish uchun yetarli bo‘ladi.

Non-life (va’ni mol-mulk) sug‘urta varianti haqida so‘z
borganda, sug‘urta hodisasi tasodifiy bo‘lishidan tashqari, bu
hodisalarning ro‘y berish momentlari noma’lumn ¢kanligini ham
qayd etishga to‘g‘rt keladi. Demak, bu holda sug‘urta to‘loviari
tasodifiy miqdorlar bo‘lib qolmasdan, bu to‘loviami amalga
oshiradigan vaqt momentari ham tasodifiy jarayonmni tashkil gitadi.
Bulardan 1ashqari, bitta shartnoma polisi bo‘yicha bir necha marta
sug‘urta to‘lovlarini bajarilshini hisobga olinsa, sug‘urtaning bu
varianti ancha murakkab ekanhgi ayon bo‘lib qoladi.

Yugqorida aytib o‘tilgan fikriardan kelib chiqadiki, sug‘urtaning
mol-mulk (non-life) varianti bilan bog‘liq masalalami o‘rganishda
mukammal bo‘lgan matematik apparatlarga ehtiyoj yuzaga keladi
(ba’zi hollarda oson yechiladigan masalalar bilan bir gatorda).
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Yana bir marta sugurtaning bu ikki xil variantlari bir-biridan
nimalar bilan farq gilishiga e’tibor berib o‘tamiz. Birinchi holda
(hayot sug‘urtasi — life insurance) tuziladigan sug‘urta
shartnomalari uzoq muddatli bo‘ladi (masalan, umr oxirigacha
tuziladigan shartnomalar muddati 50 yildan kam emas). Aksincha,
mol-mulk (Non-life) sug‘urta variantida tuziladigan shartnomalar
harakati muddati asosan 1 yildan oshmaydi. Qisqa muddatga
tuziladigan life-sug‘urtalar analizi, Non-life sug*urta polislari bilan
deyarli bir xil bo*ladi.

Hayotiy sug‘urta uchun risk manbai mijozning o‘limi va
sug‘urta uchun tayinlangan foiz stavkasidan iborat. Mol-mulk
sug‘urta variantida esa sug‘urfa to'lovlari momentlari va ularning
miqdori risk manbasini tashkil etadi. Mol-mulk sug‘urta tizimida
ba’zi hollarda to'lov momentlari xos tasodifiy migdor (sug‘urta
hodisalari erta yoki kech albatta ro‘y beradi), boshga hollarda esa
bu tasodifiy migdor xosmas bo‘lishi mumkin (bu holda sug‘urta
hodisalari ro'y bermaslik ehtimolligi musbat). Hayot sug‘urtasida
to‘lov migdori deterministik migdor (sug*‘urta summasi — aniq son),
fagat gachon to‘lash kerakligi noma’lum bo‘ladi, xolos. Mol-mulk
sug‘urtasida esa (Non-life) to‘lovlar soni va ularning miqdori
tasodifiy migdorlar bo*ladi.

Yuqorida keltirilgan mulohazalarga asoslanib, Non-life (mol-
mulk) sug*urta tizimini o‘rganish bilan chegaralanib qolamiz.



WUINFS . L ke -k

- I boh, SUG‘URTA RISK MODELLARI:

Bu bobda aktuanylarga yaxshi tanish bo‘lgan sug‘urta
kompaniyasining berilgan vaqt davomidagl (kontrakt muddati)
natijaviy talofat risklarini umumiy ko‘rinishlari topiladi va ular
tagqoslash usullari orqalt tahlil etiladi. Bunda yetarli kichik vagt
davr (odatda 1 yil) oralig‘idagi sug‘urta faoliyati o‘rganilib, unga
inflatsiya va investitsiyadan kutilgan daromadlar hisobga olin-
maydi. Bundan tashqari sug*urta premiyalari (badallari) shartnoma
muddatining boshida to‘plangan deb hisoblanadi. Sug‘urtaning bu
modellari qisqa muddatli “bayot sug‘urtasida”, mulk, tibbiy va
“fugoralik mas’uliyat” sug*urta facliyatida ko*p uchraydi.

Chekli muddatdagi sug‘urta kontraktlarida yuzapga keladigan
umumiy {(natijaviy) talofatlarning taqsimotini o‘rganish va ularni
oldindan baholay bilish (prognoz), sug‘urta kompaniyasining aniq
qarorlar qabul qilishida, asosan, premiya wva rezerv Kapital
hajmlarini belgilashda muhim rol o*ynaydi.

S . 1.1.Risk va uni sug‘urtalash imkoniyatlari

Risk (risk-frans.) — aktuar matematikada asosiy tushuncha
hisoblanib, unga ta’rif berilmaydi. Ensiklopedik lug‘atlarning
ko“pchiligida bu so‘zga quyidagi talqinlar (interpretatsiyalar) kelti-
rilgan.

1. Sug‘urta faolivatida: sug‘urta qilinadigan xavf ba’zida
sug‘urta to*lovining hajmi 0°z navbatida o*lim xavfi bilan, yong‘in
va suv toshqinlan natijasida yuzaga keladigan talofatlar va boshqa
risk holatlari sug‘urta qilinadi. Sug‘urtalanuvshi shaxs sug‘urta
tashkilotiga (kompaniyasiga) sug‘urta qilinadigan risk uchun
sug‘urta mukofoti (badali} tolaydi.

2. Tadbirkorlik faoliyati bilan bog‘liq bo‘lgan tasodifiy zarar
miqdori, bozor konyunkturasida ro‘y beradigan narx o‘zgarishi
natijasida yuzaga keladigan talofat va boshqalar.
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3. Shaxsning psixologik xususiyatlari bilan bog‘liq hara-
katlari: tavakkal qilishlik, boshlangan ishning yaxshi (foydali)
natijalar keltirishiga ishonish, omadli bo‘lishga umidvorlik. Risk
bilan gilingan harakat — o‘zini tasodifiy (turg'un bo‘lmagan) va
xavfli jarayonlarda tekshirib ko‘rish, natijalari noaniq bo‘lgan
faoliyat bilan shug*ullanishdan qo‘rqmaslik va boshgalar.

Aytib o‘tilganlardan kelib chigadiki, risk tushunchasi turli xil
ma’noda ishlatiladi. Masalan, uni

a) sug‘urta obyekti;

b) sug‘urta shartnomasiga kiritilmagan mulkning gismi, ya’ni
sug ‘urtalanuvchi shaxs ushun risk bo‘lib goladigan mulk;

d) risk holatlarini ta’rifikatsiyalash masalalarida (ya'ni uni
katta, o‘rtacha, kichik deb baholashda) muhim bo‘lgan
xarakteristika;

¢) ro‘y berishi katta talofatlarga olib keluvchi hodisa deb
tushunish mumkin.

“Ofz-o'zidan har ganday riskni sug‘urta qilish kerakmi?” —
degan savol kelib chigishi tabiiy. Albatta, shart emas, uni (sugurta
qilish) amalga oshirish uchun quyidagi shartlar bajarilishi kerak:

1) fagat kelgusida ro‘y beradigan hodisalarni sug‘urtalash
mumkin. Masalan, yonib bo‘lgan uy yoki halokatga uchragan
samolyotni sug‘urtalab bo‘Imaydi;

2) sug“urta gilinadigan hodisa tasodifiy bo‘lishi kerak, ya'ni bu
hodisaning roy berishi yoki bermasligini oldindan bilib bo‘lmaydi
(masalan, avtomobil o°g‘irlash, pivoda kishini mashina urib ketishi,
shaxsning kasal bo‘lib qolishi hodisalari va boshqalar) yoki
bo‘Imasam, hodisaning ro‘y berishi mugarrar, lekin uning gachon
ro'y berishi ma’lum emas (sug‘urtalangan shaxsning o‘limi).

3) hodisaning ro‘y berishi sug‘urta shaxsining xohishiga
butunlay bog‘liq bo‘lmasligi kerak. Shu sababli sug‘urta
kompaniyalari maxsus ekspertlar yordamida ro‘y bergan sug‘urta
hodisasining maxsus tashkil gilinganligini tekshirish imkoniga ega
bo‘ladilar (masalan, firma binosida ro‘y bergan yong*in o‘t qo*yib
yuborish natijasi emasligini, qotillik natijasida ro"y bergan o*limni
suigasd ogibati bo‘lmaganligini).
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Sug‘urta turlari -~

Sug‘uria obyekti (manbayi) tasodifiy risk ekanligini hisobga
olgan holda hamma sug‘urtalash faoliyatini ikki xi! turga bo‘lish
mumkin: hayot sug‘urtasi, hayot bilan bog‘liq bo‘lmagan sug‘urta
va ularning ingliz tilida mos ravishda — Life Insuranse va Non-life
Insuranse deb atashadi.

Hayot sug‘urtasi matematikasi ma’lum ma’noda sodda
hisoblanadi, chunki undagi risk tasodifiyligi o‘lim voqeasining ro‘y
berish momentlarida mujassamlangan bo‘ladi. Shu munosabat
bilan qayd etish mumkinki, ehtimollik nazariyasining asosiy
tushunchalari bo‘lgan hodisaning ehtimolligt, tasodifiy migdor-
larning o‘rta qiymatlari bilan tanish bo‘lishlik hayot sug‘urtasi
matematikasining ko‘p masalalarini yechish uchun yetarli bo‘ladi.

Aksincha, hayot bilan bog‘liq bo‘lmagan (Non-life Insuranse)
sug‘urta matematikasida qo‘llaniladigan metodlar ancha jiddiy
xarakterda bo‘lib, ular variatsion hisob, optimal boshqarish,
chtimolliklar nazariyasining limit teoremalari, stoxastik eksiremal
muammolar bilan tanish bo‘lishni tagozo qiladi. Bu turdagi
sug‘urtalar har xi! ko‘nnishda bo‘lib, mol-mulklardan tashgari
gumanitar xarakterdagi fugarolami yuridik, meditsina sohalarida
risklardan ham himoyalash mas’uliyatini oladi. Masalan, iqtisodda
ular stabillik (turg‘unlik) holatini yuzaga keltirishga xizmat qiladi.

Non-life tipidagi sug‘urtalarning murakkabligi unda sug‘urta
manbayi bo‘lgan risklami yuzaga kelishi momentiari ham, ular
uchun to‘lov ham tasodifiy migdorlar bo‘lishi bilan bog* ligdir.

Matematika nugtayi nazaridan sug‘urta manbayi — risk
hodisalarining ro‘y berishi momentlari hayot-Life sug‘urtalash
ushun xos tasodifty miqdoriar ho‘ladi (chunki risk hodisasi (o°lim)
ertami yoki kechmi albatta ro‘y beradi). Non-life sug‘urtalar ushun
esa bu tasodifiy migdorlar xosmas bo‘ladi (chunki risk hodisasi
ro‘y bermasligi ham mumkin). Bundan tashqgar, Life Insuranse
turkumida ro‘y bergan risk hodisasining ogibatida ko‘rilgan zarar
uchun to‘lov (sug‘urta to‘lovi) tasodifiy bo‘lmasdan aniq bir (de-
terminilashtirilgan) summa bo‘ladi. Aksincha, Non-life Insuranse
sug‘uriasi wshun esa sug‘urta to‘loviari soni va hajmi tasodifiy
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migdorlar bo‘ladi, chunki bu sug‘urtalar uchun risk hodisalarining
ro‘y berishlari sonini va bo*ladigan zarar miqdorini oldindan aytib
bo‘lmaydi.

Aytib o‘tilganlardan tashqari bu ikki sug‘urta turi bir-biridan
facliyat olib borish prinsiplari bilan tubdan farq qiladi: Life
Insuranse holida — bu kapitallashtirish yoki boshqacha aytganda
jamlash prinsipi, Non-life Insuranse holida esa tagsimlash
prinsiplari ustuvor hisoblanadi. Birinchi holda berilgan kontrakt
bo‘yicha olingan sug‘urta badallari (mukofotlar) risk hodisasining
ro‘y berganiga gadar sug‘urta to‘lovini amalga oshirish uchun
yig'ilib boriladi. Ikkinchi holda esa (Non-life} birovdan olingan
sug‘urta badallari, risk hodisasi ro‘y berganda boshga mijozlarga
sug‘urta to‘lovlari sifatida tarqatilishi (tagsimlanishi) mumkin,
ya'ni boshqacha aytganda, yig'ilgan sug‘urta badallari qayta
taqsimlanadi. Qayd qilib o‘tilgan prinsiplar bu ikki turdagi
sug‘urtalar faoliyatini qonunlashtirish turlicha bo‘lishiga sabab
bo‘ladi. Ko'pgina mamlakatlarda, masalan, Fransiyada, bitta
kompaniya bir vaqtda Life va Non-life sug‘urtalari bilan
shug‘ullanishi mumkin emas (taqiq etilgan), chunki aks holda hayot
sug‘urtasi mijozlari manfaatlari suiiste’mol qilinib, ularning
sug‘urta badali pullari, mol-mulk sug‘urtasi bo‘yicha zaruriy
to‘lovlarni goplash uchun sarf etilib yuborilgan bo‘lar edi.

Keltirilgan sug urta turlari o‘zlarining risk manbalari bilan ham
tubdan farqli bo‘ladi. Life sug‘urtasi risk manbayi — bu mijoz
o‘limi va ustama to‘lov (protsennaya stavka), Non-life sug‘urtasi
uchun esa risk manbayi — bu zaruriy bo‘lgan sug‘urta to‘lovlari
yoki boshqacha aytganda, tuzilgan shartnomalar bo‘yicha talab
etilgan to‘lovlar jarayoni (claims prosess).

Sug‘urta faoliyatining asosiy prinsiplari

Yugorida keltirilgan fikrlar asosida sug‘urta faoliyatining
asosiy prinsiplarini bayon qilish mumkin.

. Sug‘urta kompaniyasi (sug‘urta giluvchi) mumkin qadar
ko‘proq kontraktlarga (shartnomalarga) ega bo‘lishi kerak. Biz
quyida bu tezisni ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistikada
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juda muhim bo‘igan katta sonlar qonuni orgali asoslashga harakat
gilamiz.

Eslatib o*tamizki, kuchaytirilgan katta sonlar gonuni bog*ligsiz
va bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
X Xy X yone uchun quyidagicha ifodalanadi: agar
EX, = EX,=..=EX o‘rta qiymat mavjud bo‘lsa, u holda

P(n“i){, - EX] =1
i=l

ya'ni X,,X,,...X ... tasodifiy miqdorlaming o‘rta qiymati n—» da
EX ga bir ehtimollik bilan yaginlashadi. Bunda » qganchalik katta
bo‘lsa, katta sonlar qonunidagi yaginlashish shuncha tez bo‘ladi.

Sug‘urta qiluvchi shaxs (kompaniya) muqtayi nazaridan EX
toza yoki netto-mukofot (inglizsha netto premium) sifatida gabul
qilinishi mumkin, Shu bilan bir qatorda yuklamali mukofot (yoki
EX + £ brutto-mukofot {inglizcha prime brutte) deb ataladi.

E’tibor qilish kerak bo‘ladiki, sug‘urta kompaniyasining
portfeli (tuzilgan kontraktiar soni) doim kamayib boradi — kontrakt
muddatlari tugab boradi, ba’zi kontraktlar muddatdan oldin bekor
qilinadi, ba’zi kontraktlar uchun asos bo‘lgan risklarga nisbatan
yo‘qolish trendi paydo bo‘ladi va hokazo.

Aytib o‘tilgan mulohazalardan kelib chiqadiki, sug‘urta
kompaniyasi “qayta ishlab chiqarish”, ya’ni yangi kontraktlar
tuzish bilan doimo shug‘ullanishi kerak bo‘ladi. Shu bilan bir
qatorda eslatib o‘tamizki, sug‘urta kompaniyasining faolivati
boshqga ixtiyoriy ishlab chiqarish korxonasi ish uslubidan keskin
farq giladi, chunki uning ushun “inversion ishlab shiqarish sikli”
xarakterli hisoblanadi. Bu degani sug‘urta kompaniyasi faoliyatida
“mahsulot” uchun to‘lov (mukofot), mahsulot ishlab chiqarishdan
oldin olinadi (risk hodisasi ro‘y berganga qadar). Odatda esa
“mahsulot” oldin ishlab chigiladi va unga baho beriladi, so*ngra esa
sotiladi.

2. Risklarni kompensatsiyalash (qoplash) ushun sug‘urta
portfeli bir jinsli, ya’ni risklarni ro‘y berish ehtimolliklari bir xil va
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* ular yetkazadigan zarar har xil bo‘lishi kerak. Demak, sug‘urta
kompaniyasi risklarni tanlab olishi (seleksiya o‘tkazishi) kerak.

e Aytib o‘tilgan tanlov asosida kompaniya ro‘y berishi deyarli
mugqarrar bo‘lgan risklarni sug‘urta gilishdan voz kechish kerak (ma-
salan, uy egasi ogohlantirish tizimini tuzmasdan oldin uyni o‘g‘irla-
nishi risk bo‘yicha sug‘urta etiimaydi). Life sug‘urta o‘tkazishdan
oldin mijozni tibbiy ko‘rikdan o¢tkazish zarur bo‘ladi, aks holda kom-
paniya tez orada katta sug‘urta to‘loviga uchrashiga to°g‘ri keladi.

o Ixtiyoriy risk ma’lum belgilarga asoslanib tuzilgan
ta’rifikatsiyalash gurublariga kiradi (masalan, yog‘ochdan va
g‘ishtdan qurilgan uylar turli guruhlarga tegishli bo‘ladi. Bunda
yog‘och uylar yong‘indan sug‘urtalash, g‘ishtli uylarga nisbatan
ancha qimmat bo‘lishi kerak. Xuddi shuningdek, qon bosimi yuqori
bo‘lgan shaxslaming sug‘urtasi, sog‘lom odamlar sug‘urtasidan
. qimmat qgilib tayinlanishi tabiry).

Aytib o‘tilganlardan kelib chiqadiki, 1- va 2-prinsiplar sug*urta
kompantyasining portfeliga garama-qarshi talablar qo*yiladi.

3. Shartnomalar shunday tuzilishi kerakki, hamma risklar bir
vagtda ro‘y berishi kuzatilmasin. Aks holda kichik hajmdagi
to‘loviarni qoplash muammolari ham yuzaga kelishi mumkin
(masalan, bir regiondagi hamma xofjaliklami do® ldan sug‘urta
qilish magsadga muvofiq emas).

4. Haddan tashqari katta risklarni sug‘urta qilish kerak emas,
chunki bitta sug‘urta hodisasi ro‘y berganda ham, to‘plangan
sug‘urta badallarining hammasini sarflab yuborish zanuriyati
yuzaga kelishi mumkin (masalan, juda baland ko‘p qavvatli uylarni
sug‘urtalashga harakat qilish kerak emas).

Shunday qilib, 3 va 4-prinsiplar sug‘urta portfelini oshirishni
cheklab qo‘yadi. Lekin amalda sug‘urta kompaniyalari katta riskli
shartnomalarni boshga kompaniyalar bilan. sheriklik asosida
tuzishga harakat qilishi mumkin.

- 1.2. Individual risk modeli
Sug‘urta faoliyatining asosiy gismi bo‘lgan moliyaviy risklarni

tahlil qgilish, sug‘urianming individual risk modelini o‘rganishdan
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boshlanadi. Lekin keyingi o'n yilliklar davomida bu risk
variantining yangidan-yangi modifikatsivalari yuzaga keldi va ular
haqgida quyidagi punktlarda so‘z boradi.

1.2.1. Klassik variant

Faraz gilamizki, sug‘urta kompaniyasining portfelida » ta
kontrakt (shartnoma) bo‘lib, uning har biridan sug‘urta hodisalari
ro'y berganda to‘lov talabi tushishi mumkin bo‘lsin. Bunda
kontraktlar (risklar) o‘zaro bog‘ligsiz bo‘lib, ularning bir xil
bo‘lishi shart bo‘Imasin. Agar ¥,(i=1) i-nchi kontrakt bo‘yicha
to‘lanishi kerak bo‘lgan mablag® miqdori bo‘lsa, ularni o‘zaro
bog*ligsiz manfiy bo‘lmagan tasodifiy migdorlar {umuman, turli
xilda tagsimlangan) deb tushunish mumkin. Hodisa {¥,=0} ning
ro‘y berishi, i-nchi kontrakt bo‘yicha sug‘urta birligi davomida
hech qanday to‘lov talabi tushmaganligini bildiradi.

Hodisa (¥,>0} ning indikatorini 7/, orqali belgilaylik
(1,= 1, (@)} . Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

q,=P(¥,>0), F(x)=P(¥, <x),
G(x)=q,'[F(x)-(1-¢)]. x20,i=1n.

Endi o‘zaro bog‘ligsiz va G, tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy
miqdorlar u larni ko‘ramiz va ularni /lardan bog‘ligsiz deb
hisoblaymiz. Aytilganlardan kelib chigadiki,

Py, =0)=0,¥,=Lu, i=Tn.

Boshqacha aytganda, - bu i -nchi kontrakt bo‘yicha umumiy
to'lovlar migdori (bunda hech bo‘lmaganda, i-nchi kontrakt
bo‘yicha bitta to‘lov talabi bor deb hisoblanadi).

Agar sug‘urta davomida har bir kontrakt bo'yicha bittadan
to'lov talabi tushadi deb hisoblansa,

N*= Z I

yig‘indi tushgan to‘lov talablari soni bo‘ladi. Bu holat “hayot
sug‘urtasida” xarakterli boladi. Haqiqatan ham, agar ¢, deb, j-
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nchi sug‘urtalangan shaxsning o‘lim ehtimolligim belgilasak, unga
mos keluvchi sug‘urta to‘lovi 5, bo‘lsa, tasodifiy miqdor ¥
quyidagi
P(v,<b)=q, P(V,=0)=1-q,
ehtimolliklar bilan faqat ikkita giymatlar qabul giladi.
Sug‘urta portfelidagi hamma » ta kontraktlar bo‘yicha
vig“indi talofat migdori individual model uchun

5= Z}: >
ya’'ni har bir ayrim to‘lovlar yig‘indisiga teng bo‘ladi.
Tasodifiy migdorlar {¥,../,] o‘zaro bog'ligsiz deb
hisoblangani uchun

ESy = ZEV,. s =ZDV,.

tagsimot funksiya
Fr(x)=P(S5 <x)= F,=F*.sF,
[l

formula bilan topiladi.
Umuman, manfiy bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar tagsimotlarini
tahlil etishda,
Li(u)y=Ee™, uz0
Laplas almashtirishidan foydalanish qulay bo‘ladi. Bunda
bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar yig*indisining Laplas almashtirishi

Lr(u]=nl.,’(u). (1)

L (x)=1~q,+q1, («)
o’rinli bo‘lishini hisobga olsak, (1) tenglikni

L_‘__(uj=n(l-—q} +q,£ﬂ'(ul) (2)

ko‘rinishda yozish mumkin.

Quyidagi tenglik
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(2) formulada differensiallash amalini bajarib, s tasodifiy
migdorning hamma tartibdagi momentlarini hisoblash mumkin
bo‘ladi. Hagigatan ham, manfiy bo‘lmagan tasodifiy miqdoming
(P{Xx 20)=1) Laplas almashtirishi

Lo(uy=Ee™ = J.e““de(x), uz0
bo'lib, undan £X* <w bo‘lganda
E0@)=(-1) [eedry(x), k21"

L]
formula kelib chigadi. Demak, oxirgidan
EXt = (-1 LP(©)
tenglikni hosil gilamiz,

Aytib o'tilganlami Gamma-tagsimot misolida namoyish qilib
o‘tamiz. Eslatib o‘tamizki, tasodifiy miqdor X parametrlan i>0 va
e >0 bo‘lgan Gamma-tagsimotga ega deyiladi, agar uning zichlik
funksiyasi

=gy x0 s O

formula bilan aniglansa. Bu yerda T
()= I‘H‘a& a>0 |

Eylerning klassik Gamma-ﬁmksiyasi. Eslatib o‘tamizki,
Ta)=(a-1jT(a-1)
tenglik o‘rinli bo‘lib, undan & ning butun qiymatlari uchun sodda
T{a)=(a-1}!
formula kelib chiqadi. Har qanday x>0 bo‘lganda p(x)20 bo‘igani
uchun

T
Cetd
AL L,

;].p(x)dt = i“(l_aj c;“(o:u:)_l e d(Ax)=

e ™ du =1,

1
r(a) .
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Demak, (3) formula bilan aniglangan p(x) funksiyani gandaydir
manfiy bo‘lmagan tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi deb
qabul gilish mumkin ekan.

Umumiy holda X ning tagsimot funksivasi £ (x)=F.(x) ni
elementar funksiyalar orqali ifoda etib bo* Imaydl Shuning uchun
ham tagsimot funksiyasi

X

F (x)= {p(w)du

maxsus funksiyalar sinfiga tegishli bo°ladi. Lekin parametr « butun
son bo‘lganda, F,(x) funksiya oson hisoblanishi mumkin (bu holda
F,(xy maxsus funksiva bo‘lmaydi). Haqiqatan ham, bu holda
bo‘laklab integrallash formulasini qo‘llab quyidagi rekurrent
tengliklarga ega bo‘lamiz:

| ’1.' 1 _~dw ‘2'0_ =1 ~ 4
F = -] - u o
" (%) Il"(a!)u e “du= Il'(a) de”

=_—P—|"H e ™ ;+ ' A e Vdy™ =
() r(e) B

_ Aa—lxa—l i }J rr 1“4
T or(a) _'F(a -1y .

@), .

a]( ) I_( ) “_|(I) (a—I)!e .

Demnk, biz butun o >0 uchun :
. : (Ax)ﬂ 1
F(x)=F_(x)- (a 1),

rekurrent formulani hosil qilamiz va undan F(x)=t-<* bo‘lishini

hisobga olib
= — -dr ( ) ( )a K
Fix}=1-e [l+lx+ ( l)?

ot a-] dﬂ =

aniq ko‘rinishdagi tagsimotga kelamiz.
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Tagsimot 7, (x) ning o r!a qiymati

I.\p(.r)(h (e } Ax%e ‘“tﬁ'-—-r( ) .l“"d(e )—

l w-l_a h. 1 -] a=l —dx
PSR | i -
F[a‘, x%e L‘P”").‘. ax” e Tdx
4]

-

i o e ol iy &
= i‘@"j'i j.r{ X e {i"-- 2 .
Shunga o*xshash ravishda

ol = DX =VarX = %

tenglikni isbotlaymiz va undan o‘rta kvadratik og'ish

=yVarX = ~‘£—a.

variatsiya koefTitsiyenti

CV(X -—J--
(X) T

ekanligi kelib chigadi.

(4)

Parameir « ning giymatiga bog‘liq holda variatsiya koef-

fitsiyenti {0,=) oraligda ixtiyoriy o‘zgarishga ega bo‘lishi mumkin.

Gamma taqsimotning o‘rta qiymati va dispersivasi X tasodifiy

wis)= I “plx)de = J.e --——-.r"' Yy =

migdorning Laplas almashtirishi yordamida ham hisoblanishi
mumkin:



Endi

a-l
(s 5 (24
EX =9 {0)=2{1+2 .
—'(0) A{+3] ! 2
: a+l - a(a+1
}';"1 T_¢10}=E%!—l-(l+‘i-) ‘ =__(_j_:.._.-l‘

DRt SEtY & 8
A A A

Izoh berib o‘tamizki, Gamma-taqsimot sug‘urta to‘lovlari
ma’lum bir giymat atrofida gruppalashib, katta bo‘lmagan to‘lovlar
kichik ehtimolliklarga ega bo‘lgan holatlarni yaxshi modellash-
tiradi.

Umuman, Aktuar matematikada Gamma-tagsimot muhim rol
o‘ynaydi, chunki u bir qator o°zaro bog‘lig bo‘lmagan masalalarda
yuzaga keladi. Masalan,

X Xy X,
tasodifiy migdorlar o‘zaro bog‘ligsiz bo‘lib, o‘rta giymati 0,
dispersiyasi 1 bo‘lgan normal tagsimotga ega bo‘lsin. Matematik
statistikada, bu tasodifiy miqdorlarni kvadratlari yig‘indisidan
tashkil topgan  y*=x7+..+X] statistika, nazariy va amaliy
tadgiqotlarda juda ko‘p go‘llaniladi. Tasodifiy migdor * ham

parametrlari & = % 4=0.5 bo‘lgan r[;,m}— tagsimotga ega bo‘ladi.

Individual risk modelida i-nchi kontraktlar bo‘yicha
to‘lovlamni belgilaydigan tasodifiy migdor ¥ lar o‘zaro bog‘ligsiz
bo'lib, T'{a,4)-tagsimotga ega bo isin, ya'ni zichlik funksiyasi
4
ra)”

Yuqoridagi (1) va (2) formulalardan foydalanib, sug‘urta
portfelidagi hamma » ta kontratlar bo*yicha vig‘indi talofat s

;I'I{x)= h! x> 0

ning tagsimoti I'{Za‘. 4} bolishligini isbot etish mumkin.

r=]
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1.2. Markaziy limit teorema va uning 5™ yig‘indi
taqsimotiga tatbiqiari

Ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistikaning ko‘p
masalalag va ularning amaliyotdagt tatbiglari tasodifiy miqdorlar
yig‘indisining tagsimotini tahlil etish bilan bog‘liq bo‘ladi. O‘z
navbatida, bu masalalarni yechish jarayonlari hozirgi zamon
ehtimollikiar nazartyasining juda muhim bo‘igan “Tasodifty
miqgdorlami qo‘shish nazariyasi” bo‘limini tashkil giladi. Biz bu
sohaga tegishli va yig'indi risk s~ tagsimotini approksimat-
siyalashda tatbiq etiladigan natijalardan bir nechtasini keltiramiz.

Ta’rif 1. Tasodifty migdoriar ketma-ketligi

XX, X, ..

uchun markaziy limit teorema o‘rinli deyiladi, agar shunday
{4}, {8..8, >0} sonlar ketma-ketligi mavjud bo‘lib,

supIP[s”;A' <x)—d)(x)]->0, N

Iimit munosabatlar o‘rinli bo‘lsa. Bu yerda
S, =X +..+X,, 0x)= 7"]9‘/""

. Ko*p hollarda bu ketma-ketliklar 4 =25, #2~0s, tengliklar
orqah aniglanadi.

Markaziy limit teoremaning umumiy xarakterdagi va
amaliyotda ko'p qo‘laniladigan variantlaridan biri quyidagicha
Lindeberg teoremasi hisoblanadi.

Teorema 1. Tasodifiy migdorlar ketma-ketligi,

K Kpsn K. (1)
o‘zaro bog‘ligsiz bo‘lib, o= px,<w (i=Lu)shartiar bajarilsin, Agar
har ganday 2-¢ uchun »»>=da

L=y | (-EX)dr, (>0 (2)
£ e

limit munosabatiar bajariisa, u holda (1) ketma-ketlik uchun
markaziy limit tecrema o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda

B DX +.+X)=Y 0},
Farl
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Teorema 1dagi (2) shart £, (c)»0.ve>0,n»» Lindeberg sharti
deyiladi.

Eslatib o‘tamizki, (x_»>ntasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
cheksiz kichiklik shartini ganoatlantiradi, deyiladi, agar har qanday
£>0 uchun

him max P(x |z8,)=0.
Klassik Chebishev tengsizligidan oson ko*rinadiki, «, <= (= 1.n)
bo‘lgan holda bu cheksiz kichiklik shartini

—maxo, -0 (3)

Teorema 2. Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun markaziy
limit teorema (CLT) o‘rinli bo‘lishi va (3) cheksiz kichiklik sharti
bajarilishi uchun, (2) Lindeberg sharti bajarilishi zarur va yetarli
bo‘ladi.

Teorema 2 chtimolliklar mnazariyasida Lindeberg-Feller
teoremasi deb ataladi, uni quyidagi gisqa logik sxema,

(CLT) & 3)¢>(2) 4)
ko‘rinishida yozish mumkin.

Markaziy limit teorema uchun juda muhim bo‘lgan (2)
Lindeberg shartining amalda bajarilishini tekshirish oson masala
bo‘lmaydi. Shuning uchun ham CLT o‘rinli bo‘lishini tekshirish
osonroq bo‘ladigan yetarli (lekin zaruriy bo‘lmagan) shartlarni
topish diggatga sazovor bo‘ladigan masalalar qatoriga kiradi.
Quyida biz aytib o'tilgan fikrlarni tasdiglaydigan A.Lyapunov
teoremasini keltiramiz. Oldin quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

‘ 3
v, =E\X|.i=12, .n, r,—.:._,=:$‘—.

Ifoda ¢ ehtimolliklar nazariyasida “Lyapunov kasri” nomi
bilan yaxshi ma’lum.

Teorema 3 (A.Lvapunov). Agar » »=da

b0 (5)
limit munosabat o°rinli bo*lsa, (x_ > 1) ketma-ketlik uchun CLT
bajariladi.
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Teorema 3ning isboti oson va uni quyidagi satrlarda keltiramiz.
Buning uchun esa (5) shart bajarilganda, teorema 2ning o‘rinli
bo‘lishini ko‘rsatish yetarli bo‘ladi (bu yerda izoh berib o‘tish
joizki, z, belgilash kiritilganda hamma x tasodifiy migdorlarni
o‘rta giymatlari £x,-0 deb hisoblangan va bu faraz umumiylikni
chegaralamaydi ). Hagiqatan ham, teorema 2dagi '

J!h(s}-:B_"i I x‘dF,‘(x)Ls"BfE': f b dFy (x)= _
o ipes, 2 ppes, -

=g d-'-——"‘;?, =51,

Demak, (5) shart bajanlganda har qanday e>ouchun
L {8) 0, gy,
1sbot enigan markaziy limit teoremaning (CLT) konkret
tatbiqlarida qoldiq had
AF®) =SI?‘P[-§1~: x]—¢(x j

ifodaning nolga intilish tartibi muhim rol o*ynaydi va o(F,.¢ining
Oga yagqinlashish tezligi, (4) munosabatga asosan, “Lyapunov
kasri” r, bifan xarakterlanadi.

Hozirgi zamon chtimolliklar pazariyasida CLTdagi qoldig had
o(£,#)mng baholariga tegishli muammotar mashhur Berri-Esseen
teoremasida hal etilgan.

Teorema 4 (Berri Esseen). Har ganday 21 uchun
p(F.O)<d, ©
bu yerda c-absolyut son va qo*shiluvchi tasodifiy miqdorlar v larni
tagsimotlariga bog‘lig bo‘lmaydi.
Teorema 4dagi (6) tengsizlik Berri-Esseen nomi bifan ataladi
va uni bir xil tagsimlangan x, (i=is) tasodifiy migdoriar uchun

PlED)se L M

ko‘rinishida yozish mumkin. Bu verda nxt c -absolyut son,
ot =EX*, g, = x|

Berri-Esseerming  (6),(7) tengsizliklaridan kelib chigadiki,
ularni konkret masalalari yechishda qo*llash uchun absolyut son
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¢, uchun aniq va universal baholarga ega bo*lish kerak. Bu sonning
eng minimal (kichik) giymatini topish masalasiga o‘z paytida
A.N.Kolmogorov  (1903-1987) ham katta e’tibor bergan. 1953-

vilda u konstanta o, .—.~—é= bo‘lishi kerak degan gipotezani ilgari

surgan. Bu gipoteza asosti, chunki binomial tagsimot uchun klassik
Muavr-Laplas teoremasiga asosan c, > 3;3- baho o*rinli.

Lekin AN .Kolmogorovning ¢, = ?:‘.; tenglik o' rinliligi hagidagi
gipatezasi oxirigacha aniq bo*lib chigmadi. 1956-yilda K.F.Esseen
bu gipotezadan fargli bo‘lgan masalani yechish jarayonida (7)
tengsizlikdagi o°zgarmas ,

e =123§3-:7;;+ 0.0107...=0.4097...
sondan kichik bo‘la olmasligini isbotladi.

Berri-Esseenning (7) tengsizligiga asoslangan holda o‘zgarmas
sonl)

C =mp1imsupp(ﬁ;.¢)§
CLTdagi asimptotik to‘g'ri konstanta deb hisoblanishi

mumkin, chunki u
plF.@)< (;%-4» o(gl-]. ">
n n

asimptotik munosabatni ta’min etuvchi eng kichik musbat son
bo‘ladi. K.G.Esseen c -c, tenglik to‘g'ri bo‘lishini isbotladi.
Konstanta <. ning fa’rifidagi supremum ikki giymatli Bernulli
tagsimotlar sinfida erishiladi.
Aytib o‘tilganlardan asimptotik to*g'ri konstanta ¢. Berri-Es-

seen tengsizlikdagi <, uchun quyi chegara bo‘lar ekan (¢, 2. =¢, ).

1) Bu yerda supremum

(F; [xdF(x)=0,0" = fxdF,p,= [ dF <)

F tagsimotiar sinfi bo"yicha hisoblanadi.

Berry-Esseen tengsizligidagi yaginlashish tezligi /e tartib
optimal ekanligi klassik Muavr-Laplas teoremasidan kelib chiqadi.
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Umumiy holda bu fakt quyidagi Esseen teoremasida ham o'z
tasdig‘ini topadi.
Teorema 5. O‘zaro bog'ligsiz va bir xil tagsimlangan

X, X,....x,... tasodifiy migdorlar uchun

"

EX, =0, E’(f =0, ]H‘df"(x}-:m
bo'lib, tagsimot (x)=2(X, <x) “panjarasimon” bo‘lmasin. U holda

: = x4-_.,_.§‘__ -yt 'JK,'O. ]_
F (x)=®(x)+ w'Zxrr‘Tn[l x )t {T;)
bu yerda «, - ]x'df'(x).

Eslatib o'tamizki, r tasodifiy miqdor “panjarasimon
bo‘lmagan” deyiladi, agar uning giymatlarini biror arifmetik
progressiya

A= favkh acR A>0 k=_ 101}
ko‘rinishida yozish mumkin bo‘ilmasa. Demak, #(x)tagsimot
“panjarasimon bo‘lmagan” deyiladi, agar unga mos keluvchi
chtimollik tagsimoti 7(-) uchun #(4)=1 tenglik o‘rinli bo‘lmasa
(P.{4,)<1). Markaziy limit teoremaga tegishli bo‘lgan teorema 1-Slar
[14] kitobda to‘la isbotlari bilan keltirilgan.

Izoh. Monografiya [1] muallifiarining guvohliklari bo‘yicha
Berri-Esseen teoremasidagi ¢ <05152 baho 2006-2011-yillar
davomida isbot etilgan. Demak, ¢ konstantaning aniglik tartibi 0.1
ga teng (c,uchun quyi chegara ¢, ni yuqori chegaradan farqi 0.1).

Endi CLTga oid keltirilgan teoremalar sug‘urta individual risk
modelidagi vig‘indi risk s~ ning tagsimotini approksimatsiyalash
masalalari tatbiglariga o‘tamiz. Eslatib o*tamizki,

= il-', iiu:, .

Faraz gilamiz,

A i (8)



bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar uchun £y, 0¥ (/=1x)lar mavjud
bo‘lib, (8) ketma-ketlik Lindeberg shartini ganoatlantiradi, ya’ni
n-—nuda

B [ (x-EX) k() >0
4 5T,

bu yerda # - Y o¥,. U holda teorema 1ga asosan, » »=da

(s~ $av }

=< X > ®(x)=— ]-e.:"'l'lcﬂl_
o & !

Demak, bu holda £~ (x)=r(s™ <x) tagsimot uchun

P

x~£EV,

(s} @) e
Y o,

normal approksimatsiya (yaqinlashishi) qo‘llanilishi mumkin.
Agar (8) ketma-ketlikdagi tasodifiy migdorlar uchun », = ¢l
momentlar mavjud bo‘lsa, n—»= da

-3 EY,

suplF (x)- @ e |- 0(2,).
. ryers

Bu natija teorema 3dan kelib chigadi.
Endi

i’

@.(0)= @) (1)
belgilashni kiritamiz. Bu yerda
a, = EV), a* = DV,.
Agar (8) ketma-ketlikdagi tasodifiy migdorlar bog‘ligsiz
bo‘lib, ularning umumiy tagsimoti
Fy, (x)= PV, <x)=F(x)
“panjarasimon” bo‘lmasin. Bundan tashqari,

Iixl' dF(.‘I’) <

moment mavjud bo‘lsa, u holt‘ia nsoda

27



w2y o

Keltirilgan oxirgi limit munosabat teorema 5 ning xulosasi
bo‘ladi. Agar (8) ketma-ketlikdagi tasodifiy migdorlarning umumiy
tagsimoti #(x) “panjarasimon’ bo‘lsa, approksimatsiya funksiyasi
@,(x)ni ko‘rinishida “panjara xarakteristikasi »ga™ bog‘lig bo‘lgan
go‘shimcha had yuzaga keladi va (9) limit munosabat o°rinli bo*lib
golaveradi.

1.3. Risk holatlarining miqdoriy xarakteristikalari
1.3.1. Individual risk tagsimoti

Faraz qilaylik, X tasodifiy migdor (risk) sug‘urta hodisasi ro’y
berganda, sug‘urta kompaniyasining shartnoma asosida to*laydigan
to*lov migdorini (hajmini) ifoda gilsin. Odatda X tasodifiy migdor
uzluksiz tagsimotga ega deb hisoblanadi. Hagigatan ham, meditsina
sug‘urtasida (shaxsning davolanish bilan bog'lig xarajatlar), mol-
mulk sugurtasida (sug‘urtalangan shaxsning mol-mulkiga
yetkazilgan zaramni qoplash) fuqarolik mas’uliyati sugurtasida
(boshga bir shaxs tomonidan yetkazilgan zarar, yuridik va sud
jarayonlari bilan bogliq xarajatlar) tasodifiy migdor X ning
giymati sifatida {0,) oraligdagi ixtiyoriy sonni olish mumkin.
Aynigsa, sugurta badalini bir valutadan boshqasiga o‘tkazishdagi
hisob-kitob jarayonlarida tasodifiy migdor X ning tagsimotini
uziuksiz deb hisoblash kerakligi ayon bo‘lib golad;.

Quyida biz sug‘urta holatlarida ko*p uchraydigan va o*ziga xos
ma’noda standart variantdagi bir qator uzluksiz tagsimotlarni
keltiramiz va ulardan murakkab bo‘lgan tagsimotlami paydo
gilishning bir nechta usullarini keltiramiz (musbat songa
ko*paytirish, ya'ni masshtab almashtirishi, darajaga ko‘tarish,
cksponenta olish, parametr bo‘yicha o‘rtalashtirish “qgorishma”
tagsimotlar va boshqalar).

Tasodifiy migdor X ning tagsimot funksiyasini va zichlik
funksiyasini mos ravishda £,.{() va £, () deb belgilaylik. Quyida
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keltirilgan normal tagsimotdan boshga hamma tagsimotlar uchun

x>0, ya'ni F.(0)=0 deb hisoblaymiz va belgilashlami

soddalashtirish uchun indeksdagi X belgisini tushirib qoldiramiz.
1) To‘la bo‘lmagan gamma-tagsimot

v letdu, a>0x>0

Gla.x)=

1
I(e) ;
bu yerda

INa)= |«""e"du.

Agar a=n butun musbat son bo‘lsa, (ne{l,2,..}),

(;(n,x).—_u-Z-f?e (1)

Oxirgi tenglik (1)ni induksiya metodidan foydalanib isbot
etamiz. Buning uchun uni quyidagi ko‘rinishda yozamiz
G(ﬂ,.r)=l—-—— "le*du=1-G(nx).

r() .
O*z-0*zidan ko‘rinadiki, x>0 bo‘lganda

Glha)= feau=e.

Demak, n=1 bo‘lganda (1) formula o‘rinli ¢kan. Endi faraz
gilamiz, »=N bo‘lganda

N-1
xl

r(a.) k!

o‘rinli bo‘lsin. Bu holda bo‘laklab mtcgrallash yordamida n=nN+1
uchun

G(nx)=

S¥sipe I(Nn) (Vs l)_"hhd""

_"N ~x ! ! N-l_-w =¥ X . 7 ar x x
S et dna $he @
x 40
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tenglikni yoza olamiz. Bu yerda Eyler integrali (=) uchun
[{e+l)=al{a), a>0
formuladan foydalanildi. Natijada (2) tenglikdan (1) formulaning
to*g‘ri ekanligini hosil gilamiz.
1)} To‘la bo‘lmagan beta-funksiya
B(a,ﬁ,x):%% 0 w " 1- u]’s" du, fz >0, f>0,0<x<l.
~ 2) Standart normal taqsimot

D(x} TJ. du, —w<x<m.
3) Parametrlari o va o° >0 bo‘lgan normai tagsimot

o 0=o{ )

formula bilan aniqlanadi.
4) [o] oraliqdagi tekis tagsimot. Uning taqnﬁ\i«t ﬁmks:ym
0, x<0,
U{x)=1x, 0<x<1,
L, x>1.

5) O‘rta qiymati 1 bo‘lgan ko‘rsatkichli (cksponensml)
tagsimot. Uning tagsimot funksiyasi G(lx). Yuqoridagi (1)
formulaga ko‘ra

Fe(x)=G(Lx}=1-¢7, f(x)=e=",x>0.

Endi berilgan tagsimot #(x) ni “parametrlash” usuli bilan unga
mos bo‘lgan tagsimot funksiyalari sinfini tuzish masalasiga -
o‘tamiz.

Ta’rif 1. Taqsimotiar sinfi masshtab-invariant deyiladi, agar X
tasodifiy miqdorning tagsimoti bilan birga ¥r=cx tasodifiy
migdorning taqsimoti har ganday ¢>¢ uchun shu sinfga tegishli
bo‘lsa.

Ta’rif 2. Masshtab-invariant sinf uchun # masshtab parametri
deyiladi, agar ¥=cx tasodifty migdor uchun faqgat ¢ parametr g
ga almashtitilib, gqolgan hamma parametrfari X tasodifiy

30



migdoming ¢tadan boshqa hamma parametrlari bilan ustma-ust
tushsa.

Aktuar  matematikada  go‘llaniladigan  tagsimotlarning
ko*pehiligi masshtab-invariant sinf tashkil giladi. Bu sinfga tegishli
tagsimotlar uchun inflatsiya jarayonlarini hisobga olish oson
bo‘ladi, agar inflatsiva hamma to‘lovlar diapazonlari bo*yicha tekis
targalgan bo‘lsa. Masshtab-invariant parametrlar mavjud
bo‘lganda, bo‘lg‘usi inflatsiya jarayonlarini modellashtirish
imkoniyati yuzaga keladi.

Tasodifiy migdorni biror musbat songa ko®paytirish yangi
tagsimotlar hosil gilishning usullaridan biri hisoblanadi.

Lemma 1. Agar ¥ =0x(6>0)) bo‘lsa,

F(x)=F(x/8), f,(x)=6"f (x/6).x>0.

Keltirilgan birinchi tenglikni isboti bevosita tagsimot
funksiyasining ta’rifidan kelib chigadi. Haqiqatan ham,

F(x)=P(Y <x)=P(0X <x)=P(X <x/0)=F,(x/6).

Zichlik funksiyasi uchun esa

Ha)=5 (=515
tengliklar o*rinli.

Natija. Lemma |dagi parametr & masshtab parametri boladi.

Keltirilgan lemma lning yordamida parametri 1/ ga teng
bo‘lgan ko*rsatkichli tagsimotlar

(¥ ~exp(1/0)}
sinfini hosil gilish mumkin:
¥=0X, 050, X ~exp(l), F(x)=1-¢", f(x)=86 e,

Oson ishonch hosil gilish mumkinki, £¥=¢ tenglik o‘rinli
bo‘ladi.

Aytib o'tilganlarga o*xshash holda ikki parametrli I'=I'(a,6 ')~
gamma tagsimotni kiritamiz. Musbat « parametrga bog‘liq gamma
tagsimot G(a,x) zichlik funksiyasi

xﬂ 1£ 3

f(x.u) o —riu)—, a>0
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orqgali aniglanadi. Agar X tasodifiy migdor G{a,r) tagsimotga ega
bo‘lsa, ¥=0x tasodifiy migdor #' masshtab parametriga ega
bo‘fgan ikki parametrli 1{z.0"') gamma-tagsimot bilan
tagsimlanadi. Bu tagsimotning tagsimot funksiyasi va zchlik
funksiyasi mos ravishda
; , 16)" e

F(x)=G(a,x/8), _f(x.a.& ]:L%gg—
formulalar orqali aniglanadi (x> 0).

Endi (0,1) oraligda aniglangan standart betta tagsimoiga
masshtab parametri ¢ni kiritsak, uch parametrli 8{2.f.6".x) betta
tagsimotni olamiz. Uning tagsimot va zichlik funksiyalari mos
ravishda

F(x)= B{a.B.x/0),
: :M(il"( _1]’ 1
f[.r,a,ﬁ,_& ) HaT(O\G 1-3| o 0<x<0
funksiyalardan iborat bo‘ladi. Bu tagsimotning massasi (0,6)
oraligda joylashgan bo‘ladi.
Endi aktuar matematika modellarida juda ko‘p uchraydigan
quyidagi uzluksiz tipda bo‘lgan tagsimotni keltiramiz.

Pareto tagsimoti. Tasodifiy migdor ¥ parametrfari 1>0 va
a>¢ bo'lgan Pareto tagsimotiga ega deyiladi, agar uning zichlik
funksiyasi

o Z asl
== —1 ,0<x<+o
p(x) .Z(Ahr] ¥

formula bilan aniglansa.
Funksiva p(x)20 bo‘lgani uchun

o257

tenglikdan p(x)ni  chtimollik tagsimoti zichlik funksiyasi
bo‘lishligi kelib chigadi. Pareto tagsimotiga ega bo'lgan ¥
tasodifiy migdomning o°rta qiymati
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Ex::ﬁlhﬂ(ﬂ)dx: ].(E%]u{h:(,z;;].n.-;ﬂ[=a.i] )

Shunday qilib. Pareto tagsimoti faqat « >1 bo‘lganligida o*rta
giymatga ega bo‘ladi. Shunga o*xshash ikkinchi tartibli moment
uchun quyidagiga ega bolamiz:

£X1=2]x{!-:‘-'(x))fft-—-.‘!]x[iix]‘dr:_;il]xd(;';x).“ -

ael i " a a+l
’ 22 x{l+x} _ 22 A+I] &
—a +1 A —a +1 A
0

22 2 (,z+x]“": 247

a-1 -a+2\ 4 :(_6;__'_)(;__25.
Oxirgidan
W AY_ _ Wa
DX =VarX (a~1)a-2) [a-l) (a—‘)z(a_z)

bo‘ladi. Demak, Pareto tagsimoti parametr «>2 bo‘lganidagina
dispersiyaga ega bo‘lar ekan. Bu holda o*rta kvadratik og*ish

a,z\}VwX=—j— £ 5
a-i1Ya-2
variatsiya koeffitsiyenti esa
s 16 § Tl siRs 3 & S
(X)=Cpmtn f—r

ya'ni Pareto tagsimotining vanatsiya koeffitsiyenti ¢, >2 bo‘ladi.
Pareto tagsimoti uchun ¥ riskning katta giymatlarini ro‘y
berish ehtimolliklari 17 (x) (Pareto tagsimotining “qoldig‘i”) x
bo’yicha kamayishi (x— =) eksponensial ko‘rinishda bo‘Imasdan,
darajali tartibda bo‘ladi. Boshqacha aytganda, Pareto tagsimotiga
katta risklaming ko‘proq ro‘y berishi mos keladi. Masalan, X
riskning orta giymat £t dan 10 marta katta bolishi ehtimolligi

P(X >10EX)= __%_2__ :(“_“_‘] -
2410 ok

a-1]
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Xususan, bu ehtitnollik « =3 bo‘lganda ¢-10™ ga teng. Shu bilan
bir vaqtda, eksponensial tagsimot uchun bu ehtimollik 4.5-107
bo“lib, utar bir-biridan 107 tartibda farg qiladi.

1.3.2. Yangi taqsimotlarni yuzaga keltiradigan amallar

Agar X tasodifiy miqdor, g(-) to‘g‘ri chiziq Rdagi Borel
funksiyast bo‘lsa, superpozitsiya
Y=g{X)=goX ey
almashtirishi X tasodifiy miqdorning tagsimoti F,ga nisbatan
yangi bo‘lgan F,,, tagsimotlarni yuzaga keltiradi.

Aktuar matematikada (1) formulani qo‘llab hosil gilingan
tagsimotlar ko'p qo‘llaniladi. (Masalan, optimal stavka tarif
sistemalarini tanlashda X tasodifiy miqdor tagsimoti £, dan yangi
Fxy taqsimotga o*tish foydali va qulay hisoblanadi). Quyida biz (1}
ko*rinishdagi konkret almashtirishlar natijasida yuzaga keladigan

_tagsimotlarni keltiramiz.
1. Darajaga ko‘tarish amali yuzaga keltiradigan ehtirnollik
tagsimotlari.
Lemma 1. Agar ¥ = X" bo‘lsa, r>0 bo‘lganda
R{x)= Fx(x'), Hix)= rx"'fx(x'), x>Q,
_ Aksincha, » <0 bo‘lganda
Fo(x)=1-Fo(x), f (x)=r"f (x). x>0.

. Bu lemmaning isboti

F?(x)=P(Y<x)=p{Xm <x)={P(X <x’), r>Q,

P(Xlzx’), F<0
tenglikdan kelib chiqadi.

Ta’rif 1. Agar r>0 bo‘lsa, ¥ tasodifiy migdor tagsimoti
almashtirilgan, r=-1 bo‘lganda teskari, r <0 (r#-1) gqiymatlarida
teskari almashtirilgan deyiladi.

Izoh L. Ko‘p hollarda teskari almashtirilgan tagsimot parametri
rni musbat son deb garash magsadga muvofig bo‘ladi. Shuning
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uchun r<0 bo‘lgandagi F,(x)=1-F,(x") formuladagi rni -r bilan
almashtirib, quyidagi

Ex=1-Fx") fo=m""f (")
formulalarni hosil gilamiz. (Bunda, albatta, x>0 deb hisoblash
kerak bo*ladi).

Izoh 2. Agar almashtirilgan tagsimotga parametr kiritish kerak
bo‘lsa, bu holda ¥ =#x" tasodifiy migdorni ko‘rish kerak bo*ladi.
Masalan, shu usul yordamida yana bitta bir parametrli — teskari
eksponensial tagsimotlar

Fix)=F(x)=¢*",
=10 =%, x>0

sinfini tashkil gilish mumkin. Bu holda almashtiriladigan
(bazaviy) tagsimot sifatida parametri 1ga teng bo‘lgan

F(x)=1-¢*, x>0

eksponensial tagsimot olinadi. Aytib o‘tilganlarga o‘xshash
ravishda quyidagi ikki parametrii tagsimotlar sinfini hosil gilamiz:

1) Veybull tagsimoti

r Aoy
F(x)=l—cxp[~(xte)' ] f(x):i{’ﬁ}f—,
2) teskari Veybull tagsimoti

. Aoy
F(x)= exp[—(m x)’]. f(ﬂ:ﬂ&)xe_

3) teskari Gamma tagsimot

2

(9’{ x)"e &y
xI‘(aT_°
Bu formulajiami hammasida x>0 deb hisoblash kerak bo‘ladi.
Shunday gqilib, biz bir parametrli tagsimotlar sinfiga asoslanib,

ikki parametrli shu tipdagi tagsimotlar sinfini kiritish usulini
namoyish qilib o*tdik. Xuddi shunga o‘xshash zaruriyat yuzaga
kelganda, uch parametrli, tort parametrli tagsimotlar sinfini tashkil
qilish mumkin,

2. Funksiya y=¢* orqali yangi tagsimotlar hosil gilish.

F(x)=1-G(a,8/ x), f(x)=
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Lemma 2. Tasodifiy migdor y=¢' ning tagsimoti X ning
tagsimot funksiyasi 7, orqgali quyidagicha ifodalanadi:
Fxy=Fy(nx), f,(xy=x"f,(Inx), x>0.
Bu lemmaning isboti
Fy(x)=P(y <x)=Ple" <x)=P(X <lnx), x>0
tengliklardan kelib chigadi.

Eksponensial funksiyaga o‘tish orgali yaxshi ma’lum va
parametrlari {g,0’) bo‘lgan lognormal tagsimotni hosil gilish
mumkin. Hagigatan ham, X tasodifiy migdor parametriari {u.0")
(#<R,0>0) juftlikdan iborat normal tagsimotga ega bo'lsin, ya'ni

X ~N(p,0%), Fy(x)= q:[ J‘”"‘) T;J' g,

Agar ¥ =¢" deb belgilasak, x>0 bo‘lganda
Fy(x)y=P(Y <x)=P(e" <x)=P(¥ <Inx)= F,(lnx)= q’(lnx .u]
¥ =
Bundan

£(0)= Ex(x)= _.T.,_m.,[ ez n)] [ ['mx;y]]'_

3.Qayta sug‘urtalash bilan bog‘liq masalalarda quyidagi
Benktander tagsimoti muhim rol o*ynaydi. Ular odatdagi tagsimot
yoki zichlik funksiyalari orqali emas, balki shartli matematik
kutilma

r(x)=E(X -x/ X >x)
orqali aniglanadi.
Bunda ¥ tasodifiy miqdor uchun E|X|<x shart bajarilishi talab
gilinadi. Oson ko‘rinadiki, F(x) va r(x) orasida bir giymatli moslik
mavjud, chunki

I{u x)dF{u) J‘udF(n] - x(1- F(x))

)= =

1-Fix) 1-F(x)
_ E(X. X > x)- x(1- F(x))
- 1-Fix) '
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Aksincha,
E(X,X>x)
rix)+x
O°quvchiga sharti matematik kutilma E(Y/B), (P(B)>0
bo‘lganda) ta’rifini eslatib o‘tamiz: agar E|X|<«~ mavjud bo*lsa, har
ganday 4e# uchun

1- F(x}=

. E(X.B)
AX, A= |xdp= \xI1 dP, E(X/B)y=—="""_ P(B)>0.
HX}IJPI,&()P{B){
A [¥]

Bektander 7 (8I) tagsimoti uchun
r(x)=x(a+2bInx)", x>0.
Bektander n(Biry tagsimoti uchun

1-&
X

()= , x>0,
a

E’tibor berib o‘tamizki, oxirigidan 5=1 bo‘lganda,
eksponensial tagsimotni, 4=0 bo‘lganda esa bir parametrni Pareto
tagsimotini hosil gilamiz.

Bu punktda keltirilgan tagsimotlar va aktuar matematikada
ko'p go‘llaniladigan tagsimotlar bilan almashtirish, teskari
tagsimotlarga o‘tish usullari hagida [1].(2].(4].[6] adabiyotlarda
yetarli ma’lumotlar keltirilgan.

4. Berilgan parametrik ko‘rinishda bo‘lgan tagsimotlardan
yangi tagsimotlar hosil gilish usullaridan biri ~bu parametrni taso-
difiylashtirish yoki randomizatsiya hisoblanadi. Bu usul sug‘urta
portfelini bir jinsli emasligini va oldinda yuzaga keladigan inflatsi-
yaning noaniqglik darajasini hisobga olish imkoniyatini beradi.

Hagiqatan ham, faraz qilamizki, X tasodifiy migdoming
zichlik funksivasi f,(x.0) biror parametr ¢ ga bog‘lig bo*lsin. Buni
sug‘urta faoliyatida har bir kontrakt 4 parametr bilan
xarakterlanadi deb tushunish mumkin. Oz navbatida, # ni biror
tasodifiy migdor ¢-6(w) ni kuzatilgan giymati deb gabul gilish
mumkin. Agar ¢ fiksirlangan bo‘lsa, sug‘urta to'lovi X tasodifiy
migdorning zichlik funksiyasi f,(x,#) bo‘ladi. Parametr ¢dan uning
tasodifiy varianti #ga o'tish tasodifiylashtirish (randomizatsiva)
deb ataladi va dning tagsimotini (zichlik funksiyasini) sug‘urta

37



portfelining struktura funksiyasi deb qabul gilinadi. Agar struktura
funksiyasi (@ tasodifiy miqdor tagsimoti) «(#) zichlik funksiyasiga
ega bo‘lsa, sug‘urta to‘lovi X riskning zichlik funksiyasi

Sy (x)=Ef(x.0)= J. fo(x.8)u(@)do (2)

formula bilan aniglanadi. O‘z navbatida, f,(x) zichlik funksiyasi
£+(x,0) tagsimotdagi parametr @ni randomizatsiyalash usuli bilan
hosil gilingan yangi tagsimot deb tushunaladi.

Misol sifatida

Plk,A)= iL-e'*, k=0,12,..

parametri 4 bo‘lgan Puasson taqsimotini ko‘raylik. Agar bunda 4
ni (0,») oraligda qiymatlar gabul qiladigan i =Ai() tasodifiy
migdor deb tushunsak va 1 ning tagsimoti w(2) zichlik
funksiyasiga ega bo‘lsa, (2) formulaga asosan X riskning tagsimati

w gk
Py(k)=P(X =k)= Bp(k,A)= j%e“u(z)da, k=012.. (3)
o &

formula bilan aniglanadi va uni Puasson tagsimotining
randomizatsivasi deb ataladi.

Agar o) zichlik funksiyasi parametrlari («,f) bo*lgan

A expl— 4/ 4)
u[.l) = ———ﬁj—[‘(‘;’——-", A>0

e, p)- gamma funksiya bo‘lsa, (3) formulaga asosan b, (k)

manfiy — binomial NB(a,f) tagsimot
a i
P(X =k) =r—{“i"l[—l—] f—’i—) , k=0,1,..
T{a)k! 1+ 8) (148

yuzaga keladi. Demak, parametri 4> 0 bo*lgan Puasson tagsimotini
randomizatsiyalash orgali unga umuman o*xshash bo‘lmagan yangi
manfiy binomial ¥8(e, 8) tagsimotni hosil gilish mumkin ekan.

Tasodifiy migdor Xning sharti bo'lmagan tagsimotiga
sug urta portfelidan tavakkaliga tanlangan risk mos keladi. Bunday
interpretatsiya ishonchlilik nazariyasining (credibility theory)
asosini tashkil qiladi. Boshgacha interpretatsiya ¢ masshtab
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parametri bo‘lganda yuzaga kelishi mumkin. Aytilganlarni
quyidagi misolda izohlab o‘tamiz.

Tasodifiy miqdor X ning masshtab almashtirish (parametri)
¥=cxni ko‘ramiz va parametr ¢ni Xga bog'liq bo‘lmagan
tasodifiy migdor deb gabul gilamiz. Agar € tasodifiy migdorning
zichlik funksiyasi /.() bo‘lsa, f,(x) tagsimotni (2) integral
ko‘rinishda yozish mumkin ekanligini isbotlaymiz.

Bu holda Ne(0,») parametrni randomizatsiyalash, Cni (0,=)
oraligda zichlik funksiyasi f.(c) bo‘lgan ¢=«w) tasodifiy migdor
deb hisoblash kerakligini anglatadi. O‘z-o‘zidan ravshanki, ¥ =cx
deb olsak.

Fy(x)=P(CX <:x)=P[X<—::]=FX[E‘J.

Bundan

6 . (x x)1
Endi (2) formulani qo*llasak,
T x) 1
f,(x)= !f,(E)-Eﬁ.(c)dc
tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda (2) formuladagi zichlik funksivasi
u(c)= f.(c). Endi EC=EC =1 bo‘lsa,
DY = D{CX)= DX
ekanligini ko‘rsataylik. Hagiqatan ham, c=C(w) va X tasodifiy
miqdorlarni  bog‘ligsiz  ekanligidan foydalanib  quyidagi
munosabatlarni yozish mumkin:
DY = D(CX)=E(CXY —(BCX Y = EC*X? - (ECEX)’ =
= EC'EX? —(EXY 2 EX? - (EX) = DX .

Bu yerda 1=(£C) < EC* tengsizlikdan foydalanildi.

Keltirilgan misollar tahlili “randomizatsiyalash” amalini
umumiy holda kiritish mumkin ekanligini ko‘rsatadi. Aytaylik, x
riskning tagsimoti #,(x) qo‘shimcha parametr ¢ga bog‘lig bo‘lsin
va parametrning #=y ma’lum giymatida bu bog‘liglik F(x,y)
ko‘rinishida yozilsin. Endi ¢ parametrni ¢ =#(w) tasodifiy migdor
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deb hisoblab, uning tagsimot funksiyva uchun G(y)-r{#<y)
belgilashni gabul gilaylik. Bu holda X riskning shartsiz tagsimoti
F(x)=P{X <x)= T F{x.y)dGly)= EF (x,0). 4

O*z-0zidan tushunarli boladiki, yuqgoridagi (2) formula (4)
tenglikning xususiy holi bo‘ladi.

“Randomizatsiya” amali sug‘urta portfelining bir turli (bir
jinsli) emasligini hisobga oladigan yangi tagsimotlami yuzaga
kelishi imkonini beradi va bu tagsimotlar kuzatilgan statistik
ma’lumotlarni yuqori darajadagi aniglik bilan ifoda etadi.

Bu punkti quyidagi misolning tahlili bilan yakunlaymiz.
Aytaylik, X riskning tagsimoti parametri ¢ bo‘lgan eksponensial
tagsimot bo‘lib, uning qiymati shartnomadan shartnomaga
o°zgarsin va bu o‘zgarish parametrlari 2 va « bo‘lgan I'(4,a) —
gamma tagsimotga bo‘ysunsin, ya'ni ¢ parametrni tagsimoti I'(Z,a)
bo*lgan tasodifiy migdor deb tushunamiz. Demak,

F(x.0)=P(X <x), f(x,0)=F] (x,6),
F(x.8)=0e . G(y,4 a)-P[ﬂ(m)cy)

g =G, (»Aa), g»= e )y"' 4, y>0,

“Randomizatsiya” amalini qo‘llash natijasida yuzaga kelgan
tagsimotning zichlik funksiyasi (2)yva(4) fonnulalarga asosan

ﬂx)=;fﬂ F('—},V" "d.'l’—'r(—'if ey

Oxirgi integralda » = (x ¥ Ay a]mash‘unshm bajarsak,

/=)= I‘(rzx -ui)" I" o !“(aXx A)'
Agar bu yerda I'(« +1)= e () tenglikdan foydalansak,

a ,l wl
s )P___A)' T (t-lv-l)
tenglikni hosil gilamiz. Oxirgi formula 7{x) parametriari « va

4 bo‘lgan Pareto tagsimotining zichlik funksiyasi ekanligini
anglatadi. Demak, Pareto tagsimotini parametri I'(i,«)- gamma

a+1).
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tagsimotga ega bo‘lgan eksponensial tagsimot deb tushunish
mumkin ekan.

1.3.3. Foydalilik funksiyasi

Umuman, tasodifiy miqdorlar (risklar) to*plamida to‘laroq
bo®lgan tartiblash kiritish uchun oldingi paragrafdagi (2) taqqoslash
munosabatining o‘ng tomonini o‘zgartirishga to*g*ri keladi. Bunda
foydalilik funksiyvasi tushunchasi muhim rol o‘ynaydi. Bu
tushuncha Aktuar matematika bilan bir qatorda, o‘yinlar
nazariyasida, matematik igtisodda, optimal boshqarish va qaroriar
gabul qilish nazariyasida ko‘p gqo‘llaniladi (Fon Neyman,
Morgenshtern (1970), De Groot (1974), Fishbern (1978) va
boshqalar). Masalan, Aktuar matematikada sug‘urta kompaniyasi
yoki mijoz ma’lum risk holatida o‘zlari uchun ozmi-ko‘pmi
qulayroq bo‘lgan shartnomalar tuzishda qabul gilingan foydalilik
funksiyasiga (utility functions) asoslanadilar.

Foydalilik tushunchasi risk holatlami analiz qilish jarayonida
yuzaga keladi. Agar tasodifiy bo‘lmagan x daromadga ¢/(x) soni
mos qo‘yilgan bo‘lib, U(-)ni Kramer ta’biri bilan aytganda, x
daromadga ega bo‘lgan individuumning (shaxs) bu daromaddan
“goniqarli bo*lishining”™ yoki bu daromadning “foydalilik™ migdori
deb tushunilsa, v/(-)ni daromadlar to‘plami (x.y...}da aniglangan
foydalilik funksiyasi sifatida qabul gilish mumkin. Masalan.

U(x)=ax+b, a>0 (1)
chizigli funksiya, “foydalilik” daromadga nisbatan proporsional
ravishda o‘zgarishini anglatadi. Agar bunda «=1, 5=0 bo‘lsa,
oldingi paragrafdagi (2) formuladagi tasodifiy risklar x va v larni
taqqoslash usuliga kelamiz.

Faraz qgilaylik, sug‘urta kompaniyasi mijozi o*zining tasodifiy
risklarini foydalilik funksiyasi ¢/(x)ga nisbatan
X <¥ < EU(X)<EU(Y) (2)
qgoida bilan tartiblab chiggan bo‘lsin, ya'ni v daromad x
daromadga nisbatan “ustuvorroq™ bo‘ladi, agar uning foydalilik
o‘rta giymati £0(r). x daromadning foydalilik o*rta qiymati #v(x)
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dan kichik bo‘lmasa. Bu yerda < belgi oldingidek “shu holda va
fagat shu holda™ iborasini belgilaydi.

Agar P(x=x)=p(r=y)=1 deb hisoblasak, (2) munosabatga
asosan

XsYex<yes EU(X)s BU(Y) e U(x)<U(y)
teng kuchlilik munosabatlari sistemasiga ega bo‘lamiz va ulardan
(x<y)e=U(x)sU(y)
ckanligi kelib chiqadi. Demak, foydalilik funksiyasi ©()uchun
tabiiy ravishda kamaymovchi bo‘Imaslik shartini ganoatlantirishini
olamiz.
Oxirgi mulohazalardan
X0Y e EU{X)=EU(Y)

ekvivalentlik (teng kuchlilik) munosabati o‘rinli bo*lishligi kelib
chigadi. Tasodifiy miqdor x va v lar risk sifatida manfiy bo‘lmagan
giymatlarni gabul qilishi shart emasligidan foydalilik funksiyasi
v (ymanfiy ishorali bo‘lishi ham mumkinligini qayd etamiz.

Tushunarli bo‘ladiki, zu(x) miqdor kutilayotgan (kutish
mumkin bo‘lgan) foydalilik deb atash mumkin va

EU(X)= [U(x)aF, (x), F,(x)=P(X <x)

formula tagsimot funksiyalari sinfida chizigli funksionalni ifoda
etadi. Shuning uchun (2) munosabat bilan aniglanadigan tasodifiy
migdor x va ¥ lar uchun “ustuvorlik™ ni chiziqli foydalilik tartibi
nomi bilan atash mumkin.

Umuman, aktuar matematikada chizigli foydalilik tartibi
tasodifiy risk holatlarini taqqoslash masalalarida keng go‘llaniladi.
Lekin aktuariy faolivat bilan shug‘ullanadigan mutaxassislar
ko‘pehiligining fikrlari bo‘yicha chizigli foydalilik nazariyasiga
asoslangan sug‘urta modellari bir gator kamchiliklarga ham ega
bo‘ladi. Bu modellar universal ma’noda ba’zi  sug‘urta-risk
holatlarini to‘la analiz qilish imkonini bermaydi. Masalan,
psixologiya sohasidagi tadgiqotlarda uchraydigan risk holatlarining
ko*pehiligi, chizigli foydalilik modellari orqali ifoda etilmaydi.

Quyida biz bunday risk holatlari mavjudligini isbotlaydigan
misol keltiramiz.
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Tasodifiy migdor x va v lar daromad ma’nosida uchta bir xil

% >x, > x Qiymatlarni mos ravishda

(popip). ptptp =1 p 2005123
(9.9:.0,). ¢ +9:+9,=1, g,20, i=123
ehtimolliklar bilan gabul qilsin. Misolni yechishga kirishishdan
oldin fovdalilik funksiyasi ©()ning bir giymatli aniglangan
bo‘Imasligi xossasiga e'tibor gilamiz: agar v(x) foydalilik
funksiyasi bo*lsa, bu funksiyaning chiziqli kombinatsiyasi
V{ix)=al(x)+b,a>0,be R, (4)
ham foydalilik funksiyasi bo'ladi. Hagiqatan ham,
EU(X)< EU(Y)
tengsizlikdan
EV(X)=aEU(X)+b<aEU(Y)+b=EV(Y)
baho o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Demak, (2) munosabatga asosan
X <Y EV(X)sEV(Y), (5)
ya'ni (2) va (5) munosabatlar teng kuchli bo‘lar ekan (yoki (4)
formula bilan v (x) ni foydalilik funksiyasi deb hisoblash mumkin).

Aytilganlardan kelib chigadiki, foydalilik funksiyasi chizigli
almashtirish aniqligida ta’riflanadi.

Umuman aytganda, foydalilik har doim daromad xga nisbatan
proporsional ravishda o‘zgaradi deb bo‘lmaydi. Masalan, million
dollarga ega bo*lgan shaxsning 1 dollar yutgandagi uning yutugdan
“qonigish darajasi” bor-yo*g‘i 1 dollarga ega bo‘lgan shaxsning 1
dollar vyutishidagi “qoniqish darajasi"dan keskin farq giladi.
Masalan, foydalilik orttirmasi, daromad x ning absolyut giymatiga
emas, uning nisbiy o°zgarishiga proporsional bo‘lsa, ya'ni

du (x) :k%’
formula o°rinli bo‘Isa, foydalilik funksiyasi
U(x)=klogx + const
tenglikni qanoatlantiradi.
Yugorida keltirilgan misolda foydalilik funksiyasi v/(x)=logx
deb gabul gilinsa, hech qanday qarama-qarshilik yuzaga kelmaydi.
Bu holda
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EU(X)-thZI.-z!.—'-ZlUgZ.

Yugoridagi (4) va (5) munosabatlami hisobga olgan holda,
foydalilik funksiyasini kamaymovehi emasligidan foydalanib,
ko*rilayotgan misol uchun umumiylikni chegaralamasdan

U{x)=1 v U(x)=0

tengliklar o‘rinli deb hisoblash mumkin. Demak, ©(x)foydalilik
funksiyasi uning bitta qiymati v(x,)bilan aniglanadi. Bu sonni
y=U(x,)deb belgilasak, » (01) oraligdagi son bo°lib, u
P=(r.01-7) w (0,,0)=0 chtimolliklar tagsimotlarini teng kuchliligini
ta’min etadigan yagona son bo‘ladi. Bu esa quyidagi tengliklardan
kelib chigadi. Hagigatan ham,

EU(X)=EU(X)=U(x)p+U(g)p+U(x,)p, =1-y 4 p-040.(0-p) =y

EU(YY= EQ(X)=U(x)q +U(x)g +U(x,)q,=1-0+7-140-0-7)=y ’
ya'ni

EU(X)=EU(X)=EU(Y)=EU(Y)

tengliklar orinli bo‘ladi.

p va ¢ echtimolliklar tagsimotlari teng kuchli ekanligiga
quyidagicha izoh berish mumkin. Lotoreya o‘yinida x, yutugni »
chtimollik bilan, x, yutugni i-, ehtimollik bilan ta’min etadigan
lotoreya bileti, x, yutuqgni, albatta, ta’min etadigan boshqa lotoreya
bileti bilan teng kuchli bo‘ladi.

Foydalilik funksiyasining ta’rifiga asoslanib quyidagini yozish
mumkin:

X>¥ s U(X)-U()=(p-a)+r(p-0)20.

Oxirgi tengsizlikdan ko‘rinadiki, ¥ va r tasodifiy miqdorlar
orasidagi “ustuvorlik” munosabati fagat » g, p, -¢ ayirmalarga
bog‘lig bo‘ladi, xolos. Masalan, fagat foydalilik funksiyasining
mavjudligi

{03 0.5, 0.6)-(0.2; 0.3, 05), (0.5 0.4;0.6)~(0.4,06; b) (6)

“ustuvorlik” munosabatlarining teng kuchli ekanligini

isbotlaydi. Bu holda
UX)-U(¥)=(p-a)+r(p-g)=01(1-2).



Oxirgidan ko‘rinadiki, r<1/2 yoki y>1/2 bo‘lganda mos ra-
vishda x> ¥, (6), X <¥ munosabatlar o‘rinli va »=1/2 bo‘lsa, xur.

Albatta, yuqorida qayd qilib oftilganidek, foydalilik
funksiyasiga go‘yilgan kamaymovchilik sharti tabiiy hisoblanadi.
Bunda foydalilik funksivasining qanday o°sishi mijozning
o‘rganilayotgan riskka bo‘lgan munosabatini belgilaydi. Bu fikrni
asoslash uchun ancha tanigli bo*lgan Iensen tengsizligiga murojaat
gilamiz. Agar foydalilik funksiyasi v (x) pastga gavariq bo‘lsa, ya'ni
har qanday =, x, va har ganday ««(0,1)uchun

Ufax, +(1-a)x, ) <al/(x)+(1- a)U(x,) (7)

tengsizlik bajarilsa,

EU{X)=U(EX) (8)
tengsizlik o‘rinli bo°ladi. Agar foydalilik funksiyasi v()yugoriga
qavariq bo‘lsa, ((7) tengsizlikni chap tomoni 0°ng tomonidan kichik
bo‘Imasa), u holda

EU(X)sU(EX) (9)
tengsizlik bajariladi. Bu (8), (9) munosabatlar Iensen tengsizliklari
deb ataladi.

Faraz qilaylik, sug‘urta kompaniyasi mijozi v()foydalilik
funksiyasiga ega bo‘lib, v() yuqoriga gavariq bo‘lsin.
Agar mijozga daromadga tasodifiy x risk bilan o‘yin taklif
qilinsa, (9) tengsizlikdan
X < EX (10)
munosabatni olamiz, ya’ni mijozga har doim tasodifiy bo‘lmagan
ex miqgdomni olish yaxshiroq (vutug‘i tasodifiy x bo‘lgan stoxastik
o'yinga kirishmasdan). Demak, bu holda mijozning risk holatdagi
o'yinlarga qatnashmaslik xohishi kuzatiladi (risk averce).
Agar mijoz pastga gavariq bo‘lgan foydalilik funksiyasini
qabul gilsa. oldingi jumladagi mulohazalar orqali (8) tengsizlikdan
X > EX (11)
munosabatni hosil gilamiz. Demak, mijoz shunday (pastga qavariq)
foydalilik funksiyasini tanlasa, tasodifiy bo‘lmagan £r migdorni
gabul gilgandan ko‘ra yutug‘i x tasodifiy miqdor bo*lgan o*yinga
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rozi bo‘lgani yaxshiroq, ya'ni bu holda mijozning risk holatlar bilan
ish ko‘rishga tayyorligi kuzatiladi (risk lower).

Keltirilgan mulohazalardan umumiy holda foydalilik
funksiyasi ganday bo‘lishligi haqida quyidagilarni aytish mumkin:

1) Juda Kkatta bo‘lmagan daromadlar (risklar) uchun v(}
funksiya deyarli chizigli bo‘ladi.

2) Katta daromadlar oraliglarida bu funksiya keskin tez
o‘zgarmaydi, ya’ni “to*yinish effekti” kuzatiladi.

3) Katta talofatlar oraliglarida bu funksiyani absolyut migdori
keskin “o‘sishi, keyin esa” deyarli o‘zgarmas funksiyaga yaqin
bo‘lishi kuzatiladi.

Foydalilik funksiyasiga qo‘shimcha shartlar qo‘yilsa, sug‘urta
faoliyatida qatnashadigan shaxslami riskka “moyillik” darajasini
aniqlash mumkin. Masalan, sug‘urta kapitali orttirmasini qanday
o*zgarishi qiziqtirmaydigan shaxslarda riskga “moyillik” kamrog
bo‘ladi.

Sug‘urta faoliyatida quyidagi foydalilik funkmyalan ko‘proq
uchraydi: -

_ i U(x)=x (chizigh),
a0 U@ =—(b-3) (kvadratit),
U{xy=log(z +x} (wporifmit). >0
. U (x) =—me™, a>0

Bu yerda, albatta, x argumentning foydalilik funksiyasi U(x)
mavjud bo‘lgan qiymatlari hisobga olinadi, xolos. Kvadratik
foydalilik funksiyasi uchun x=# “to‘yinish™ nuqtasi bo‘ladi, » ning
katta giymatlarida esa foydalilik keskin o‘zgarmaydi. Shu sababli,
teng kuchli foydalilik funksiyalari sinfidan ©(0)=0, U'(0)=1
tengliklari bajariladiganlari tanlanadi.

Quyidagi

afx)=-U"x)/U"(x)

ifoda riskka “moyil” bo‘lmaslik koeffitsiyenti deb ataladi.
Masalan, loganﬁmk funksiya uchun (z=1) bo‘lganda
U(O) 00" (0) L a(x)=—(1+x}.



Peterburg paradoksi va uning yechimi.

Yuqoridagi (2) munosabatdan risklarni  tagqoslashda
foydalanish garama -garshi paradoks xarakteridagi fikrlarga olib
kelishi mumkin. Munosabat (2) dan kelib chiqadiki,

(X s¥)=(EX <EY). 2"

Misol (Peterburg paradoksi). Faraz qilaylik, sug‘uria
kompaniyasi mijozi quyidagi holatga tushib qoldi: 1) Unga
quyidagi

P(X:f):-z]T, k=12,..
tagsimotga ega bo‘lgan X tasodifiy miqdor orqali ifoda qilinadigan
o"yin taklif etiladi, ya’ni u 27* ehtimollik bilan 2* dollar oladi; yoki,
2) unga hech ganday o‘yinga bog°liq bo‘lmagan va fiksitlangan y
migdordagi pul to‘lanadi. Mijoz hech ganday tasodifga bog‘liq
bo‘lmagan fiksirlangan ganday y summaga rozi bo‘lishi kerak
degan savol go‘yiladi. Har ganday sog‘lom fikrdagi odam uchun
bunday y chekli migdor mavjudligi tushunarli bo‘ladi. Shunday
qilib, biz birlik tagsimotga P(¥ = y)=1 ega bo‘lgan tasodifiy miqdor
¥ ni topishimiz kerak bo*ladiki, uning uchun
X<Yyoki X<y
munosabatlar bajarilishi zarur bo‘ladi. O°z navbatida (2
munosabatga, asosan
EX<EY=y 2"
tengsizlik bajarilishi kerak. Lekin
EX=F2 =T =0,
=t 2" =

ya'ni (2") munosabat y ning har ganday chekli giymatida
bajarilmaydi. Bu xulosa oddiy hagiqatga qarama-qarshi, chunki har
qanday sog'lom fikrdagi odam stoxastik (matijalari tasodifiy
bo‘lgan) o'yinlar o‘ynash o‘miga yetarli darajada katta bo‘lgan y
summani olish bilan chegaralanib goladi. Keltirilgan “sug‘urta”
variantini Peterburg paradoksi deb ataladi.

Bu yerda gayd etish joiz bo‘ladiki, Peterburg paradoksida
mijozning foydalilik funksiyasi t/(x)=ax+b, a>0 ko‘rinishida
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bo‘ladi. Bu paradoksni yechish (bartaraf etish) uchun tabiiy
ravishda foydalilik funksiyasini o‘zgartirish kerak bo*ladi.

Agar mijozning foydalilik funksiyasining orttimmas{ dU(x}
daromad x ning absolyut o‘zgarishiga emas, balki uning nisbiy
o*zgarishiga proporsional bo*lsin deb faraz qgilinsa,

aw(s)=k- & Y

munosabat bajariladi. Bu (*) munosabatni differensial t_egﬂama
deb qabul qilib
U(x)=klogx+const

tenglikka ega bo‘lamiz.

Keltirilgan mulohazalarga asoslanib, mijozming foydalilik
funksiyasi

U{x)=logx

. deb qabul qilinsa, Peterburg paradoksining yechimini olish
mumkin. Haqigatan ham, bu holda '

EU{x)=tog2- 21:15]-; =2iog2.
”‘—_-

Demak, y>2kog2 tengsizlik bajarilganda, P(¥=y)=1 bo‘lgani
uchun -

EX<EY
‘munosabat bajariladi.

1.4. Mijoz nuqtayi nazaridan sug‘urta varianti

Faraz qilaylik, sug*urta kompaniyast mijozining daromadlarga
bo‘lgan munosabati U(x) foydalilik funksiyasi orqali tavsif etilsin
va uning boshlang‘ich kapitali 5 miqdorni tashkil qilsin.
Odatdagidek mijozga ziyon yetkazishi mumkin bo‘lgan va sugfurta
gilinishi kerak bo‘ladigan risk (tasodifiy migdor) x deb
belgilangan bo‘lsin. Mijozni sug®urta kompaniyasiga to‘laydigan
badal miqdorini ¢ deb olsak, mijoz uchun s-x<5-G munosabat
bajarilishi kerak. O‘z navbatida, bu munosabat e

EU(S-X)<sEU(S-G)=U(s-G) . (1)
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tengsizlikka teng kuchli bo‘ladi. Agar foydalilik funksiyasi t/(x) ni
uzluksiz deb hisoblasak (1) tengsizlikning o‘ng tomonidan shunday
6 -G, qiymatni mavjudligi kelib chiqadiki, uning uchun

EU(S-X)=U{5-G_) (2)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, har ganday ¢ uchun
G<G,, (3)

tengsizlik bajarilganda mijoz sug‘urta tuzishga rozi bo‘ladi.

Hozirgina keltirilgan sug‘urta variant quyidagicha modifikat-
siya gilinishi mumkin. Birinchidan, ¢’tibor qilish zarur bo*ladiki,
sug‘urta kompaniyasi yetkazilgan ziyon (risk) ¥ ni to‘la
qoplamaydi, ya’ni x ning biror /(x) funksiya orqali ifodalanadigan
gismini to‘laydi xolos. Bu holda 7(x)zx tengsizlik bajarilgan
bo‘lib,

E(S-X)<EU(S-G-1(X))
tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kerak va ¢ -G, uchun
EU(S-X)=EU(S-G-I(X)).

Izoh. Sug‘urtalash ogibatida x risk yo*q bo‘lmaydi, aksincha,
¥-I1(x)risk mijozda golaveradi, /(x)qism risk esa kompaniva
ixtiyoriga o‘tadi. Demak, sug‘urtalash natijasida x risk qayta
tagsimlanadi, xolos.

Agar foydalilik funksiyasi ©(x)yuqoriga qavariq bo‘lsa,
oldingi punktdagi (8) va (9) munosabatlar quyidagi tengsizliklarga
olib keladi:

U(S-G)=EU(S-X)sU(S - EX). (4)

Foydalilik funksiyasi v (xymonoton o*suvchi bo‘lgani uchun (4)
munosabatdan kelib chigadiki, (bu holda v(x) funksiyaning qat’iy
monoton bo*lishi talab etiladi),

EX <G (5)

Xuddi aytilganlarga o‘xshash ravishda, ©/(x)funksiya pastga
gavariq bo‘lgan holda

EX>G,,. (6)
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1.5. Kompaniya nuqtayi nazaridan sug‘urta varianti

Endi sug'urta kompaniyasi nuqlayi nazaridan sug‘urta
variantlarini ko‘ramiz. Faraz gilaylik, sug‘urta kompaniyasining
boshlang‘ich kapitali s,. foydalilik funksiyasi v,(x) va u
(kompaniya) mijozning ¥ tasodifiy talofatlarini sug‘urta gilishga
tayyor bolsin. Belgi #, mijoz to*laydigan sug'urta polisining
bahosini ifoda qilsin. Bu holda sug‘urta kompaniyasi uchun
tuziladigan sug‘urta ma’noga ega bo‘ladi, agar

5, <S,~-X+H,
munosabat bajarilsa yoki foydalilik funksiyasi ¢, (xj uchun
U (S,) < EU (S~ X+ H,) (1)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa.

Faydalilik funksiyasi ¢, (x) uzluksiz deb hisoblagan hoida (1)
tengsizlikdan sug‘urta polisining minimal giymati #7 mavjud
bo‘ladiki, uning uchun

U, (S,)=EU, (S-X+H™) (2)
tenglik bajariladi va sug‘urta kompaniyasi uchun
H, >0 QA3)
tengsizlik bajarilsa, sug‘urta tuzishning ma’nosi bo‘ladi.

Agar sug‘urta kompaniyasining fovdalilik funksiyasi ©,(x)
yugoriga gavariq bo‘lsa, (2) tenglikdan

U,(5,)= EU,(S-X + H™)sU (S, -EX + H}™) (4)
tengsizlikni hosil gilamiz.

Foydalilik funksiyasi v,(x) monoton o‘suvchi bo‘lishidan va
{4) munosabatga asosan

EX<H™. (3)

Xuddi shunga o‘xshash, foydalilik funksiyasi ¢,(x) pastea
qavariq bo‘lsa,

EXZH™. (6)

Endi mijoz va sug‘urta kompaniyasi nugtayi nazariga asos-
langan sug“urta variantlarini bir vagtda hisobga olgan holda, agar

G 2 H™ (7
bo'lsagina sug urta tuzish mumkin degan xulosaga kelamiz.
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ida biz shunday holat yuzaga kelishi mumkin ekanligiga
ishonch hosil gilamiz. Haqgigatan ham. (5) va (6) tengsizliklardan
(7) munosabat kelib chiqadi, ya'ni agar mijozning foydalilik
funksiyasi U(x) yuqoriga qavarig, aksincha, sug‘urta kompa-
niyasining foydalilik funksiyasi ¢, (x)pasiga qavariq bo’lsa,

sug‘urta tuzilishi mumkin.
Xuddi shunga o‘xshash, oldingi punktdagi (6) va shu punkidagi

(7) tengsizliklardan fagat

G = H™ {8)

tenglik bajarilgandagina sug‘urta tuzish mumkinligi kelib chigadi.
1.6. Yakuniy kapital tagsimoti

Biz » ta sug'urta polisi chigargan va hammasini sotgan
gandaydir sug‘urta kompaniyasini kuzatamiz. Kompaniyaning
zaxira kapitali (boshlang‘ich kapitali) s ga teng bo‘lsin. Faraz
qilamizki, har bir sug‘urta shartnomasi mijozlarga sug‘urta
to‘lashga ofib keluvchi bitta yoki bir nechta baxtsiz hodisalar ro'y
berishi bilan bog‘liq bo‘ladi. x, orgali i -mijoz to‘laydigan sug‘uria
to‘lovi va #(x) orqali uning tagsimotini belgilaymiz.

Umuman olganda, shunday hollar bo‘lishi mumkinki, ¥,
tasodifiy kattaliklar manfiy giymatlar ham qabul qilishi mumkin,
biroq biz ularni manfiy emas deb hisoblaymiz.

Bu sug‘urta polislari to‘plamidan hosil bo‘lgan umumiy
sug‘urta to‘lovlari

X=X 4.+ X,
X tasodifiy kattalikning tagsimoti funksiyasini
F(x)=P{X <x}.xeR
orgali  belgilaymiz. Bu funksiyani ko‘pincha  sug‘urta
kompaniyasining tavakkal tagsimoti deyiladi.
Faraz gilamiz, x tasodifiy kattalik chekli matematik
kutilmaga ega va uni biz
H=EX
bilan belgilaymiz.
Agar sug*urta kompaniyasi polislarini
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narxda sotsa, kompaniyasining o‘rtacha daromadi nolga teng
bo*ladi. «, soni polisning tannarxi (yoki tavakkal mukofoti) deb
ham ataladi va sug‘urta polislarining hagigiy narxining x4, ga teng
bo‘lgan holida ekvivalentlik prinsipi (tamoyili) amalga oshgani
hagida gapirish mumkin. Hayotda esa sug‘urta kompaniyalari,
albatta, g, dan tashqari yuklama deyiluvchi kompaniyaga daromad
keltiruvchi qo‘shimcha summasi ham qo‘shiladi. Rivojlangan
davlatlarda yuklama ma’lum darajada amaldagi qonunlar bilan
reglamentlashtirilgan. v, bilan i-sug‘urta polisiga mos keluvchi
yuklamani (tavakkallik qo‘shimchasi) belgilaymiz. Natijada
sug‘urta to‘lovchilarini to‘lashdan oldin kompaniya quyidagi
kapitalga ega bo‘ladi:
.S‘+i“v, =R+ pu,

R kattalikni erkin zaxira deviladi.

Shunday qilib, tavakkalchilik vaziyati ikkita element bilan

xarakierlanadi: R va F(x), ya'ni (R, F(x) juftligi bilan)

Y=R+u-X
bo‘lsin, u holda ¥ tasodifiy kattalik kompaniyaning oxirgi yakuniy
kapitalini ifodalaydi. Biz ¥ 1tasodifiy kattalikning tagsimot
funksiyasini G(y) bilan belgilaymiz, ya’ni
G(y)=Pi¥ <y}
uholda R+u<y da G(y)=1, R+u>ydaesa
G(y)=1-F((R+pu-»)+0).

Shunday qilib, tagsimot funksiyasi G(y) va (R F(x)) risk
holatlari juftligi orasida o°zaro bir giymath moslik mavjud bo‘ladi.
Demak, risk holatlari (&, F(x)) jufllik o‘rniga G(y) ehtimollik
lagsimotini o‘rganish yetarli bo‘ladi. Pirovardida, (R, F(x)) risk
holatlarini taqqoslash, tagsimot funksiyalari sinfida gandaydir
tartib o*rnatish masalasiga keltiriladi.

Yugorida kiritilgan

Y=R+u-X
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sug‘urta kompaniyasining umumiy Kapitalini yoki sug*urta
faoliyati natijasidan olingan “foydani” ifoda etadi. Shuning uchun
ham
w(s)= Py <o}
ehtimollikni sug‘urta kompaniyasi uchun kasod (bankrot) bo*lishi
ehtimolligi deb tushunish mumkin.

1.7. Zaxira kapitalini shakllantirishda foydalilik
funksiyasining roli

Sug‘urta kompaniyasi § boshlang‘ich zaxira kapitaliga ega
bo“lsin. Uning tagsimot funksiyasi «(y)ga teng boIsin. Kompaniya
n ta mijoz bilan ish olib borsin va X, - mijozga mos keluvchi
mumkin bo‘lgan zarar tasodifiy kattaligi bo‘lsin. Faraz gilamiz,
mijozlar shu ma’noda bir jinsliki, ularning har biri uchun «(x) bir
xil, ulaming boshlang‘ich kapitali / ga teng, X, - tasodifiy
miqdoriar bir xilda tagsimlangan.

X=Xj+..+ X,
zarami qoplash uchun lozim bo‘lgan jami sug‘urta summasi
bo®lsin, & esa bitta sug‘urta polisining narxi bo‘lsin. U holda D= na
yig‘ilgan sug‘urta badali bo‘ladi.

Kutilgan foydalilikka yo‘naltirib, sug‘urta kompaniyasi
mijozlarini sug‘urtalashga kelishadi. Faraz gilaylik.

Eu(S+D-X)zu(S)
bajarilib, b - D sonining eng kichkinasi bo‘lsin, ya'ni bu tengsizlik
to'g'ri bo'lgani uchun o‘xshash tarzda mijoz bu holatda
sug‘urtalashga o*tadi. Aytaylik,

u(l ~d)> Eu(l - X))
va d"-d sonidan kattasi bo‘lsin. Bu tengsizlik to‘g*riligi uchun
D" <nd" bo‘lsa, unda sug‘urtalash mumkin va [Dnd‘ :[ kesmasidan
d sugurta badali tanlovi muammosi kelib chigadi. Tanlangan 4
bitta sug‘urta kompaniyasi mavjudligida ko‘rinadiki, 4* ga yaqin.
Agarda bir qancha sug‘urta kompaniyalari konkurensiyasi
(ragobat) mavjud bo‘lsa, ya'ni sug‘urtalash ustida davlat nazorati
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mavjudligida tanlangan 4 ga yaqgin. Yana oraliq yechimlar ham
bo‘lishi mumkin.

1.8. Foydalilik funksivaning empirik aniqlanishi

Sug‘urta kompaniyasining mijozi foydalilik funksiyasin
empirik aniglash masalasini ko‘raylik. Eng sodda o‘zgartirishlar
vordamida bu algoritmni sug‘urta kompaniyasi uchun foydalanish
funksiyasini topishga ham go‘lflash mumkin. Empirik ravishda
aniglangan bu algoritm sodda va uni kompyuter yordamida
modifikatsiyalash orqali foydalilik funksiyasini xohlagan aniglik
bilan daromadning ixtiyoriy o‘zgarish intervalida topish mumkin
bo*ladi.

Faraz qilaylik, sug'urta kompaniyasi noma’lum 1/(x)
foydalilik funksiyasiga ega bo*lsin. Uni taxminan yetarh darajadagi
aniglik bilan topish (ko‘rish) uchun mijozning risk holatidagi
faoliyatini kuzatish imkoniga ega bo‘lish kerak boladi.

O‘rganilayotgan masala foydalilik funksiysi 0/(x) ni [0,s]
oraligda taxminan aniqlashdan iborat bo*ladi. Foydalilik funksiyasi
U()chizigli almashtirish ma’nosida yagona aniglangan bo‘lgani
uchun uni 0 va s nuqtalarda normallashtirish mumkin, ya'ni a>0
va b sonlarni shunday tanlash mumkin bo‘ladiki,

at/(0y+b=0
{ah’[:}+h:0
tengliklar sistemasi o‘rinli bo‘ladi. Ulardan
1 U0
d-‘=f"-—'j*-—}"0,b=———-———
U(s)-U(0) U0y -Uls)
ekanini tfopamiz. Demak, eng avvalo,
U(0)=0 va U(s)=1 (1)
deb hisoblash mumkin.

Sug‘urta-risk holatini quyidagi “soxta™ lotoreya yordamida
modellashtirish mumkin. Faraz qgilaylik, birinchi gadamda mijozga
“lotoreya biletini sotib olsh™ taklif etilgan bo‘lsin. Buni biz
tasodifiy migdor x; bilan aniglanadigan risk holat deb tushunib, x,
quyidagi tagsimotga ega deb hisoblaymiz:
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P(X;=0)=p, P(Xy=5)=1-p, pye(0,1),
ya‘ni biz uchun ma’lum bo‘lgan p ehtimollik bilan lotoreya
biletini yutug‘i 0, 1-p chtimoliik bilan esa yutuq s ga teng. Faraz
gilamizki, mijoz bu biletga ega bo’lishi uchun x; migdordagi “bilet
puli” to*lashga rozi. Oxirgi jumlani

X0 x
teng kuchlilik munosabati o‘rinli deb tushunish mumkin yoki
bo‘lmasa, sug‘urta modeli doirasida

(Xy & x)= EU(X))=UO)py + U(s) 1= p)=U(x).
Demak, (1) tengliklarga asosan,
U(x)=1-py, (2)

ya’ni birinchi gadamda U(x) gqiymat aniglanadi.
Ikkinchi gadamda mijozga X, ko‘rinishdagi “lotoreya biletini
sotib olish™ taklif etiladi:
PXy=0)=pr, P(Xa=x))=1-p3. pre(0.),
ya'ni biz uchun ma’lum bo‘lgan p, ehtimollik bilan lotoreya
biletini yutug*i 0, 1- p; chtimollik bilan esa lotoreya yutug'i x ga
teng. Bunda ham faraz gilinadiki, mijoz bu biletga ega bo‘lishi
uchun x miqdordagi pulni to*laydi. Oxirgi jumladan
X20x
ekanligini olamiz, ya'ni
EU(X;)=U(0)p + U (x)(1 - p2)=U(x2).
Endi (1) va (2) formulalarga asosan
U(x)=(1- pX1-p3), (3)
tenglikni olamiz. Shunday qilib, ikkinchi gadamda v/(x,) giymat
aniglanad.
Keyingi gadamlarda mijozga X, X “lotoreya™ biletlari taklif
ctiladi;
P(X3=x1)=p3, P(X3=x)=1-p3, py€(0,1)
P(X4=x3)=pg, P(Xq=x3)=1~ py. py €(0,1)
va hokazo. Demak, v() foydalilik funksiyasining giymatlari
9adam-qadam bilan “lotoreya biletini sotish” bilan ixtiyoriy chekli
sondagi nuqtalarda aniglash mumkin.
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1.9. Errou modeli

Bu punktda Errou tomonidan taklif gilingan sug‘urta kom-
paniyasi mijozi manfaatlari nuqtayi nazaridan tuzilgan sug‘urta
modeli o*rganiladi.

Sug‘urta kompaniyasi mijozining daromadlari “tabiat
holatlari” deb ataluvchi tasodifiy faktlarga bog*liq bo*Isin. “Tabiat
holatlari” sanogli sonda bo‘lib, k-chi holatning ro‘y berish
ehtimolligini p; deb gabul qgilsak,

E P = 1, Pk 20, k=12,...
k=1

Mavjud risklarni kamaytirish magsadida mijoz sug urta
kompaniyasi bilan narxi 4 bo‘lgan kontrakt tuzadi.

Mijozning “tabiat” % - chi holatda bo‘lgan holda kontrakt
tuzilganiga qadar va undan keyingi daromadlarini mos ravishda a;
va x; deb belgilaylik. “Tabiat™ & - chi holatda bo‘lganda sug‘urta
kompaniyasining mijozga to‘laydigan “sug‘uria to‘lovini” i, bu
to‘lovning o‘ria giymatini £ deb olsak, « = £7~* — migdor yuklama
koeffitsiyenti sifatida qabul qilinadi. Tushunarliki, keltirilgan
migdoriar

o
xp=ap+ip—d, Zlikp‘, E=ad, acf0,l)],
=

munosabatlar bilan bog‘langan bo‘ladi.

Mijozning foydalilik funksiyasini ©/(x) bilan belgilaymiz,
ya'ni U(x) —daromad x ning foydaliligi.

Yechiladigan masalaning mohiyati - mijozning yakuniy
daromadining o‘rta giymati £ va dJlar fiksirlangan bo‘lganda
maksimumga erishishi uchun sug‘urta to‘lovlari jlami ganday
tanlash kerakligidan iborat. Boshqacha aytganda, sug‘uria
kompaniyasi o‘rtacha to*loviarni turg*unlik (stabillik) xarakterda
bo‘lishidan manfaatdor va mijozga uning uchun optimal bo‘lgan
sug‘urta varantini taklif giladi. Shunday qilib, £ va a4 lar
fiksirlangan bo‘lganda
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wid,E)=Y plUiag —d+i})
k=1

migdomi i lar bo°yicha maksimallashtirish kerak bo‘ladi.
Quyidagi masalani yechishda foydalilik funksiyasi
U'(x)>0.U"(x)<0
shartlarni ganoatlantiradi deb hisoblanadi.
Isbot etish mumkinki, izlanayotgan optimal yechim quyidagi
ko‘rinishda bo*ladi:
. |@—a; agar ke A bollsa
e { 0, agarke 4 bolsa.
bu yerda 4 to‘plam a; larni @ dan katta bo*lmagan indekslar

to‘plami, ya'ni

A={k:aq; <a)}
va a quyidagi
tZ Prag +E
g=bsd___ po-7¥
a D ) k%.APk

tenglamani yechimi va u fiksirlangan 4 ga bog‘liq bo‘lmaydi.

Errou w(d, £) funksiyaning foydalik funksiyasi U(x) uchun
turli xil shartlar bajarilgan holdagi xossalarini o‘rgangan va «
fiksirlangan bo‘lganda w(d, £) funksiyaning maksimumini
ta’minlaydigan £ va dJlaming giymatlarini topgan. Bunda
Lagranjning mashhur aniglanmagan ko‘paytiruvchilar metodidan
foydalanilgan.

57



II bob. RISKLARNI TAQQOSLASH

Risklarni taggoslash metodlarini bayon gilishdan oldin, yana
bir marta asosty tushuncha sifatida gabul gilingan “risk”
terminining ma’nosiga qaytamiz. Eslatib o‘tamizki, risk deganda,
stoxastik holat (tasodifiy hodisalar) bilan bog‘lig talofatlar va
ularning ro‘y berish ehtimoliklari tushuniladi. Aytilgan fikrga
matematik nuqtayi nazaridan konkret bolgan anig ma’no berish
uchem risklami biror umumiy chtimollikiar fazosi (0, £, P) dagi
tasodifiy migdorlar deb, agar organiliyotgan tasodifiy migdoriar
sisternasini bitta ehtimoltiklar fazosida anigtash mumkin bo‘imasa,
har xil echtimollikiar fazosida aniglangan tasodifiy migdorlarning
tagsimotlarini tushunish kerakligini kelishib olgan edik. Aytilgan-
lardan “eng katta bo‘lmagan” risklami tanlash magsadida risklami
bir-biridan farq qilish, masalan, bittasini ikkinchisiga nisbatan
“vstuvorroq” deb tushunishga yoki umumiy qilib aytganda,
risklarni tagqoslash masalasi bilan shug‘uilanishga to‘gri keladi.
O'z navbatida, risklarni taggoslash, ulaming ifoda etadigan
. tasodifiy migdortami yoki ehtimolliklar tagsimotlarini tagqoslash
masalalariga (turlariga) reduksiva gilinadi. Bu reduksiyaning
o‘ziga hosligi shundan iborat bo‘ladiki, v haqgigiy sonlami
taggoslashga hech ham o‘xshamaydi (tasodifiy miqdorlar
elementar xodisalar funksiyasi, tagsimot funksiyalari esa — hagiqiy
o‘zgaruvchining funksiyalari bo‘lib, uning argumenti tasodifiy
hodisa ro‘y berganda yuzaga keladigan zarami (talofatni) ifoda
qgiladi).

Keltirilgan fikrlardan kelib chigadiki, tasodifiy migdorlami
{nisklarni} tagqoslash, keyingi paytda ahamiyati oshib borayotgan
“garorlar gabul qilish™ nazariyasi bilan bog*ligligi yaqqol ko‘rinadi.
Tasodifiy migdorlami yoki ehtimollik tagsimotlarini taggoslash
metodlan tasodifiy migdorlar to'plamida yoki tagsimot funksi-
yalart fazosida aniglangan to‘la yoki to‘la bo‘lmagan “ustu-
. vorhklar” tartiblanishi bilan bevosita bog‘lig bo*ladi.
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Faraz qilaylik, sug‘urta kompaniyasining risklari (daromadi
yoki talofatlari) sug*urta holatiga bog‘liq holda a,5...., harflar bilan
belgilangan bo’lsin (a.b,.. lar tasodifiy bo‘lmagan miqdorlar).
Hagqigiy sonlar to‘plamidagi tabiiy bo‘lgan “<” munosabat
daromadiar (talofatlar) to‘plamida “< - ustuvorlik™ munosabatini
yuzaga keltiradi:

a<h < a<bh, (1)
a daromad » dan “yomon emas” yoki “ustuvorroq” deyiladi, agar
b daromad & dan kichik bo‘lmasa (daromad gancha katta bo‘lsa,
shuncha yaxshi).

Aslida esa sug‘urta kompaniyasining daromadi yoki talofati
X, Y, . tasodifiy migdorfardan iborat bo‘ladi. Demak,

X<Y
munosabat nimani bildiradi (tasodifiy ¥ daromad x ga nisbatan
“ustuvorroq”) degan savol 0°z-0"zidan yuzaga keladi.

Ko‘p hollarda to'la ma’noda tabily bo‘lib ko‘rinadigan

munosabat

X <Y e EX<EY, 2)
ya'ni y tasodifiy daromad x ga nisbatan “ustuvorroq”, agar v ning
matematik  kutilmasi yning matematik kutilmasidan Kichik
bo‘lmasa.

Keltirilgan (2) “ustuvorlik™ ni quyidagicha asoslash mumkin:
faraz qilaylik, vetarli ko‘p vaqtda sug‘urta kompaniyasi bir xil
risklarini sug‘urtalash faoliyati bifan band bo‘igan bo‘lsin va ¥
tasodifiy miqdor bu risk yuzaga keltirgan daromadni belgilasin. Bu
holatda x tasodifiy migdorni xarakterlaydigan tasodifiy migdorni
go‘pofroq variantda bo‘lsa ham qanday qilib baholash mumkin
degan savol bilan giziqaylik. Agar sug‘urta kompaniyasi yetarlicha
katta n sondagi bir xil va bir-biri bilan bog*'lanmagan mijozlarni
sug‘urtalagan bo‘lsa (voki sug‘urta portfeli katta sondagi » ta bir
xil va bog*ligsiz kontraktlardan iborat), unda X,, ... X, bog'ligsiz va
bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar kompaniyaning daro-
madlarini ifoda giladi. Bu holda sug‘urta kompaniyasining bitta
kontraktdan keladigan o‘rtacha daromadi (yoki eslatilgan
portfelning daromadi)
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¥ X+ :ﬂt
n
ko‘rinishda bo‘ladi. Katta sonlar qonuniga asosan ¥ miqdor katta
n lar uchun £y matematik kutilmaga yaqin bo‘ladi. Shuning uchun
tasodifiy daromad x ni uning Ex¥ matematik Kutilmasi bilan
taqgoslash tabiiy bo‘ladi, va'ni (2) munosabat bilan moslanadi.
E'tibor gilib o‘tish mumkinki, (2) munosabatni sug‘uria
kompaniyasi mijozi nugtayi nazardan tuzilgan kontraktlarda risk
holatini aniglanish uchun go‘llash qulay bo‘ladi.

Umuman aytganda, (2) munosabat bilan aniqlangan
“ustuvorlikni” doim ham hagiqatga yaqin deb bo‘lmaydi. Masalan,
sug‘urta kompaniyasi mijozga quyidagi “o‘yin” variantini taklif
gilish mumkin:

1) “o*yin” oxirida kompaniya mijozga 50000 dollar to*laydi;

2) kompaniya mijozga tanga tashlashni taklif giladi. Agar
tanga gerb (G) tomoni tushsa kompaniya mijozga 200000 dollar
to‘laydi, agar tanga ragam (R) tomoni bilan tushsa mijoz
kompaniyaga 50000 dollar to‘laydi.

Variant 1) dagi riskni x desak, bu tasodifiy miqdor uchun
P(X =50000)=1. Variant 2) dagi riskni » desak, u holda
200000, ehtimolligi—
¥= 2

~50000, duimolligi-; .

Demak, EY=50000, EY =75000 tengliklarga ega bo‘lamiz. {ekin
mijozlarning ko‘pechiligi tasodifiylikdan holi bo‘lgan 1) variantni
tanlashgan bo‘lar edilar. Keltirilgan misoldagi risk holatini
umumlashtiruvehi quyidagi “o‘yin™ variant; 2} munosabat
butunlay noo‘rin (absurd) natijalarga ham olib kelishi mumkinligini
ko‘rsatadi.

2.1. Stoxastik tagqoslash (tartib)

Ta’rif 1. Tasodifiy migdor v tasodifiy migdor x ga nisbatan
stoxastik “ustuvor’ deyiladi, agar har ganday x uchun
P(X <x)zP(Y <x) (1)
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tengsizlik bajarilsa. Bu munosabat x <, ¥ ko‘rinishda belgilanadi.

Keltirilgan ta’rifga asosan quyidagini aytish mumkin:
Tagsimot funksiyasi F(x), F(x) fagsimoiga nisbatan stoxastik
kichik emas deyiladi, agar har qanday x uchun F(x)2 F,(x) bajarilsa
va bu munosabat F <, F, ko‘rinishda voziladi. Stoxastik
“ustuvorlik® x <, ¥ ni (1) ga teng kuchli ravishda

PX>x)<P(Y>x) 2)

ko‘rinishda yozish mumkin.

Tushunarliki, <,- munosabat to*la bo*Imagan tartib yaratadi.

Teorema 1. Agar F, <, F, stoxastik tartib o°rinli bo‘lsa, bitta
umumiy ehtimollik fazosi (2, 7, #) da aniglangan X, va X, tasodifiy
miqgdorlar mavjud bo‘lib, ular uchun

X(@)< X (w), Voel, P(X,<x)=F/(x), k=12
munosabatlar bajariladi.

Isbot. Elementar hodisalar fazosi Q={0,1], F - [0,1] oraligdagi
borel to*plamlari o-algebrasi, P(-)=4(-) - Lebeg o‘lchovi bolsin.
Tasodifty miqdor x,(e)=F"(@). k=12 deb qabul gilaylik. Eslatib
o*tamizki, teskari funksiya

Fioy=infix: F(x)> o}, o

formula bilan aniglanadi.
Teoremaning sharti bo‘yicha, (2) asosan,
Fi(x)> F(x) 3)
tengsizlik bajariladi. O‘z navbatida (3) tengsizlikdan
El(@)2E(w), 0eQ (4)

tengsizlik o‘rinli bo‘lishini olamiz. Oxirgidan esa teoremaning
isboti kelib chiqadi. Haqigatan ham,

P(X, <x)=A{o: F (@) <x})=F,(x)
boshqacha ayiganda, ¥,~<, X, munosabatdan shunday tasodifiy
miqgdorlar X;: x,mavjud eckanligi va wulaming tagsimoti
F, (x)= F.(x) bo'lib, (4) tengsizlikdan

P(lo: X{(@)< X (@)}) =1

tenglik kelib chigadi. Teorema 1 isbot bo‘ldi.
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Qiyin bo‘Imagan mulchazalar yordamida ishonch hosif qilish
mumkinki, 1 ehtimollik bilan o‘rinli bo‘lgan tartiblashdan stoxastik
tartibiash kelib chigadi, ya’ni <, ustuvorlik <, dan kuchli bo*ladi.
Bu xulosaga keltiritgan fikrdan umumiyroq bo‘lgan quyidagi
lemma asos bo‘ladi.

Lemma 1. Agar X, <, X,, X;ix1 munosabat o‘sinli bo‘lsa,
X, <, X} tagqoslash bajariladi.

Isbot. Tasodifiy migdorlar X, va X, umumiy tagsimotga ega
bo‘lishidan lemma ! quyidagi tenglik va tengsizliklardan kelib
chiqadi:

F,(x) = P(X, <x)= P(X, <x)< P(X, <x}=F(x).

Quyidagi teoremada belgilash

dFX(x)={P(X =x), agar X diskret,

Ji(x), agar X uzluksiztasodifiy migdor bo'lsa,
qo‘llaniladi. Bu yerda 7£,() tasodifiy migdor x ning zichlik
funksiyasi. '

Teorema 2. Shunday musbat ¢>¢ mavijud bo‘lib, x<C
bo‘lganda dF (x)=dF,(x) tengsizlik, =x2C bo‘lganda esa
dF, (x}< dF,(x) tengsizlik bajarilsin. Bu holda x<_¥. _

Isbot. O°z-0‘zidan tushunarliki, y <C bo* lganda TR

x(y)—de (u)aja'F(u) £()
tengsmhk, »>C bajarilgan holda esa _
P(X > y) == Fy(y)= jd&(u)ﬂdﬁ(u) 1~F()=P(Y > y)

tenglik va tengsizliklar bajarlladl. Bularda.n X < Y munosabat kelib
chigadi.

Endi stoxastik “ustuvorlik”™ o‘rinli bo‘lishi uchun yetarli va
zaruriy shartlarni keltiramiz. Buning uchun to‘g‘ri chizigq r da
aniglangan monoton kamaymovchi f(x) funksiyalar to‘plami X(R)
fii Kiritamiz:

K(RY={f(x),x < R, f{x)— monotor kamaymovchi}

Teorema 3. Farz qilaylik feXK(R) va quyida keltirilgan

integrallar mavjud bo‘lsin. Bu holda
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1) agar F, <, F, munosabat o‘rinli bo‘lsa,
]'f(u)dF(u)': ff(u)df-'(u) (5)

2) aksincha, agar K, va F, funksiyalar har ganday f € K(R) uchun
(5) shartni ganoatlantirsa,
Fi=afy
munosabat bajariladi.
3) agar haqiqiy funksiya () uchun (5) tengsizlik hamma
F, <, F, tagsimotlar bo‘lganda bajarilsa, bu funksiya 7() monoton
kamaymovchi bo*ladi (ya'ni feK(R)).

Isbot. 1) Faraz qilaylik £ <, F, munosabat bajarilib, 7()
funksiya teoremaning shartlarini qanoatlantirsin (ya'ni fK(R) va
mos integrallar mavjud). Yugorida biz (3) va (4) tengsizliklarga
asoslanib, bitta umumiy ehtimollik fazosida 7 va F, tagsimotlarga
ega bo‘ladigan X, va X, tasodifiy migdorlar mavjud va ular uchun
P(X, < X,)=1 tenglik bajarilishini isbot etgan edik. Demak, f<K(R)
bo‘lganda

P(f(X)=f(X,) =1
tenglik o°rinli va Ef(X,)<Ef(X,)). Bu esa (5) tengsizlik bilan teng
kuchli, chunki

B(X)= [ fadb@w), k=12

Teoremadagi 2) tasdigning isboti ham oson. Haqgiqatan ham, E,(x)

to'g‘ri chizigda v = x nuqtaga joylashgan birlik tagsimot bo‘lsa
E ()eK(R). VxeR.
Teoremadagi (5) tengmzllkd.ag1 integrallar mavjud va

Ib(u)dﬁ—de(u)—l F(x), k=1,2.

Demak, bu holda (5) tengsizlik stoxastik taqqoslashning
ta’rifiga aylanadi.

3) punktdagi tasdigni ishotlash uchun to*g*ri chizigdagi £, () va
E () birlik tagsimotlarni ko‘ramiz va bunda x<x, deb
hisoblaymiz. Ochiq ko*rinadiki.
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E, <, E, stoxastik tartib o'rinli va bu munosabat x <x
tengsizlik bilan teng kuchlidir. Bevosita ayon bo*ladiki ((5) dan),

Fx)= Jf(u)dE‘,(u}S j'f(v}dE,,(uhf(.r:).

Demak, oxirgidan f < K(R) ekanligi kelib chigadi.

Isbot etilgan teoremadan quyidagi natijaga ega bo‘lamiz: agar
manfiy bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar (risklar) uchun X, <, X,
munosabat o*rinli bo‘lsa,

EX] S EX},0<r <o, EX] 2 EXI,r<0
tengsizliklar bajariladi.
Lemma 2. Foydalilik funksiyasi U() ga asoslangan
X =Y < EUX)<EU(Y)
risklarni taggoslash usuli, <, -stoxastik tartib bilan teng kuchli
bo*ladi.

Keltirilgan 2-lemmadagi tasdigning isboti juda ham sodda: x
va ¥ orasida stoxastik tartib x<_ ¥ o‘rinli, U() foydalilik
funksiyasi bo‘Isin. Bu holda U() monoton kamaymovchi funksiya
ekanligidan U(-)e K(R) va (5)da f=U deb olib

EU(X)< EU(Y) (6)
tengsizlikka, ya’'mi foydalilik funksiyasiga asoslangan x <y
tartibga ega bo‘lamiz. Aksincha, teoremaning 2) va 3) punktlariga
asoslanib, (6) munosabatning (5) tengsizlikka teng kuchli bo*lishini
keltirib chiqaramiz.

Aytib o‘tilganlar o‘rganilgan X, <, X,(yoki F <, F,) stoxastik
tartibga teng kuchli bo‘lgan quyidagi tasdiglamni keltirish imkonini
beradi:

¢ Har qanday xe R uchun F(x)> F(x) yoki

F(x)=1-F(x)<1- F(x)= F,(x).

Birlik tagsimotlar £,() orcali <, -tartib

E(E (X)) = E(E(X,))

ko*rinishida ifoda etilishi mumkin.

* Har qanday 7 < K(R) (ya’ni kamaymovchi bo‘lmagan va mos
integrallar mavjud) funksiya uchun
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Ef(X))= [f(xMF() [ f(MdF,(x)= EF (X))

tengsizlik o‘rinli.

e Stoxastik tartib X, <, X, har ganday foydalilik funksiyasi /()
uchun EU(x))< EU(X,) tengsizlikni bajarilishiga teng kuchli boladi
(stoxastik tartibning ko‘rinishda ta’'rif etilishi aktuar matematika
uchun juda muhim hisoblanadi).

2.2. Stop-less tartibi

Quyida biz risklar uchun yuqoridagi stoxastik tartibga
nisbatan kuchsizroq bo‘lgan taqqoslash usulini keltiramiz. Bu
usulni ham teng kuchli bo‘lgan har xil ta’riflar orqali kiritilishi
mumkin (ba’zi hollarda uni ikkinchi darajali stoxastik tartib —
second degree stochastic order deb ham nomlashadi).

Ta’rif. Risk x,boshqa X, riskga nisbatan stop-loss ma’nosida
“ustuvor” deyiladi, agar harqanday 4 >0 uchun

E(X,-d) <E(X,-d) (1)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa (bu yerda har qanday a son uchun
a" =max(0,q) belgi ishlatiladi). x, va x, tasodifiy miqdorlar
orasidagi stop-loss munosabatni X, <,, X, ko‘rinishida belgilanadi.

Keltirilgan risklarni tagqoslash usulining nomini quyidagicha
sharhlab o‘tish mumkin). Agar X — sug‘urta kompaniyasining
ma’lum muddat davomidagi (odatda bir yil) yakuniy to‘lov migdori
bo‘lib, qandaydir ¢ >0 son uchun X <4 tengsizlik bajarilsa,
sug‘urtalangan shaxsga hech ganday to‘lov berilmaydi (ya’ni biror
baxtsiz ( sug*urta) hodisasi ro‘y berishi natijasida yetkazilgan zarar
d dan kichik bo‘lsa, u goplanmaydi). Bu 4 sonni sug‘urta
shartnomasining garovi yoki kompaniyaning sug‘urta faoliyatidagi
sarflangan xarajatlarni hisobga oladigan chegara deb tushunish
mumkin. Demak sug‘urta kompaniyasining to‘lov migdori

[ -d, X>d,
(X—d] Z{X >
0, X <d.
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Aytib o‘tilgan qoida bilan tuzilgan sugurta shartnomalari stop-
loss (Stop loss — zarar to“xtatiladigan) nomi bilan ataladi. Undagi
d son sug‘urta franshizasi hisoblanib, uni belgilash amaldagi
yuridik gonunlar asosida amalga oshiriladi.

Quyidagi lemma risklarni (tasodifiy migqdorlar) taggoslash
stop-loss usulining mohiyatini oydinlashtiradi.

Lemma 1. Agar X tasodifiy migdor uchun £X mavjud bo®lsa,

. T . (2)
E|X —d| = Emax(d,X)= [(1- F(x))dx
o
tenglik o‘rinli.
Bu yerda F(x)=F,(x)=P(X<x) tasodifiy migdor X ning
tagsimot funksiyasi.

Isbot. Agar §(x)=1-F(x) deb belgilab, bo‘laklab integrallash

formulasidan foydalansak, har qanday 4 > & bo‘lganda
fer—ardF ()= (a-d)s()+ [Stxrx
tenglikni yozish mumkin va
0<(A—d)S(A) < AS(A) = A [dF (x} < [xdF(x)
baho orinli bo‘ladi. Demak
= A -
I(x- d)dF(x) = I‘i_n_l -‘IS(I)dx = jl(l = F(x))dx.
a o a

Lemma isbot etildi.

Yuqoridagi ta’rifda keltirilgan stop-loss munosabati hamma
tasodifiy miqdorlar sinfida qismiy tartib o*rnatadi. Hagigatan ham
bu munosabatning ftranzitivlik va refleksiviik xossalari oson
tekshiriladi. “Ustuvorlik” =, ning antisimmetriklik xossasi

bajarilishini quyidagicha tekrishib ko*rish mumkin. Lemmadagi (2)
tenglikka asosan

=

E(X,~-d) = J.(l—!*](xl)dr. k=12 (3)

o
va oxirgidan bir vaqtda X, <, X, X,<,X, munosabatlar
bajarilganda



- w

IF;(:;(&= Iﬁ.(.rw (4)
o

tenglik o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi (F =1~ F). Demak, (3) va (4)
tengliklarga asosan E=F,. Bu yerda stop-loss tartib (< }yham,
stoxastik tartib (~,) kabi tasodifiy migdorlar orasidagi tartib, mos
tagsimot funksiyalarini tagqoslash tartibi deb tushuniladi. Stop-loss
tartibi ma’nosida nisbatan “yengil qoldiq (F(x)=1-F(x))” ga cga
bo‘lgan tagsimotlar “ustuvor” bo‘ladi.

Lemma 2. Munosabat ¥~V dan X<, ¥ o'rinli bo‘lishligi
kelib chigadi.

Bu lemmaning isboti (3) va (4) tengliklardan bevosita oson
ko*rinadi.
- Lemma 3. Munosabat X<,V har ganday 4>6 uchun
Emax(d. X) < Emax(d,Y) tengsizlik bajarilishiga teng kuchli bo‘ladi.
Bu xulosa

Emax(d, X,)=d + I{: - E(x)dvk =12, (5)
d
tenglikdan kelib chigadi.
Endi K(R) kamaymovchi bo‘lmagan funksiyalar sinfining
quyidagi toplamostisi
K(R)={f: feK(R), /- qavariq }
ya'ni K(R) ga kiruvchi gavariq funksiyalar sinfini ko‘ramiz.
Teorema 1. Agar F <, F, munosabat bajarilsa, har ganday
feK (R) uchun
Ef(X,)) < Ef(X,).
Bu teoremaning isbotida yugoridagi lemmalardan (lemma 1-3)
foydalaniladi.
Teorema 2. Tasodifiy miqdorlar X, va x, lar uchun quyidagi
shartlar bajarilsin:
1) bu tasodifiy migdorlaming o‘rta giymatlari o‘zaro teng,
ya'ni EX, = EX,=m.
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2} Shunday [x.x,] oraliq mavjud bo‘lib (x <x,), bu oraligda

mos tagsimot funksiyalari o‘zaro teng, ya’'ni

F(x)=F(x), xelx,x],
shu bilan bir vaqtda x<x bo‘lganda F(x)<F(x), x>x, bo‘lganda
esa F(x)2F(x), tengsizliklar o'rinli bolsin. U holda F<,F
munosabat bajariladi.

Isbot. Lemma 3 ning ishotidagi (5} tenglikga asosan xx,
bo‘lganda

Emax(x,X,) < Emax{x, X,)
tengsizlik bajariladi. Oson ko‘rinadiki x<x, bo*lganda esa
Emin(x,X,)= Emin(x,X,). (6)
Sodda mulohazalar yordamida ishonch hosi! gilish mumkinki,
har qanday 4 >0 uchun £%, =m bo‘lganda
Emin(d, X, )+ Emax(d, X, = EX, +d=m+d (7
tenglik o‘rinli bo‘ladi va undan foydalanib, hamma x lar uchun
bajariladigan
_ Emax{X,,x}<Emax(X,,x) 3)
bahoni olamiz. Endi teorema 2 ning isboti lemnma 3 va (6), (8)
munosabatlardan kelib chigadi.

Quyidagi teoremada tagqoslanadigan tasodifiy migdorning
o‘ria qiymailarini teng bo‘lishi talab etilmaydi.

Teorema 3. Faraz qilaylik X va r tasodifiy migdorlar quyidagi
shartlarni qanoatlantirsin: £y <£y va shunday €20 mavjud
bo‘lsinki, x<¢ bo‘lganda F(x)<F(x) tengsizlik, x> bo‘lganda
€52 F (x)2 F(x) tengsizlik bajarilsin. U holda X <, ¥ munosabat
o‘rinli bo‘ladi. :

Isbot. Quyidagi

m{d)=E(X ~d)" = J(I— Fx(u))du
“i T T d
. stop-loss almashtirishni (funksionalni) kiritamiz va

A Ald) = m, (d)—m (d) = J.(Fx(u)—ﬁ(ﬂ))d“
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deb belgilaymiz. Agar 4, <d, <c bo‘lsa
&
A(d,)-A(d,)= I(F,(u)- Fy () e < 0
"

tengsizlik bajariladi. Demak 4 <¢ bo‘lganda A(d) o*suvchi bo*ladi.
Aksincha, 4> ¢ bo‘lganda esa funksiya A(d) kamayadi. O*z-0'zidan
ravshan  bo‘lgan  m (0)=EX  tenglikdan  A(0)20, A(=)=0
munosabatlarni olamiz. Oxirgilarni va teoremadagi Ex < Ey
shartlarni hisobga olgan holda har qanday 4>0 uchun m,(d) < m,(d)
,ya'ni X <, ¥ munosabatga kelamiz.

Eslatib o‘tamizki, x =¥ tenglik X va v tasodifiy migdorlarni
bir xil tagsimlanganligini, ya'ni P(X <x)=P(¥ <x) tenglikni ifoda
etadi. Tasodifiy miqdorlar orasidagi <, - stop-loss va bir xil
umumiy tagsimotga ega bo‘lishlik (:J munosabatlarini

aniglashtirishga yo‘naltirilgan quyidagi teorema gqizigarli va
foydali bo*ladi.

Teorema 4. Agar X ~,Y munosabat va EX=EY, DX=DY
tengliklar bajarilsa, x=y, ya'ni X va vy tasodifiy migdorlar bir xil
umumiy tagsimotga ega bo‘ladi.

Isbot. Teoremaning shartlarida kelib chiqadiki, EY*=E¥?
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bo‘laklab integrallash yordamida

EX? = wa;(x) -- Ifdu - Fy(x)=

=2 J.x(l - Fy(x))dx =2 .[xdm,(x) =2 jm,{x}dx = Er?
tengliklarni yoza olamiz. Demak

J.(M_r{x) —m, (x))dx =0 (9)
tenglik bajariladi. Lekin teoremaning shartiga asosan X < ¥
munosabat o‘rinli bo‘lgani uchun (9) dagi integral ostidagi ayirma
My (x)~m, (x) = 0 boladi. Demak m, (x)=m,(x) tenglik bajariladi.
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Endi teoremaning isboti m(x) funksiyalar mos tagqsimotni bir
qiymatli aniqlashidan kelib chiqadi.

2,2.1. Stop-loss tartiblashning invariantlik xossalari

1. Eng avvalo tagsimotlarning kuchsiz yaqmlashlshlmng stop-
loss tartibi saglanib qolishini gayd etamiz. _
Teorema 1. Faraz qilaylik ikkita
{Bpn21}, [F nn21)

Ias S [
tagsimotlar ketma-ketligi mos ravishda £ va F tagsimotlarga
kuchsiz yaginlashsin, ya’ni e

F;.N . ;F;’ Fu . )FI’ n—wo. L

Bulardan tashqari (F=1-F)

i .

I N lim IF () = J-F(u)a‘u k=12 prreet

shart bajarilib, har qanday a>1 uchun £, <, 7, munosabatlar
o‘rinli bo‘lsa, F <, F,. '

Isbot. Hagigatan ham teoremaning shartlari bajarilsa, har
ganday x uchun

o

lim Iﬁ_,(u)m = IF;(u)du, k=12

limit munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Oxirgidan esa hamma x>¢
uchun
lim I‘ﬁ,‘"(u)@ <fim ‘[le,,(u)du,

ya’ni

L) L

_[F,(u)du:: Iﬁ(u)da

tengsizliklar kelib chiqadi. Demak F <, F, munosabat bajariladi.
2. Endi tagsimotlarning kompozitsiyasini ko‘ramiz. Eslatib
o‘tamizki X' va v yig‘indisining tagsimoti :

70



FoaX)=P(X+Y<x)=F, *F = If‘j,(x--u}dﬁ{u):

- J-F,(x—u'}d!-',{uhf; “F,

ifoda bilan aniglanadi. Bu yerda qo‘llanilgan (+) amalini
tagsimotlarning kompozitsiyasi deb atashadi.
Lemma 1. Tasodifiy migdorlarni qo*shishda stop-loss tartibi
saqlanadi.
Isbot. Oson ko*rish mmkinki stop-loss tartibi to*g ri chizigdagi
Fo={t (w)}, xeR
funksiyalar sinfi bilan aniglanadi. Bu yerda

£ (w)= J.E.(.vldv =(u-x)

-

va hagiqatan ham, >0 uchun
ElX—d|' = [x-d) dF(x)= I!,(xw;(x)z I(] = Fy(x))dx

- - d
tengliklar o*rinli bo‘ladi. Bevosita ko‘rinadiki, F,, funksiyalar sinfi
argumentni  siljishiga nisbatan invariant bo‘ladi. Oxirgi
tengliklardan kelib chigadiki
(X <5 Y) & (EE AX)S EL(Y)).

Endi lemma 1 ning isboti F,, funksiyalar sinfining invariant
bo‘lishligidan va oxirgi teng kuchlilik munosabati bilan
yakunlanadi. Shunday qilib, agar x,..X, bog'ligsiz tasodifiy
miqdorlar, ¥,....¥, ham bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar bo‘lib

X, <o ¥, i=12..n
munosabatlar o*rinli bo‘lsa

Ser
=k =l

3. Tagsimotlarning “qorishmasi” amalida stop-loss tartibi
saglanadi. Birinchi navbatda tagsimotlaming “qorishmasi”
tushunchasini eslatib o‘tamiz. Quyidagi ¢ parametrga bog‘liq
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bo‘lgan tagsimotlar uyushmasi [F(x¢)! ni ko'raylik. Bu yerda
xc R 8c0¢c k" deb hisoblaymiz. Demak r(x.#) tagsimot Rxe
to‘plamda aniglangan bo‘lib, ixtiyoriy fiksirlangan #=6, <© uchun
F(x,0,) tagsimot funksiyasi bo‘ladi. Parametrik fazo @ va uning
Borel to*plamlari sistemasi (o -algebrasi) 3 dan iborat (8.} )
juftlik o‘lchovli fazo deb ataladi. Aytilganiardan kelib chigadiki,
F(x.#) funksiya x bo‘yicha tagsimot, # argument bo‘yicha esa
o*Ichovli funksiya deb hisoblanadi, ya’ni har ganday x va s hagigiy
sonlar uchun
{6;F(x.0)<c}e Y

munosabat o°rinli. O‘Ilchovli (6.} ) fazoda aniglangan ehtimollik
o‘Ichovi Q) uchun

H{x)= -‘.F{x.ﬂ)ﬂidﬂ). xeR
formula bilan aniqlangan tagsimot H(x), F(x,@)ni ¢- chtimollik
bilan “qorishmasi™ deb ataladi. Masalan, aytaylik A(x) yarim to‘g‘ri
chiziq (0,%) da aniglangan ehtimollik tagsimoti bo‘lsin. U holda

Hx)= Id:(: I )dtu) = Id’(x/ Vae | A(du) (1)

o (i
formula bilan aniglangan tagsimot normal tagsimotni 4- ehtimollik
bo’yicha “qorishmasi” deb tushuniladi. Oson ko‘rinadiki, agar
standart normal tagsimot uchun @,,(x)=®(x) bo‘lsa, parametrlari
(0,e") bo*lgan normal qonunning tagsimoti

®, p,mzq{i]
, a
tenglik bilan aniglanadi. Agar oxirgida parametr o° (0,«) oraligda
giymatlar qabul giladigan u(w)-o*(w) tasodifiy migdor deb
tushunilib, uning tagsimotini
A(x)= P{a’(ro) < .t), x>0
bilan belgilasak, (1) formula bilan aniglangan tagsimet, normal va
A(x) tagsimotlarning “qorishmasi” bo‘ladi. Tasodifiy migdorlar
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ketma-ketligi x,.x,... berilgan bo'lib, mos tagsimot funksiyalari

ketma-ketligt #,F,... bo'lsin. Butun patural giymatlarni gabu)

giluvchi v tasodifiy miqdor uchun, v X,.¥,... bog'ligsiz 1asodifiy
migdoriar ketma-ketligi bo*lsin. Ushbu

X, = im =X,
tasodifiy miqdor, {x,.»>1} ketma-ketlikni v tasodifiy-momentda

to‘xtatilgan giymati deviladi. Bu tasodifiy miqdorning tagsimot
funksiyasi uchun

F(x)=P(X, <x)=iP(X, <x,v=n)=

=iP(v:n]P(X,<x]:ip,F_(x)
LS La

formula o‘rinli bo*ladi. Bu tenglikda

p,=P{v=n). n=12,..
va

(=2 nF0. 2)

Oxirgi (2) tenglik bilan aniqlangan tagsimot F(x).{F,.n>1}

tagsimotlarni {p . »>1} ehtimolliklar tagsimoti bilan “qorishmasi”
bo‘ladi. Endi X, va ¥, tasodifiy migdorlar mos ravishda F va G
tagsimot funksiyalariga ega bo'lsin (i=1.2,.) va {p,i>\] ketma-
ketlik ehtimollik tagsimotini tashkil gilsin, ya’ni ular uchun

P20, izl i;;g, =1.

Teorema 2. Agar F <, G, i>1 munosabatlar bajarilsa

FE =<5 p EG,.
2.7

Isbot. Bernulli tagsimotiga ega bo‘lgan {1.i>1} tasodifiy
migdorlarni ko‘ramiz, ya'ni /, lar uchun

P, =1)=p=1-P(1,=0), ¥p =1

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

Tasodifiy migdorlar ketma-ketliklari
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b s B Ko s Xisoss

Ll Ty T
bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlardan tashkil topgan bo‘lsin. Quyidagi
tasodifiy migdorlarni

X =i.ﬁx,. ¥ =i1,y;
t=l

=t

ko‘ramiz. Agar ularni tagsimot funksivalarini mos ravishda r va

G deb belgilasak,
F= ZR:-:. G=ZRG.

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Demak, r va G lar {£,i>1}.|G,iz1}
tagsimot  sistemalarining  “qgorishmalari” bo‘ladi.  Aytib
o‘tilganlarga asoslanib quyidagini yoza olamiz:

E(X-dy = J.(x~d)df-'('x) = ZI: I(x—d)dﬁ(x}:
=] b

d

=Z BE(X,~d) sZeE(}; ~d) =E(Y -dYy .

Demak x <, ¥ munosabat o*rinli.

4. Tasodifly sondagi tasodifiy miqdorlar yig'indisi (tasodifiy
yig‘indilar).

Teorema 3. Tasodifiy miqdorlar ketma-ketliklari

NX XX, ..

i b S
bog*ligsiz tasodifiy miqdorlardan tashkil topgan bo‘lsin. Bu yerda
N butun natural giymatlarni gabul giluvchi tasodifiy migdor bo‘lib,

P=P(N=n),n=12..
tagsimotga ega bo‘lsin. Agar (X _ n»=z1}, {¥,n=>1} ikkita o‘zaro
bog‘ligsiz va bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
bo‘lib, X, <, ¥, munosabat bajarilsa,

N N
b
1 =1

Isbot. To‘la ehtimollik formulasi va bog'ligsizlik shartlaridan
foydalanib
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) e
_Zf'[Z X, < r)PM —n)= Z*"lﬂp,, &

tenglikni yoza olamiz. Bu yerda
F(x)=P(X, <x)=P(X, <x)

- tasodifiy miqdorlarning umumiy tagsimoti.
Yuqondagl (3) tenglikni isbotlashda o*tkazilgan mulohazalarni
so‘zma-so°z qaytarib
oS <x)-Samwr, )
tenglikni hosil qilamiz va unda G(x)=P(¥, <x).Teoremaning
shartiga asosan
F(x) =g G(x) (3)
stop-loss o‘rinli bo*ladi. Endi (3)-(5) munosabatlar ko‘rsatadiki,
teorema 2ning shartlari
F=F", G=G", i=12..
bo‘lganda bajariladi. Demak, teorema 2 ga asosan

D Fr@pn< Y 6.
=i n=]

Teorema 3 isbot etildi.

Teorema 4. Faraz gilaylik { x,, n>1) risklar bog‘ligsiz va bir xil
tagsimlangan, musbat butun giymatli », va ¥, tasodifiy miqdorlar
esa ularga bog‘lig bo‘Imasin. Agar ¥, <, ¥, bo‘lsa,

-,Ir] se b h-g-zl n= 12’

stop-loss munosabati o*rinli bo*ladi.
Isbot. Manfiy bo‘lmagan 4> 0 sonini fiksirlangan deb hisoblab,
f(n)=E(S,-d)
funksiyani ko‘ramiz. Agar har ganday 4>0 uchun
Ef(N,)s Ef(N,) (6)
tengsizlik bajarilsa, teorema isbot etilgan bo‘ladi. Buning uchun esa
(6) tengsizlikdagi s() funksiyani kamaymaydigan va qavariq

75



ckanligini ko‘rsatish yetarli (stop-loss tagqoslashning ma’lum
xossalaridan biriga asosan). Odatda risk X, >0 - manfiy bo‘lmagan
miqdor deb tushunilgani uchun, s, <S,, demak f(n—1)<f(n)
tengsizlik bajariladi, ya'ni f(»n) funksiya kamaymaydigan bo‘ladi.
Funksiva f(n) ni gavariq bo‘lishligini isbotlash uchun
S~ fn-N)2f(n-)~ f(n-2)

tengsizlik o‘rinli bo‘lishini tekshiramiz. Aytaylik, x.yeR,z20
bo‘lsin. Bu holda

(xty+z—dy +(x—d) 2{x+y-d) +(x+2z-4) . (7)

Bunga oxirgi tengsizliklarni har ikki tomonini &' =max(0.4)
ifoda orqali olib chiqgish yetarli bo‘ladi. Endi (7) tengsizlikda
x=8,,,¥y=X,,,z= X, deb hisoblaymiz va unda

d
S 4K +X, =58, S,+X,.,=5.., S,+X =8

ckanligidan foydalasak

Jm+f(n-2)22f(n-1)
- tengsizlikni olamiz. Oxirgidan f(n)funksiyani qavariq bo*lishligi
kelib chigadi.

Natija. Faraz gilaylik, {x,. 221} va {¥,,n21} iKkita bog‘ligsiz
va bir xi) tagsimlangan tasodifiy migdorlar ketma-ketliklari bo*lIsin.
Butun va musbat giymatli N, va N, tasodifiy migdorlar mos
ravishda {x,} va {r,} larga bogliq bo‘Imasdan N, <, ¥, munosabat

bajarilsin. U holda
X XAy Z Y.

Isbot. Haqiqatan ham, teorema 3 asosan

N, N N,
Z-r. - Zx ) Z?:.
r=| =l r=l
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322 Murakkab Puasson tagsimotiari va Koks tagsimofti

Tasodifly yig'indi ,
Se=X,+..t X,
sshﬂuvcmiar soni N parametri i ga teng bo‘lgan Puasson
ng ega bo‘lsin. Agar x, bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar
umumiy F(x)=P(X,<x) tagsimot funksiyasi bilan tagsimlangan

bo‘lsa (4) formulaga asosan
P(S, <x)= Zp‘*mi-;e : (1)

tenglik o‘rinli bo*ladi. Ma’lumki Puasson tagsimotining hosil
giluvchi funksiyasi

e ) k3 l. ;
x,(x)= E px =€’ E —’x'=e 1.6 =N,
el w0 e

Oxirgidan Puasson tagsimoti uchun hosil giluvchi momentlar
funksiyasi
g )=E” =z, (e’)zcxp{l (¢ - l)} 2}
ekanligini olamiz. Tasodifiy yig‘indi s, uchun
P(N =m)= %e A on=0.12,...

bo‘lgan holda, s, Puasson tasodifiy yig‘indisi deyiladi. Agar s,
yig‘indidagi qo‘shiluvchi X, larning hosil giluvchi momentlar
funksiyasini f(z)=Ee™ deb belgilasak, Puasson yig‘indisi §, ning

hosil gituvehi momentlar funksiyasi
fo(2)=Ee™ =z (fz)) =D 3)

formula bilan aniglanishini topamiz.
Tasodifiy Puasson yig‘indisining tagsimotini murakkab
tagsimoti deb ataladi. Formula (2) dan hosila olish

yordamida oson kelib chigadiki
EN=DN=A.

Bu tengliklar diskret tagsimotlar sinfida Puasson tagsimotini
oxirigacha xarakterlaydi.
Agar EX, =a deb belgilasak (3) dan
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. ES,=Aa
mashhur Vald ayniyatini hosil qilamiz. Quyidagi jumlalar Puasson
tasodifiy yig‘indilarini o‘rganishda foydali bo‘ladi.
Lemma 2. Parametrlari 4,..4, bo‘lgan » 1a bog‘ligsiz Puasson

tasodifiy miqdorlarining yig'indisi, parametri sz bo‘lgan
fel
Puasson tagsimotiga ega bo‘ladi.

Isbot. Agar S, =X, +..+ X, bo'lib, x, bog‘ligsiz parametrlari 2

bo‘lgan Puasson taqsimotlariga ega bo‘lsa, (2) dan
Ee™ = Be* (X, ..+ X, ) = B Eettn w A1 ot st
lemmaning tasdigini isbot etadigan tenglikni olamiz.

Teorema 5. Faraz qilalaylik, biror ¥ hodisaning ro‘y berishlar
soni, parametri A bo‘lgan Puasson tagsimotiga ega bo‘lsin.
Hodisalar » ta guruh hodisalariga ajratilgan bo‘lib, aniq hodisaning
i -nchi guruhga tegishli bo*lishlik ehtimolligi boshqalarga bog‘liq
bo‘lmagan holda £ ga teng bo‘lsin (R +..+P, =1). Agar N, deb
t-nchi guruhga tegishli bo‘lgan hodisaning ro‘y berishlari sonini
belgilasak, w,....~, tasodifiy migdorlar bog‘liqsiz, parametri 1P

~ bo‘lgan Puasson gonuni bilan taqsimlanadi.

Isbot. To'la ehtimollik formulasiga asosan

PN =n)=S P(N,=n/N=n)P(N=n)=  *

B w A" »
=§C:m(l"'ﬁ)_w;!—e =

Bundan tashqari

P(Nl=ﬂl?""hrm = n,’:P( L=y s dV, w =, /N = Zﬂ] [Nzi”l}= '

et e [
[2 ]

Oxirgi tenglik ~(i=1m) lami Puasson tasimotlariga ega
bo‘lishligini va bog‘ligsizligini isbotlaydi.
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Puasson tagsimotining parametri ini (0.«) oraligda

tasodifiy miqdor deb hisoblab, uni 2 ning tagsimoti

bo‘yicha olmgﬂn “gorishmasiga™ Koks tagsimoti deyiladi. Bu
gat’iy ta’rifini quyidagicha keltirish mumkin: faraz

qilaylik. (0.=) oraligda giymatlar gabul qiluvchi, struktiv deb
mhwchl shunday A tasodifiy migdor mavjud bo'lib, N tasodifiy
ing A=1 bo'lgandagi shartli taqsimoti, parametri 2
bo‘lgan Puasson gonuni bilan aniglansa, bu ¥ tasodifiy migdor
Koks tagsimotiga ega deyiladi. Demak, w(1)=P(A <2)~ tasodifty

migdor A ning tagsimot funks:yas: bo'lsa,

P(N =n)= me ‘dw (i), =n=0,,.. (7)

Quyidagi teoremada qo‘shiluvchila: soni N Koks tagsimotiga
ega bo‘lgan tasodifiy yig“indilarda stop-loss tartibi saqlanishi isbot
“ladi
Teorema 6. Tasodifiy miqdorlar {x_, n=1} bog'ligsiz va bir xil
tagsimlangan bo‘Isin. Ikkita

Z=Y X, j=12

7 f

N

=l
tasodifiy yig‘indilardagi qo’shiluvchilar soni ~, lar, A, struktiv
funksiyalari (j=1,2) uchun A, <,, A, munosabat bajarilsin. Bu holda
<y Z,.
Isbot. Teorema 4 ga asosan, N, <, N, munosabatning
bajarilishini tekshirish yetarli bo‘ladi. Buning uchun oldin
k<d<k+1 bo‘lganda, E(N,-d) ifodani hisoblaymiz

E(N,-d) .—_Z[n- k—d +K)P(N, =n)=

= (N, k) +(d-k)P(N 2k+1),
Ya'ni 4 ning funksiyasi sifatida, bu matematik kutilma k<d <k +1
oraligda chizigli o‘zgaradi. Shuning uchun ham
E(N,~k), j=12,k20
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ifodani o‘rganish yetarli bo‘ladi. Yuqoridagi (7) tenglikdan va
gamma-tagsimoining ko‘rinishidan foydalanib quyidagi tenglik-
lami yoza olamiz:

E(N,-k) =Z(”_ﬂP(N’ =n)= .

a—k+l

o =

{n- k)%e'*dwj {A)=

g A=kH

TR

ol

o

j(k o’ [ _[(»1 u)dw(z‘t)]

. Bu yerdagi gavs ichidagi ichki integral £{A,-«) ga teng
bo*lgani uchun, ¥, ~, ¥, munosabat teoremadagi A, <, A, shartdan
kelib chigadi.

Natija. O‘rta giymatlar teng bo‘lgandz manfiy binomial
tagsimot, Puasson tagsimotiga nisbatan ko‘prog riskga ega bo‘ladi,

Isbot. Oldingi teoremadan foydalanishga harakat qilamiz.

Faraz gilaylik, », tasodifiy migdor parametyi i ga teng Puasson
tagsimotiga ega bo‘lsin. Bu holda (7) ko‘rinadiki »~, ga mos
kehuvehi strukitiv tasodifiy migdor A, uchun

P(A, = !1) =1

Eslatib o*tamizki, manfily binomial tagstimot N8(a,q) tkkala

va g{0 <4 <1} parametrlarga bog‘lig bo‘lib

e*dllde(,i)s AFNG G s

PN =k)=C} ., ¢ L+gy@™ - (8)

formula bilan aniqlanadi. Bu yerda x=01,2,.. qumaﬂami qabul
qiladi. Agar a=1 bo‘lsa, (8) dan korinadiki .

PN, =8)=FF, k=0,12,.. . ..
geometrik taqsimotni atqlaydi va bu yerda

80



S gaa
_I+q’ L pvl+q'
Faraz qilaylik, struktiv tasodifiy migdor A, ning zichlik

funksiyasi

i P

P (A) =t gt
T - Te)

bo‘lsin. Bu holda (7) formula
e - P » Jl;h:jll ~ ‘F(O‘"‘k)' q‘
P(N,=k)= L!r‘(a]q" “ HI) (ea)™

bo'lib, oxirgi formula (8) bilan wustma-ust tushadi. Endi
EN,=ay, DN, =a-g(1+q) bo'ladi va ag=1 bo'lsa, N=<,N,
munoszbat bajariladi. (EN, = EN, DN, < DN,).
Tearema 7. O‘rta giymatlar teng bo*lganda, binomial tagsimot
Puasson tagsimotiga nisbatan kamroq riskka ega bo‘ladi.
Isbot. Quyidagi tasodifiy migdorlar yig‘indisi
S,=l 4.1,
bo‘lib, bu yerda 7, - bog*ligsiz va Bernulli
P(1,=1)=¢,=1-P(1, =0), j=1,...n
tagsimoiiga ega bo‘lgan tasodifiy migdorlar bo‘lsin. Boshqgacha
aytgands, S - binomial-puasson sxemasidagi » ta bog‘ligsiz
tajribalarda “yutuglar” soni, har bir j - nchi tajribada “yutug” ro‘y
berishi ehtimolligi ¢, bo‘lsin (j=1,...,n). Tasodifiy miqdor B, esa,
oddiy Bernulli sxemasida har bir tajribadagi “yutuq”
=ligs.cs0)
ehtimollk bilan roy beradigan. n ta bogligsiz tajribalardagi
“yutuglar” sonini belgilansin. Demak, B, parametrlari #n va 7
bo‘lgan Bi(n7) binomial tagsimotiga ega bo‘ladi. O‘z-0‘zidan

ko*rinadiki
EB, = nj = Zq, = £S, .
=]
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Endi S, <, B, munosabat o‘rinli ekanligini induksiya orqali
isbotlaymiz. Apar tajribalar soni »=1 bo'lsa, .s‘,-i—Bi_ ya'ni
induksiyaning asosi to‘g'ri bo‘ladi. Hamma ro'y berishlar
ehtimolliklari

¢&==-=4,~q,
o‘zaro teng bo'lsa, bu holda ham .';,i-n,. Agar bu ehtimolliklar
ozaro teng bo‘lmasa, kamida bir-biridan farq giladigan ikkita ¢, va
g, chtimolliklar mavjud bo‘ladi. Aniglik uchun g, <g<gq, deb
hisoblab, s, | <, B,, musobatning bajarilishini faraz gilamiz.

Endi o‘zaro bog'ligsiz va oldingi kiritilgan tasodifiy
miqdorlardan ham bog‘liq bo‘lmagan 7,/ tasodifiy migdor]arni
ko‘ramiz. Ularning tagsimotlarini

P(l, =1)=g=1-P(1, =0),
Pl =1)=q,+q,~-g=P(I, =0)
formulalar bilan aniglaymiz. Bevosita tekshirib ko*rish mumkinki
Lo+l <51, +1,
munosabat  bajariladi. Demak, stop-loss taqqoslashning
- kompozitsiya amaliga nisbatan invariant bo‘lishligidan
S,=le+l +. 1 < I+l +1 +.#1,.

Lekin ¢, +¢,~7 +¢, +...+q, =ng -7 =(n-1)7 tenglik o'rinli bo‘lib,
undan induksiya farazigi asoslangan holda /. +7, +..+1, <, B,
munosabatni yoza olamiz. Oxirgidan 1. + B, , = 8, tenglikni hisobga
olib, §,~,, 8, munosabat o‘rinli bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz.
Demak, induksiya oxiriga vetdi.

Tasodifiy miqdor B, tagsimoti (binomial Bi{n.7))s,,, tasodifiy
migdoming taqsimoti g, =7,i-Ln,g¢,,~0 bo‘lgan holdagilar bilan
bir xil. Yuqorida isbot etilgan induksiyaga asosan

‘S‘ld -’:ﬂ Bull
va B, tasodifiy migdor binomial
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tagsimotga ega bo‘ladi. Agar nj=A belgilashni kiritib, Bi(n.4/n)
binomial tagsimotning parametri 2 bo‘lgan Puasson tagsimotiga
yaqginlashishi hagidagi klassik tecoremadan va tagsimotlarning sust
yaginlashuvida stop-loss munosabatini saqlanish xossasidan
foydalansak, teoremaning to‘g'ri ekanligiga ishonch hosil gilish
mumkin bo‘ladi.

2.3. Taqsimotlarni taqqoslash

Aktuar matematikada tagsimotlar sinfida (fazosida) ustuvorlik
ma’nosida turli xil tagqoslash usullarini kiritishga to‘g‘ri keladi.
Yugorida biz tasodifiy miqdorlar uchun taqqoslashning |
ehtimollik bilan (yoki “deyarli hamma joyda™ »< ),
"<, ""<," usullari bilan tanishib o'tdik. Keltirilgan usullar
uchun umumiy bo‘lgan kamchiliklardan biri — tagqoslanayotgan
tasodifiy miqdorlami bitta chtimolliklar fazosi (0.3.7)da
aniqglanishi kerak bo‘lishi bilan bog*liq. Tagsimotlar fazosi

F={F@G,.}
uchun quyida keltiriladigan tagqoslash usullarida mos tasodifiy
miqdorlarni umumiy ehtimollik fazosida aniglanishi shart
bo*imaydi.

Fto*plamning elementlaridan tashkil topgan tartiblangan
juftliklar to‘plami FxF = Fda aniglangan "<* munosabat
ustuvorlik deb aytiladi, agarda bu munosabat quyidagi shartlarni
qanoatlantirsa: B

1) refleksivlik, ya’ni har qanday 7 e F uchun r < r,

2) tranzitivlik, ya'ni agar r < ¢,¢c <@ bo‘lsa, F < Q,

3) har ganday (F.G) e F uchun yoki F < @, yoki ¢ < F.

Jufilik (;‘,g) ustuvorlik maydoni deb ataladi.

Ustuvorlik hisobi. Keltirilgan * < * munosabat 1)-3) xossalar
orqali aksiomatik ravishda aniglanadi va (F, é] maydon elementlari
“sifatini” aniglash uchun sonli xarakteristikalar topish masalasi
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bilan shug‘ullanamiz. Aytib o°tilganlardan kelib ciqadiki,
ta’riflangan “ustuvorlik” (a] tagsimotlar fazosi Fda ‘artiblash
munosabati bo‘ladi. B

Ta’rif 1. Munosabat * < * hisoblanuvchi deb ataladi, sgar Fda

shuningdek ¢/ (F) funksional mavjud bo*lib

F<@wU(F)<v(6)
ekvivalalentlik munosabati o‘rinli bo‘lsa. Bunday v/(-) funksional
ustuvorlik indikatori deb ataladi va bu funksional yagona
bo‘lmaydi: agar g¢(z) haqiqiy sonlar to*plami R da aniglangan ga’tiy
o‘suvchi funksiya bo‘lsa,

v(F)= s(v (F) M

funksional ustuvorlik munosabati * < » indikator bo*ladi Aytilgan
fikrni teskarisi ham o‘rinli.

Lemma. Aytaylik ©va rfunksionallar (E‘,g) maydon
elementlari uchun indikatorlar bo‘lsin. U holda v (F}, FeF
funksional giymatlari to*plami kda shuningdek gat’iy o'suvchi
funksiya g(x) aniglanishi mumkinki, (1) tenglik o‘rini bo'ladi.

Isbot. Agar zeRbo'lsa, 4 = {P U (F)= ;} ‘0*plamni
aniglaymiz. v va r lar bitta ustuvorlik munosabati "< "uchun
indikatorlar bo‘lgani sababli, v () = V(') tenglik hamma F.F' € 4,
lar uchun o‘rinli bo‘ladi.

Endi g(z) = v(F).F ¢ 4, funksiyani aniglaymiz. Bu holda (1)
tenglik o'rinfi. Agar z,y< K va z <y bo'lsa,uholda Fe4,Ge 4
tagsimotlar uchun # < ¢ munosabat bajariladi. Demak

o{x)= V(F)< V() alo)
munosabatlar o°rinli bo‘lib, ¢(z) funksiya ga’tiy o‘suvchi be‘ladi.

Misol 1.  Haqiqiy sonlar  juftliklari  te*plami
R = {(ry)iz e Rye R} (“tekislikda™) “leksiografik tartib” deb
ataluvchi <, - munosabaini quyidagicha kiritish mumkm: agar
(1].1'1] € Ra.[yl,yr) € R* bo‘lsa, bu holda
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(2.5) <o (1h.15) <2 (7 < ))’Ok] 5=y Vaz <y,
Uncha murakkab bo‘lmagan mulohazalar yordamida kiritilgan
» <, "munosabatni hisoblanuvchi emasligiga ishonch hosil qilish

mumkin.
Misel 2. Ikkinchi tartibli momentlari mavjud bo‘lgan tagsimotlar

F; ].r’dF(r) < \]

E=

—oc

fazosini ko‘raylik. F ¢ F, tagsimot uchun

m, = fz:dF(::}. 0= f[:: - m’)1 a‘Fi:-.l:)

belgilashlarni kiritaylik.

Agar F, 1o*plamiga kiruvchi tagsimotiami “kelgusida foydali”
risklarni (tasodifiy migdorlarni) tagsimot funksiyalari deb tushun-
sak, bu holda matematik kutilmani (funksional m,) maksimal-
lashtirish, m, = m bo‘'lganda esa mos dispersiyalami minimal-
lashtirish masalalari yuzaga keladi. Qayd qilib o‘tilgan masalalar
0°z navbatida

F<G & (m,.c;f) <, (ma‘o;)
munosabatlarni 7 ga kiruvchi ixtiyoriy Fva gtagsimotlar uchun
o‘rinli bo‘lishi bilan teng kuchli bo‘ladi. Bu usul bilan aniglangan
F < ¢ munosabat hisoblanuvchi bo‘lmaydi.

Agar g deb, bir elementli {s}to’plamda joylashgan
“buziladigan™ ehtimollik tagsimotining tagsimot funksiyasini
tushunsak, u holda quyidagi shakldan ko‘rinadiki,

(xsy)=(E 2E,) 2)

—e - x

85



Ko‘p hollarda tagsimot funksiyasi £ ni biror bir tasodifiy
miqdor (risk) x ning tagsimoti deb tushuniladi va uning natijasida
(2) munosabatni kuchaytirish mumkin (ixtiyoriy tagsimot uchun).

Ixtiyoriy #,G € F tagsimotlar uchun # < ¢ munosabat o‘rinli
deymiz, agar

F(r)'_)_-(-‘{_:),re R (3)
tengsizlik bajarilsa.
Keltirilgan * < "munosabat F va ¢ tagsimotlarga ega bo‘lgan
xva ytasodifiy miqdorlar (risklar) uchun aniglangan x <, v
munosabat bilan teng kuchli bo‘ladi. Buni simmetrik tagsimotlar
uchun namoyish etamiz. Eslatib o‘tamizki, rtagsimot z-m
nuqtaga nisbatan simmetrik deyiladi, agar hamma » > 0 uchun
F(m—z) = F'(m +z +0)
tenglik bajarilsa. Agar tasodifiy miqdor x ning tagsimot funksiyasi
F(z) bo‘lsa, oxirgi tenglik
P{X—m)z):P(X*m<—z).::>0
ekanligini bildiradi. Bu yerda z-m simmetriva markazi
hisoblanadi.
Agar F.¢ ¢ Ftagsimotlar umumiy simmetriya markazi m ga
ega bo‘lib,
F(r) > G(z), < m, (4)
tengsizlik bajarilsa, F < ¢ munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Agar x va vytasodifiy migdorlar mos ravishda rva ¢
simmetrik tagsimotlarga ega bo‘lsa, (4) munosabat hamma = > 0 lar
uchun

P(lx - m]> :) > P(IY - m|> z)-.
tengsizlik bajarilishini ko‘rsatadi.

Misol 3. Matematik kutilmasi m, dispersiyasi o' > 0bo‘lgan
normal tagsimotni ®_ deb belgilaylik va F=o_ . c=¢_ .0, <o,
bo‘Isin.

Bu holda 7 < ¢ munosabat o‘rinli, chunki

¢, (z)- ¢[I

-m

 ®(z) = @, (s)
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tengliklar va o <o, tengsizlik (4) ni hamma rlar uchun to'g'ri
ekanligini ko‘rsatadi.

Olib borilgan mulohazalar asosida simmetrik bo‘Imagan yoki
har xil simmetriya markaziga ega bo‘lgan tagsimotlarni tagqgoslash
oson masalalar emasligiga ishonch hosil gilish mumkin. Masalan,

o . va @ tagsimotlamni parametrlar m, > m,0, <o, tengsiz-

liklarni qanoatlantirganda taqqoslash uchun, matematik kutil-
malarni Kattalashtirish “xohishini”, dispersiyalarni (qiymatlarni
tarqoqligi) kamaytirish “xohishi” bilan kelishtirishiga to*gri
keladi. Bu “kelishtirish” jarayonida esa ko'p xatoliklar yuzaga
kelishi mumkin.

2.3.1. Taqsimotlarni taqqoslashning kisoblanuvchi usullari

Tkkinchi tartibli momentlari mavjud bo‘lgan tagsimotlar

F = lr-’.F € F,ffdp(z) <o

—o0

sinfini ko‘ramiz va

o o

my = [aar(e) o= [ (s=mar(s) p e

belgilashlarni kiritamiz.

Tagsimotlar sinfi Fda(m,,0,) jufiliklami taqqoslashga
asoslangan ustuvorlik munosabatlarini o‘rganamiz. Umumiy
nuqtayi nazardan garaganda, Misol 2 dagi leksiografik munosabat
juda “qo‘pol” -~ bu holda F < ¢ deb hisoblanadi, agar m, < m,
tengsizlik o‘rinli bo'lsa va bunda o,va olar orasidagi
munosabatiar hisobga olinmaydi.

Aniglangan F, sinfda tagsimotlarning hisoblanuvchi bo‘lgan
ustuvorlik munosabatlarini o‘rganamiz va bu masala F, dagi
tagsimotlarda aniqlangan v/ (¥)funksionallarni o*rganish bilan teng
kuchli bo‘ladi. Ko‘pincha tatbigiy tadgigotlarda ustuvorlik
Indikatori sifatida
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J’..’[F)= m, ~ ka,, k>0 (5)
funksional gabul gilinadi.

Agar, masalan F,={®__m¢R,0>0}bo’lib, fagat normal
tagsimotlardan tashkil topgan bo‘lsa, (5) funksional “golganlariga
nisbatan hech ham yomon bo‘lmaydi”. Lekin vetarli darajada keng
bo‘lgan F, c F,tagsimotlar sinfi uchun (5) funksionaldan
foydalanib bo‘Imaydi. _

Misol 4. Faraz qilaylik, #tagsimot [0.1/oraliqda, ¢ tagsimot esa
[1,00)yarim tog'ri chiziqda joylashgan bo‘lsin. Quyidagi

/ #

sxematik shakldan (F(1+)-F(1-)=1)ko'rinadiki, har ganday
z € Ruchun (3) tengsizlik o'rinli bo‘ladi (F(z)> G(z)). Demak,
F < ¢ ustuvorlik munosabati bajariladi. Aytib o‘tilganlar bilan bir
vaqgtning o‘zida dispersiyasi yetarli darajada katta bo‘lgan ¢
tagsimotni shuningdek tanlash mumkinki (matematik kutilma
kichik bo‘lganda), uning uchun
v(e)<u(F)

tengsizlik har qanday > 0 bo‘lganda bajariladi. Demak, bu holda
(5) kriteriydan foydalanish mumkin bo*lmaydi.

Endi tagsimotlarni tagqoslashda (ustuvorlik munosabati * < *
ni kiritishida) argumentlari m,va o, lardan iborat bo‘lgan ganday
f(m,o,) funksiyalardan foydalanish mumkinligi haqidagi
masalani ko‘ramiz. Boshqacha aytganda qanday () funksiyalar
orgali ustuvorlik indikatorini

0(F)= f{m, o)
ko‘rinishda yozish mumkinligini o' rganamiz.

&8



Yugorida gayd gilib o'tilgan fikrlardan kelib chigadiki, f(--)
funksiya birinchi argument bo‘yicha o‘suvchi, ikkinchi argument
bo‘yicha esa kamayuvchj bo‘lishi kcrak ya’'ni

——f(-ry} >0, —f{x y) <0 (6)

shartlar bajarilishi talab etiladi.

Lemma. Agar (6) shartlar bajarilsa, har qanday r tagsimot
uchun, shunday ¢ tagsimotni topish mumkinki, 7 va ¢tagsimotlar
uchun (3) munosabat o*rinli, lekin

_f(mc.a:.) < f(m,.o:) .

Isbot. Tasodifiy migdor xning tagsimot funksiyasi
F(z) (F, = F)bo'lsin. Boshqa tasodifiy miqdor yni quyidagicha
aniglaymiz:

e, ehtimolligi €,

Y=X+¢2Z, 0<e<l, 2Z,= ) )
0, ehtimolligi 1 — <°,

va x, z, tasodifiy migdorlar o*zaro bog'ligsiz bo*lsin. Demak. bu

_ tasodifiy migdorlar uchun
EX =m, =m, DX = oi UZ,EZ =1
. ; 1
DZ, = EZ} —(EZ,) = 5 —1~e,
EY =m+¢, DY = DX +e'DZ, = 0" + ¢+ ofe)
tengliklar o*rinli bo*ladi.

Endi ytasodifiy migdorning tagsimot funksiayasini ¢ = F, deb
belgilasak,

G(z) =F, (.r) = fo (z u)dP(E’Zo < u) <F [:r} = F(I)

]
ekanligidan F(z) > ¢ (z) tengsizlik hamma zuchun bajarlishi kelib
chigadi, Demak x <., Y ustuvorlik munosabati o‘rinli ekan. Agar

tlon) = 222, gfan) = L2

belgilashlarni kiritsak, (6) shariga va yuqondagxga asosan
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f(mc crz) -f[ '.}+f(mn’) 3 #f‘mo)r—kp(s):_
-_fmo |fm.o)!= —‘f ma)[el-a()
yoza olamiz. Demak, shuningdek « > 0 topiladiki
f{ma"’:') < f{m,o’) = f{m,, “r)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot etilgan lemmadan kelib chigadiki, v(F)= f(m,,o})
funksional, f(z,y) funksiya (6) shartni qanoatlantirganda ham ustu-
vorlik indikatori bo‘lmas ekan. Keyingi punktlarda tagsimotlarni
taggoslashning bir nechta “yaxshi” kriteriylarini ko‘rib o‘tamiz.
Bunday kriteriylardan ikkitasi mavjud. Birinchisi — marjinalistik
deb atalib, u “qulay” v(r)funksionalning giymatlari “foydalilik-
ning” sonli baholari sifatida qabul gilinadi. Ikkinchi yo‘nalishning
tarafdorlari (ularni ordinalist deb atashadi) har bir ustuvorlikka juda
ko‘p indikator funksionallar mos kelishini hisobga olgan holda.
bevosita tagsimotlarning * < "(ustuvorlik) munosabatlarini o*zini
o‘rganishni afzal deb hisoblaydilar. Aytilganlardan kelib chigadiki.
marjinalistlar o‘z tasdiqlarini ©{F)funksional termini orqali,
ordinalistlar esa bevasita * < "munosabat orqali ifoda etadilar.

Lekin ordinalistlarning yakuniy mulohazalari ustuvorlik " < *
munosabatini belgilovchi v (F)indikator funksionallarni tafsiflash-

ga asoslangan bo‘lsada (bu yerda farglik teoremalar shartlarida va
v(F) funksionallarni ularni belgilovchi teoremalar bilan almash-
tirishda yuzaga keladi), ordinalistik yo*nalish ko*pchilik tomonidan
“zamonaviyroq” deb hisoblanadi. Keltirilgan fikrga qaramasdan
quyida biz, “yaxshi” indikatorlik funksionallaridan ba’zilarini
ta’riflab o‘tamiz, chunki ular isbotlangan teoremalarning shartlarini
matematik ma’nosini izohlashda va teoremalarni isbotlash
jarayonini soddalashtirish imkonini beradi.

Bayon etiladigan mulohazalaming mantigly ma’nosi
quyidagicha: oldin ©(F)funksionallarga qo‘yiladigan sodda va
tushunarli bo‘lgan shartlami keltiramiz, so‘ngra esa ganday
funksionallar bu shartlami ganoatlantirishini o‘rganamiz.
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2.3.2. Uzluksizlik shartlari

O°z-o'zidan tushunarliki, v(F)va v(¢)funksionallar yaqin
bo‘lganda, gandaydir ma’noda tagqoslamayotgan r va @«
tagsimotlar yaqgin bo‘ladi. Bu fakt gat’iy matematik ma’noda,
tagsimotlar ketma-ketligi 7, » F bo'lganda, v(F)va U(F)
funksionallar yagin bo‘lishi (o‘zaro uzluksizlik mosligi) o‘rinli
ekanligini bildiradi va asosiy masala bu yaqinlik ganday konkret
ma'noda ro‘y berishini tushuntirishdan iborat bo‘ladi. Qo’yilgan
savolga javob bir giymatli bo‘lmasdan, u aytib o'tilgan holaini
o°ziga xos xususiyatlari bilan bog‘liq bo*ladi.

Misol 5. Faraz gilaylik “igtisodiy faoliyat yurituvchi shaxs-
ning * daromadi gat’iy narxi rz bo‘lgan tovarni sotib olishga
mo‘ljallangan bo‘lsin. Agar aytib o‘tilgan daromadni zdeb
belgilasak, r < z-son qanchalik rga yaqgin bo‘lmasin, £ va E.
birlik tagsimotlaming “foydaliklari” v/(£_va v (E. )lar o‘zaro yagin

bo‘lishi shart bo‘lmaydi. Bunga E_,va E tagsimotlarni

taqqoslash orqali ishonch hosil gilish mumkin. Hagiqatan ham,
z, <z, a, ~ zbo’lganda £_ - £ kuchsiz yaqinlashish o°rinli, lekin
U(E_) - (E.)yaginlashish o‘rinli bo‘Imasligi mumkin. Umumiy
nuqtayi nazardan gqaralganda kuchsiz yaginlashish (tagsimot
bo‘yicha) r, « rdan u/(F,)— v{r)yaqginlashish kelib chigmaydi
ya'ni v(r)funksional kuchsiz yaginlashish 7 - Fga nisbatan
uzluksiz bo‘lishi shart emas. Ammo

aup}F_ (z) -F (:':)I -0 *)
tekis yaqinlashish o‘rinli bo‘lsa, bu holda v(F,)—u{F)o‘rinli
bo‘lishini kutish tabiiy hisoblanadi, yva’ni ¢/ () funksional tagsimot
funksiyalarini tekis yaginlashishiga nisbatan uzluksiz bo‘lishi
mumkin. O'z navbatida, tagsimotlarning tekis yaqinlashishini
xaridorning sotuvchi kamroq narxda sotishga ko*ndirganligi yoki
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yetmagan pul miqdorini birovdan qarz olish imkoniyatlari bilan
sharhlash mumkin.

Quyida ikkita bir xil tipdagi shartlami keltiramiz:

Shart V1. U(#,}— U{F), agar F, - Fkuchsiz ma’noda.

Shart V2. U(F)— U(F), agar har ganday borel to‘plami 4
uchun £ (4) - F(4}.

O‘z-0‘zidan ko‘rinadiki, V1= V2. Qayd qilib o‘tamizki, agar

U{+)tagsimotlarning tekis yaqinlashishi (*) ga nisbatan uzluksiz

bo‘lsa, V2 shart bajariladi. SRR L

4

2.3.3. O‘rta qiymat kriteriysi

Agar xva y-bog'ligsiz tasodifiy migdorlar bo‘lib, ularning
taqsimot funksiyalari F,Gbo‘lsa, F o ¢ simvol bilan X - Y tasodifiy

miqdorning tagsimot funksiyasini belgilaymiz. U holda

(Fog)z) = jp(zz —y)dG(y) = F(22)+€(z).

Belgi o bilan aniqlangan amalni kompozitsiya amali +ga
asoslangan o‘rta giymat deb tushunish mumkin. Bu amal bog‘ligsiz
ravishda “daromad” olishning ikkita varianti mavjud bo‘lgan holga
mos keladi va ko‘p hollarda quyidagi shart tabiiy bo‘lib ko‘rinadi.

Shart 8. Agar U(F}=U(G)=t bo‘lsa, U{FoG)=1.

Eslatib o‘tamizki, yuqorida va quyidagi o‘rganadigan
tagsimotlar sinfi hamma birlik (buzilgan} £ tagsimotlarni o‘z
ichiga oladi va (2) munosabatga asosan har qanday ustuvorlik
indikatori U (F)uchun v (F,)funksiya o*suvchi bo'ladi.

Teorema 1. Faraz gilaylik, £ tagsimot sinfi quyidagi shartlar
bilan aniglangan bo‘lsin:

2) Hamma £ ¢ F,uchun matematik kutilma m,mavjud va
chegaralangan,

b) Tagsimot Fo F c F, .

e
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d) Tagsimotlar sinfi ¥, da aniglangan v (F)qandaydir uzluksiz
va kamayuvchi funksional bo'lsin.

Bu holda, apar hamma rlar uchun ©(E)-z ya'ni
“deterministik daromadning foydaliligi shu daromadning o'zi bilan
ifodalansa™

fa"(f"] =m, (8)
tenglik o°rinli bo‘ladi.

Isbot. Oxirgi (8) tenglikning isboti oson. Haqigatan ham, (7)
da r = E_deb olsak, m, =z ckanligidan v(z) = v (£, )bo’ladi.

Endi o(z)funksiyaning kamayuvchi bo‘lishligi (2) dan, ¢/(+)ning
uzluksizligi esa V1 shartdan kelib chiqadi. Qo*shimcha qilib, oxirgi
jumlani tushuntiramiz. Agar =z -z bo'lsa, E, — E_ kuchsiz
ma’noda. Demak |

vfz,) =U(E, )+ U(E,) =v(s).

Endi (7) formulani isbot etamiz. Tagsimotlar sinfi F,da
ixtiyoriy tagsimot rni olib ¢,q,....G,,..—tagsimotlar ketma-
ketligini ¢, = F o F,G, = G, 2G,....G_ = G_ oG, , rekkurent tenglik-
lar orqali tashkil gilamiz. Shart b) ga asosan «_e ¥, hamma
n =12, . uchun, c¢) shartga ko'ra esa

U(F)=u(c)=U(G,)=.. 9

Induksiya orgali ishonish mumkinki, ¢_tagsimot, tasodifiy

miqdor

" = ;}_‘-(XI F X, A X_]
uchun tagsimot funksivasi bo‘ladi. Bu yerda x lar o‘zaro
bog‘ligsiz va umumiy rtagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy migdorlar
boladi. Shart a) ga asosan |EX,| = |m,| < 00. Demak g7, .,n_,...—
tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun katta sonlar qonuni o‘rinli
bo‘ladi va ma’lum Xinchin teoremasiga asosan

oo

n, —:m, — fzdi"(.t)

—
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munosabat bajariladi. O‘z navbatida oxirgidan kuchsiz ma’noda

& —FE |

ekanligini olamiz. Bu munosabatdan va V1 shartdan foydalanib
U(Gﬂ) — U(Em,)’ n— oo

. —+ 00

bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz. Endi (9) tengliklar sistemasiga
asosan

' U{F)= U[Eu’) = v{m,).

Teorema 1 isbot bo‘ldi.

E’tirof etishga to‘g‘ri keladiki, isbotlangan teorema ! ni,

ko‘rilgan tagsimotlar sinfi F “anchagina tor bo‘igandagina”

qo‘llash mumkin. Buni quyida keltirilgan jumla ham tasdiglaydi.
Teorema 1 ning natijasi. Agar F —matematik kutilmalari

chekli bo‘lgan tagsimotlar sinfi bo‘lib, bamma tagsimotlar sinfi F,

da aniglangan U (F)funksional V1 va § shartlami qanoatlantirsa, u

holda

-

U(F) = conat.
Isbot. Har qanday ava & sonlar uchun shunningdek {#,,n > 1}
tagsimotlar ketma-ketliginj topish mumkinki, m, —a, lekin
kuchsiz ma’noda F, — E,{n — oc}. Masalan, F, sifatida

. % = b+(a. b}n ehtimollik }/
BN T N " S
= E & ekt:mal&kl—%
tasodiffy miqdoming tagsimotini olish mumkin. Bu holda

my = EX_ = [b+(a~b)“l'i*+"[1“;] —%

R
i

o X —=bhn—oo
Teorema 1 dagi (7) ga va V1 shartga asosan >
t )= “(’“&] =U{E)=lmU(F]= ,._hﬁt’( my )= "(“)
ya'ni v(b) = v{s) har ganday ava suchun, demak, v(-}=c

94



Isbot ctilgan natijadan kelib chiqadiki, teorema 1 faqat
u(F)=m, funksional uzluksiz bo‘lgan tagsimotlar sinfi uchungina
foydali bolishi mumkin xolos (ya’ni F, — Fkuchsiz ma’noda
bo‘lganda, m, — My, n— 00 ). Aytilganlardan kelib chigadiki,
albatta, F sinfdagi tagsimotlarni tagqoslashda matematik kutilma-
lardan foydalanish mumkin, lekin bunda m_ funksionalni uzluksiz-
ligiga alogador bo*lgan mulohazalardan foydalanish mumkin emas.

2.3.4. Foydalilik funksiyasi orqali taqqoslash
Avvalgi bo‘limdagi (8) indikator
v ()= f u(z)ar(z) (10)

funksionalning xususiy ko"rinis?n' bo‘ladi va bu yerda «{z)-
gandaydir (-oc,o0)da integrallanuvchi bo‘lgan funksiya. (10)
funksionaldagi u(z) funksiya foydalilik funksiyasi deb ataladi.
Keltirilgan ta’rif oldin eslatib o‘tilgan foydalilik funksiyasining
aniglanishiga qarama-qarshi bo‘lmasdan, bu funksuyaning asl
ma’nosiga mos keladi.

Endi (10) tenglik bilan aniglangan foydalilik indikatori U (F)
funksionalning ba’zi xossalarini keltiramiz:

(D). Manfiy bo‘Imagan «.3 >0 sonlar uchun « +g = itenglik
bajarilsin va F.Gtagsimotlar 0U(-)funksionalning aniglanish
sohasiga tegishli bo‘lsin. U holda

U(QF+B(.') —fu(zjdiuf(xj-r ﬂ(’."z)] = afu‘x)fﬂ"(l‘} t :-31"(1}"“(")

tengliklar o*rinli bo‘ladi. Demak, . "~
U(aF +86) = aU(F)+8U(G). (11)
Isbot ctilgan (11) tenglikni ganoatlantiruvchi () lami affin
funksionallari deb atashadi, (D) xossani esa quyidagicha sharhlash
mumkin. Tagsimoti #bo‘lgan daromad o ehtimollik, tagsimoti ¢
()5



bo‘lgan daromad esa 8 = 1 - aehtimollik bilan tanlansin. Bu holda
yakuniy daromadning tagsimoti @ = oF +36Gbo‘ladi va uni F.¢
tagsimotlarni “qorishmasi” deb ta'rif etiladi. Bulardan kelib
chiqadiki, (11) tenglik “qorishmalarning™ foydaliligi, foydalilik-
larning “qorishmasiga” teng ekanligini bildiradi.

Agar u(zjuzluksiz va chegaralangan funksiya bo‘lsa,
tagsimotlarning kuchsiz yaginlashishi ta’rifiga asosan, (10) tenglik
bilan aniglangan v(F) funksional VI shart ma’'nosida uzluksiz
bo‘ladi. Funksiya u{z ) chcgaralangan o‘Ichovli (uzluksizlik shart
emas) bo lgan holda ham «( ) indikator funksiya bo‘lsa,

f!df- —'fldF F(A)=U(F)n - >

munosabatlardan V2 shartm bajaﬂllshl kelib chigadi. Bu shartni
hamma o‘lchovli chegaralangan u(z)funksiyalar uchun bajarilishi,
ularni o‘lchovli sodda funksiyalar orqali approksimatsiyalash
mumkin ekanligiga asoslanadi. Oxirgi jumla bilan bog*lig bo‘lgan
va qiyin bo‘lmagan mulohazalarni takrorlashni mustaqil mashg
sifatida o‘quvchiga havola etamiz.

Quyidagi teorema keltirilgan tasdiglarga teskari (ya’ni
zaruriy) bo*lgan fikrlar ham o‘rinli ekanligini ko‘rsatadi. B

Teorema 2. Hamma ehtimolliklar tagsimoti fazosi Fda
aniglangan 0/{+)funksional (2), V2 va (D) shartlarni qanoatlantirsin.
U holda ba'zi chegaralangan va kamayuvchi «(x) funksiyalar uchun
(10) formula o‘rinli bo‘ladi. Bunda agar V1 shart bajarilsa, u(z)
funksiya uzluksiz bo‘ladi.

Teoremaning isbotida umumiy topologik fazolarda ehtimollik
tagsimoti ketma-ketligini yaqinlashishi bilan bog'‘lig muammaolarga
tegishli bo‘lgan natijalardan foydalaniladi.Lekin u{z)funksiyaning
monoton bo‘lishligi isbot etiladi. Hagigatan ham (10) formula
o‘rinli bo‘lganda «(z}= U/(E, )tenglik bajarilib, uning monotonligi
(2) munosabatdan kelib chigadi. Bu funksiya chegaralangan,



chunki aks holda (10) formula hamma ehtimollik tagsimoti ¥ &
uchun aniglangan bo‘lmayvdi.

Ushbu punktning so‘nggida quyidagini izohlab o‘tamiz. Agar
Fsifatida hamma ehtimolliklar tagsimoti sinfining konkret gism
to'plam ostilarini olsak. foydalilik funksiyalari u(s)larga
qo‘yiladigan shartlarni kamaytirish mumkin bo‘ladi. Xususan, -
to‘g‘ri chigizdagi chekli to‘plamlarda joylashgan - ehtimollik
tagsimotlari to‘plami  bo‘lsa, teorema 2  ning tasdiqi
chegaralanmagan u(z) funksiyalar uchun ham o‘rinli bo‘ladi.
Masalan, 1:(::) — ¢ bo*lishi mumkin.

2.3.5. Foydalilik funksiyasi va (3) shartning bajarilishi

Yugorida biz (2) shartga asoslanib, foydalilik funksiyasi u(z)
((10) formuladagi) kamayuvchi bo‘lishini gayd qilib o‘tgan edik.
O‘z navbatida (2) shart (3) ga nisbatan kuchsizroq bo‘lgani uchun,
(3) shart bajarilganda u(z) kamayuvchi funksiya bo‘lmaydi. Bunga
teskari bo‘lgan tasdiq ham o‘rinli.

Teorema 3. Foydalilik funksiyasi u(z) kamayuvchi emas va

tagsimot sinfi
F = |F'; fu(z)dF(I)< o

bo‘Isin. Bu holda (3) shart bajariladi.

Isbot. Funksiya u(z) monoton bo‘lishligidan, (10) formulada
bo‘laklab integrallash mumkin. Natijada quyidagiga ishonch hosil
qilamiz:

U ((.;) U(F) = fu(;r)d((? - F) = f‘f-‘(:}- G(.rvldu.(.r]

Bu yerda u() 0'lchov y([a,z]) = u(b)- u(a)a < b tenglik bilan
aniqlanadi.

97



Funksiya u(z) kamayuvchi emasligidan va oxirgi tenglikdan
ko‘rinadiki, v(G)>U(F), yani F<cva F(z)zc{z).zcR
munosabat yoki (3) tengsizlik har ganday » £ R uchun bajariladi.

2.3.6. Foydalilik funksiyasi va (4) shartning bajarilishi

Yugorida (4) shart bajarilganda umumiy simmetriya markazi m
bo‘lgan rva csimmetrik tagsimotlar uchun # < ¢ munosabat
o‘rinli bo’lishi qayd qilib o*tilgan edi. Endi bu shartga teng kuchli
bo'lgan va foydalilik funksiyasi u(z) orqali ifodalangan tasdigni
keltiramiz.

Teorema 4. Foydalilik funksiyasi «(z] ning yuqoriga qavariq
bo*lishligi (4) shartning bajarilishi uchun yetarli va zaruriydir.

Isbot. Funksiya j(z)ning yuqoriga qavariq bo‘lishligi (4)
shartini eslatib o*tamiz. Bu to°g'ri chiziq Rda z,z,,...,z nuqatalar
mavjud bo‘lib

f(an H(m)+ + (=)

z +:r-2+ -t T

<f

T
tengsizlik bajarilishini anglatadi. Induksiya orqali bu tengsiztikni
n = 2 bajarilishi yetarli bo‘lishligiga ishonch hosil gilish mumkin
va biz bundan quyida foydalanamiz.
a) Yetarlilik. Faraz qgilaylik, rsimmetrik tagsimot bo‘lsin.
Umumiylikka zarar yetkazmasdan simmetriya markazi = =ova
u{0) = 0deb hisoblash mumkin. Aks holda

v(F) = f w()dF ()= f (ufz) - w{0))ar (2) + u(o)

tenglikdan foydalanish kerak bo‘lar edi. Tagsimot F(z}ning
simmetriya markazi = - onuqta bo‘lgani uchun, F(z)=1-F(-z)

n

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Natijada quyidagi tengliklarni yozishimiz
mumbkin:



o

];.(;)dﬂ:):j‘u(:}d(;- F(-=j) = fu{-—:)d(l_ F(z)) =
= —ju(—z}dﬁ”(:) = ]u (—z)aF (=),
v(F)= f f x)dF(x)- ]u(:)d!-‘(_r)+j‘u(--1}dr-‘(_:]

-0 -0

-2 [fart) o)=L

Bu yerda u(0) - 0 tenglik hisobga olindi. Agar u{z)foydalilik
funksiyasi yuqoriga qavariq bo‘lsa, o(z)funksiya (-oc,0)oraligda
o‘suvchi bo‘lmaydi. Oxirgi integralda bo‘laklab integrallashni
amatlga oshirib

U(F)- ;zf F(z)dv(z)

tenglikni hosil gilamiz. Bundan esa 7(z)> G(z).z <0 bo‘lganda,
funksional v(-Juchun v(F)<v(¢)tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kelib
chigadi. Demak, (4) munosabat bajariladi.

Endi, aksincha, u(z)yuqoriga gavariq bo‘lmagan funksiya
bo‘Isin. Bu esa, shuningdek z va = nugtalar topilib, ular uchun
m)+ols) | (n4n,

2 ' 2
tengsizlik bajarilishini anglatadi.

Faraz qilamizki

F(:’-J) . F(’:” . }é
Va ¢ tagsimot ~--—nugqtada joylashgan birlik tagsimot bo‘lsin,
ya'ni




{

B S | Y |
B B l 2

Keltirilgan Fva ¢ lar wnumiy simmetriya markazi = = i;;ﬂ

nuqtada joylashgan simmetrik tagsimotlar bo‘ladi. Bu tagsimotlar
grafigini (=, < z, deb hisoblab) ko‘ramig,

‘ o :’! < ht
\'(\:'. N 1 1’2

A x+xg

2 SRR T
F(z) > G(z) munosabat z < Exi;i’z botgenda o'rinli bo'ladi,
Lekin
T +%

U(F)= Ul :U xJ,U(CL’):U ”Lz_l]

Demak, v(F)> U(c) tengsizlik bajarilib, (4) munosabat o‘rin_li :
bo‘lmaydi. Teorema 4 isbot etildi, o

2.3.7. Teorema 2 ning umumlashgan varianti -

Punkt 2 da isbot etildiki, har ganday hisoblanuvchi ustuvorlik
aumosabati monoton almashiirish anigligida o°ziga xos indikatorm
yuzaga keltiradi. Buni hisobga olganda (D) sharini, monoton
almashtirish anigligida affin xossalarga ega bo‘lgag funksio-
nallarga o*tish orqali umumlashtirish tabiiy deb hisoblash mumkin
bo‘ladi. Odatdagidek, quyida, o‘rganilayotgan funksionaini anig-
lanish sohasiga tegishli bo‘lgan tagsimotlargina ko‘riladi xolos.

Funksional v{F) uchun (E) shart bajariladi deymiz, agar
v(F)=v{G)tenglikni ganoatlantiruvchi Fva gtagsimotiar va
ixtiyorly @ tagsimot uchun
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s

Vi) = it

2 2
bajarilsa.

Keltirilgan (E) shartni quyidagicha izohlash mumkin: agar
va gtagsimotlar ekvivalent (teng kuchli) bo‘lsa, bu tagsimotlarning
har birini ixtiyoriy tagsimot bilan “o*rtalashtirish™ yana ekvivalent
tagsimotlarga olib keladi. B )

Teorema 5. Faraz qilamizki, ¥ -hamma tagsimotlar fazosi
bo‘lib, unda aniglangan v funksional (2), V2, va (E) shartlarni

ganoatlantirsin. U holda, shuningdek o°suvchi ofz)funksiya mavijud
bo‘lib

V(F)= (U (F)), (12)
tenglik o*rinli bo°ladi. Bu yerda funksional ¢/ (F)formula (10) bilan
aniglanib, unga mos keluvchi foydalilik funksiyasi ufz)

kamaymaydigan va chegaralangan bo‘ladi.
Agar VI shart bajarilib, ufz)va v(z)funksiyalar uzluksiz va

v(£,) = = bolsa, u holda
( f u(z)cu«-(,)], (12)

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda u{-)-o‘suvchi, «(-)esa unga
teskari bo‘lgan funksiya.

Keltirilgan teorema 5 ning isboti murakkab va u funksional
analizning ancha nozik hisoblangan sohalariga tegishli bo‘lgan
natijalaridan foydalanadi. Shuning uchun ham (12) formulaning
o‘rinli bo*lishini ta’min etuvchi aniq shartlarni sharhlab o*tish bilan
chegaralanib qolamiz. Aktuar va moliyaviy matematikada quyidagi
funksionalning tatbiglari ko‘p uchraydi.

Misol 5 (Masse kriteriysi). #chekli oraliq [0.z]da joylashgan
ehtimolliklar tagsimoti sinfi va foydalilik funksiyasi sifatida

u(;] =" >0

funksiya gabul gilingan bo‘lsin. Bu holda (12) formulani

l-’(F) =y
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{ i

1 =
. U(F’)z-;lnfe dF(m} | (13)
L]
ko‘rinishida yozish mumkin.
Funksional (13) quyidagi xossaga ega: Fga kiruvchi Fva @
tagsimotlar uchun :
U(F+G)=U(F)rU(6). (14)
Bu yerda «belgi odatdagidek tagsimotlarning kompozitsiya
amalini bildiradi. Oxirgi (14) tenglikni guyidagicha sharhlash
mumkin: Faraz qilaylik, bir-biriga bog‘ligsiz bo‘lgan 2 ta
daromadni ro‘yobga chiqarish masalasi o‘rganilayotgan bo‘lsin.
Ulardan birinchisi fagsimoti F bo‘lgan tasodifiy migdor x bilan,
ikkinchisi ¢sa tagsimoti ¢ boigan v tasodifiy miqdor ifoda etilsin.
Bu holda (14} formula yigiindi x + vy daromadning foydaliligi
ayrim olmgan daromadlarm foydaliligi yig°indisiga teng bo‘lishini
ifoda etadi va keltirilgan xulosa (14) formula (13) ning natijasi
ekanligi bilan isbotlanadi. Hagigatan ham,

U(F+G)=21nEexpe(X +¥)) = *In[Ee* - B | = U(F) + U(G)
| C
Quyidagi gizigarii faktmi gayd qilib o*tamiz: (13} funksional E.,

V1 va (14) shartlami gqanoatlantiruvchi yagona foydalilik indikatori
bo‘ladi.

2.4, Alle paradoksi va chizigli bo‘lmagan funksionallar 1

Chizigli foydalilik funksionallari anchagina tor sinfni tashkil
giladi va ulardan ko'p konkret holatlarda foydalanib bo‘imaydi.
Quyida keltivilgan Alle va Sevidj tomonidan o‘rganilgan misol
“anchagina sun’iy” bo‘lishiga qaramasdan, aytib o‘tilgan fikrga
namuna bo‘ladi.

Misol 6. Quyidagi £, F,, F,, F, tagsimotlar tasedifiy daromadlarni
ifoda etib, ular {0 so‘m, 3min.so‘m., 25 minso‘m} to‘plamda
joylashgan bo‘lsin. Mos ehtimolliklar quyidagi jadvaida keltirilgan:

)
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N

C F oz | 0som | Smin | 25nﬂn.ﬂ

. RO | SORY |
H o [t [ a |
K| 001 089 | 01
_____ 5 0,9 Y
|k | 0% | on_ | o |

Javdaldan ko‘rinadiki, ko'pchilik uchun F > FJ’:usluvorlik“
hagigatga yaqgin hisoblanadi. Bunda “osmondagi 25 min.dan ko‘ra
(0.1 ehtimollik bilan), cho'ntakdagi S million yaxshi (1 ehtimollik
bilan)” tipidagi mulohazalar ham butunlay “safsata™ bo‘lib
ko‘rinmaydi. Buning ustiga nol daromadi ro‘y berganda (0,01
ehtimollik bilan), 100 foizli “cho‘ntakni boyitish™ imkoniyatini
yo‘qotish riski ham go*shiladi.

Aytib o'tilgan fikrlarni (10) formula bilan aniglanadigan
U(F) foydalilik funksionali orgali asoslash mumkin. Hagiqatan
ham

U(F)=0-0451425-0=5

U(F,)=0-0,0145-0,8 +25-0,1 = 4.45
hisoblar U (7)) > U(F,)ekanligini ko*rsatadi.

Xuddi shuningdek

25=U(F)>U(F) =05
munosabatni  hosil gilamiz. Demak, F, > F,F, > F,ustuvorlik
munosabatlari o‘rinli bo‘ladi. O‘z navbatida (11) formuladan
foydalanib

}+l ] y 5 !25]

glﬁ_ﬂ
2
= Y (v(R)+v(F)) =

tengliklarni olamiz. Oxirgidan esa

E+F, _F+F, *
-) 2

Ustuvorlik munosabatini hosil gilamiz. Lekin yuqorida keltirilgan
Jﬁd\‘alga asoslanib,
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£,z 0 so'm 5 min. 25 min.
s0‘m so‘m
[t ¥ 0,9 L 91
2 9 3 2
R+ 7 99 1 9,1
2 2 2 2

mos tagsimotlar jadvalini tashkil qilamiz va undan
§ U{f'l +I*;]:U{Fz I

2 2 4

tenglikni olamiz,

Oxirgt tenglik va (*) munosabat hisobiga yuzaga kelgan
qarama-garshilik aktuar matematikada Alle paradoksi deb ataladi.
Bu paradoks shuningdek risk holatlari mavjud bo‘lib, ularda (10}
formula bilan aniglangan chizighi foydalilik funksionallari U{F)
lardan foydalanish mumkin emasligini va risk holatlari analizida
tagsimotlarni “chizigli bo‘lmagan™ tagqoslash usullariga o‘tish
kerak bo*lishini ko‘rsatadi.

" Quyida biz risklarmi  taggoslashda “chizigli bo‘lmagan”
_ funksionallami Kiritishning ikkita variantini keltiramiz. Ulardan

biri bevosita
:ffﬂ(x,y}dF(m)dF(v) T s)

kvadrauk ﬂmkmonallarga umuman esa, nchi tartibli ¢

f j" 3y o, i (2,). - 4P (5, (16)

formalarga o‘tish bilan bog hq bo‘ladi. :
Funksional (16) ni quyidagicha sharhlash mumkin: faraz

qilaylik riagsimotga mos keluvehi daromad » marta foydalanilsin

va X,j=1n j—pchi marta foydalanifgan daromadning tasodiffy

miqdori bo*isin, ya’ni boshgacha aytganda, (X, X,,..., X_)tasodifiy

miqdoriar majmuasi o°zaro bog ligsiz va umumiy 7 tagsimotiga ega
bo‘lgan tasodifiy migdorlardan tashkil topsin. Bu = ~o‘lchovii
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tasodifiy vektorning qiymatlarini (2,25} desak, bu
daromadlarning foydaliligi biror u(r_x,.....z ) funksiya bilan ifoda
etilgan bo‘lsin. Masalan, agar u(z) bir martalik rdaromadning
foydalilik funksiyasi bo'lsa, va bizning harakatimiz “o‘rtacha
foydalilikga yo'naltirilgan bo‘isa”

u[.-rl,....r-'] = %iu{:l) ot tl(i’l)] : (17)
deb gabul gilish mumkin.
Agar bizni fagat (s.z,..z \qiymatlaming maksimal bo‘l-
ganlari giziqtirsa, tabiiy ravishda

u(.rl.::._....z_) = nmx{rl_.:z,...,r-}
deb, minimal daromad qizigtirgan holda esa
u{z.,zz,..._.z_) = min {.-r:,,:r?....,:-}
deb gabul gilish mumkin.
Eslatib o‘tilgan hollarning barchasida funksional (16) tasodifiy
vektor (XX, X )ning foydaliligini matematik kutilmasi, ya'ni
U(F)= Fu(X, X,....X)
formula bilan aniglanadi. Xususiy holda, (17) formula o‘rinii
bo‘lganda, funksional (16) oldingi (10) formulaga aylanadi.
Yuqorida (15) formula bilan aniglangan kvadratik funksional
yordamida 6 misolda yuzaga kelgan “paradoksal™ holatni tushun-
tirish mumkin, ya’ni Alle paradoksini yechish mumkin. Yugorida
eslatib o‘tilgan chizigsiz bo‘lgan indikator funksionallardan biri
nisbiy foydalilik funksiyasi deb ataluvchi u(zy)larga asoslanadi:
bu funksiya bizning tasavvurimizda “rdaromad ydaromaddan
ganchalik yaxshiroq™ kabi fikrlami shakllantiradi. Bunda - >y
bD‘lganda u(z,y) >odeb, <y bo'lganda esa u(:c,y) <0va
u(z,y) = 0 deb olish tabiiy hisoblanadi.
Faraz gilaylik, xtasodifiy migdorning tagsimoti Fbo‘lsin. U

-

o(5)= Eu() = [ ulaspir(s)
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funksiyani xtasodifiy migdorni tasodifiy bo‘lmagan ydaromadga
nisbatan o‘rtacha foydaliligi {voki bo‘lmasa rtagsimotning) deb
tushunish mumkin. Indikatorlik funksionali & (F] sifatida esa

e

ol) = f o{e,giF(z) = 0 o (8)
tenglamaning yechimini olish- mumkKin. Bu ildiz- X tasodifiy
miqdorga nisbatan o‘rtacha foydaliligi nol bo‘lgan tasodifiy
bo‘lmagan daromad va u o‘rta giymat ma’nosida xtasodifiy
miqdorga ekvivalent bo‘ladi. Agar

ser) =) -e) a9
deb gabul qilsak, (18) tenglamaning yechimi o
JECECEC] I

U(F)=u[==_ Cagin o e (20)

| [ w(z)dP(x)

.. . ifodadan iborat bo‘ladi. Bu yerda »' () - teskari funksiya, w(sz)esa,
*. odatdagidek “muvozanat” funksiyasi. Formula (20) dagi u(z)
~ tasodifiy miqdorning o‘rta giymati “muvozanat funksiyasi” w(z)
bilan hisoblanadi. Agar w(z) =1 bo‘lsa, (20) formula (12) tenglikka
aylanadi.

Endi kiritilgan ikkita foydaliliklar funksionallarini taggos-
laymiz. Faraz qgilamizki, tasodifiy bo‘lmagan s,..,z daromadlar
_ ketma-ketligining foydalilik funksiyasi u(z,...r ) quyidagi xossaga
ega bo‘lsin:

u(c,...,c):c. (21)
Boshqacha aytganda teng daromadlar ketma-ketligining
foydaliligi, shu daromadlarning har biriga teng bo‘lsin. Bu holda
u(x,,...z,} funksiyaning giymati (z,,... =, }to'plamping markazi ham
deb hisoblanadi. Masalan, (21) tenglikni (17) munosabat bajarilgan
holda ta’min etish uchun formula (17) ni quyidagi
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u{..rr..,‘,.r-) = ul(f{f‘t—_u—(z—') (22)

mn

tenglik bilan almashtirishga to*g*ri keladi. “Muvozanat funksiyasi”

orqali o‘rtalashtirish esa o _
Attt o

ur(xl] + i w(:r“)

u(zynz) =

formula bilan amalga oshiriladi.

Funksiya u(z,...z,) uchun keltirilgan oxirgi ikkita (22), (23)
formulalar, bu funksiyaning quyidagi aniqlanishining xususiy
hollari bo‘ladi. Aytaylik, u(r._ y]—nisbiy foydalilik funksiyasi
bo‘Isin. Foydalilik ketma-ketligi (z.....z_) ning markazi uchun

Lulz) + .+ ufz,0))= 0, (24)
tenglamaning yga nisbatan yechimi deb gabul gilamiz, va’ni
o‘rtacha nisbiy foydalilik nolga teng bo‘ladi. Tenglik (19)
bajarilgan holda (24) tenglamaning yechimi (23) formula bilan
aniqlanadi, () = 1 bo‘lgan holda esa bu yechim (22) formula bilan
topiladi.

Endi (X,...X |tasodifiy miqdorlardan tashkil topgan daro-
madlar ketma-ketligini ko‘ramiz. Bu yerda x .. x o‘zaro
bog‘ligsiz va umumiy #tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy migdorlar
ketma-ketligi deb qabul gilinadi. Formula (24) bilan
moslashtirilgan holda, (X,...., X_ | ketma-ketlikning foydaliligi

[j_]](u(xl_y)+.,.+"(I_,y))=a, (25)

tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Oxirgi (25) tenglikning chap tomonidagi tasodifiv migdorlar
bog'ligsiz va bir xil tagsimlangan ekanligidan, katta sonlar qonuni
bo‘yicha (25) ning chap tomoni, (18) formulaning chap tomonidagi

f ulz,y)iF (z)
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ifodaga intiladi. Shuning uchun ham (25) tenglamaning yechimi
(ildizi) ehtimollik bo‘yicha, (18) tenglamaning yechimiga intiladi
deb hisoblash mumkin bo‘ladi. Bu oxirgi xulosa, u(.-) funksiva
birinchi argument bo‘yicha o*suvchi, ikkinchi argument bo‘yicha
esa kamayuvchi bo’lganda bajariladi. Hagiqatan ham. =>0
ixtiyoriy son, y (18) tenglamaning yechimi, K({y)-(25) teng-
lamaning chap tomonidagi tasodifiy migdor, Z =7 (X,,...X ) -
tasodifiy migdor (25) tenglamani yechimi, & = g(y, - <) bo*lsin. Bu
holda 6 > @ bo*lib, quyidagi munosabatlar o°rinli bo*ladi:
K(2,)=0,P(Z, >y, —¢)=P(K(p—c)<0)=

&
» p[x(g, ~€) <0)K(y, ~¢) -8 < 5] .
- _ 8]
+P[h (v, —€) < ﬂ,lK[ya —-g) —f\| = 5] <
< P[H(yu ~£)<0,K(y,—e)< g—] + P[lK{yo ~g)— b! > -2-]
Oxirgi tengsizlikdagi birinchi qo*shiluvchi nolga teng, ikkinchi
go‘shiluvchi esa n — ~cda nolga intiladi. Demak,

; lim P(Z, > y,—¢)=0 (26)
tenglik ixtiyoriy ¢ >0 uchun bajariladi. Munosabat
P(Z. <Y E) — 0, n— 00 (27)

o‘rinli ckanligi (26) tenglikning isbotiga o'xshash bo‘ladi. Endi
(26), (27) munosabatlarga asoslanib, ixtiyoriy « > 0 uchun

im P17, - > €)= 0
ekanligiga ishonch hosil gilamiz

2.5.Lorens tartibi. Teng kuchli ta’riflar
Bu tartib iqgtisodiyotda ko'p ishlatiladigan Lorens egri
chiziglarini nuqtada taqqoslashga asoslangan. Aytaylik £-musbat

orta giymatga ega bo'lgan va manfiy bo‘lmagan tasodifoy
migdorlar to‘plami bo‘lsin. Oldingidek £, orqali x tasodifiy
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'_ ming tagsimot funksiyasini, r,' orqali esa unga teskari
po‘lgan funksiyani belgilaymiz.

II
Fy' () = sup{x; F (x) < u}

Tasodifiy migdor x bilan bog*liq bo‘lgan Lorens egri chizig‘i
[F o
Ly(u)="2

[

,uel0,1), (1)

1]
funksiyani grafigiga aytiladi. Teskari funksiyani ta'rifidan kelib
chiqib, soda mulohazalar yordamida
1

I Fy' ()t = EX
]

tenglik orinli bo‘lishiga ishonch hosil gilish mumkin. Lorens egri
chizig‘i - bu [0,1] oraligda uzluksiz, kamaymovchi bo‘lmaydi va
Le(0)=0, Ly()=1 tengliklar bajariladi. Demak, 1,.() Lorens
funksiyasining sxematik grafigi kamon ko‘rinishida bo‘lib, uning
ipi birlik kvadratning diognali, kamonning o°‘zi esa diagonalning
tagida joylashadi.

v

Agar x tasodifiy migdor biror guruhga kiruvchi shaxslar
foydasining o‘Ichovi bo‘lsa, Ly(u) (0<x<1) umumiy foydaning
100% ulushiga davogar bo‘ladigan guruhning eng “kambag‘al”
shaxslari gismiga mos keladi. Agar x tasodifiy migdor [0,1]

109



oraliqda tekis tagsimlangan bo‘lsa, bu hol £, ()=« tenglik bilan
ifoda etilib, guruhdagi xohlagan shaxs “kambag‘al” bo‘lishi
mumkinligini bildiradi (kamon yoyi “egriligi” qancha katta bo‘lsa,
‘guruhdagi shaxslar orasida “tengsizlik™ ham shuncha katta bo*1adi).

Ta’rif 1. Tasodifiy migdorlar x va r risklar sinfi 7 ga tegishli
bo‘lsin. Risk Lorens ma’nosida v niskdan kichik deyiladi, agar

EyCu)z Ly(a), hamma « =[0,1}.

Bu munosabat X <,,, ¥ ko‘rinishida yoziladi.

Eslatib o*tamizki, tasodifiy miqdor! x tasodifiy miqdor r dan
qavariq ma’noda kichik deyiladi, agar har ganday uzluksiz qavariq
funksiya uchun

Eh{X/EX)< ER(Y/EY) | )
tengsizlik bajarilsa. Bu munosabat L S
(X/EX}=, (Y/EY)
ko‘rinishida yoziladi.
Teorema 1. Har ganday x va v risklar uchun
X<y, ¥ 2 (X[EX)< (Y/EY). - . (3)

Qayd etib otish kerak bo‘ladiki, risklar gavariq tartib (<_)
ma’nosida, fagat o‘rta giymatlar £x = £y bo‘lgandagina amalga
. oshirilishi mumkin (bu esa bevosita (2) tengsxzhkda kuzatﬂadl)
Lekin Lorens tartibi bu shartni talab etmayd1 VTR ey

Natija 1. Agar £x - £y bo‘lsa, (3) ni o '3.'-1',‘;‘-,_’_{.31

Xy YO X<, ¥ )
ko‘rinishida yozish mumkin.

Bu natijaning isboti o‘z-o‘zidan ravshan, chunki qavariq
funksiya a() ga asoslangan «_ tartib, bu funksiyaning argumentini
masshtab o‘zgarishiga nisbatan invariant bo‘ladi.

Natija 2. Faraz qilaylik x,rel lar mos ravishda 1,03, 5,0
zichlik funksiyalariga ega bo‘lib, Fx=£v bo‘lsin. Bu holda
X <,,. ¥ bajarilishi uchun y,(x)- f,(x) ayirmaning (0, oraligda
ikki marta - + - (oldin manfly, keyin musbat, yana manfiy)
tariibda ishora almashtirish yetarli bo‘ladi. Keltirilgan natijalar
to‘g ri ekanligiga
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Fy () - Fy () = f;x(um j'mu;a&: f(;xw) Fy() di

_ayirmaning ishorasini (0, =) orallqda 0 zgamhlm kuzatib va (4)
munosabatdan foydalanib ishonish mumkin.

Izoh. Oson ko'rish mumkinki. ¥ <,,, ¥ munosabat, har ganday
a,be(0.%) lar uchun ax <, 5y munosabatni o‘rinli bo‘lish bilan
teng kuchli bo‘ladi. Ko*p hollarda berilgan X, ¥ va o’rta giymatlari
har xil bo‘lgan tasodifiy risklarni tagqoslash o‘rmiga, o'rta
giymatlari teng bo’lgan XEY, YEX tasodifiy migdorlarni tagqoslash
qulay bo‘ladi.

Quyidagi teoremada Lorens tartibi <, ni alternativ ravishda
xarakterizatziyalash masalasi yechiladi.

Teorema 2. Lorens tartibi x <, ¥ bajarilishi uchun gandaydir
musbat son ¢>0 uchun, shunday ¥ va 7 tasodifiy miqdorlar
mavjud bo*lib,

viv, X LeE(ryz))
munosabatlarni o‘rinli bo*lishi yetarli va zaruriy shart bo‘ladi.

Misol sifatida ko‘rsatkichli (cksponensial) tagsimotni Lorens
ma’nosida Pareto tagsimoti bilan “dominan™ (kichik) bo‘lishini
ko‘ramiz,

Natija 3. Tasodifiy migdor x o‘rta qiymati A bo’lgan
ko‘rsatkichli (eksponensial) tagsimotga, v esa “siljigan” Pareto

—-a
P}(x}:l—[IJr%) x>0,a>1

tagsimotiga cga bo'lsin. Bu holda x <, ¥
Isbot. Eslatib o‘tamizki, parametrlari o>0,1>0 bo'lgan
Gamma tagsimot I'(a,4) ning zichlik funksiyasi

filx,a,i)= —z——x" T2 x>0
He)

formula bilan aniglanadi.
Faraz gilaylik ¥ va z — bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar uchun
r(L i), z0r(a,1),
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ya’ni ular mos ravishda parametrlari {2, 1) bo‘lgan Gamma
tagsimotga ega bo‘lsin. Agar Y—iX}Z deb gabul gilsak, Yoy va

PArs. tasodifiy —miqdorlar teorema 2 dagi shartlami
qanoatlantiradi. Haqigatan ham ¥ ni tagsimot funksiyasi

F@=Pxz’ <x)=1-[1+-;-) ,x>0,a>1

“bocladi. Ikkinchidan esa shartli matematik kutilma o !
E(r/X)=E(xz(X)=xE(z™"). e oo
Dcmak, x tasodifiy mxgdorin Cpr o e
f E(Y/x 1
BEGR R
kps‘mushda yozamiz va teorema 2 ga asosan X <, ¥.

- Aktuar matematikada sug‘urta risk holatlamni taqqoslash,
asosan tasodifiy migdorlar uchun go‘llaniladigan «, yoki <_
tartiblash qoidalaridan foydalaniladi va bunda sug‘urtalovchi shaxs
(kompaniya} har ganday risk uchun bir xil “sug‘urta badali”
belgilaydi deb gabul qilinadi. Ko‘p hollarda bu qoida sug‘urta
holatlariga adekvat ravishda mos kelmaydi va natijada sug‘urta
faoliyatini chegaralab qo‘yadi. Masalan, amalda yugori “sug‘urta
to‘lovlari” hisobiga kam “yoqimli” bo‘lgan risklarni sug‘urta
kompaniyasi uchun “qiziqarli” bo‘ladigantari gatoriga qo‘yish
imkonini beradi.

Aytilganlardan kelib chigadiki, sug‘urta faoliyatini (x,?)
juftlik orgali ifoda gilish va bunda x - sug‘urta to‘lovi (nisk), p —
uning uchun to‘laniladigan “mukofot” (sug‘urta badali) deb
hisoblash ahamiyatli bo‘ladi. Sug‘urta “mukofoti” , qandaydir
qabul gilingan ta’rif (prinsip) # orqali belgilanadi, ya’ni P=#(x)
funksional bilan aniqlanadi. Masalan, teng kuchlilik prinsipi qabul
gilinganda H(X)=EX=p, sug‘urta yuklamasi ¢ bo‘lgan o‘rta
giymat prinsipi asosida H(X)=(1+a)EX va hokazo.

Ko'p hollarda sugurta kompaniyasining faolivati x/H(X)
tasodifiy migdor bilan ifoda qilinadi va u “mukofot” birligiga mos
keladigan risk miqdori deb qabul gqilinadi yoki x/#(x) nd
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r kompaniya uchun nisbiy “chiqim” xarajat, talofat (ziyon) deb atash
mumkin. Umumiy ma’noda, bu migdomi nisbiy risk sifatida gabul
gilinadi.

Lemma 1. x va y risklarni Lorens tartibi, (x.(0+a)Ex) va
(r.0+a)EY) kontraktlar (shartnomalar) bilan bog'lig nisbiy
risklarni “qgavarig™ tartibiga teng kuchli bo‘ladi.

Isbot. Hagigatan ham (2) munosabatga asosan (teorema 1)

X Y

(14 )X e (I+a)EY’

ya’'ni riskga “mayli” bo‘lgan hamma shaxslarni, x bilan bog’liq

kontraktlarning nisbiy risklari qizigtiradi xolos (agar shartnoma

ta'rifikatsiyalari « yuklamali o‘rta giymat prinsiplariga asoslangan

bo‘lsa). Oxirgi jumladan Lorens tartibi aktuariylar uchun x va v

risklarni, ularga mos kelgan “munosabatlarni™ hisobga olgan holda

tagqoslash imkonini yaratish mumkinligi kelib chiqadi.

Endi sodda & — tartib nomi bilan ataladigan risklarni tagqoslash
usuliga o*tamiz. Eslatib o*tamizki, tasodifiy x riskning stop-loss
almashtirishi

X< ¥ o

my(x) = I(I~—F_V(u))du

formula bilan aniglanadi (ba’zi hollarda my(x) franshiza x ga mos
keluvchi stop-loss “mukofot” deb ham atafadi). Funksiya K, (x) ni
quyidagicha aniglaymiz:

K_ﬂﬂ:-é-;mﬂx&\').

Ta’rif 2. Tasodifiy risk X k— tartib ma’nosida v riskdan Kichik

deyiladi, agar

Ky(x)< Ky(x)
tengsizlik hamma x>0 uchun bajarilsa. Bu munosabat x «, v
korinishda belgilanadi.

Keltirilgan <, tartib, teng kuchli ma’noda, berilgan tasodifiy
migdorlar bilan bog*liq bo‘lgan boshqa tasodifiy migdorlar uchun
Stoxastik <, tartib sifatida gayta ta’riflanishi mumkin. Hagigatan
ham r; — tasodifiy migdor x* f::_’ ning tagsimoti bo‘lsa, ya’ni
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Fy=Fy(xEx). Yangi tasodifiy miqdor X ning tagsimotini,
to‘g‘rirog‘i uning zichlik funksiyasini
Sy = [dFy@) =1-Fi(x), x>0

tenglik bilan kiritamiz. Bu tasodifiy miqdorning tagsimot
funksiyasini 7, deb belgilaymiz.

Lemma 2. Agar x va ¥ berilgan ikkita risk bo‘lsa,

X, T X<,7. (3)
Isbot. Hagiqatan ham
X<,Y o1-F(x)<1-F(x).

Endi lemmani isboti quyidagi almashtirish tengliklaridan kelib

chiqadi:

—FoAr)= _' g =Lw N =mx(x£¥]
I- Fy(x)=1 uj'(] Fy (uEX))du H”L (1 Fy () du =22

a K_r{xl ’

I*ﬁr(x)=ﬁi%5—{)-=k}(x).

Bu tengliklar birgalikda lemma 2 ni, ya'ni (5) munosabatni
isbot etadi.

Sug‘urta igtisodiyotida risklarni nisbiy o‘zgarishini “o‘lchovi™
sifatida variatsiya koeffitsiventi

CV(X)=DX/EX

foydalaniladi (VDX — standart og‘ish).

Natija 5. Agar x <, v bo‘lsa, cv(x)<cw(y).

Oxirgi tengsizlikni isboti uchun bevosita hisoblash orgali
quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

EXZ

2Ex)

e § _ 1 }
EX = !Kx(u)ah == !Jux(xﬂk’)du -

_10x +(Ex)’
2 ()
Endi <, stoxastik tartib uchun
X=<,Y=>EX<EY
ekanligini hisobga olgan holda, yugoridagi tenglikdan foydalansak
%(((‘F'(;\')): + 1]5%[((‘:/{}’))1 +).
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Oxirgidan va lemma 2 da (5) munosabatdan natija 5 ning

| tasdig®i o‘rinli ekanligini olamiz.

Teorema 3. Quyidagi

X< YeX <,1
teng kuchlilik munosabati o°rinli.

Hagiqatan ham m .(x)= K, (x) tenglik teorema 3 ning to°g'ri
ekanligini isbot etadi.

Natija 6. Har qanday Y.¥ <1 uchun

X~ Yoo X< Y.

Keltirilgan natijaning isboti teoremalar 1 va 3 ni, natija 3 dagi
(4) munosabatning kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi. Sug‘urta
faoliyatida Lorens chizig‘ining quyidagi talgini mavjud: 1,(w)
umumiy riskning 100% hajmi bilan bog‘lig eng arzon kontraktiar
qismi.

Amaliy sug‘urta faoliyatida Lorensning “dual”™ chizig®i
Ly <1 - Ly (1-u), ue {0, 1]
ham ahamiyatli hisoblanadi. [0,1] oraligda fiksirlangan » uchun
@y umumiy talofatning eng gimmat kontraktlarning 100%
qismi. Lorens tartibining ta’rifiga asosan hamma « [0, 1] lar uchun
X <10 ¥ < 159 (u) < LY (w) .

Teng kuchlilik munosabati o‘rinli bo‘lishiga ishonch hosil
gilish giyin bo‘lmaydi. Bu punkt oxirida <, va <, tartiblar
orasidagi munosabatlarga aniglik kiritamiz. Umumiy holda
stoxastik tartibdan k - tartib kelib chigmasligini isbotlaymiz, ya'ni

X<, ¥y #X<7F.

Quyidagi tasodifiy migdorlarni ko‘ramiz:

X0U(0,2), ¥ U(2).

Bu yerda U(a,b)-[a, b] oraligdagi tekis tagsimotni belgilaydi.
Quyidagi shakllarda £, va 5, tagsimot funksiyalarining grafiklari
keltirilgan.

A A




Bu tagsimotlardan ko‘rinadiki, har qanday x>0 uchun

' Fy(x)2 Fyp (%) (%)
tengsizlik o‘rinli. Demak, x <, ¥ munosabat bajariladi. Berilgan x
va ¥ tasodifiy miqdorlarning zichlik fimksiyalari

i ,uel0,2] Luell, 2]

. X(u)_{g ug(0,2], Pr(“)—{ﬂ, ugll, 2].
ko‘rinishda bo‘ladi. Bulardan ham (6) tengsizlikning bajarilishi
oson ko‘rinadi. Endi quy1dag1 hlsoblashlarm bajaramiz;

jxdm:) prx{x)d-‘ [—dx 1,

£Y= def}(x): By (x)elx = jm:%,
i

0 0

2
" x
mylx)= J(l-Fx(u))du[[lE) , 05x<2

0, x=2,
2-x, 0=2xx1

. : ':;,'i'_ w0 2
Dol L myp(x)= I(I—Fr(u))duz (1—%] , 1€x<2

0, £>2,
e ST 1
”’3 . i ,Kx(x)=—E-x:mx(xEX)=mx(x), s
.3."}'{2_.' di . r4 3x 2 :' 1
oL R 3{1"7)’ I}ng_j
2
1 2 3x 2 Ix 2 4
Ky(x) = EX)==py| = |=4 j1-22 1, €y~ ..
0= pmeEn=Sm(E)=l 20-2) 2aact
| qQ, x:—i.
3

Bulardan ko‘rinadiki,
Ky(x)s Ky(x)
tengsizlik 0<x<2 bo‘lganda bajarilmaydi. Demak, & — tartib
ma’nosidagi
X~ ¥
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munosabal ¥ [1U(0.2), Y11/(1,2) tasodifiy miqdorlar uchun o‘rinli
‘Imaydi. O*z navbatida, endi
XA X HRRY
ekanligini ham ko‘rsatamiz.
Tasodifiy migdoriar
X1 Exp(l), Y11 Exp(2)

bo‘lsin. Bu verda Exp(a), (a>0) — parametri a bolgan ko‘rsatkichli
(eksponensial) tagsimot, ya'ni mos tagsimot funksivasi
&(x)={l—e"“', x20

0, x<0.
Ishonish mumkinki

!xe“"dx = :I;

ya'ni Exp(a) tagsimotning o‘rta giymati i ga teng bo‘ladi. Demak,
ko‘rilayotgan misol uchun

EX =], EY=-I—.
7

Bevosita hisoblashlar orgali quyidaguilaxga ega bo'lamiz:
my(x)= I[l ~ Fy(u))du= Ie"'du =e,

X

G i T
my (x) = I(I—Fr(u))du-_—.fg Mgyt

x

1 -
Ky(x)= Em,(xEX}=mx(x)=e s

I o Xl_ =
K,(x)—gfm,(xﬁl’)—sz(zJ e .

Demak X, (x)=K,(x), vx>0 uchun va x <, v. Lekin har ganday
x>0 uchun
1-Fy(x)=e* <l Fp(x)=e**
tengsizlik bajarilmaydi, va'ni x <,y munosabat o rinli bo‘lmaydi.
Yuqorida keltirilgan mulohazalarni takrorfab quyidagi
Xulosaga kelish mumkin. Agar
XU Exp(1), YU FExp{a), a>0
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bo‘lsa, har qganday «> 0 uchun

y(x)= %e’“"
formula o‘rinli bo‘lib,
KX(I)=é¥—mX(xm=eq,

Ky(x) =ﬁmr(xEY} =amy Elﬁ" L

tengliklar bajariladi. Demak, har qanday 2>0 uchun X<, ¥
munosabat o‘rinli. Lekin a>1 bo‘lganda stoxastik munosabat
X <,, Y bajarilmaydi.

O‘quvchiga mashq sifatida quyidagi misollamni taklif etamiz.
Agar tasodifty miqdorlar
X0(,3,1/2), FO,3,1/3)
bo‘lsa, x <, ¥ munosabat o‘rinli, lekin X <, ¥ bajaribmaydi. Bu
yerda (a,b, p) Bernulli tagsimoti, ya’ni
P(x=a)=1-P(x=b)=p,0<a<h 0<p<l. :.¥iI"

2.6. “Yuklama” va “gorishma” faqsimotlar

Hozirgi zamon chtimolliklar nazariyasi va uning tatbiglarida
tagsimot funksiyalari sinfida ma’lum *almashtirishlar” orqali hosil
gilingan tagsimotlar muhirm rol o‘ynaydi. Bulardan bittasi —
“yuklama” funksiyalar vositasida integral almashtirishlar bajarish
usuli bilan yuzaga keladigan “yuklama tagsimotlar” sinfidir.

Agar berilgan tasodifiy miqdor x bo‘lsa, uning o‘rniga
tagsimot funksiyasi

Wi, P(x < x)=]g(uypx {6}/ Eg(x) (1)

formula bilan aniglanadigan X tasodifiy miqdomi ko‘ramiz. Bu
verda ¢() manfiy bo‘lmagan o‘lchovli funksiya bo‘lib

oa

Ba(x) - f o, () <oon

[}
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Analizda bunday 4() lami “yukiama™ funksiyalar deb atashadi.
‘Shuning uchun ham (1) formula bilan aniglangan funksiyalarni
“yuklama™ tagsimotlar deb ataladi.

Agar X £, ya'ni EX <~ bo‘lsa, tasodifiy migdor X, ham £ ga

tegishli bo*lishi uchun

L)

0 < EXg{X) = f.rg(;r)dp‘ (I) < 00
shartni gqabul gilishga to*g*ri keladi.
| Endi Lorens ma’nosida tartibni saglaydigan “yuklama”
funksiyalar sinfini ¢, deb belgilaymiz, ya'ni
G={g X2, YX 4 Y}

Ta’kidlab o‘tamizki ¢, bo‘sh to‘plam emas, chunki g(z)= =
funksiya unga kiradi. Quyidagi teoremadan ko‘rinadiki, bu sinfga
kiruvchi funksiyalar o*zgarmas sonlardan kam farq giladi.

Teorema 1. Funksiya geq, bo‘lishi uchun, uning
9(0) = a, g = b, x>0 ko‘rinishida bo‘lishligi yetarli va zaruriy
shart (bu yerda a > 5 > 0).

Bu teoremaning isboti sodda va u 2.5. punktdagi lemma 1 ga
asoslanadi.

Lorens ma'nosidagi tartibni pasaytiradigan “yuklama
funksiyalar

"

G, = {g; X' <o X}
sinfining strukturasi ham ¢, ga o‘xshash bo‘ladi.
_ Teorema 2. Funksiya geq bo'lishi uchun, uning
9(0) = a,9(z) = bz >0 ko‘rinishida bo‘lishligi yetarli va zaruriy

shart (bu yerda 5 >0 va 0 < a < ).

Endi £ sinfga tegishli x tasodifiy miqdorlarning “qorishma”
larini o‘rganamiz.

Ta’rif. Faraz qilaylik x.v tasodifiy migdorlar bog‘ligsiz va
XY ef, ae(0,1), 1, -Bemnulli tagsim(P(1, = 1) = « = 1- P(1, = 0))
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cga bo‘lib, x va vlarga bog'lig bo‘lmasin. Tasodifiy migdor x va
y lami “qorishmasi” deb
X =1 X+{(1-1)Y (2)
tasodifiy miqdorga aytiladi.
Quyidagi teoremadan x_<, x munosabat gachon o‘rinli

bo‘ladi degan savolga javob olish mumkin.
Teorema 3. Tasodifiy migdorlar X,y c£, va x_formula (2)

bilan aniqlangan bo‘lsin. Agar Ex = Eyva vy <, X munosabat
bajarilsa, uholda x_<, x.

Isbot. Umumiylikni chegaralamagan holda £x = EY =1 deb
hisoblash mumkin. Demak, bu holda £x_=1. Lorens tartibining
Xossasiga asosan X <Y = X <_Y, ya'ni har qanday uzluksiz
qavariq funksiya 4(-) uchun

Eh(X) < En(Y) 3
tengsizlik bajariladi. Qavariq funksiyaning xossasiga asoslanib,
Eh(X,}= aEr(X)+(1-o)En{y) (4)

tenglikni yoza olamiz. Teoremaning sharti ¥ < _ x munosabatdan
foydalanib, (3) tengsizlikni hisobga olgan holda (4) tenglikning
o‘ng tomoni
aEh(X)+(1—a)Er(X) = En(X)

ifodadan katta bo‘lmasligini olamiz, ya'ni En(X )< Ex(X)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Oxirgidan yana bir marta (3) dan
foydalanib isbot etsih kerak bo‘lgan x_ <, xmunosabatni hosil
gilamiz, Teorema isbot bo‘ldi.

Teorema 3 ning shartlari zarurlik darajasiga vagin bo‘lib
ko‘rinsada, ular zaruriy bo‘lmaydi. Haqigatan ham

0 <0 0, :<}é,
Frio={20,0<z<Y, F@={2 Y<zr<,
E I)%, L >3

tagsimot funksiyalariga ega bo‘lgan x va ytasodifiy migdorlarni
ko‘ramiz. (2) formula bo‘yicha “qorishma™ tasodifiy migdor
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X, =1,X +1§ y i kiritamiz. Berilgan tagsimot funksiyalari F,_ va
/3 3

F, laming grafiklari quyidagi shaklda keltirilgan.

r Fy (2

'

12

Shakldan ko*rinadiki, F, va F, funksiyalar mos ravishda ]o. JA
| hamda | y 11 oraliglarda tekis tagsimlangan tagsimotlar bo‘ladi va
har gqanday ruchun 7, (z) > F, () tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak,

mos tasodifiy migdorlar uchun x < ¥ munosabat bajarilib, undan
teorema 3 ning sharti v <, X munosabat kelib chigadi.

Qayd gilib o*tamizki,
0+ Y
EX=—L& =V
2 4
Y 41
) SN °
2 4

Endi x 6 va x tasodifiy miqdorlarning Lorens chiziglari
L,x () < L {+) tengsizlikni qanoatlantirishiga bevosita ishonch
hosil gilamiz. Demak. x , <, xmunosabat o'rinli, lekin £X = By

/1

Keltirilgan misoldan kelib chigadigan xulosani hisobga
olganda ham quyidagi teorema o‘rinli bo*Jadi.

Teorema 4. Faraz gilaylik X,Y £ tasodifiy migdoriar bo‘iib,
ularning “qorishmasi” x_ (2) formula bilan anigfangan bo‘[sin.
Agar F;'(0}>0 bo'lib, x <, x munosabat bajarilsa, EX = EY
tenglik va v <, x tagqoslash o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Teoremaning sharti F,*(0)> 0 tengsizlik 1 ehtimollik
bilan x tasodifiy migdor noldan ajratilganligini anglatadi
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(P(x >0)=1). Bu holda Ex = Eytengsizlik Xx_ < x munosabat
bajarilishini ta’'min etadi. Bu tasdigni isbotlash uchun birinchi
navbatda F;'(0) < F;'(0), Fg'(1) > F;'(1) tengsizliklar bajarilishini
e tirof etamiz. Demak, agar EX > EY bo‘lsa,
EX > EX,, Ly(0)<Ly (0) tengsizliklar o'rinli bo‘lib, ulardan
X_<, X taqqoslash kelib chiqadi. Agar aksincha, EX <EY
tengsizlik bajarilsa, L; (1)> 1, (1) bolib,yana x <, x.

Endi Ex = Ey =1 tengsizlikni bajarilishini (umumiylikni
chegaralamagan holda), lekin v < x bo*lishini faraz gilamiz. Bu
holda Lorens tartibi xossasiga, asosan, shunday uzluksiz qavariq
funksiya k() mavjud bo‘lib Ea(y)> Er(X) tengsizlik bajarilishi
kelib chigadi. Lekin ushbu holda, bu funksiva uchun
Eh(X_)> En(X) tengsizlik bajariladi, demak x_< x.

2.7. Risklar orasidagi tartibning boshqa turlari

Yuqorida keltirilgan risklarni (tasodifiy miqdorlarni) taggos-
. lash usullari umumiy xarakterda bo‘lib, ular abstrakt to‘plamlarda
clementlar orasidagi tartibni aksiomatik (formal) usul bilan
aniglash muammolariga asoslangan edi. Aktuar matematikada bu
usullardan tashqgari yechiladigan masalalarni o‘ziga xos
tomonlarini hisobga olishga asoslangan, maxsus ko‘rinishdagi,
xususiy xarakterda bo‘lgan tartiblash tamoyillari ham mavijud.
Quyida biz risklarni (tasodifiy miqdorlarni) tagqoslash maxsus
usullaridan bir nechtasini  keltiramiz. Bunda adabiyotlar
ro‘yxatidagi [2], [9]-[11] manbaalardan foydalaniladi.

2.7. 1. n-chi darajadagi Stop-loss tartibi

Ta'rif. Tasodifiy migdor v, tasodifiy migdor x ga nisbatan “n-
chi darajadagi stop-loss” tartibida “ustuvor™ deyiladi, agar har
ganday ¢ > ouchun

E[(x d) 1 < Hi(r d)‘j'
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_"-.Fwﬂ,k bajarilsa va bu holat x < v ko‘rinishida belgilanadi. Bu
| ,udaharqwﬂﬂy a € Ruchun ¢* = max(0,a).

Teorema 1. Foydalilik funksiyasi «(z) n -marta differensial-

lanuvchi bo'lib, uning birinchi (n — 1)tartibdagi hosilalari uzluksiz

va ishoralarini almashtiruvchi funksiyalar bo‘lsin, ya'ni
1 @>0, k=12..,n-1

tengsizliklar bajarilsin. Bulardan tashqari «(z) funskiya =
bo‘yicha o‘suvchi bo‘lmasdan uning uchun ham (-1)"" u"(z) > 0
tengsizlik bajarilsin. U holda

(X <y ¥) ¢ (Bu(X) < Bu()).
Isbot. 1. Faraz qilaylik Hu[.\')'EEu(Y) munosabat o‘rinli
bo‘lsin. Agar u(z)=|(z—a)' deb olsak, bu holda & ~12..»
bo‘lganda

ut"i(;-] - u(ﬂ - 1],..(11 k+ I):(J‘ d)‘ E-vh >0
tengsizliklar bajarilib, «(r) funksiya teoremadagi hosila shartlarini
qanoatlantiradi. Demak

51()( -d)’ E < EI(Y d)+!‘
tengsizlik bajariladi. Xuddi shuningdek, EX* < EY* k= 1.2,....n ~ 1
tengsizliklarning o‘rinli bo‘lishi ham oson tekshirilib ko‘riladi.

2. Endi aksincha, Y <., ¥ munosabat o'rinli, foydalilik
funksiyasi u(x) teoremadagi shartlarni ganoatlantirsin. Bu holda
W(x)=0( =Ln), «"(x) funksiya esa x bo'yicha o‘suvchi
bo‘lmaydi. Teylor formulasiga asoslanib, quyidagi tenglikni yoza
olamiz:

u(x)=u(0)+a'(0)x+..+ “['}(O)i " 'l‘- J.(x 1) (1), (1)
n! n!

Oxirgi qo*shiluvchi hadni



i j[(x ~1) I]'dul'\’ (1)

ko‘rinishida yozish mumkin bo‘ladi. Taggoslash tartibi <

ta’rifidan har qanday ¢20 uchun E[{A‘—:)’TsE[(}'»:)'T,nzl
ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Endi teoremaning isboti (1) formuladan va X<

munosabatdan kelib chigadi.
Teorema 2. Agar m>n bo‘lsa, (X <, ¥)= (¥ <, ¥) impikatsiya

(=)

o°rinli.

Isbot. Funksiyalar u(x)=[(x-d) | va u(x)=+', k=Lm-1 x20

oldingi teorema 1 ning shartlarini qanoatlantiradilar. Demak.,
(X <, Y)= (Eu(X) < Eu(V)) o> (X <, ¥)s
ya'ni X <, ¥ munosabat o*rinli.

Quyidagi misol ko‘rsatadiki, teoremadagi teskari munosabat
o‘rinli bo‘lmaydi. Faraz qilaylik, tasodifiy migdor xva r lar
0,1,2,3 giymatlarni quyidagi ehtimolliklar bilan qabul gilsin:

* P(X =0)=P(X =1)=P(X =2)=P(X=3)= ],
P(r=0)=1, P(r=2)=Y. pP(r=3)=Y.
Oson ko‘rinadiki
EX =EY =15 EX'=EY*'=35.

Stop-loss tartibining quvidagi qizigarli bo‘lgan xossasini
eslatib o‘tamiz: agar x <, vbo'lib, Ex =Ey, DX =Dy tengliklar
bajarilsa, bu tasodifiy miqdorlar bir xil tagsimlangan bo‘ladi.
Bundan kelib chiqadiki, keltirilgan misoldagi xva y tasodifiy
migdorlar stop-loss < <<, qoidasi bilan taqqoslash mumkin
bo‘lmaydi. Lekin bu tasodifiy migdorlar <, —ikkinchi tartibli stop-
loss qoidasi orqali tagqoslash mumkin.

Isbotlangan teorema 2 dan <, taqqoslash daraja » ning o*sishi
bilan “kuchaymaydi™, aksincha, “pasayadi”. Bundan tashqari,
stoxastik tartib <, -bu O-nchi tartibdagi stop-loss (<), <, -
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:hi tartibli stop-loss, oldingi < tartib bilan bir xil ekanligini
eslatib o‘tamiz.
2.8. Haqiqatga o‘xshashlik nisbati tartibi

Bu nom bilan ataladigan tartib <, belgi bilan yoziladi va u
icha aniglanadi.
Ta’rif. Tasodifty migdorlar uchun x <, :-’munosahal o‘rinli

&ytlad:l, agar 0<x<ybo* lganda

dFy(x) | dFy(y)
ar,(x) d7‘(‘v’)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa (boshqacha aytganda, haqiqatga o°x-
shashlik nisbati (%)
bo‘lmasa).

Tasodifty migdorlar sinfidagi bu <, -tartib matematik
statistikada muhim rol o‘ynaydi. Haqiqatan ham 47, (x) funksiya,
X tasodifiy migdorning giymatlaridan tashkil topgan bosh toplamda
aniqglangan bo‘lib, ko‘pincha. u

df’jr(x): Py {I)dx

dF, (x) argument x bo‘yicha o*suvchi

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda Pp (x)tasodifiy migdor x
tagsimotining zichlik funksiyasi bo‘lib, uni haqiqgatga o‘xshashlik
funksiyasi deb ataladi. Demak.

aﬂ-}(x]=PX (x]

dFy(x)  B(x)
ifoda xva y tasodifiy miqdorlarning hagiqatga o‘xshashlik
funksiyalarining nisbati deb ataladi.

Teorema 1. Tartib -, stoxastik tartibdan kuchli, ya’ni

(¥ <4 ¥)= (X <, ¥) munosabat o*rinli.
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I <, wing @rifidan kelib chigadiki, %~ 22
Isbot. Tartib <, ning ta’rifidan kelib chiqadiki, F )

nishat o‘suvchi bo‘lmaydi va J:if; (x)= JdF;{x)=1.
L] ]

Demak, %%% nisbat uchun x=x >0 nugta mavjudki, x<x,
¥
bo‘lganda

%‘-‘—%zt P (x)2F, (3), (1)
x>x, bo’lgandaesa
%%“ P (x)< B (x) . 2)

Bu (1) va (2) tengsizlikdan x < x, uchun

=

Fo ()= [ upu j'mxwfr-;{x), £ (%) 5 (%)

x> x, uchun esa
1~ £ (x)= j'ar; (x)~ j':r, ()l > [f: @d=1-E (), Fe(s)2F ().

Demak, har qanday x<l' uchun F, (x)zF (x) tengsizlik, ya'ni
X <, ¥ munosabat o‘rinli bo*ladi.
Izoh. Agar x va y diskret tasodifiy miqdorlar bo*lsa, ya'ni 4
va B to'plamlar sanogli bo‘lib,
A= {a tynlety . P(X € A)=1,
B ={b.b,,...0,...}, P(¥eB)=1,
munosabatlar bajarilsa, bu holda
P {x)=P(X=x), xed, B(x)=P(¥=x), xe#,harganday uell
uchun

F(i)= Y P(X=a)  E(w)=D Pr=h)

Heay - A ]
belgilashlardan foydalanishga to*g"ri keladi.
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Eadi tagsimotlar (yoki tasodifiy migdorlar) sinfida “yuklama
” o‘tish amalida <,, tartib saglanishini isbotlaymiz.

Faraz qilaylik, tasodifiy migdor x £, g(x)ymanfiy bo‘lmagan
hagigiy soniar to‘plami 0 ' da aniglangan borel funksiyasi bo‘lib,

Jg(a)df'} (w)<», g{x)ek
integral mavjud bo*Isin. Eslatib o*tamizki, x tasodifiy miqdor deb,

z

2(")&} (#) X

P(X‘ (:}: - g(w)dFy (u)

-
" Eg(X)
g(u)dF, («) :

~ tagsimotga ( g(-)-yuklamali funksiya yuzaga keltiradigan) aytiladi.
Demak, bu holda
( ) .‘,(“‘)"ﬁ- ('r)
")

Teorema 2. Faraz qilaylik xva r shunday tasodifiy
migdorlarki, ular uchun x <, ¥ munosabat o‘rinli, funksiva g
uchun esa mos tasodifty migdorlar x_.¥, «£. Bu holda x <, v, va
EX,<EY,.

Isbot. Quyidagi tengliklar o°rinli bo‘lishini eslatib o‘tamiz:

[ ) g(.r)dF (I)
*, Eg(x)
( ) g{x}rﬂ" (I}
" Ee(x)

Bulardan
d}“r,{x)gc‘ﬂrx,(-"]
dF, (x)  dF(x)’

bu yerda o‘zgarmas ¢ ,}5(( \’)) Oxirgi tenglikdan va ¥ <,

munosabatdan “yuklama” tasodifiy migdorlar X, va ¥, uchun
Xe<u ¥, tartib bajarilishi kelib chiqadi. Yugorida keltirilgan
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teoremaga asoslangan holda oxirgi munosabatdan x < v,
ekanligini va undan esa Ex, < £¥, tengsizlikni hosil gilamiz.

2.9. Eksponensial (ko*rsatkichli) tartib

Quyidagi tasodifiy risklami taggoslash usuli oldin Kiritilgan
stoxastik tartiblarga nisbatan eng kuchsiz bo‘ladi. Bu tartibni
foydalilik funksiyasi sifatida

¥, (x}y=-e ", a>0
eksponensial (ko‘rsatkichli) funksivani gabul giladigan shaxslar
garori deb tushunish mumkin.

Ta’'rif 1. Tasodifiy migdor v, tasodifty miqdor xdan
eksponensial tartibda “ustuvor™ deyiladi, agar

Eu (-X)2Eu (-V).a>0
tengsizlik bajarilsa. Bu tartib x <, ¥ ko'rinishida belgilanadi.

Lemma 1. Har qanday n=0,1...., uchun (X < v)=(x < r).

Bu lemmaning isboti oson, chunki «,(x) funksiya ishoralari
almashinadigan bo‘ladi, va’'nmi har ganday &% uchun
(1) u(x)20,a >0 tengsizlik bajarilib, «, (x) oldingi bo‘limdagi
teorema 1 ning hamma shartlarini ganoatlantiradi.

Ta’rif 2. Tartib x <, yo‘rinli deyiladi, agar har qanday «>0
uchun Ee** < Ee*' tengsizlik bajarilsa.

Bu ta’rifning oldingi ta’rif 1 bilan teng kuchliligi 0°z-0*zidan
ravshan. Ma'lumki, xtasodifiy migdorning momentlar hosil
qiluvchi funksiyasi

g la)=Ee*" a0
tenglik bilan aniglanadi va undan
(g2 (@)= (a)) = (X <. ¥)
teng kuchlilik munosabati o'rinli ekanligi kelib chiqadi.
Eslatib o*tamizki

Eu, (P~ X)=u,(0) 5
tenglamaning 7 ga nisbatan yechish 7-p(x.«) foydalilik
funksiyasi «, (x) uchun foydaliligi 0 bo’lgan premia (sug urta
to*lovi, sug‘urta badali) deb ataladi.
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Lemma 2. Quyidagi
(P(X.@)<P(Fa))e(X<,Y)

mkuchlilik munosabati o*rinli.
Isbot. Tenglama (*) yechimi 7= P(X,a) uchun Ee*" =",
p=a'ing;(a)= P(X.z). Agar P(X,a)<P(¥,e) bo'lsa, hamma a>0

uchun
gy (@) < g (a), (‘*)'
tengsizlik bajariladi. Demak, bu holda x <, ¥.

Tengsizlik (**) dan P(X.a)< P(¥,a) munosabat trivial ravishda
kelib chigadi. I.emma 2 isbot etildi.

Isbot etilgan lemma 1| va 2 lardan, oldin keltirilgan risklar
orasidagi taqqoslashlarni xossalarini hisobga olganda < -
tagqoslash eng kuchsiz bo‘lishiga ishonch hosil gilish mumkin,
ya'ni quyidagi (m > n)

<l‘3:{5‘:><5:‘(!]=<l-1=><5

implikatsiyalar zanjiri o‘rinli bo*ladi.

Quyida keltirilgan misoldan, eksponensial tartib <to'la
bo‘lmasligini olamiz. Boshqacha aytganda, shunday x va vy
tasodifiy miqdorlar mavjud bo‘ladiki, ular uchun o >0 ning biror
giymatida g, (e)<g(a) tengsizliklar bajariladi, lekin gz«
bo‘lganda qarama-qarshi tengsizlik ¢, (4)> g, (#) o‘rinli bo‘ladi.

Misol. Tasodifiy migdor x parametri 1 bo‘lgan eksponensial
tagsimot, y esa

F(x)= A E(x)+ B ()

“gorishma” tagsimot bo‘lsin (bu yerda £ (x)-0 nuqtada
Joylashgan birlik tagsimot, £,(x) parametri 2 ga teng bo‘lgan
eksponensial tagsimot). Bu misol uchun <1 bo‘lganda
E'A!"=-li—:. zc% bo‘lganda esa re” =2/+(1-2)". |{. Natijada
A(f)=g.(r)- g (r) deb olsak, o</« | oraligda A(r)>0, )V <i< V]
oraligda esa A(s)<0 tengsizliklar orinli bo‘lishiga ishonish giyin
bo‘Imaydi.
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2.10. Tartibni saqlaydigan va kuchaytirmaydigan
(pasaytiradigan) amallar

Manfiy bo‘lmagan va o‘rta giymatlari mavjud tasodifiy
miqgdorlar to*plami 5 da aniqlangan va Lorens tartibini saglaydigan
voki kuchaytiradigan almashtirishlar (amallar) amaliy nugtayi
nazardan muhim hisoblanadi. Boshqacha aytganda, shunday g
funksiyalar sinfini topish zarurati yuzaga keladiki, ular uchun

X~ V=2 (g(x) =, gD v(2(x) <, X)
mantigiy munosabatlar bajariladi. Bu masalani yechishda ikki
qiymatli tasodifiy miqgdorlar sinfidagi Lorens tartibiga oid quyidagi
lemmalar foydali bo*ladi.

Lemma 1. Tasodifiy miqdorlar yva ylami qiymatlari
0 <a, <a, bo'lib, ularning tagsimotlari

P(X=a)=p, P(X=a,)=1-p

P(¥Y=a)=q, P(Y=a))=1-g,
bo‘lsin. Bu holda xva vlar Lorens ma’nosida fagat trivial
P=a. pg,=0 YOki (1-pXi—g)=0 holatlardagina tagqoslanishi
mumkin.
. Lemma 2. Tasodifiv migdorlar xva v larning qivmatlari

0, a>0 bo'lib,

P(X=0)=p, P(X=a)=1-p,

P(Y=0)=gq,, P(Y=a)=1-g,
bo‘lsin. Bu helda psg X<, F.

Bu ikki lemmaning to°g'ri ekanligini yva vy tasodifiy
migdorlar uchun mos Lorens chiziglari 7, () va L, (u)u<fo.1) lami
yozib olib, ularni taqqoslash orqali ishonish mumKin.

Lorens tartibini saglaydigan funksiyalar sinfini ¢ bilan
belgilaymiz, va’ni
G={g: X<, Y= g(X)<, g(Y).

Lorens tartibini aniglash uchun g() funksiyalar quyidagi
shartlarni qanoatlantirishi kerak bo*ladi:

g:R'=(0,w)> R . XeI=g(X)el.

Teorema 1. To'plam G ga kiruvchi har ganday g() funksiya,
quyidagi uch xil ko‘rinishdan bittasiga kiradi.
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g (N=ax,x20,ae(0,=x),
g,,(x)=h, x20,be(0,0),
0, xs0
¢, x>0, ce(0,x).
Tartibni  pasaytiradigan  (kuchaytirmaydigan) funksional
almashtirishlar hagida [5] da quyidagi teorema isbot etilgan.
Teorema 2. Faraz gilaylik, g:R* - R'- o'Ichovli akslantirish,
tasodifiy migdor ¥ e 3 bo‘lsin. Bu holda quyidagi tasdiqlar teng
kuchli bo"ladi:
{1} g(x)=<, X3
(2) hamma x>0 uchun g(x) funksiya ®* da kamaymovchi emas,
{i’ funksiya esa xe &' bo‘lganda o‘suvchi bo‘Imaydi.

Isbot. Mantigiy (2)—(1) implikatsiyani ko‘ramiz. Tasodifiy
migdor x uchun o‘rta giymat £x mavjud bo‘lib, (X e3), ¥ = g(X)
tasodifiy migdorni (2) shartlarni ganoatiantiruvehi g() funksiya
orgali aniglaymiz. Demak, biz

()= g(X) <, X
implikatsiyani, ya’ni g() funksiya <, munosabatni kuchaytir-
masligini isbot qilamiz. Funksiva g(x)>0(x>0uchun) bo‘lgani
sababli Eg(X)>0. Bunda biz Ex >0 ekanligidan foydalandik, aks
holda x e 3 ekanligini hisobga olsak, P(x =0)=1 chtimollikga ega
bo‘lamiz. Funksiya g(x) to‘plam (0.«) da kamavmovchi
bo‘lmasligidan x <1 bo‘lgan holda g(x) <1 tengsizlikni hosil gilamiz.

Bundan tashqari x >1 bo‘lganda Mg@ yoki g(X)<g().X, chunki
x

g, (x)=

-g%} funksiya (0,») oraligda o‘suvchi bo‘lmaydi. Shunday qilib,

umumiy holda g(X)<(X +1)g(1) ekanligini olamiz. Demak, Eg(X)<
»ya'ni g(X)e 3.
Har ganday tasodifiy migdor x uchun
X=X'= FU)



tenglik o‘rinli va bu verda ©-{0,1} oraliqda tekis tagsimlangan
tasodifiy migdor. Bu tenglikdan foydalanib Lorens egri chizig'i
LG ni
Ly () = ELXT, ()] EX
ko‘rinishda yoza olamiz (bunda odatdagi kabi 1, -{0,4] oralig
indikatori). Xuddi shuningdek v g¢F;'@wy yozuvdan foydalanib
1 [0,1] uchun
. y - EY _ds
L) - L= (RN -Fy () ——b— -
Ly () — Ly(u é’.g x5 XSEXEY o
tenglikni hosil gilamiz.
Funksiya FAC) oralig (0,«) da o‘suvchi emasligidan integral
X

ostidagi funksiya oldin musbat, keyin manfiy (argument s noldan
1 gacha o‘zgarganda) bo‘iadi. Demak, integral »=1 bo‘iganda
minimal giymatga erishadi. Lekin £, () = L (1)=1 bo‘lgani uchun har
qanday u<(0,1j bo‘lganda
Lz L),

ya’ni ¥-~,, X munosabat bajariladi. e
. Mantiqty implikatsiya ()=>(2) yuqoridagi 1- va 2-
~ lemmalarga asoslangan holda teskarisini faraz qgilish usuli bilan
isbot etiladi. Haqigatan ham, y= g(x) funksiya uchun shunday x=x*
nugta mavjud bo‘lib, g(x*)=0 va x*>8 munosabatlar bajarilishini
faraz qilamiz. Tasodifiy migdor x uchun P(X=x%=1 tenglik
bajarilsin (to‘g‘rirog‘i x=x* nugtada joylashgan birlik tagsimoti
E.(x) gacga bo‘igan tasodifiy migdor X ni ko‘ramiz). Bu tasodifiy
migdor X e3, lekin P(g(X)=0)=1 bo‘lgani uchun g(X)e3 va shu
sababli x va g(X) tasodifiy miqdoriarni Lorens ma’nosida
taqqoslab bo'lmaydi.

Endi hamma x>0 lar uchun g(x) >0 bo‘lsin, lekin bu funksiya
(0,0} da kamaymovchi bo‘lish shartini qanoatlantininasin. Demak,
shunday x va y mavjudki, 0<x <y va g(y)<g(x). Shunday tasodifiy
miqgdor X ni ko‘ramizki, uning uchun

HX=x)=p MX =y)=1-p
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L

tagsimot o‘rinli bo‘lsin. Quyidagi ikki holat yuzaga kelishi
mumkin:
[. x=0, g(y)>0. Bu holda
< 2O-20)
2g(0) - 2(»)
bo‘lganda g(X) va x tasodifiy miqdorlarni Lorens ma’nosida
taggoslab bo‘lmaydi (g(x)<,, X).
2. x>0, g(v)>0. Bu holda
P .
() gx)+(y/x)-2)
bo‘lganda g(x)~,_ X.
Endi oxirida funksiya g() hamma x>0 uchun g(x)>0, é’?

oraliq (0,») da o°suvchi bo’lmagan funksiya bo‘lmasin. Demak,
shunday x va y mavjudki, 0<x<y va
2 _ 20)
x ¥y
shartlar bajariladi. Simmetrik Bernulli tagsimotiga ega tasodifiy x
miqdorni ko‘raylik va uning tagsimoti
P(X =x)=P(X = y)=

b | -

bo‘Isin. Bu tasodifiy migdor uchun
Lo (A < Ly(Y)

munosabat o‘rinli va biz yana qarama-qarshilikka duch kelamiz.

Isbot etilgan teoremani soliq siyosati terminlarida qgizigarli
sharhlash mumkin. Aytaylik, x - solig to'langanga qadar
“daromad”, g(x)-soliq to‘langandan keyingi “daromad” bo‘lsin.
Soliq sivosati risk x ni har qanday tagsimotga ega bo‘lgan holida
“daromadiar” orasida tengsizlikni kamaytirishga yo‘naltirilgan
bo‘lishi kerakligini hisobga olinsa, 2-tecoremaning (2) shartini
ta’'min etish zarur bo‘ladi. Hagiqatan ham, hamma x>0 uchun
£(x) >0 bo'lishligi, soliq to*lanishiga gadar “daromadi” bo*lgan har
Qanday shaxsning soliq to‘langandan keyin ham “daromadi”
saglanishini ifoda etadi {g(x)>0). Funksiva g(x) ning monoton
bo‘lishlik sharti esa, biror shaxs boshqalarga nisbatan ko‘proq
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- “daromad” qilsa, soliq to‘langandan keyingi “daromadi” ham
kamaymaydi. Oxirgi &) funksiyaning kamayuvchi bo‘lishlik
X

sharti esa, soliq to‘lovi tizimining progressiv bo‘lish shartini, ya’ni
boy kishilar “daromad” larining ko‘p qismi, kambag‘allarga
. nisbatan solig to‘lashga jalb etilishi kerakligini anglatadi.
Quyidagi natija 2-teoremadan oson Kkeltirilib chigarilishi
© mumkin.

Natija, Faraz gilaylik ¢, va g- &* ni R ga akslantiradigan,
kamaymovchi bo‘lmagan uzluksiz funksiyalar bo‘lsin va xe3
shart bajarilsin. U holda quyidagi tasdigiar teng kuchli:

(1. g (X) =<, £,(X),

(2y. Funksiya g(x)=g og;'(x)=g(g;'(xpy 2-tcoremaning (2)
shartini qanoatlantiradi (bu yerda g() funksiya g wva g;' lar
superpozitsiyasi, g;' funksiya g, ga teskari funksiya),
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ITT bob. SUG‘URTA TO*LOVI VA
PREMIYALAR MODELLARI

Oldin Life (hayot) sug*urtasiga oid holatlarni gayd etib o*tamiz.
Bu sug‘urta variantida sug‘urta kompaniyasi bir yil davomida
sug‘urta gilingan mijoz vafot gilsa (kontrakt tuzilgan davrdan
boshlab) uning garindoshlariga 5 so‘m migdorida sug‘urta to*lovi
beradi, agar shu davr davomida sug‘urta gilingan shaxs vafot
etmasa, kompaniya hech narsa to‘lamaydi. Sug‘urta hodisasining
ro‘y berishi ehtimolligi ¢ bo‘lsa, sugurta to‘lovi x ni quyidagicha
X=1Ib (hH
ifoda etish mumkin. Bu yerda 7 - sug*urta hodisasining indikatori,
ya’'ni 7 -1 bo'ladi, agar sug‘urta risk holati ro‘y bersa, 7 =0 bo'ladi,
agar sug“urta risk holati ro’y bermasa.
Shunday qilib, x sug‘urta to‘lovi bo‘lib,
1 -4, agar x =0 bo'lsa;
P(X =x)=144q, agar x=5holsa;
@, qolgan hoffarda
tagsimotga ega bo*lsa, bu tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi
I 0, agar x <0 bo'lsa;
Fy(x}= X <x)=q1—gq, agar 6 < x < b bo'lsa;
1 1, agar x = b bo'lsa
bo‘ladi. Yuqoridagi (1) formuladan foydalanib
EX =bg, EX? =b%g, DX =b%q(q-1)
tengliklarni yozish mumkin.
Aktuar matematikada o‘rta giymat £x . dispersiya px lardan
tashqari, o‘rta kvadratik og'ish oy-=vOY va variatsiya
koeffitsiyenti

- Oy
Cy =—% my ~EX
mt'

Xarakteristikalaridan ham ko‘p fo‘ydalaniladi.

135



3.1. Sug‘urta to‘lovlarining diskret modellari

Sug‘urta kompaniyasining moliyaviy to‘lovlarini tashkil
etuvchi asosiy komponentlardan biri bu individual to‘lov
hisoblanadi. O‘rganilayotgan to‘lov holatiga bog‘lig holda
individual to‘lov deganda, har qanday konkret bifta sug‘urta
shartnomasi yuzaga keltirgan to'lov tushuniladi. Ko'p hollarda
(masalan, hayot sug‘urtasida) shartnoma faqat bitta to*lovga olib
keladi, boshga hollarda esa (masalan, aviomobil sug*urtasida) bitta
shartnoma o°zining harakat davri davemida bir nechta to*lovlarga
olib kelishi mumkin {masalan, takroriy avtohalokatlar ro°y berishi
mumkin). Risk nazariyasi chegarasida fagat x individual
to‘lovning gandaydir pul birliklari bilan o‘lchanadigan giymatlari
gizigtiradi, xolos. Bu to‘lov migdori x ni tasodifiv miqdor deb
tushunish tabiiy va P(X = 0) > 0 (agar sug‘urta holati ro‘y bermasa,
hech ganday to‘lov yuzaga kelmaydi) bo‘lgani uchun x diskret
tipdagi tasodifiy migdor bo‘ladi.

Sug‘urta sistemasining sodda sxemalarida individual to‘lov x
tasodifiy miqdor chekli sondagi 5, =0 6. .5 qiymatlarni qabul

giladi va uning tagsimoti S—

x & M_Jr

LP_iPo Pn I
jadval bilan ifoda etiladi. Bu yerda P(X =5,)=p, k= 0.1.2....n

Misol sifatida bir yil muddatga tuzilgan hayot sug‘urtasini
ko‘raylik. Bu sxemada mijoz sug‘urta kompaniyasiga ma’lum
miqdordagi summani sug‘urta (premiyasi) badali sifatida to‘laydi
(bu summa aktuar matematikada “mukofot” deb ataladi). Sug‘urta
kompaniyasi, o'z navbatida, sug‘urta qilingan shaxs bir yil
davomida vafot etsa, uning gqarindoshlariga » so‘m to‘lash
majburiyatini oladi (sug‘urta etilgan shaxs yil oxirigacha yashasa,
hech narsa to‘lamaydi). Keltirilgan sug‘urta sxemasida individual
to*lov x uchun
P(X=0)=p, P(X=b)=¢g=1-p0<p<l




N

‘po‘lib, ¢ ni shaxsning bir yil davomida vafot etish chtimolligi deb
tushunish mumkin. O*z-o0*zidan ma’lumki, bu ehtimollik shaxsning
sug‘urta gilinayolgan vaqtdagi yoshi zga bog‘lig va uni aktuar
matematikada 4 deb belgilanadi va uning giymatlari to*plamini
“umr davomligi” jadvali deyiladi. Demak, sug-urta shartnomasi
tuzilayotganda, bu jadvaldan informatsiya (axborot) manbayi
sifatida foydalaniladi. Bundan tashqari, mazkur davlatdagi
demografik jarayonlarni o‘rganish uchun ham bu davlat uchun
alohida “umr davomligi™ jadvallari tuziladi.

Aynigsa, o‘lim sabablarini hisobga oluvchi sug‘urta
shartnomalari murakkabroq ko‘rinishga ega bo‘ladi. Sodda
hollarda bunday shartnomalarning ma’nosi quyidagicha: Shaxs
sug‘urta kompaniyasiga ma’lum miqdordagi pulni to‘laydi,
sug‘urta kompaniyasi esa sug‘urtalangan shaxs baxtsiz hodisa
(masalan, avtomobil halokati) natijasida halok bo‘lsa, 5 so°m, agar
uning bir yil davomidagi vafoti “tabiiy (va'ni hech ganday baxtsiz
hodisalar bilan bog‘lig bo‘lmagan)” bo‘lsa, »s0‘m to‘laydi.
Odatda, b, > 5 deb hisoblanadi. Keltirilgan sug‘urta varianti uchun
to‘lov

0, ehtimolligi p;
X =1b, ehtimolligi q";
by, chtimolligi ¢
tasodifiy miqdor bo'ladi. Agar sug‘urtalangan shaxsning yoshi
shartnoma buzilgan vaqtda = bo‘lsa, ¢ va ¢ ehtimolliklar oldin
kiritilgan 4 ehtimollik bilan ¢ - ¢ + ¢ munosabatda bo‘lishi o*z-
0°zidan ko*rinadi.

Empirik ma’lumotlarning analizi namoyon etadiki, bir yil
davomida “o‘lim” hodisasi ro‘y berishi ehtimolligi ¢ , shaxsning
Yoshi zbilan bog'ligligi

g, = A+ Be=  (Meykxam modeli)
funksiya bilan ifodalanadi. Bu yerda qo‘shiluvchi 4 shaxsning
Yoshiga bog‘liq bo‘Imaydigan, uning baxtsiz hodisalar natijasidagi
vafotiga mos keladi, Be*qo‘shiluvchi esa shaxsning yoshini uning
O°limiga ta’sirini hisobga olgan holda, “tabiiy vafot” ro‘y berishiga
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mos keladi. Aniq o‘tkazilgan analiz baxisiz hodisalar natijasida
ro‘y beradigan voqealar bilan shaxsning yoshi orasida ma’lum
bog liglik mavjudligini tasdiq etadi, keltirilgan Meykxam modelida
birinchi yaqinlashishda
{‘] =4, qm = Re™

deb hisoblash mumkin boladi.
, QQo‘shiluvchi A shaxsning yoshi zga bog‘hq €mas, shumng

uchun ham uni baxtsiz hodisalar natijasida yuzaga kelgan
o‘limlarga mos keladi, Be=qo*shiluvchi esa shaxsning o‘limi uning
voshiga bog‘liq bo*lishini ifoda etadi va shu ma’noda “iabiiy o*lim”
holatlariga mos keladi.

Tatbigiy masalalarda individual to'lov  xning sonli
xarakteristikalari muhim rol o‘ynaydi. Bular gatoriga o*rta giymat
m, = EX, dispersiya VerX = £X*-(£X)", a‘rta kvadratik og‘ish
Lo, = Warx , variatsiva koeffitsiyenti c, = °% va boshqalar

kiradi. '
Diskret tasodifiy migdor x ning tagsimoti-
po=P{X=4),..p, =P(X=b) _
. bo‘lsa, ehﬁmolhklat nazanyasmmg umumiy formu.lahm,ga asosan
X = me . .

Yugorida kel(inlgan bir yﬂga tuzﬁad:gm m ’hayot
sug ‘orfasi uchun -

EX=0.-p+b.g=b-g¢, S < (3)
v EXT=0pablg=bq, o S
VarX = EX° —(EXY =b%q-(bg) ~¥'pg. (5)

Mashq sifatida quyidagi misollamni ko‘ramiz.

Misol 1. Bir yil muddatga tuziladigan sodda hayot sug‘urtasi
modelida, shaxsning bir yil davomida vafot ctish ehtimolligi
q = 0,0025, Sug‘urta to°lovi & = 100000 so‘m. [ndividual tolov X ning
o‘rta qiymati va dispersiyasi topilsin.
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~ Yugoridagi (1) formula bo‘yicha
my=EX =b-g=10"-25-10" = 250 SO0'm.
Formula (2) ga, asosan,
VarX = b pg=10"(1-25-10)-25-10" =25-10".
Shunday qilib, o'rta kvadratik og’ish
o, = vVarX = 5000 SO'm.
Variatsiya koeffitsiyenti

y o .
L :r-noy ~ 0.
s Ax 250

Misol 2. Bir yilga tuziladigan va sugurta to‘lovi o'lim
holatining turiga bogliq bo*lgan hayot sug*urtasi uchun m_va VarX
topilsin. Bunda “tabiiy sabablarga™ bog‘lig bo‘lgan sug*urta to‘lovi
b, = 100000 s0°m, baxtsiz hodisalar bilan bog‘liq sug‘urta to‘lovi
b, = 500000 so'm. Baxtsiz hodisa tufayli o‘limning ehtimolligi
gf"=|1m5 va bir yil davomida “tabiiy sabablar” tufayli ro‘y
beradigan o‘lim ehtimolligi 4" - 0,02.

Yechish. (1) formulaga asosan, m, - EX =h,-¢" +b,-¢""" =450
so'm.

(2) formulaga asosan esa VarX =145-10°. Bu holda o‘rta
kvadratik og'ish o, = WarX — 12042, variatsiya koeffitsiyenti

2 %2/ —ia786.

x
m x

3.2. Sug‘urta to‘levlarining strukturalangan medellari

Aktuar matematikada sugurta to*lovni ifoda etuvchi tasodifiy
migdor xni ma’lum ma'noda strukturalash gabul gilingan.
Masalan, yuqorida ko‘rilgan hayot sug‘urtasining eng sodda
variantida tasodifiy miqdor x ni

X=1IY (1)
ko*rinishida yozish mumkin. Bunda tasodifiy migdor
i _‘{ 1, agar sug'urta hodisasi ro'y bersa,
(), agar sug'urta hodisasi ro'y bermasa,
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vtasodifiy miqdor esa, sugurta hodisasi ro‘y berganda talab
gtlingan sug‘urta to*lovining migdorin anglatadi.
Tushunarliki,
_ {1, agar X >0 bolsa,
- {0, agar X ={ bo'lsa,
ya’ni I = /(X > 0)—tasodifiy hodisa {X > 0}ning indikatori. Aytib
.0'tilganlardan kelib chiqadiki, tasodifiy miqdor r ni tagsimoti,
sug‘urta to‘lovi taqsimoti orqali quyidagi formulalar bilan
aniglanishi mumkin:
PI=0)=P(X=0)=p,P{I=1)=P(X>0)=1-P(X =0)=1-p,.
Tasodifty migqdor yning tagsimoti esa x sug‘urta to‘lovini,
X > 0 shartiga nisbatan shartli tagsimoti bo‘ladi yoki bo‘lmasa
P(Y =b6,X >0
Py =p)=pPr=s|x> )=t
P(X > 0)

_ Py =b) =P iian
_ P(x>0) 1-p,
Aksincha, 7 va ytasodifiy migdorlarning tagsimotlari ma’lum
bo‘lsa, x individual to‘lov tagsimotini aniglash mumkin. Bunda,
eng avvalo, P(X = 0) = P(I = 0) ekanligini e’tirof etamiz. So‘ng esa
b > 0 bo‘lganda quyidagi tenglikni yoza olamiz:
P(X =b)=P(1¥ =b)= PIY = bfr =1)}P(1 = 1}+
+p(1v = e |r=0))|P(r=0)= P(v = |1 =1))P(1
Oxirgida to‘la ehtimollik formulasidan va P(y =s,1 *0] =0
ckanligidan foydalanildi. Tushunarliki, haqgigiy vy iskning
taqsimotini, {7 =1) bo‘lgandagina o‘rganish ma’noga ega, xolos.
Shuning uchun ham quyidagi mulohazalarda bu shart (ya'ni,7 = 1)
tushurib qoldiriladi. Aytiigantardan kelib chigadiki,
P(X=b}=P(Y=6) P(I=1).
Demak, individual to‘lovning keltirilgan ikkita izohlari bir-

biriga teng kuchli bo‘ladi. Mashq uchun quyidagi aniq misollamni
ko‘ramiz. r

TS S L . -
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- Misol 1. Sug'urta badali (to‘lovi) &=100000 va sug‘urta
shaxsning bir yil davomida vafot etish ehtimolligi
— 0,0025 bo*lgan sug‘urta shartnomasini ko*ramiz. Bu shartnoma
- rva vy tasodifiy migdorlarning tagsimotlari topilsin.
- Yechish. Tasodifiy migdor smumkin bo‘lgan 0 va |
giymatlarni quyidagi chtimolliklar bilan qabul giladi:
P(I=1)=P(X >0)=q=0,0025
P(I=0)=P(X=0)=1-P(X >0)=1-¢=0,0975
Tasodifiy migdor vy esa o'zgarmas son, ya'ni
y(rsb): P(Y = 100000) = 1.
I Misol 2. Bir yilga tuzilgan va sug‘uria to‘lovlari, o‘lim baxtsiz
. hodisa natijasida ro"y beradigan bo‘lsa 5 = 500000 (bu hodisaning
| o'y berish ehtimolligi ¢ = 0,0005), agar o’lim “tabiiy sabablar”
bilan bog‘liq bo‘lganda b, — 100000 (bu hodisaning ro‘y berish
ehtimolligi ¥ = 0,0020 deb gabul gilinadi) migdorlardan iborat
bo‘lgan sug‘urta shartnomasi o‘rganiladi. Bu shartnoma uchun 1 va
y tasodifiy migdorlaming tagsimotlari topilsin.
Yechish. Tasodifiy migdor smumkin bo‘lgan 0 va 1
giymatlarni quyidagi ehtimolliklar bilan gabul qiladi:
P(1 =1)= P(X > 0) = ¢" + 4% = 0,0025,
P(I=0)= P(X =0)=1-P(I =1)=0,9925.
Tasodifiy miqdor vikkita 5, = 500000 va b, = 100000 qiymatlarni

P(X =500000) _0,0005
P(Xx>0) 00025 e
ﬁ ( X = %Dﬂll}(i) - 0,0020

e 5 0L B
P(X > 0} 0.0025

P(¥ = 500000) = P(X = 500000|X > 0) =

P(Y = 100000) = P(X = 100000| X > u_) .

ehtimolliklar bilan qabul giladi.

Ba’zida sug‘urta variantlarida bitta shartnoma bir nechta isk
holatlarini yuzaga keltirishi mumkin (masalan, avtomobil sug‘urta
qilinganda). Bu hollarda tasodifiy migdor (isk) x ni

X=Y+Y,+.+Y, (2)
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yig‘indi ko‘rinishida yozish mumkin. Bunda tasodifiy migdor .
shartnoma muddati davomida yuzaga kelgan isklar sonini, v,.v,, .
tasodifiy miqdorlar esa haqigiy ravishda ro'y bergan isk
miqdorlarini belgilaydi.

Qayd gilib o*tamizki, hayot sug urtasining (1) modeli, sug‘uria
iski xformula (2) bilan aniglanadigan modelning xususiy hol;
bo‘ladi. Bunga ishonish uchun (2) da P(v=1)=1 deb hisoblash
kifoya bo‘ladi.

Odatda (2) modelda qo‘shiluvchilar soni tasodifiy migdor v
bevosita qo*shiluvchi y larning hech biriga bog‘liq emas deb, ya'ni
VB
bog‘lig bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo‘lishligi
faraz qilinadi. Bunga garamasdan (2) modelning anigroq analizi
ko‘rsatadiki, ba’zi hollarda sharhlab o°tilgan bog‘ligsizlik sharti
bajarilmaydi. Masalan, ta’mirlangan avtomobilning buzilish
ehtimolligi va uning natijasida yuzaga keladigan xarajatlar ko*proq

bo‘lishi mumkin.

Individual x iskni (1) va (2) formulalar bilan aniglash, har xil
faktorlarning unga (xga) bo‘lgan ta’sirini miqdoriy jihatdan
o‘rganish qulay ekanligi bilan ajralib turadi, chunki 7 va v tasodifiy
miqdorlar orqali ifodalangan sug*urta hodisalarini qaytarilishiga va
y, tasodifiy migdorlar xarakterlaydigan haqiqiy iskga esa boshga
faktorlar ta’sir etishi mumkin. Aytib o‘tilganlarga asoslanib, (1) va
(2) formulalamni, to‘lov x ning struklashtirilgan (vo‘naltirilgan)
variantlari deb hisoblash mumkin,

Masalan, avtomobilni yo‘l-transport halokatlari natijasida ro°y
beradigan harakatlardan sug‘urtalashni o‘rganaylik. Tushunarliki,
yo‘l-transport  halokatlari yuzaga  kelishi  hodisalaning
ehtimollikalari birinchi navbatda, sugurta etilgan shaxsning
yoshiga bog‘liq. Bu ehtimolliklar yosh haydovchilar (ortigcha
“epchillik” va “o‘ziga ishonish™ tufayli) va keksa yoshdagi kishilar
uchun (yo‘l hodisasi va holatlariga reaksiya kamaygani tufayli)
kattaroq bo‘ladi. Lekin yo‘l-transport halokatlari yuzaga keltirgan
xarajatlar hech qanday ravishda shaxsning yoshiga bog'liq
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bo‘Imaydi (u aviomobil rusumiga (markasiga) ko‘prog bog‘liq
bo‘ladi).

Endi (2) formula orqali struklashtirilgan X sug‘urta to‘lovi
uchun foydali bo‘lgan quyidagi moment formulalarini keltiramiz:

EX = E(Y+Y, +..4%) =Y P(v=n)E(¥, + ¥, + .+ F, (v =n)) =
=inp(v:n)-EY=Ev-EY. (3)
ml
Xususan, (1) model uchun moment
EX* < (KA Yt K = 3 P(v =) E(E 4 K4t ) =

:-.iﬂp: n]-E(l’f o4V +2(Y -V, 4.+ Y, Y, ]=
mef

. Zp(w u)(nrsr’ +2--'-'(—"2'—')— EY -EY]:

=Ev-EY? + Ev(v-1)(EY)'. (4)
Oxirgidan quyidagi tenglikni olamiz:
VarX = EX* ~(EX) = Ev-EY' +(Ev’ - Ev)(EY) - (Ev) (EY) =
= Ev(Vart +(EY) )+(Ev? ~(Ev) W(EYY - Ev(EY) =

= Ev-VarY +Varv-(EY). (5)
Xususan, (1) model uchun
VarX =VarY - P(I =1)+(EY) P(1 =1)P(I =0). (6)
Keltirilgan formulalar
78 A A

tasodifiy miqdorlar bog‘ligsiz bo‘lganda, vy iskning ixtiyoriy
tagsimoti uchun o‘rinli (uni diskret tipdagi tagsimot bo‘lishi shart
emas).

x individual isklamni struklashtirishning boshga variantlari
ham mavjud. Masalan, x tasodifiy migdor (isk) aviatsion halokatlar
bilan bog‘liq bo‘lganda, uni

X=I(L-b+h)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda ;- “halokat ro‘y berdi
hodisasining indikatori, £ —havo transportidagi passajirlar soni, s -

E
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bitta shaxs uchun sug‘urta to‘lovi, s —havo transporti uchun
sug‘urta to‘lovi.

3.3. Uzluksiz modellar

Sug‘urta to‘lovi x uzluksiz tipdagi tasodifiy miqdor bela
_ olmaydi, chunki P{X = 0) ehtimollik musbat bo*libgina goimasdan,
u 1 ga juda yaqin bo‘ladi. Shuning uchun ham sug‘urta to‘lovi
uzluksiz modellari haqida so‘z borganda, strukturalashtirilgan
X =1y yoki x=¥+¥+ +F formulalardagi tasodifiy migdor ¥
(to‘lanishi kerak bo[gan hagigiy to‘lov) tagsimotini uzluksiz, tipda
bolishi tushuniladi.

Ehtimolliklar nazariyasi kursidan yaxshi ma’lumki, uzluksiz
tipdagi tasodifiy migdorlamni tagsimoti
_ . Flx)=P(Y<x)= Ip(u}du
yoki

p(x)=F'(x)
formulalar bilan aniqlanadi.

Tasodifty miqdor yning givmatlari musbat bo‘lgani uchun
uning tagsimoti [0,=) yarim to‘g‘ri chizigda joylashadi. Demak,
z<0 bo'lganda F(x)=p(x)=0. To'loviarm baholashda ularning
sonli xarakteristikalari muohim rol o‘ynaydi. Oxirgi tenglikni
hisobga olgan holda tasodifiy miqdor yning makroxarakteris-
tikalari - o‘rta qiymat va ikkinchi tart:bli momenti uchun quyidagi
formulalarni keltirish mumkin:

Ey= jxdF {x), EY* = |x*dF{x)
[+

“ L m—y

va agar tagsimot zichlik funksiyasi p(z)
Er=Jo(e)(s), £r'-

Ko‘p hollarda 0
EY= [(1-F(x))d, EV*=2[x(1- F(x)}x
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F(z) mavjud bo‘lsa,

x* p(x)d(x).
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formulalardan foydalanish qulay bo‘ladi. Bulardan oxirgi EY?
uchun keltirilgan formulani to*g‘ri ekanligini isbotlaymiz (birinchi
formulaning isboti sodda). Quyidagi
[¥drF(x)=-[¢d(1-F(x)). 4>0
© o
integralni ko‘ramiz. Bu yerda bo*laklab integrallash amalini bajarib
A 4
[ dF(x)= -4 (1~ F(4))+2 [x(1- F(x))ix
tenglikni hosil gilamiz. Lekin 4—» «da
2 :‘ - 2 |l T
A(1-F(4))=4 !{ﬂ*(x)f.z! -FjrdF(x).
Endi oxirgi tenglikda A —» «da limitga o‘tib
A A A
EY* = lim [dr(x)=lim [e(1- F(x)}te =2 [x(1 - F (x))ax

keltirilgan formulaning isbotini olamiz.

Misol. Faraz qilaylik, umumiy narxi 6 mln. so‘mdan iborat
bo‘lgan obyekt yong‘in falokatidan sug‘urta qilingan bo‘lsin.
Obyektda yong'in ro‘y berishi ehtimolligi ¢- 10*, yong‘in
natijasida keltirilgan zarar tasodifty migdor bo‘lib, u nol va
obyektning to‘la narxi oralig*ida tekis tagsimlangan bo‘lsin. To‘lov
Y = I. Uning o‘rta giymati va dispersiyasi topilsin.

Yechish. [0.a],a>0 oraligda tekis tagsimlangan ytasodifiy
miqdorni qaraylik. Bu migdoming zichlik funksiyasi

p(x)=

l.agm' xe[0.a] ba'lsa,
a

0, agar x¢[0,a] bo'lsa.

Demak,

7 = fup(ae= L Juate=2,

:_ T2 1 %, _a“
EY —Jx p(_r)b::-”,:[x‘ix__;_'

L

vy = £V ~(e1) =5 (2] .
3 \Z 2

SN~
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Ko‘rilayotgan misolda a=6-10° va bu holda

t &
EY—é—EE—f—} 108,
2
b4
6-10°
Vary_(—-—-—l-_?-‘i-lu" 3-10%
2 12

1 Oldingi punktda keMirilgan (4) va (6) formulalarga asosan
' EX =EF-¢=3-10° 107 =3.10* =300
VarX::VarY~q+(EY)zq(l—q]=3-10’2-IO"‘+(3-!06)2-10*-;—,?‘;?2= '
=12-10°..
O‘rta kvadratik og‘ish o va variatsiya koeffitsiyenti ¢, uchun

ST o, =~fVarX =3.46-10"

L
i3

T Y o2 S
. baholar kelib chigadi.
. 3.4. Sug‘urta premiyalarini (badalini) belgilash prinsiplari

Sug‘urtaning individual risk modelidagi 7 migdor — sug‘urta
premiyasi (premiya) yoki sug‘urta to‘lovi deb ataladi. Bu
" modelning asosiy xysusiyatlarini eslatib o“tamiz.

Faraz qilaylik, sug‘urta kompaniyasining boshlang‘ich
kapitali s bo‘lib, uning foydalilik funksiyasi «(x) bo‘lsin.
Kompaniya » ta mijoz bilan sug‘urta shartnomalari (kontraktlar)
tuzgan bo‘lib, ¥, -tasodifiy miqdor :/-nchi mijozning sug‘urta
hodisasi ro“y berish ogibatidagi ko‘radigan talofatini belgilasa,

X=X +.+X,
yig‘indi tasodifty miqdor bo‘lib o‘tgan baxtsnz hodisa uwchun
sug‘urta polisining bahosimi ifoda etadi. Aktuariy faoliyatida
ko‘pincha x,, .., x, lar bir xil tagsimlangan deb hisoblanadi. Demak,
EX = nEX, tenglik bajariladi.

Agar kutiladigan foydalilikga yo'naltirilgan siyosat gabul
qifinsa, sug'urta kompaniyasi

Eu(S+F-X)zu(S) ' : *)
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bajarilganda mijozlar bilan shartnomalar tuzishga rozi

Endi faraz gilamizki, hamma mijozlar bitta umumiy foydalilik
funksiyasi 7/(x) ni qabul gilgan bo‘lib, ular bir xil /- boshlang*ich
hpitﬂlsa ega bo‘lsinlar. Aytib o°tilganlardan tashgari tasodifiy

X lar bir xil tagsimlanganligini hisobga olsak,
pla.n:u bir jinsli ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.
_ Tengsizlik (*) bilan o*xshash bo*lgan holda mijoz
U(I-P)2EU(I-X,) {**)
ik bajarilganda, kompaniya bilan shartnoma tuzadi.

Endi (*) tengsizlikni qanoatlantiradigan plaring eng kichigini
P, (**) qganoatlantiradigan plaming eng Kkattasini p° bilan
belgilaylik. Eslatib o‘tamizki, ©() foydalilik funksiyasining
ko‘rinishi, mijozning riskka bo‘lgan munosabatini ifoda qiladi.
Masalan, U(-) funksiya yuqoriga gavariq bo‘lsa, ya'ni a <(0.1),x,,x,
har ganday sonlar uchun

Uax, +(1-a)x,)2al(x) +(1-a)U(x,)
tengsizlikni bajarilsa, mashhur lensen tengsizligiga asosan
U(I-p)=EU(1-X,)<U(I-EX,)
munosabatni olamiz. Oxirgidan foydalilik funksiya monoton
bo‘lishidan
I-p"<I-EX,
ya'ni
p 2 EX,
tengsizlikni olamiz. Bu munosabatlarni o‘rinli bo‘lishi uchun
foydalilik funksiyasi
7] (x)>0. U (x)<o0
shartlarni bajarishi yetarli bo*ladi.

Aytib o‘tilganlardan mijoz o‘zini tasodifiy talofat x, dan
muhofaza gilishi uchun tasodifiy bo‘lmagan £x, migdorni to‘lashga
roziligi kelib chigadi. Bu holda mijozning hech ganday riskga
moyilligi yo‘qligi kuzatiladi. Xuddi shuningdek, foydalilik
funksiyasi 1/(x) pastga qavarig bo‘lsa,

147



p S EX,
tengsizlikni olamiz va bu holda mijoz riskga “moyil” hisoblanadi.
Umuman,
7@
F(I)
migdor riskka “moyil bo‘lmaslik™ koeffitsiyenti deb ataladi. Agar
a- o‘zgarmas son bo‘lsa, mijozning riskka munosabati uning
kapitaliga (x) va sug‘urta portfeli hajmiga bog'lig bo‘Imaydi.

Endi yuqorida keltirilgan sug'urta variantiga gqaytamiz. Agar
yugoridagi (*) tengsizlikni ganoatlantiradigan £ larni eng kichigini
P bilan belgilasak,

P <np”
bo*lganda sug‘urta ma’noga ega bo*lmaydi. Aksincha,
P >nppt

tengsizlik bajarilganda sug‘urta ma’noga ega bolib, [PA ,,]

oraligdan sug‘urta badali » ni magsadga muvofiq qilib tanlash
masalasi yuzaga keladi. Bitta sug urta kompaniyasi faoliyatida, p
ni p° ga yagin qilib tanlash kerak bo‘ladiganga o“xshaydi. Agar
raqobat giluvchi bir nechta sug‘urta kompaniyalari mavjud bo‘lsa
(bundan tashqari sug‘urta kompaniyalarining faoliyati Davlat
tashkilotlari tomonidan nazorat qgilinsa), tanlangan p boshlang‘ich
chegara f% ga yaqin bo‘ladi. Aytilganlami p ni tanlashning
boshqa variantlari ham borligi bilan to*ldirib o‘tamiz.

Formal nuqtayi nazardan qaralganda, sug‘urta badalini
(premia) tanlash masalalarida foydalilik funksiyalarini qo‘llash
asosli bo‘lib, ular hech ganday e’tiroz holatlarini yuzaga
keltirmaydi. Lekin sug*urta masalalarida foydalilik funksiyalaridan
foydalanishning o‘ziga xos kamchiliklari ham mavjud. Birinchidan
amaliyotida sug‘urtalanuvchi shaxslar va sug‘urta kompaniya-
larining “ustuvorlik™ prinsiplarini foydalilik funksiyalari orqali
formallashtirish yechimi juda giyin bo‘lgan masalaga aylanishi
mumkin. Shuning uchun ham sug‘urta faoliyatida p-premiyani
(premia, sug‘urta badali) tanlashda, ko‘pchilik uchun umumiy
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-an va sodda, aniq formulalar orqali ifoda etiladigan goidalar
slar) ahamiyatli hisoblanadi. Quvida biz ulardan bir
ini keltiramiz.
Oldingidek #- sug'urta badali migdori, X-sug‘urta hodisasi
10°y berishi ogibatida yuzaga keladigan talofotni ifodalaydigan
tasodifiy migdor va uning tagsimot funksiyasini #(x)bilan belgilay-
miz. O‘rganilayotgan masala mohiyati nuqtayi nazaridan qaral-
ganda 7 tagsimot funksiyalari sinfida aniqlanganligidan tashqari

matematikasida p hal giluvchi ahamiyatga ega bo‘lgan
go‘shimcha parametr i ga ham bog*liq bo‘ladi. Bu parametr su-
gurta faoliyatining tashkil etilishi bilan bog‘lig bo‘lib, u to-
monlarning boshlang“ich shartlarini  muvofiglashtirishga yo*-
paltirilgan bo‘ladi. Aytilganlardan umumiy holda 7 ni tanlash
masalalari

P=y(F,A)

funksionalning ko‘rinishini belgilashga (fiksirlash) reduksiva
gilinishi kelib chigadi. Quyida biz v () funksionalning bir nechta
konkret variantlarini keltiramiz va ularni Aktwar matematikada
gabul gilingan prinsiplar deb aytamiz.
1.Kutiladigan qiymat prinsipi. Bu holda
P=(1+2)EY. A50.
bo‘lib, parametr i ni “yvuklama koeffitsiyenti” deb atashadi. Bu
parametr 1, sug‘urta badali kutiladigan o‘rta giymat EX dan
{(ziyondan) katta bo‘lishini belgilaydi. Agar i=0 bo‘lsa, - Ex
tenglik o°rinli bo‘lib, bu holda yuqorida bir necha marta eslatilgan
“teng kuchlilik prinsipi” kuzatiladi va sug‘urta tuzilish manoga
ega bo‘lmaydi. Parametr 1>0 giymatlar esa sug‘urta faolivatini
nazorat etuvchi tashkilotlar tomonidan belgilanadi.
2.Dispersiya (dispersion) prinsipi. Bu holda
P=EX+ADX, i>0.
Parametr i dispersiya px uchun “yuklama koeffitsiyenti”

bo'lib, 2 gancha katta bo'lsa, sug*urta badali » shuncha talafot

Spe: iyasi nx ga boglig bo‘lishini bildiradi. Demak. “dispersiya
Prinsipi” gabul gilinganda premiya

P=P(X)=EX + AJDX
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formula orqali hisoblanar ekan. Bu holda Aktuar matematika uchun
muhim bo‘lgan quyidagi masala yuzaga keladi. Qandaydir
taqqoslash <-ma’nosida X va v risklar uchun x > v munosabat
o‘rinli bo‘lishidan P(X)<P(¥) munosabat kelib chiqadimi?
Xususan, shunday X va r tasodifiy migdorlar mavjud bo‘lar
ekanki. Ular uchun X <, ¥ munosabat bajarilib,

P> P(Y)
tengsiziik bajariladi. e
3. Standart og‘ish prinsipi. Buholda - o
P=EX+2DK, 2>0. (D)

Eslatib o‘tamizki, X tasodifiy mtqdm'nmg “o‘2garish
koeffitsiyenti” (variatsiya) deb R

cvxy=-LX

JDx

songa aytiladi. Tasodifiy miqdor X ning standart varianti deb esa
X -EX

-. N2
migdorga ayuladl Standart og‘ish formulasi (1) dan
P- EX E\P-X
A= -CV P-X
. X D(P-X ( ) NES
Demak, bu holda parametr 1, tasodlﬁy qudor P-Xx ning
(foyda, ziyon farqt) variatsiva koeffitsiventini ifoda etar ekan.
4. Foydaliligi nol boflgan prinsip. Sug urta.lanuvchl
shaxsning foydalilik funksiyasi U(x) bo‘lib, u odatdagi
U'x)>0, UYx)<0, x< R
shartlarni gqanoatlantirsin, .
Quyidagi Bernulli tagsimotiga ega bo‘lgan {X,.0<p<i}
tasodifiy migdorlar uchun S
P{X,=0)=p=1-P(X,=10/2), A>0
bo‘lsin. Tasodifiy miqdor x, ning tagsimot funksiyasi
F,(x)=P(X, <x) ning grafigi S L

EANte
b3
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F(x)

shakl ko‘rinishda bo‘ladi va undan hamma xeR uchun p <p,
prta F,(x)>F,(x)

tengsizlik bajarilib, x_ <, ¥, munosabat o‘rinli bo‘ladi. Oxirgidan
PSPy S.Sp,S.., p,—l, nHw
bo‘lganda, X, <, X, munosabat kelib chigadi. Premiya »
quyidagi tenglamaning yechimi bo‘ladi:
EU(S +P—X)=U(S) (2)
tenglamaning yechimi bo‘ladi, ya’'ni sug‘urta badali p shunday
i, uning uchun sug‘urtagacha va sug‘urtadan so‘nggi
o‘rtacha foydalilik bir xil bo‘ladi. Agar foydalilik funksiyasi

u(x) ___e_ a>0
a

eksponensial ko‘rinishida bo‘lsa, oxirgi tenglamaning yechimi
P=alog(Eexp{aX})
bo‘ladi va bu hol eksponensial prinsip deb ataladi.

Endi X va v tasodifiy migdorlar uchun stoxastik tartib x <, ¥
o'rinli deb faraz gilamiz. Bu holda (2) tenglamaning yechimlari
sifatida aniqlangan sug‘urta premiyalari P(X) va P(¥) uchun P(X)
S &(¥) tengsizlik bajariladi. Lekin o‘rtacha foydalilik nol bo‘igan
prinsipga asoslangan sug‘urta badallari P(Y) va P(¥) uchun
stoxastik tartib <, ning asosiy xossasiga ko‘ra shunday tasodifiy x'
Va r* migdorlar mavjud bo‘ladiki, ular uchun
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X'=X, Yoy, P(x'<r)=1 (3)
munosabatlar  bajariladi. Matematik  kutilmalar  tasodifiy
miqdorlarning tagsimot funksiyalari orgali aniqlangan bo‘lishini
hisobga olsak. (3) munosabatlardan foydalanib

ES+P-X)=E(S+P-XV2ES+P-Y)=ES+P-¥)
tenglik va tengliksizlarni yoza olamiz. Bulardan esa o'z navbatida
P(X)= P(Y) munosabat kelib chigadi.

5. Foydaliligi nol be‘lgan prinsipning umumlashgan
varianti,

Faraz qilamizki, boshlang‘ich kapital § tasodifiy migdor
bo*Isin. Bu holda sug‘urta badali (premia) P

Eu(S+ P~ X)=Eu(S) (4)
tenglamaning yechimi ko'rinishida aniglanadi. Bu prinsip
noklassik xarakterda bo‘ladi, chunki (4) tenglamaning yechimi 7,
tasodifiy migdorlar ¥ va § laming birgalikda tagsimotiga bog‘lig
bo‘ladi. Masalan, foydalilik funksiyasi eksponensial ko‘rinishda
bo*lganda

Pag [lng Eexpla(X -S)}-E txp’(—a.‘?}], a>1
va a ning cheksiz kichik giymatlari uchun

D= EX +f25m' —aCow( X, D)~ EX + g DX ~aCow(X, D)~

~EX +§ DX - aCon(X,S).
Oxiridan p ning ko‘rinishi X va § tasodifiy migdorlarning
birgalikdagi tagsimotiga bog ligligi yaqqol ko‘rinadi.
6. Essher prinsipi. Oldin tasodifiy migdorlar uchun Essher
almashtirishini kiritamiz. Berilgan tasodifiy migdorning hosil
giluvchi momentlar funksiyasi

gy(h)=Ee™ = ‘[e‘“d!-".{_r}, heR

ifoda bilan aniglanadi. Tagsimoti

dF, J(x)= e"dF (x)/ g . (h) (5)
formula bilan aniglanadigan tasodifly miqdor x, ni ko‘ramiz. Bu
tasodifty migdomi giymatlari X tasodifiy miqdoming giymatlan
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ustma-ust tushadi, lekin bu giymatlarning chtimolliklari
ha bo‘ladi. Tenglik (5) dan 4-0 bo‘lganda F, (x)=F,(x)
 ekanligi ko‘rinadi.
- Agar k>0 bo'lsa,
\ dFyu(x) e
. dF (x) g.(h)
nisbat x ning katia giymatlarida o*suvchi bo‘ladi. Demak, shunday
 x=x, Duqta mavjud bo‘ladiki, x> xlar uchun esa 1 dan kichik
po‘ladi. Bu xulosa F,, (x), F,(x) lamni tagsimot funksiyalari
bo'lishligidan oson ko‘rinadi va undan
X<g X,, h>0
| stoxastik tartib o°rinli bo"lishi kelib chigadi. Aksincha, #<0
bo‘lganda, teskari ¥, <, X stoxastik tartib bajariladi.
Essher premiyasi

. EX exp(hX)
P Ny BT, oo GRAR) o,
i

formula bilan aniglanadi. Bundan integral
Ixe"df'} (x)

biror 4= 4, >0 bo*lganda yaqinlashadi deb tushuniladi.

Tasodifiy migdor x, formula (5) bilan aniglanadigan Essher
almashtirishi orqali hosil gilingan deb ataladi. Tasodifiy miqdorlar
majmuasi {x,. h>0} stoxastik tartib <, ga nisbatan o‘suvchi
bo‘ladi, ya'ni 0 < 4 < h, bo‘lganda

X, 40 X, (6)

munosabat bajariladi.
Hagiqgatan ham, (5) formulaga asosan

dF,,

‘!Fu,= _de _ (h&h'g.\'(kl) 7
T Ty ilh) o
dF,
Oxirgidan oson ko‘rinadiki,

153



Ly (h|)

2 _h‘l " g.r{h:)
bo*lganda (7) tenglik o°ng tomoni 1 dan kichik. teskari tengsizlik
bajarilganda esa 1 dan katta bo‘ladi. Demak, (6) munosabat isbot
etildi. Munosabat (6) dan x,= x(#=0) ekanligini hisobga olgan
holda har ganday 4>0 uchun x <, x, tartib o‘rinli bo‘lishi kelib
chigadi.

Endi biz oldin ishot etilgan ~ tartibning quyidagi xossasini
eslatib o*tamiz:

XS

(X <5 Y)¥(EX,EY <o)=> (EX < EY).
Bundan %> 0 bo‘lganda
P=PX)=EX,>EX

munosabat o‘rinli, ya’ni Essher premiyasi “yuklamali” bo‘ladi.
Lekin bu premiya ham dispersiva prinsipida kuzatilgan
kamchilikka ega: Essher prinsipida stoxstik tartib saglanmaydi.
ya'ni katta migdordagi risklar Kichik premivalarda ega bo'lishi
mumKin.

Essher prinsipi tabiiy ravishda sug‘urta bozorining hamma
qatnashshchilari eksponensial foydalilik funksiyalariga ega bo‘lgan
modellarida uchraydi.

Essher prinsipining mohiyatini osonroq qilib, quyidagiga
tushuntirish mumkin. Aytaylik,

pix)=Fy (x)

X tasodifiy miqdoming zichlik funksivasi bo‘lsin. Quyidagi

formula

(" "
p.(x)=exp{ix} p{.t}, exp{Ax) p(x)dx
s )
orgali vangi “zichlik” funksiyasi px) ni aniglavmiz. Bu holda
Essher premiyasi

P=P(A)= |p.(x)dx, A>0.
Essher premiyasi £(1) har ganday tasodifiy migdor uchun 4
argument bo*yicha o*suvchi bo*ladi.
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Hagigatan ham
Pa)= |7 p, (x)dx~ (]‘xp [J}dx]
Aytilganlarning natuasn sifatida,

P(x)=P(0)= pr(.t)dx =EX, Az0

munosabatlarni keltirish mumkin.

Essher premiyasi 7=pr(2) o'suvchi bo‘lgani uchun ham
parametr 4 sug'urta kompaniyasining  “riskka bormaslik”
xohishini ifodalaydi deb tushunish mumkin.

Yugorida eslatib otilgan Essher prinsipining kamchiligini
quyidagi misol bilan tasdiglash mumkin. Tasodifiy bo‘lgan ikkita
X va v risklaming birgalikdagi tagsimoti quyidagicha: gandaydir
A>0 uchun

P{X =0,Y =0)=1/3, P(X=0,¥Y=2/31)=1/3,
P(X =3/, Y=3/2)=1/3.

Berilganlardan X va v tasodifiv migdorlarning tagsimotini

topamiz:
PX=0)=PX=0Y=0)+P(X=0Y=2/34)+
+ P(X=0Y=3/)=2/3,

P(X =3/2)=P(X =3/A,¥ =0)+ P(X =3/2,Y =2/34)+
+ P(X=0Y=3/1)=1/3
AY=0)=PFY=0X=0)+ Y =0,X #0)=
=1/3+P(X=3/4.Y=0)=1/3,
PY=3/)=KY=3/3,X=0)+P(Y=2/34,X #0)=
=13+ P(X=3/4,Y =2/34)=1/3,

P(Y =3/2)=P(Y =3/ A,X=0)+P(¥ =3/2,X #0)=
=P(Y=3/2,X=3/2)=1/3.

Demak, £, (x) va F,(x) tagsimot funksiyalari quydagi tengliklar
bilan aniglanadi:

0, x<0,
Fx)y=42/3,0=x<3/4,
L x23/4,
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RPN LY
h‘.'_hl g.r(h:)

bo‘lganda (7) tenglik o*ng tomoni 1 dan kichik, teskari tengsizlik

bajarilganda esa 1 dan katta bo‘ladi. Demak, (6) munosabat isboi

etildi. Munosabat (6) dan x,= ¥(h=0) ekanligini hisobga olgan

holda har ganday h>0 uchun x <, x, tartib o°rinli bo°lishi kelib

chigadi.

Endi biz oldin isbot etilgan <, tartibning quyidagi xossasini
eslatib o*tamiz:

(X <4 Y)W(EX,EY <w)=> (EX S EY).
Bundan 4> 0 bo‘lganda
P=P(X)=EX,>EX

munosabat o‘rinli, ya’ni Essher premiyasi “yuklamali” bo‘ladi.
Lekin bu premiya bham dispersiva prinsipida kuzatilgan
kamchilikka ega: Essher prinsipida stoxstik tartib saqlanmaydi.
va'ni katta miqdordagi risklar kichik premiyalarda ega bo‘lishi
mumkin.

Essher prinsipi tabiiy ravishda sug‘urta bozorining hamma
qatnashshchilari eksponensial foydalilik funksiyalariga ega bo*lgan
modellarida uchraydi.

Essher prinsipining mohivatini osonroq gilib, gquyidagiga
tushuntirish mumkin. Aytaylik,

pix)=Fy (x)

X tasodifiy miqdoming zichlik funksiyasi bo‘lsin. Quyidagi
formula
Iexp(ix);ﬂx)etr]

[} ']
orgali yangi “zichlik” funksivasi px) ni aniglaymiz. Bu holda
Essher premiyasi

Pi(x)=exp|ix} p(x)

P=P(A)= |p.(x)dx, 21>0.
Essher premiyasi »(41) har qanday tasodifiy migdor uchun /
argument bo‘yicha o*suvchi bo*ladi.
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Hagiqatan ham ’
P(2)= . x:ﬁ.(x!dr-[ ].xﬁ‘(x)dr] >0.
Aytilganlarning natij::si sifatida, -»
P(x)= P(0)= lxp(x)dx=EX, Aiz0

munosabatiarni keltirish mumkin.

Essher premiyasi 7=p(1) o‘suvchi bo‘lgani uchun ham
parametr 4 sug‘urta kompaniyasining  “riskka bormaslik”
xohishini ifodalaydi deb tushunish mumkin.

Yugorida eslatib o'tilgan Essher prinsipining kamchiligini
quyidagi misol bilan tasdiglash mumkin. Tasodifiy bo‘Igan ikkita
X va r risklaming birgalikdagi tagsimoti quyidagicha: gandaydir
A>0 uchun

P(X=0,Y=0)=1/3, P(X=0,Y=2/31)=1/3,
P(X=3/4,Y=3/2)=1/3.
Berilganlardan X va v tasodifiy miqdorlarning tagsimotini
topamiz:
PX=0)=P(X=0F=0)+P(X =0,V =2/31)+
+ P(X=0,Yy=3/1)=2/3,
P(X =3/2)=P(X =3/4,Y =0)+ P(X =3/2,Y =2/34)+
+ (X =0,Y=3/3)=1/3,
PY=0)=P¥ =0, X=0)+P(Y=0,X=#0D)=
=1/3+P(X=3/4Y =0)=1/3,
Y =3/2)=P(Y=3/3A, X =0+ P(¥Y =2/34, X #0)=
=1/3+P(X-3/4,Y=2/32)=1/3,
P(Y =3/2)=P(Y =3/ A4, X =0)+ P(Y =3/ i, X 20)=
=P(¥Y=3/4,X =3I )=1/3.

Demak, r,(x) va F,(x) tagsimot funksivalari quydagi tengliklar

bilan aniglanadi:

0, x<0,
F(x)=42/3,0<x<3/ A,
(L x23/4,
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0, x<0,
1/3, 0€x<2/34,
273, 2/34<x<3/2,
L x23/A

Bu formulalardan ko‘rinadiki, X tasodifiy migdor uchun

P(X=0)=2/3=1-P(X =3/ 1)
va ¥ tasodifiy migdor {0,2/32,3/ 4} to*plamda
PY =0)=P(¥ =2/30)=P(¥ =3/ 1)=1/3

tekis tagsimotga ega bo‘lar ekan.

Yuqoridagi tagsimot funksivalari », wva £, uchun
formulalardan ko‘rinadiki, har qanday xef{o.<)uchun F, (x)= 5 (x)
tengsizlik bajariladi, ya'ni

Fy(x)=

X<y ¥
munosabat o'rinli bo*ladi.

Endi bu tasodifiv miqdorlarning Essher almashtirishlarini
hisoblaymiz, buning uchun esa g, (2)-£e'™ va g (i) £e”
momentlar hosil giluvchi funksiyalarni topish kerak bo‘ladi.
Bevosita hisoblash ko‘rsatadiki,

1
ge(A)= B = (2+¢),
g (1)= E” = li(l +e’ +e'),

E(Xexp(AX)) Zia 3¢
2:{2) (2+e’)/3 a(2+€)
E(Yexp(4Y)) (2:9&*"'+e).'l _H2/9¢" +¢')

o=

h=

2, (4) {1+ +¢')/3 (I+e e’}
L. 2/9ez’+e”"+e 2:9e:"+e’ 2+¢ 0080
P, 14+ ¢ e 2+4¢ +(e’“-—l) S

Oxirgidan 7 <p, munosabatni aniglaymiz va undan Essher
prinsipida stoxastik tartib saqlanmasligi haqidagi xulosaga kelamiz.
Essher prinsipi sug‘urta kompaniyasining talofat funksiyasi
Ux, Py={P—-x) exp(Ax)
ko‘rinishda bo‘lganda o'rtacha talofatni  minimallashtirish
masalasida uchraydi.
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! 7. Shveysar (Swiss principle) prinsipi. Haqiqiy funksiya
ﬂ,) ikkinchi tartibli hosilaga ega bo'lib,
fi(x)>0, f(x)>0, xeR
~ shartlar bajarilsin.
' Agar premiya P
Ef(X -hP)=f((1-h)P), helo]
tenglamaning yechimi bo‘lsa, uni shveysar (Swiss) prinsipi
deyiladi. Premiya » umumiylik xossalariga ega bo‘ladi. Masalan
k=1 bo‘lganda, bu tenglama
Ef(X—P)=f(0)
ko‘rinishda bo°ladi, ya’ni biz foydaliligi nol bo‘lgan prinsipga
kelamiz. Bu holda foydalilik funksiyasi sinfida «(x) funksiya qabul

qilinadi. Agar
J(x)=xexp(Ax), xe R

bo‘lsa, A=1 deb hisoblab Essher prinsipiga kelamiz.

Aytib o‘tilganlarni yakunlab, quyidagi xulosalarga kelamiz:

1. Ko'p hollarda sug‘urta risklarini taqqoslash tasodifiy
miqdorlar to‘plamida kiritilgan fartib turlari orqali amalga
oshiriladi (masalan, stoxastik tartib <, stop—poss «,,, qabariq «_
yoki unga teng kuchli bo‘lgan o‘rta giymatlar tengligi prinsipini
kuchaytirilgan variantlari). Bunda sug‘urta kompaniyasi turli xil
taqqoslash variantlarida yagona (umumiy) premiya p ni belgilaydi.
Albatta, bu qoida sug*urta faoliyatini chegaralaydi, chunki unchalik
“ustuvor” bo‘lmagan risklar, yugori premiya belgilash hisobiga,
ancha foydali va giziqarli bo‘lgan risklarga aylantirilishi mumkin.

2. Premiya » ni turli xil gilib tanlanganda (yoki boshqacha
aytganda, sug'urta “yuklamasi” har xil tanlanganda) risklar uchun

iritilgan stoxastik tartiblar aniglanmasligi ogibatida boshgarish
qQiyin bo‘lgan sug‘urta holatlari yuzaga kelishi mumkin. Bu holda,
0'Z-0‘zidan ravshan bo‘ladiki. ixtiyoriy gabul gilingan premiya
Prinsipi risklarni tartiblash imkonini yaratadi.

3. Izohlab o‘tilgan holatlarni tahlil gilish asosida quyidagi
Umumiy xulosaga kelish mumkin: eng kam premiya p larga mos
keluvchi risklar, golganlariga nisbatan “ustuvorroq” bo*ladi.
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3.5. Individual risklarning faktorizatsion modeli

Bu bo‘limda sugurta to‘lovi faqat ko-rilgan zararning
tasodifiy xarakterda bo‘lishiga bog'liq bo‘lmasdan (bu zarar
miqdori sug‘urta hodisasi ro'y berib o'tgandan so*ng ma’lum
bo‘ladi), kompaniya uchun “masshtab risk™ rolini o'ynaydigan
“sug‘urta yig'indining” tagsimotini ham hisobga oladigan
individual risk (statik) modellari o‘rganiladi.

Faraz gilamizki, sug‘urta portfelining har bir ; - nomerli
shartnomasiga hamma elementar hodisalar (@ lar} uchun musbat
bo‘lgan s =5 (») tasodifiy migqdor mos qo'yiladiki, har bir
individual risk to‘lovi ¥, , hamma o lar uchun ¥,<s  shartni
qanoatlantiradi. Tasodifiy migdor s, mos j-nchi shartnoma uchun
sug urta yigindisi, to*g'rirog'i, sug‘urta summasi deb ataladi.
Tasodifiy migdor x =v,/, doim aniglangan bo‘lib, uni nisbiy risk.
anigrog‘i, §, sug'urta summasi birligidagi risk deb ham ataladi.
Demak, j-nchi kontrakt uchun sug‘urta to*lovi (riski)

Y,=X,5, (b
ya'ni x, va §, tasodifiy migdorlaming ko*paytmasiga teng bo‘ladi.
Bu (1) tenglikni qanoatlantiruvchi v, risklar, faktorizatsiyalangan
risklar deyilib, (1) tenglik asosida qurilgan individual risk modellart
F-modellar (faktorizatsion modellar) deb vuritiladi. F-
modellarning asosiy xususiyati (1) tenglikdagi x va s, tasodifiy
migdor bog‘ligsiz deb hisoblanishi bilan aniglanadi (bu talabning
bajarilishi quyida asoslanadi).

Sug‘urta portfelidagi j-nchi sug‘urta shartnomasi uchun
to"lanadigan sug urta premiyasi 7 , tasodifiy sug‘urta summasi s
orqali 7z =zs tenglik bilan aniglanishi mumkin. Bu yerda z-
musbat o‘zgarmas son va z <s bo‘lishi kerak bo‘lgani uchun
0<Z<1 tengsizlik bajariladi. O‘z-o'zidan ravshanki, sug‘ura
premiyasi o‘zgarmas son bo‘lgan individual risk modellari F-
modelning xususiy holi bo‘ladi.
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F Aytib o‘tilganlardan tashqari bir jinsli obyektlarni proporsional

sug‘urtasi I-model uchun qiziqarli va amalda qo‘llanish nugqtayi
pazardan muhim bo‘lgan misol bo‘ladi. Proporsional sug‘urta
variantida sugurta summasi (konkret shartnoma uchun) mazkur
obyektning hagiqiy bahosi asosida belgilanadi (bu baho, ko‘p
hollarda, sug-urta bahosi deb ham aytiladi).

Aniglangan F-model doirasida konkret sug‘urta bilan bog‘lig
masalalarni  yechish uchun quyidagi shartlarni kiritish kerak
bo‘ladi: komponentlari (v .s ) lardan iborat bo‘lgan

(X8} (X,.5,)
ikki o°Ichovli tasodifiy vektorlar sistemasi birgalikda bog‘ligsiz va
bir xil taqsimlangan. Agar sug‘urta portfeli hajmi (shartnomalar
soni) ~ tasodifiy migdor bo‘lsa,

v.(x .5 ) i=12..
tasodifiy migdorlar bog‘ligsiz (birgalikda) deb hisoblanadi.

Keltirilgan talablarni quyidagicha asoslash mumkin: keyingi
yozuvlarni soddalashtirish uchun s tasodifiy migdor s, lar bilan,
X tasodifiy miqdor x lar bilan bir xil tagsimlangan bo‘lsin deb
hisoblaymiz. Agar sug‘urta bahosini ¢ bilan belgilab, obyektiga
(mol-mulkka) yetkazilgan haqigiy zarari v desak,

§<C,0s¥=<C

tengsizliklar bajarilib, sug urta to*lovi (risk) ¥ =(¥/C)s bo‘ladi. Bu
yerda ¥/ migdor nisbiy risk x ga teng. Endi X=v/C va §
tasodifiy migdorlarning bog‘ligsizligini, ularning turli xil migdorlar
uchun xarakteristikalar bo‘lishi bilan tushuntirish mumkin.
Hagiqatan ham x =y/c¢ tasodifiy miqdorning giymatlari konkret
sug‘urta holatlarini yuzaga kelishi bilan bog‘liq hodisalar orqali,
sug‘urta yig'indisi (summasi) § esa, sug'urta shartnomasini
harakatga kelish momentlari bilan bog*liq bo*lib, sug‘urtalanuvchi
shaxsning moliyaviy imkonivatlari ta’sirida bo‘ladi.

Endi faraz etamizki, sug urta premiyasi Z, (j-nchi kontrakt
uchun) sug‘urta summasi § ni hisobga olgan holda 7 - zs tenglik
bilan aniglansin va 7 hamma kontraktlar uchun bir xi! bo‘lsin. Bu
Z migdor premiya stavkasi (yoki sug‘urta stavkasi) deb ataladi.
Boshga sug‘urta modellaridan fargli ravishda, F-modeldagi
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sug‘urta premiyalari §, larga bogliq bo‘lgan tasodifiy miqdortar
" bo'ladi. O‘z-o‘zidan tabiiyki, sug‘urta premiyasi Z, sug‘urta
summasi §, dan katta bo‘la olmaydi. Shuning uchun ham kelgusida
~ zni {0,1] oralig‘idagi musbat son deb hisoblaymiz.
Aytib o‘tilganlardan kelib chiqadiki, F-modelda yakuniy
sug‘urta fondi (risk) st

N N i .
ker2-7es 7%
=t f=l

tenglik bilan aniqlanadi va bu yerda -- boshiang‘ich kapital
{rezerv) bo‘ladi.

Sug‘urianing (2) tenglik bilan aniglangan F-modeli uchun
birinchi navbatda yuzaga keladigan masalalaridan biri, sug‘urta
stavkasi z ma’lum bo‘lganda, yakuniy sug‘urta riski & - tasodifiy
migdorning asimptotik taqsimotini topish hisoblanadi. Ikkinchi
masala - bu sug‘uria stavkasi z ning shunday minimal giymatini
topishdan iborat bo‘ladiki, F-model asosida olib borilgan sugurta
faoliyatidan, ba’zi aniq ma’noda, sug‘urta kompaniyasi foyda bilan
chigishi kerak. Sug‘urta stavkasi 7z ning optimal bo‘iganini
aniglash imkonini beradigan quyidagi shartlar, yetarli darajada
tabiiy deb hisoblanishi mumkin:

1) sug‘urta stavkasi Zz, nisbiy to‘lov X, ning o‘rta giymatidan
kichik bo‘Imasligi kerak, ya’ni

Z2EX,, j=L2,.,N 3
tengsizliklar bajariladi. Bu (3) shart “o°‘rtacha ziyonsizlik” deb
ataladi.

2) sug‘urtasi stavkasi z

P(R20)2Q>0 )
tengsizlikni qanoatlantiradigan etib tanlanishi kerak. Bu {(4) shart
“yakunily kasodga uchramaslik” (ziyonsizlik) deb ataladi va u
an’anaviy xarakterda bo‘lib, tabiiy hisoblanadi. Tengsizlik (4) dagi
Q son (@<@Q<1) sug'wta kompaniyasi tomonidan belgilanadi.
Bunda kompaniyaning “riskka ganchalik loyiq bo‘lishi” muhim rol
o‘ynaydi. Tatbiqly adabiyotning ko‘pchiligida ¢ ning 0,9 va 0,95
qiymatlari tavsiya qgilinadi va ular matematik statistikadan olingan.
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Unchalik giyin bo‘lmagan mulohazalar yordamida ishonch
hosil gilish mumkin bo*ladiki, 0>0,5 va sug‘urta portfeli hajmi ~
ning yetarli katta giymatlarida (ya'ni, ¢L7o'rinli bo‘lganda) (3)
tengsizlik (4) shartdan kelib chiqadi. Lekin, umumiy holda, bu
tasdiq o‘rinli emas. Aslida (3) shart yig‘indi sug‘urta premiyalari
va vig'indi sug‘urta to‘lovlari orasidagi fargqning o‘rta giymati
manfiy bo‘lmasligini, ya'ni

1;{?;(2, - }{,)]zo (5)

tengsizlikning bajariliganini ta’min etish uchun kiritilgan. Quyidagi
misol (5) tengsizlikning bajarilmasligi sug‘urta kompaniyasi
manfaati uchun ko‘ngilsiz bo‘lgan holatlarni yuzaga kelishi
mumkinligini namoyish etiladi. Masalan,
|1, ehtimolligi | - O,
e {O,ehtimo]ligi 0
bolsin.

Bu holda r=2z -y, bo'lib, (4) tengsizlik Z-0 bo‘lganda ham
bajariladi, lekin Zz=0 bo‘lsa, kompaniya uchun hech ganday
sug‘urta masalasi ma’noga ega bo‘lmaydi. Ko‘rilgan misolda (3)
shartning bajarilishidan, Z=1-¢Q tenglik kelib chigadi va
sug ‘urtalash masalasi ma’noli bo‘ladi. Ikkinchi tomondan, fagat (3)
shartdan foydalanish ham sug‘urtalash masalasining effektli
bo‘lishini ta’minlash uchun yetarli bo‘lmaydi. Hagigatan ham, (3)
shartdan shartnomalar soni N yetarli darajada katta bo‘lganda, CL.T
ga asoslanib, “yakuniy kasodga uchramaslik” ehtimolligi 0.5 ga
yaqgin bo‘lishiga ishonch hosil gilish mumkin. Bu esa, sug‘urta
kompaniyasining manfaatlariga zid bo‘ladi (sug‘urtalash
faoliyatining foydali bo‘lishligi 0> 05 ehtimollik bilan bog‘liq).

Aytib o‘tilganlardan kelib chigadiki, sug‘urta premiyasi
stavkasi zning bir vagtda (3) va (4) shartlarni ganoatlantiruvchi
giymatlarini optimal deb hisoblash kerak bo‘ladi. Oxirgidan
quyidagi xulosaga kelamiz: sug’urta premiyasi stavkasining (3) va
(4) shartlarni bir vagtda ganoatlantiradigan qiymatlarming quyi
chegarasi
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Zy=inf{Z. 2> EX,, j=LN, P(R=R(Z)=0)=0 >0
sug‘urta premiyasi stavkasining optimal giymati deb ataladi.

3.5.1. Faktorizatsion modelning optimal sugurta
stavkalarini topish masalalari

Umuman aytganda, sug‘urta portfelining hajmi (tuzilgan
sug‘urta shartnomalarining soni) N tasodifiy migdor deb
hisoblanishi zarur bo‘ladi. Quyida biz ahamiyati xususiy hollar
sifatida P(N=m)=1, ya'ni DN =0 bo‘lgan, N Puasson tagsimotiga
ega bo‘lgan (bu holda EN=pN=1>0), N umumlashgan Puasson
tagsimotiga ega bo‘lgan hollarni ko‘rib chigamiz.

Faraz qilamizki, barcha sug‘urta to‘lovlari v, lar faktori-
zatsiyalashgan
(8,:X,), 1513,
tasodifiy vektorlar va N tasodifiy miqdor birgalikda bog‘ligsiz.
Bundan tashqari, hamma to‘lovlar “nisbiy bir jinslik™ xususiyatiga
ega, ya'ni hamma tasodifiy migdorlar
; 5.
%, -
bir xil tagsimlangan deb hisoblanadi. Sug‘urta portfeli bo‘yicha
yig‘ilgan tasodifiy premiyalar yig‘indisi
N
Z=Y Z.
Hamma sug‘urta to*lovlarining yig‘indisi

F=i};.

J=l

Agar boshlangich kapital » deb belgilansa, yakuniy sug‘urta

fondi (berilgan sug*urta portfeli bo‘yicha)
R=r+Z-¥
ifodani tashkil giladi.

Keltirilgan sug‘urta modeli bilan bog‘lig yuzaga keladigan
masalalaridan birinchisi & tasodifiy migdoming asimptotik
tagsimotini sug‘urta stavkasi 7 ma’lum bo‘lgan holda o‘rganishdan
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; bo‘ladi. ikkinchi masala - tashkil etilgan sug urta portfeli
mxsada ba’zi ma’noda sug ‘urta kompaniyasini qanoatlantiradigan
z ning minimal giymatini topishga yo‘naltiriltiriladi. Sug‘urta
stavkasini aniglash imkonini beradigan quyidagi shartlar yetarli
darajada tabiiy deb hisoblanishi mumkin:

1) “O’rtacha zararsizlik™ sharti. Bu shart sug*urta stavkasi z
.~ uchun

Z2EX, )
tengsizlikning bajarilishini talab etadi.

2) “Yakunly kasod bo'lmaslik™ sharti. Bu shart bo‘yicha
sug‘urta stavkasi z

P(R2G)zQ (3)
tengizlikni qanoatlantiradigan qilib tanlanishi kerak bo‘ladi. Bu
yerda © oldindan belgilanadigan gandaydir son (0<Q<I).
Keltirilgan (3) shart yetarli darajada tabiiy hisoblanib, amaliyotda
keng qo‘llaniladi. Undagi 0 miqgdor sug*urta kompaniyasi uchun
mumkin bo‘lgan minimal “kasod bo‘Imashk™ (zararsizlik)
ehtimolligini ifodalaydi. Bu ¢ migdomni tanlash imkoniyati
sug‘urta kompaniyasining ixtivorida bo‘lib, u riskka moyillik
darajasini belgilaydi. Amaliy sug‘urta faoliyatida ¢ ning standart
ko‘rinishda 0,9 va 0,95 giymatlari tavsiya etiladi.

Yuqoridagi (2) shart 0> 0,5 va sug‘urta portfeli hajmi ¥ ning
katta giymatlarida (bu holda tasodifiy migdor r ning tagsimoti
normal tagsimotga yaqin bo‘ladi), tabiiy ravishda, (3) dan kelib
chigadi. Lekin umumiy holda bunday emas. Aslida ham (2) shart
to‘plangan sug‘urta premiyalari va to‘langan sug‘urta to‘lovlari
ayirmasining o‘rtacha giymati manfiy bo‘lmasligini ta’min etish
uchun kiritiladi (£7 > £¥). Bu shartdan voz kechish esa noqulay
holatlarni yuzaga keltirishi mumkin. Buni quyidagi misolda
namoyish etish mumkin. Avtaylik,

r=0,N=18=1F=1
munosabatlar 1-¢ ehtimollik va {¥, =0} hodisa esa ¢ ehtimollik

bilan bajarilsin. Bu holda
R=Z-Y,
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bo‘lib, (3) munosabat hattoki Z=0 bo‘lganda ham bajariladi. O‘z-
o‘zidan tushunarliki, bu holat sug‘urta kompanivasini
ganoatlantirmaydi. Keltirilgan misolda (2) shartning gabul gilinishi
tabiiy yechim z=1-¢Q tenglikga olib keladi. Tkkinchi tomondan,
riskning katta giymatlarida faqat (2) shartdan foydalanish, sug‘urta
shartnomalarning soni katta bo‘lganda “vakuniy kasod bo‘Imaslik™
chtimolligini 0,5 ga yaqinlashtiradi. Bu holat ham sug‘urta
kompaniyasining manfaatlariga zid bo‘ladi.

Agar sug‘urta premiyasi stavkasi -, (2) va (3) shartlarni
birvaqtda bajarilishini ta’min etsa, uni “yetarli” yoki “vetarlilik™
shartlarini ganoatlantiradi deb tushunish mumkin. Foydalanilgan
“yetarlilik” sharti bilan bir qatorda, “kichikroq yetarlilik™ yoki
“kamroq yetarlilik” shartlarini kiritish mumkin. Bu holda sug‘urta
premiyasining stavkasi sifatida “yetarlilik”™ shartini ¢anoatlan-
tiradigan z larning quyi chegarasi (inf)

Z,=inf{Z;Z> EX,, P(R20)> Q)
gabul etiladi va bu tanlov :=z, bo‘lganda (2), (3) shartlarni
birvaqtda bajarililashni ta’min etadi. Bu migdor z, optimal sug‘urta
stavkasi deb ataladi.

F-sug‘urta modellari uchun asosiy belgilashlar.

Bu bo‘limda sug‘urtaning F-modeliga tegishli bo‘lgan
natijalarni bayon qilishda zarur bo‘ladigan asosiy belgilashlarni
kiritamiz.

Soddalik uchun s, va X, (j=12..) tasodifiy migdorlar bilan
bir xil tagsimotlangan tasodifiv migdorlarni mos ravishda § va x
deb belgilaymiz, ya’'ni

SuS, XaX,
belgilashlarni gabul gilamiz. Tasodifiy migdor 5 ning birinchi va
ikkinchi tartibli momentlari mavjud bo° hshlm faraz qgilamiz.
Tasodifiy migdor ¥<sbo‘lgani uchun, K tasodlﬁ} migdorning
har qanday tartibli momentlari mav_lud bo‘ladi. Avtavlik,
A=EX, B =pX bo'lsin. Tasodifiy migdor sning variatsiya
koeffitsiyenti deb



DS ES?

D C(ESY  (ESY
ifodaga aytiladi.
~ Agar gandaydir sug*urta stavkasi = berilgan bo‘lsa,
i d=d(z)=z-A

pelgilashni kiritamiz. Bu miqdor 4 “risk” yoki “sug‘urta
go‘shimchasi” deb nomlanadi (xorijiy adabiyotlarda “security
Jloading™ yoki “safety loading™ terminlari ishlatiladi).

Endi

H,=S(z-X,), j=L2..
belgilasini kiritsak,
B Bl e
bir xil tagsimlangan va bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
bo‘ladi. Bu holda tasodifiy migdor

N

Rzr+ZH;
=

tenglik bilan ifoda etilishi mumkin va uning tagsimoti

N
H,(x-r].

P(Rq):;’{z
Soddalik uchun # ;H, munosabat bilan # tasodifiy migdorni
kiritamiz. Tasodifiy miqdor (s,x,) ning xossalari # ning 4 ga
bog‘lig bo*lgan o‘rta qiymati va dispersiyasini hisoblash imkonini
beradi:

=

h=EH=FES-d,
g = DH =DS-d+(ESY (1+V*)B’.

Endi y* = £17 = #* + g’ belgilashni qabul gilamiz.

Faraz gilamizki, sug‘urta shartnomalarning soni ¥ (umumiy
holda tasodifiy migdor) uchun A = £V, * = DN momentlar mavjud
bo‘Isin. Bu holda

ER=r+A-h, DR=Ag'+M#K
tengliklar o‘rinli bo*ladi.
Oldingilardek kabi @(x) bilan standart normal tagsimotni,
¥(v) bilan esa, @(x) funksiyaga teskari bo‘lgan funksiya
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belgilanadi. Eslatib o*tamizki, r(¢ =0)#1 bo‘lgan tasodifiy migdoy
& uchun w& = EWf /(EE ]M ifodani Lyapunov kasri deb aytaymiz.
Buni hisobga olgan holda 7{¢- £¢) ifoda klassik Lyapunov Kasri
deb atdladi va u markaziy limit toremadagi Berri-Esseen bahosining
asosini tashkil giladi.

Agar x tasodifiy migdor umumlashgan Puasson tagsimotiga
ega bo‘lsa, uni tasodifiy yig‘indi

ko‘rinishida yozish mumkin bo‘ladi. Bu yerda v, - parametri 4 -0
bo‘lgan Puasson tagsimotiga ega bo°lzan tasodifiy miqdor,
{&,k=1}—~ o‘zaro bog'ligsiz va bir xil tagsimotga ega bo‘lgan
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo‘lib,

‘N'i.‘ ‘!FI’ ’;-2.
tasodifiy miqdorlar birgalikda bog‘ligsiz deb hisoblanadi.
Oldingidek  tasodifiy migdor X uchun x={v,&)} belgilash
qo‘llaniladi.

Simvol ¢ orqali (indeks ragamini hisobga olgan holda)
absolyut o‘zgarmas sonlar belgilanadi. Simvol ¢(.) esa qavs
ichidagi parametriarga bog‘liq bo‘lgan o‘zgarmas sonlamni
anglatadi.

3.5.2. Markaziy limit teoremaga asoslangan sug‘urta
stavkasi formulasi

Individual risk sug‘urta variantining & - modelini ko‘ramiz.
Qoldiq sug‘urta fondi & uchun boshlang‘ich kapital r=0, v -
tasodifiy bo‘Imagan musbat butun son bo‘lsin. Bu holda

R=DH,

=l

va tasodifiy miqdor & ning tagsimotini Markaziy limit teoremaga
asosan normal gonun bilan yaqinlashtirish mumkin. Aytilgan fikr
N > o da
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P{ZH q}. l%"i‘fi]

Demak, oxirgidan N+« da
P(R>0)Fi¢(g§'—v-N”] (1)
munosabatni olamiz.
Agar “yakuniy kasod bo‘lmaslik™ ehtimolligi #(#>0) uchun
- P(R>0)2 0O tengsizlikni bajarilishini talab etilsa,

(dm N“]?Q
g

tengsizlik bajarilib, (1) munosabat argumentga nisbatan kvadratik
.\ tengsizlikni yechish bilan teng kuchli bo‘ladi. Bu tengsizlikni
~ yechib, sug‘urta stavkasi giymati - optimal stavka 7, dan kichik
bo‘lmaganda bajarilishiga va z, uchun
B(1+V ¥ v(Q) e
[¥-ry()]”
asimptotik formula o'rinli ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.

20 A+———

gL £

3.5.3. Sug‘urta premiyalari uchun asimptotik formulalar

Bu bo‘limda sug‘urta yakuniy fondi z ning tagsimotini normal
gonun bilan approksimatsiyalash usuli bilan sug‘urta premiyalari
uchun konkret asimptotik formulalar hosil gilish mumkinligi
namoyish etiladi. Keltirilgan fakt, masalan, sug urta portfeli hajmi
(tuzilgan shartnomalar soni) ¥ tasodifiy migdor bo‘lmagan yoki
N~ parametri EN o‘suvchi Puasson tagsimotiga ega bo‘lgan
tasodifty migdor hollari uchun tabiiy hisoblanadi. Tasodifty migdor
R ning tagsimoti uchun normal approksimaisiya o‘rinli bo‘lishi
mumkin bo‘lgan boshga holatlar ham mavjud bo‘ladi. Asosan,
bizni N tasodifiy migdorning o‘rta giymati A - £N bilan bir vagtda
uning dispersiyasi A/’ = DN ham o‘suvchi migdor bo*lgan holatlar
ko*proq qizigtiradi.
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Umumiy teorema. Quyida biz r tasodifiy miqdoming
tagsimotini normal qonun bilan approksimatsiyalash mumkin
bo‘lgan va sug‘urta portfeli hajmi ¥ ning birinchi A=EN¥ va
ikkinchi A*=bN momentlari ma’lum hollarda optimal sug‘urta
stavkasi z, uchun hisoblash giyin bo‘Imagan asimptotik formulalar
keltiramiz.
~ Teorema 1. Faraz qilamizki, A = EN — « da tasodifty miqdor 2
asimptotik normal tagsimotga ega bo‘lsin, ya’ni EN=A—>x da

5=supsup'P{ﬁ<x)-d>(x)]—>0,
x D=2t
bu yerda,
5 R-ER
JDR

Berilgan (/2 <@ <1) son uchun y(Q)=~4¢ belgilashni kiritamiz

-(q >0 ekanligi 0'z-0‘zidan aniq). Faraz qilamizki, 3
W V1+ii—=o(n) Ao ' N
(bu verda v’ tasodifiy migdor § ning variatsiya koeffitsiyenti).

Bu holda '

1. Agar shunday C'<1 o 2garmas absolyut son mavjud bo‘lib,
v riES <C'qQl+ v} gl - wy?]”
tengmzhk bajarilsa, shunday A, mavjud bo‘ladiki (C'o‘zgarmasga
bogliq), A>a, bo‘lganda, optimal sug‘urta stavkasi quyidagi
ko‘rinishda bo*ladi:

Z,=A+ q{l+V B rjES - +E fr;#?i “ :
- T T T )
L :._!. 2‘Agar - o

gl VY B(A - wg? Y <riES <q(l+ v BA”
tengsmhk bajarilsa, shunday A, maviud bo‘ladiki, A>A, uchun
optimal sug‘urta stavkasi
Z,=A+¢
ko‘rinishda bo‘ladi (bu yerda £ tengsizlik (2) ni qanoatlantiradi).
3°. Agar shunday C">1 mavjud bo‘lib,
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rlES2C"g(1+ V)7 BAV:
tengsizlik bajarilsa, shunday A, mavjud bo‘ladiki (¢ o*zgarmasga
bog°liq), A > A, bo‘lganda optimal sug urta stavkasi uchun 7, - 4
tenglik o°rinli bo*ladi.

Izoh berib o‘tamizki, teorema 1 ning 3 sharti bajarilganda
optimal sug‘urta stavkasi Z, aniq (asimptotik emas) ko‘rinishga
ega bo‘ladi (A > A, uchun). Bundan tashqari teorema (1) ning isboti
jarayoni davomida (2) bahodagi o‘zgarmas ¢(Q) ning aniq
ko*rinishini hosil gilish mumkin. Lekin bu ifoda murakkab bo‘lgani
uchun va uning aniqlik darajasi noma’lumligi sababli ¢(Q) ning
mos formulasini keltirmadik. Bunda biz asosiy diqgat (2)
tengsizlikning o‘ng tomondagi ifodani Aga nisbatan qanday
tartibda nolga intilishiga berilganiga ilova qilib o*tamiz.

Keltirilgan teoremadagi (1) shart dispersiya M’ ning (M* = DN)
tasodifiy migdor N ning o°rta giymatining kvadrati A’ ga nisbatan
sekinroq o°sishini anglatadi va bu shart Vning tagsimoti birlik
gonun £ (x) (P(N =n)=1) yoki Puasson qonuni bo‘Iganda bajariladi.
Agar tasodifiy migdor “murakkab Puasson” gonuni bilan
tagsimlansa, ya’ni ¥ ={~§, v} bo‘lsa,

A=2AEv, M’ =AEV
tengliklar o*rinli bo*ladi. Bu holda (1) shart
B¢ =o[A(BV) ), A-w (*)

munosabat bilan teng kuchli bo*ladi. Oxirgi (*) shart, masalan,

B .

A—o®, —=<C<x

(Ev)
bo*lganda bajariladi.

Qayd qilib o'tish kerak bo‘ladiki, teoremadagi s ga w
miqdorlarga quyilgan shartlar (2) dagi qoldiq hadning tartibi
o{A™"*} bo‘lishini ta’min etadi.
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3.6. Sug‘urta portfeli hajmining taqsimotini xususiy hollari

Yuqorida keltirilgan teorema 1 dagi umumiy natija N tasodifiy
miqdoming tagsimott ba’zi xususiy qonunlar bilan ifoda etilgan.
hollarda aniglanishi mumkin. Oldin qayd gqilib o‘tilganidek,
sugurta portfeli hajmi ¥ tasodifiy miqdoming tagsimoti
E (x){(P(¥ = n)=1), Puasson va “umumlashgan Puasson” tagsimotlari
bo‘igan hollar asosiy hisoblanadi va bu hollarda 5 miqdor uchun
isbot etilgan baholamning o‘ng tomoni “Lyapunov kasrlari” bilan
ifoda etiladi. Shu sababli # tasodifiy miqdorga mos keluvchi
“Lyapunov kasrlarining” 2z parametr bo‘yicha tekis baholarini
tahlil qilishga to‘g‘ri keladi va ularda 4> 0, 0 <Z <1 ekanligi hisobga
olinadi.

Quyidagt munosabatiar o‘rinii:

d=z—-A<d =1~ A, h=FEH < ESd < ESd , \
e g’ = DH 2 (ESY {1+ Y*)B*, »* = EH* 2 (ESVQ+ ¥ )8,

Agar § tasodifty migdorning uchinchi tartibli momenti mavjud
bo‘lsa, :

fr g ElH| = B8’ - Bz - X| < ES?,

EH - o <4ElH] + *|< s + (e5Y ),

T ES? | ,',I_‘_'
| L(H)sL BT E (D)
e L(H)ST= 4ES*(1+d°) 2

(EsY(1+)" 5

Natija 1. Agar ¥ tasodifiy migdor bo‘lmasa va 5 uchinchi

tartibli momeuntga ega bo‘lsa, teorema | A=N, M=0W=V*

bo‘iganda o‘rinli va bu holda '

d,:q(l-bV‘)mB_ r!ES I

[v—yig]® w-vig TNV

Bu yerda c,=0478¢ deb qabul gilish mumkin. Keltirilgan

natijaning isboti bevosita bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar

uchun o‘rinli bo‘lgan mashhur Berri-Eseen bahosidan kelib
chigadi.
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I]llaﬁjs 2. Agar N parametri Abo‘lgan Puasson tagsimotiga,
wsodifiy migdor § esa uchinchi tartibli momentga ega bo'lsa,
corema I ning tasdiqi M’ =AW =141 bo'lganda o'rinli bo‘ladi va

~ bu holda
| ey, it B9 s — 5_?(:1_ Y
1 r [A—(I+V‘)ﬂ" A-(1+Y")q’ A

Keltirilgan natijaning isboti (1) bahodan va teorema 1 dan kelib

di+v°) B r/ES o

Natija 3. Agar N “umumlashgan Puasson” tagsimotiga ega
bo'lib, tasodifiy migdorlar »,§ lar uchun uchinchi tartibli
momentlar mavjud bo‘lsa, teorema 1 ning tasdiqi

3
E(N-EN
(AM—Z-—L=O(I), Ao
shart bajarilganda o‘rinli bo*ladi va bu holda
é‘sﬁ,Eﬂi-ﬂL.
A

Bu natijaning isboti “umumlashgan puasson™ tagsimotlarini
normal tagsimot bilan approksimatsiyalash tezligini baholaydigan
tengsizliklardan kelib chigadi (B.IO.Kopones, B.E.benmur,
Cillloprun.  “Marematuyeckue OCHOBH TGOPHM  pucKa’
kitobining (Mocksa, 2011, ®mmatuut, 619c1p.) 1.7.4 va 5.6.7
punktlariga garalsin).

Quyidagi “Sug‘urta portfelining chekli manbaali modeli” deb
ataluvchi sug‘urtalash variantini ko‘raylik: faraz gilaylik, konkret
sug*urta kompaniyasi bilan shartnoma tuzishi mumkin bo‘lgan »'
sondagi “potensial sug*urtalanuvchi” shaxslar mavjud bo‘Isin (&'
sezilarli darajadagi katta son bo‘lishi mumkin). Shartnomalar
sug*urta kompaniyasining qo‘ygan shartlari asosida tuziladi. Bunda
knchi potensil sugurtalanuvchi boshga sug‘urtalanuvchilarga
bog*liq bo*Imagan holda s, ehtimollik bilan shartnoma tuzadi, 1 - s,
ehtimollik bilan esa shartnoma tuzmaydi. Bunday tuzilgan sug‘urta
fondining hajmini ¥ desak, bu tasodifiy migdomi

N= Z’h
Ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda
171




1 ehtimolligi S,
B {o ehtimolligi 1- S,
va p,. u,....y, birgalikda bog'ligsiz bo‘lgan tasodifiv migdorlar
bo'ladi. Parametrlar ¥'.5,.....5, tasodifiy migdor ¥ ning momentlari
orqali bir giymatli aniglanmaydi va ular
n:m:;‘:‘jsi. M":DN:??_S*(I—-S*)

munosabatlarni qanoatlantiradi.

Ko'rilayotgan model chegarasida ¥ ning tagsimoti umum-
lashgan binomial tagsimot bo‘lib, uni ko'p hollarda Puasson —
binomial tagsimot deb ham atashadi.

0*z-0°zidan ravshanki, A/ <A. A >« bo‘lganda,

W =o{A)
munosabat o‘rinli.

Endi

8 :sgpﬁlP[R <x)~¢1(1}{
miqgdorni o°rganamiz. Ko‘rilayotgan holda
R=r+ i’h H,
e

va p,, #, lar har xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar bo*ladi. Berri-
Eseen tengsizligining har xil tagsimlangan tasodifiy miqdoriar
uchun variantidan foydalanib
L N
5< &%1;;.;§E1q,i{, ~SH 3)
tengsizlikni yoza olamiz va unda o‘zgarmas son C*=05600deh
gabul gilish mumkin.
Tasodifiy miqdorlar 5, va #, lar bog'ligsiz hamma #, lar bir
xil tagsimlangan ekanligidan
EnH, - S, <alErm, -5 EH] + S;EH - o] |s
<als, (-5, )EH] + S} EH - K |
tengsizliklarni yozish mumkin. Ulardan foydalanib
jv_"g[qku, -SH < 4[M’£|H|‘ (A-AP)E[H W]

<4M'ES’ +16{A - M |ES’ + (ESYd’}
munosabatlar kelib chiqadi.
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M (5) munosabat va L, L, migdorlarning ta'rifiga asoslanib
A- M’
ec ML ahZ M ] @
to‘g‘ri ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Demak, A -5«
5—»0va teorcma l ning hamma shartlari bajariladi.
Odatdagidek, {} simvol bilan qavs ichidagi sonning kasr

E‘ belgilaymiz. Har ganday butun giymatli tasodifiy migdor 2

ESH - {EL)<Dg
tengsizlik o‘rinli ckanligini oson isbot etish mumkin. Bu
wﬁﬁnknhn ixtiyoriy manfiy bo‘Imagan A va M sonlar uchun
<m Afi-{azwm<a *)

bajarilganda, umumlashgan binomial tagsimotga ega
bolgan shunday N tasodifiy migdor mavjud bo‘ladiki, uning

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

Aytib oftilganlardan kelib chigadiki, sug‘urtaning chekli
manbaali modeli fagat (*) tengsizliklar bajarilgan holda ma’noga
ega bo‘ladi. Demak, quyidagi natija o*rinli bo‘ladi.

Natija 4. Agar (A)i-{A))sm’ <A tengsizliklar bajarilib,
sug‘urta portfeli chekli manbali sug‘urta modeli asosida tuzilgan
bo‘lsa, optimal sug‘urta stavkasi uchun teorema 1 dagi asimptotik
formulalar 5 migdor uchun (4) baho o¢rinli bo‘ladi.

A=EN, M’ =DN
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IV bob. TASODIFIY YIG INDILARNING BA'ZI
XOSSALARI

Ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistikaning asosiy
masalalari tasodifiy miqgdorlarning yig'indisini  o‘rganishga
reduksiva qilinadi Shuning uchun ham tasodifiy migdorla:
vig‘indisining tagsimotiari tahlili hozirgi zamon echtimolliklar
nazariyasida o‘ziga xos yo‘nalish - tasodifiy migdorlarni qo*shish
nazariyasi yuzaga keldi. Bu nazarivaning asoschilari sifatida XX
asring mashhur matematiklaridan A N.Kolmogoroy, P.Levi.
A.YaXinchin, W.JFeller, B.V.Gnedenko, Yu.V Proxorov,
A.A.Borovkov nomlarini sanab o*tish mumkin.

Faraz gilaylik

X XX (1)
tasodifiy migdosiar ketma-ketligi berilgan bo‘lib,

F oK * wtX (2)
ularning yig‘indisi bo‘lsin. Tasodifiy miqdor s, tagsimot
funksiyasi P(S, <x) ni n ning ancha kichik giymatlarida ham aniq
hisoblashni, yechish mumkin bo‘lmagan masalalar qatoriga
qo‘shish mumkin.

Eng umumiy holda, (1) tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
“seriyalar sxemasini” tashkil gilganda (va’ni x, = x_, bo‘lganda) s,
yig‘ind} uchun limit tagsimotlar sinfini aniglash masalasi chtimol-
liklar nazariyasi uchun markaziy limit problemasi (muammosi) deb
ataladi (M.Loyevning fundamental “Teopns BepostHocTeii™ (M.,
1962, 597 c.}) monografiyasining XXII-XXIV boblariga qaralsin).
Bu yerda

P(X, 4.+ X, <x)>F(x), no>w (3)
limit munosabatini ganoatlantiruvchi Fix) tagsimot funksiyalar
sinfini topish nazarda tutiladi.
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- Xususiy hol #(x)=®x} {standart normal tagsimot funksiyasi)
“Jganda, (3) limit munosabat markaziy limitl tcorema { CLT) deb

 Keyingi boblarda keltirilgan faktardan ma’lum bo‘ladiki,
aktua matematikaning ko*p modellarida yig‘indidagi qo‘shimluv-
chilar soni n=N(o) ni musbat butun giymatlar gabul giladigan
: My migdor deb hisoblashga to'g‘ri keladi va bu holda ham
S, =Y, +..+¥, 4)
foydalanish qulay bo‘ladi. Bunday (4) ko‘rinishdagi
thlaml tasodifiy sondagi tasodifiy migdorlar yig'indisi deb
tushunish kerak bo‘ladi. Lekin biz ulami gisqaroq qilib “tasodifiy
yig'indilar” deb ataymiz (B.MKpiouxos, B.JO.Kopones “Iipe-
JICNBHBIC TeopeMbl JUis ciydaiumx cymm» (M., 1990, Y. MI'Y)
kitobiga qaralsinj.

Formal nuqtayi nazardan (4) tenglikdagi s, = 5, (w) (1) tasodifiy
migdorlar ketma-ketligi aniqlangan (Q, - r)- ehtimollik fazosidagi
o‘Ichovli funksiya (ya'ni tasodifiy miqdor) va uning tagsimot

asi

F(x) = P({@:5, (@) < x})= P(S, <x)-

Tasodifiy yig‘indi s, ning tagsimoti P(S,  A)(4¢ F} tagsimot
funksiyasi F, (x) bilan to‘la va bir qiymatli aniqianadj.

4.1. Tasodifiy yig‘indilarning elementar xossalari
4.1.1. Hosil giluvchi funksivalar

_ Butun giymatli manfiy bo‘lmagan tasodifiy migdorlami
9 rganishning asosiy usullaridan biri — hosil giluvchi funksiyalar
metodi hisoblanadi.

T"l'if Butun manfiy bo‘lmagan giymatlar gabul giluvchi
¥ migdor ¥ ning chtimollik tagsimoti
b P(X=k)=p, k=012,
Isin. Bu tasodifiy migdorning hosil gituvchi funks:yml deb
(yoki (s k2 0) ketma-ketlikning)
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a

wols)=p(s)=Es* “Z""“ Isf<1 (1)
darajali gatorga aytiladi.

Har ganday darajali qator o'zining koeffitsiyenti bilan bir
giymatli aniglanadigan bo"lgani uchun, ehtimollik tagsimotiari va
hosil giluvchi funksiyalar orasidagi moshik bir giymathi bo‘ladi.
Demak (1) hosil giluvchi funksiya v(s) tasodifiy migdor x ning
tagsimoti P(xe4) (4e8(&)) ni bir giymatli aniglaydi. Masalan,
birlik fagsimot £, (x) (P(X=n)=1), binomial tagsimot, Puasson
tagsimotlarining hosil giluvchi funksiyalari mos ravishda

w(s)=5" w(s)=(1-p+psY, w(s)=e "7,
v (s) hosil giluvchi funksiya birlik doirada {|s]<1) analitik bo‘ladi.
to‘grirogt hosil giluvchi funksiyani [-1.1] oraligdan kompleks
sohaning birlik doirasiga analitik davom ettirish mumkin. Hosil
giluvchi funksiya ma’lum bo‘lganda, mos ehtimollik tagsimoti
p= %w“‘(ﬁl. k=012,
tenglikiar orqali topiladi.
Tasodifiy miqdoming m-nchi tartibli faktorial (ko‘paytma)
momenti
EX™ = EX(X -1).{X ~m4+1)
quyidagi formuia bilan hisoblanadi:
EX™ =y™(1), m=21.

Xususan,

EX =EXV=y'(8), DX =y (D+p'()-[w' ()] .

Faktorial momentlarni hisoblashda hosil giluvchi funksiyanng

pis+1)= ZD_.{". D, = B
!

ko'rinishidan foydalanish qulay bo‘ladi. Oxirgi formuladan oson
ko‘rinadiki, birlik tagsimot £, (x) (P(X =n)=1) uchun
EX =n, DX =0,
binomial tagsimot uchun
EY =np, DX = npll - p). EX’ =npll -3p +2p°),
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r.

EX*=3n'(p- p’Y +alp-7p* s 12p" - 6p*)
Puasson tagsimoti uchun ¢sa
EX=DX=EX'=A, EX*=A+3%,
Hosil qiluvchi funksiyaning kompleks sohaga analitik
davomidan foydalanib, maos ehtimollik tagsimoti {p,, & > 0}
1 fw(s)

=— 1=2ds k=0,

2x d ¥
formulalar orgali ifodalanishi mumkin. Bu vyerda kontur
€ ={s;}s|=1}- birlik doiraning aylanasi.

&

4.1.2. Tasodifiy yig‘indi tagsimotlari, xarakteristik
funksiyalari

Faraz gitaylik,

j. e A A
bog'ligsiz va bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
N.X,...X,... umumiy bitta (2, 7,7)- chtimoliik fazosida aniqlangan
bo‘lib, N — manfiy bo‘lmagan butun giymatlar qabul giladigan
tasodifiy migdor,

N Ko X, ..
bar qanday »>1 uchun birgalikda bog‘lig bo*Imasin. Oldingiday
tasodifiy yig‘indi deb, s, =X, +..+x tasodifiy migdomi

2.
Demak, har qanday elementar hodisa  uchun (w e Q),
Sy = .‘v"x{‘}(a)) =X (0)+..+ X,M(m),

Aniglik uchun Zo deb hisoblaymiz. Tasodifiy migdor v
“fﬂg tagsimoti uchun p, = 2(N=n), n=0,.2... belgilashlarni gabul
qilamiz. By tagsimotning hosil qiluvchi funksiyasini v (s). |sj<1
bilan belgilaymiz. Oz navbatida X, tasodifiy migdorning tagsimot

iyasi uchun F{x} zichlik funksiyasi (agar u mavjud bo‘lsa)
uchun p(x), xarakteristik funksiyasi uchun /) belgilashlarni

Y77



ishlatamiz. Tasodifiy yig‘indilar tagsimotlari hagidagi asosiy
ma’lumotlar quyidagi teoremada keltiriladi.

Teorema 1. Quyidagi tasdiglar o‘rinli:

1) Tasodifly yig‘indi S. ning tagsimot funksiyasi

£ (x)= ZPJ" "(x) Y

tenglik bilan amqlanadl Bu yerda £ - tagsimot #()ning n—karrali
kompozitsiyasi (#*(x)=£,(x), ya’ni x=0 nugtada yagona birlik
sakrashga ega bo‘lgan tagsimot).

2) Agar p,>0 bo‘lsa, hattoki x, absolyut uzluksiz tipdagi
tasodifiy miqdor bo‘lganda ham tagsimot funksiyasi £ (x)
absolyut uzluksiz bo‘lmaydi. Agar p,=0 bo‘lib, x, =zichlik
funksivasi p(x) ega bo‘lsa, tasodifiy yig mch S, ning zmhhk
funksiyasi p, (x) mavjud va

po0=3 0w )

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda p™(x)- zichlik funksiyasi p(x)ning
- n—Karrali kompozitsiyasi.
3} Tasodifly yig‘indi 5, ning xarakteristik funksiyasi
£, @ = (1) @
funksional tenglik bilan aniqlanadi. -
4) Tasodifiy miqdor 5, ning o‘rta giymati va dlspcrs;yam

quyidagi
ES, = EN-EX,, DS, = EN DX, + DN{EX )

formulalar bilan hisoblanadi.
 Isbot. 1) To‘la ehtimollik formulasiga asosan

Fy (x0)=P(S, < x}’*ZP(SN <x,N=n)=

A i . _ ; _
o . = Y PS,<x,N=m= Y P(N=mP(S, <x)= ¥ p F"(x).
. Demak, (2) formula isbot etildi.
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etilish kerak bo*lgan (3) tenglik (2) dan differensiallash

Eng avvalo, n=1 bo‘lganda har qanday ¢ uchun

& femd™ )= Eexplie(X, + .+ X )= (0

nglik o‘rinli ekanligini qayd qilib o*tamiz. Endi isbot etilgan (2)
ulaga asoslangan holda

fi= e drf,(x)-f {ZP.I‘ m}

=Y fe‘w"’w Z”'f"" )

-

foydalanamiz. Haq:qatan ham xarakteristik funk-

1 45, _!éwf_fﬂ\] N
.EE,,— dt Tioodt |,
la‘v(f(r}) LAU) ’m IEX, = EN-EX..
E i df() dt
'TM shu usul bilan msodtﬁy yig‘indi s, ning dispersiyasini

AL A, ﬁ_é(zf_vc(@),m}[
~ S : .

dr )y
=_£zqgn{;¢_<_rz]’ _dylr) d'1@)| _
dify \ da ey d |,
=EN(N -1)(EX,)' +EN -EX} = EN*(EX,)’ + EN - DX,.

Oxirgidan

4 OS, = kS —(ES, Y = EN*(EX,) —(ENY(EX,) = DN(EX,) + EN DX,.
- Isbot etilgan

ES, = EN - EX,

Senghk Vald ayniyati nomi bilan ataladi va matematik statistikada
444 muhim rol o*ynaydi.
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Tasodifiy yig*indi s, ning tagsimoti P(s, < x) uchun isbotlangan
(2) tenglikdan ko‘rinadiki, u qo‘shiluvchi soni ¥ ning tagsimoti
ip,nz0 va {F"(x),nz0} tagsimotlar kompozitsiyalarining
“gorishmasidan” (ruscha — cmecs) iborat bo'ladi. Shuning uchun
ham , (x) tagsimot murakkab tarkibli deb hisoblanadi va uni
ba’zida {N, X} ko‘rinishida belgilanadi.

4.2. Puasson tasodifiy vig‘indilari

Tasodifiy yig‘indidagi qushiluvchilar soni ~ Puasson
tagsimotiga ega bo‘lsin, ya’ni

1’(1\.’;»):-’1—'(- b ASD p=Dt R
n

Bu holda s, Puasson tasodifiy vig‘indisi voki oddiv ma’noda
Puasson yig‘indisi deb ataladi.

4.2.1. Puasson yig‘indilarining elementar xossalari

Teorema 1. Faraz qilaylik, tasodifiy migdor N parametri i>0
bo*lgan Puasson tagsimotiga ega bo‘lsin.
1) Puasson tasodifiy yig“indisi s, ning xarakieristik funksiyasi
S 0=epldf (-1
ko‘rinishida bo‘ladi. Demak, Puasson tasodifiy yig‘indisi tagsimoti
“cheksiz qisqaradigan™ bo‘ladi.
2) Agar EX} <= bo‘lsa,
ES, = AEX,, DS, =AiEX}.
Umuman,
EX}, k=l,...n, n2l,
momentlar mavjud bo‘lsa, quyidagi rekurrent formula o‘rinli:
ES%=45'C ES! - EX™, ESC =L.
Isbot. Puasson tagsimoti hosil giluvehi funksiyasi
Wy (s)=exp{A(s~1)}
oldingi bo‘limdagi teorema 1 ning 3) punktiga asosan
S, O=p(fn=expla{f(n)-1)}. (1)
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Demak, teoremaning 1) punkti isbotlandi.

- Hagigatan ham 7, (1) xarakteristik funksiyasi “cheksiz
isqaradigan ckanligini isbot etish uchun har qanday »>1 uchun

' £ (n=[g. )] (2)
genglik o°rinli bo‘lib, g (1) qandaydir tagsimotning xarakteristik
funksiyasi bo‘lishini ko‘rsatish yetarli bo‘ladi.

Agar
2.(1) =¢xp{%(f{f) - 1)}

deb olsak, bu funksiya X, +..+ X, Puasson yig‘indisining
xarakteristik funksiyasi bo‘ladi. Bu yerda
X,2x,2.5x. Lx, f.0=10
y: X,..x, tasodifiy migdorlar o‘zaro bogligsiz va bir xil
tagsimlangan bo‘lib, ular ~, -parametri i/n bo‘lgan Puasson
tasodifiy migdoridan bog*ligsiz.
- Izoh. Aslida biz (1) formulaning to‘g‘ri ekanligini (2)
 formuladan foydalanib isbotladik.
~ Puasson tasodifiy yig‘indisining dispersiyasini hisoblash uchun
k' (1) formulani har ikki tomonida ikki marta differensiallash amalini
bajaramiz va hosil bo‘lgan formulalarda (=0 deb hisoblaymiz.
‘,T"Hlmda Puasson tagsimoti uchun xarakteristik xossa bo‘lgan
| EN=DN=2A
tenglikdan foydalanamiz. Oqibat natijada
. DS, = DN(EX,)' + EN DX, = A[(EX,)' + DX, | = 2EX}
tenglikni hosil gilamiz.
Teoremaning 2) punktini isbot ctish uchun (1) tenglikdan
foydalanamiz va undan

df, (0) _df(n)
at 4. d

ekanligiga ishonamiz. Oxirgi formuladan yuqori tartibli hosilalar
uchun Leybnis qoidasini go*llab

I N0 I N
rES, = dr"4| Cdr' ]

!I'-G 1wl
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() -

=it

mnbal T N (fsn(f)) d* £()
o = A;Ck i .

) '.’.-:.e": SR e i =i IIZCI EStEXrH
isbot etilishi talab gilingan tenghkm olamiz.

4.2.2. Umumlashgan Puasson tagsimotlari

Odatdagidek G(x) ixtiyoriy tagsimot funksiyasi bo‘lsa,
G =G+G*. %G , nz0 (0
‘—-——v—'—"

simvol G ning o‘z-o‘zi bilan n- karrah kompozitsiyasini belgilaydl
va bu yerda .

G =E, G =G*E,, G =G+G= jc(x WG Q)

Agar (1) da » ni parametri >0 bo‘lga.n Puasson tasodlfly
migdori deb, tushunsak e
H{x}=e“§f;6'"(x) e (2)
“gorishma” tagsimotni hosil gilish mumkin.
Ta’rif. Ko‘rnishi (2) formula bilan berilgan tagsimotlar
umumlashgan Puasson tagsimoti deb ataladi. :
Bevosita hisoblash bilan ishonch hosil gilamizki (2}
taqsimotning xarakteristik funksiyasi uchun _
W)= ?e‘“dH(x):e‘li(-—————lgj:)y S (3)
= j=0 :

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda g(¢) - tagsimot G ning Xarakteristik
funksiyasi. Formula (2) va (3) lami tagqoslab, agar
Xo Xy X e

bogligsiz va umumiy ¢ tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy
miqdoriar bo'lsa, S, =X, +..+X,, P(N,=n) =%e“’, n=90,1,..

Puasson tasodifiy yig‘indisi ekanligini olamiz (bu yerda aniglik
uchun », =0 bo‘lganda s, -0deb hisoblanadi).
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Misel 1. Statistik ma’lumotlar asosida tasodifiy yuzaga
keladigan cpidemiya, texnik halokatlar ogibatida qurbon bo*lgan
‘ghaxslar sonini Puasson tagsimoti orqali yuqori aniglikda
| modellashtirish mumkin va bunda ro‘y berishi mumkin bo‘lgan
epidemiya, texnik halokatlari oldingilariga bog‘liq bo*Imaydi. Agar
; ta shaxsning qurbon bo‘lishiga olib keladigan baxtsiz hodisalar
epidemiya yoki texnik halokatlar sonini z bilan belgilasak, uni
parametri 7 -0 bo‘lgan Puasson tagsimotiga bo‘ysunadi deb
hisoblash mumkin, ya'ni

P(z

,:n)=%e ¥, j=1L2..

Bir tomondan, har ganday epidemiya va tfexnik halokatlar
ogibatida qurbon bo'lishi mumkin bo‘lgan shaxslarning umumiy
soni

Z=Z, 427, 4 Akl +... €))
bo‘ladi. Bu yerda « maksimal ko*paytma koeffitsiyenti deb ataladi.
Endi (4) tenglik bilan aniglangan ztasodifiy migdoming tagsi-
motini o‘rganaylik. Bu tenglikdagi 7 larni Puasson tagsimotiga
bo‘ysunishini quyidagicha asoslash mumkin. Tushunarliki, » ta
texnik halokat natijasida ;ta shaxs qurbon bo‘lishi ehtimolligi,
parametrlari » va pbo’lgan B5i(np)- binomial tagsimot orqali
aniglanadi va bu yerda p-ayrim olingan (konkret) texnik
halokatning ro‘y berish ehtimolligi. Bu si(n pymodelda » ni yetarfi
darajada katta miqdor, »ni esa » ga nisbatan kichik miqdor deb
tushunish mumkin (hagigatan ham texnik vositalari juda ko‘p,
ayrim avariya (halokat) ehtimolligi ancha kichik bo*ladi).

Demak, biz zi(np) binomial tagsimotga klassik Puasson
teoremasini qo‘llashimiz mumkin. Aytilganlardan, 2z lamni
bog*ligsiz tasodifiy miqdorlar deb hisoblab, jz, lar esa

Ee™ =expld * 1)} j=12.
xarakteristik funksiyalarga ega bo*lishiligi kelib chigadi. Bu holda
Z tasodifiy migdorning xarakteristik funksiyasi uchun (4) asosan
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Ee” :l:]exp{l|(e‘ ~1)}= C.‘lp{gij {e* - l)}-z

=explA{f (1) -1 (S)
tenglikni olamiz. Bu yerda

A

ya'ni f(r) butun j qumaﬂarm 4,/ 4 ehtimollik bilan gabu
giladigan tasodifiy migdorlarning xarakteristik funksiyasi. Ishot
etilgan (5) dan ko‘rinadiki, 7 tasodifiy Puasson yig‘indisi bo'lar
ekan va uni
ZEX %t X,

ko‘rinishda yozish mumkin bo* lar ekan. Bu yerda x, x,. ,
bog‘ligsiz va umumiy s() xarakteristik funksiyaga ega bn lgan
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi, N esa bu ketlik-ketlikka bog'lig
bo‘Imagan, parametri 2 bo‘lgan Puasson tasodifiy migdori.

(4) tenglik bilan aniglangan 7 tasodifiy migdoming (5)
tagsimoti, maksimal ko‘paytma koeffitsiyentini va 2, parametr-
laming turli giymatlarida kombinatorikada ko‘p go‘llaniladigan
Puasson-binomial, Ermit, Stirling-Ermit tagsimotlarining umum-
lashgan variantlari bo‘ladi.

Misol 2. Ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasida (boshgacha
aytganda navbatchilik nazariyasida) xizmat ko‘rsatish tizimiga
tushgan talablar soni (mijozlar soni) chegaralangan bo*lmasa, ya'ni
bir vaqtda bir nechta buyurtmalar tushsa, bu buyurtmalar paydo
bo*lish momentlari, intensivlik ko‘rsatkichi (parametri) 4 bo‘lgan
N.() Puanson jarayonini tashkil giladi. Matematika nugtayi
nazaridan ¥, (1) tasodifiy migdor bo*lib, uning tagsimoti

P(.N'i(:}=k)={—A:'Le'*'. k=012,.
bo‘ladi.
Agar j-nchi momentda tushgan buyurtmalar sonini x, desak,
S, =X, +..+ ‘r-'l (£)
yig‘indi [0,¢] oralig‘i davomida xizmat ko‘rsatish tizimiga tushgan
talablar soni bo‘ladi.
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3. Faraz qilaylik, m, - natural son
I, S X._

X-j-xs.z‘---»x.,_
miqdorlar seriylari ketma-ketligi berilgan bo‘Isin. Har bir
agi tasodifiy miqdorlar o*zaro bog'ligsiz deb hisoblab,
S, =X+t X, . (6)
indini lm‘raylik.

~ Bu yig‘indidagi har bir qo‘shiluvchi x,, ning xarakteristik
mksiyasini /,,(-) deb belgilab, unga xarakteristik funksiyasi
) g =exp{f, (01}, k=Lm,

0lgan “kuzatuvchi” tasodifiy migdor ¥, mos go‘yilgan bolsin.
Bu “kuzatuvchi” tasodifiy miqdorlar yig'indisini

2 Sa=Y, +..+Y (7)
belgilaylik. Oson ko‘rinadiki, f() ixtiyoriy xarakteristik
anksiya bo‘lsa, unga mos qo‘yilgan

gl)=exp{f()-1}
Xarakteristik funksiya “cheksiz gisqaradigan™ bo‘ladi. Bu tasdig,
) funksiya parametri 1 ga teng bo‘lgan Puasson tasodifiy
indisining xarakteristik funksiyasi bo‘lishidan kelib chiqadi.
(7) yig'indining hamma  qo‘shiluvchilari “cheksiz
radigan™ tasodifiy miqdorlar bo‘lar ekan. Bundan esa, S.
indi ham “cheksiz qisqaradigan™ bo‘lishi kelib chiqadi.
- Oftgan XX asrning 30—ylllanda yuzaga kelgan “bog ligsiz
asodifiy migdorlarni go°shish” nazariyasining asosiy xulosalaridan
' quyldaglcha ifodalanadi: tasodiliy migdorlaring (6) yig*indisi
Imit tagsimot mavjud bo‘lishi uchun, unga mos bo‘lgan (7)
vchi™ tasodifiy miqdorlar yig‘indisi 5. uchun limit
fagsimot mavjud bo‘lishi yetarli va zaruriy shart bo‘ladi. Bunda
ikkita limit tagsimotlar ustma-ust tushadi. Bu teoremaning isboti
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= g/
exp{ £, (N-1}= e"‘Z—Jf"j—_fQ

tenglikka asostanadi. Keltirilgan tenglik “kuzatuvchi” yig‘indiming
xarakieristik funksiyasi bir vaqtda X,, lardan tashkil topgan,
parametri 1 bo‘lgan tasodifiy Puasson yig'indisi uchun ham
xarakieristik funksiva ckanligini anglatadi. Xususan, agar har
ganday » uchun x,, tasodifiy migdorlar bir xil taqsimlangan
bo‘lsa,

5%y (®)
. i ; ! _
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda N, o‘zaro bog‘ligsiz va
parametri 1 bo‘lgan Puasson tagsimoti bilan tagsimlangan tasodifiy
miqdorlar bo‘lib, ular ¥ tasodifiy migdorlarga bog‘liq bo‘lmaydi
va bu yerda

X 95X, j=Tm,.

5. yig‘indining (8) munosabat orgali hisoblanadigan
xarakteristik funksiyasi korinishidan foydalanib o
& R
Sa =ZXn_j ' B (9)
L ’
munosabatning to‘g‘ri ekanligiga ishonch hosil gilamiz (bu yerda
N, parametrt m, bo‘lgan Puasson tagsimotiga ega bo‘lpan tasodifiy
miqdor vau X, (j 21 larga bog‘liq bo‘lmaydi).

Keltirilgan (9) munosabatga asoslangan va “bog‘ligsiz
tasodifiy miqdorlarnt qo‘shish” nazariyasida go‘llaniladigan
migdorlarni umumiy nom bilan “kuzatuvchi tagsimotlar usuli” deb
ataladi. Ehtimollik nazariyasining “Limit teoremalar” nomi bilan
ataluvehi yo‘nalishidag erishilgan yutuglarping ko‘pchiligi bu
universal metodning qo‘llanishlari bilan bog'liq.
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4.2.3. Diskret tipdagi umumlashgan Puasson taqsimotiari

Bu bo‘limda diskret tipdagi umumlashgan Puasson tagsimot-
ini o‘rganamiz va biz fagat umumlashgan Puasson tagsimotiga
ega bo’igan manfiy bo‘lmagan butun qiymatlarni qabul giluvchi
tasodifiy miqdorlar bilan chegaralanib qolamiz. Ehtimolliklar
tagsimoti {p,, 4 >0] ga mos keluvchi hosil giluvchi funksiya

P(s)=2p‘s‘,

bu tagsimotning tagsimot funksiyasini G(x) bilan belgilaylik. Bu

holda
H(x)= Z%G‘"{x}e 4

umumlashgan Puasson tagsimotiga mos keluvchi hosil giluvchi
funksiya

A(s)= Zq,s =exp{a(Ps)-1)} 1)
fenglik bilan aniglanadi. Ba’zi hollarda (1) tenglikni

| h(s]:exp{ZhJ(sf_l)}. h,=Ap, 2)

l ko‘rinishda yozish qulay bo‘ladi.

Hosil giluvchi funksivasini (I) ko‘rinishda yozish mumkin
bo‘lgan diskret tagsimotlarni umumlashgan Puasson tagsimotlari
deb ataladi.

Misol 1. Eng avvalo bu - Puasson tagsimoti. Bu holda P(s)=s.

Misol 2. Tasodifiy miqdor 7 =2 +22,. Bunda 7,2, bog‘ligsiz
va parametri i bo‘lgan Puasson tagsimotiga ega.
Bu holda (2) formula
i(s) = exp{h(s -1+ by (57 1)), Jsf <1
ko‘rinishda yoziladi. Bu holda
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h=pA, h=pi, pz0, p,20, p+p,=1.

Demak, bu holda & + 4, = 4. Murakkab bo‘lmagan mulohazal,,
vordamida ishonch hosil gilish mumkin boladiki. ¢, ehtimollik|y,
=)

12} 3/ iy

4 i_:!:i;%' n=012,.. (3)
munosabatlarni  ganoatlantiradi. Kombinatorikada bu (3,
ehtimolliklar Ermit tagsimoti nomi bilan ko'p uchraydi. By
tagsimotni ko*paytma koeffitsiventi £>2 bo‘lgan hol uchun ham
umumlashtirish mumkin.

Diskret tipdagi tasodifiy migdorlarning “cheksiz gisqaradigan™
xossasini uning hosil qiluvchi funksivasi orqali kiritish mumkin:
manfly bo‘lmagan butun giymatlarda tagsimlangan diskret
tagsimot {p . n>0} “cheksiz qisqaradigan™ deyiladi, agar hosil
giluvchi funksiyasi P(S) ni

P(s)=|h ()], ¥n=1
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa. Bu #(s) giymatlar {012 )
to‘plamda joylashgan gqandaydir tasodifiv miqdorning hosil
qiluvchi funksiyasi, ya'ni

h,(s}r-ihus". h, 20, Zh,‘ =1, js1.

Masalan, umumlashgan parametri i>0 bo‘lgan Puasson
tagsimoti g,, n> 0 ning hosil giluvchi funksiyasi

g, =¢

2= Y 0.5 =ep{A(P-D}, 4>0,j<1
ko‘rinishda bo’ladi (7(s)- qandaydir diskret tipdagi ehtimollik
tagsimotining hosil giluvchi funksivasi). Agar
(s cxp{i (P(s) -1)}
deb olsak, har qanday »>1 uchun
4s)=[r )], |si=!
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ik o‘rinli bo"ladi va & (s) parametri % bo*lgan umumiashgan

yasson tagsimoti. Demak, umumlashgan Puasson tagsimoti
fiskret tipdagi “cheksiz gisqaradigan™ ehtimollik tagsimoti bo‘ladi
to‘g rirog’i, har ganday diskret tipdagi umumlashgan Puasson
tagsimoti “cheksiz gisqaradigan™ bo*ladi).

- Diskret tipdagi “cheksiz gisqaradigan” tagsimotlar quyidagi
pssalarga ega bo‘ladi.

1) "Cheksiz qisqaradigan™ ehtimolliklar tagsimotining hosil
giluvchi funksiyasi ¢(s) birorta ham nugtada nolga aylanmaydi,
ya'ni g(s)=0. vjs|<1.
~ 2) "Cheksiz qisqaradigan” diskret tipdagi hosil giluvchi
funksiyalarning ko‘paytmasi "cheksiz gisqaradigan™ chtimolliklar
tagsimotining hosil giluvehi funksiyasi bo‘ladi. Hagigatan ham,
4=9(). ¢.=q.() “cheksiz qisqaradigan” hosil  giluvchi
funksiyalar bo‘lsa, har ganday »>1 uchun
4 =[h:u ].‘ T =[h:3’].

engliklar o°rinli, " va 4 ehtimolliklar tagsimotlarining hosil
giluvchi funksiyalari bo*ladi. Endi
4':‘?1'%’:["?-&:”]'
englik 2) Xossani isbot etadi.

3) Agar
4 g, (5),4,(5), .-.q,(5),-..

“cheksiz gisqaradigan™ ehtimolliklar tagsimotlarining hosil
giluvchi funksiyalari ketma-ketligi bo‘lsa,

q(s) = limg, (s)
“cheksiz gisqaradigan” ehtimollik tagsimotining hosil giluvchi
funksiyasi bo*ladi.

Keltirilgan 1) va 3) xossalarning isboti “cheksiz gisqaradigan”
ehtimolliklar tagsimotlari uchun umumiy holdagi isbotlaridan farq
gilmaydi (diskret bo*lmagan tagsimotiar uchun ham).

Yuqorida biz diskret tipdagi umumlashgan Puasson

‘qmmotlmng “cheksiz gisgaradigan™ bo‘lishligini ko‘rgan edik.
- taqsnmolla:mn;, 1)-3) punktlarda keltirilgan xossalaridan
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foydalanib bu fikrga teskari bo‘lgan tasdigni ham o‘rinli bo*lishiga
ishonch hosil gilish mumkin. Demak, quyidagi teoremani isbotlash
mumkin bo*lar ekan.

Teorema 1. Manfly bo‘lmagan butun sonlar to‘plamida
joylashgan diskret ehtimolliklar tagsimoti “cheksiz gisqaradigan”
bo‘lishi uchun, uning umumlashgan Puasson tagsimotlar tipiga
tegishliligi yetarli va zaruriy shart bo‘ladi.

Quyida keltirilgan natija diskret tipdagi “cheksiz gisqaradigan”
tagsimotlarning strukturasini oydinlashtiradi.

Natija 1. Faraz gilaylik,
bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi, N -diskret
tipdagi “cheksiz gisqaradigan™ tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy
miqdor bo'lsin. Agar ~.x,.x,.. tasodifiy migdorlar birgalikda
bog‘ligsiz bo‘lsa,

. Sp=X,+..+X,
tasodifiy yig‘indi umumlashgan Puasson tagsimotiga ega bo‘ladi.

Isbot. Yugoridagi teorema 1 ga asosan tasodifiy migdor ¥ (1)
yoki (2) ko‘rinishdagi A(s) hosil giluvchi funksiyaga ega bo‘lib,
uning tagsimoti umumlashgan Puasson tipida bo‘ladi. Tasodifiy
yig'indining elementar xossalaridan, s, tasodifiy migdorning
xarakteristik funksiyasi

g(0)=h(f(1)

tenglik bilan aniglanadi. Bu yerda s()- qo‘shiluvchi x, tasodifiy
migdorlarning umumiy xarakteristik funksiyasi. Demak,

g =h(f0)=exp{2(p(70)-N}=exp{2(p0)-D} ()
va bu yerda p(r)= p(7(n) tasodifiy

Su=X+..+X,

yig‘indining xarakteristik funksiyasi (M - hosil giluvchi funksiyasi
P(s) bo‘lgan tasodifiy miqdor va u x,x,.. larga bog'lig
bo‘lmaydi). Endi natijaning isboti (4) tenglikdan kelib chigadi.



4.3. Puasson tasodifiy yig‘indilari uchun normal
approksimatsiya

4.3.1. Puasson tasedifiy yig‘indining tagsimoti
uchun limit teoremalar

Faraz gilaylik,
o .
bog‘ligsiz. bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketiigi
va N,- tasodifiy miqdor parametri i>0 bo‘lgan Puasson
tagsimotiga ega bo‘lsin. Tasodifiy miqdorlar ~,, x,, x,,... birgalikda
bog‘ligsiz deb hisoblab

Sy =X, 4.4 Xy,
belgilashni kiritamiz (aniglik uchun Z:o deb hisoblanadi). s,

tasodifiv migdor Puasson tasodifiy yig‘indisi deb ataladi.

Bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar yig‘indisi uchun isbot etilgan
klassik limit teoremalardan kelib chigadiki, P(s, <x) tagsimotning
Ao dagi limiti, §, =X, +..+x, tasodifiy miqdor tagsimotining
n-» dagi limiti bilan ustma-ust tushadi va bu tasdiq bog‘ligsiz
tasodifiy miqdorlarni qo‘shish nazariyasidagi “kuzatuvchi limit
tagsimotlar” metodining asosini tashkil giladi.

Quyida biz Puasson tasodifiy yigindilari tagsimotlarini normal
gonun bilan approksimatsiyalash masalalariga oid bo‘lgan
teoremalarni keltiramiz. Bu teoremalami isboti har xil usullarni
qo‘llash bilan o‘tkazilishi mumkin. Lekin, biz isbotlash kerak
bo‘lgan tasdigni umumiy xarakierdagi teoremalardan keltirib
chigaramiz. Oldingidek, ®©(x) orqali standart normal tagsimot
funksivasini belgilaymiz.

Teorema 1. Faraz gilaylik £} <=, o= EX,, o = DX, belgilashlar
o‘rinli bo*lsin. Bu holda 2 » = da

5

S, —ad
P = <X|- 0.
l.lp [Yl(uf +ry:) x] ﬁx)‘—)
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Isbot. Bu teoremani, qo‘shiluvchilar soni oshib boradigap
tasodifiy yig*indilar uchun isbot etilgan “o"tkazish™ teoremalaridan
foydalanib isbot etamiz. Biz foydalanadigan yordamchi tasdiqlarn;
lemmalar ko‘rinishida keliiramiz.

Oldingi kabi x,,x,,.. bog‘'ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-
ketligi, {»,,»z1} shunday manfly bo‘lmagan butun giymatl
tasodifiy miqdorlar deb tushunamizki, har bir a>1 uchun

N X, X,
birgalikda bog ligsiz tasodifty migdorlar bo‘ladi.

Lemma 1. Faraz qilaylik 5 =x,+.+X, va {a}.{5}.{c}.{d,}
shunday sonli ketma-ketliklar bo‘ladiki,

b—om, d w0, n-o>w
bo* Iganda, ular uchun Y,U va v tasodlﬁy mlqdorlar mavjud bo‘lib,

n—o da -

-t
£

§n_‘_"4_, ¥, B )
by, O, % .

(e }é_gv,V) e

}imit munosabatiar o‘rinki. E PERCE

Buholda # >~ da L a—
S~ —>YU+V e (3)
va bu munosabatda ¥ va (U, V) jufttik bog® hqgnz bo‘ladl. Buyerda
= simvol kuchsiz yaqinlashishni belgilaydi.: . e

Keltirilgan lemmaning isboti [4] monograﬁyada' isbotlangan
umumiy “o°tkazish” teoremalaridan kelib chigadi.

' Endi teorema 1 ning isbotini davom ettiramiz. Dispersiya

o’ =DX, mavjud ekanligidan ma’lum Levi teoremasiga asosan

X, Xy, X,.... ketma-ketlik uchun CLT o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa

(1) limit munosabatdagi ¥ tasodifiy miqdor parametriari

2 .
a +a

bo‘lgan normal tagsimotga ega bo*ladi.
Chebishev tengsizligiga asosan
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D N,
P[N*—Izc}&————-_' [”‘ J: 2
A & Ae

Demak, (2) limit munosabatdagi U tasodifiy migdor uchun
P(U =1)=1 tenglik bajariladi.

Endi (2) va (3) munosabatlardagi tasodifiy migdor » ni
topishga lemma kerak bo‘ladi.

Lemma 2. Har ganday 1>0 uchun

N L
Isbot. Har ganday n»>1 uchun », tasodifiy migqdorning
xarakteristik funksiyasini

- " i !
exp{uh,}:exp{i(e ﬂi)}x[cxp{:(f—l)})
ko‘rinishida yozish mumkin. Bu esa
N, ;N” +ick N
ckanligini anglatadi. Bu yerda ¥,,...N,, — bog‘ligsiz va umumiy
parametri i/» bo‘lgan Puasson tagsimotiga ega bo‘lgan tasodifiy
migdorlar va

.

EN ,=DN, =—==v.
Bu holda har ganday »>1 uchun

5 '[Z“‘ “""] fZ"’

munosabat o°rinli bo‘ladi, bu yerda
2, =(N,,~v)/v, i=l,...n.

Demak, z,..z, bog'ligsiz va bir xil tagsimlangan tasodifiy
miqdorlar  bo'lib, wular uchun £z -0 ,pz=1. Keltirilgan
mulohazalarda » ixtiyoriy natural son bo‘lgani uchun, »>i deb
hisoblaymiz. Bu holda

E,,V_! - vr = E(,\'_I - \')’ +2v'%™ =

a

=v+2rie” < r(l+2v"].
Oxirgidan
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Kz - | y| v(l‘+2v \l/r%[“_z[i)x} 5)

n
Endi (4) tengsucllknmg chap tomonini 4[] orqali belgilamiz.
Eslatib o‘tilgan (1] monografiyaning 79-betidagi teorema 1.6.3 da
keltirilgan Berri-Esseen bahosiga asosan, (5) tengsizlikni hisobga

olib, n> 1 bo‘lganda
P[ ZZ cx]-@(xll

ﬂ
Elz[ +1 03041 1, 0304
<03041—|7L— T-im 3“‘*

tengsizliklarni yoza olamiz. Oxirgidan i<n m.ng mhyoriy natural
son ekanligidan isbotlanishi kerak bo‘lgan
0,5041
tengsizlikni olamiz. Lemma 2 isbot etildi.
Lemma 2 dan kelib chigadiki, (2) munosabatdagi v tasodifiy
miqdor parametrlari
[0=5)
a +o

bo‘lgan normal fagsimotga ega bo‘ladi. Shunday qilib (3)
munosabatdagi limit tasodifiy migdor bog'ligsiz ¥ va » laming
yig‘indisidan iborat bo‘ladi. Ya’ni bu limit tasodifiy miqdor
parametrlari

Nix)= sup

<)o

[“ Fro  dra
bo‘lgan normal tagsimot @(x) ga ega bo‘ladi. Teorema 1 isbotlandi.
Faraz qilaylik, «(2)e® va b(4)>0 gqandaydir funksiyalar
bo*Isin. Tasodifiy migdor
S,~a(2)  S,-ai J:l(a’+a' ai-a(1)

b(’” Ji(a +a’ b(4) " b(1)
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_’ ko‘rinishda ifoda etilishi mumkin. Bundan va teorema 1 dan
idagi formal nuqtayi nazardan umumiyroq teoremani keltirib
chigarish mumkin.

Teorema 2. lIkkinchi moment £x} <= bo‘lsin. Yarim to*g‘ri
chizig (0,») da aniglangan a(i)eg, b(4)>0 funksiyalar uchun
A da

Ma'+a®) | ad-a(d) o
(1) b(4)
shartlar bajarilsin (bu yerda o = EX,,¢” = DX, ). Bu holda

P(Sj ;(i()}') < xJ =D(x), A—>w

Keltirilgan teoremani tasodifiy yig*indilar uchun klassik Levi
teoremnasining umumlashgan varianti deb tushunish mumkin. (Bir
xil tagsimlangan bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar uchun dispersiya
o’ <o bo‘lganda CLT orinli).

4.3.2. Puasson tasodifiy yig‘indilari uchun
Berri-Esseen tengsizligi

Tasodifiy Puasson yig‘indilari uchun teorema 1 dagi normal
approksimatsiyaning yaqinlashish tezligini o‘rganamiz. Bu yerdan
boshlab a=Ex, va 0<o’=DY, <» momentlar mavjud bo‘lishligi
talab etiladi. Oldingilardek x,,x.,....- tasodifiy miqdorlar bog‘ligsiz
va bir xil tagsimlangan, ular uchun E£Y =a DX =0’ deb
hisoblaymiz. Manfiy bo‘lmagan butun giymatli tasodifiy miqdor ¥
ni X, X,..Xx... tasodifiy migdorlar bilan birgalikda bog‘liq emas
deb hisoblagan holda

Sy=X 4.+ X,
belgilashni kiritamiz.

Lemma 3. Uchinchi absolyut moment E|X[ <~ mavjud
bo*lsin. U holda har qanday ¢ (0,1) uchun

P[s” = -<_t] d(x)

Jos,
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+W(q}—|—-—£ NE;EN] +Sr;lp]P[—7.=N —{Ji:fN < x]- <D(x}l. (1)
Bu yerda
p-fficd )
T

¢, - Berri-Esseen feoremasidagi absolyut o°zgarmas son
{c,<0,5152),

Wig)= max{ = Jkeq[“f)] (3)

Tenglik (2) bilan aniqlangan 7, ni klassik Lyapunov kasri deb
atashadi. Bu lemma [4] monografiyaning 2.4.2 punkt, 139-betida
keltirilgan.

Ma’lum Lyapunov tengizligini qo‘llab

ElN, ~£v,|_ DV, _

, 4
EN, EN, JA
baholarni olamiz (bu yerda N, - parametri 2 bo‘lgan Puasson
tagsimotiga ega bo‘lgan tasodifiy migdor).
Oldingi punktdagi lemma 2 ga asosan

N, -EN, 0,3041

<y B 3 N 5
) “""'l Vi v

Endi (4), (5) baholarni (1) ga go‘ysak va lemma 3 dan
foydalansak quyidagi teoremadagi natijaga kelamiz.

Teorema 1. Faraz gilamizki, £)X,| <= mavjud bo‘lsin. U

holda
p S5, —Aa <x1~t‘b{x -
Q],L(auaz) J i
_23;44[1 ..,f[%gzw,ﬂ_ ©)

Bu yerda w(g) miqdor (3) formula bilan aniglanadi.

Yuzaki garaganda teorema 1 dagi (6) tenglikning o'ng tomoni
Berri-Esseen bahosidan kichik emasdek bo‘lib ko‘rinadi, chunki
tasodifiy yig'indi tagsimotlarida qo°shishga “xalaqit beruvchi”
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r‘p..mcu- — tasodifiy indeks paydo bo‘ladi. Lekin aslida, bu
biz ikkita “cheksiz gisqaradigan™ tagsimotlar orasidagi
tekis (sup ) metrikadagi “masofani™ baholayotganligimizni e’tiborga
olsak, hech ham kutilmagan natijalarga uchraymiz.
Keltirilgan teorema 1 dagi (6) tengsizlik bilan bir qatorda,
undan farq qiladigan va klassik “Lyapunov kasri” o‘rniga
. ()
( Preot a_..)m
miqdoriy xarakteristika qatnashadigan baholarni isbotlash mumkin.
(7) tenglik bilan aniglanadigan bu xarakteristikada markazlash-
tirilmagan momentlar gatnashadi (oson ko‘rinadiki, o* + o = £X?).
Shuning uchun ham £ xarakteristikani “markazlashtirilmagan”
Lyapunov kasri deyish mumkin (yoki markaziy bo‘lmagan
Lyapunov kasri). Agar EY,=0 bo‘lsa, /] xarakteristika Lyapunov
kasriga aylanadi, ya'ni “markazlashtirilmagan™ wva Kklassik
Lyapunov kasrlari ustma-ust tushadi.

Bu 7 xarakteristika orqali Puasson ying‘indisi tagsimotini
normal qonun bilan approksimatsiyalash tezligi quyidagi
teoremada keltirilgan.

Teorema 2. Agar E|X, ” <« mavjud bo‘lsa

l'!

A(i)gt‘,ﬁ t))

va bu yerda ¢, <0,3041.

4.3.3. Qo‘shiluvchilar soni “cheksiz qisqaradigan” tagsimotga
ega bo‘lgan tasodifiy yvig‘indilar uchun normal
approksimatsiya

Bu bo‘limda garalayotgan hamma tasodifiy migdorlar bitta
umumiy ehtimollik fazosi (Q,#.P) da aniglangan deb hisoblanadi.
Xva v tasodifiy miqdorlarni bir xil tagsimotga ega ekanligini, va'ni
F, = F, tenglikni oldingilardan x=y ko‘rinishida belgilaymiz. X
tasodifiy miqdorning tagsimot funksivasi va xarakteristik

ivasini mos ravishda £,(x) (xeR), f,(1) (teR) deb, nomanfiy
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butun giymatli ¥ =N(w) (eeQ) tasodifiy miqdorning hosil
giluvchi funksiyasini 2, (s){s}<1) deb belgilaymiz.

Faraz glaylik, ¥— manfiy bo‘imagan butup qiymatli tasodifiy
migdor, X- ixtiyoriy tasodifiy migdor bo‘lsin. Xarakteristik
funksivasi #,(f(n) bo‘lgan tasodifiy migdomi {N,x} deb
belgilasak, tasodifiy yig mdmmg xossas1ga asosan

{NX}-Z =8 S, Z 0,

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda x,x,... - bog‘ligsiz va
umumiy £, tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy migdorlar. Demak,
{N,x} tasadifiy migdorning tagsimoti

P n{x¥)=F (x)= ZP(N— n}EC ().

4 Bu formufadan ko‘rinadiki, tasodifiy yig‘indining tagsimoti
murakkab bo‘lib, u
(P(¥=n),n20} va F,
ehtimollikiar tagsimotlari orqali aniglanar ekan.

Aytib octilganlarga asoslanib, {N,x} tasodifiy migdomi
tasodifty yig‘indi deb, ¥ ni tasodifiy yig‘indining indeksi, X
tasodifiy . miqdorni esa, tasodifiy qo‘shiluvchi deb hisoblash
mumkin bo‘ladi. Ofz-o‘zidan ravshanki, agar X — manfiy
bo‘lmagan butun qiymatli tasodifiy migdor bo‘lsa, {N, x} — manfiy
bo* lmagan butun giymatli tasodifiy migdor — bo‘ladi. Bu holda
{N, X} ning hosil qiluvchi funksiyasi .

Py O =Py (Pe(s))
tenglikni qanoatlantiradi. ‘

Agar x tasodifiy migdor uchun P(X=0)=1 bo‘hb, unmg
uchinchi tartibli absofyut momenti mavjud bo‘lsa,

L EE

L{X)= ( )
ifodani markaziy bo‘lmagan Lyapunov Kasri deb ataladi. Bu ifoda
EX =0 bo‘lganda klassik Lyapunov kasri £,(X)=L(x - £x) bilan
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: ust tushadi. Eslaiib o‘tamizki, cr7r dagi Berri-Esseen
tengsizligining o°ng tomonida £,(x) qatnashadi.

Endi faraz gilamizki, N tasodifiy migdorning tagsimoti manfiy
po‘lmagan butun qiymatli tasodifiy miqdorlar sinfida “cheksiz

i igan” bo‘lsin, ya'ni har ganday natural son m uchun,

- manfiv bo‘lmagan butun giymatli ~, mavjud bo‘lib

Ni{m.N;}
munosabat bajariladi. Bu holda ¥ tasodifiy migdorning tagsimoti
umumlashgan Puasson tagsimoti bo‘ladi, ya’ni uning xarakteristik
funksiyasi

fe=exp{i(f0)-1)]

ko‘rinishga ega bo'lib, bunda 1-0, f,()- gqandaydir manfiy
bo‘lmagan butun giymatli v tasodifiv migdorning xarakteristik
funksiyasi, yoki boshgacha aytganda

NI{N,.Y)
munosabat o‘rinli bo‘ladi (~, - parametri i bo‘lgan Puasson
tasodifiy miqdor).

Bu bo'limda s-{¥,x] tasodifiy miqdorning normal
approksimatsiyasi anigligini baholash masalalarini o‘rganamiz va
bunda N tasodifiy migdor “cheksiz gisqaradigan™ tagsimotga ega
deb hisoblanadi. Oson ko*rinadiki, bu holda

SN, Y} X}
munosabat bajariladi. Demak, asosiy masala
A, =sup|F(x) - ®(x)]
migdorning A -« da, nolga vaqinligi darajasini o‘rganishdan
iborat bo‘ladi (bu yerda oldingilardek, @(x) standart normal
tagsimot funksiyasi).

Teorema 3. Uchinchi tartibli momentlar £, E¥] mavjud
bo‘lgan holda,

LG B 2)[ E|x[ +3E¥(¥ )| E|X|EX* + EVE| X )
o Ix [EYiEx) + EYDXT
va bu yerda 0,2344 < <0,3041.
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Alohida gayd etib o‘tamizki, manfiy bo‘lmagan butun qiymatl;
tasodifiy miqdor ¥ uchun
EV(Y-120, EY(r—1}¥-2)z0.

Teorema 3. ning isbotida quydagi sodda lemma ahamtyatli
bo‘Tadi.
Lemma 4. Agar ¥ manfity bo‘lmagan butun giymatli tasodifiy
migdor bo‘lsa,
SNV 1)
Lemmaning isboti quyidagi tengliklardan kelib chigadi:
140= By g {10} =B, (B (£ 0)) =
=, (fir.x} (¢ )) = fowtr.ay @-
Isbot etilgan lemmadan tasodifiy migdor
5= {{N X Y} X}
indeksi {»,, ¥}~ umumiashgan Puasson tasodifiy migdori,
qo*shiluvchisi esa X tasodifiy miqdor bo‘lgan tasodifiy yig‘indi
bo‘ladi va bir vaqtoing o‘zila bu miqdor, indeksi ~, , go*shiluvchisi
esa {¥, X} bo‘lgan tasodifty yig‘indi bo‘ladi. Bundan esa § tasodifiy
migdoming analiz gilganda, indeksi Puasson tasodifiy miqdori
bo‘lgan tasodifiy yigiindilar uchun ma’lum natijalardan
foydalanish mumkinligi kelib chiqadi.
Teorema 3 ning isboti. Lemma 4 ga asosan
SN, (7. XY
Aytaylik, tasodifiy migdor v={r,x} bo‘lsin. Oldingi
bo‘limdagt teorema 3.3.3 ga asosan
E)
50 - ol =|F,, m(xl"l'fx)lﬂqm )
va quyidagi munosabatlarning to‘g*ri ekanligi oson ko‘rinadi:
£l < E{r|xf}=(Er - 37 +2£Y ) E|X]Y +
+3{EF*~ E¥)E|X|EX" + EN E|XT,
EU? = (EY? - EYW(EXY + EYEX® 3

Endi teorema 3 ning isboti
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(2)&3) =)
implikatsiyadan iborat bo‘ladi.

Teorema 3 dagi (1) tengsizlikning 0" ng tomoni murakkab ifoda.
Lekin uni ancha soddaroq va tushunarli varianiga keltirishi
mumKin.

Natija 1. Quyidagi baho o‘rinli:

G BtERf
A [er'(exy +Er x|

=(.l_!1{r}!lu_;:._[ _EX-EY: ]"". @
AV EY(EX)'+EY-DX
(4) tengsizlik teorema 3 dan

(elx)) <£lxf, Elx|-Ex* < E|xf,

Y(F~INF -2} +3¥(¥ -+ Y=V
munosabatlarni hisobga olgan holda kelib chigadi. Qayd qilib o*tish
kerak bo‘ladiki, (4) tengsizlikning o‘ng tomoni, (1) tengsizlikning
o‘ng tomoni bilan

P(X=0)=1yoki P(¥ =1)=1
bo‘lganda ustma-ust tushadi. Boshga hollarning hammasida (4)
tengsizlik (1) ga nisbatan “yomonroq™ bo*ladi.

Endi

Am=Srt
belgilashni kiritamiz. Agar
E(N ~ENY =yEY?
ckanligini hisobga olsak,
L(N)= L(Y)/ A"
tenglikning to*g*ri bo*lishiga ishonch hosil gilish mumkin.

(1) tengsizlikni, teng kuchlilikni saglagan holda faqat ¥ va X
tasodifiy migdorlarni momentlaridan foydalanib, qgayta yozib
chigish mumkin (ya'ni ¢ir da yaqinlashishda tasodifiy migdor ¥
ning momentlarini bilish shart bo*Imaydi).

Natija 2. Quyidagi tengsizlik o‘rinli:

~ 3 3
A, <C, E(N—ENY -E|x| -
| DN(EXY + EN DX |
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1 Ex*-eN' 1"
=C"“"""’v‘“[{§f@=—+m.aﬂ :

Bu natija ham (1) tengsizlikdan va ¥ tasodifiy migdorning
momentlari xossasidan kelib chigadi.

Yaxshi ma’lum EY'>Er tengsizlikdan foydalanib, (1)
tengsizlikning maxrajidagi £Y*(Ex)y’ + EY - DX ifoda uchun quyidag;
quyi baholarni olish mumkin:

EY*(EX)Y + EY - DX > EY*{EXY, (6)

(5)

va
EY*(EXY + EY-DX 2 EY-EX".
Hagigatan ham,
EY'(EXY +EY -DX 2 EY? (EXY,
EY'EXY +[ EY-DX > EY((EXY + DX |> EY(EX)'.
Endi (6) tengsizliklardan va teorema 5 dan quyidagi xulosaga
kelamiz.

Natija 3. Tengsizlik
& - E|X [ EY’
A, > Pz mm{l,{}’) |EX|3 JIL{(X) (E)’)m}
o‘rinli.

O'z-o‘zidan tushunarli bo‘ladiki, oxirgi tengsizlik va
keltirilgan natijalarning hammasi o‘zgarmas absolyut son ¢, ning
giymatini saqlagan holda teorema 3 dagi

3
AASC -L (*)
A

Berri-Esseen tengsizligini umumlashtiradi. Teorema 3 va natija
1-3 lardan (*) tengsizlikni olish uchun ularda =1 ,ya'ni P(Y=1)=1
deb hisoblash yetarli bo‘ladi. Bu esa v * ¥, munosabat bilan teng
kuchli.
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4.4. Geometrik tasodifiy yig'indilar

- Faraz qilaylik, tasodifiy
INXY=8, =X, .4 Xy

é,ﬂ-wng indeksi N (ya'ni qo‘shiluvchi tasodifiy miqdorlar

' soni) geomelrik tagsimot deb ataluvchi, quyidagi
P(N =n)=p(1-p)', n=0,12.. (1)
fagsimotga ega bo'lsin. Bu verda p (0<p<1) geometrik
tagsimotning parametri deb ataladi. Bu tagsimotning ehtimollik
ma'nosi quyidagicha: klassik Bernulli sxemasida (tanga
tashlashda) qatoriga » marta yutuglar seriyasi paydo bo‘lishi
(tajribalar soni chegaralanmagan bo‘lganda) (1) tagsimot (N = n)
bilan aniglanadi va bu ehtimolliklar geometrik progressiva (maxraji
p bo‘lgan) tashkil giladi. Agar {~, x} tasodifiy yig*indida N (1)
geometrik tagsimotga ega bo‘lsa, 5, geometrik tasodifiy vig‘indi

yoki geometrik yig indi deb ataladi.

Oddiy, murakkab bo‘lmagan mulohazalar yordamida,

geometrik tagsimotning hosil qiluvchi funksiyasi
g.(s)zﬁ”:l_“_ph. Isf<1 (2)

ekanligiga ishonch hosil gifamiz. Bu (2) tenglikdan differensiallash
orqali

EN_-.!___E, m.f:]:_!l (3)

ifodalarni hosil gilamiz.

Agar {~, x} tasodifiy yig“indida x tasodifiy miqdorning xarak-
teristik funksiya f() bo‘lsa, geometrik yig‘indi s, ning xarak-
teristik funksiyasi

.’J.ul - R&r (f{f)): "_a—%)}'{;)' (4)
formula bilan aniglanadi.

Parametri 1 bo‘lgan ko‘rsatkichli tagsimotni G(x) bilan
belgilaymiz, ya’ni

[

(F{x)-—-{

0, x<0,
1-e*, x=20.
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Parametr p ning kichik qiymatlaridagi (p—-0) geometrik
yig‘indining asimptotik xususiyatlari quyidagi teoremada
keltiritadi.

Teorema 1. Tasodifiy yigiindi s, dz indeks N-tasodifiy
- migdor {1) geometrik tagsimotga ega bo‘lsin.

1) Faraz qilaylik, x = x, tasedifty migdor nomanfiy qiymatlarni
qabul qilib, 0<a, = £x, <= bo‘lsin. U holda

Sup'P Sy <x G(I)l—bﬂ, p—0.

2) Faraz qilaylik, tasodifiy migdor x, nomanfiy,
a,=EX,>0,a,= £X} <o bo‘lsin. U holda '

suij(pa' Sy <x) G'(x)l a- P)a

3) Faraz qgilaylik, a, = £X,=0,0<a, = EX? <. U holda, p >0 da
suplP "”S <x) A(x)l-—m

munosabat bajariladi. Bu yerda A(x)-Laplas taqsimoti bo* hb uning
- zichlik funksiyasi
P)=A(@)=2"", xR
formulia bilan aniqlanadi.
4) Faraz qilaylik, = BX,=0, 0<a, = EX} va
B =Elx| <w, 2<r<3. U holda absolyut o‘zgarmas C(r)<(0,=)
mavjd bolib,

Arirdo

(Fp}sup!P(J;a;”’SN<x)-ﬁ(¥)‘é P

B i < C(P‘) Pr-".!—l L4p %)

o R
tengsizlik bajariladi. Bu yerda C() fagat r ga bog‘liq o‘zgarmas
son bo‘lib,

Cr)<CI(2—1/2) (log 2y,
C,~ Berri-Esseen tengsizligidagi absolyut o zgarmas son.
Xususan, C(3)<0,5152.
Keltirilgan  teoremani isbotiga to‘xtamasdan, Puasson va
geometrik tasodifiy yig mdllannng o‘zaro aloqadorligi haqgidagi
masalalarga o‘tamiz.
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Lemma 1. Faraz gilaylik, M — butun givmatli umumlashgan
Puasson tasodifiy migdori bo‘lsin, x,,x,. . tasodifiy migdorlar esa,
umumiy xarakteristik funksiyasi f() bo‘lgan tagsimotga ega
bo‘Isin (ya'ni ular bir xil tagsimlangan). Agar m, x,, x,, ... birgalikda
bog'liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar bo‘lsa, §,=X, +..+X,
tasodifiy migdor Puasson tasodifiy yig‘indisi bo*ladi.

Isbot. Tasodifiy migdor A ning hosil giluvchi funksiyasi

P (s)=exp{A(w(s)=1)}
ko‘rinishida bo‘ladi va bu yerda w(s) gandaydir ehtimollikiar
tagsimoti hosil giluvchi funksiyasi. s, tasodifiy yig‘indining
xarakteristik funksiyasi
f5, (0 =P (f@)=exp{Ay (f()-s}. (5)

Demak, (5) tenglikni o‘ng tomoniga e’tibor gilinsa, 7, ()
Puasson yig‘indisi ¥, +..+¥, ning xarakteristik funksivasi bo* Ilshl
kelib chigadi va bu yerda N parametri Ai>0 bo‘lgan Puasson
tagsimotiga ega bolgan tasodifiy migdor,

V,2X, 4t X, j=12nls

L~ hosil giluvchi funksiyasi y(s) bo‘lgan tasedifiy migdor,

tasodifiy migdorlar
N.%,n,o
birgalikda bog'liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar. Xuddi
shuningdek £.x,.x,.. tasodifiy miqdorlar ham birgalikda
bog‘ligsiz bo*ladi. Boshqacha aytganda
Sy f h+..+Y,

lemmani isbot etadigan munosabat o°rinli bo*ladi.

Lemma 2. Agar M - geometrik

P(M =n)=p(l-p), n=0,12,...

tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy migdor bo‘lsa, M umumlashgan
Puasson tasodifiy migdori bo‘ladi.

Isbot. Quyidagi bclg,ilashnj kiritamiz:

A= I{g— (S} iOgIT"—P—);. MS].
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Ko‘rish giyin emaski, M tasodifiy miqdorning hosil qiluvchi
funksiyasi
P (s)=exp{A(w(s)- 1)}
ko‘rinishda ifoda etilishi mumkin. Lemmaning to‘g‘ri ekanligiga
ishonch hosii gilish uchun, w(s} funksiyani gandaydir ehtimollik
tagsimoti uchun hosif giluvehi funksiya bo‘lishini isbotlash yetarli

bo‘ladi, Malumki, yzlogfi—l-([x|sl) funksiyaning Teylor qatoriga
- X

yovilmasi ’
03‘*2 k'

Bu yerda x={i-p)s deb, olsak
[ p)Sl
)

"’("]=3'°g( - szJ
yoyilmaga ega bo‘lamiz. Bundan

_INA-p)

) (bp__)*}m P R R
. ae e

kA

ketma-ketlik diskret ehtimolliklar tagsimotini tashkil gilar ekan va
(6) ni logarifmik yoki logarifmik qator taqsimoti deb atashadi.
Lemma 2 isbot bo‘ldi.

Isbot etilgan lemma 1.-2. lardan quytdag1 teorema kelib
chidadi.

Teorema 2. Har qanday geomemk yig‘indi Puasson tasodifiy
yig‘indisi bo‘ladi. Bundan tashqari

M. X, X,....
tasodifty miqdorlar birgalikda bog‘liq bo‘imasdan, u tasodifiy
miqdor geometrik tagsimotga ega bo‘lib, x,x,.. tasodifiy
miqdorlar esa, xarakteristik funksiyasi fo bo‘lgan umumiy
taqsimot bilan tagsimlangan bo* lsa,
X1+...+X,,— v+ ¥,

.
L

i)



munosabat bajariladi. Bu yerda N -parametri iugl bo*lgan Puasson
r
tasodifiy migdori,

tasodifiy migdorlar birgalikda bog‘li.q bo‘lmaydi, ¥, ¥,,... tasodifiy
miqdorlar csa xarakteristik funksiyasi

| 1
5= logup'hg[l—(l— p)f(f}]
bo‘lgan umumiy tagsimotga ega. Demak,
YJ:X,+-A.+X,_, i=L2..
munosabatlar bajarilib, bu yerda 1 tasodifiy miqdor logarifmik

P(L=k) =[l¢;:,;,-,i]-I -QZ;’—); k=l

tagsimotga ega bo‘lib, x , x,.... tasodifiy migdorlarga bog‘liq
bo*imaydi.
Natija 1. Aytaylik, s, - Puasson tasofiy yig*indisi bo‘lib, uning
xarakteristik funksiyasi
S5, @=exp{A(f(1)-1)}

B A

bo‘lsin. Agar
= e--U )
gm=_l_—e"
xarakteristik funksiya bo‘lsa, s, tasodifiy migdor geometrik
yig‘indi bo‘ladi, ya’'ni

S, =¥, +.¥,
munosabat bajarilib,
MY Y Y

tasodifiy migdoriar birgalikda bog‘liq bo‘lmasdan, # tasodifiy
migdor parametri p-e¢* bo‘lgan (1) geometrik tagsimotga ega
bo‘ladi. ¥, ¥,,... tasodifiy migdorlar esa, xarakteristik funksiyasi g()
bo‘lgan tagsimot bilan bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar
bo‘ladi.

Natija 2. Har ganday geometrik yig“indi “cheksiz
qisqaradigan” tagsimotga ega bo‘ladi.
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4.5. Manfiy binomial tasodifiy yig‘indilar

Eslatib o‘tamizki, tasodifiy migdor M manfiy binomial

tagsimotga ega deyiladi, agar
P(M =n)-—--l-}!;%;)p'(l -p)’, n=0,.. (1

bu yerda r(a)-(«>0)- Eylerning gamma funksiyasi, r>0 va
pe(0,1)- manfiy binomial tagsimotning parametrlari hisoblanadi.
Agar parametr r butun son bo‘lsa, tasodifiy migdor » klassik
Bernulli sxemasida r ta “yutuq™ yuzaga kelishi uchun o‘tkazilishi
kerak bo‘lgan tajribalar sonini ifoda etadi va har bir tajribada
“yutuq” ro‘y berish ehtimolligi p ga teng deb hisoblanadi. Bu (1)
tagsimot Paskal, Poya tagsimotlari nomi bilan atalib, ehtimolliklar
nazariyasining diskret masalalarida juda muhim rol o*ynaydi.

Xususan, manfiy binomial tagsimot aktuar matematikada ko'p
sug‘urta holatlari uchun matematik model bo‘ladi. Yuqorida (1)
tagsimot uchun keltirilgan interpretatsiyadan kelib chiqadiki.
fiksirlangan sug‘urta fondini tashkil qilish uchun, sug‘urta
portfelining hajmi (sug‘urtalanuvchi shaxslar soni) qganday
kattalikda bo‘lishi degan aniq masala (1) tagsimot (manfiy
binomial) go‘llanilib yechiladigan muammolar qatoriga kiradi.
Aytib o‘tilgan fikrdan (formal nuqtayi nazardan), (1) tagsimotga
ega bo‘lgan M tasodifiy migdor

[.‘\4’.,’(']=.‘.‘f“r =X, ¥t X,

tasodifiy vig‘indining indeksi rolini o‘ynashi kerakligi kelib
chigadi.

Lemma 1. Tasodifiy migdor M manfiy binomial (1) tagsimotga
ega bo‘lsa, u umumlashgan Puasson tasodifiy migdori bo‘ladi.

Isbot. Unchalik murakkab bo‘lmagan hisoblashlar yordamida,
(1) manfiy binomial tagsimotning hosil qiluvchi funksiyasi

P..{s}=('_ (I’ip)s} Jdfst
bo‘lishini ko‘rish mumkin (bu formulani mustagil keltirib
chigarishni  o‘quvchiga maslahat qilamiz). Bu formulani
quyidagicha boshqacharoq yozamiz:
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£ (5)= exp{rlngl - p);} exp{ (Iog]—:—(]—]_—m+logp]}:

|| . 1 P __
- n:-xp{rlug pl:ioglfplog1 —{1-p)s 1}}
Il" Endi quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

ks ikl =& ! )

. A rhgp. w(s) P Twrr (2)
Demak, hosil qiluvchi funksiva

B, (s)=exp{i(y(s)-1)} (3)

| va oxirgi (3) formuladan ko‘rinadiki, lemmaning isboti uchun (y )

‘dagi w(s) funksiyaning biror gandaydir ehtimolliklar tagsimoti
uchun hosil giluvchi funksiya bo‘lishi yetarli bo‘ladi.
Hagiqatan ham Teylor gatoriga yoyishni bajarsak

w(3)=-;~log( ZLJ_L

1-({1- p]s]

formulalarni yoza olamiz.
Endi e¢’tibor gilamizki, birinchidan w(s) r ga bog‘lig
bo*Imaydi, ikkinchidan esa

1 :E:U-pf
—r ,.._1_= L
103 [

P

ya'ni
L -0 0. 4)
"
log

P
sonli ketma-ketlik diskret ehtimolliklar tagsimotini tashkil giladi.
Oldin eslatib o‘tilganidek, (4) ketma-ketlik logarifmik yoki
logarifmik gator tagsimoti deb ataladi. Shuning uchun ham

w(s)=F(s)=Es"|s <1

va bu yerda

1 (d-p)
PO =8y —— L. k=12 5
( ) ]l l.r k ( }

209



Demak, M;{.v,,:-'}- Puasson tasodifiy yig‘indi (A=r|0g L)
P

Lemma isbot etildi.

L.emma 1 dan kelib chigadiki, manfiy binomial tagsimotga ega
bo*lgan tasodifiy miqdor M Puasson tasodifiy yig“indining indeksi
sifatida “cheksiz gisgaradigan™ tasodifiy miqdor bo‘ladi.
Odatdagidek s, =X, +..+ X,, tasodifiy migdorni manfiy binomial
tasodifiy yig'indi deb ataymiz.

Kitobning oxirida keltirilgan adabiyotlar ro‘yxatidagi [4]
monografivaning 159-160 betlarida, indeksi “cheksiz qisqaradi-
gan” tagsimotga ega bo'lgan { ¥, x} tasodifiy yig*indi uchun normal
approksimatsiyada yaqinlashish tezligining bahosi keltirilgan ([4],
teorema 2.4.8). Bunday tasodifiy yig“indini oldingi bo*limlarda

Sy ={N.x}={{N,.¥}. X} (6)
ko‘rinishda yozish mumkin ekanligini isbotlagan edik. Bu yerda
N,- parametri 4 bo‘lgan Puasson tasodifiy migdori, ¥ esa manfiy
bo"lmagan butun qiymatli tasodifiy migdor. Shunday qilib, (6)
tenglik ko‘rinishidagi s, tasodifiy yig'indilar uchun quyidagi
natijaga ega bo‘lamiz: agar

A, = sup]P(S, < x»J[-T\’—)— (h(_x)l, By= E'Xr

belgilashlarni kiritsak,

A, <1,5205- 7!. ({:1’} (7)
Berri-Esseen tipidagi baho o‘rinli bo‘ladi.
Manfiy binomial s, tasodifiy yig‘indi uchun (6) formula,
lemma 1 ga asosan
Su={M.x}={{N 1} x)={N,.(n.x})
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda Puasson tasodifiy migdorining
parametri

A=rlog—,

| -



¥, esa nomanfiy butun qiymatli tasodifiy miqdor bo‘lib, uning
gsimoti parametri r bo‘lgan va (4) tengliklar bilan aniglanadigan
parifmik tagsimot bo*ladi.

 Aytib o‘tilganlarga asoslanib, (7) Berri-Esseen tengizligidan
wdalanib

A= Sup|P Sy <xJEM )~ @(x)ISLsthSUL 5 Ym
thoni yoza olamiz.
- Agar binomial tasodifiy migdor M ning parametrlariga qaytsak,

ASLSZDS-K(;J]-% (8)

A

- Sodda hisoblashlar ko‘rsatadiki,

‘va Vald ayniyatidan foydalansak !
‘ Es, =0, Ds,="0= p)
i hosil gilamiz. Demak, !

A P[S,, <x ‘%—ﬂ}—ﬁx+

Endi (4) tenglik bilan aniglangan ¥, tasodifiv migdorning
Mlagsimotini  hisobga olgan holda, li{p) ifodani baholashga
ﬁtishamm Quyldagl tenghklann yonsh mumkin:
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Quyidagi g(x)=x"2(1- py {unksiyani ko‘ramiz. Bu funksiya
1 1Y
oraliqda o°suvchi, x>~ [log—mﬁ) bo‘lganda esa kamayuvchi

bo‘ladi. Bu g(x) funksiyaga tegishli faktlarni hisoblab, baholashda
ulardan foydalanam:z. Oson ko‘rinadiki,

R . Jx"i(l—p)'dx+
fog--

1

Bundan keyin

o . t L .
) j-x”(l—P)' (iog-*I-—J z(log-—l-—J fr”%“"dz:
; P -p) |
(log——-—] r(3/2)= J_[[cg—-l—-]?.
» P

Buyerda l'(a) a <0 -Eylerning gamma funksiyasi

I'{a)= I e du.
Shunday qilib, | o
EEEE S T T
R . | L
e Enﬁzﬁ———(iog-——-} i
' Iogl t-r
P

‘/; 1 12 i ) 1
[ > +7—2-(1"p) {Iogﬁ;) Iog-l—_—;.

i P L
i —zpll+ .
PP ( 2a—p}J .
tengsizlik o‘rinli bo‘lgani uchun
212 .

Ushbu




‘A

e N L= S
P

- Baholanayotgan migdor £¥,"* uchun yana bir bahoni keltiramiz.
1118 O‘mm_iZki,

1 EY.m < __1___ J;{I - p}i .
t sog;_Z

Bu tengsizlikning o°ng tomonidagi yig‘indini Koshi tengsizligi
raali bﬂh()l.a)'m.iz.'.

ZJE(:—;:)' =2Jku—p)* a-p) <

s [2*(’ -p -i(l -p) r
[ =] L

a-pr =L
P

k=l

1 12 __Ey’ 1 ETF ] X
| Sl . - l .
[ogp] (1-p)** [ospJ

xzh;:’[m_li_pJn’[J;+fz=(:f:—;H. (10)




Oson tekshirilib ko‘riladigan
og_l._ S p + _.._'i
. 1-p i (I 2}

tengsizlikni go*llab, (10) bahoning davomi sifatida
B e B e p g
T [‘%I-p} [&+ﬁ{l—pJ

V2 2-p
‘e ) an

tengsizliklarni hosil gilamiz.
End (11) bahoni K(p) ifodaga qo‘ysak,

[ l) S U=pye p
log -
P

| 1op 1
log L p* J]“f’.
p

O*z-o°zidan tushunarliki, p ning kichik giymatlarida (11) baho
yaxshiroq, chunki vz /2<1. Lekin p ning noldan sezilarli darajada
fapq gilinadigan giymatlarida (12) baho anigroq bo‘ladi. Demak.
(11) va (12) baholarni p ning hamma gqiymatlarida taqqoslab
bo‘Ilmaydi. Shuning uchun ham K(p) ifodaning yakuniy baholarini

L min ___._,J_i_-_. A s
-p {L”_mmmw[fﬁg[,_pm

ko'rinishda yozish mumkin.
Yuqorida keltirilgan munosabatlarning natijaviy samarasi
sifatida quyidagi teoremani keltiramiz.
Teorema 1. Faraz gilaylik
EX=0, DX=1, B=E|Xf<w
shartlar bajarilsin. U holda manfiy binomial tasodifiy yig*indi s,
ning tagsimoti uchun (parametrlari r >0, p <(0,1) bo‘lgan)

=y i
g r(l1-p) e & B,

Pl S —d(x) = K( 3
( M <1J p } .-"II .P‘T -
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x

(12)

Kip)=
(r Jl

A, =Sup

Bu yerda



1,5205 V2 - pl2-p\])

Ky Jf’—pmm{ -2+ pr” [& W’E(-:p_]]_?'
Keltiriigan teorema 1 dan kelib chigadiki, amaliyotda keng
qo ‘Haniladigan geometrik tasodifiy yig'indining tagsimoti,
parametr p ning fiksirlangan giymatlarida normal qonun tagsimoti
@(x) bilan approksimatsiya gilinishi mumkin ekan va parametr »
~ ning katta bo*lgan giymatlarida bu approksimatsiya anigroq bo*lib,

| goldig had 4, - 9(%) tartibda nolga yaginlashadi.

4.6. Umumlashgan Puasson tagsimotlari uchun
asimptotik yoyilmalar

Faraz gilaylik, x_¥,..- bog‘ligmas va bir xil tagsimlangan
tasodifiy miqdorlar, ~, esa parametri i>0 bo‘lgan Puasson
tagsimotiga ega bo'lgan butun giymatli tasodifiy miqdor bo‘lsin.
Parametr 4 ning har bir giymatida

R .
tasodifiy miqdorlar birgalikda bog‘liq bo‘Imasin. Puasson tasodifiy
yig“indisini
=X +.+X,, 4>0

deb belgilaymiz. Faraz qilamizki, EX,=a va DX, =0¢">0 mavjud
bo‘lsin. Hamma &>1 giymatlar uchun Ex! -+, bo‘lsin. Bu holda
@ =a,a,-c"+a tengliklar bajariladi. Tasodifiy x, va s,
miqdorlarning xarakteristik funksiyalarini mos ravishda f¢) va 5 ()
deb belgilaymiz. Yaxshi ma’lumki, agar f@) r marta uzluksiz
differensiallanuvchi bo* l\a 10 da

Fl)= !+m———~— + ity Z(&);&y 7) (1)
yoyilma o*rinli boladi. Quyidagi ta’riflarni eslatib o*tamiz.

Ta’rif 1. Tasodifiy migdor X" panjarasimon tagsimotga ega
deyiladi, agar uning giymatlar to*plami {x_ n=0+1,+2..]

b+ nbh,n=0,+1,£2,..}
to*plam bilan ustma-ust tushsa, ya'ni
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ZP[X x)=1

tenglik hajanlsa Bu yerda #eR, n>0- hagigly va musbat sonlar,
Yaxshi ma’lumki, tasodifiy migdor X ning panjarasimon
bo‘lishi uchun, r=¢ » 0 mavjud bo‘lib,

Eexp{it, X} = f{1,}=1 (2
tenglik bajarilishi yetarli va zaruriy shart bo‘iadi. Bundan tashqari
agar (2) tenglik biror 1, #0 uchun bajarilsa, X tasodifiy migdor
tagsimotining qadami #=2x/¢, deb qabul qilish mumkin, chunki
1, >0 deb hisoblaymiz ( 7 ()= 7 (-1, )=1.

Ta’rif 2. Tasodifiy migdor X Kramerming (S) shartini
qanoatlantiradi deymiz, agar
leg|f(t)[=limSup|f(t)|<l e 3

munosabat bajarilsa.
Odatdagidek &(x) bilan standart normal tagsimot funkmylslm,
@(x) bilan uning zichlik funksiyasini belgllaymlz, yami -
(eym g
P)=D'(x)= @
Ta’rif 3. Haqigiy sonlar to‘plami ® ni o‘ziga akslanm'adigm
H,(x) funksiyani .

H oy £24E) (’]k =0,1,2,.
L(x)={~1) o

tenglik bilan aniglaymiz va bu funksiyant x-nchi tartibhi polmom
{ko’phad) bolish: ravshan, uni k-nchi fartibli Ermit polinomi deb
ataladi.
Oson ishonish mumkinki,
Hy()=1, H(x)=x, H(x)=x'-1 Hx)=x-3x,
H(x)=x'-61*+3, H,(x)=x"-10x+15x,
H(x)=x"-15x'+45x"~15.
Btmmuxanﬁybo Imagan m, g, <R, k=0m laruchun

g(x)= qu

polinomni (m—nchi tartibli) ko‘ramtz.
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Aytaylik, #H,(x)....H (x) Ermit polinomlari bo‘lsin. Quyidagi
inomni

-~

HAx)= ) q,H,(x)
2

ula bilan kiritamiz. Oson ko‘rish mumkinki
() =q(in)exp{-1' 12}
funksiya, quyidagi
w(x)=O(xhp(x)

tenglik bilan aniglanadigan - funksiyaning Furye almashtirishi
‘bo‘ladi.

Bu bo‘lim davomida r>3- fiksirlangan butun son deb
hisoblanadi.

Kompleks = o‘zgaruvchi uchun

f{z} Z(x +2)!

~ifodani ko‘ramiz. Bu s(z)- darajasi r-2 dan katta bo‘lmagan,
koeffitsiventlari haqiqiy sonlar bo‘lgan polinom bo‘lib, 7(0)=0.
Yugqoridagi (1) tenglikka asoslanib, 1-»0 da
i
fm—1-w+ﬁ;-=(uﬁj‘(:¢)+a(r’)

munosabat o°rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Kompleks = ozgaruvchi va 1>0 uchun

=PI

. funksiyani aniqlaymiz. Insonish mumkinki, m>3 butun son va
- koeffitsiyentlari hagigiy sonlar bo‘lgan (4 ga bog‘liq bo‘lmagan)
g, (z), k=3,...m
polinom mavjud bo‘ladiki, ular uchun

Pta)= ) A" (5)
=3

tenglik o‘rinli bo‘ladi (har ganday 1>0 va kompleks - uchun).
B Bunda ¢,(z),...q.(z) polinomlar (4) va (5) tengliklar orqali bir
~ qiymatli aniqlanadi. Aytaylik
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9.()= ) q, 7 (6)
b3
polinom ¢,(z) ni g, eR(j=3..L,) va [,>3(k=3..m) lar orqali
aniglaydigan formula bo‘lsin. Funksiya # (x) ni Ermit polinomi
deb hisoblab, xR va k =3....m lar uchun

R, (x)= _X‘It_,(f;.|(1) (7)

polinomlarni kiritamiz.
Izoh 1. FElementar hisoblashlar yordamida (4) va (5)
tengliklardan hamma 4:0 va kompleks - uchun

@22
P(z)= 2 R E aidz”u" Y
ka3 :-f‘;]{i-Z
tenglikni yoza olamiz va bu yerda

a, ..,
. .} - -
fla, ., = 2 i
iy f
nl.n!
pov CaE R !

P
Shunday qilib, (5) va (6) lardan kelib chigadiki,
m=(r-zy +2, L=3x-2), k=3,..m
tengliklar bajariladi.
Ta’rif 4. Tenglik (7) bilan aniglangan &, (x) funksiya k-nchi
tatibli Edjvort polinomi deb ataladi.
Har gqanday xe R uchun

qu(x}=m(x>+v(x)ZA'*""'& )

belgilashni kiritamiz.
Izoh 2. Agar r-3 bo‘lsa,
Ry(x) =~ ; H (x).
Gy, (x)=®(x) mf’ Ji-(r’ De(x). (8)

Agar r - 4 bo‘lsa,



1'

R{x)= . H(x)— 720

e 2 H (%),

G, (x)=P{x) - 8;1:7{{’ - I)qp(x) -

- ?’(ﬂ[ fff](x‘ - (¥ —10x" +15x) (9)
i |24a T2
Bulardan tashqari, 4,(s,) va #,(5,) - mos ravishda s, fasodifiy
indining asimmetriya koeffitsiyenti va eksessi bo‘Isa,

S, ~ES, S, ~al @
alS sE = —,
) {fj ] {ﬂa ] Via)®
S, —ES, N .5 -a,4 HEL
2.(8,)= I[JD. J -3= JAa ] ~3= Tie
tengliklar o‘rinli bo"lib, (8) va (9) munosabatiara

6., (e)= 0t - “Cidaoie)

G, {x)=2(x) - ‘—'-‘%:'—)o“‘(xh "—‘%—) o)+ & %l@--(,)

ko‘rinishlarda yozish mumkin.
Funksiya G, (x) chekli variatsiyaga ega bo‘lib, uning “zichlik
funksiyasi”

5, 0= 2% ot S 1 S0 ) (10)
2., 10= Je=g,, (xMde = G+ P.GitYexpl-* 12). (1
Kelgusida biz quyidagi belgilashni go l]aymiz

i | e i)

Oson ko‘rinadiki,

itadi 1
h(t)=ex _Ju - } h‘[,fl(a;:—:’)]

Endi ehtimolliklar nazarivasida vaxshi ma'lum bo‘lgan
Esseenning fundamental tengsizligidan foydalanamiz.
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Lemma 1. #(x)-taqsimot funksiyast, £{)- unga mos keluvchj
xarakteristik fonksiya bo‘lsin. Hagiqiy funksiva G{x) uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lib, quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

lim G =0,  lmGx)=1, J]G'(x)[dx-cm
va A=SuplG’[x)l<m' .';
Faraz qilamizki, G(x) funksiyaning Furye almashtirishi g
uziuksiz differensiallanuvchi bo‘lib, g(0)=1. Bu holda har ganday
7 >0 uchun quyidagi

T
L {05, 244
Supl (e}~ G & .ﬂ_:_id” W
r

tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Bu lemmaning isboti ko‘p kitoblarda,
xususan {12} monografiyada keltirilgan.
Yugorida keltirilgan G, (x) va g, (9 funksiyalar lemma 1 ning
shartlarini qanoatlantirishi va,
A, = suplg, (s <0 el
bolishi oson tekshirib ko‘riladi, IR

Demak, lemma 1 ga asosan N RIS
j-'; S _,M
sup|P = ~<x -G, x)n<
SR | [J (GZJ"J] } . )I
o £.0
< 1[ l ;rT ) P (13)

Oxirgi (13) tengsizlik quy1dag1 teorcmamng isbotida muhim
rol o‘ynaydi.

Teorema 1. Faraz qilaylik, r=3 bo‘lganda ¥, tasodifiy
migdorning tagsimoti panjarasimon bo‘lmasin, >3 bo‘lganda esa
X, tasodifiy miqdomi tagsimoti Krameming (S} ((3)) shartml
qanoatiantirsin. Bu holda (1 - )

sty

sup
x




]h!l Ar.rz-i sw

Pl oy G (x){=0.
;El(a2+a*) "

1 Aytalik, = >0 fiksirlangan ixtiyoriy musbat son bo‘Isin. Lemma

B A= A(c)= L T(e,A)= Ale)r ™"
de b gabul gilamiz. Bu holda (13) tengsizlikka asosan
‘rmﬂ:ptp{ﬁa:iﬂ<x]—(s},(x45

AR -2, @)
2 [mm. (14)

_ Oxirgi (14) munosabatdan ko‘rinadiki, teoremani isbotlash
' yﬁmhsrqanday ¢ >0 uchun shunday & =5(<) mavjud bo‘lib

t;r limsup/l”"" J.v ha(‘)‘&u(f) o (15)
Aowx i

‘munosabatni bajarilishini ko‘rsatish yetarli bo‘ladi. Oxirgi (15)
~munosabatning isboti [12] monografiyadagi tasodifiy bo‘lmagan s,
yiglindi uchun o‘tqazilgan mulohazalarni takrorlaydi. (15)
tengizlikning to‘la isboti [4] monografiyada keltirilgan.




VY bob. KOLLEKTIV RISK MODELLARI
5.1. Kollektiv risk masalalari

Umuman, risk jarayoni deganda sug'urta kompaniyasiga
tegishli kapitaining o‘zgarishi tushuniladi va bu o‘zgarish ikki xil
sabablar orqali ro‘y beradi:

1) mijozlarning soni ko‘payganda ulardan yigifadigan fondi
sug'urta badali (premiyasi) oshib borishi hisobiga, sug‘urta
(kapitali) o°sib boradi;

2) sug'urta to‘lovi oshib borgan sari bu kapital kamayadi.
Odatda (doimo bo‘lmasa ham) qulaylik uchun sug*urta modellarida
sug“urta premiyasi deterministik (tasodifiy bo‘lmagan) funksiyalar
orgali ifodalanadi deb qabul gilinadi. Lekin sug‘urta to‘lovlari
jarayoni hamma vagtda tasodifiy deb hisoblanadi. Oqibat natijada,
risk jarayonini stoxastik jarayonlar sinfiga tegishli deb hisoblashga
to*g*ri keladi.

Risk jarayonlari sug'urta kompaniyasining faoliyatini optimal
boshqgarishning matematik modellari sifatida qabul gilinadi. Bunda
sug‘urta jarayomining asosiy xarakteristikalari hisoblanadigan
sug‘urta tariflari (premiya stavkalari) va sug‘urta to‘lovlari kabi
parametrlarni optimallashtirish masalalari muhim hisoblanadi. Bu
parametriar hagida konkret garorlar gabul gilishda esa, turli xil
optimallik kriteriyalaridan (belgilaridan) foydalanishga to‘g‘ri
keladi. Masalan, risk jarayoni stoxastik bo‘lganda, sug‘urta
to‘lovlarining yakuniy yig‘indisining tagsimotini topish juda
muhim masala hisoblanadi, chunki bu tagsimot orqali yakuniy
sug‘urta 10'loviari yig“indisining hajmini (iotal claim size) aniq
baholash mumkin. O°z navbatida, bu masalani hal qilish esa
zamonaviy ehtimolliklar nazariyasining limit teoremalari metodlari
yordamida vechiladi.

Sug‘urta kompaniyasi faoliyatining optimalligini belgilaydigan
kriteriylardan yana biri bu — sug‘urta kompaniyasining “kasod
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"u‘ﬁshlik“ ehtimolligiga asoslanadi. Bu ehtimollik risk jarayonini
ma’lum vaqt oralig*ida (chekli yoki cheksiz) belgilangan darajadan
tushib ketishi bilan bog'liq hodisalar uchun aniglanadi.
“Kasod bo'lishlik™ ehtimolligini o‘rganish bilan bog‘lig masalalar
kollektiv risk nazarivasi uchun asosiy muammolardan hisoblanadi.
Oxirgi jumlani quyidagi mulchazalar ham tasdiglaydi. Haqiqatan
ham vakuniy sug'urta yigindisining tagsimotini topish bilan
bog‘liq bo‘lgan masalalarining ko‘pchiligi, individual risk
pazariyasi metodlarini qo‘llash orqali yechilishi mumkin. Lekin bu
psullar bilan “kasod bo‘lishlik” ehtimolligini o‘rganish bilan
bog liq bo‘lgan masalalarni yechib bo*lmaydi. Shuning uchun ham
“kasod bo‘lishlik” ehtimolligini o‘rganish bilan bog‘liq masalalar
Aktuar matematikaning zamonaviy bir vagtda mustaqil
yo‘nalishlaridan birini tashkil qiladi.

“Kasod bo°lishlik” chtimoli risk jarayonining asosiy
parametriarini funksiyasi deb qaraladi. Kollektiv risk modelining
asoschilaridan biri sifatida shved matematigi F.Lundberg
hisoblanadi. Uning XX asrning boshlang‘ich yillarida o‘tkazgan
tadgiqotlarida birinchi marta “kasod bo‘lishlik” ehtimolliklarim
topish va ularni tahlii etish masalaiari qo“yilgan. Lekin F.Lundberg-
ning ishlarida matematik aniglik va qat’iylik saglanmagan. Shu
sababli ham kollektiv risk nazariyasining yuzaga kelishi boshqa
Shvetsiya olimi G.Krasler nomi bilan bog‘liq deb hisoblanadi.
1930-yillarda o‘tkazgan tadgiqotlarida “kasod bo‘lishlik™ ehtimol-
liklari bilan bog'liq masalalarda ishonchli darajadagi gatCiylik,
yetarli me’yorda matematik umumiylik kuzatila boshlandi.
Shuning uchun ham Aktuar matematikaning kollektiv risk
sohasidagi natijalar Lundberg-Kramer nomi bilan bog*liq bo‘lib
kelmogda (Lundberg-Kramer teoremasi. tengsizligi va hokazo).
G Kramerning “kasod bo‘lishlik™ ehtimolligining boshlang*ich
kapitalga bog‘lig asimptotikalami tadqigi bo‘yicha erishgan klassik
natijalari, katta bir soha — risklarni asimptotik nazariyasi uchun
bo‘ldi. Bu soha hozirgi zamon Aktuar matematikasida o‘zining
dolzarbligi va foydalinigini yo‘gotmagan. Bu fikming isbotini
Aktuar matematikaning klassik modellarini tahlil etishda Viner-
Xopf faktorizatsiya metodlari, Spitser ayniyati, Martingallar
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nazariyasi clementlarini qo‘lanishida ham ko‘rish mumkin
Hagqigatga yaqgin bo‘igan yangi aktuariy modellarni topishda va
ularning tahlilida inflatsiya, qayta sug‘urtalash kabi yangi
faktorlarni hisobga olishga to*g‘ni keladi.

5.2. Koliektiv riskning diskret dinamik modeli |

Oldingi bobda sug‘urtaning individual risk (stattk) modelini
o‘rgangan edik. Bu modelning tahiili sug‘urta to‘lovlarini
faktorizatsiyalash imkoniyatini ro‘yobga chiqarish imkoniyatini
berib, bunda bevosita tuzilgan shartnomalar to*plamin; o‘rganishga
o‘tish mumkinligini ¢slatib o‘tamiz.

Bu va keyingi boblarda sug‘urta faoliyatini tahlil etishda hech
ganday konkret shartnomalarga bog‘liq bo‘lmagan “abstrakt”
sug‘uorta to‘lovian to‘plami (demak, konkret sug‘urta premiyalariga
ham bog'liq bo‘lmagan) asosiy obyekt bo‘lishi mumkin.
Boshqacha aytganda, bu bobning materialini  sug‘urtaning
individual variantlaridan umumiyroq bo‘lgan dinamik modellarga
o‘tish deb tushunish mumkin bo‘ladi. '

Ushbu va keyingi punktlarda sug‘urta to‘loviarini faktorizat-
siyalash imkoniyatidan foydalanishni davom ettiramiz. Bunda
faktorizatsion model chegarasida dinamik sxemalarga mos bo‘lgan
ganday masalalar yechilishi mumkinligini o‘rganamiz.

Sug‘urtaning dinamik modelining umumiy ko‘rinishini

(to‘g'rirog*i sug‘urta fondini)

RO=U+ P{)—-5(¢). {1)
formula bilan ifoda etish mumkin. Bu yerda U/ — boshlashg‘ich
kapital, P()- sug'urta premiyasini shakllanish jarayoni, S¢)-
sug‘urta to‘lovlari jarayoni. Keltirilgan (1) formulada p()—
deterministik (ya'ni tasodifiy bo‘lmagan), () = $(1,w) esa tasodifiy
(stoxastik) jarayon deb gabul gilinadi va

R@Y=U(1)
tasodifiy jarayon deb hisoblash tabiiy bo‘ladi. Yana (1} formuladan
kelib chigib, p(ni {01} oraligida to‘plangan sug‘urta premiyatari
miqdori, S(nni esa shu oraliqda o‘tkazilgan sug‘urta to‘lovlan
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summasi (migdori) deb tushunish mumkin bo‘ladi. Xususan,
Lundberg-Kramerning klassik dinamik modeli
R@)=U+et-3¥ @)
formula bilan aniglanadi. Bu yerda R(1)- sug'urta kompaniyasining
[0,] oraliqdagi goldiq (surplus) fondi, I/ — boshlashg‘ich kapital,
¢~- sug‘urta premiyalari to‘planishi intensivligini xarakterlaydigan
koeffitsivent, N(1)— sug‘urta to‘lovlari to‘lanadigan momentlar
(boshqacha aytganda [0.7] oraligda sug*urta hodisalari ro‘y berishi
Mi)a
45 A 48
bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar esa, N(¢) jarayonning i - nchi sakrash
momentidagi sug‘urta to‘lovi migdorini belgilaydi.
Ko‘p hollarda N()-oddiy “tiklanish™ (renewal) jarayoni deb
hisoblanadi. Bu holda
N{r)=msx{n>0, gx s:},

tenglik bilan aniqlanadi, {7, i>1}- bog'ligsiz bir xil tagsimlangan
tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
25

tasodifiy migdorlar bilan birgalikda bog‘ligsiz deb hisoblanadi.
Aytib o‘tilgan shartlar bajarilsa, sug‘urta kompaniyasining qoldiq
(rezerv) fondi R(r) ni

L=T+.+T, i2l,
momentlarda,

R(t) =Rt )+cT- ¥, , (3)
ko‘rinishida vozish mumkin (=12, =0, R()=u). Oxirgi
yozuvlar

{R =RG,,) i21},
miqdorlar tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
et =Y, el =Y,,el, - ¥,....,
tasodifiy miqdorlar “yuzaga keltirgan tasodifiy daydishlar”
jarayonini tashkil etishini namoyish etadi.
Ta’rif. Quyidagi
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y(u)=P{min & <0) 4)
formula bilan aniglanadigan miqdor, sug'urta kompaniyasining
“kasod bo‘lishlik™ ehtimolligi deb ataladi.

Keltirilgan (3), (4) formulalardan kelib chigadiki, “kasod
bo‘lishlik™ ehtimolligini o°rganish, {#. i>1} tasodifiy “daytish”
uchun chegaraviy masalalarni yechishga reduksiya yetilishi
mumkin ekan (aniqroq qilib aytganda, {r, i>1} tasodifiy
“daytishni” (y =9) to'g'ri chizigni kesib o‘tish ehtimolligini tahlil
gilishga to‘g*ri keladi).

Dinamik modellarning sug‘urta jarayonining statik tizimlaridan
fargi shundan iboratki, ularda hodisalar o‘zgarishi (1) tenglikka
moslangan holda vaqtga bog‘liq tasodifiy jarayonlar ko rinishida
bo‘ladi. Bu jarayonlaring tarkibiy qismlari faqat ikkita bo'lib, 1)
premiyalar to‘planishi (tashkil topishi); 2) sug‘urta to‘lovlarini
ifoda etadigan tasodifiy jarayonlar iborat deb tushunish mumkin.
Bu ikki jarayon har xil vaqt masshtablarida va turli o‘lchov
masshtablarida ro‘y beradi. Hagiqatan ham premiyalar, sug‘urta
hodisalarga garaganda tezrog (ko‘prog) bo'lib o'tadi. lekin
premiyalar miqdori sug‘urta to‘lovlarga nisbatan juda kichik
bo‘lishi tabiiy hol. Shuning uchun ham asosiv jarayon sifatida
sug‘urta to‘lovlari oqimi deb qabul gilinsa, bu jarayonning ro‘y
berishi masshtabi ma’nosida premiyalar jarayonini tasodifiy
bo‘lmagan (determinik) uzluksiz vogealar tizimi deb gabul gilinsa
bo‘ladi ((1) tenglikda P(r)=cr deb tanlanganiga e’tibor bering).

Eng sodda holatda premiyalar to‘planishi jarayoni yagona
parametr — sug“urta badalini tushish tezligi - bilan aniglanadi. Bu
holda (2) tenglik bilan aniglangan sug‘urta tizimi Lundberg-
Kramerning klassik dinamik modeli deb ataladi va unda parametr s
ning roli yaqqol namoyon bo‘ladi. Hagiqatan ham biror r momentda
sugurta kompaniyasining rezerv fondi R(s) bo*lsa va t+h (h5>0)
momeniga gadar sugurta hodisasi ro'y bermasa, sug urta fondi t+4
momentda

R(t+h) = R(t)+ch
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bilan aniglashadi (bunda biz mos matematik modelni
- blashtirmaslik maqsadida inflatsiya kapitali protsentlarini
pisobga olmadik). Oxirgi tenglikdan
o= Rt +h) - R(@t)
h

. h>0

ekanligi kelib chiqib,  parametrning premiyalar to‘planishi tezligi
~ deb tushunish mumkinligini tasdiglaydi.

Endi yuqorida kiritilgn sug‘urta kompaniyasining “kasod
bo‘lishlik” ehtimolligi tushunchasini batafsil sharhlab o‘tamiz.
Boshlang‘ich 1 = 0 momentda sug‘urta kompaniyasining kapitali
R(0)=«. Birinchi sug‘urta to‘lovi 7, =r, momentiga qgadar R()
sug‘urta fondi « + cr, migdorga o*sadi. Lekin 7, momentda sug‘urta
kompaniyasi ¥, miqdorda mijozga sug*urta to‘lovi beradi. Natijada,
rezerv fond

R(r,)=|«'+f:f1 =¥

migdorga kamayadi. Ikkinchi sug‘urta to‘lovi 7, - r, momentiga
qadar rezerv fond (T, -7,) = cr, miqdorga ko*payadi va

R, +1,)=utcr, =Y, +er,=u+c(r, +1,) =¥,
tenglik bajariladi.

Agar
u+cr,-F =20,
ute(r,+r,)—(¥, +1)=0,

utre(r, 4+, )~ +Y,+..+7, )20
tengsizliklar bajarilib, lekin
utelt,+1)-(¥ +..+1)>0 (5)
munosabat bajarilsa, n-nchi sug‘urta to‘lovi ro‘y bergan 7,
momentda kompaniya “kasodga” uchraydi.

Qulaylik uchun sug‘urta kompaniyasini “kasodga uchratgan™
sug‘urta to‘lovi nomeriga teng bo‘lgan tasodifiy miqdor (u ni
kiritamiz). Bu holda {u==} hodisa, kompaniya hech qachon
“kasodga uchramasligini” anglatadi. O'z navbatida, P(u<=x)
ehtimollik (4) formulada aniglangan kompaniyaning “kasod
bo‘lishlik™ ehtimolligini bildiradi, ya'ni
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P <o) =)
P(u=c}=1—-y(1)

teagliklar o‘rinli bo*ladi.

Tenglik (3) ni

R=R,+H, e T

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda #,tasodifiy migdoriar (1,1 ]
oraligda tushgan premiyalar va ; momentda amalga oshirilgan
sug‘urta to*lovlarining ayirmasini ifoda etadi. Umuman g, va o,
tasodifiy migqdorlamni o' zaro bog‘ligsiz deb bo‘Imaydi. Bu tasodifiy
migdorlar fagat sug‘urta to‘lovlarini faktorizatsiyalash mumkin
bo‘lib, &, swnmaga fagat r-momentda to‘lanadigan sug‘urta
to‘lovlariga hech ganday alogador bo‘lmagan premivalar kirgan
holdagina bog‘ligsiz bo‘ladi. O°z navbatida, bu holat fagatgina har
bir 1, momentdagi to‘lovdan keyin, bu momenidan oldin tuzilgan
shartnomalar o'z kuchini vo‘qotgan deb hisoblengandagina va H,
miqdorlami  csa (t.,,7) oraligda tuzilgan sharinomalarming
premiyalari va to‘lovlar tashkil etgandagina ro‘y beradi. Demak,
to‘loviann) fakterizatsiyaiash mumkin bo‘igan, “statik” individual
modelni dinamik modelga “joviashtirish” mumkin bo‘ladi, agar 1,
larni individual shartnomalar bo‘yicha to‘lov momentlari deb
hisoblanmasdan, ba’zi kamroq uchraydigan va ularga nisbatan shu
momentgacha tuzilgan shartnomalarming harakati to“xtatilishi
hagida kelishuviga ega bo‘lingan, ya'ni navbatdagi ¢,.r,,] davrga
kompaniya fagat (0,1, oraligda to‘plangan premiyalardan tashial
topgan sug‘urta fondi £ lar bilan “kirishi” mwmkin bo‘ladi, xolos.

Aytib o°tilganiardan kelib chiqadiki, sug‘urtaning diskret
dinamik modelida, sug‘urta kompaniyasi o‘zining boshlang‘ich
faoliyatida »~ boshlang‘ich kapitalga (fond) ega bo‘lib, bir necha
vagt davomida (uni iest-davei deb ataladi) kompanivasining
sug‘urta fondiga, tuzilgan shartnomalarga asosam, sug‘urta
premiyalari tusha boshlaydi va ulardan sugurta to‘loviarini
bajarishda foydalaniladi. Sug‘urta kompaniyasi zaruriyat yuzaga
kelganda, test-davri davomida “protsentsiz” gisga muddathi
kreditlar hisobiga “kasod” bo‘lishdan o‘zini saglaydi, Test-
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davrining oxirida sug'urta portfelidagi mavjud hamma
shartnomalar o°z kuchini yuqotgan deb hisoblanadi va navbatdagi
test-davri davomida bu shartnomalar bo‘yicha “¢’tirozlar™ gabul
gilinmaydi. Amaliyot nuqtayi nazaridan bunday model har bir
shrinomaning muddati test-davriga nisbatan ancha kichik
bo‘lganda ma’noga ega bo‘ladi yoki har bir test-davridagi mavjud
shartnomalar birvaqida test-davrining boshida shu test-davri
muddatiga tuzilgan bo‘lishi kerak.

5.3. Diskret dinamik (D) modelda minimal sug‘urta
stavkasini tanlash masalasi

Ko‘rilayotgan dinamik modelda sug‘urta kompaniyasining
“kasod bo‘lishlik” ehtimolligi deb, hech bo‘lmaganda bitta test-
davrida kompaniyaning to‘lov majburivatiarini bajara olmaslik
holati ro'y berishi ehtimolligi tushuniladi. Bunda test-davrida
tushgan to'lov talablarini shu test-davrining oxirida bajarilishini
hisobga olish kerak bo‘ladi. Demak, sug‘urtaning DD modeli unga
“ichma-ich go‘yilgan™ statik (individual risk) modellar ketma-
ketligidan tashkil topar ekan (bu statik modeflarning har biri bitta
test-davri davomida harakatda bo*ladi).

Oldingi boblarda statik (individual risk) modellarda minimal
sug‘urta stavkasi bitta test-davrida fiksirlangan “kasod bo‘lmaslik
ehtimolligini™ ta’min etadigan qilib tanlanishi aytib o'tilgan edi.
Dinamik modelda esa minimal sug‘urta stavkasi cheksiz ko*p test-
davrlar davomida *kasod bo‘lmaslik ehtimolligini” kerakli
darajada kichik bo‘lmasligini ta’minlashi talab etiladi.

DD modelda ham test-davrida tuzilgan sug‘urta shartnomalari
sonini N bilan belgilaymiz va uni birinchi ikkita momentlari
EN = A, DN = M*ma’lum deb hisoblaymiz.

Hamma to'’lov portfeli (hamma test-davrlarida tuzilgan
sug ‘urta shartnomalari) faktorizatsiyalashgan sug ‘urta to‘loviardan
iborat, ya'ni ular v, = § x, ko*rinishda bo*Isin. Quyidagi paragrafda
kiritilgan
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DS,  Es
A=EX, B =DX, V= -1
{&s F £S,

parametriam: ko‘ramiz.
Aytaylik, u=ES, bo'lsin. Sug‘urta kompaniyasining bitta test-
davridagi daromadi
W= EH

bo'lib, bu yerda tasodifiy mlqdorlar H =§{z-x,) yuqorida

keltirilgan ma’noga ega. Oldingilardan sug‘urta kompaniyasining
boshlang‘ich kapitali « = g
Agar k ta ketma-ket test-davrlari ko‘rilsa, kompaniyasining
sug‘urta fondi
R =ut+Q2, B L (1)
tenglik aniglanib, bu yerda, RN
Q =W+ +W,6 S
tasodifiy migdorlar yig‘indisidan iborat. O‘z navbatida, {w { 21}
bog'ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi bo‘lib, = *7-
P(#<x)=(W,<x)=..= P} <x) .

O‘z-o‘zidan ravshanki, [0, «>1}- tasodifiy migdorlar ketma-
ketligi bog‘ligsiz orttirmaga ega bo‘lgan tasodifiy jarayon bo‘ladi.
Quyidagi

{R, <0}={Q, <—u}, k=12,..
hodisalarning hech bo‘lmaganda % ning birorta giymatida ro‘y
berishi ehtimolligi, sug‘urta kompaniyasining DD-modeldagi
cheksiz vaqt davomida “kasod bo‘lishlik” ehtimolligi bo‘ladi. Bu
chtimollikni fiksirlangan sug‘urta stavkasi z uchun y(x,z) bilan
belgilaymiz. Bu funksiya w{y,z) fiksirlangan boshlang‘ich kapital «
ning qiymatlarida Z ga nisbatan o‘suvchi bo‘lmaydi. Demak,
qandaydir 7 = 7 sug‘urta stavkasi uchun
y/(u, z) <e (2)
tengsiziik bajarilsa, bu tengsizlik hamma z =z' lar uchun ham
o‘rinli bo‘ladi.
- DD-mode! doirasida minimal sug*urta stavkasi sifatida
=inf{Z :ple,2)21-0, Z> 4}
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miqdor gabul qilinadi. Bu verda (@<I. Ehtimollik sug‘urta
kompaniyasini qonigtiradigan “kasod bo‘Imaslik™ ehtimollik
chegarasi.

Quyidagi teoremada keltirilgan natija sug‘urta modellarining
“kasod bo‘lishlik™ ehtimolligini baholash masalalarida muhim rol
o“ynaydi.

Teorema 1. Faraz qilaylik, /(s)= £exp{-s#} funksiya qanday-
dir sefo,s') oraligda chegaralangar bo‘lsin. Agar shu oraligda
u(s)=1 tenglama s = s, >0 yechimga ega bo‘lsa,

wiu,2) < expl-s,u}
tengsizlik bajariladi.
Keltirilgan natijaga qo*shimcha ravishda
Timu(s) >1
munosabat bajarilgan holda, «(s)=1 tenglama musbat yechimga ega
bo*lishini gayd qilib o*tish mumkin.
Endi tasodifiy miqdor W parametrlari
a=EW=Ah, f=DW=Ag'+Mh,
bo‘lgan normal tagsimotga ega deb hisoblaymiz. Eslatib o*tamizki,
bu yerda
h=EH =ESd, i’ = DW = Ag’* + M*h,
&' =DH = DS& +(ESYy 1+ VB,
d=d(z)=z— A sug‘urta “yuklamasi”. Oldingilar kabi o=V +M"/4
belgilashni kiritamiz.
Teorema 2. Agar # normal tagsimotga ega bo‘lsa, har qanday
fiksirlangan O uchun boshlang‘ich kapital u
petn A LI 0
shartni qanoatlantirganda (bunda 0<Q<l, ¢=1-¢), minimal
sug urta stavkasi z, quyidagi
z,<'=A+d’, @
tengsizlikni ganoatlantiradi va bu yerda
2(14¥%) B 2

= o o
‘ px+ [p‘_r’ ~4m(|+V’)B‘]' T /e
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Tekshirib ko‘rish qiyin emaski (4) munosabatning o‘ng tomoni
minimal sug‘urta z, uchun triviai bo‘lmagan (ya’ni birdan kichik)
bahoni beradi.

Natija 2. Teorema 2 ning shartlari bajarilib, ya’ni (3) tengsizlik
o‘rinli bo‘lsa, minimal sug‘urta stavkast -, uchun z <z'=A+4d"
tengsizlik o°rinli bo‘lib,

2~ A+ , U0,

1+ ¥ )uB
2u

- asimptotik munosabat bajariladi.

5.4. “Tiklanishlar” jarayoni

Agtaylik, R - |
451"519"'9‘5.’-" ) (1)
bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar biror (Q,F.P) da aniqlangan
bo‘lsin.
. Ta’rif 1. Parametri ¢>0 bo‘lgan tasodifiy miqdorlar uyushmasi
{n(e). ¢ 2 0} biror {Q, F,P) ehtimollik fazosida aniqlangan bo‘lsin. Bu
uyushma “tiklanishiar” jarayonini tashkil etadi deyiladi, agar u (1)
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi orqali
' p(t) =minfk, S, >t} 120 , @
tenglik bilan aniqlangan bo‘lsa, '
Bu yerda
S g] Ny +§“ k=l S =g, o P s
Tenglik (2) n(6) miqgdorlarni to*la aniglamaydi. Haqlqatan ham
¢ daraja kesib o‘tilmaydigan & elementar hodisalarda #¢;) nimaga
tengligini bilmaymiz. Bu holda '
=, agar hamma S, <r bo‘lsa, (3)
deb aniglash tabiiy hisoblanadi.
Odatda, (1) ketma-~ketlikdagi ¢£.¢,, ... tasodifiy migdorlarni bir
xil tagsimlangan va ularning matematik kutilmasa mavjud deb
faraz gilinadi.
Agar ¢ lar musbat tasodifiy migdorlar bo‘lsa, (2) tenglik bilan
aniqlangan »(r)tasodifiy funksiyani quyidagicha izohlash mumkin:
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sonlar o*gida s, =0, 5,,5,,... nuqtalarni belgilaymiz. Bu holda [0,5)
oraliqda 5(0)=1,[s,.5,) oraligda n(/)=2 va umuman,
M0 =k, agar (e[S, .5,), k=1
tengliklar bajariladi.
Ko*p hollarda
8, =0, 51, Syyeees S, 3one

ketma-ketlikning o‘zini “tiklanish” jarayoni deb e’lon gilinadi.
Ba'zi hollarda esa {s,,k>0} ketma-ketlik tasodifiy “daydish” deb
ham ataladi.

“Tiklanish jarayoni” termini tasodifiy funksiya n({) va {s,:4 > 0}
ketma-ketlik elementlarini almashtirib turish kerak bo‘lgan
gandaydir fizik qurilmalarning ish jarayonini o°rganishda
foydalanish mumkin ekanligi bilan bog‘liq. Masalan, agar ¢, biror
uskunaning uzluksiz ishlash muddati bo‘lib, undan keyin uni
almashtirish yoki remont qilish kerak bo‘lsa (“tiklash™), s,vaqt
uskunaning % - “tiklanishi” momenti bo‘ladi. Agar s, =0 vaqt ham
shartli ravishda “tiklanish™ momenti deb hisoblansa, »(r) tasodifiy
miqdor [0.¢] oraliqda o*tkazilgan “tiklanishlar” soni bo*ladi.

“Tiklanishlar™  jarayoni  ehtimolliklar  nazariyasining
chegaraviy masalalarini yechishda, ommaviy xizmat ko‘rsatish
nazariyasi, moliyaviy va aktuar matematikaning dolzarb
masalalarini hal etishda ko‘p go‘llaniladi.

Ta'rif 2. Quyidagi
H{)=Enlt) 120
tenglik bilan aniglangan funksiva
Rl vl
ketma-ketlikning tiklanish funksiyasi deb ataladi.

Ko‘p adabiyotlarda tiklanish funksiyasiga boshgacha ta’rif
beriladi.

Ta’rif 3. Ketma-ketlik {5,421} ning tiklanish funksiyasi

U(t)= ZP(.\'} <1)
to

tenglik bilan aniqlanadi.
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Agar £ >0 bo'lsa, keltirilgan ta’riflar teng kuchli bo*ladi.

Hagiqatan ham
)= ZI(S. {;). ;‘(.4)‘—{]‘ azap we A,

tasodifiy migdorga e¢’tibor gilamiz. Bu tasodifiy miqgdor
vi){s,.i>0}  ketma-ketlik trayektoriyasining [0] oralig‘idagi
o‘tkazgan vagti vau £ 20 bo‘lganda [0.f] oralig“idagi tikianishlar
soniga teng, va'ni v() = nlt).

Yuqorida keltirilgan #() va ¢/(¢; funkstyalar o°ngdan uzluksiz
bo‘ladi. Ko‘pgina adabiyotlarda tiklanish funksiyasining quyidagi
chapdan uzluksiz variantlari ham ko‘riladi:

0, arap @€ A

H(t -0)= Emin{k;S, sr}. !.f(r—ti)=ZP(SJ <:).
1=

Agar ¢ lar bir xil tagsimlangan bo‘lib, F“(r) tagsimot
funksiyasi F()=r(¢ <r) ning k- nchi tartibli kompozitsiyasi
bo‘lsa, chapdan uzluksiz bo‘lgan ikkinchi funksiyani
iF"(r) (F° = E, -0 nuqtada joylashgan birlik tagsimot) ko‘rinishda
yozish mumkin.

Tiklanish funksiyasini go‘llab yechiladigan masalalar nugqtayi
nazaridan qanday uzluksizlik variantini tanlashning ahamiyati
bo*Imaydi.

Teorema 1. (Integral tiklanish teoremasi). Tasodifiy migdor £,
lar bir xil tagsimlangan va £¢ =a>0 bolsin. Bu holda
. H( 1
——=—,

li
naly - a

Agar a=w bo‘lsa, ~=0 deb tushuniladi. Endi tiklanish
jarayonlari uchun katta sonlar qonuni va Markaziy limit
teoremaning o‘rinli bo‘lish masalalarini o‘rganamiz.

Aytaylik, soddalik uchun (1) ketma-ketlikdagi tasodifiy
miqdorlar manfiy qiymatlar gabul gilmasin. (P(£ <0)=1).



Teorema 2. Agar 0<E{ =a<w» bn“l':.a, (2) tiklanish jarayoni
n(6) uchun
)

2 e, 1 , 1.
! a

Isbot. Tiklanish jarayoni n{r) va uni tashkil giluvehi
{S, =& +..+&.k21)
ketma-ketlik orasida juda ham muhim bo‘lgan
> k=18, <t} 120 4)
munosabat mavjud. Quyidagi

(ﬁf}-l)a‘) [q(l)}i +£i).
a a

tenglikdan foydalanib va soddalik uchun ¥ =¢/a+a ifodani butun
son deb hisoblab, (4) tenglikka asosan,

(I . s N P B
P( t a)c) P[S”E‘I.fa+s] P(Nsd .‘.',]

tengliklarni yoza olamiz va bu yerda:

Elza[l-—nLﬁ)>0. k.
1+ae e |

Bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar uchun o‘rinli bo‘lgan katta
sonlar gonunini go‘ltab
Sucaiptap{SHe 9
P(-;Sa E,J- N <I+af:}49
limit munosabatni olamiz. Demak,

(E‘..L._lﬁf,g]-_;o, t—m, V>0

[

Xuddi shunga o*xshash ravishda,
( oy 1

Lles)on o

1Y)
ckanligiga ishonch hosil gilamiz.

Keltirilgan teoremaning ishotida N =s/4+ & ifodani butun son
deb hisoblangan edi. Agar bu ifoda butun son bo‘lmasa. N ni
N, =[t/a + ] bilan almashtirish yetarli bo*lar edi.

Izoh. A.A Borovkovning (“Teopus seposraocreii”, M. VPCV,
2000, kitobida 10 bob, paragraf 3)
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S_ | s
-3, H WO,
n

katta sonlar gonuni isbot etilgan. Agar shu natijadan foydalansak,
%‘- =—1/a, t »>x
katta sonlar qonuni isbotlash mumkin. Quyidagi teoremada
tiklanish jarayonlari uchun Markaziy Limit Teorema keltiriladi.
Teorema 3. Agar E& =a, D& =o' <w bo'lsa,

n(t)~t/a ]___ - ]‘,
e ot <x)-oe0- 2 |
Ishot. Yuqoridagi (4) tcngllkka 8505311,

tenglikka ega bo‘lmiz. Klassik Le‘v1 temcmasnga (5) tenglikning
o‘ng tomoniga markaziy limit teoremani go*llash mumkin. Demak,

P(%cu]—ﬂb(u), k.

Endi 7 - «» da & shunday o°zgarsinki,

.
Cavk’
chegaralangan miqdor bo‘lsin. Bu migdomi {iksirlangan deb
hisoblab, oxirgi tenglikdan & ni topamiz (Jk ga nisbatan kvadrat
tenglamani yechib):
i uo'(ud'iZJc_d,fl-&(u’cr})/‘l(ar)] i i i
o z 201 = a—+-;-?—[l+0[$]J P

k=~
a

Topilgan k ning giymatini (5) ga qo‘ysak, r-»» da,

Miy-tla !
P(n(t)> k)= P{( f) @) >tu+ 0[7;-)}4‘3(#) (6)
munosabatni hosil gilamiz.

Oxirgi munosabatni tahlili ko‘rsatadiki. unda minus ishorasini
goldirish kerak bo*ladi, chunki fagat shu holdagina (6) ning har ikki
tomonida « ga nisbatan o*suvchi funksiyalar turadi.

Normal tagsimot funksiva o) uzluksiz ekanligidan, (6)
munosabatni
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p n0-t/a_ ©lu)=1-Df=s),
[(o'\ﬁ)!(a“)}_ﬂ - ®(u) ()
ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, s » « da,

o] o

Teorema 3 isbot etildi.

5.5. Sparre Andersen risk jarayonlari
(Klassik risk jarayomi)

Kompaniyaning sug‘urta faoliyati davomidagi rezerv fondini
ko‘ramiz. U boshlang‘ich kapital va har bir [o]Jvaqt oralig‘ida
tuzilgan har bir shartnoma bo*yicha mijozlardan yig*ilgan sug urta
premiyalardan, shu oraligda ro‘y bergan sug‘urta hodisalari
bo'yicha yig‘indi sug‘urta to‘lovlari ayirmasidan iborat bo‘ladi.
Aytaylik, & - i— mijozning sug‘urta badali (premiyasi) bo‘lsin. Bu
holda sug*urta kompantyasining [0,(oraliqdagi daromadi

RO=35
bo’lib, bu yerda ~ (1) - [0] oraligda tuzilgan shartnomalar
ketma-ketliklari
5 o ey

mos ravishda sug‘urta to*lovlari yuzaga kelgan (sug‘urta hodisalari
ro‘y bergan) momentlar, sug‘urta to‘lovlari migdorlari (hammalari)
bo*Isin (0<7, <7, <...). Bu holda sug‘urta kompaniyasining [0.]vaqt
oralig*idagi talofatlari

| R©=3.X
' yig'indini tashkil qifadi. Demak, sug‘urta kompaniyasining rezerv

fondining r momentdagi “dinamik kom ponenti

N {1}

R (=R (1)-R ()= E«,‘ EX (1)
X Sug‘urta kompaniyasining boshlang* lCh kapitalini ¢ bilan
belgilaylik.
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Ta’rif 1. Risk jarayoni deb,
R(t)=u+ R, (1)
ifodaga aytiladi. Bu yerda g, yuqoridagi (1) formula bilan
aniglanadi. Sug‘urta kompaniyasining kasod bo*lish momenti
r =inf{f; R(r) <0}
tenglik bilan aniglanadi.

R, R jarayonlar va 7,.X, (iz1) migdorlar tasodifiy bo‘lganlari
uchun, risk jarayon R(r) va kasodlikga uchrash momenti r lar ham
tasodifiy bo‘ladi. Amaliyot bilan bog‘liq masalalarda tasodifiy
migdor 7 ni P(r<»)<1 tengsizlik bajarilishi ma’nosida xosmas deb
hisoblashga to*g’ri keladi.

Ta’rif 2. Quyidagi

w(u)zP[r-:mfﬂ(m:u]
tenglik bilan aniglangan shartli ehtimollik cheksiz vaqt davomida
“kasod bo‘lishlik” ehtimolligi deb ataladi. Aytaylik, >0 bo‘lsin.
Quyidagi:

v(tu)=Plr<t/R(D)=u)
tenglik bilan aniglangan shartli ehtimollik chekli [0¢] oraligda
“kasod bo‘lishlik™ ehtimolligi deb ataladi.

Keltirilgan ta’rifdagi shartli ehtimolliklarda boshlang‘ich

kapital R(0)=« deb hisoblanishni gayd qilib o‘tamiz. Ba’zi hollarda
D(u)=1-plu) u>0

“kasod bo‘lmaslik™ ehtimolligidan foydalanish qulay bo‘ladi (u <0

bo‘lganda @(u)=0 deb hisoblanadi).

Formula (1) bilan aniglangan modelda bitta jiddiy kamchilik
mavjud: undagi R() va R () tasodifiy jarayonlar bog‘ligsiz
bo‘Imaydi, chunki har doim ~ (1)< ¥, (1) tengsizlik bajarilishi kerak
(aks holda [aqoraliqda sug‘urta to‘lovlari soni, shu oraligdagi
premiyalar (shartnomalar) sonidan ko‘p bo‘lib, sug‘urta
faoliyatining ma’nosi bo‘lmaydi). Hagiqatan ham, sug‘uria
shartnomasi tuzilishi va shu shartnoma bo‘yicha sug‘urta to‘lovi
voqealari ro’y berish vaqtlari orasida ma’lum muddat o*tishi kerak.

Model (1) ni soddalashtirish uchun, undagi ¢ .z, .. tasodifiy
migdorlarni o*zaro bog‘ligsiz va ¥ (1) jarayon bilan esa birgalikda
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pog'ligsiz deb hisoblab, ular bir xil tagsimlangan va o‘rta qgimmat

b= £, mavjudligi faraz etiladi. Eng sodda holda tasodifiy jarayon
N_(t) - oddiy bir jinsfi va 2, >0 intensivlikka ega bo*lgan Puasson
jarayoni deb gabul gilinadi, ya’ni

PN, =) = 13#~e k=0,

Bu holda Vald ayniyatiga asosa-n,

m,;:;:z{’}f},]:bz,:, (20
tenglik o*rinli bo‘ladi.

Bulardan tashqari, ¢ tasodifiy migdorning o‘rta giymat b
atrofidagi tarqoqligi (ya'ni n¢ ) yetarli darajada kichik bo‘iganda,
sug‘urta kompaniyasining daromadini ifodalaydigan zinapoya-
simon ko‘rinishdagi Rr () jarayonni, uning chizigli funksiyadan
iborat bo‘lgan o‘rta giymat bilan approksimatsiyalash mumkin,
ya’'ni

R(t)=ER (t)y=c1, c=bA,.

Oxirgi mulohazalar Ehtimolliklar nazariyasining katta sonlar
gonuniga asoslanishini eslatib o*tish mumkin. Endi va bundan
so'ng tasodifiy migdorlar x, lar o‘zaro bog'ligsiz va N ()
jarayondan bog‘ligsiz deb, ya'ni

tasodifiy miqdorfar sistemasini birgalikda bog‘ligsizligi faraz
etiladi. Bulardan tashqari, x, tasodifiy migdorlar umumiy Fix)
tagsimot funksivaga ega deb hisoblanadi. Sug'urta kompani-
yasining talofatini (ziyonini) ifoda qiladigan tasodifiy jarayon
N (r) esa “tiklanishlar” jarayoni deb, ya'ni
8=T-T,, i=12..

tasodifiy miqdorlar bog'ligsiz va bir xil tagsimlanganligi talab
gilinadi. Bunda o‘rta giymatlar £V, = u<w, £6 =a<» mavjud
bo‘lishligi shartlari gabul gilinadi.

Model (1) uchun keltirilgan soddalashtiruvehi shartlarni
hisobga olgan holda quyidagi modelga kelamiz.

Ta’rif 3. Sparre Andersenning risk jarayoni deb
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Neny
Riy=u+ecr~-¥ X, 120
=4

ko‘rinishidagi tasodifiy jarayonga aytiladi. _

Bunda c=z0, M- “tiklanishlar” jarayoni, XX e ~
bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar jarayonga bog‘liq bo‘lmasdan,
ularning tagsimot funksiyast F(x),F(0)=0 shartni qanoatlantiradi.

Ta’rif 4. Quyidagi

miqdor xavfsiziik koeffitsiyenti deb ataladi.

Ko‘p hollarda p, ni xavfsizlik yuklamasi deb ham atashadi
(aslida uni nisbiy xavfsizlik yuklamasi deb atash io‘g*rirogq bo‘ladi,
chunki oni sug‘urta kompaniyasining birlik vaqt davomidagi
“daromadi” sifatida qabul gilish mumkin).

Ta’rif 5. Sparre Andersenning risk jarayoni klassik risk
jarayoni deb ataladi, agar undaz() - intensivligi 1-0 bolgan
Puasson jarayoni bo‘lsa. :
Klassik risk jarayoni uchun xavfsizlik yuklamaSI

. c-—ft',u:_c:_*l v

Au At L .

Sparre Andersen risk jarayoni Rg) uchun <+ < oowo o

ER(ty=u+{c—pla)t Tt T
tenglik o‘rinli ekanligiga ishonish giyin bo‘lmaydi. Shumng uchun
ham, agar ca<p (bu esa xavfsizlik yuklamasining manfiy son
bo‘lishiga mos keladi) bo‘lsa, sug*urta rezerv fondining o‘rtacha
qiymati £ ga nisbatan chizigli funksiya ko‘rinishida o‘sadi. Bu holda
boshlang‘ich kapital ¢ ning har ganday qiymatida “kasodlik”
ehtimolligi w(x)=1 ekanligini ishotlash mumkin,

"'Ia-'"ii'r"i?_'. \.”,‘Ti} L




VI bob. KASODLIK EHTIMOLLIKLARI

Eslatib o‘tamizki, sug‘urtaning dinamik (kollektiv risk)
modelidagi risk jarayoni
RAr) w0+ Pt) - S(r), P(0) = S(0) =0,
ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda . -boshlang*ich kapital, rq)—sug‘urta
premiyalari shakllanishi jarayoni, s()-sug‘urta to*lovlari jarayoni
(rR(0)=u ).
Quyidagi:
r=inf |t R(()< 0}
miqdor sug urta kompaniyasining kasodga uchrash momenti va
(¥) = P(z <=/ R(0) = u)
cheksiz oraliq davomida kasodlik ehtimolligi deb ataladi. Agar (>0
bo‘lsa,
wit, w)=Plr </ R(0} = )
miqdor sug‘urta kompaniyasining [o.+] oralig‘ida kasod bo‘lishlik
chtimolligi deb ataladi. Bunda &r@)-« tenglik sug‘urta
kompaniyasining boshlang‘ich kapitali « ga tengligini anglatadi.

6.1. Sug‘urta kompaniyasi kasodligining dinamik modeli

Sug‘urta faoliyatining dinamik modellari individual risk
(statik) sxemalardan, ularda hodisalar vagtga nisbatan bog‘liq holda
o‘zgarishi bilan farq qgiladi. Dinamik modellarining sodda ko‘rinish
hollarida faqat ikkita jarayon hisobga olinadi xolos: premiyalar
to‘lanishi jarayoni va sug‘urta to‘lovi jarayoni. Bu ikkita jarayon
har xil vaqt masshtabida ro‘y beradi va ular turli masshtablarda
o‘lchanadi.

Hagiqatan ham, premivalar to‘lash hodisalari, sug‘urta
to‘lovini amalga oshiradigan hodisalarga nisbatan tez-tez ro‘y
beradi va premiya to‘lovi miqgderi, sug‘urta to‘lovi miqdoridan
ancha kam bo‘ladi. Shuning uchun ham, agar asosiy jarayon
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sifatida sug‘urta to‘lovi tushunilsa, premiyalar yig'ish jarayoning
tasodifiy bo‘lmagan uzluksiz hodisalar oqimi deb tushunish
mumkin bo‘ladi.

Ko‘p hollarda premiyalar tushimi (yig‘ish) jarayonini yagona
parametr c¢- premiya tushim tezligi (intensivligi) bilan aniglanadi
deb hisoblasak bo‘ladi. Bu fikmi quyidagicha sharhlab o‘tish
mumkin: agar qandaydir ¢ vaqt momentida sugurta
kompaniyasining rezerv fondi ¢, bo°lib, ++» momentga qadar hech
ganday sug‘urta to‘lovi ro'v bermasa, kompaniyasining r:»
momentdagi rezerv fondi ¢, , = U, + z» migdorni tashkil giladi, ya'ni

U, -U

—~a__! e
n

tenglik bajariladi.

Odatda, (ko'p hollarda) sug‘urta to‘lovi jarayonini oddiy
Puasson jarayoni deb qabul qilinadi. Bu esa jarayonning
statsionarlik, ordinarlik, orttirmalari bog‘ligsiz tasodifiy migdor
bo‘lishi xossalari bilan teng kuchli bo‘ladi.

Agar 7, bilan »- sug‘urta to*lovining ro‘y berishi momentini
belgilasak,

=0~ T
tasodifiy migdorlar »- va »-1- to*lov momentlari orasidagi interval
uzunligini anglatadi. Sug‘urta to‘lovi jarayoni parametri 2 bo‘lgan
Puasson jarayoni bolsa,

P(r,<x) ={:‘ie "

x>0

x<0,

yani r.r,.tasodifiy miqdorlar bog'ligsiz bo‘lib, umumiy
ko‘rsatkichli tagsimot funksiyasiga ega bo‘ladi.

Ketma-ket ro‘y beradigan sug‘urta to‘lovlarini ¥,v.. . tasodifiy
miqdorlar deb belgilaymiz va ulami sugiurta to‘lovlari
momentlarini 7.7,... lardan va o‘zaro bog‘ligsiz deb hisoblaymiz.
Bulardan tashqari v.¥,.. tasodifiy migdorlar umumiy #(x)tagsimot
funksiyasiga ega deb hisoblanadi.

Endi sug‘urta kompaniyasining rezerv fondining o*zgarishini
quyidagicha ifoda etish mumkin: (-0 momentda kompaniya
boshlang‘ich « -« kapitalga ega. 7, -+ bininchi to*lov momentida
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w+er, miqdorgacha o°sadi (premiyalar tushishi hisobiga).

: 7, momentda kompaniya v miqdorda sug'urta to‘lovi
p‘thﬂdl va rezerv fondi weer, -y, migdorga kamayadi. Ikkinchi
sug‘urta to‘lovi moment 7, ga qadar rezerv fondi o(1.-7)=cr,

~ migdorga o‘sadi va
wier Y, ver, =uvel(n, +n,) =¥,

migdorga teng bo'ladi. :
Umuman, sug‘urta rezerv fondining 7, momentdagi kapitali
urcl,—(¥+.4¥)20, n=12_.
miqdor bilan ifoda etiladi.
Agar

uter,—Y 20,
w+e(r, +1,) (Y, +5)=0,
ure{n+r )-(L+..+¥ )20
tengsizliklar bajarilib,
urofn+r, )} +..+1}<0
munosabat o‘rinli bo‘lsa, » - sug‘urta to‘lovi o‘tkazilgan 7,
momentda sug‘urta kompaniyasi kasodga uchradi deb hisoblanadi.
Aniglangan dinamik modelning asosiv xarakteristikasi bo‘lib,
rezerv fondi migdori
R (u)=ute(r,+1,)—(¥+..+Y)
hisoblanadi. Bu model uchun asosiy masala sifatida
wi{u)y=minfn>1, R (u)<0)
kasodlik ehtimolligi »(«) ning xossalarini o‘rganish hisoblanadi.
Keyingi yozuvlarni soddalashtirish uchun, kasodlikka olib
kelgan sug‘urta to‘lovi nomeri  u=u(e) tasodifiy miqdorni
kiritamiz. Bu tasodifiy migdor orqali kompaniyaning hech gachon
kasod bo‘lmaslik ehtimolligi » -« hodisaning ehtimolligiga teng
ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin. Kasodlik ehtimolligi esa
w(u)= Plp<n}=1-P(u=x)
tenglik bilan aniglanadi.
Endi
m=EY, = EY, = ...
belgilashni kiritib,
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"-l
&= Am

shart bajarilgan deb hisoblaymiz. Bu shartni quyidagicha sharhlash
mumbkin: birlik vaqt oralig‘ida o‘rtacha 1 sug‘urta to‘lovlari yuzaga
kelib, ular o‘rtacha i» migdordagi sug‘urta to‘loviga olib keladi.
Boshga tomondan, shu vagqt davomida sug‘urta kompaniyasi
premiyalar ko‘rinishida
c=(1+8)Am

miqdordagi  puilni  qabul qiladi. Bu yerda ¢-kompaniya
belgilaydigan sug‘urta yuklamasi.

6.2. Momentlar hosil giluvchi funksiya. o
Xarakteristik koeffitsiyent

Tasedifiy migdor x ning momentlar hosil qiluvchi funksiyasi
deb L -

E(i)= f”dF(x} teR

integralga aytiladi. Bu yerda F(x)= P(X <x) tasodifiy migdor x ning
tagsimot funksiyasi bo‘lib, ¥y F(+0)=0 sharini qanoatlantiradi, ya'ni
* .mos tasodifiy migdor x uchun P{x=0)=1 deb hisoblanadi.

Qayd qilib o‘tamizki, () integral uchun Abel teoremasi o°rinli
bo‘ladi: agar integral z{;} biror :=4>c¢ nuqtada yaquﬂashsa, u
1, <1<y, 0raliqda ham yaqginlashuvehi bo‘ladi. '

Agar F{z) taqsunot funksiyasining Laplas almashtirishi L

: e(s)= fﬂ' “dF(x)

bo‘lsa, " e

WD p() = B = p{et) = [ “dF(x) e ‘ )
tengliklardan ko rinadiki, £() funksiya r<o qiymatlarda ham
aniglangan bo‘ladi. Demak, ¥ ni sug‘urta to‘lovi miqdori deb
tushunsak, £(;) funksiva sug urta to‘lovining (-7) nuqtadagi Laplas
almashtirishini ifoda efar ekan. Sug‘urta to‘lovi taqsimotlarining
ko*pchiligi uchun £(s) funksiva re(0,«) oraligning biror nuqtasida
ham aniqlanmagan bo‘lisht mumkin. Masalan, #(x) tagsimotning
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funksiyasi p(x) bo‘lsa, (Ij tenglikning o'ng tomonidagi

' " p(x) 0, (.t)—o(e"') x-—»®
ww bajarilgandagina yaqginlashadi. Misol sifatida, Aktuar
ko‘p go‘llaniladigan Pareto tagsimotini ko‘rish
mumkin. Eslatib o‘tamizki, tasodifiy miqdor x Pareto tagsimotiga

ega deyiladi, agar uning zichligi funks:yam
p{x}= —[‘“ J , min{a,1}>0, xe{ld«)

tenglik bilan aniglansa. Bu tagsimot uchun
plx)e® 5w, (>0, x>m

Aytilgan fikrlarni hisobga olgan holda, biz kelgusida fagat biror
>onugtada £() funksiya mavjud bo‘lgan sug‘urta tolovi
tagsimotlari ko‘riladi xolos (bu shart Kramer sharti deb ataladi). Bu
shart bajarilganda mos F(x) tagsimot funksiyaning hamma
momentlari mavjud bo‘ladi va ular uchun:

Ex* =].t’df’(:] =(~1)" ¢™'(0), k21

formula o‘rinli bo*ladi. Demak, bu formulani hisobga olgan holda
= Ed
&= E[E(H ] L
tengliklarni yoza olamiz va ulardan k() funksiya
EX EX' EX*
T
ketma-ketlikning hosil qgiluvchi funksiyasi ekanligi kelib chigadi.
Shu sababli £(;) funksiyani momentlar hosil giluvchi funksiya deb
ataladi.
0O‘z-o‘zidan ravshanki, 0<4<:, bo‘lganda, «<¢~ tengsizlik
bajariladi. Demak, £-mavjud bo‘lishidan g chekli ekanligi kelib
chiqadi, ya’ni £(;)funksiyani mavjudlik sohasi (-} yoki (-]
ko‘rinishidagi to‘plam bo‘ladi (vaqinlashish abssissasi ¢ Kramer
shartiga asosan musbat son bo‘lib, 7 ¢ (0,=}).
Masalan, p(s)-ge* - parametri p-o0 bo‘lgan eksponensial
tagsimot bo‘lsa, funksiva £() argument (- g bo‘lganda mavjud va
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£() =}£—:

formula bilan aniqlanadi.

Agar sug‘urta to*lovi X chegaralangan tasodifiy miqdor bo‘lsa
(X < CONST ),

E(f)= Ee* <o, re{-wm).

Ko‘p hollarda r{x)=pP(x <x) tagsimotlar uchun momentlar hosil
qiluvchi £@) funksiyaning aniqlanish sohasi o‘ngdan yopiq
bo‘lgan (-] oraligdan iborat bo‘ladi. Faraz qilaylik, ¢(x)
tagsimot uchun uning Laplas-Stiltes almashtirishi ¢.{s) fagat s>o
qiymatlardagina aniglangan bo‘lsin {masalan, Pareto tagsimoti).
Quyidagi:

F(e)=— E") !e".”dG(y), x50
funksiyani ko‘raylik. Bu funksiya taqsimot funksiyasining hamma
xossalarini ganoatlantiradi, ya’ni u manfiy emas, o‘suvchi, o‘ngdan
uziuksiz (F(+0)=0) va F{+c)=1. Demak, ~(x) tagsimot funksiyasi
bo‘lar ekan. Uning Laplas-Stiltes almashtirishi
: ﬁ]e{'“'}’do(y) ]

ee() =!equ(S)= ?’G](I" )u G’G(") )

Oxirgi tenglikdan ko‘rinadiki, ¢, () funksiya r+¢ 20, yva’ni e2-+
qiymatlarda aniglangan. Mos momentlar hosii giluvchi funksiya
E.(yargumentning (s¢  qiymatlarida, ya'ni (- ]oraligda
aniqlangan.

Agar momentlar hosil qiluvchi funksiya £¢) ochiq (<)
oraligda mavjud bo‘lsa,

1im E (1) =,

i
chunki aks holda, mashhur Levi teoremasiga asosan Eexp(i'x)<w
munosabat bajarilgan bo‘lar edi. Bu holda ¢ =« bo‘lsa (ya’ni &(¢)

to‘g‘ri chizig ® da mavjud),
E(N)21+EX +£PEX* 12, iR

tengsizlikdan £() funksiyaning har ganday chiziqli ﬁmk51yaga
nisbatan tezroq o‘sishi kelib chigadi.
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Agar momentlar hosil qiluvchi £()funksiyaning aniqlanish
sohasi o‘ngdan yopiq (. ]oraligdan iborat bo‘lsa, Lebeg
| (eoremasiga asosan,

i E(f)= E(( )<=
munosabat o‘rinli bo*ladi.

Har ganday ¢ uchun

E'(t)=E(Xe" ) =0,

E*{f)=E(X*¢")20
tengsizliklar bajarilgani uchun, £(s) funksiya monoton o*suvchi va
uning grafigi pastga qavariq bo‘ladi. Bundan tashqari

E(0)=1, E(0)mm<(1+8)m

Demak, £() funksiyaning grafigi (0,1) nuqgtadan, y=1+(1+@)m
to‘g‘ri chizigga nisbatan kichikroq burchak ostidan chigadi.

Agar £() funksiya ochiq (-=.)oraligda aniglangan bo'lsa,
yuqorida aytilganlardan kelib chiqadiki, £() funksiya va
y=1+(1+8)m t0°g‘ri chizigning grafiklari (- obo‘iganda, yagona bitta
nuqtada kesishadi ~ shu kesishish nuqtasining abssissasi
xarakteristik koeffitsivent deb ataladi. Demak, xarakteristik
koeffitsiyent

E(1)= B =14 {1+ @)mr (2)
tenglamaning yechimi bo‘lar ekan.

Agar £(;) funksiyaning aniglanish sohasi- o‘ngdan yopiq (-«.']
oraliq bo‘lsa, xarakteristik koeffitsiyent

E(¢C V2 1+(1+8)m
tengsizlik bajarilgandagina (fagat shu holdagina) mavjud bo‘ladi.

Keltirilgan va umumiyroq xarakterda bo‘lgan mulohazalarni
konkret sug‘urta risk tagsimotlarida namoyish etaylik.

Masala 1. Sug‘urta risk tagsimoti parametri ﬁ=—’l; bo‘lgan
eksponensial zichlik funksiyasiga ega bo‘lsin. Bu riskning
xarakieristik koeffitsiyenti topilsin.

Yechish. Eksponensial tagsimot uchun zichlik funksiya
plx)=p", 220
Demak, bu tagsimotning momentlar hosil giluvchi funksiyasi
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i E{f)=Ee" = ﬂ:}e“e"‘dx = ﬁ]e'{“]'dx = ﬂ{g-t i,
Bu funksiya (- pgjoraliqda aniqlangan. Masalaning sharn;
bo‘yicha .B=-:; va uni hisobga olgan holda
E()= !

A E—
! m m

tenglikni olamiz. Demak, xarakteristik tenglama (2) quyidagi

ko‘rinishda bo‘ladi:

l—:t;-ﬂ—: +{1+8)mt
ya’ni
(1+0] ~fmi=0.
Oxirgi wnglama trivial ycchxm (=0 va yagona l!msbat
8
(1+8}m -

yechimga ega bo‘ladi. Shu yechim xarakteristik kocﬁitsxyent
bo‘ladi.

Masala 2. Apar sug*urta riski (0, 2mj0raligda tekis taqsnmlangan
bo‘1sa, xarakteristik koeffitsiyent topilsin.

Yechish. Bertlgan tekis taqsxmot uchun

E(r)=]e—‘-¢:— et
L]

Im Imtlx=0  2mi
Bu holda (2) tenglama

It ' H i L
_l M . .
- mi =1+(l+3)m,_ AR e

ya'ni
&= =2(1+0)(mi)" +2me+1.

Oxirgi tenglikdan xarakieristik koeffitsiyent ---(om)nisbiy
sug‘urta yuklamasi # va sug‘urta riskning o‘rta giymati = ga
bog'liq bo‘ladi. Bevosita tekshirib ko(;ils)h mumkin bo‘ladiki,

r(gm)== 2

tenglik o‘rinli bo‘ladi, Koeffitsivent - (s, 1} uchun ancha sodda bo‘lgan
& =2{1+8)p" +2y+1

tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglamaning analitik yechimini

topib bo‘lmaydi. Lekin uning sonli yechimini hisoblash katta
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: arga uchramaydi. Buning uchun birinchi navbatda,
rakteristik koeffitsiyentni qanday oraligda bo‘lishini aniglaymiz.
g i

e 51425+ 20+ 4y /3

a e’tibor beramiz. Unga asoslanib,

F(y)=e" -2{1+8)y" -2y- lb—;y"—lﬂy: =-}y‘°(r—%8}

gsizlikni yoza olamiz. Bu tengsizlikning o'ng tomoni ysgs bo‘l-
nda nolga aylanadi. Demak, bu tengsizlikning o‘ng tomonini nolga
tenglaydigan nugta gs dan chaproq tomonda , ya’ni (0, %9) oraligda
yotadi va xarakteristik koeffitsiyent H%a. Endi (0, %o}omliqnit:ng

ikkiga bo'lib, so‘ng hosil bo‘lgan teng bo‘laklarni, yana teng
‘bo‘laklarga bo‘lishni davom ettirib, #(y) ifodani nolga tenglaydigan
_y=r nuqtaga xohlagan aniglik bilan yaqinlashish mumkin.

6.3. Kasodlik ehtimolligi uchun Lundberg tengsizligining
diskret varianti

. Oldingi paragrafda kasodlikka olib keladigan sug‘urta
to‘lovining nomerini ifoda etadigan tasodifiy migdor xva rezerv
fondi migdort
R(W)=u+e(r+e)-(¥,+.4Y)
kiritilgan edi. Bu tasodifiy miqdorlar sug‘urta kompaniyasining
kasod bo‘lishlik ehtimolligini aniglaydi:
yw(u)=min(azL R (x)<0}= P(p < mf&[u] z:u)= l—-P(ﬂ =m(&(u]=u).
Sug‘urta kompaniyasining birinchi » sug‘urta to‘lovi yuzaga
kelmasdan oldin kasodlikga uchrash ehtimolligi
v, (u)= P(,u <n/R,(u)= u} =P(u<n),
tenglik bilan aniqlanishi mumkin. Ko'pincha,
I-V_(u}ﬁP[Qt);+..+}‘.£u+c(r,+.ﬂﬂ}] (1)

ehtimollik, birinchi » sug‘urta to‘lovlari, kompaniyani kasodlikka
. olib bormaslik ehtimolligini anglatadi. Ehtimollikning uzluksizlik
| Xossasiga, asosan, kasodlik ehtimolligi

ki
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E(t)= Ee" = ﬂ:je’e"w - ﬂ:fr“ e = ﬁﬂ:. t<f.

Bu funksiya (- g)oraligda aniqlangan. Masalaning shartj
bo‘yicha ﬂ=% va uni hisobga olgan holda
|

1
E(t)=——,1=—
() 1-mt m

tenglikni olamiz. Demak, xarakteristik tenglama (2) quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

=1+(l+8]mf,

ya'ni
(1+8)m’c —6mi = 0.
Oxirgi tenglama trivial yechim ¢=0 va vagona musbat
1
o m
yechimga ega bo‘ladi. Shu yechim xarakteristik koeffitsiyent
bo‘ladi.
Masala 2. Agar sug“urta riski j0.2mjoraliqda tekis tagsimlangan
bo‘lsa, xarakteristik koeffitsiyent topilsin.
Yechish. Berilgan tckxs taqs1mot uchun

Im £~ -1
. I ﬂh‘“muL It

Bu holda (2) tenglama
'hm:[ =14+(1+8)mt,
ya’'ni
e =2(1+0)(me) + 2mi+1.

Oxirgi tenglikdan xarakteristik koeffitsiyent r=r(a m)nisbiy
sug‘urta yuklamasi ¢ va sug‘urta riskning o‘rta qiymati » ga
bog‘liq bo*ladi. Bevosita tekshirib ko‘rish mumkin bo‘ladiki,

r(6m)="t r(ﬂ !}
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Koeffitsiyent r(a.u uchun ancha sodda bo‘lgan
e =2(1+8) " +2y+1
tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglamaning analitik yechimini
topib bo‘lmaydi. Lekin uning sonli vechimini hisoblash katta
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iliklarga uchramaydi. Buning uchun birinchi navbatda,
xarakteristik koeffitsiyentni qanday oraligda bo‘lishini aniglaymiz.
c.. ;

e 314 2p+ 257 + 4y /3

izlikka e’tibor beramiz. Unga asoslanib,

F(y)=¢"-2(148)y" -2y-1> %y’-My’=%y’(r—§-9],

, mmzilkm yoza olamiz. Bu tengsizlikning o'ng tomoni y:fa bo‘l-
ganda mlgaaylanadl Demak, bu tengsizlikning o* ngtomomm nolga
tenglaydigan nuqta a dan chaproq tomonda , ya'ni (0, ~0) oraligda
yotadi vaxmaktensukkoeﬁitsxyem r<-2-0. Endi (0, Eer) oraligni teng
) ikkiga bo‘lib, so‘ng hosil bolgan teng bo‘laklami, yana teng
bo‘laklarga bo‘lishni davom ettirib, #(y) ifodani nolga tenglaydigan
y=r nuqtaga xohlagan aniglik bilan yaqinlashish mumkin.

. 6.3. Kasodlik ehtimolligi uchun Lundberg tengsizligining
diskret varianti

Oldingi paragrafda kasodlikka olib keladigan sug‘urta
to‘lovining nomerini ifoda etadigan tasodifiy migdor .va rezerv
fondi migdori

R (u)=u+c(ry+r)—(¥,+.+Y)
kiritilgan edi. Bu tasodifiy migdorlar sug‘urta kompaniyasining
kasod bo‘lishlik ehtimolligini aniqlaydi:
w(u)=min{nz 1, R (u)<0}= P(pu:mfﬂn(n)=u)= = P(p‘=m)‘l(,(u} =u).

Sug‘urta kompaniyasining birinchi » sug‘urta to‘lovi yuzaga

kelmasdan oldin kasodlikga uchrash ehtimolligi
v, (u)= P{u<nl/R(u)=u)=P(usn),
tenglik bilan aniqlanishi mumkin. Ko'pincha,

I—V.(ﬂ)zP[Q{l’,i-..+}’_Sa+c(qe ..u,};) (1)

ehtimollik, birinchi » sug‘urta to‘lovlari, kompaniyani kasodlikka
olib bormaslik ehtimolligini anglatadi. Ehtimollikning uzluksizlik
Xossasiga, asosan, kasodlik ehtimolligi
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vfu}ﬂliﬂv.{u)=1@_P(p£n):!ﬂf’[0:ﬂsk}].
Bu tengliklar (1) munosabatda hisobga olingan. To‘la
ehtimollik formulasiga asosan,
i-w.(w)= [2e™ | P(xr)dF(x)di (2)
va bu yerda
P(x1)= p[ﬁ{r, +.+¥, susalr + +t WY =x, 1,= r]. 3)
Agar r, -1 Y -xel0u+ca] shartlar bajarilsa, () <u+er)-muqgarrar
hodisa bo‘ladi. Shuning uchun ham (3) formuladagi hodisalar
ko‘paytmasida uni hisobga olmasa bo‘ladi. Bundan tashqari &>
bo‘lganda,

hodisani

(Y +F+ +F, susc(r+. +1,))

{Y,'+lf','+,..+Y,'_.Su'+c(r;+.,.+r; .,)i
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda w=wser—x v, =1, 5=r.,.
Tasodifty miqdor v, r, lar birgalikda bog‘lig emasligidan
P(xa)= P[ﬁl]",' v, sutve(rn+ . +r;}})
tenglikni yoza olamiz.
Tasodifiy migdorlar r, ... birxil tagsimlangan bo*lgani uchun
A A A

ketma-ketlik tagsimot bo‘yicha,

118 SN A
ketma-ketlik bilan ustma-ust tushadi. Shu sababli,

r;.r,.A..;r,,r,..

ketma-ketlik tagsimot bo‘yicha

B Tais
ketma-ketlik bilan ustma-ust tushadi.

Bularni hisobga olib,
P(x,1)= P(ﬁu’, o4, cwva(n ..+ r‘)}]
tenglikni yoza olamiz. Bu chtimollikni (1) formulaning o'ng
tomoni bilan tagqoslab,
Plxt)=1-y () =1-y,_, (u+ci—x)
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englikga olib kelamiz. Endi (2) ‘formulani va oxirgi tenglikni
hisobga olgan holda
. Iy, (u]:]k ".T(! . (w v et - x))dF (x)de {4)
tenglama ko‘rinishida yozish mumkin bo*ladi. O*z navbatida, bu
tenglaman:
' v.(v)= !(I - Fu+ct)) de di + jze ¥ ! Voo (4 ct - x)dF (x)dt (5)
formulada ham ifodalash mumkin. Keltirilgan (4) tenglikning
isboti “tiklanish™ nazariyasining elementlariga asoslangan va uning
g'oyasini quyidagicha tushuntirish mumkin: agar 7=+ birinchi
sug‘urta to‘lovi yuzaga kelgan momentda kompaniya kasodga
uchramasa (ya'ni ¥ <w+er, tengsiziik bajarilsa), u yangidan
faoliyatini boshlang‘ich rezervi wu+cr,-v bo‘lgan holda davom
ettiraveradi. Shunday qilib, to‘lov momentlari 7.7.. lar
“regeneratsiya” (qayta tiklanish ) nuqtalari bo'ladi.
| Oxirgi (5) formuladan va induksiyadan foydalanib,
v (w)se™ (6)
' Lundberg tengsizligini isbotlaymiz. Bu yerda r- xarakteristik
koeffitsiyent.
Hagigatan ham y, () =0 bo‘lgani uchun » - ¢ holda (6) tengsizlik
bajariladi.
Endi »-#-1 da (6) fengsiziik bajariladi deb hisoblaymiz. Bu
holda (5) tenglamadan foydalanamiz:
v, (e)< .I{l - F(lr+ﬁ))k"‘d’+]‘k"°-‘fcxpl-r(x+ et - x)dF {x)de =

= *]’.u N [e"""' ]' dF (x) +.;fe"d}'(.r))dr L
Integral ] ar(x)da o‘zgaruvehi x>w+ o bo‘lgani uchun:
- o ] dF(x)s ]c".ﬂ-'(x)
tengsizlik bajariladi.

Endi & (v)chtimollikni baholashni davom ettirish mumkin:
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.'_."i';'ﬂg%ﬁf.!"sf B F*(R}Se"' J’k-[i‘m}‘[ Ieﬂdf“{.r)+ _[e"d!-"(x]]d{:
[H et ]

“‘{VI‘* =™ J'Ae—{zﬂnc].r erxd!;{x}df =2 f3$-{‘”mrE{J')df -
a o
_ J.E(r}
h A+re

OXIrgl Imghkda r xarakteristik kocﬁitmyent bo‘lgani uchun
ifoda <t
AE(r
A+re
ekanligini bevosita tekshirib ko‘rish mumkin. Demak, tengsiziik
(6) isbot etildi. Bu tengsizlikda limitga o*tib,
vize” RN G
Lundberg tengsizligini hosil gilamiz.
Tengsizlik (7) isboti jarayonidagi o‘tkazilgan mulohazalam1
aniqlashtirtb,

=1

bm » o
W(H)DW‘? , H—kaO (3)

asimptotik munosabatni isbotlash mumkin. Asimptotik munosabat
{8) Lundberg-Kramer teoremasi nomi bilan yaxshi ma’lum va u
Aktuar matematikaning juda muhim  bo‘lgan natijalari gatoriga
Kiradi.

Lundberg tengsiziigi (7), Kramer-Lundberg teoremasi (8)
munosabatlardan quyidagi xulosalarga kelish mumkin: agar
xarakteristik  koeffitsiyent r katta bo‘lsa, kasodlik ehtimolligi
kichik bo‘ladi; xarakteristik koeffitsiyent r, sug‘urta faoliyatining
asosiy parametrlarini 0°z ichiga oladi {(sug‘urta to‘loviari yuzaga
kelishi intensivligi 4, sug‘urta to‘lovi tagsimoti F(x), premiyalar
tushishi tezligi ¢) hamda sug‘urta kompaniyasining moliyaviy
xavfsizligini belgilaydi.

6.4. Kasodlik ehtimolligining aniq hisoblari
Bu paragrafda o‘tkaziladigan mulohazalarda kasodlik

ehtimolligi w(«) gancatiantiradigan
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wv)- [(1 Fluvct))ie ™ di+ _[Az Iw{;u ot = x)dF (x)dt (1)

mtegral tenglamadan foydalaniladi. Bu tenglamaga oldingi
punktdagi (5) tenglamada » » » da limitga o'tib, yoki u tenglamani
hosil qilish jarayonida o'tkazilgan mulohazalami takrorlash orqali
| kelish mumkin. Integrallash o‘zgaruvchisi t ni y-.:« bilan
almashtirsak, (1) tenglamani quyidagi _
wl)=2 e ['f(l -F(y)e Ty fe % fip(y - xw'(xw]
ko‘rinishga keltirish mumkin.
Oxirgi tenglikda differensiallash amalini o°tkazib (v bo‘yicha)

v-m=-j,—.’="‘['f(s—r(yne"’f4»+'je‘*i]-(y ) )y |-
2% [(I - F(s))r"\"’ ¥ r'%]v (u-_r)dF'{x)] ”

~Zp (-2 @) -2 Jo (-2t (3) 2

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglamada funksiyalar kompozitsiyasi
amali borligini hisobga olgan holda, quyidagi Laplas
almashtirishlarini kiritamiz:
p(s)= [ew (u)du, @(s)= fedF (u).

Lundberg tengsizligiga, asosan, funksiya p(s)argumentning
s>-r qiymatlarida aniqlangan bo‘ladi (r-xarakteristik koeffitsiyent) ;

Quyidagi tengliklar o‘rinli:

fc “w (u)du =e"r{ar)t]+ fv(u}.w "du = -y (0)+ 3p(s),

]e "dt]'y(u— x)dF (x)= ]dF(x)e "'-Idc"""'r{n -x)=

f 'G’F(x]ff “w(1)dr = o(s) p(s).

]

je (1 F (w)) loe = - j’(l F(u))de™ = (n -F(u))e™ ["’ [-dp(n)_l

Bu tengliklar (2) tenglamani Lapias almashtirishlari orqali
v @)+ s0()=20(5)- 2ols)o(s)- 212
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ko‘rinishga olib keladi.
Oxirgi tenglamani yechib, kasodlik e]Iumolllgmmg Laplas
almashtirishim topamiz:
0 _}_ﬂfz ' :
p(s):.%_s__f_ ST (3)
s—;(l—w(x))
. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi kasming maxraji s=0
bo‘Iganda nolga aylanadi. Shu bilan bir vaqtda ()<« (Biz oldin
Lundberg tengsizligidan p(s) funksiyaning aniqlanish sohasi (—r;)
oraliqdan iborat bo‘lishini eslatib o*tgan edik). Aytib o‘tilganiardan
(3) dagi kasming surati ham s-0 bo‘iganda nolga aylanishi
kerakligini olamiz. Demak,

R(“)‘m )
bajarilishi kerak bo‘lib, unga asoslangan holda (3) tenglikni
pls)= gl (5)

s[!-@(x)—(H@]mxl
formula ko‘rinishida yozish mumkinligini olamiz.

Bu formula kasodlik chtimolligini Laplas almashtirishlari
orqali aniq ifodalash imkonini beradi. Pirovardida, Laplas
almashtirishlariga teskari almashtirish formulalarini qo‘llab, y(x)
ehtimollikning analitik ifodalarini topamiz.

Aytib o‘tilgan mulohazalarni quyidagi Konkret sug‘urta risk
tagsimotlarida namoyish etamiz.

Masala 3. Sug‘urta to‘lovi tagsimoti eksponensial zichlik
funksiyasiga ega bo‘lganda, kasodlik ehtimolligi v (x) topilsin.

Yechish. Masalaning sharti bo‘yicha sug‘urta to‘lovi x ning
tagsimoti o‘rta giymati m bo‘lgan eksponensial zichlik funksiyasiga
ega. Biz bilamizki, bu taqsimotning Laplas almashtirishi

8
p(s): " =% (l;ﬁ)m o ._ (6)




o‘rinishida bo*ladi.
Eksponensial zichlik funksiyasi
plx)=ae™, x20,a>0

Laplas almashtirishi

Jerptaa=

ax+x

hnghk bilan aniglanadi. Bu yerda (6) tenglikdan va Laplas
almashtirishiga tcskan bo‘lgan formuladan foydalanib,

0 i 0
rideg (na}.. ""(' (ua}.."]’ (o) (1+8)m ’} @
tenglikni hosil gilamiz.

Endi kasodlik ehtimolligi w(x)uchun olingan (7) formulani Kra-
mer-Lundberg teoremasi bilan taqqoslaymiz. Oldingi paragrafda
eksponensial tagsimotga ega bo‘lgan sug‘urta to‘lovlarining
xarakteristik koeffitsiyenti

e
o
formula bilan aniglanishini hisoblab ko'rsatilgan edi.
Bu formula (6) tenglikni

v(w)= m_
ko‘rinishida yozishga imkoniyat beradi.
Bundan tashqari
i £ = B(r)=p(-1) =
| ekanligidan

E Efr)=m{1-mr)* =m{1+8)
tenglik o*rinli bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, cksponensial tagsimot
uchun Kramer-Lundberg asimpto&kasi

v(u)-—-—-—e , W

140
ko‘rinishida bo‘lib, u kasodlik ehtimolligi y(«)ning aniq formulasi
bilan bir xil bo‘ladi.
Kasodlik ehtimolligi ¢(«) ni Ludberg bahosi
wlw)se™
bilan almashtirilganda yuzaga keladigan nisbiy xatolik
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p)-e o

wosh e 1+6
bo* llb bu xatolik boshlang‘ich kapitalga bog'liq bo‘imaydi. Ko*p
holiarda, amaliyotda sug‘urta yuklamasi ¢ = 20% deb gabul gilinadi.
Bu holda nisbiy xatolik taxminan 17% ni tashkil giladi.

Masala 4. Faraz gilaylik, sug‘urta to‘loviari intensivligi 1-3,
sug‘urta premiyalari tezligi c=1 bo‘lib, sug‘uria to‘lovi Y
ehtimollik bilan o‘rta giymati 1 bo‘lgan ekaponensial tagsimotga,
3¢ ehtimollik bilan esa o‘rta giymati )/ bo‘lgan ekaponensial
tagsimotga ega bo‘lsin {demak, sug‘urta to‘lovi koeffitstyentiari
( %,%}bo‘lgan “qorishma™ eksponensial taqsimotga ega bo‘ladi).
Kasodlik ehtimoiligi () ni boshlang‘ich kapital « dan bog"ligligi,
ya’nm () funksiyaning aniq ko‘rinisht topiisin.

Yechish. Masalaning shartlari bo‘yicha, sug‘urta to‘lovi
tagsimotining zichlik funksiva

ple)=5 (g p ()
“gorishma ” ko‘rinishida bo‘lib, unda:
) p(x)=3e, p(x}=6*, x>0
bo‘ladi. Demak,
8 Lo 06,

= -3e —6e ™ =
pla)= *3 3¢ *3°

Bu zichlik funksiyasi p(x) ning Laplas almashtmshl
q:(s):je' =p(x}dx, x20
koeffitsiyentlari (1/.87) bo‘lgan p(x} va p(x) zichlik funksiya-

laming mos ravishda Laplas almashtirishlarining “qorishmasi” ga
teng bo‘ladi:

13 86 Vsesh 8
o)=535 0513 3(s +95+13) @

Xuddi shuningdek, (x) zichlik funksiyasining o‘rta qiymati
11 81 5

Nisbty “himoya” yukiamasi

256



furmlminta ;.—3-_“! -
27

Keltirilgan bu aniq giymatlarni (5) formulaga qo'yib, murakkab
bo‘lmagan algebrayik soddalashtirishlarni amalga oshirib,

S55+18
o(s)= m Jc “w(u)du

c—Am 1 &
‘

formulani hosil gilamiz.
Laplas almashtirishlaridan original ﬁmks:yalarga o‘tish
maqsadida, oxirgi formulaning o‘riasida turgan ifodani “sodda
kasrlar” yig‘indisi ko“rinishida yozamiz:
Yo 2 2 1 4

s L s —
Al ).HZ s+4 9 542 36 5+4

Endi
I (ar"')iﬁ: = —+~,- a>0

formuladan foydalanib, Laplas almashtirishidan original
funksiyaga o‘tib, quyidagi yakuniy natijani olamiz:
O e T ©)

Kasodlik ehtimolligi y(«)uchun keltirilgan aniq formulani
Lundberg tengsizligi bilan taqqoslaymiz. Bundan oldin
xarakteristik koeffitsiyent » ni hisoblaymiz.

Sug‘urta to‘lovi x ning tagsimotini Laplas almashtirishi ¢(s)
oraliq (-%»)da aniglangan bo‘lib, (8) formula ko‘rinishiga ega
bo‘ladi. Shu sababli, momentlar hosil giluvchi funksiya £(;) yarim
to‘g‘ri chiqiz (-=;3)da

g(.;%ﬁ'}_f_{&g?) (10)
formula bilan aniglanadi.

Alohida qayd qilib o‘tamizki, (10) tenglikning o*ng tomonidagi
funksiya hamma («3 6 nuqtalarda aniglangan bo‘lsada, u faqat
re(~3)lar uchun £( funksiyani ifoda etadi, xolos. Buni hisobga
olgan holda xarakieristik koeffitsiyent -

~1Tt+54 t
I+

3(r —9r+18)
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tenglamaning yechimi bo‘lishi kerakligiga ishonch hosil gilamiz,
Bu tenglama sodda almashtirishlardan so‘ng

¢ -6 +8=0 (1n
tenglamaga keltiriladi. Bu tenglama

L=0,4=21t=4
yechimlarga ega bo‘ladi. Lekin (10) tenglik fagat - :giymatlarda
o‘rinli bo‘lishidan (11) tenglamaning yagona musbat -r->
yechimi mavjudligi kelib chigadi.

O‘rganilayotgan masala shartlari bajarilganda Lundberg

tengsizligi
%e"" + %e"" <e™
ko‘rinishida bo‘ladi.

Kasodlik ehtimolligi y(«ni Lundberg bahosi bilan
almashtirganda yuzaga keladigan nisbiy xatolik uchun
p)-e7| s 1 .
e™ 9 9
tenglik bajariladi. Ammo .* migdor kichik bo‘lgani uchun, bu
xatolik -;-56%. Agar biz bu formulalami, fiksirlangan kichik .
tartibdagi kasodlik ehtimolligini ta’min etadigan rezerv fondi r ni
topish uchun qo‘llasak, nisbiy xatolik ancha kichik bo‘ladi.
Masalan, :-01% uchun aniq formula «~304 giymatni beradi,
shu bilan bir vaqtda Lundberg tengsizligi «« 345 taqribiy qiymatni
ta’min etadi va nisbiy xatolik taxminan 12% ni tashkil etadi.
Bulardan tashqari,
)= 177 ~108r + 100
M T FEr T
Demak, o‘rganilayotgan masala uchun Kramer-Lundberg
asimptotikasi

.
=

4
R{u)1=e™,
()75

xuddi kutilganidek, aniq formula (9) ning bosh hadi bilan ustma-
ust tushadi. Bu holda y()ni Kramer-Lundberg asimptotikasi bilan
almashtirishda yuzaga keladigan nisbiylik xatolik
R(x)-Y5¢™ 1 .
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a teng bo‘ladi. Masalan, » =3 uchuh bu xatolik 0.1% dan kam
o‘ladi.

6.5. Klassik risk jarayonida kasodlik ehtimolligi uchun
Pollachek-Xinchin-Beekman formulasi

Eslatib o‘tamizki, klassik risk jarayoni
er):u+.:r-ZX’

formula bilan aniglanadi. Bu yerda N()- oddiy Puasson jarayoni,
¥ K Mo
umumiy Firy tagsimotga ega bo‘lgan va bogligsiz tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi bo‘lib, ular N() jarayonga bog"ligsiz deb
hisoblanadi. Odatdagidek, #(0)=¢ shartning bajarilganligini faraz
gilamiz (chunki x, lar sug‘urta to‘lovi migdori deb tushuniladi).
O'rta giymat:

I
b
l

p= J.,:dF{.r} = J;: ~ F(x))dx
L [

mavijud va chekli son deb hisoblanadi.
Teorema 1. Faraz qilaylik, ».5.. bog'ligsiz tasodifiy
migdorlar bo*lib, umumiy
MI)=-:;(I—F'(I)), x>0

zichlik funksiyasiga ega bo‘lsin.

Zichlik funksiyasi #(x) ga mos keluvchi tagsimot funksiyasini
H{x) deb belgilaylik.

Musbat butun giymatli = tasodifiy miqdor 1, ¥,... tasodifiy

miqdorlarga bog‘lig bo‘lmasdan parametri p=—— bo'lgan
P

geometrik tagsimotga ega bo*lsin, ya'ni
P(M=n)=(-pip" =—L—r, n=0,12,....

{}+p)nal ¥
Bu holda:
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: T S ()]
p)=P(Y,+..+Y, >u)=1 Tep L. o)

Isbot. Birinchi marta sug‘urta to‘lovi ro‘y bergan vaqt
momentini 7, bilan belgilaylik. Bu holda R(7))=c7-x
Tushunarliki, (0,7;) vaqt oraligida kompaniya kasod bo‘lmaydi.
Oson ko‘rinadiki, Puasson jarayoni “tiklanish jarayoni” bo‘lib,
unda tasodifty miqdor 7, “kelajakdan bog'lig bo‘Imaslik™ xossasiga
ega bo‘ladi. Oxirgi jumlani quyidagicha tushunish kerak: agar

F,,=o(N(s)...,N(t)), s <t
ya'ni F,, - tasodifiy migdorlar sistemasi
{N(r), ssr<e}
yuzaga keltirgan hodisalar o —algebrasi bo‘lsa, {7, <¢} hodisa har
ganday />0 uchun £, _ hodisalar o -algebrasiga bog‘liq bo‘lmaydi
(boshgacha aytganda, har qanday 4, ¢ ¥, _ hodisa uchun
P({T <1,} ~ A)=P({T <1})- P(A)

(1)

tenglik bajariladi).

Oldingidek, w(x) orqali kompaniyaning “kasod bo‘lishlik”
ehtimolligini belgilaylik (bu yerda w»=Rr(0)- kompaniyaning
boshlang*ich kapitali). U holda:

plu) =1 -y(u)
sug‘urta kompaniyasining “kasod bo‘Imaslik” ehtimolligi bo‘ladi.

Aytib oftilganlardan va 7, tasodifiy miqdoming zichlik
funksiyasi ie ™ (1~ Puasson jarayoni N() ning intensivligi)
bo‘lganidan, quyidagi tenglikning o*rinili bo‘lishiga ishonch hosil
qilish mumkin:

olu)= Ep(u+cl, - X,)= J:lz“ jlv(u+cs ¥)dE(y)ds .

Agar x=u+cs almashtirishni bajarsak oxirgi tenglikni
qp(u)=;e I j.fp(x- =)dF (z)dx, (2)

ko*rinishda yozish mumkin.
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"~ Demak, o) funksiya absolyut uzluksiz bo‘ladi. Formula (2)
da hosila olish amalini go‘llab,

@'(u) = f—c’(w) - (i Ica(k—:)d-’"(z}, (3)

differensial tenglamani hosil gilamiz. Oxirgi (3) tenglikning har
ikki tomonini (0.r) oralig bo‘yicha integrallab,

o) (0) = i le(u}cbc + 'l ”?(ﬂ-- 2)d(1- F(z))du=

.. Iw{u,kbc +i (01~ .‘"{u_]]—p{u}) .
[ 4 [

+ .Fv'(u - z)(1 - F(z)de)du =

=-i-w(0) J.[I B F(a}]du-&ij ‘..(l——F(:-:)) @'(u—z)dud= =
& 4

= %(p{ﬂ) J‘[l - F(u)]du+ ’% I[I - F(2))(@lt —z)— p(0)) .
] 0
Shunday qilib,
m1=¢(0)+§Iw(u—:)[hf(:)]d:, 4

tenglikka ega bo*lamiz
Lebegning monoton yaqinlashish hagidagi teoremasini (4) ga
tatbiq etsak (u—w),
o{x)=0(0) + () 5)

Kuchaytirilgan katta sonlar gonuniga asosan,
P[ﬁmﬂ” — 1;:]: i

v ‘

Xavfsizlik koeffitsiyenti musbat bo‘lganda (ya'ni ¢>iu),
oxirgi tenglikdan shunday xos ma’nodagi tasodifiy miqdor T
mavjud bo‘lishi (#(N <«x)=1) kelib chiqadiki, hamma ¢>7 uchun
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R(1)> 0 tengsizlik bajariladi. Moment T ga gadar (r <7) faqat chekl;
sonda sug‘urta to‘lovlari amalga oshishi mumkin ekanligidan
tasodifiy miqdor inf R(*) ning 1 ehtimollik bilan chekli bo‘lishi kelib
chigadi, ya'ni,
P(i&;za(:)m):l
i Bundan esa ¢(=)=1 ekanligini olamiz. Demak, (5) dan kelib
chigadiki,
l=(l—w(0))+éf,

ya'ni

w0

poy=2-_1_ {6)

¢ l+p
tenglik c> A bo‘lganda bajariladi.

Maxsus ravishda izoh berib o‘tamizki, (6) munosabat #(0)
ehtimollikning r tagsimotga nisbatan befargligini (turg‘unligini)
namoyish etadi, chunki o(0) faqat » ga, demak, pirovardida, faqat
#=EX, ga bog‘liq bo‘ladi xolos.

Endi quyidagi Laplas-Stiltes almashtirishlarini kiritamiz:

SG)= Ie_‘dF(z}, glu)= J‘e'“dqp(z), u>0,
U holda (4) va (6) lardan bevosita,

gy =12 1 gy 1=/E)
’ ’ [ cu
+ tenglikni olamiz. Oxirgidan esa,

T R S __;'E - l-—-% L ’ . )
_ c +p o
&) A-e) (l—f(u)]’ @
cu “‘Pk A

tenglik kelib chiqadi.
Munosabat (7) ni Pollachek-Xinchin formulasi deb atashadi.
Endi formal ravishda bog’ l1q51z va umumiy.

h(x) =—[1 F(x)], x>0,

z:lchhk funksiyasiga ega bo* lgan,
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il YO
asodifiy miqdorlarni ko‘ramiz. Bu zichlik funksiyasiga mos
keladigan tagsimot funksiyasini #(x) bilan belgilaymiz. Faraz
gilaylik, butun musbat qiymatni va v,.%,.... larga bog'liq bo‘lmagan

tasodifiy migdor A parametri p=I:'; bo‘lgan geometrik

tagsimotga ega bo‘lsin, ya'ni
M=n)=(1-p)p" =—F . n=0,12...
P(M=n)=(1-p)p Ty 0.1.2,
Endi,
Q = YI + .t YM‘
tenglik bilan aniglanadigan va geometrik tasodifiy yig“indi deb
ataladigan tasodifiy migdomi kiritaylik.
To'la ehtimollik formulasi yordamida
__2 N Hw -

HQ<“)-I+p 2+ oy (8)
tenglik o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin. Bu yerda
H*(x) belgi tagsimot funksiyasi 1(x) ning o0*z-0°zi bilan » karrali
kompozitsiyasini anglatadi, ya'ni

H™ ()= IH‘*'""(; —u)dH (u),

H*(x)= E,(x) nol nugtada joylashgan birlik tagsimot (£,(x)=0) agar
x<0, E(x)=1 agar x>0 bo‘lsa).

Qiyin bo‘lmagan mulohazalar va bo'laklab integrallash
yordamida #H(x) tagsimot funksiyasining Laplas-Stiltes almash-
tirishi

) - Je “dH(s) = J'f-iu—r‘tsnm'—ﬁi’, ©)
p Ju o
ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Bu holda (8) tagsimot funksiyasining (ya'ni tasodifiy migdor

© ning) Laplas-Stiltes almashtirishi
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_ D I )
glu)= I dP(Q <s) TpLaliepy

, PP L

_ P I d+p 1+ i
T l+p ]_ﬁfg_}ilﬂ{r(u) #: r('“-{“{ﬁ' (10)
[+p L+ p 1+p |

Bu tengliklarda (9) formula hisobga olindi. Endi (7) va (10)
munosabatlarning o°ng tomonlari teng ckanligiga e’tibor gilamiz.
Tagsimot funksiyalari va ularning Laplas-Stiltes almashtirishlari
orasida o‘zaro bir giymatli moslik mavjudligidan va izohlab
o‘tilgan munosabatdan

ﬂ‘k):P(Y-l’ +Y (U)_i";—; (}l{+:;:,

tenglikni hosil gilamiz va undan w(u)=1- w(u) ekanligini hisobga
olib, teoremadagi (1) tenglikning isbotini olamiz. Teorema 1 isbot
etildi.
Isbotlangan (1) munosabatni Beekman formulasi voki ((7) va

(10) tengliklarning o‘ng tomonlari bir xil ekanligini hisobga olib)
Pollachek-Xinchin-Beekman formulasi deb ataladi.

Misol 1. Faraz gilaylik, sug‘urta to‘lovlari x, lar eksponensial
tagsimotga ega bo‘Isin, ya'ni

Fix)=1-¢"* x20.

Bu holda klassik risk jarayoni Markov jarayoni bo‘ladi va (3)

tenglama

w'fu}=£@{u)—*'—l~ Itp(u—Z)e e 1 =~'£4v(ul——i— J.ﬁz)e g (11)
¢ cu ¢ cu
ko‘rinishida yoziladi.
Oxirgi (11) tenglikda differensiallash amalini o‘tkazib,
@ (u)=~ w{uH ;[ p(u) - @p'(u) - i}du}

i 1}
= A g L. 12
[‘ Jp=—r e, (12)

tenglamani olamiz.
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e e e e —————

Differensial tenglama (12) ning yechimi,

= — - .
Hu=c, czexp{ ﬂ(""P)} (13)

Agar p>0 bo'lsa,
= -
o)=L 9(0) =111,
tengliklar bajariladi. Bulardan foydalanib (13) quyidagicha yoza
olamiz:

_ b gmen)
plu)=1 l+pe !

Demak,

#(1+ p)
Endi “kasod bo‘lish” ehtimolligini (1) formula orqali
hisoblaymiz. Tagsimot funksiyasi /" (x) ning zichlik funksiyasi
= B g vm
(™Y@= 520
ekanligini tekshirib ko‘rish giyin bo‘lmaydi. Bu holda (1)

formulaga asosan,
V(Il)=l——p—|:l+ —H'.'(u)njl=
l+p

1 pu I
V(“)=l—":;ﬁp{' } (14)

(1+p,)

A fx”"s"’ "
T l4p Z(l+p) .'.u"(n ! ]

|-1+. e ( F ] ]
I+p[ ;,u(H-p)L u(1+p) " (n-1)

it mlale ks
: l+p[”;!mt+p)°"" w1+ p) ‘&] v | Mt p)

Oxirgi ifoda tabiiy ravishda (14) formula bilan ustma-ust
tushadi.

Pollachek-Xinchin-Beekman formulasi orqali “kasodlik™
ehtimolliklarini topish masalasi sug‘urta to‘lovining tagsimoti
ko‘rsatkichli tagsimot orqgali ifodalanadigan ko‘p hollarda, masalan
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bir nechta cksponensial taqsimotning “qorishmasi” bo‘lgan
gipereksponensial tipdagi tagsimotlar uchun yechiladi.

6.6. Beekman-Bauers empirik approksimatsiyasi

Quyidagi
Blw)= P(igg R(t) < ~u/inf ()< o)
belgilashni kiritamiz.
Kasodlik ehtimolligi w() uchun ¢>iux bo‘lganda o‘rinli
bo‘lgan ((6) ga qarang)

w{0)= I
+p

tenglikka asoslanib (g(u)=1-y(u))
B) - %@%—1—1 1+ pw)
yoki
1-B(u)
S 1+p
. munosabammg to‘g'ni ekanllglga ishonch hosil qilamiz.

Sodda mulohazalar yordamida, formal nuqtayi nazardan B)
funksiya qandaydir manfiy bo‘lmagan tasodifiy miqgdoming
tagsimot funksiyasi bo‘lishiga ishonamiz. Beckman tomonidan
taklif gilingan, Bauers tomonidan esa modifikatsiya qilingan
metodning asosini tagsimot funksiyasi 8() ni forma parametri «,
masshtab parametri , bo‘lgan gamma tagsimot I, (v) bilan
almashtirish tashkil giladi va bundz «,y parametrlar shunday
tanlanadiki, B va r_, () tagsimotiaming birinchi ikkita
momentlari ustma-ust tushadi. Faraz qilaylik x4, va &} - mos
ravishda B() tagsimotning matematik kutilmasi va dlspcI‘SlyaSl
bo‘lsin. Biz oldingidan -

== 'E:Xnﬂz:EX' }:3=EX3
belgilashlardan foydalanamiz.

Funksiya ¢(u)=1-w(u) ning Laplas-Stiltes almashtmshl g(®)
ni, tagsimot funksiyasi F(x) ning Laplas-Stiltes almashtirishi f(s)
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: ifoda etadigan Pollachek-Xinchin formulasini qo‘llab
w;dagt tengliklarni yoza olamiz:

J‘,,‘m“ gls)-1-Aulec _
Aptl ¢
L]
=cg(s)_ - P e
P fou b A g
I+p
Al +p)

l+p-—[l—~£'="—g+-"ff-z- +0(s’)}

o ﬂ:(' P)-’ i )(ﬂ; j__] +O)

2pu 20°4
va ulardan

_w(i+p) _ w(+p)( 20, ﬂ:(l-p)]
Hy = WOy = +

2pu 20u \34, 21-pu
tengliklar kelib chiqadi.

Bunda tagsimot funksiyasi 1", («) ning parametrlari o va »

My H
an L y==1

tengliklar bilan tanlanadi.
Parametrlari @ va g yuqoridagi formulalar orqali tanlangan
gamma-tagsimot funksiyasi r'__ () dan foydalanib,
1-T
W) =) = )
l+p

Beekman-Bauers approksimatsiyasini hosil qilamiz.

6.7. Xavfsizlik yuklamasining kichik giymatiaridagi
“kasodlik” ehtimolligi uchun taqribiy formulalar

Quyidagi
Ny
Rit)=ct- Y X,, k20
klassik risk jarayonini o‘rganishda davom etamiz. Bu yerda
e>0, N(r) - intensivligi 1>0 bo‘lgan Puasson jarayoni,
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XX,
umumiy Fi{x) ftagsimot funksiyasiga ega bo‘lgan bog‘ligsiz
tasodifiy migdorlar bo‘lib,

F(0)=0, EX,=EX,=_.=EX,= x>0
deb hisoblanadi. Bu tasodifiy migdorlar ketma-ketligi {Xl_,kall
tasodifiy jarayon ~(f) ga bogliq bo‘imaydi.

Oldingilarda  x,x,.. tasodifiy miqgdorlar sugturta
kompaniyasining sug‘urta to‘lovi migdorlarini ifodalaydi, M)
jarayon esa, gandaydir vagt : momeniga qadar {(demak, {o,]
oraligda) ro‘y bergan sug‘urta hodisalari sonini belgilaydi, c>0
o‘zgarmas son sug‘urta premiyasi jarayonining intensivligini
apglatadi. Qayd etib o‘tilganlardan kelib chigadiki, u+R(),u-
boshlangich kapital, + vaqt momentidagi sug'urta kompani-
yasining rezerv fondi miqdorini tashkil giladi.

Xavfsizlik yuklamasi (koeffitsiyenti) deb

migdorga aytiladi.

Sug‘urta kompaniyasining kasodlik ehtimolligi

y(u)=P(u+ R(t) <0} (vaqt ¢ ming biror giymatida)
= P{inf k() <-u) "
tenglik bilan aniqlanadi. '

Kelgusida hamma joyda 1>0 deb hlsoblaymlz Amaliy
faoliyat nuqtayi nazaridan, xavfsizlik yuklamasi 5 ni unchalik katta
bo‘lmagan son deb hisoblash magsadga muvofig bo‘ladi (chunki,
sug‘urta kompaniyasining taklif qtlgan xizmatlari mizojlar uchun
qizigarli bo‘lishi kerak). Aytib o‘tilganlarni nazarda tutsak,
xavfsizlikning kichik qiymatlarida (ya’ni p-0 bo‘lganda)
kasodlik ehtimolligi y (i) ni tahlil etish masalasiga kelamiz.

Teorema 1. Faraz etaylik, £x7 <« bo®Isin. Bu holda, p »¢ da

R 2pem ||
r(u) prxp{ P l}I—a(l)

limit munosabat o‘rinli bo‘ladi.

sSup
[TER]
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. Keltirilgan natijaning isbotida mashhur venger matematigi
i (1921-1972) teoremasidan foydalaniladi. Biz bu teoremani
widagi lemma ko'rinishida bayon etamiz.

Faraz qilaylik,

bo‘lmagan va bir xil tagsimlangan bog‘ligsiz tasodifiy
ar ketma-ketligi, N~ parametri 1-£(0<s <1)
P(N-k)=e(l-£)", k=12,..
petrik tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy migdor bo‘lsin.

ifiy miqdorlar v & &, birgalikda bog‘liq emas deb hisoblab,

Sy=&+.+8,
' 4 ihilig i kj_l‘itﬂ!lliz.
Agar a = E£, bo'lsa,
ES =0 s
m!:km to*g‘ri ekanligini tekshirib ko*rish giyin bo*Imaydi.
Quyidagi belgilashni kiritamiz:
F.(x)= P[g_'”: <x)= P(ea’'Sy <x).

Umuman aytganda, tasodifiy yig‘indilar s; larni «—o0 dagi
asimptotik xossalarini o ‘rganish giyin bo‘lgan matematik masalalar
qatoriga kiradi, chunki yig'indilar ¢ parametrga nisbatan “seriyalar
sxemasini” tashkil giladi.

Lemma. Tasodifiy miqdorlar

N {;, kz I}
yuqondagr shartlarni qanoatlantirsa,
‘n'uplF (x)-1+e I o1), e»>0.

| Teorema 1 ning isboti. Pollachek-Xinchin-Beeckman formu-
- lasiga asosan,
ylu)= P(l] +.4h, > u}
va bu yerda y,.v,... bog‘ligsiz, umumiy zichlik funksiyasi

1
—|1-F(x)}, x=0
Y- Feo),
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bo‘lgan tasodifiy miqdorlar, ar,- tasodifiy miqdorlar r, larga
bog‘lig bo‘lmagan,
( —n)—(l+ —, =012,
geometrik tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy migdorni belgilaydi.
Faraz qilaylik, ~,- tasodifiy miqdoriar v larga bog'liq
bo‘lmagan va

PN, =y=—FB— n=12,.
( P ”) (l + p)" B
tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy miqdor bo‘lsin.
Quyidagi tengliklar

ENp=t+p,
o)

(!+p)w(u}==P(}[ +ot Yy >u) (1)
oson isbot etiladi. )
Tenglik (1} ning o‘ng tomonidagi tagsimot fumksiyasiga

lemmani qo‘llasak (bunda €= l—f—p deb hisoblanadi),

. ~ _ ou _
I}E{'gfl(li—p)w(u) exp{ (l+p)E}IH L #4)
limit munosabatni olamiz. o
Bevosita hisoblashlar orgali I
e pa. 3
(k+DEX,’
tengliklarni hosil gilamiz. Xususiy holda,
EX}
EY, =
2p

ckanligiga e’tibor qilsak, (2) munosabat teorema 1 ni isbotlaydi.
Isbot etilgan teorema 1 dan klassik risk jarayonidagi kasodlik
ehtimolligi () uchun (xavfsizlik yuklamasi kichik bo‘lganda)
quyidagi taqribiy formulani olamiz:
U 2rpen
wiu} l+phxp{ ( }~ (4)

1+ pEX})
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Sug‘urta to‘lovlari x, tasodifiy migdorlarning tagsimoti #(x)

EX)= Ix‘dF(r} < (5)

Shartni ganoatlantirganda (4) tagribiy formulaning aniqlik
darajasini baholash mumkin.
Teorema 2. Agar (5) shart bajarilsa, )
1 _ 2ppm uEx; p
lv{u) L+p “p{ (1+ p)EX! Hg 3(Ex7) 1P
Bu teoremaning isboti ancha murakkab bo‘lib, unda tasodifiy
miqgdorlarni qo*shish nazariyasining keyingi yillardagi natijalaridan
foydalaniladi.
Keltirilgan 2-teoremaning to*la isboti [ 1] monografiyada bayon
: 'l'n gan‘

6.8. Klassik risk jarayonida kasodlik ehtimolligi uchun
empirik approksimatsiyalar

Bu bo‘limda kasodlik ehtimolligi w(x) uchun empirik approksi-
matsiyalash formulalari muhokama etiladi. Bu yaginlashish formu-
lalarini matematik statistika nuqtayi nazaridan qat’iy asoslangan
deb hisoblash mumkin bo‘lmasada, ular amaliy hisoblashlar
jarayonida muhim bo‘lib, yaxshi natijalarga olib keladi.

De Vilder empirik approksimatsiyasi.

Oldingi 6.5. punktda juda muhim bo‘lgan konkret klassik risk
jarayoni o‘rganilgan (misol.1). Unda sug‘urta to‘lovlari tagsimoti
sifatida

P(X, <x)=F(x)=1-¢"", x20.

Eksponensial (ko‘rsatkichli) tagsimot funksiyasi olingan. Bu

holda kasodlik ehtimolligi

I ow/ {1+ @)
y(u)y=—-—re"
1+ ’

ekanligi isbot etilgan. Bu formuladan kasodlik ehtimolligi o = ;7; -1

tenglikni hisobga olingan holda, uchta i,up parametrlar orqali
271



aniglanishi kelib chiqadi. Eslatib otamizki, bu yerda oddiy Puasson

jarayonining inmtensivligini, , esa xavfsizlik yuklamasin;

belgilaydi. De Vilderning kasodlik ehtimolligi uchun empirik

approksimatsiyalari (formulalari) Matematik statistikaning “o'rin

almashtirish” va “momentlar metodi” g*oyalariga asoslangan.
Aytaylik,

Niy
Rty =ct— Z X

=i

7

Sparre-Andersen risk jarayoni bo‘lib, uning intensivligi
A, EX = p va xavfsizlik yuklamasi p bo‘lsin.

Parametrlari A", 4",p° va sugiurta to‘lovining tagsimoti
eksponensial tagsimot funksiyasi bo‘lgan klassik risk jaravonini
R'(r) bilan belgilaylik. Demak, &°(/) jarayon uchun kasodlik
ehtimolligi

. 1 "u
w) =y (A 4. p ) =¥ )= g ﬂp{p.{i p.)}-
De Vilder 2*,4',p" parametriarni
ER (1) = ER(1), 15:[.'%’(:3]2 =E[ROY,
E[R1] = E[R@)]
tengliklar sistemasining yechimi sifatida aniqlashni taklif qilgan.

Quyidagi
= p=EX,, gy = EX{, p, = EX]
belgilashlardan foydalanamiz.
Murakkab Puasson tagsimotining xarakteristik funksiyasini
ifoda etadigan formuladan foydalanib, har qanday #< g uchun
log Ee** = t{ifc + A (Ee "™ ~1)} =

=r[i&:+i(l —i@:}-‘—‘gﬂ+f’—"g+o(a’)_ [}:
=:[:e(e+,1,.-)-5!§£ - ’-%9—‘ +o(&')]

tengliklarni yoza olamiz.
Estatib o*tamizki, agar
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f(0)=Ee* = J.c“'dF(x)

sodifiy miqdoming xarakteristik funksiyasi bo‘lsa,
’ Moy=res'. k=12,
o'rinli bo‘ladi. Bundan va yuqoridagi tengliklardan

ER(t) = (¢ ~ Au)t = phgat, E[RO] = Ap, 1 +(pigat)’,
E[RO] =~Aut +32°F pup, +(pAar)
atlarni hosil gilamiz. Bulardan i°,4° va p° parametriar

pap=p A u, apy=24" (1) Ay =62 (),
i qanmtlamirishi kelib chiqadi Demak

formulalar o°rinli bo*ladi. Endi “kasod bo*lishlik™ ehtimolligi
'{-) ning aniq ko'rinishini hisobga olib,
w0 =y (4, 0,0) =y (1,20, p" ) =¥ p (W),
- tagribiy munosabatlami olamiz.
Isbot etilgan taqribiy formula
i) =y, tu),
De Vilder approksimatsiyasi deb atalib, uning ko‘rinishi

B daci :
K 6 ppuys,u
YO e+ 20 ﬁp{ 3ﬂ3+2m}'
- taqribiy formula bilan aniglanadi.

6.9. Klassik risk jarayonida kasedlik ehtimolligi uchun
baholar. Lundberg tengsizligi

~ Kasodlik ehtimolligi uchun teorema 1 da keltirilgan Kramer-
Lundberg asimptotik  formulasini  “chtimollik  o‘Ichovini
almashtirish” (Kramer) metodini go‘llab aniglashtirish mumkin.
Bunda boshlang‘ich kapital U fiksirlangan giymatga ega deb
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hisoblanadi va shu maqsadda o‘tkazilgan mulohaza
Pollachek-Xinchin-Beekman formulasi asosiy ro‘l o*ynaydi.

Faraz gilaylik,

[ ST
tasodifiy miqdorlar manfiy bo‘lmagan qiymatlar qabul qilsin v,
ular bir xil ehtimollik tagsimotiga ega bo‘lsin. Har qanday 34
uchun
wWx)=min}{mé& + ..+ & 2 x}
belgilashni kiritamiz.
Parametri 1-s(0<¢<1) bo‘igan geometrik tagsimot bo‘yicha
tagsimlangan tasodifiy miqdorni ~¥ deb belgilaylik,
P(N=n)=£(l—e.‘)ﬂ, n-12,...
Tasodifiy migdorlar v.&.£,,... lami bog‘ligsiz deb hisoblab
P(x)=P(§ +..+&, <x)

belgilashni qo‘llaymiz.

Lemma 1. Tagsimot funksiyasi #(x) quyidagi tenglikni
qanoatlantiradi:

P(x)=1-E(1-£)™.
Isbot. Oson ko‘rinadiki,
(W) sk-1) va {&+..+ & > x)

hodisalar teng kuchli bo‘ladi. Shuning uchun ham to‘la ehtimollik
formulasi bo‘yicha

1-Px)= gZ(t -e) ' P+ H & > x)=
=£Z(l —e) " P(nx)<k-1)=

=sZ(l-s)"'iP(v(x)=j). (1

Munosabat (1) ning o‘ng tomonidagi musbat hadli qator
yaqinlashadi. Shuning uchun ham Fubini teoremasiga asosan bu
qatordagi yig-indilar tartibini almashtirish mumkin. Bu almash-
tirishni bajarib, teoremani isbotlaydigan quyidagi tengliklarni yoza
olamiz:
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1-P(x)= Z.ﬂ(vm = j)Zs(l— )=
10 A=l

L =) Pr= i)y = B Qo)™ @
' Endi sxematik ko*rinishda “ehtimollik o*lchovini almashtirish”
etodini eslatib o‘tamiz.

i o‘lnhovh (@.F) fazo, £:0 & - o'lchovli funksiya, R va O —
stimolliklar o‘lchoviari # da aniglangan, P11 -7 ehtimollik, @
ptimollikka nisbatan absolyut uzluksiz bo‘lsin. Ehtimolliklar R va
) ga mos keluvchi matematik kutilmalar £, va £, deb belgifansin.

 Odatdagidek, R o'lchovning 0 o‘lchovga nisbatan Radon-
.'L-;‘.'u dim hOSllaSlm

dr

—{w), w2

a0

bilan belgilaymiz. Standart variantda “ehtimollik o°lchovini
almashtirish™ amali quyidagi tengliklar bilan ifodalanadi:

, dpP dr
Ef= Jf(m)ﬁdm) - Jf u«:»)-d—Q—(ea)Q(dw)= Ep(f }5} (3)

Biz (3) munosabatning quyidagi anig variantidan

Faraz qilaylik,
| -
bog‘ligsiz va umumiy H(x) tagsimotga cga bo‘lgan tasodifiy
migdorlar, N- shu tasodifiy migdorlar ketma-ketligiga nisbatan
“to‘xtalish” momenti bo‘lsin. Har ganday »>1 uchun
filxsx,): R > R
- funksiyalar o‘Ichovli bo‘lsin. Quyidagi
Eyful§ibn)

- matematik kutilmalarni ko‘ramiz. Bu yerda matematik kutilmadagi

indeks N, tasodifiy migdorlar £ lar (i>1) umumiy M(x) tagsimotga
~ ©ga ekanligini anglatadi. Endi G(x) -boshqa tagsimot funksiyasi
- bo‘lib, N tagsimot G ga nisbatan absolyut uzluksiz bo‘lsin. Bu
holda (3) munosabat quyidagi
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Eyfy (gu :‘fﬁ) =£; [fn (gp ’§N) a’(:l) "D(;ﬁ )] (4)
ko‘rinishda bo‘ladi va bu yerda
ofx) = .
Yuqonda lemma 1 dan oldingi belgllaShlarga qo‘shimeha gilib
nx)=g +. 48y, —X

: tasodlf 1y miqdorni kirttamiz. Tasodifiy migdor
S, =&+..+&, nxl
“tiklanish” jarayonining chegara x dan yuqoriga “sakrash™ miqdori
bo‘ladi.
Faraz qilaylik, £.¢,,... tasodifty migdorlar umumiy tagsimot
funksiyasi H(x) Kramer shartini ganoatlantirsin (# ko‘rsatkich
bilan), ya’ni

[1 g) .'. ~dH (x) =1 . (5)
(Haqlqatanb;m agar s - AL R .
H(x)=—-I[I Pl e

deb-olsak, (5) munosabat Kramer sharti bilan ustma-ust tushadt)
Endi G(x) tagsimotni
Gldx)= (1 - €)e™ Hdx)
tenglik bilan aniglaymiz.
Kramer shartiga ((5) munosabat) asosan, G(x) tagsimot
funksiyasi £ tagsimotga teng kuchli (ekvwalent) bo¢ ladl va Rodon—
Nikodim hosilasi SR

Gﬂ(x)r—*(x)‘:i—“-
-

Lemma 2. Tasodlﬁy miqdorlar
&4 Srsreronres
ketma-kethigining wnumiy tagsimot funk51ya51 H(x) {5) Kramer

shartini ganoatlantirsin. Bu ho[da
{-P(0)=e™Ee ™™, x20.
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~ Isbot. Yuqoridagi (4) formulani (2) tenglikni hisobga olgan

fxx, )= (1= €Y

funksiyaga tatbiq etamiz:

! 1-P(x)= E,(] — gy =Eg[(| —E}""w(.ﬁl]---ﬁ’(g«n)]=
= Epcxp{- R({, +...+‘_E,m)} =g ME e ",

Lemma isbot etildi.

Endi lemma 2 ning yordami bilan klassik risk jarayonidagi
kasodlik ehtimolligining boshlang®ich kapital ¢/ning har ganday
giymatidagi ifodasini topamiz. Oldingidek
‘. IF -, .

bog'ligsiz va bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar, ularning
umumiy tagsimot funksiyasi

1
H(x)=— Y1-F(z)
(x) ”ﬁ (=)l

]

formula bilan aniglansin.
Har ganday x>0 uchun
M(xy=min{m¥, +..+¥,>x}
tasodifiy migdomi kiritamiz.

Teorema 1. Sug'rta to'lovlari x x,.. laming umumiy
tagsimot funksiyasi F(x) Kramer shartini rko‘rsatkich bilan
ganoatlantirsin. Bu holda har ganday « >0 uchun

wu)= c"'Eexp{—R(Y, oy~ u)}

Isbot. Pollachek-Xinchin-Beekman formulasi va lemma 1 ga
- asosan kasodlik ehtimolligi
wu)=1-"F(u)

ko‘rinishiga ega bo‘ladi. Bunda parametr s=ﬁe;,§=lf:. i21. Endi
lemma 2 ning qo*llash teoremaning isbotini beradi.
Ta'rif bo‘yicha
Rtu .ty ~u>l

bo‘lgani uchun teorema 1 dan quyidagi natija kelib chigadi.
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Natija 1. Faraz qilaylik, sug‘urta to‘loviari x,_ x,,. . laming
umumiy tagsimoti F(x) Kramer shartini r ko‘rsatkich bilan

ganoatlantirsin. Bu holda har qanday «> 0 uchun
pluyse ™. (6)
Oxirgi (6) munosabat Lundberg tengsizligi deb ataladi.

6.9.1. Kasodlik ehtimolligi uchun ikki tomonlama tengsizliklar
(Martingallar tatbiqi)

Quyidagi tasodifiy
Z(t) = exp{-R[R(r) + u]} (7)
funksiyani ko‘ramiz. Bu yerda R— Lundberg ko‘rsatkichi. Bu holda
har qanday s>0 uchun

E[Z(t+5)! Z(D)]=e “"""']Z(h) ~da g-Res o

xEcxp[R(X, .4 X,)] Z(1).
Demak, tasodifiy jarayon Z(r) martingal bo‘lar ekan. Aytaylik
r-kasodlik momenti, ya'ni
r=inf {t, R() <u}. (8)
Bir ehtimollik bilan, R(r) >, r -« bo‘lgani uchun (8) dan
E|Z(1), t <0]=Z(0)=e ™
tenglik kelib chigadi.
Boshga tomondan y(x)=P(r <=/ R(0)=0) va biz quyidagi
expi—Ru}
wi)= E[Z(z)/ r <] ©®)
tenglikni hosil gilamiz (teorema 1 bilan taqqoslang). Qayd qilib
o‘tamizki, tengsizlik Z(r)>1 bajarilgani uchun (9) dan Lundberg
tengsizligi (6) munosabatini olamiz. Munosabat (9) kasodlik
ehtimolligini  E[Z(1)/r<=] miqdor bilan bog‘laydi va bu
munosabatdan elementar hisoblashlar o‘tkazib
Ce™ <y(uy<Ce ™ (10)
ikki tomonlama bahoni olamiz. Bu yerda
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g-i;-jle"‘"(hf'(y})( Ie“dﬂza] }

y

c ﬂ.‘iup{e (- F( y))[ Ie“dﬂ:)] ]
Kasodlik ehtimolligi uchun quyi baholarni (6) munosabatdan
foydalanib isbot etish giyin bo‘Imaydi.
Oldin kintilgan

H(x}zl I(I—F(x))dr
p L]
belgini takroran qo‘llaymiz.
Teorema 2. Xavfsizlik yuklamasi , musbat son bo‘lsin. U
holda har ganday « >0 uchun

p+1-H(u) 1D
tengsizlik o‘rinli.
Isbot. Tagsimot funksiyasi #(x) ning zichlik funksiyast uchun
Mx)= i( 1-F(x))

belgilashni go‘llab, xavfsizlik yuklamasi , ning ta’rifidan
foydalanib (6) munosabatni
-H@ 4 [
e T Ivtn 2)h(z)dz (12)
ko‘rinishida yozamiz.
' z-0*zidan tushunarliki kasodlik ehtimolligi w(x) argument
bo‘yicha o*suvchi bo‘lmaydi, ya’ni 0<z <« bo‘lganda,
plu-z)zy(u).
Shuning uchun ham (12) dan
o )}1 H(w)  H@)
1+,o
Oxirgi tengsizlikni y(u) ga nisbatan yechib, teorema 2 ning
isbotini olamiz.

w(u).
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Ta’kidlab o‘tish kerak bo‘ladiki, teorema 2 ning tasdigi,
sug‘urta to‘lovi tagsimoti Kramer shartini bajarmagan holda ham
o‘rinli bo‘lib qolaveradi. Bundan tashgari (11) tengsizlikni,
sug'urta to'loviari tagsimoti subeksponensial gonunlar sinfiga
tegishli bo‘lganda yaxshilab bo*lmaydi.

Ta’rif 1. Tagsimot funksiyasi F(x) ni subeksponensial gonun-
lar sinfiga tegishli deyimiz, agar har qanday »>1 butun son uchun

1= F*(x)~n(l- F(x}), x> =»
asimptotik munosabat o*rinti bo'lsa.

Yugorida ko‘rgan edikki, agar sug‘urta fo‘lovi tagsimoti
Kramer shartini ganoatlantirsa, teorema 1 ga asosan kasodlik
ehtimolligi eksponensial asimptotik bahoga ega bo‘ladi. Agar
sug‘urta to‘lovi tagsimoti subeksponensial tipda bo‘lsa, quyidagi
teoremani isbot etish mumkin.

Teorema 3. Faraz qilaylik, sug‘urta to‘lovining tagsimot
funksiyasi 4() subeksponensial gonunlar sinfida tegishli bo‘lsin.
Bu holda

LI
w=1-H(u) p

Bu yerda oldingidek

Hix)= L] j‘{l— Fzydz, x> 0.
7

6.10. Chekli vaqt davomidagi kasodlik ehtimolligi

Eslatib o‘tamizki, R() klassik risk jarayoni bo‘lsa, uning uchun
kasodlik ehtimolligi (cheksiz vaqt oralig‘ida)
w(u)=Plu+ R(1)<0 biror (> 0uchun)= P(l'l’lj R(r) < —H)
tenglik bilan aniqlanadi va bu ehtimollik Pollachek-Xinchin-
Beekman tipidagi formulalar bilan ifodalanadi.
Quyidagi
w(ut)= P(g:[f R(r)< -u)

280



ehtimollikni R() jarayonning chekli [0./] oraligda “kasod bolish”

ehtimolligi deb atash tabily bo‘ladi. Bu ehtimollik uchun

Pollachek-Xinchin-Beekman tipidagi formulalar o*rinli bo*lmaydi

~wva ular uchun ma’'noga ega bo‘lgan munosabatlar tagribiy

xarakterda bo‘ladi. Bu munosabatlardan ba’zilarini keltiramiz.
Yugorida Lundberg ko‘rsatkichi &

’% J.e" [1- F(x)]dx =1

tenglamaning yechimi ko‘rinishida kiritilgan va unda

K(r)= J.e"dF(z) ot |

funksiya aniqlangan edi.

Vagqtga bog‘liq bo‘lgan Lundberg temngsizligi
Ma’lumki,

R(:)=s..;u{r

tenglik bilan aniqlangan r, miqdomi ¢ vaqtga bog‘liq bo‘lgan
Lundberg ko‘rsatkichi deb ataladi. Xarakteristika R¢) ni hisobga
olgan holda,

_I[M(r)+r)}

b
i
f
b
l
.l

wln<se™
vaqiga bog‘lig bo‘lgan Lundberg tengsizligi deb ataluvchi
munosabatni isbot etish mumkin ([1]).

6.11. Ehtimollik y («.) uchun asimptotik approksimatsiyalar

Aytib o‘tilganidek, y(w.r) ehtimollik uchun mavjud muno-
sabatlarning ko‘pchiligi asimptotik xarakterda bo‘ladi. Bularning
orasida diffuzion approksimatsiyaga asoslangan Segerdal formulasi
muhim hisoblanadi.

Quyidagi
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el MKW
OAK(R) - T (AK(R)-<)
belgilashlarni kiritamiz.
Kramer-Lundberg teoremasidagi o'zgarmas sonni C bilan
belgilaymiz:

. pu
=—r—eore——= %
KR)-cia %

Segerdal (1978), v -, -« shunday o‘zgarsaki, {1 —wy, )u™"
chekli migdor bo‘lsa,

(-, | -m
ut)~CD v |
wilu1) {*j&:‘] (1)

asimptotik formula o‘rinli bo‘lishini isbotlagan. Bu yerda,
odatdigidek, a(x)- standart normal tagsimotni belgilaydi. Muno-
sabat (1) dan ko‘rinadiki, kasodlik momenti ¢ =7, ning 7, <« sharti
bilan olingan shartli ehtimolligi, v 5=, -« shunday o‘zgarib,
(t-w,)u ™ chekli miqdor bo‘lsa, o‘rta giymati uy, va dispersiyasi
uu, bo‘lgan normal tagsimotga yaqinlashadi. Bundan xususiy
holda, ya'ni « ning katta qiymatlarida (uy,-zﬁ, uy, +2 uu.) vaqt
oralig‘ida “kasod bo‘lishlik™ 0,95 ehtimollik bilan ro‘y berishi kelib
chigadi.

Sug‘urta kompaniyasining kasodlik ehtimolliklarini o‘rganish
masalalarida diffuzion approksimatsiyaning go‘llanishi — klassik
risk jarayonining trayektoriyalari masshtablarini mos ravishda
o0‘zgartirib, ularni Viner jarayonining trayektoriyalari bilan almash-
tirish mumkinligini anglatadi. Diffuzion approksimatsiyadan
foydalanib

wlnOul=a "+ s —u+ phyl o 2p_zlyu
i’ + %) ;;M(p’+c’} JA{# +07)
tagribiy formulaning o‘rinli bo‘lishini isbot etish mumkin.
Bu approksimatsiyaning amaliy hisoblashlarda go‘llanishini
ta’minlaydigan shartlar [4] monografiyada keltirilgan.
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6.12. Boshlang‘ich kapital katta bo‘lganda kasodlik
chtimolligi uchun asimptotik formula.
Kramer-Lundberg teoremasi

Ta’rif 1. Tagsimot funksiya F(x) Kramer-Lundberg shartini
ganoatlantiradi deyiladi, agar shunday musbat & son mavjud
bo‘lib,

j—_Ie‘(l—F(x))aﬁ =1 (1

tenglik bajarilsa. Bunda & Lundberg ko‘rsatkichi (yoki
koefTitsiyenti) deb ataladi.
Har ganday >0 uchun

K(r)= Ie"d}-‘(x]—l
belgilashni kiritamiz.
Bu punkt davomida c>ix tengsizlik bajarilgan deb
hisoblaymiz, ya’ni xavfsizlik yuklamasi p>0.

Teorema 1. Sug‘urta to‘lovlari tagsimoti F(x) Kramer-
Lundberg shartini ganoatlantirsin va shunday r >0 musbat son
mavjud bo‘lib,

K(r)Tew, rT "
limit munosabat bajarilsin. Bu holda

- o
Emeo(x) = K(R)—c/A

Isbot. 6.3. punktdag: (4), (6) tengliklardan

| =—y(u)= l-—{_ﬁ-i-% Jil—v{u—:)l\-ﬂ:)]d::
0

=1- %[g - ][1 - F(2))d= + ];(::—- 1= F{:}]J.

Ya’'ni quyidagi
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4 plw)="= _[[1 F(")]d:+—j.w(ﬂ-')[l F@le  (2)

.taqsmat ﬁltslyam F Kramer shartini qanoatlantlrgam uchun
——e”’ f1- £(x)]

hlror bxr chtlmolhk taqsxmotlmng zichlik funksiyasi bo‘ladi.
Tenglik (2) ning har 1kki tomonini ¢* ga ko‘paytirib

e w(«)=—-—_[[1 F(s )]m—j‘“" -t l-FERlE ()

tenglamani hosil qllam1z. Bu tenglama “tiklanish” jarayonlarida
muhim rol o*ynaydi. Mashhur “tiklanish teoremasiga™ asosan,

lime™v)=2. | @
Bu yerda t
“‘%Tﬁ”mli—ﬂz)}bﬂ._ T ©
.:1:%-]' ®[1-F))d. - (6)
1 It

Kramer shartidan va k() funksiyani aniglaydigan tenglikdan
e Trneroie =t brare -t | KB
i Ie i~ F(2))dz R[ Ie dF (z) 1] N

/] 1]

munosabatlar kelib chiqadi. Shunday qlllb Lundberg
koeffitsiyenti r _ _ -
k=L 3 m
tenglamaning musbat yechimi bo‘ladi. Bu yechimning mavjudligi
teoremadagi K(r) funksiyaning -7, da cheksiz o‘sib borishi
shartidan kelib chiqadi.

O‘zgarmas sonlar ¢, va ¢, uchun ancha sodda bo‘lgan
ifodalarni topamiz. Quyidagi tengliklarni yoza olamiz:
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C= f- Ie‘ I(l = F(z))d=du =

2 ool s 2 [ p-pele-
e Jil F(-)]d:+cR Ig [1-F(z)]a==
L] o

.
SO S . ’
R R(+p) ®)

Unda qiyin bo‘lmagan mulohazalar yordamida

y R
K'(R)= I:r"dF{:), I;ekd: . '?[, - %]

munosabatlar o°rinli ekanligini tekshirib ko‘rish mumkin va ularga
asoslanib,

c =2 I:e‘*[l - F(z)]d==
<
o

Al o
=:§[3*ﬁ~‘ﬂ" “”‘=>]=
]
_ A _I_ _K(R]-l-l L A _c)_
_cR[Rm'(R) = J E(xm) A]_

¢ c
_ J.ﬂ[KTR —1] i [KTR)— E-I
cRu (14 p)Ru ’

A

(&)

tengliklarni hosil gilamiz.

Endi (8) va (9) larni (4) tenglikka qo'yib teoremaning isbotini
olamiz.

Isbot etilgan teoremadan boshlang’ich kapital v ning katta
qiymatlarida
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L™
wiu) K(R)—</ 4 s (10)

tagribiy formulaning o“rinli ekantigi kelib chigadi. Munosabat (10)
Kramer-Lundberg approksimatsiyasi deb ataladi.

Kramer-Lundberg shartining bajarilishi  uchun  sug‘urta
. to‘lovlari tagsimotining eksponensial momentlari

o Eexp(rX,)= Ie’”dF(x)-cm,
: :

gandaydir y>0 uchun mavjudligi zaruriy shart (lekin umuman
aytganda, yetarhi emas) bo‘ladi. Bu tasdigni isbotlaydigan
misollarning ko‘pini keltinish mumkin.



VII BOB. PARAMETRIK BAHOLASH VA QAYTA
SUG‘URTALASH MASALALARI

7.1. Statistik baholar nazariyasi elementlari

Sug‘urta to‘lovi tagsimotining ko‘rinishi ma’lum, lekin uning
tarkibidagi parametrlar noma’lum bo‘lganda, ulami berilgan
tanlanmaga mos qilib baholash, sug‘urta faoliyatining mukam-
malroq bo‘lishiga xizmat qiladi.

Parametrik baholash masalalariga o‘tishdan oldin, umumiy
statistik baholash nazariyasining asosiy tushunchalarini va me-
todlarini eslatib o‘tamiz. Oldingidek, x.....x, — tasodifiy migdor x
ning n ta realizatsiyalaridan iborat tanlanma bo‘lsin. Faraz
gilamizki, bu tasodifiy migdoming tagsimoti, unga kiruvchi
noma’lum parametr ¢ anigligida ma’lum bo‘lsin (parametr
0=(6,...6,) ko'p o'lchovli bo‘lishi mumkin). Tasodifty migdor x
ning tagsimot funksiyasini F(x,0) deb belgilaymiz.

Demak,

F(x,0)=P(X <x)=Fg(X <x), xeR
bo‘lib, oxirgi tenglikda p ehtimollik # parametrga bog‘liq bo‘ladi
(P =py). Tasodifiy miqdor x absolyut uzluksiz bo‘lganda, f(x,0)
simvol bilan ehtimollik zichlik funksiyasini belgilaymiz, Eslatib
o‘tamizki, f(x,0) shunday funksiya bo‘ladiki, har qanday xeR
uchun

Fx0)= [ f(u0)du.

Tasodifiy migdor x diskret bo‘lganda, f(x,#) simvol bilan
uning ehtimollik tagsimotini belgilaymiz:

P(X =x)= f(x,0), x=0,1,....n,...

Parametr ¢ ning baholash deganda, tanlanma x=(x,,....x,) ning
funksiyasi tushuniladi (bu funksiya parametr ¢ ning qiymatlari
to‘plamida o*zgaradi).
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Hamma tanlanma x ning funksiyalaridan shunday
O =0(xy,....,x5)
funksiyani tanlab olish ma’qul bo*ladiki, uning uchun
a(xy,.... %, )= 0
munosabat bajarilsin. Bu yerda ~ simvolning ma’nosi quyidagi
ta’riflarda aniqlashtiriladi:
1) funksiya 6 =d(x;,...,x,) siljimas baho deyiladi, agar
Egé(xl ..... Xp)=80 (1)
tenglik bajarilsa (bu yerda matematik kutilma belgisiga indeks # ni
kiritilgani x,,..., x, tasodifiy migdoriarning har birining tagsimoti ¢
parametrga bog‘lig ekanligiga ishora giladi). Bahoning siljimaslik
Xossasi &(x,...x,) bahoning har xil tanlanmalar bo‘yicha
hisoblangan giymatlari ¢ parametrning haqigiy giymati atrofida
quyuglashib borishini anglatadi.

2) funksiya =4(x,..,x,) parametr ¢ uchun ma’'noli baho
deyiladi, agar ixtiyoriy >0 uchun
nlir’nwf’g(]ﬂ-(xl,...,x,,)—al‘c s)zl 2)

munosabat bajarilsa. Siljimas babolar uchun, ulaming ma’noli
bo‘lish xossasi
{0(xy,..xp) n 21}

tasodifty miqdorlar ketma-ketligi uchun katta sonlar qonuni o‘rinli
ekanligini ko‘rsatadi. Bu esa tanlanmaning hajmi o‘sib borishi
bilan, ¢ ni # orqali baholash aniqligi oshishini bildiradi.

Umuman, statistik bahoning aniqligi risk funksiyalari bilan
xarakterlanadi. Odatda

so(é)=£5(é(xl,..,,x,,)—f))2
kvadratik risk funksiyasidan foydalaniladi. Agar é(x,..,x,) baho
siljimaslik xossasiga ega bo'lsa,
Sp(@)= DO(xq.....x,)
tenglik o'rinli bo‘ladi va uni riski kichik bo‘lgan baholar
ustuvorroq deb tushunish mumkin. Tanlanma hajmi » fiksirlangan
chekli son bo‘lganda, trivial bo‘lmagan baholarning kvadratik risk
funksiyasi quyidan bitta migdor bilan chegaralangan bo‘ladi (Rao-
Kramer tengsizligi).
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3) funksiya @(x,....,x,) optimal baho deyiladi, agar boshqa har

ganday &(x;.....x,) baho uchun
Sp(0)=5p(0)

tengsizlik # parametrning har ganday giymatlarida o‘rinli bo‘lsa.

Statistik  baholar qurishda, ya'ni tanlanmadan olingan
funksiyalarni topishda “momentlar metodidan™ foydalaniladi. Bu
metodni sharhlab o'tamiz. Faraz gilaylik, parametr g=¢g,.....9,)
o‘lchovi r bo‘lgan vektor bo‘lsin. Tagsimot F(x,d) parametr ¢ ga
bog‘lig bo*lgani uchun £,X* tasodifiy migdor ¥ ning k-chi tartibli
momentlari ham @ ga bog‘liq bo*ladi. Quyidagi

1 (6....8,) = EgX* k21

belgilashni kiritamiz. Empirik momentlar deb

Yk o)

ifodalarga aytiladi.

Momentlar metodining ma’nosi nazariy momentlar 4, (6,....4,)

larni empirik momentlariga tenglashtirib

14(6.n0,) = %{xf otk ) k=12r (3)
tenglamalar sistemasini tashkil etishdan iborat bo‘ladi.
Tenglamalar sistemasi (3) ni 4;.....4, larga nisbatan yechib

(X110 Xp) = O (X Op (%), X =(X750mns Xp)
vektor bahoni hosil gilamiz. Bu baholar ma’noli bo‘ladi.

Tasodifiy migdor x wuzluksiz tipda bo‘lib, uning zichlik
funksiyasi f(x.,#) bo'lgan holda (x,,...x,) tanlanmaning zichlik
funksiyasi

L(Xq e X 0) = ﬁf(xj.e)
j=1
tenglik bilan aniglanadi. Bu 1(..8) funksiya “hagigatga
o*xshashlik™ funksiyasi deb ataladi.

Statistik baholar nazariyasida ko*p go‘llaniladigan “maksimal
hagigatga o‘xshashlik™ metodining asosida hagiqatga o*xshashlik
funksivasi L(x....x,.¢) ning maksimal (eng katta) qiymatini ta’min
etadigan @ =6"(x,,....x,) funksiyani topish yotadi, ya’ni
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it gl T #Y L
L(x]_ ,,,,, Img ]:max nf(l'j,g)
8 =1

tenglikni ganoatlantiradigan 6°(...) funksiyani topish kerak bo‘ladi.

Bunday usul bilan topilgan statistik baho " — maksimal haqiqatga
o‘xshashlik baho deb ataladi.

' Bu bahoni mohiyatini x tasodifiy migdor diskret tipda bo‘lgan

holda namoyish etish qulay bo‘ladi. Bunda funksiva L(y,....x,.0)

tajribada aynan x;,...x, giymatiar kuzatlishi ehtimoiligini ifoda

qiladi.

Intuittv ravishda tushunarliki, ehtimolliklari katta bo‘lgan
hodisalar, golganlariga qaraganda ko‘proq ro‘y beradi. Shu sababli
quyidagi xulosaga kelish mumkin: agar x,..x, tanlanmaning
tarkibi bizga ma’lum bo‘lsa, uni ro‘yobga chigargan hodisaning
ehtimolligi katta ekanligi asosli bo‘ladi. Avtilganlardan kelib
chigadiki, L(xi,..,x,.8) hagiqatga o‘xshashlik funksiyani maksimal-
lashtiradigan (kattalashtiradigan) parametr ¢ ning qiymatlarini
topish magsadga muvofiq bo‘ladi. O‘z navbatida, bu qiymatlar

Bl x50 0 X, 0) -0
. 26
tenglamaning yechimlari bo‘ladi. Demak, maksimal hagiqatga
o‘xshashlik baho #=6"(..) oxirgi tenglamaning yechimi bo‘ladi.

7.2. Sug‘urta faoliyatida ko‘p go‘Haniladigan diskret
taqsimotlar va ularning parametrlarini baholari

Binomial tagsimot. Agar sug‘urta riski X tasodifiy miqdor
diskret tipda bo‘lib, uning qabul giladigan giymatlari '

ketma-ketlikni tashkil etsa,

Fla@=Fy(X=x}=P(X =x,8), x=x1, x3,...
ehtimolliklar, x tasodifiy miqdor taqsimotining chastota
funksiyalari deb ataladi.

Chastota funksiyasi

F(x,8)=f(x,0m p)) = Crp™(1— p)" ™", x=0,L,...m
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bo‘lgan tagsimot-binomial tagsimot deb ataladi. Bu tagsimotning
pm'amctrlari:
me{l.2...n,..}. pe(0,1).

Agar x diskret tasodifiy miqdor, parametrlari m va p bo‘lgan

binomial 1agsimotga ega bo’lsa,
EX =mp, DX =mp(1- p), EX® = mp(1 - pX1-2p).

Parametrlari m va p bo‘lgan binomial tagsimotni bog*ligsiz m
ta Bernulli tajribalarida ehtimolligi p=P(4) bo‘lgan hodisaning
ro‘y berishiari sonini ifodalaydigan tasodifty migdoming tagsimoti
deb gabul gilish mumkin. Agar 6=(m.p) deb gabul qilsak, ya'ni
ikkala parametrlar ham noma’lum bo‘lsa, momentlar metodi
yordamida

f?i':n-!(.rl,...,x")-—-[-__._
baholarni olish mumkin. Bu yerda

_ 18

x:.;jz_:lxj, 52——-———2(),—;')

va [a] simvol esa, haqiqiy son a ning butun gismini anglatadi.
Agar 6=p bo°lsa, ya'ni fagat parametr p noma’lum bo‘lsa,
maksimal hagigatga o*xshashlik metodi orgali
P Plne) =

bahoni topish mumkin. Bu holda hagigatga o*xshashlik funksiyasi
uchun

n _n
L(x.p)=11/;.p)=p" - p)" ™[ ]CH
##= i=1
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu i{x,p) funksiyani p bo'yicha
maksimallashtirish
max log L(x, p)
Depel
giymatni topish masalasi bilan teng kuchli bo‘lgani uchun,
hagigatga o*xshashlik tenglamasini
dlog L(x, p) £0
op
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ko‘rinishda yozish mumkin.
Endi
n
log L(x, p)=rilog p + (m— nx)log(1 - p)+ 3 log Gy
i=1
tenglikni hisobga olgan holda, oxirgi tenglamani
. =
logL(x.p) _rx P
p P 1-p
ko‘rinishga keltiramiz. Bu tenglamani yechimi

= B
Jres gy

maksimal hagigatga o*xshash bo‘lgan statistik baho bo‘ladi. Oson
tekshirib ko‘rish mumkinki, == noma’lum parametr p uchun
™

optimal baho ham bo‘ladi.

Manfiy binomial tagsimet. Chastota funksiyasi

Ja®=Crl p"a-p,  x=12..
bo‘lgan tagsimot - manfiy binomial tagsimot deb ataladi. Bu
tagsimotning parametri 8= (m, p):
me{l2..},0<p<l.

Manfiy binomial tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy migdor x

uchun

3

Ex =00 py M-p) pys _mi-pX2-p)
n F P

Parametrlari m va p bo‘lgan manfiy binomial tagsimotga ega

tasodifiy migdomni
X=X+1

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lib, bu yerda ¥ tasodifiy migdor
ehtimolligi p = P(4) bo*lgan biror 4 hodisaning bog'ligsiz tajribalar
ketma-ketligidagi bu hodisaning ro’y bermagan m- chi tajribagacha
ro‘y berishlar sonini ifoda etadi.

Agar #-(m,p) bo‘lsa, ya'ni ikkala parametrlar noma’lum
bo‘lsa, m va p uchun momentlar metodi orqali topilgan baholari

: 2 ] -
"= Es(x)zl—;lll } p=1- ’—;-1- (6)

s -x+1 3
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"ko-rinishda bo‘ladi.
Agar 6=p bo'lsa, ya’ni faqat p parametr noma’lum bo‘lsa,
p=px)=— (7)

X+m—-
n

ifoda p uchun optimal baho bo‘ladi.
Ba’zi bollarda manfiy binomial tagsimot sifatida chastota
funksiyasi

S8 =Cope (P"0-p), x=0,12... (8
yoki chastota funksiyasi
[ =Cr 1"~ Y™, x=mm+1,.. )
bo‘lgan tagsimot tushuniladi.

Formulalar (6) va (7) bilan berilgan baholardan bu ikki holda
foydalanish mumkin bo‘lmaydi. Keltirilgan formulalardan (baho-
lardan) foydalanish mumkin bo‘lishi uchun x=(x,...x,) tanlanma-
ning elementlarini quyidagicha almashtirish kerak bo‘ladi: (8)
holda x tanlanmaning har bir elementiga 1 ni go*shib (x; +1, .. x, +1)
tanlanmaga, (9) holda esa, x tanlanmaning har bir elementini m—1
ga kamaytirib, (x; - m+1,....x, - m+ 1) tanlanmaga o‘tish kerak bo‘ladi.

Geometrik taqsimot. Chastota funksiyasi

fGp)=p1-p)* 7, x=12..
bo‘lib, parametr pe(0,1).
Agar tasodifiy miqdor ¥ geometrik tagsimotga ega bo‘Isa,
Ex=1"P py.1=p px3_(-pX2-p)
P P r
bo‘ladi. Geometrik tagsimot manfiy binomial tagsimotning
parametri m=1 qiymatidagi xususiy holi bo*ladi.

Parametr p ning optimal siljimas statistik bahosi

1
1 —

p o ;'(-t) = ______ﬂ_l‘

X+1-
n

ko‘rinishda bo‘ladi.
Puasson tagsimoti. Chastota funksiyasi



x
fx,A)= j'—re*", x=0,12,..
XL

formula bilan aniglanadi. Parametr 2 (0, ).
Agar tasodifiy migdor x Puasson tagsimotga ega bo‘lsa,
EX=DX=2A4
bo‘ladi. Alohida qayd qilib o‘tamizki, oxirgi tengliklar Puasson
tagsimot uchun xarakteristik belgi (kriteriya) bo‘lib xizmat qiladi.
Parametr A uchun
A=x)=X
funksiya optimal statistik baho bo‘ladi.

7.3. Sug‘urta to‘lovi migdoerining ko‘p qo*llaniladigan
uzluksiz tipdagi tagsimotlari va ularning parametrlarmi
baholari B T

Tekis tagsimot. Zichlik funksiyasi - R -
_f(.‘l.‘ 9):.,1_1 ([a,b]) IER

* formula bilan aniglanadi, parametr —w<achem,
Agar ¥ tasodifty miqdor parametrlari « va 5 bo’ Igan telr_is
faqgsimotga ega bo* lsa,
+1 +1
AP G ay ,EX":ik——'f‘k——,k:m,...
2 12 (k+1)b—a)
bo‘ladi. Agar @=(ab) bo‘lsa, ya'ni ikkala parametrlar ham

noma’jum bo‘lsa, a va » lammg optimal siljimas statistik baholari

EX =

IRV RIS a(.x)~-—-—-nnun x;— ma.xxj
! _ a-=11 1sjsn 1£j<n

_ n=1] 1gjen ©  Igj<n _ .
bo‘lati. Agar a=0 va 9=5 bo‘lsa, parametr & ning optimal bahosi

5=f:'():)-—--‘1“‘--—1 max x
n 1<j<n

5 Il(x)-_l__(:nma_xx] min x}}

funksiya ko‘rinishida aniglanadi.

Gamma — taqsimot. Mos keluvchi zichlik funksiyasi
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[0, . agar x <0 bo'lsa

|
{x,80)= a
4 1)—1 —x*1e* agar x>0 bolsa.
I'a)

Bu yerda I'(«)-Eyleming Gamma funksiyasi

Lt

MNa)= jx“ L% .
U -
Parametriar: 4>0 (masshtab parametri), «>0 (forma
tri).
Agar tasodifiy miqdor x parametrlari & va 2 bo‘lgan Gamma-
tagsimotga ega bo‘lsa,

Ex=2,px=5, Ex*= a(a+l).La+k-1)
A A

. k=12_.

bo‘ladi. Agar #=(a,2), ya'ni ikkala parametrlar ham noma’lum

bo‘lsa, momentlar metodi baholari
- —
@ = da(x) :—'E:;. A=A(x)= —%,
A

32
ko‘rinishda bo*ladi.

Agar 6=4,ya'ni fagat 2 parametr noma’lum bo‘lsa, optimal
siljimas baho

A=A(x)=—N
X

formula orqali topiladi.

Ko‘rsatkichli (eksponensial) tagsimot. Mos keluvchi zichlik
funksiyasi
agar x <(J bo'lsa

0,

daa {).e"i‘. agar x>0 bolsa.

Parametr: i>0.

Ko‘rsatkichli taqsimot Gamma -~ tagsimotning a=1
giymatidagi xususiy holi bo‘ladi.

Agar x tasodifiy miqdor parametri i bo‘lgan ko‘rsatkichli
tagsimotga ega bo*lsa,

f;\';%, px =, ext =K poya

'{d- ik
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bo‘ladi.
Parametr 4 uchun optimal siljimas statistik baho

C A= A(x)=—B
. X

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Erlang tagsimoti. Mog keluvchi zichlik funksiyasi . .
agar x <0 bo'lsa e }
. dnaths (,um) meloume  oorx>0bolsa
o : {m— 1): sk
Parametriar: forma parametri m<{12,...}, masshtab parametn
p>=0.
Erlang tagsimoti Gamma - taqsimoming parametrlari
a=m, A= um qiymailariga teng bo‘igandagi xususiy holi bo‘ladi. .
Agar tasodifiy miqdor x Erlang tagsimotiga ega bo‘lsa (m va
# parametriar bilan),

E‘Yz—l_-’ DX:—-];-z—’ Exk=_g£f_:£_ﬂ'2}?’ k=1,2,.-.
# my {m — L) (mu)
tengliklar bajariladi.

Agar 8=(m,p), ya'ni ikkala parametrlar ham noma’lum bo‘lsa,
momenilar metodi baholari

2
m= [ 2 ]+L H=Z
ko‘rinishda bo‘ladi.
Agar 9=y, ya’ni fagat » parametr noma’lum bo‘lsa, Optlmﬂl
siljimas baho 4 uchun

>

Hla—-

K \.f'.:‘f::.

-

m——

Ji = Ji(x) =t
X

funksiya bilan aniqlanadi.

T
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Gipereksponensial tagsimot. Mos keluvchi zichlik funksiyasi
J(} agar x <0 bo'lsa
fix.8)=

[ Z P}Jlit’ e . Aagar x 20 bo'lsa.

Parametrlar: me{1,2,..} va

p-—-(pl Pn) Prtetpg=L k=12,..m 4 =(.11....)1m},
>0, k=12 .m.

Zichlik ﬂmkswam f(x, 8) ning ko*rinishidan ma’lum bo ladiki,
gipercksponensial tagsimot chekli sondagi eksponensial tagsimot-
laming p=(p,..p,) ehtimolliklar bilan “qorishmasidan™ tashkil
topadi.

Agar tasodifiy migdor x gipercksponensial tagsimotiga ega
bo‘lsa,

2
Ex* —_t!_z%. DX =2 f—é——[i ?]
] =175 L=
formulalar o°rinli ekanligiga ishonch hosil gilish giyvin bo‘Imaydi.
Gipereksponensial taqsimot parametrlari statistik baholari
uchun aniq ko‘rinishdagi formulalar topib bo‘lmaydi. Lekin
amaliyotda ¢ =(m, p. ) parametrlarning statistik baholari hagiqatga
o*xshashlik funksiyasi

"
L(x,0)=[1f(x;.0)
-1

ifodaning sonli maksimallashtirish usuli yordamida yetarli
darajadagi aniglik bilan hisoblash mumkin.
Veybull tagsimoti. Mos keluvchi zichlik funksiyasi
0, agar x <0 bo'lsa

1(x,0)= a1 At

Aax , agar x>0 bolsa.
Parametrlar: A>0 (masshtab parametri), a«>0 (forma
parametri).
Agar tasodifiy migdor ¥ parametriari i va « bo‘lgan Veybull
tagsimotiga ega bo‘lsa,
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werfie) meessla2) 20}

L

Ex* = *’“r{ z- +1 ] k=12,...

formulalar o*rinli bo*ladi.

Veybull tagsimoti « =1 bo‘lganda, ko*rsatkichli (eksponensial)
tagsimotga aylanadi.

Parametr « ning statistik bahosi (B.}O. Kopones, B.E. beunnr,
C.51. llopren MaremaTidecKne OCHOBA Teopuu pucka, 2011, 496

B Fs_f(“i]*’r[“iJ"(‘+,1J+2[:/[1+$J]3
o2 o)

tenglamani yechimi ko'rinishida topiladi Bu yerda

7a= ra(x)—m;;E(‘; X

. tagsimotning asimmetriya tanlanma koeffitsiyenti.
Parametr « ning giymatlari ma’lum bo‘lganda va na>1
tengsizlik bajarilganda, 2 parametming siljimas optimal bahosi

W sk i }:x,

F(n— ] ] [T

formulalar bilan aniqlanadi.

Ko*pchlik mualliflarning fikricha, Veybull tagsimoti, Gamma-
tagsimot bilan bir gatorda sug‘urta to‘lovlari uchun eng qulay
tagsimot modellaridan biri hisoblanadi.

Lognormal tagsimoti. Mos zichlik funksiyasi
0, agar x <0 bo'lsa

f(X,ei_ _‘[_‘__ { L_‘t_L}, aga_r_:‘»ﬂ bo'lsa.

A=A(x)=

ov2nx
Parametrlar: >0 (masshtab parametri). -«<m<w (forma
parametri).
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Agar tasodifiv miqdor x parametrlari ¢ va m bo‘lgan
lognormal tagsimotga ega bo'lsa,

2 2 2
EX = exp{ f’? + m}, DX =% ¥2m [e“ - 1],
K22 |

9

Exk -exp{ l».kmf.kzl,?.,...

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu tasodifiy miqdoming ‘sug‘urtaviy
ko‘rinishi juda ham aniq: agar y tasodifiy miqdor parametrlari m
va o bo‘lgan normal tagsimotga ega bo‘lIsa,
X=e
tasodifiy miqdor parametrlari o? va m bo‘lgan lognormal
tagsimotga ega bo‘ladi.
Parametr m ning optimal siljimas statistik bahosi
ﬁ=ﬁ(xl==lz”:lnxj.
n j=l
parametr o uchun esa. optimal siljimas statistik baho
n2 n2 1 1
o =0 (ﬂ_n_jg(hxf —;Ellnxj]
formulalar bilan topiladi.
Xi-kvadrat tagsimot. Ozodlik darajasi m bo*lgan Xi-kvadrat
tagsimotning zichlik funksiyasi
0, agar x < 0 bo'lsa

i 2
m_m-1 (6x)"
f(x,0,m)= s exP{_' 2 }

2

formula bilan aniglanadi.
Agar tasodifty migdor x ozodlik darajasi m bo*lgan Xi-kvadrat
tagsimotga ega bo‘lsa,
3*2 r[ m_f_f_l_]

a2 puia.

%6
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2
S m+l)
R s,
DX ="04 2 0 :
L “A2) )
Parametrlar ¢ va m» uchun momentlar metodi bilan hosil
gilinadigan statistik baholar

%)

Coay)

tenglamalar sistemasining yechimlari bo"ladi.

Relev-Rays tagsimeti. Ozodlik darajasi m-2 bo*lgan Xi-kvad-
rat tagsimot Reley-Rays tagsimoti deb ataladi. Bu tagsimotning
zichlik funksiyasi

i, agar x <{) bo'lsa

s 2
flx,0)= ]ﬁ_re;p{_gy—:}— }, agar x > 0 bo'lsa,
Reley-Rays taqsimﬁti parametri ¢ uchun momentiar usuli
orgali topilgan eng sodda statistik baho
==
ko‘rinishda bo*ladi.

7.4. Ekspremental ma’lumotlarning sug'urta to‘levi taqsimot
modeliga muvofigligini tekshirish.
Xi-kvadrat muvofiglik kriyeriyasi

Biror stoxastik hotatning matematik modelini o‘rganilayotgan
jarayonga adekvat bo‘lishini statistik muvofiglik kriteriylari orqali
tekshiriladi. Bu bandda tanlanmada beriladigan eksperimental
ma’lumotlarning, sug urta to'lovini ifoda etadigan x tasodifiy
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WE tagsimoti #ix)=P(X <x) ga muvofigligini Xi-kvadrat
riteysiy orgali o'rganamiz.
 Faraz qilaylik,
i Xy

poma’lum F(x) tagsimoiga ega bo'lgan bosh to*plamdan olingan
fanlanma bolsin (ya’ni x,..x, bog'ligsiz va umumiy Fix)
tagsimotga cga bo'lgan tasodifiy migdorlar). Bu F(x) tagsimot
funksiyasining ko‘rinishini belgilaydigan F,(x) tagsimot (model)
taklif etilgan deb faraz gilamiz. Tanlanma ;.. x, bo'yicha bu
modelni adekvat (muvofig) bo‘lishini tekshirish (o‘rganish),
F(x)= Fy(x) ckanligi haqidagi statistik gipotezani tekshirish bilan
teng kuchli bo*lgan masala bo*ladi. Masalani yechishda Xi-kvadrat
muvoqlik kriteriysidan foydalanish mumkin. Quyida biz keltirilgan
fikrni sharhlab o‘tamiz.
Berilgan x,.... X, tanlanmani tartiblab

X1 < Xzy << Xy
variatsion qator ko‘rinishida yozamiz. Bu yerda X4 -~
tanlanmaning eng kichik elementi. X, esa — tanlanmaning eng
katta elementi ekanligini eslatib o*tamiz.

Faraz gilaylik, a va b - sonlar

a~:.¥m, b}.Y(,,}
tengsizliklarni qanoatlantirsin. Demak, ,,.. Y, tanlanmaning
hamma elementlari (a4 oraliqda joylashgan bo‘ladi. Endi {a, ¥]
oraligni o*zaro kesishmaydigan # ta

A Ag

teng bo‘laklarga ajratamiz. Formal ravishda

; . - " b—
A} ‘:[u+(1 '])‘}-a"‘.}b]' ):1!""k7 5:%

belgilashiardan foydalanish mumkin. A, ga joylashgan y,..x,
tanlanma elementlari sonini v; deb qabul gilamiz. Gipoteza sifatida
qabul gilingan £, (x) tagsimot funksiyasi orqali

P = F(i8)~F ((j-16),  j=1,..k

3D}



sonlarni aniglaymiz. Bundan ko‘rinadiki, p}") ~ bosh to‘plamning
xohlagan clementini A, oraligga tushish ehtimolligi bo‘ladi va
F(x)= Ffy(x) gipoteza o‘rinli deb faraz qilinadigan holdy

" hisoblangan.

Xi-kvadrat statistika deb _
. N . 2 ‘

Sl ()

. H f . {9)

migdorga aytiladi.-
Tanlanma - -~
oy
Bl
chastotalari orgali Xi-kvadrat statistikani

2
2 _ k (pj—pﬁ-o) :
ren
_ Jj=1 P;
ko‘rinishda yozish mumkin.

Xi-kvadrat statistika tanlanma (tajribada kuzatiladigan)
chastotalari yig‘indisini, noma’lum bosh to‘plamning (gipoteza
sifatida gabul gilingan tagsimotning) chastotalaridan farqini
xarakterlaydigan miqdor bo‘ladi. Bu statistika qiymatlarini oshib
borishi, qabul gilingan (gipoteza ko‘rinishida) £, (x) tagsimotning
cksperimental ma’lumotlar bilan adekvat emasligi (muvofiq
bo‘lmasligi) haqidagi statistik xulosalarga olib keladi. Hagigatan
ham, bu statistikaning qiymati qanchalik katta bo‘isa, gipotetik
tagsimotning adekvatligi shunchalik kamroq bo‘lishiga ishonch
hosil qilish giyin bo‘lmaydi. Buni ko‘pchilikka ma’lum bo‘lgan
Pirson teoremasi ham tasdiglaydi: agar F,(xy= F(x) gipoteza o‘rinli
bo‘lsa, tanlanma hajmi katta bo‘lganda (# —>w) »? — statistikaning
tagsimoti, ozodlik darajasi k-1 bo‘igan, Xi-kvadrat tagsimotga
vaginlashadi.

Musbat kichik son « ni fiksirlab (amalivotda «=0,01 yoki
«=0,05 qiymatlar gabul giladi), ozodlik darajasi %-1 bo‘igan, Xi-
kvadrat tagsimotning 1-a kvantili 7 ,(1-@) migdorni ko*ramiz.
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teza ( F, = £ ) ni tekshirish jarayoni quyidagidan iborat bo*ladi.
adrat  statistikaning giymati  zf ;(I-«) migdor bilan
adi: agar
;( :-n ((l—a)

mgslzllk bajarilsa, #(x)=£,(x) tengsizlik o‘rinli bo‘lishi hagidagi
gipoteza rad etiladi, agar
v £ <nia(-a)

tengsizlik bajarilsa, cksperimental ma’lumotlar, taklif qgilingan
gipoteza (F=F,) ga qarama-garshi emasligi haqidagi statistik
~ xulosaga kelinadi. Bunda, r=F, gipotezani, aslida bu tenglik
o‘rinli bo*lgan holda. rad etilishi ehtimolligi @ ga teng bo*ladi.
I Amaliyotda Xi-kvadrat kriteriyni

_., min ..., )25

tengsizlik bajarilganda qo*llash mumkinligi tavsiya etilgan.
. Qabul gilingan gipotezada F () tagsimot bosh to*plamni bir
.~ qiymatli ifoda etmagan holda ham  Xi-kvadrat kriteriydan

foydalanish mumkin. Masalan, gipoteza
Fix)=F,(x.8,,...0.)

bo‘lganda, ya'ni f,¢) tagsimot bosh to‘plam tagsimoti F() ni

- noma’lum parametr 6=(4,....4,) darajasida aniglasa, Xi-kvadrat
kriteriyni qo‘llashdan oldin noma’lum parametr # uchun
@ =(,,....6,) statistik bahoni topib, p“’)chbmollxklamx

P\ = Ey (6, B~ Fo G ~1)8. Bpouealy), j= Lok
formulalar orqah hisoblash zaruriyati yuzaga keladi. Lekin, bu
holda »? tasodifiy migdoming limit tagsimoti, ozodlik darajasi
k—r—1 bo‘lgan, Xi-kvadrat tagsimot bo‘ladi. Demak, pirovard
natijada, »° miqdorni (1-«) kvantili bo*lgan z{_, ;(1-«) son bilan
tagqoslashga to‘g‘ri keladi. O‘z-0'zidan tushunarli bo‘ladiki, bu
holda, P(z},<x| tagsimotdan ozodlik darajasi kichik bolgan

P( ;f__,,_mx] tagsimotga o‘tish kerak bo‘ladi va uning, ogtbatida,
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3

Xy,.. X, tanlanma orqgali ro‘yobga kelgan informatsiya rigdor; °
kamayadi.

Demak, F(x)= F,(x,6;,...9,) gipotezaga asoslanib o‘tkazilgan
statistik baholash jarayonining ishonchliligi, F(x}=F,(x) gipoteza
holidagina sezilarli darajada farq qiladi.

Yuqorida keltirtlgan fikrlarga asoslanib, Xi-kvadrat kriteriyni
go‘llashda quyidagi holatlarni e’tiborga olish kerakligini eslatib
o‘tamiz:

1) Xi-kvadrat kriteriy asimptotik xarakterda bo‘lib, 2 tasodifiy
migdorning tagsimoti fagat tanlanma hajmi “cheksiz katta
bo‘lgandagina”, Xi-kvadrat tagsimot bilan ustma-ust tushadi.
Funksional

P{ 2 <x) - P{ 2 <x) = F,(2)
tagsimotlar  ketma-ketligining Xi-kvadrat limit tagsimotga
yaginlashish tezligining darajasi, umuman aytganda, ma’lum emas.
Shu sababli ham gipoteza o‘rinli bo‘lganda, uni gabul gilmastik —
xatoligi ehtimolligi @ bilan ustma-ust tushmaydi;

2) ‘agar tekshirilayotgan gipoteza rF(x)=#,(x) bosh to‘plam
tagstnotini bir giymatii aniglamasa, (ya'ni #,(x)= F,(x, 8) tagsimot
noma’lum parametr § ga bog‘liqbo‘lsa), 2 = 2 statistikaning limit
tagsimoti (mos ozodlik darajalari bilan) Xi-kvadrat tagsimot bilan
ustma-ust tushishi, fagat noma’lum parametr ¢, maxsus polyno-
miall hagigatga maksimal o‘xshashlik metodi bilan baholangan
holdagina isbot etilgan. Demak, »? - »2 statistika uchun

. 1 ek o
o ek <) e e
limit teorema fagat shu holdagina o‘rinli bo*ladi;

3) Xi-kvadrat statistika »2-,? miqdorning giymatiarini
hisoblash berilgan x,,...x, tanlanmaning elementlarini gisto-
grammalar ko‘rinishida guruhlashga asoslangan bo‘lgani uchun, bu
statistikaning konkret giymatlari tanlanmaning elementlarini
guruhlash usuliga bog'liq bo‘ladi, ya’ni ular intervallar soni # ga,
ava b (a<Xqy, b>X(,) nuqtalarni tanlashga bog‘liq bo‘ladi;

304



’ 4) Xi-kvadrat kriteriysi tajribalarda kuzatilgan natijalarni u
yoki bu gipotezaga muvofiq emasligi haqidagi xulosalar chiqgarish

" imkonini beradi. Lekin bu kriteriy yordamida empirik natijalar
konkret gipotezaga muvoliq bo°lishligi haqidagi xulosaga kelish
mumkin xolos;

5) yuqorida aytilganlardan va ,® - ;2 statistikaning ko‘rinishi-
dan kelib chigadiki, empirik ma’lumotlarni konkret gipotezaga
muvofig bo*lishligini tekshirish jarayonida, Xi-kvadrat statistika-
ning haddan tashqari kichik bo‘lgan (nolga yaqgin) giymatlari
yuzaga kelishi mumkin. Bu esa tanlanma x;,.. Y, elementlari
uchun bog‘ligsizlik voki bir xil tagsimlanish (bir jinslik) shartlari
buzilganligini bildiradi. Demak, bu holatlarda Xi-kvadrat kriteriysi
bo‘yicha statistik xulosalar chigarishdan oldin, tanlanmaning
bog*ligsiz va bir jinsli bo‘lishini tekshirib ko*rishga to*gri keladi.
Matematik statistikada buni amalga oshirish uchun ishonchli
bo‘lgan statistik usullar mavjud.

7.5. Kolmogorovning muvofiqlik kriteriyasi

Agar bosh to‘plamning tagsimoti F(x) uzluksiz tipga tegishli
bo‘lsa, tanlangan modelning adckvatlik {muvofiglik) xossasini
tekshirish Kolmogorov kritetriysi orqali amalga oshiriladi. Bu
kriteriyni tavsiflab o‘tamiz.

Faraz gilaylik, bosh to‘plam x tasodifiy miqdor bilan ifoda
etilsin va bu to*plamdan hajmi » ga teng bo'lgan

-
tanlanma olingan bo‘lsin. Demak, ¥, tasodifiy miqdorlar birgalikda
bog‘ligsiz bo‘lib,

F(x)=P(X <x)=P(X; <x)=..= P(X, <x)
tengliklar bajariladi.

Har ganday xe R uchun v(x) tanlanmadagi x dan kichik bo‘lgan
X, lar soni bilan aniglanadigan tasodifiy migdorni kiritamiz. Agar
odatdagidek, 7,u) deb 4 to'plamning indikator funksiyasini
belgilasak, ya’ni



i
e

“tasodiffy miqdor v(s) i

1, agarue 4bolsa

i ; _
@) {0, agar 4 & A bo'lsa,

v(xy= 3 e xy(3;)
=1
ko‘rinishida yozishimiz mumkin.
' Eslatib o‘tamizki, { x;,...x,,) tanlanmaga mos keluvchl empirik

tagsimot funksiya
_vx)

) —®<XKO
=1 -
tenglik bilan aniqlanadi.
Empirik tagsimot funksiyasi x ning har qanday ﬁkmlan,gan
qumatl uchun tasodifiy migdor bo‘lib, .
EF,(x)=F(x), DF(x)== F(x)(l F(x)) -~

tengliklar bajariladi. Demak, tanlanma hajml n oshib borgan sari,
empirik tagsimot funksiyasi F,(x) noma’lum tagsimot funksiyasi
F(x) ga tobora yaqinlashib boradi. Hagiqatan ham, Chebishev
tengsizligiga asosan, ixtiyoriy &3>0 uchun

() - Fip> )< 250 LOUTE)
munosabat bajariladi. Aslida ox1rgi munosabatni kuchaytiradigan
va aniglashtiradigan quyidagi tasdiq o‘rinli: agar

Do = m:x|f«;,(x)- Fx)f

belgilash kiritsak, 2(D,-»0)=1 tenglik bajariladi. Bu tasdiq
Glivenko-Kantelli teoremasi nomi bilan matematik statistikaning
asosty natijalaridan biri bo‘lib hisoblanadi.

Faraz qilaylik, bosh to‘plamning noma’lum tagsimoti F(x)
uchun F(x)=F,(x) gipoteza taklif etilgan bo‘lsin. Bu F(x) tagsimot
funksiyasi uzluksiz tipga tegishli deb hisoblaymiz. Oldingilardek
Xy..., X, tanlanmaga mos keluvchi empirik tagsimot funksiyasini
Fyxy deb belgilaymiz. Berilgan tanlanmaning F£(x)=F,(x)
gipotezaga muvoflq (adekvat) bo‘lishini tekshirish uchun
AN .Kolmogorov (1903-1987) tomonidan quyidagi
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DY = max|F,(x) - F,(x)|
X

statistika taklif etilgan bo’lib, uning asosiy xossalari o*rganilgan.

Kolmogorov statistikasi 0)” ning ma’nosi ancha ravshan
bo‘lib, u empirik £,(x) tagsimotning bosh to*plam tagsimoti uchun
gipoteza ko'rinishida taklif etilgan F£,(x) uzluksiz tagsimotdan
og'ish (chetlanish) miqgdorini belgilaydi. Bu statistikaning
giymatini tartiblangan variatsion gator

X < Xy <-<Xim
orqali quyidagi formula yordamida ham hisoblash mumkin:
DR = max |F, (X )~ X ).

Ehtimollar nazariyasidan yaxshi ma’lum bo‘lgan funksional
markaziy limit teoremadan (Donsker-Proxorov invariantlik
prinsipi, A.A.boposkoB, Maremarnueckas crarucruka. M. Hayxka,
2002. § 1.6.11) quyidagi natija kelib chigadi.

Teorema (A.N.Kolmogoroy). Statistika D{”’ uchun quyidagi
ltmit munosabat o rinli:

0, x<0
im P 0 ¢ Ve K(xymd =
,,Ifflc’[‘f;'{)" <.:]—K{x}— Z (—llke ,‘2‘,(21 _
k=—w
Bu yerda K(x) — limit funksiva Kolmogorov tagsimot

funksiyasi deb ataladi.

Amaliyotda x,...x, tanlanma giymatlar (eksperimental
ma’lumotlar) F(x)=F,(x) gipotezaga muvofiq bo‘lishligi (ya'ni bu
gipotezaga qarama-qarshi bo‘lmasligi) quyidagicha tekshiriladi:
ixtiyoriy kichik « musbat sonni fiksirlab, Kolmogorov tagsimot
funksiyasining 1-« ga mos keluvchi kvantilini (1-a) orqali
belgilaymiz. Bu holda, agar VD" >k(1-a) bo'lsa, F(x)=F,(x)
gipoteza rad ctiladi. Agar VaD{” <k(1—a) tengsizlik bajarilsa,
eksperimental ma’lumotlar (tanlanma x,...X,) F(x)=F,(x)
gipotezaga qarama-qarshi bo‘lmasligi haqidagi xulosaga kelinadi
va bunda bu gipotezaning noto‘g'ri rad etilishi (ya'ni aslida,
gipoteza o‘rinli bo‘lganda) ehtimolligi « ga teng bo‘ladi. Izohlab
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o‘tilgan gipotezalami qabul qilish usuli — Kolmogorovning
muvafiglik kriteriysi deb ataladi. '
Kolmogorovning muvofiglik kriteriysi fagat taklif qilingan
gipoteza bosh to‘plamning noma’lum uzluksiz tagsimotini bir
giymatli aniqlagan holdagina qo‘llash mumkin bo‘ladi, xolos, ya’ni
gipotezadagi F,(x) taqsimot hech qanday noma’lum parametriarga
.bog‘liq bo‘lmasligi kerak. Masalan, bu kriteriva yordamida “bosh
to‘plamning tagsimoti normal tagsimot funksiyasi bo‘ladi”, degan
gipotezani tekshirib bo‘lmaydi, chunki normal taqsimotlar oilasi
(uyushmasi) cheksiz katta bo‘lib, ulardan har biri (a,crz) juft

parametrlar bilan aniglanadi. Lekin “bosh to‘plamning tagsimoti
parametrlari (0,1) bo‘lgan normal tagsimot funksiyasi” degan
gipotezani tekshirish mumkin. Aytib o‘tilgan fikrni quyidagicha
asoslash mumkin: bosh to‘plamning gipotetik tagsimoti
F (%)= F,(x,9) noma'lum parametr ¢ ga bog‘liq bo‘lib, noma’lum
parametr o‘rmiga uning statistik bahosi 8(X),...X,) qo‘yilganda,
D) statistikaning limit tagsimoti

fim P(JED,‘,") (9)< x):P(x)

n—»00
o‘zgarib, P(x) taqsimot funksiyasi gipotetik F,(x,6) taqsimotning
konkret ko‘rinishga va unga kiruvchi ¢ parametrni statistik
baholash usuliga bog‘lig bo‘ladi. Bu esa ¢0°z navbatida, F = F,(x,8)
gipotezani qabul qgilish ehtimolligi uchun “statistik turg‘unlik”
holati kuzatilmasdan, uni (bu ehtimollikni) fiksirlangan «
ehtimollik bilan tagqoslash imkonini bermaydi.

7.6. Optimal modellarni tanlask =~ '

Yugorida biz qabul gilingan sug‘urta to‘lovining konkret
analitik modellar variantiarida noma’lum tagsimot funksiyasining
parametrlari qiymatlari noma’lum bo‘lgani uchun, konkret
ma’'noda optirnal bo‘lgan sug‘urta modellarini tanlashda statistik
metodlardan foydalanishga to‘g‘ri kelishini eslatib o‘tgan edik.
Bunda bosh to‘plamdan olingan tanlanmadagi ekspremental
ma’lumotlarni bosh to‘plamning tagsimotiga muvofigligini
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irish imkoniyatini beradigan Kolmogorov kriteriyasining
"qo‘llanishi ancha chegaralangan ekanligiga ham e¢’tibor berib
o‘tgan edik.

Bu punktda bosh to*plamning gipotetik tagsimotlari noma’lum
paramelrlarini (to’g‘rirog‘i ularning statistik baholarini) hisobga
oladigan Xi-kvadrat Kriterivasi yordamida eng yaxshi bolgan
(optimal) tagsimot modellarini tanlash masalasini o*rganamiz.

Sug‘urta to*lovi uchun model tagsimot sifatida gabul gilinishi
mumkin bo‘lgan tagqsimotlar ketma-ketligini {7, k>1} deb
belgilaylik, ya'ni tagsimot funksiyalari {#;} bo‘lgan bosh to*plam-
lar ketma-ketligini ko‘ramiz (ixtiyoriy [F,,ae 4] tagsimotlar
uyushmasi (sistemasi) uchun umumlashtirish trivial ravishda
amalga oshiriladi). Quyida biz { ;. k > 1} modellar ketma-ketligidan
~ kuzatilgan (x,....x,) tanlanmaga eng muvofiq (adekvat) bo‘igan
tanlash usulini keltiramiz.

Har bir bosh to‘plam modeli uchun, ekspremental ma’lu-
motlarni guruhlash jarayonlarida noma’lum parametrlar olingan
statistik baholarni bilgan holda Xi-kvadrat statistikaning
qiymatlarini

(n j—"l’}“)z

p®

| formula orqali hisoblaymiz. Bu yerda & — model tagsimot nomeri,

I (x...x,) — tanlanma (X;...,X,) qiymatlari vektori, m — guruhlash
intervallar soni, ;- ;- nchi intervalda (guruhga) joylashgan x; lar
soni, p{*)- k- model uchun kuzatilgan natijaning j— nchi intervalga
tushish ehtimolligi (ya'ni k- nchi model tagsimot funksiyasi bilan
tagsimlangan tasodifiy migdoming giymatini ;- intervalga
joylashishi ehtimolligi).

Endi k) deb, #-tagsimotning tanlanma (x....x,) orqali
baholangan parametrlari sonini belgilaymiz va har bir & uchun
Be=1-Xm ry-1{7x)

m
I = T;(I] .....-l’,,)* Z
=3
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ehtimolliklarni hisoblaymiz. Bu yerda x,(x) — ozodlik darajasi /

bo‘lgan Xi-kvadrat tagsimot funksiyasi. Bu tagsimot
o212

zichlik funksiyasi bilan aniqlanadi.

Tushunish giyin emaski, 7 sonlar n ning vetarli katta
giymatlarida empirik tagsimot funksiyasining model tagsimotdan
shunchalik va undan katta miqdorlarga og‘ishlik ehtimolliklariga
teng bo‘ladi. ya'ni

B0 P(|F(x) - Rl <y ).

Oxirgi munosabatdan ekspremental ma’lumotlarga eng
muvofiq (adekvat) bo‘ladigan model sifatida 4, nomerli model
gabul gilinishi ma’qul etganligi ko‘rinadiki, uning uchun

Piﬁ = m:J( P&

tenglik bajariladi.

7.7. Sug‘urta premiyalari va to‘lovlari orasidagi stoxastik
bog‘ligliklar. Tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti

Sug‘urtalarning individual risk modellarini faktorizatsion
variantlarini o‘rganishda sug‘urta predmetlarini tasodifiy miqdor 2
ning giymatlari deb tushunish kerakligini ko‘rib o‘tgan edik. Bu
tasodifiy miqdor z va sug‘urta to‘lovini ifodalaydigan x tasodifiy
miqdor orasidagi korelatsiya koeffitsiyentini r(z, 1} deb belgilasak,

E[(z-EZ)(X - EX)

e R YA
formula o‘rinli bo‘ladi. Bu migdor z va x orasidagi stoxastik
bog‘liglikning sonli xarakteristikasi bo‘lib xizmat giladi. Bosh
to‘plam (2 x) ikki o'lchovli tasodifiy vekiorning givmatlaridan
tashkil topgan

(71: X1 )seeesl(Ze Xy

tasodifiy vektorlar sistemasi tanlanma deb ataladi va unda

(20 X)), (2. X;).i% j,ij=1..n
tasodifiy vektorlar bog‘ligsiz va umumiy
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P(Z;<z, Xj<x)= P(Z“: z, X <x)=F(zx)
tagsimotga ega deb hisoblanadi.
Korrelatsiya koeflitsiyenti (7, x) uchun statistik baho

L1 Tl )

m(z.x)= ——pmd -

R T T

3 Zix;—HEX

J=1
. 23 2
Jz(%'") 2 {x;-%)
J=1 =1
tanlanma korrelatsiya koefTitsiyenti deb atalib, u kelgusida
foydalaniladigan bir necha xil statistik xossalarga ega bo°ladi. Bu
yerda

- - B n n a2 A2
- e, 2o -1 )

= = =1 e
belgilashlar ishlatilgan.

Chiziqli regressiya. Eng kichik kvadratlar metodi

Tasodifiy migdorlar orasidagi bog*liglik analizi bilan bog‘lig
masalalarni o‘rganishda tasodifiy miqgdorlar uchun Kkiritilgan
korrelatsiya koeffitsiyenti tushunchasi muhim rol o*ynaydi.

Faraz qilaylik, 7 va x tasodifiy miqdorlar orasidagi o‘zaro
bogliglik darajasini aniqlash uchun

FZ =aEX +b (1)
tenglik bajarilgan bo‘lsin (ya'ni £z qiymat Ex ning chizigli
kombinatsiyasidan iborat bo‘lsin).

Keltirilgan (1) tipidagi bog‘lanishlar bevosita kuzatilgan
(;.x ;) migdorfarga alogador bo*Imasdan ularning o‘rta giymatiari
Ez va Egx lami “bog'laydi”. Matematik statistikada (1)
ko‘rinishidagi bog‘ligliklar z ni x ga chizigli regressiyasi deb
ataladi. Munosabat (1) ga (2. x ) kuzatilgan miqdorlar orasidagi
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Z}-=a.¥’}-+b+¢:_, (2]
munosabatlar mos keladi va bunda 4...s, tasodifiy miqdoriar

uchun
Egy=.=Eg,=0Q

tengliklar bajariladi.

Modellar (1) va (2) dagi « va » parametrlar noma’lum deb
hisoblanib, ularning statistik baholarini

(2020}l Zn )
tanlanma orqali topish kerak bo‘ladi. Bu noma’lum parametrlarni
effektiv baholash usuli Z, miqdorni aX;+h dan og‘ishlari
kvadratlari yig‘indisini minimallashtirishdan iborat bo*ladi: agar a
va b lar uchun ) )
G(ZJ.XI,'}, b(ZJ.Xj)
funksiyalar statistik baholar bo‘lsa,
n . a2 : n 2
2 (zj-ax;-8) =min 3 (z-ax;-8)
=1 a0 =3
yoki a va b laming mumkin bo‘lgan hamma qiymatlari uchun
n “ a\2 n 2
Zl(z‘,- ~ax; -b) < zl(zf- ~ax; ~b) =y (a,b)
I= J=
tengsizlik bajarilishi kerak bo‘ladi. Statistik babolar o, 5 lar
&) @
a’!’(a. b6)=0, 5?(@ b)=0

tenglamalar sistemasini yechimi bo‘ladi. Olding punktda kiritilgan
belgilashlardan foydalansak, quyidagi yechimlarga ega bo‘lamiz:

A 1 n n 1 n 1 .
) ZH’}“;Z"JZ:J ,‘,Z‘JZ’J‘“ ) )
ﬂ'-‘:‘r:l =1 j-_-; = ";21” =1 ) bs'—‘}-_a-i—.
n 1 & ~z.12—(f)2
S5,
= e e
Statistik baho @ uchun yozilgan formulani soddalashtirib
a=%,(Z, X)-=
5%

tenglikni olamiz.
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7.8. Sug‘urta riskni qayta sug‘urtalash orqali kamaytirish.
Qayta sug‘urtalash shartnomalarining mohiyati va turlari

Yaxshi ma’lumki, har qanday sug‘urta shartnomalarining
asosida jismoniy va huquqgiy shaxslarming baxtsiz (sug‘urta)
hodisalarni ro‘y berishi bilan bog‘liq bo‘lgan talofatlardan
saglanish yotadi. Sug‘urta shartnomasi tuzilgunga gadar mijozda
qandaydir risk mavjud bo‘lib, u bilan bog‘liq hodisalar ro‘y
berganda tasodifiy migdor x bilan ifodalanadigan talofatlar yuzaga
kelgan bo‘lar edi. Bunda sug‘urta hodisalarining ro‘y berish
chtimolligini kichikligi, lekin ulardan talofatlarni juda katta
bo*lishi hal giluvchi rol o*ynaydi. Sug urta shartnomasi tuzilishi
ogibatida, mijoz sug‘urta kompaniyasiga tasodifiy bo‘lmagan
p=(1+8)EX to‘lov hisobiga o‘ziga xavf tug‘diradigan riskdan
qutulganday bo‘ladi (bu yerda ¢ - sug‘urta “yuklamasi” bo‘lib, uni
sug‘urta kompaniyasi belgilaydi). Lekin risk yo‘qolmaydi, uni
sug‘urta kompaniyasi gabul giladi va sug urta portfeli hajmi vetarli
darajada katta bo‘lganda (sug‘urtalanuvchi shaxslar ko‘p bo‘lgan
holda) kompaniyaning kasod bo*lishli ehtimolligini mumkin qadar
kichraytirish imkoniyatiga ega bo‘ladi. Shunga garamasdan,
kompaniya katta miqdordagi sug'urta to'lovlarini amalga
oshirishga to‘g'ri kelishi mumkin. Buning ogibatida sug‘urta
kompaniyasi kasod bo‘lishi mumkin.

Aytib o‘tilgan muammoni yechish wuchun sugurta
kompaniyasida yagona — o‘z risklarini boshga kompanivada
sug‘urta qilish imkoniyati goladi, xolos. Sug‘urtaning bu varianti
qayta sug ‘urtalash (reinsurance) deb ataladi.

Bevosita sug‘urta qiluvchi va o‘zidagi riskning bir gismini
boshga kompaniyada sug‘urtalovchi kompaniya, uzatuvchi
kompaniya (ceding company), boshlang*ich kompaniyani sug‘urta
giluvchi kompanivani esa, qaytasug‘urtalovechi kompaniya
(reinsurance company) deb yuritiladi.

Qayta sug‘urtalash jarayonida haddan tashqari katta bo‘lgan
individual risklar, yoki ma’lum bir davrdagi (masalan, bir yil)
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yig‘indi risklar sug‘urta gilinishi mumkin. Igtisodiy va huquqiy
ma’'noda tubdan farq qiladigan sug‘urta variantlari matematika
nuqtayi nazaridan, qayta sug*urtalash deb gabul qilinishi mumkin.
Masalan, bir nechta kompaniyalar o‘zaro sug‘urtalash (so-
insurance) shartnomalari tuzganda, yoki bir nechta kompaniyalar
ishtirokida mijoz bilan jamoa shartnoma tuzilganda, mijozlar
guruhi (masalan, bitta korxonada xizmat qiladigan) bilan birgalikda
tuzilgan shartnomalar gayta sug‘urtalash modellari sifatida
garalishi mumkin.

Qayta sug‘urtalash shartmomalarini  har xil tiplarga
bo‘linganida, birinchi navbatda, uzatuvchi va gayta sug‘urtalovchi
kompaniyalari o‘ziga oladigan mas’uliyatlar muhim rol o*ynaydi.

Agar uzatuvchi kompaniya har bir sug‘urta to‘lovining
a(0<a <1) gismini, gayta sug‘urtalovchi kompaniya esa qolgan 1-«
qgismini qoplasa, bunday gqayta sug‘urtalash proporsional
sug urtalash deb ataladi. Shunday qilib, proporsional qgayta
sug‘urtalashda har ganday sug‘urta to‘lovi x miqdor gayta
sug‘urtalash kompaniyasiga X* = (1-a)x migdordagi to‘lov talabini
yuzaga keltiradi. Buning oqibatida, uzatuvchi kompaniyaning
“sug‘urta to‘lovi ¥ dan X =X-X"=X-(l-a)X =aX migdorga
kamayadi.

Endi faraz qilamizki, uzatuvchi kompaniyva mustaqil ravishda
r so'mdan katta bo‘lmagan hamma sug‘urta to‘loviarini goplash
majburivatini olib, qolgan r so‘mdan katta bo‘lgan to‘lovlarni esa
qayta sug‘urtalash kompaniyasiga o‘tkazadi.

Agar bu qoida har bir individual riskga go‘llansa, bunday
sug‘urta modeli-talofatdan yugori yoki eckssedentli gayta
sug‘urtalash (excess of loss reinsurance) nomi bilan amalga
oshiriladi. Parametr r chegaralash limiti deb ataladi. Agar bu qoida
ma’lum davr davomida yuzaga kelgan umumiy (yig‘indi) sug‘urta
to‘lovlariga nisbatan qo‘llansa, mos gayta sug‘urtalash modeli-
talofatni to‘xtatadigan gayta sug‘urtalash yoki ziyonli ckssedent
asosidagi qayta sug‘urtalash deb ataladi. Bu holda parametr r
franshiza yoki chegirmali franshiza (deductible) deb hisoblanadi.
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F

Aytib o‘tilganlardan kelib chigadiki. talofatni to*xtatadigan
(ekssedentli) qayta sug‘urtalash modellarida har bir x miqdordagi
sug‘urta to‘lovi, qayta sug‘urtalash kompaniyasiga qo‘shimcha
ravishda

2 a,a::O]
4 Vs X - - "= !0 —
X*=(X-r), [a max(a,0) {0,{1{0[)

miqdordagi sug‘urta to‘lovini o‘tkazadi. Shunday qilib,
o‘tkazuvchi sugurta kompaniyasining haqigiy tolovi

=X =X'=X~(X~-r) =min(X,r)
so‘mni tashkil qgiladi. Oxirgi tenglik qayta sug‘urtalash ogibatida
boshlang‘ich (o‘tkazuvchi) sug'urta kompaniyasining talofat
miqdori x dan, X" =min(Y.r) miqdorgacha kamayishini
ko‘rsatadi.

Turli xil tipdagi qayta sug‘urtalash shartnomalarini, umumiy
nuqtayi nazardan, x talofat yuzaga kelganda, qayta sug‘urtalash
kompaniyasi to‘lashi kerak bo‘lgan h(x) migdor (funksiya) orqali
ifodalash mumkin bo‘ladi. Masalan, proporsional gayta sug‘urta-
lash modelida A(x)=(1-a)r, talofatni to‘xtatadigan (ekssedentli)
sug‘urta variantida esa, #(x)=(x-r)" tengliklar bajariladi.

Qayta sug‘urtalash kompaniyasi o‘tkazuvchi kompaniyadan
risklarni ma’lum biror bir aniq premiyalar hisobiga o‘ziga qabul
giladi va bu hodisa oddiy sug*urtalash faoliyatiga o‘xshash bo‘ladi.
Shuning uchun ham gayta sug‘urtalash premiyalarini tanlash ham
oddiy sug‘urtalash variantlaridagi goidalarga asoslanadi, ya'ni
gayta sug‘urtalash kompaniyasi ¥ miqdordagi riskni sug‘urtalash
uchun

P=(1+6")EKX)
miqdordagi premiyani talab gqiladi. Bu yerda Em(X)- qayta
sug‘urtalash kompaniyasi uchun kutilgan risk, 4 - bu kompaniya
belgilaydigan sug urta yuklamasi.

Biz gayta sug‘urtalash shartnomalarini o‘tkazuvchi kompaniya
nuqgtayi nazaridan o‘rganamiz. Shuning uchun ham qayta
sug‘urtalash kompaniyasi belgilagan sug‘urta yuklamasi ()
fiksirlangan deb hisoblanadi. Asosiy muammo qayta sug‘urtalash
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shartnomasini tanlashdan iborat bo‘lib, unda birinchi navbatda,
asosiy sonli xarakteristtka bo‘lgan — talofatni chegaralaydigan
parametmi optimal tanlash muhim hisoblanadi. Bu muammoning
analitik analizi juda ham murakkab ekanligidan, quyida biz uni
sonli misollarda bayon etish bilan chegaralanib qolamiz.

7.9. Individual risk modelida gayta sug‘urtalash

Eslatib o‘tamizki, sug‘urtaning individual risk modeli —
kompaniyaning kasodlik ehtimolligini hisoblashda eng sodda
bo‘lgan sug‘urta varianti hisoblanadi. U quyidagi soddalashtirish
uchun kiritilgan shartlarga asoslanadi:

: 1) sug‘urta faolivati fiksirlangan va nisbatan gisqa vaqt

davomida (inflatsiya va investitsivadan keladigan daromadiad
hisobga olmaslik mumkin bo‘lgan holda) odatda — 1 yillik
muddatda o‘rganiladi;

2) shartnomalar soni ¥ fiksirlangan va tasodifiy bo‘lmagan
son deb hisoblanadi;

3) sug‘urta uchun to‘lov (premiya) sugurta faoliyatining
. boshida o‘tkaziladi (sug‘urta faoliyati davomida hech qanday
premiyalar yig‘ilmaydi);

4) biz har bir sug‘urta shartnomasini alohida urganamiz va
natijada sug‘urta to‘lovini ifoda etadigan tasodifiy migdor x
bagida statistik ma’lumotlarga ega bo‘lamiz. Bunda hamma
sug‘urta shartnomalart sug“urta to‘lovlariga olib kelmasligi hisobga
ohinadi, ya’ni - sharinoma bo'yicha sug‘uria to‘lovini x, deb
belgilasak,

XI’XZ""’XN
tasodifiy migdorlar orasida nolga teng bo‘lganlari ham mavjud
bo‘lishi mumkin.

Keltirilgan sug‘urta modeli doirasida sug‘urta kompani-
yasining kasodga uchrashi ehtimolligi umumiy (vig‘indi)

Se=X +..+ X,
risk bilan aniqlanadi. Agar bu yig‘indi §, riskning qiymatlari,
kompaniyasining rezerv fondidan katta bo‘lsa, kompaniya o'z
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majburiyatlarini bajara olmaydi va kasodga uchraydi. Shuning
uchun kompaniyaning kasod bo‘lishligi ehtimolligi

wu)=P(X, +..t X, >u)
formula bilan aniqlanadi (bu yerda »—- kompanivaning boshlan-
g“ich kapitali). Boshqacha aytganda, kasodlik ehtimolligi — yig*indi
risk 5, ning tagsimotiga to’ldiruvchi bo‘lgan tagsimot funksiyasi.

Proporsional qayta sug‘urtalash

Bu sug‘urtalash variantida, agar har bir individual risk X
tasodifiy migdor bilan ifoda etilsa, shunday « (0<a <1) son tayin
etitadiki, «x riskni uzatuvchi sug*urta kompaniyasi. (i-a)x riskni
esa gayta sug‘urtalash kompaniyasi qoplaydi.

Bu holda qayta sug‘urtalashdan keyin uzatuvchi kompa-
niyaning yig“indi riski S, = X, +...+ X, kamayib,

aS=aX +.+aX,
migdorga teng bo‘ladi.

Lekin, shu bilan bir vaqtda uzatuvchi kompaniyaning kapitali
ham kamayadi. Qayta sug‘urtalash shartnomasi tuzilgunga qadar bu
kapital

u+(1+0)ES

miqgdorga teng bo‘ladi. Bu yerda »-baoshlang‘ich kapital, ¢-nisbiy
sug‘urta yuklamasi. Qayta sug‘urtalash shartnomasi tuzilishi
ogibatida gayta sug‘urtalash kompaniyasiga
(1+0°)1-a)ES
miqdordagi kapitalni to‘*lash to‘g’ri keladi. Bu yerda (1-a)Es -
kutilgan yig'indi risk gayta sug‘urialash kompaniyasiga taqdim
etiladi, # - nisbiy sug‘urta yuklamasi va u gayta sug‘urtalash
kompaniyasi tomonidan belgilanadi. Aytilganlardan gayta sug‘ur-
talash shartnomasi tuzilgandan keyin kompaniyaning rezerv fondi
ut(1+0)ES— (140 )1~ a)ES =u+[ 8- +(1-T)a |ES
miqdorga teng bo*ladi.
Mos ravishda, kasodlik ehtimolligi uchun

317



Plas>u+[0-6"+(1+6")a]ES)= P(S>[1+0"+(u/ ES +6-0")a |ES).
tenglik bajariladi.

Agar ¢ <@+u/ES bo‘lsa, eko‘rsatkich 1 dan (gayta sug‘ur-
talash bo‘lmaydi), to 0 gacha (to‘la gayta sug‘urtalash) kamay-
ganda, kasodlik ehtimolligi boshlang‘ich ~(S>[t+8+u/ES] £5)
qiymatdan 0 gacha kamaydi. Lekin, shu bilan bir vaqtda wzatuvchi
kompaniyaning daromadi

I=(+OES~(1+ O W -a)ES —aES =[0-0" +ab |ES
ham kamayadi. Bunda ¢* > # bo‘lgan holda, kompaniya uchun to‘la
qayta sug‘urtalash holati ro‘y berganda, (¢ -9)£s miqdor ham
kamayadi. Bu holda, o‘z-o‘zidan ko‘rinadiki, parametr « ning
giymati (¢" -6)/¢" ifodadan kichik bo‘lganda, kutilgan daromad 0
ga teng bo‘ladi.

Agar ¢ >@+u/ES bo‘lsa, @ ko‘rsatkich kamayganda, kasodlik
ehtimolligi o‘sib boradi va shu sababli qayta sug‘urtalashdan voz
kechish kerak bo‘ladi.

Agar 6" =68+u/EStenglik bajarilsa, kasodlik ehtimolligi,
umuman, ¢ ko‘rsatkichga bog‘liq bo‘lmaydi. Lekin o« ko‘rsatkich

“kamayganda, uzatuvchi kompaniyaning kutilgan daromadi 7/ ham
kamayib borgani uchun, bu holda ham gayta sugurtalash
imkoniyatidan voz kechishga to‘g‘ri keladi.

7.10. Talofatdan yuqori {(ekssedentli) qayta sug‘urtalashlar

Sug‘urta hodisasidan keladigan talofatlar uchun qandaydir r
chegara tayinlanadi. Agar individual risk migdon1 x chegara » dan
katta bo‘lmasa, (.x <r) uzatuvchi kompaniya bunday risklarni o‘zi
mustagil ravishda qoplaydi. Agar x»rbo‘lsa, uzatuvchi
kompaniya x -r riskni qayta sug‘urtalash kompaniyasiga
o‘tkazadi. Shunday qilib, x risk uzatuvchi kompaniya uchun

X = min(X,r) o
riskka, qayta sug‘urtalash kompaniyasi uchunesa .~ .
max(X —r,0)— X % e
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riskka aylanadi. Demak, bunday qayta sug‘urtalash sxemasida x
sug‘urta riski min(X.») yoki max(¥ —.0) miqdorga kamayadi va uni
“riskni chegaralaydigan yoki ekssedentli” sugurtalash deb ataladi.

Faraz qilamiz, uzatuvchi kompaniya ~ ta bir xil tipdagi
shartnomalar portfeliga ega bo‘lib. x, - i-nchi shartnomadagi
sug‘urta riskini ifoda ctsin. Bu holda

Bk WEl :
tasodifiy miqdorlar bog'ligsiz va bir xil tagsimlangan deb
hisoblanadi. Aytilganlardan kelib chigadiki, bunday qayta sug‘ur-
talash amalga oshirilishi ogibatida, uzatuvchi kompaniyaning
umumiy (yig‘indi) sug‘urta riski
[ s
kamayadi va u
S X 4.3 XD
miqdorga teng bo‘ladi. Lekin, shu bilan bir vaqtda uzatuvchi
kompaniyaning kapitali ham kamayadi. Qayta sug‘urtalash
shartnomasi tuzilgunga gadar bu kapital (soddalashtirish uchun
faqat sug‘urta badali (premiyasi) hisobga olingan holda)
NP = N(1+0)P,

va buyerda p, = EX - netto premiya, ¢ - nisbiy sug‘urta yuklamasi.

Qayta sug‘urtalash shartnomasi uzatuvchi kompaniyaning
gayta sug urtalash kompaniyasiga

M1+ o7)-(Ex - £X7)

so‘m migdorini o‘tkazishni tagozo qiladi. Bu yerda (£x - X)) -
gayta sug‘urtalash kompaniyasidan talab etiladigan individual
sug‘urta to‘lovining matematik kutilmasi, ¢' — qayta sug‘urtalash
kompaniyasi belgilagan nisbiy sug‘urta yuklamasi.

Demak, qayta sug‘urtalash shartnomasi tuzilgandan keyin
uzatuvchi kompaniyaning kapitali

N(1+0)EX — N(1+0")(EX - EX") = N(0-0")EX + N(14+.07) EX)
miqgdorga teng bo‘ladi.

Bularga mos ravishda kasodlik ehtimolligi

P(s > N(6-0")EX + N(1+6)EX"")
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ifoda bilan aniglanadi.
Markaziy limit teoremadan (Gauss approksimatsiyasi)
foydalanib, gayta sug‘urtalash shartnomasi tuzilgandan keyin bu
ehtimollik uchun
[ ) NEXm] N(0-8')EX + No"EX")
P >

=

VNDx® JNDX® o
6~8)EX +6 EX? X
ml— '\/E{ ) afn s
JDXW oo srpyheio

- tagribiy formulani yozish mumkin.

Bu formuladan tushunarli bo‘ladiki, kasodlik ehtimolligini
minimizatsiyalash masalasi, @() funksiyaning argumentini
maksimizatsiyalash masalasiga teng kuchli bo‘ladi. Shunday qilib,
qayta sug‘urtalash magsadga muvofiqligi yoki muvofiq bo‘lmasligi
haqidagi masalani yechish uchun, talafot chegarasi r ga bog‘lig

. - o M
W)J(e-e )-EXTG Enin(X,r)]

D(min(X,r)) :
funksiyaning re[0,] oraliqdagi global maksimumni aniglash
_ kerak bo‘lar ekan. ¢(r) ning ko‘rinishidan, bu funksiya r==» yoki
r=0 bo‘lgandagina maksimum qiymatga erishishi kelib chigadi.
Agar bu maksimum r=ow bo‘lganda erishilsa, gayta sug‘urtalash
maqsadga muvofig emas. Agar bu maksimum r=06 bo‘lganda
erishilsa, hamma shartnomalami gayta sug urtalash kerak bo‘ladi.

Agar kompaniyaning sug‘urta portfeli turli xil shartnomalardan
tashkil topgan bo‘lsa, yugoridagilarga o*xshash formulalarni yozish
mumkin, lekin ulardan aniq analitik xulosalarga kelib bo‘lmaydi.
Shunga qaramasdan, ba’zi konkret masalalarda ma’noga ega
bo‘lgan analiz o*tkazish mumkin.

Masala 1. Faraz qilamizki, sug‘urta kompaniyasi ¥=10000 bir
xil tipdagi hayot sug‘urta shartnomalarini 1 yil muddatga
imzolagan bo‘lsin, Shartnomaga asosan, sug‘urtalangan Shaxs
garindoshlari, agar u 1 yil davomida baxtsiz hodisa sababli vafot
etsa 1000000 so‘m, tabily o‘lim bilan vafot etsa 100000 so‘m
sug‘urta to‘lovlari oladi {agar u yil davomida vafot ectmasa,
garindoshiarga hech narsa to‘lanmaydi). Baxtsiz hodisa sababli
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o‘lim ro‘y berishi ehtimolligi 5-10 *, tabiiy sabablar bilan o‘lim ro‘y
berishi ehtimolligi 2-10 ' bo‘lsin. Kompaniya sug‘urta premiyasini
kasodlik ehtimolligini 5%, ya’ni 0,05 ehtimollikni ta’min ctadigan
gilib tanlaydi. Talofat chegarasi 100000 so*mdan, 1000000
so‘mgacha o'zgarganda. qayta sug‘urtalash kompaniyasi qayta
sug‘urtalash narxini, sug-urta to‘lovi o‘rta gqiymatining 160% qilib
tayinlanganda (ya'ni gayta sug‘urtalash banki nisbiy sug‘urta
yuklamasini 60% deb belgilaydi), gayta sug*urtalash shartnomalari
tuzish magsadga muvofiq bo‘lishi masalasini o‘rganamiz.
Yechish. Individual risk 10°,10° va 0 giymatiarni mos ravishda
510*, 2107 va 1-25.10* chtimolliklar bilan qabul qiladi.

Individual riskning o‘rta giymati (ya’ni, netto premiya)

Po= EX =5-10*-10° +2-107-10" = 500 + 200 = 700,
DX = EX* —(EX) =5-10*-10% +2-107 10" - 700" =
=5-10"+2-10" -49-10°11 5,2-10".
Kompaniya kasodlik ehtimolligini 0.95 ga teng qilib

tayinlaganini hisobga olib premiya

P=EX+ fu,wsJDX
N

700 IR i oy
Nisbiy sug‘urta yuklamasi
p-Toss DX 1645J52-10° . (o0
JN EX T 107-700
Bu yerda x, (0<a<1) —a chtimollikka mos keluvchi normal
tagsimot kvantili. Individual riskning variatsiya koeffitsiyenti
VDX _5,2.10"
EX 700
Nisbiy sug‘urta koeffitsiyenti ¢ ning giymati ancha kattaligini
variatsiva koeffitsiyentining kattaligi bilan tushuntirish mumkin.
Endi faraz etamizki, kompaniya 100000 so‘mdan katta
giymatdagi risklarmi gaytasug‘urtalashga qaror gilgan bo‘lsin.
Demak, talofot chegarasi r=100000=10". Bu holda uzatuvchi
kompaniyaning sug‘urta riski ikkita givmat qabul giladi: 100000 va
0 ni mos ravishda 25-10° va 1 -25-10' ehtimolliklar bilan. Bu
risklarni o*rta qiymati va dispersiyasi
EX'" =10%-25-10" =250,
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.. faktorga bog‘liq bo‘ladi.

DX =25-10*{1-25-10")-10° = 25-10".
Bu individual sug‘urta riskning variatsiya koeffitsiyenti ancha

" kamayadi:
N JOX” 510t .
C EX" 250 )

Bu esa kasodlik ehtimolligini kamayishiga olib kelishi
munkin, Lekin, shu bilan bir vaqtda uzatuvchi kompaniyaning
kapitali ham kamayadi, chunki ma’lum migdordagi mablag‘ni
gqayta sug‘wta bankiga to‘lash kerak bo‘ladi. Qayta
sug‘urtalashning foydali bo‘lishi hagidagi savolga javob bu 1kk1
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VI bob. AKTUAR MATEMATIKA BO‘YICHA
MASALALAR YECHISH

Bu bo‘limda Aktuar matematika kursi bo‘yicha masalalar
to‘plami keltirilgan va ular Kaliforniyadagi (AQSH) San- Diego
universiteti professori V.1.Rotar tomonidan yozilgan “Actuarial
Models” (Chapman and Hall Press, 2007) va Moskva Daviat
universiteti professori G.L.Falin tomonidan yozilgan “Teopns
pHCKa juis akTyapues B 3ajavax,” (M3a-so «Mupy, Moskva, 2004)
kitoblaridan olingan.

8.1. Individual risk modeli

Individual risk modeli — sug*urta kompaniyasining kasodlik
ehtimolini hisoblashga mo‘ljal gilingan eng sodda modellardan
hisoblanadi va u sug‘urta holatlari uchun quyidagi shartlarning
bajarilishini talab giladi.

1. Nisbatan gisqa — fiksirlangan vaqt (odatda 1 yil) davomidagi
sug‘urta holatlarini tahlil etiladi. Bunda, demak, inflatsiya va
investitsiya oqibatida clingan daromadlarni hisobga olinmaydi.

2. Shartnomalar soni (sug‘urta gilingan shaxslar) N
fiksirlangan va tasodifiy emas.

3. Sug‘urta mukofotlari shartnoma tuzilgunga gadar kiritiladi
va shartnoma davomida hech ganday pul tushumi bo‘lmaydi.

4. Har bir sug‘urta shartnomasi alohida kuzatiladi va u bilan
bog‘liq sug‘urta to‘lovi muddatini ifoda etadigan X tasodifiy
miqgdor o‘rganiladi.

8.1.1. Uzluksiz tipdagi individual risk modellari
bo‘yicha masalalar

Sug‘urta modelidagi individual risklarni belgilaydigan
-
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tasodifiy miqdorlar o°zaro bog‘ligsiz deb hisoblanadi (xususan, bir

~ vaqitda bir nechia shartnomalar bo‘yicha suguria to‘loviarini

amalga oshirilmaydi).

Individual risk modelida yuzaga keladigan mumkin bo‘lgan

kasod bo‘tishlik hodisalari
S=X+..+X,

sug‘urta portfelidagi hamma yig‘indi talofatiar bilan aniglanadi.
Agar bu yig‘indi to*loviar kompaniyaning aktivi » migdordan katta
bo‘lsa, kompaniya shartnomalar bo‘yicha o'z faoliyatini davom
ettira olmaydi, ya’ni kasodga uchraydi. Shuning uchun ham
kompaniyaning kasod bo*lishlik ehtimolligi

R=P(X 4.+ X, >u)
tenglik bilan aniglanadi. Boshgacha aytganda, kasodlik ¢hiimolligi -
s tasodifiy migdorga nisbatan qo‘shimcha deb hisoblanishi
mumkin bo‘lgan tagstmot sifatida gabul qgilivishi mumkin (ya’ni
R=l-P(X,+..+ Xy 5u) ),

Demak, yig“indi to‘loviari miqdori s bog'ligsiz tasodifiy mig-
‘dorlar yig'indisi bo‘lgani uchun, umng tagsimotini ehtimollikiar
nazariyasining klassik metodlart orgail o‘rganish mumkin. Bu
-metodlaming asosiylaridan biri — tagsimotlar kompozitsiyasi.
. Eslatib o‘tamizki, agar 5, va », - ikkita o‘zaro bog‘ligsiz manfiy

bo‘lmagan tasodifiy migdorlar bo‘lib, ulaming bhar biri mos

ravishda F(x) va Ry tagsimot funksiyalariga ega bo‘lsa, p+n
yig‘indining tagsimot funksiyasi ‘
Fx)= Ry K0 = [F(x~p)dF,6)

formula bilan aniglanadi. Bu formulani bir necha marta qo‘llab,
ixtiyoriy sondagi tasodifiy miqdorlar yig‘indisi uchun
F(m)= R e Fe w By = [F) (x- y)dF, (3}
formulani hosii gilamiz. _
Agar 5 va p tasodifiy miqgdorlar absolyut uziuksiz tipdagi
tagsimotlarga ega bo‘lib, ular mos ravishda 0 va p» zichlik
funksiyalariga ega bo‘lsa, »+», yig'indining zichlik funksiyasi
PRY=pspy=prp = TP[(I“Y)Pz(y)dy
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formula bilan aniqlanadi. Agar tasodifty miqdorlar 4 va », diskret
tipdagi (xususan, ular manfiy bo‘imagan giymatlar gabui gilsa)

Bimy=PF(n =n), Pim=Pln, =n)
tagsimotlarga ega bo‘lsa, 5+4 yig'indi tagsimoti

pmy =P+ 1, = n)
uchun
pmy =3 RUOR(n-k) - R P,

formula o°rinli bo‘ladi.

Kompozitsiva metodi tasodifty migdorlar vig'indisining
tagsimotlarini hisoblashda prinsipial qiyinchiliklarga uchraydi.
Shuning uchun ham vyig‘indi sug‘urta to‘lovlari tagsimotlarini
konkret hisoblashlarga go‘llash jarayonida, ularni sodda va aniq
tagsimotlar bilan approksimatsiyalash metodlari birinchi gatorga
o‘tadi. Bunda Markaziy Limit Teoremaga asoslangan normal
(Gauss) tagsimoti bilan » ning Katta qiymatlarida s-s, yig'indini
tagsimotini approksimatsiyalash muhim hisoblanadi. Bu xulosani
quyidagi gisga iborada keltirish mumkin: agar x,.. x, o°zaro
bog'ligsiz va umumiy bir xil tagsimotga ega bo‘lib, ular uchun
ikkinchi tartibli moment

Ix'-‘lP(X, <x)<m

mavjud bo*lsa
_X+.+X, —Na

Sp=L e a=EX, o' = DX,
tasodifiy migdorlarning tagsimoti uchun
SI.:{!IP(S; < x] -th}l,—b o, Noawm
limit munosabat o‘rinli bo*ladi. Bu yerda
P - 1‘;
x) = Tz_; :[e du .

Markaziy Limit Teoremaning juda ko‘p har xil umumlashgan
variantlari mavjud (masalan, har xil tagsimlangan bog‘ligsiz va sust
tartibda bog'lig bo‘lgan tasodifiy migdorlar uchun). Amaliy
nugtayi nazardan bu teorema

[ x- ES, ]

P(S, <x)= .pt J\T.;_s_
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approksimatsiyaning o‘rinli ekanligini asoslaydi (» ning Kkatta
giymatlari uchun). Ehtimolliklar nazariyasida standart normal
tagsimot funksiyasi o(x) va unga mos keluvchi zichlik funksiyasi

V)= Pl = e
'\-’a.x

juda chuqur tahlil etilgan va ulardan amaliyotda foydalanish uchun
bu funksiyalarning aniq bo‘lgan sonli jadvallari tuzilgan.

Masala 1. Sug‘urta kompaniyasi 300 ta vong‘indan saqlanish
bo‘yicha sugurta polislari sotgan. Sug‘urta portfelining ko‘rinishi
quyidagi jadvalda keltirilgan:

| Shartnomalar "shartnomada.gl I ‘Bitta shartnoma uchun |
soni sug‘urta summasi |  sug‘urta hodisasi !
4\ chtimolligi
100 00 | 005 i
200 300 006
Quyidagilar ma’lum:

1) har bir shartnoma uchun sug‘urta hodisasi ro‘y berganda,
ko‘riladigan talofat migdori 0 va sug‘urta summasi oralig‘ida tekis
tagsimlangan;

2) shartnomadagi sug‘urta hodisalarining bittadan ko*pi ro‘y
berish ehtimolligi 0;

3) sug‘urta hodisalari bir-biri bilan bog’ ligsiz ravishda ro‘y
beradi.

Hamma sug‘urta portfeli bo yicha vig‘indi to‘lovlaming
dispersiyasi topilsin. Javoblar:

A) 150000 B) 300000 C)450000 D) 600000 E) 750000.

Yechish. & - shartnomadagi sug‘urta hodisasi indikatorini s,
deb belgilaylik, bu sug‘urta hodisasi ro‘y bergandagi ko‘rilgan
talofat migdorini v, deb belgilasak, & - shartnoma bo‘yicha sug urta
to‘lovini x,=7,-% ko‘rinishida yozish mumkin bo‘ladi. Bulardan
tashqgari ~ =3oo-shartnomalar soni. ¢, -P(/, =1), M,—% - shartnoma
bo‘yicha yig‘indi sug‘urta to‘lovini belgilaydi. Bu holda sug‘urta
portfeli bo‘yicha yig‘indi to*lovlar migdori
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5=Xx+8%x,
formula bilan aniglanadi. Demak,
VarS = VarX + . +Vark .
Berilgan 2 ta guruhdagi shartnomalar statistik ma’noda bir-
biridan farq qilmagani uchun
VarS = N'VarX '+ +N"Varx”
tenglik o'rinli bo‘ladi va bu yerda »' -100, ~”-200 mos ravishda
birinchi va ikkinchi tipdagi shartnomalar soni, vary’, Vary” — birinchi
va ikkinchi tipdagi to*lovlar dispersiyalari. Sug*urta to‘lovini ifoda
etadigan tasodifiy migdor
X=1Y
ko‘rinishda bo‘lib, undagi x va r - tasodifiy miqdorlar bog*ligsiz.
1 - sugurta hodisasi indikatori (r(r-1)=¢), ¥-(0 &) oraligda tekis
tagsimlangan tasodifiy migdor bo‘ladi. Bevosita hisoblashlarni
bajarib
VarX —‘fgz- (4-3¢)
tenglikni hosil gilamiz.
Oxirgi munosabatlardan
VarX' =2567,
VarX¥ =1719
munosabatlar kelib chigadi va demak,
VarS = 106-2567 + 2001719 = 650000 .

To‘g"ri javob: D) variant.

Masala 2. Faraz gilaylik kompaniyada v - 3000 kishi hayot (life)
sug-urtasi gayd etilgan bo*Isin. Bunda mijozning bir yil davomida
vafot etish ehtimolligi 0,3%. Bir vil davomida mijoz vafot etsa,
kompaniya »-2s50000 so‘'m to‘laydi, vafot etmasa hech narsa
to*lamaydi.

Kasodlik ehtimolligi 5% (0,05) bo’lishini ta’min etish uchun
kompaniva ganday miqdorda sug‘urta premiyalari to‘plashi
(vig“ishi) kerak.

Yechish. Odatda, vig‘indi sugurta to’lovlari pul o°lchovi
birligi sifatida qabul gilinadi. Bu holda ;-nchi shartnoma bo‘yicha
x,-sug‘urta to*lovi ikkita 0 va 1 giymatlarni mos ravishda i-4 va 4
ehtimolliklar bilan gabul giladi. Shuning uchun ham
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EX,=(1-g)-0+g-1=g=0,003,
EX}=(l-g)-0+g-U'=q
Vark, = EX? - (EX) = g—g* » 0,003,
i Endi yig‘indi sug‘urta to‘lovi
F=X+.+X,

uchun

ES = NEX, = 3000-0,003 =9,
Var$ = NVarX, = 3000-0,003=9
qiymatlarga ega bo‘lamiz.

Agar markazlashtirilgan va normallashtirilgan yig‘indi sug‘urta
to‘lovi migdori s uchun Markaziy Limit teoremadan foydalansak,
kompaniyaning kasod bo‘lmaslik ehtimolligi uchun quyidagi
natijaga kelamiz:

S5-ES  u-£ES S5-ES u-9 u-9
P(Szu)= < e P — =@ — .
S<w) P[JV&[S<JV8IS] [J\farss 3 ) [ 3 )

Agar biz kasodlik ehtimolligini 5% bo*lishini tayin etsak, =2

" miqdor

S

Ty = Xog = 1,645
. songa teng bo‘lishi kerak (bular normal tagsimot ¢(~) uchun mavjud
_ ]advallardan olindi). Demak, absolyut ragamlarda
u={3-1,645+9)- ES =13,935- £5 = 3483750 50°M
bo‘lishi kerak.
Quyidagi masalalarni mustagil yechish o‘quvchiga taklif
qilinadi.
Masala 3. Meditsina sug‘urtasi bo‘yicha umumiy to‘lov
migdorining zichlik funksiyasi
Pz} =~l~n-1(—5e_%“”, x>0,
Shartnoma bo‘yicha bu summa uchun to‘lovdan 100 so‘mga
oshig premiya belgilangan.
Agar 100 ta shartnoma tuzilgan bo‘lsa, sug‘urta kompa-
niyasining talofati to‘plangan premiyadan katta bo‘lishining
- taqribiy ehtimolligi topilsin. Javoblar:
A) 0,001 B)0,159 (C)0333 DY 0,407 E) 0,460.
To‘g'n javob: B) (P =15,87% ) variant.
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Masalani yechish uchun ko‘rsatma. Agar bitta sharthoma
bo‘yicha sug‘urta to‘lovini x tasodifiy miqdor bilan belgilasak,
uning zichlik funksiyasi

i

N=Ae ¥, x>0 A=-—,
i) 1000

Bevosita hisoblashlar bilan

EX = Iz e = 1000,

Vax =2 ({]:z-%ﬂtmom
A1) a
ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Demak, bitta shartnoma premiyasi

p=EX +100=1100,
ya’'ni to plangan hamma premiya
P=N-p=116000.
Hamma shartnoma bo‘yicha sug‘urta to*lovi
SwXp. X,
bo‘lib, bu yerda »~ - 100 (shartnomalar soni), x—i- sharthoma
bo‘yicha sug urta to‘lovi migdori (tasodifiy) va uning tagsimot
funksiyasi
P(X, <x)=F(x)=1-¢™, x>0.
Endi bizni gizigtirayotgan
e v o S—ES _Np-ES
PS> Np)=1 {?ﬁ? 37%;.7]
ehtimollik uchun Markaziy Limit tecoremani tatbiq etish yetarli
bo*ladi.

Masala 4. Kompaniya | yil muddatli hayot (life) sug‘urta
shartnomalarini sotadi. Sug'uria to‘lovi hagidagi informatsiya
quvidagi jadvalda keltirilgan:

[Sug‘urt_a_sgmg@gi]_\fafol_ etishsababi |  Ehtimollik :]
' 500000 | Tabiiy baxtsiz ] 0.10 |
1000000 | hodisa | 001 |

:
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Nisbiy himoya yuklamasi 20%.

Kompaniya gancha sug‘urta sotish kerak bo*ladiki, to‘plangan
premiya migdori 95% ehtimollik bilan yig*indi sug*‘urta summasini
goplasin. Javoblar:

A) 550 B) 560 C) 570 D) 580 E) 590.

To‘g'ri javob: E) variant.

Eslatma. Har bir sharthoma sug‘urta to‘lovini x - tasodifiy
miqdor bilan belgilasak, bitta sug‘urta shartnomasi premiyasi

p=(1+0EX
formula bilan aniqlanadi. Bu yerda
P

EX
miqdor nisbiy himoya yuklama koeffitsiventi deb ataladi.

Masala 5. Kompaniya uchta s « va . shaharlardagi uylarning
sug‘urta himoyasini bajaradi. Bu shahar bir-biridan uzoq
masofada joylashgani uchun, kompaniyaning bu shaharlardagi
sug‘urta to‘lovlarini bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar deb tushunish
mumkin.

Bu shaharlardagi sug‘urta to‘lovlarini ifoda giladigan tasodifiy
miqdorlarni mos ravishda x, x,va r, deb belgilasak, ularning
momentlar hosil giluvchi funksiyalari

M,0=(1-2)",
M @0 =(1-20)",
M (=(1-2)"

formula bilan aniglanadi.

Agar x tasodifiy miqdor kompaniyaning hamma uchta
shahardagi umumiy talofatini ifoda etsa, £x> moment hisoblansin.

Javoblar:

A) 1320 B) 2082 C) 5760 D) 8000 E) 10560.

To'g‘ri javob: E) variant.

Yechish uchun ko‘rsatma. Eslatib o‘tamizki, r tasodifiy
migdorning momentlar hosil giluvchi funksiyasi deb

wy=Ee" teR

ifodaga aytiladi.
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Yuqoridagi x, x,va x, tasodifiy migdorlar bog‘ligsiz deb
hisoblangani uchun kompaniyaning umumiy talofatini anig-
lavdigan x-x,-x,+x, tasodifiy migdorning momentlar hosil
giluvchi funksiyasi

w, ()= E{eVe ) = B o -6 ) = Be™ - Bt -Ee™: =

- {l—h] -1543% :(I “m}-lo
formula bilan topiladi.

IEndi masalani oxirigacha yechish uchun

(o= 5[ e

yoyilmadan foydalanish kerak bo‘ladi. Bu yerda
[‘;} ca-(e-1)-_ (a-n+l)

binomial koeffitsiyentlarni ifoda etadi.
Masala 6. Kompaniya 32 ta sug ‘urta shartnomasi tuzdi. Har bir

shartnoma uchun sug‘urta hodisasini ro’y berish chtimolligi ;:-,

sug‘urta to‘lovi esa » (sug'urta hodisasi ro’y berganidan so‘ng)
uzluksiz tipdagi tasodifiy migdor bo°lib, uning zichlik funksiyasi
m_,{m—y).astﬂcyd
o 0, sksholds
Sug"urta portfeli hamma shartnomalar bo‘yicha yig‘indi to‘lovi
s bo‘lsa, p(s>4) ehtimollik baholansin.
Yechish. Sug*urta portfeli boyicha hamma to‘lov
§= Xt 4Ky
miqdorni tashkil giladi. Bu yerda ~ =32, X, — i- sharthoma bo“yicha
to‘lovni ifoda etadigan tasodifiy migdor, demak,
ES=EX 4. +EX, = N-EX,
Var§ = VaeX 4. +Vark, = N-VarX'.
Tasodifiy migdor x, ni
X,=1B,
ko‘rinishda belgilash qulay bo‘ladi. Bu yerda 7, — ¢-nchi shartnoma
bo‘yicha sug‘urta hodisasi indikatori, 5 ~ /-nchi shartnomadagi
sug'urta hodisasi ro'y berganda to'lanadigan to‘lov. To'la
ehtimollik formulasi bo‘yicha
EX, = P(1, =0)E(X, /1, =0)+ P{J, =) E(X, /1] =1)=
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—0+P( =10)E(B/1,=1)=4E(B), q=F(I,=1),
=P(1,=0)E(X2/1,=0)+ P(1, =) E{x] /1, =1)=
=0+ P(f, =0)E(B!/1,=1}=¢F(B}).
Shunday qilib, masala 5 tasodifty miqdorning b:nnchl va
ikkinchi tartibli momentlarini hisoblashga keltiriladi:

1 ] AT
£8= [up, w2 jya—y)ay{y‘—%))a:%,

Lol

Poaduad

. 2y y" I
Eg = Iu psludu= ijz{l— [ 33 )io s |
Bndi lndlvxdual talofat X, Iarm momentlarini hlsoblaymlz.

1 2
X, =—, E§S=22, ) T
£. 18’ T _ A ML
o 64
[ EXzz— Vars = —,
” 36 31

Vank, = X -(EXY =,

iziy Limit teoremaga asosan, _
S_ES _ 4— ESJ (s ES 1"-&3]

o rs-0=r( G - R T
- Demak,

S-E5 4-ES 4-ES I
= =l— =1 =) o.
PS> 8 P( T WMS] ! cn( st] 1-9(2,5) o

... Masala 7. Kompaniya quyidagi shartnomalarni sotadi:

1) sug‘urta hodisasi ro‘y berishi ehtimolligi %,

2) sug‘urta to‘lovi (sug‘urta hodisasi ro‘y berganidan so‘ng)
t000e**" formula bilan aniglanadi. Bu yerda r tasodifiy miqdor
(0; 20} oraliqda tekis tagsimlangan; ,

3) sug‘urta portfeli » ta bog‘ligsiz shartnomalardan iborat;

4) shartnoma premiyasi 350 ga teng;

5) umumiy premiya yig“indi to‘lovning matematik kutilmasini,
yig‘indi to‘lovni o‘zining o‘rta giymatidan standart og'ishi 125%
bilan yig‘indisiga teng. :
~ * Shartnomalar soni ~ topilsin. Javoblar: ' _

T A) 158 B) 160 C)162  D)l164 - E)166.
= To‘g'ri javob A) variant. '

-+
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' Eslatma. Masalaning shartiga asosan umumiy premiya

P = ES +1.25JVars = N- EX +1,25JN J/VarX -
Demak, bitta shartnoma uchun sug‘urta premiyasi

p=EX+ 1,25+ VarX )

N

Masala 8. Sug'urta kompaniyasi avtomobil sug‘urtasi bilan
shugullanadi. Aytaylik x-tasodifiy migdor kompaniyaning
avtomobil avariyaga uchrash bilan bog'liq sug‘urta to‘lovini, v-
tasodifiy migdor esa havdovchining fugorolik mas’uliyati bilan
bog‘liq talofatni ifoda etsin (fugorolik mas’uliyati deganda
haydovchining tabiiy holati (kasalligi), spirtli ichimlik gabul qilish
oqibatida. keksaligi bilan bog‘liq xarajatlar). Hamma pul million
(mln) dollar bilan o*lchanadi.

(x. v) tasodifiy juftlik tagsimoti zichlik funksiyasi

P, 3)= 2x+2-y, agw O<xl 0<y<2bolsa,
: 0. aksholda
Kamida umumiy talofat 1 min dollamni tashkil qilish
chtimolligini topilsin. Javoblar:
A) 0,33 B) 0,38 C) 041 D) 0,71 E) 0,75.
Yechish. Qidirilayotgan ehtimollik
PepP(X+Y21)
bo‘ladi va uni
P= _[jpir- ¥y

ikki karrali integral ko*rinishida yozish mumkin. Bu yerda » sohani
(x. yytekislikda quvidagi shartlar bilan aniglash mumkin:
x+yzl
JO-:'. x<l
Dey<l

va bu soha quyidagi shaklda ifoda etilgan.
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Keltmlgan shaklga asoslanib o sohani
{ir, H0cxeLl-x35y<

Wshda yozib, yuqonda.gi karrali integralm i
) o, J'drjzx-l-Z ydy ‘r. T

takroriy integralga olib kellsh mumkin. Oldm ichkl integralni
hisoblaymiz:

sz+42 Y e 2!;])+2J; OSy{:: 12 _ 5 +:x+l-
-x = x o .
Endi tashqi integraini hlsoblaymlz
1 5 r
n}-ix‘+86x+ldx +:x +er; :}_:ﬁ"u 7083,

Demak, D) variant to‘g‘ri javob bo‘lar ekan.

Masala 9. Korxona o‘z xodimlarini baxtsiz hodisalardan
himoyalash uchun sug‘urta kompaniyasi bilan quyidagi shartlarda
guruh shartnomalarini tuzdi:

1) shartnoma muddati — 1 yil;

2) agar baxtsiz hodisa invalidlik holatiga keltirsa, jabrlanuvchi
1 (min) pul oladi, bundan tashqari shuncha so‘mni har bir oila
a’z0si ham oladi;

3) shartnoma bo‘yicha birinchi to‘lovni sug‘urtalanuvchi
kiritadi, qolganlarini esa sug‘urta kompanijyasi kiritadi. Boshqgacha
aytganda, franshizasi «-1 bo‘lgan stop loss sug‘urta shartnomasi
tuziladi.
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Quyidagi shartlar bajarilganda:

a) individual risklar bog'ligsiz tasodifiy miqgdorlar bilan
ifodalanadi:

b) bir yil davomida invalidlik holatiga keltiruvchi baxtsiz
hodisaning ro‘y berish ehtimolligi 4;

¢) korxona xodimlari soni »:

d) xodimning oila a’zolari sonining o‘rta giymat «.

Shartnomaning netto-premiyasi topilsin.

Yechish. »-nchi xodimga sug-urta to‘lovini x, tasodifiy
miqdor bilan belgilansin. Bu tasodifiy miqdorni

X,=1,(1+7,), n=12, ..

struktaviy ko‘rinishda yozamiz. Bu yerda 7— “»-nchi xodimni
invalidlik holatiga keltirgan baxtsiz hodisa ro‘y berishi”
hodisasining indikatori, ¥,— »-nchi xodimning oila a’zolari soni.

Tuzilgan shartnoma bo*yicha ko‘rilgan talofat migdori

s,
Kompaniyaning sug‘urta riski
(5-1)" - max(5 -1, 0)
miqdorga teng. Shuning uchun ham netto-premiya p uchun
quyidagi formula o‘rinli:
B=E(S-1) = S (h-1P(s = k)= S hP(S = k)- 3 P(S = k)=

~ES—(1-P(S=0))= N-EX_-1+(1-q)" = Ng(1+a)-1+(1-q)".
Masala 10. Kompaniya o*zining xodimlari uchun guruh-guruh
hayot (life) sug‘urtasi o‘tkazadi. Xodimlar strukturasi quyidagi
jadvalda keltirilgan:

Kasb sinfi | Xodimlar soni Sug‘urta O*lim
e summasi | ehtimoli
i 100 1 0,1
2 100 1 , 0,2
3 200 2 0.1

4 | 200 2 02
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Kompaniya sug‘urta fondiga kutiladigan sug urta to‘lovlari
hajmidagi summani kiritadi.

Har bir xodim o‘z navbatida kutilgan to‘lovning , gismini
fondga kiritishi kerak. Bu gism shunday aniqlanadiki, to‘plangan
sug‘urta fondi 0,95 ehtimollik bilan sug*urta to‘lovlarini goplasin.

To‘rtinchi kasb xodimlari kiritgan sug‘urta premiyasi hajmi
aniqlansin. Javoblar:

A)0,060 B)0066 (C)0,072 D)0,078 E)0,084.

To'g'ri javob: B) variant.

Ko‘rsatma. Aytaylik ¢— xodimning vafot qilish ehtimolligi,
s— sug‘urta to‘lovi miqdori bo‘Isin. Individual talofat miqdori fagat
2 ta giymat qabul giladi: 0 ni 1- 4 ehtimollik bilan, s ni ¢ ehtimollik
bilan. Shuning uchun

EX =gS, VaS=g(1-4}5".

Endi bulardan foydalanib va xodimlarning o‘limi vagtlari
bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar bo‘lishini hisobga olgan holda, har
bir kasb sinfi uchun yig‘indi sug‘urta to‘lovlarini o‘rta qiymatlari
va dispersiyalarini hisoblab chiqish mumkin (berilgan jadvaldagi
qiymatlar asosida).

8.1.2. Induvidual talofatlar modeli masalalari

Sug‘urta kompaniyasining moliyaviy risklarining asosiy
qismini individual shartnomalar bo*yicha sug‘urta to*lovlari tashkil
qiladi. Ba’zi hollarda (masalan, Life-hayot sug‘urtasida) faqat bitta
sug‘urta hodisasi ro‘y berishi mumkin. Boshga hollarda esa
(masalan, avtomobil sug‘urtasi, umuman, Nonlife — mol-mulk
sug‘urtasida) bitta shartnoma muddati davomida bir nechta sug*urta
hodisalari ro‘y berishi mumkin. Shu sababli sug‘urta faoliyati
individual talofatlarga olib keluvchi baxtsiz hodisalami tahlil
gilishdan boshlanadi. Risklar nazariyasi doirasida fagat individual
talofatlarni ifoda qiluvchi migdor ¥ (o‘z navbatida bu migdor u
voki bu pul birliklarida belgilangan deb tushuniladi) o‘rganiladi
xolos. Biror konkret sug‘urta shartnomasiga nisbatan bu migdor
hagida aniq bir fikrga kelib bo‘lmaydi (fagat bu talofat yuzaga
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kelganini yvoki kelmaganini qayd etiladi, xolos). Lekin biz katta
hajmdagi bir xil shartnomalar bilan ish ko‘rganimizda chtimolliklar
nazariyasining katta sonlar qonuniga asosan, sug‘urta talofatini x
ni tasodifiy migdor deb tushunish kerak bolishi hagidagi xulosaga
kelamiz.

Individual talofatlarning hajmini ifoda giluvchi tasodifiy
migdor x lamni butunlay ixtiyoriy deb bo‘lmaydi, chunki ularni
gandaydir o‘ziga xos xususiyatlarga ega bo‘lganligi anig bo‘lib
goladi. Aktuar matematika yuzaga kelishi va rivojlanishi davrida
tasodifiy talofatlarni belgilovchi tasodifiy miqdorlar sinfini ajratib
olish va ular bilan bajariladigan asosiy amallar aniqlanib olingan.
Bu tasodifiy miqdorlar fagat sug‘urta faoliyatining ganday
ko‘rinishlarini modellashtirish mumkinligi haqidagi masalalar
ushbu bobda keltiriladi va ulardan ba’zilari namunaviy misol
sifatida yechimi bilan bayon etiladi.

Risk nazariyasidan fasodifiy miqdor x ni (individual talofat
miqgdori) ma’lum ma’noda struklashtirish qabul gilingan. Masalan,
ko“p hollarda tasodifiy migdor

X=1-T (1)
ko‘rinishda yozish foydali bo‘ladi. Bu yerda tasodifiy miqgdor 1,
sug‘urta hodisasi ro‘y berishi yoki ro‘y bermasligiga bog‘lig holda
1 va 0 giymatlar gabul giladi. ¥ miqgdor esa sug*urta hodisasi ro‘y
berganda sug‘urta to‘lovi migdorini bergilaydi.

Agar har bir shartnoma harakati davrida bir nechta sug‘urta
hodisalari ro‘y berishi mumkin bo‘lsa, .y ni

X=Y+¥,+..4%, (2)
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘ladi. Bu yerda v-tasodifiy migdor
sug‘urta shartnomasi harakati davrida ro‘y bergan sug‘urta
hodisalari soni, ¥-tasodifiy migdor i-sug‘urta hodisasi ro‘y
berganda to‘laniladigan pul migdori.

Agar odatdagidek, i}’::n shartli tenglikni gabul qgilsak, (1)

=t

model (2) modelning xususiy holi bo‘ladi. Qayd qilib o‘tish
mumkin bo‘ladiki, (2) tenglik matematik ma’noda sug urtaning
kollektiv risk modelidagi kompaniyaning umumiy yig‘indi
to*lovlari formulasi bilan bir xil bo‘ladi.
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Individual talofatning (1) va (2) formulalar bilan ifoda etilishi,
har bir konkret shartnoma bo‘yicha sug‘urta to‘lovini yuzaga
keltiradigan faktorlarni aniglash va identifikatsiva qgilish imkonini
beradi. Aslida ham sug*urta holatlarini ro"y berish ehtimolligi

q=P(I=1)

miqdoriga ta’sir etadigan faktorlar, sug‘urta to‘lovi ¥ tasodifiy
migdor bilan bogligligi kuzatiimaydi. Bu esa tasodifiy migdorlar
1 va v larni ehtimollik ma’nosida bog‘liq bo*lmagan miqdorlar deb
tushunish mumkinligi imkonivatini beradi. Masalan, avtomobil
sug‘urtasida halokatga uchrash ehtimolligi ¢=2(7=1) haydov-
chining yozishiga ko‘proq bog’liq: birinchidan bu ehtimollik yoki
haydovchilar guruhida (harakat qoidalariga itoat etmaslik
oqibatida) ikkinchidan esa keksa haydovchilar orasida (jismoniy
reaksiya susayishi natijasida) kattaroq bo‘ladi. Lekin halokatga
uchragan aviomobilning ta'mirlash narxlari (sug urta to‘lovi)
haydovchining yoshiga bog*liq bo‘lmaydi.

Aktuar faoliyatga tegishli adabiyotlarda sug urta to‘lovining
o‘rta qiymati m=EY uchun mean severity (o'rtacha to‘lov hajmi)
iborasi ishlatiladi. Migdor
- EX=pP(l=1)-EY =gm

sug‘urta shartnomasi bo‘yicha kutilgan to‘lovni ifoda qiladi.
Shuning uchun ham sug‘urta kompaniyasi sug‘urta premiyasini
(badalini) tayin etishda bu migdorni hisobga olishiga to*g‘ri keladi.
Sug‘urta faoliyatida gm miqdorni netto premiya deb ataladi. Oz
navbatida, sug‘urta to‘la to‘loviga (brutto premiya) sug‘urta
kompaniyasining ish faoliyati bilan bog‘liq harakatlar ham kiradi.
Ko'p hollarda, netto premiya kompaniyaning to‘la premiyasining
10% ini tashkil etadi.

Individual talofatni ifodalaydigan tasodifiy migdor x uzluksiz
tagsimotga ega bo‘lmaydi, chunki

P(X =0)=P(1=0)=1-g>0.

Lekin bu ehtimollik 1 ga ancha yagin bo‘lishiga qaramasdan
x = -y tenglikdagi sug‘urta to‘lovi y ni uzluksiz tipdagi tasodifiy
miqdor ko‘rinishida ifoda etish qulay bo‘ladi.
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Sodda sug‘urta holatlarida individual talofat x tasodifiy
miqdor chekli sondagi
b, =0, &, ... b,
diskret qgiymatlarni qabul giladi. Ehtimolliklar nazariyasining
umumiy kursidan ma’lumki. diskret tasodifiy migdor x ning
tagsimoti
B=P(X=b), .., B,=P(X=b) )
ehtimolliklar bilan aniglanadi va yana shu manbadan ma’lumki,
uzluksiz tipdagi tasodifiy migdor ¥ ning taqsimot funksiyasi
F(X)=P(¥Y <x)
yoki zichlik funksiyasi
P(x)=F(x),
bu tasodifiy migdorning tagsimoti
B (A)=P(Y € 4)
ehtimollik o‘lchovini bir giymatli aniglaydi ( 4 to*g‘i chizig » dagi
ixtiyoriy barel to‘plami).
Aktuar matematika tatbiglarida v tasodifiy miqdor musbat
qiymatlarni qabul gilgani uchun, x <0 bo‘lganda
F(x)=P(x)=0
tengliklar bajariladi. Demak, F(x) va P(x) funksiyalar uchun x>0
deb, hisoblash mumkin.
Individual risk ¥ tasodifiy migdorning quyidagi
m_=EX (0‘rta qiymat),
VarX = EX* -(EXY (dispersiya),
o, =JVarx (o'rta kvadratik og‘ish),
C,=o,/m, (variatsiya koeffitsiyenti),
E(X - EX) — —
e (assimetriya koeffitsiyenti)
sonli xarakteristikalari muhim hisoblanadi.
Ehtimolliklar nazariyasining umumiy formulalari bilan mos
ravishda, ehtimollik tagsimoti
P =P(X=h), ..., P,=P(X=b)
bo‘lgan diskret tasodifiy migdor x uchun
EX=SBP,
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EX*=3 8P
tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Taqsimot funksiyasi #(x)=pP(¥<x) va
zichlik funksiyasi P(x)=#'(x) bo‘lgan uzluksiz tipdagi tasodifiy
miqdor ¥ uchun
EY= j'.tdF(.r) :jxi'(:]dr
a o

EY= Tx’dF(x) :f;-‘r(x}dx

formulalar bajariladi.

Masala 1. Muddati 1 yil bo’lgan hayot (life) sug urta
shartnomasi ko‘riladi. Sug urta summasi »=100000 so‘m, mijozning
1 yil davomida vafot etish ehtimolligi ¢=0.0025. Sug‘urta to‘lovi x
ning variatsiya koeffitsiyenti topilsin.

Yechish. Bu holda

EX = bg=10"-25-10* =250 (S0'm),
VarX =b*(1-g)g =10 (1-25-10*)-25-10 % = 25.10°
X ning o‘rta kvadratik og‘ishi
o, =V ar X = 5000 (s0°m)
" demak, variatsiya koeffitsiyenti
C, =a,/EX ~5000/250=20.
Masala 2. Induvidual sug‘urta talofati (sharthoma ma’lum
muddatga tuzilgan) tasodifiy migdor
X=1-¥
ko‘rinishda ifoda etiladi. Bu yerda 7 sug‘urta hodisasi indikatori, ¥
sug‘urta hodisasi ro‘y berish ogibatida yuzaga kelgan talofat
miqdori.
Agar quyidagilar:
1) netto premiva 2 ga teng,
2) v tasodifiy migdoming dispersiyasi 16 ga teng,
3) x tasodifiy migdoming dispersiyasi 30 ga tengligi,
ma’lum bo‘lsa, sug‘urta hodisasining ro‘y berish ehtimolligi va
sug urta to‘lovi o'rta giymati topilsin.
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Yechish. Faraz qilaylik, sug'urta hodisasi ro‘y berishi
ehtimolligi ¢ = P(7-=1), sug'urta to‘lovi ¥ ning o‘rta giymati m= EY
bo‘lsin.

Bu holda to‘la matematik kutilma formulasiga asosan,

EX = P(1=0YE(X/I=0)+P(I =0)E(X/I=1)=
=04 P(I=1)E(Y/I=1)=P(I =1)EY =gm,
Ex?=P(1=0)E(X?/1=0)+ P(J =0)E(X?/T =1)=0+ P(1 =1)EY? = gEY*
Shunday qilib,
VarX = EX* —(EX)' = gVarY + ¢(1- q)m’
tenglikka ega bo'lamiz. Okxirgilardan quyidagi tengliklar
sistemasiga ega bo‘lamiz:
qVarY +q(1-q)nf =30
gm=2, VarY =16.
Bu sistema ¢ ga nisbatan
8¢° 17+ 2=0
kvadrat tenglama bilan teng kuchli bo‘ladi. Oxirgi tenglamaning
yechimlari ¢=2 va ¢= I bo‘ladi. Demak, g-ehtimollik bo‘lgani
uchun sug‘urta hodisasining roy berish ehtimolligi 1 ga teng
bo‘ladi. Bundan va yuqoridagi tenglamalar sistemasidan
foydalanib, sug‘urta to‘lovi x ning o‘rta giymati m=EX=16
ekanligini olamiz.

Masala 3. Omborxonada ro‘y berishi mumkin bo‘lgan yong‘in
oqibatida ko‘riladigan zarar migdori x ning tagsimoti quyidagi
jadvalda keltirilgan:

f_ ~ Zarar migdori x TI_ _Ehtimollik |
| 0 | 0.9 ’
500 0,060
\ 1000 0,030 |

10000 0,008 i
i 50000 0.001 |
L 100000 Y T
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Yong'in oqibatida yuzaga kelgan zararning o‘rta giymati
topilsin.

Javoblar:

(A) 290, (B)322, (C) 1704, (D) 2900.(E) 32222,

Izoh. Bu yerda va boshga joylardagi masalalarda keltirilgan
javoblardan (A, B, C, D va E) qaysinisi to*g°ri ekanligini ko' rsatish
talab etiladi.

Yechish. Faraz gilaylik, /-omborxonada yong'in bo‘lishi
hodisasi indikatori, ¥ - yong‘in ogibatining sug'urta to‘lovi, X = 7.y
sug‘urta shartnomasi bo‘yicha talofat migdori bo‘lsin. Tasodifiy
migdor X ning tagsimoti yuqoridagi jadvalda keltirilgan. Bizga ¥
ning o‘rta giymatini topish kerak bo‘ladi. Birinchi navbatda bu
tasodifiy migdorlar tagsimotlari orasidagi bog‘liglik munosa-
batlarini topamiz:

P(1=1)-P(Y =n), agar n>0,

P(-"‘—‘R):{P(!:O). agm."::o.
Haqiqatan ham, shartnoma bo‘yicha zarar 0 ga teng, agar
yong‘in ro‘y bermasa. Boshgacha aytganda
{X=0}={r=0},
ya'ni bu hodisalar uchun
P(X =0)=P(Y=0)=P(i=0).
Agar omborxonada yong‘in ro‘y bersa, »>0 va sug ‘urta to*lovi
n ga teng bo‘ladi. Boshgacha aytganda
{X=n}={I=1Y =n}
ya’'ni,
P(X =n)=P(I=1¥ =n)=P(I=1)P(Y =n)
oxirgilardan
EX = P(1=1)-EY
tenglikni hosil gilamiz va undan
B
“ T P(=n)
Ehtimollik »P(7=1) berilgan jadvalning birinchi satridan
topiladi:
P(1=1)=1-P(I=0)=1-P(X =0)=0.1.
Shartnoma bo‘yicha sug‘urta to*lovi ¥ ning o‘rta giymati
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EX = ¥ nP(X =n)=500-0,060 +1000- 0,030+ [0000- 0,008 + 50000 - 0,001 +

+100000-0,001 =304 30 + 80 + 50+ 100 = 290.

Demak.

EY =290/0.1=2900
va (D) javob to*g‘ri ekan.

Masala 4. Sug‘urta to‘lovlarining gandaydir shartnomalar
portfeli bo‘yicha o‘tkazilgan statistik tahlillar shuni-ko‘rsatdiki,
agar ¥ sug‘urta to*lovi migdorini ifodalaydigan tasodifiy migdor
bo‘lsa, 7 - n¥ tasodifiy miqdor parametrlari

EZ=6,012, VarZ =1,792
bo‘lgan normal gonun bilan tagsimlangan bo‘ladi (Individual
to‘lovning bunday tagsimoti logarifmik normal (log-normal) qonun
deb ataladi).

Sug‘urta to‘lovi ¥ miqdorning 200 dan katta, 500 dan kichik
bo*lishi ehtimolligi topilsin.

Yechish. Izlanayotgan p - P(200<¥ <500) ehtimollikni quyi-
dagi ko‘rinishda yozish mumkin:

P~ P(200 < ¢” < 500) = P(in 200 < Z < In500)
Gauss tasodifiy migdorini chizigli almashtirib, ya'ni
7, =2 E
 Varz
standart normal tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy miqdorga o‘tib, r
ehtimollik uchun quyidagi tenglikni olamiz:
s P(inzm—fz _Z-EZ In500- EZ):
VarZ WarZ VarZ

B P{mzoo-a,mz . % msm-e,mz): {tnsoo-e.mz]_

N NED o
_¢{ hm—&o'z]; ®(0,151)-(-0,533).
:;Lm J
Bu yerda odatdagidek

I § &2k
= = :“d‘
"=l
standart Gauss tasodifiy migdori 7, ning tagsimot funksiyasi.
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Maxsus funksiva o(x) sonli giymatlarini ko‘p kitoblarda
keltirilgan jadvallardan topish mumkin, voki Microsoft Excel
yvordamida

D(x)= HOPMCTPACT(x)
funksiya orqali hisoblanishi mumkin:
®(0,151) = HOPMCTPACR(0,151) = 0,560,
@(—0,533) = HOPMCTPAC=(-0,533) = 0,297.
Demak, P=0,263.
Qayd qilib, o*tamizki, » ehtimollik bevosita
JIOTHOPMCTPACH(x. a, &)
funksiya Microsoft Excel yordamida hisoblanishi ham mumkin.
Buning uchun quyidagi funksivalar satrini terib olish yetarli
bo*ladi:
JOTHOPMCTPACT(500; 6,012; KOPEHB(1.792)) -
~JIOFHOPMCTPACx(200; 6,012; KOPEHB(1.792)) = 0,263.

Masala 5. Sug‘urta kompaniyasining bir oylik sug‘urta to‘lovi

(risk) musbat giymatli va zichlik funksiyasi

P(x)= x>0, C =const, C>0

¢
(+ x)‘ ’
" bo‘lgan tasodifiy migdor orqali modellashtirlgan. Kompaniyaning
bir oylik to*lovining o‘rta giymati topilsin.

Javoblar:

@i ®L ©5 O @
Yechish. Birinchi navbatda proporsionallik koeffitsiyenti ¢ ni
topish kerak bo*ladi. Zichlik fmtkswammng Xossasiga asosan,

<
=[rgafn Cae S0 -

Demak, ¢ =3 va zichlik funkaxyam

3
Plz)=—— x>0.

{x) -
Noma'lum rquor EX uchun quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz:
EX = [xP(x)dx = cdvadfitilp & T &
‘{I ) !( 14x) £{I+.t) £{|+x) o1+ x)
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¢ |i3—('r—+—l}—:-+(x+ l)djk[: il

Shuning uchun ham to'g'ri javob (C), bo‘ladi. Keltirilgan
zichlik funksiyasi Pareto tagsimotining xususiy holi bo‘ladi. Bu
tagsimot ikkita 2>0 va «>0 parametriarga bog'liq bo‘lib, uning
zichlik funksiyasi

= a A
#(.r)::{i-;:) 5 0 <x<+ax
Ko‘rinishga ega bo’ladi. Oson ishonch hosil gilish mumkinki,
EX:—L.
a-1

Quyidagi masalalar o‘quvchilarga mustaqil yechish uchun
tavsiya etiladi.

Masala 6. Magazinda ro'y berishi mumkin bo‘lgan yong‘in
ogibatida yuzaga keladigan talofatni ifodalaydigan tasodifiy
migdor x ning zichlik funksiyasi

P(x):{O,OOS(ZO—x). agar 0<x<20,
: 0, qarama-qarshi holda

Agar yong'in natijasida talofat x> 8 bo‘lsa. bu talofatning 16

dan katta bo*lishi ehtimolligi
P=P{x>16/x>8)
topilsin. Javob: »=1/9.

Masala 7. Sug‘urta xodimi (aktuariy) gandaydir baxtsiz hodisa
ro‘y berishi natijasida ko*riladigan talofatni ifoda etadigan tasodifiy
migdor x ning tagsimoti hosil giluvchi funksiyasi

1
v, (I)=“_(I—2SMr)‘ . teR
ko*rinishida bo*lishini aniglagan bo*lsin. Bu tasodifiy migdorning
o‘rta kvadratik og‘ishi o, = J¥arx topilsin. Javob: &, =5000.

Masala 8. Sug‘urta to'lovi o‘rta givmati 1000 bo‘lgan
eksponensial tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiylik v bilan ifoda
etilgan bo‘lsin. Sug‘urta kompaniyasi giymati 4 =100 bo*lgan
[ 0, agarY <d,

}' -
@1y —d,agar ¥ > d
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to‘lovlami amalga oshiradi. Bu tasedifiy miqdor ¥, ning
- dispersiyasi vark,, topilsin. Quyidagi

(A) 810000, (B) 860000, (C) 900000,

(D) 990000,  (E) 1000000

javoblardan gaysi biri to‘g‘ri

Hisoblash natijasida:

Vark,, =990944

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, (D) javob to‘gri.

Masala 9. Kvartiralarni sug‘urta etuvchi kompaniyaga 1 oyda
20 ta ariza tushdi. Bu arizalar bo‘yicha sug-urta fo‘lovlari migdori

quyidagi jadvalda keltirilgan:

250 . 280 50 314 250 . .

Migg o450 180 150 250 .
Pe150 U250 7 309 0 2100 . 206
146 220 300 220 688

Sug urta to‘lovmmg o‘rta qumau ¥ va umng o‘rta kvadra!ik
. og‘ishi RN

_ - , ;g(xl )
baholari topilsin. Javob: x=322,65 va 5 ~183687,6.

Masala 10. Aktuariy (sug‘urta xodimi) avtomobil sug‘urtasi
bo‘yicha to‘lovlar migdori eksponensiya tagsimot bo‘lishligi va
to‘lovning 1000 dan kam bo‘lishi ehtimolligi 0,25 ga teng
ekanligini anigladi. Oradan 10 yil o‘tgandan so‘ng avariyalar som .
kamaymadi, lekin inflatsiya oqibatida sug‘urta to‘lovlari oldingi 10
yilga nisbatan 2 marta oshdi. Hozirgi paytda sug‘urta to Iavmmg
1000 dan kam bo‘lishi ehtimolligini toping. Javoblar:

(A) 0,063, (B)0,125, (C) 0,134, T
D) 0,163, (E)0,250 . B S RIPCILEU S
To‘g‘rijavob: (C) S AR ERTE 'jf__g;.-_{‘.-__i.!i T e, :
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8.2. Kollektiv risk modeliga oid masalalar

Sugurtaning kollektiv risk modelida ham individual risk
modelidagi kabi gisqa vaqt davomidagi sug‘urta premiyalari to‘la
ravishda sug'urta jarayoni boshida kiritiladi. Individual risk
modelidan fargli o‘laroq bunda sug‘urta portfeli butun bir
shartnomalar majmuasi deb garalib, sug‘urta hodisalarining ro‘y
berishi konkret shartnomalar bilan bog‘liq bo‘lmaydi. Shunday
gilib, bu holda ro*y bergan sug‘urta hodisalari konkret sug‘urta
shartnomalariga alogasi bo‘lmaydi va bu hodisalar kompaniya
uchun yig‘indi risk bo‘lib hisoblanadi.

Kollektiv risk modeli individual modeldan yana bir muhim
farqi shundan iborat bo‘ladiki, ketma - ket ravishda ro‘y bergan
sug‘urta voqgealaridan yuzaga keladigan sug‘urta to*lovlarini ifoda
etadigan

N 2
tasodifiy miqdorlar bir xil tagsimlangan deb hisoblanadi. Bu
qilingan faraz hamma sug'urta hodisalarini teng kuchli deb
hisoblash mumkin bo*lib, ularni umumiy sug‘urta risk natijalari deb
gabul gilinishi mumkin. Bundan tashqari tasodifiy miqdorlar y, lar
faqat real talofatni ifoda etadi.

Kollektiv risk modelida ham sug‘urta hodisalari soni talofatni
ifodalaydigan 1.5....1,.. tasodifiy migdorlarga bog‘liq bo‘Imaydi
va ular umumiy riskni ifoda etadi.

Individual risk modelidagi kabi, kollektiv risk modelida ham
kompaniyaning “kasodligi” yig‘indi to‘lovlari s ga bog‘liq bo*ladi.
Bu holda

S=R+hL+.+Y,
ko‘rinishda bo‘ladi va kollektiv risk modelidagi kasodlik
ehtimolligi
R=P(Kj+¥+..+F, >u)
formula bilan topiladi. Bu verda »-kompaniya aktivi-boshlang‘ich
kapitali, kuzatilyotgan vaqtdagi sug‘urta hodisalari sonini v deb
belgilaymiz.
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Kop marta o‘tkazilgan kuzatuvlar ko‘rsatadiki, fiksirlangan
oraliqda ro‘y beradigan sug‘urta hodisalan soni » Puasson

E
P(v=f}=i_'-e—'t, FIY
!

tagsimotiga yoki manfiy binomial tagsimotga

P(v=l‘}=:a(a-*l!';_‘!(a-HhI)p“(lhp}d

ega bo‘ladi.

Individual sug‘urta to‘lovlari tagsimotlari sinfi yetarli darajada
keng bo‘lib, ular ehtimolliklar nazanyasida ko‘p uchraydi.
Aynigsa, v, tasodifiy miqdorning tagsimoti diskret tipda bo*lganlari
shamiyatli, chunki sug‘urta to‘lovlan asosan butun sonlarda
ifodalanadi (ba’zida 100 yoki ming sumlarga qadar yaxlitlanadi).
Kollektiv risk modelini belgilaydigan (v,7) tasodifiy migdorlar
juftligini maxsus tanlash o‘rganilayotgan kollektiv risk modelini
mohiyatini ochishga yordam qiladi.

Masala 1. Yig'indi sug®urta to‘lovian e

S=8,=R+h+..+L,

Formula bilan aniqlanadi. Bu yerda: :

1) v teng chtimoliik bilan fagat uchta 0,1 va 2 qumaﬂamn
" qabul giladi;

2} har bir v, tasodifiy migdor eksponensial tagsimotga ega va
uning o'ria giymati 0.5,

3) wh%..N,.. birgalikda bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy
miqdorlar.

£{+* |miqdor hisoblansin.

Javoblar: A) 0.9, B)2.1, ()2.3, D)2.5, E)2.7.

Yechish. To‘la matematik kutilma formulasidan foydalansak,

e X S
:%[HEJ‘ +(Ee}: )2J

tengliklarni yoza olamiz. Tasedifiy migdor v, lar eksponﬁnsnl'
tagsimotga ¢ga bo‘lgani uchun umng zichlik funkmyam i :
Plx)=4e” Ax v, EX, =03
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Demak, i- R Shuning uchun ham

s
ts(e

Parametr -1 bo'lgani uchun funksiya (1 1) ** eksponensial
tagsimot zichlik funksiyasi bo*ladi, ya’ni
fa-netam g
0

S . — |

AT TV T S S B TSR 19
).é[uu dx apg dx A_lt‘]“(A 1)e dx

Demak, (") }i‘—' -2. keltirilgan natijalarni birlashtirib,
E(e‘"}=§(l+2--5}=2%m2.3
patijani olamiz. Demak, to*g'ri javob varianti C).

Masala 2. Yig“indi sugurta to*lovi s, =¥ +¥, +..+ 1, kollektiv risk
modelini tashkil giladi. Quyidagilar ma’lum:

1) v parametri (tajribalar soni) » = s va “yutug™ ehtimolligi
p=0.1 bo‘lgan binomial tagsimotga ega:

2) har bir ¥, tasodifiy migdor »(y, =1)=P(¥, -2)=05 tagsimotga
cga;
3) v.1. %2, ... birgalikda bog®liq emas.

Agar # ()= £°  sug'urta to*lovining momentlar hosil giluvchi
funksiyasi bo‘isa, ir4(0,2) topilsin.

Javoblar: A) 1,15, B)1.17, C)1.19, D)1.21, E)1.23.

Yechish. To‘la matematik kutilma formulasidan foydalansak,

Mg (1) = EeS = i Plv=k)E(M Ty < k)= i Py =#){ e )i -
k=0 k=0

3 éii }{n.t]" (09 (05" + 0.5 )* (0.1 .o.s)((e' 4 e-’-')+o.9)s =1.191486..

Keltirilgan formulalardan
Ms(0,2) -‘m:ys-(e“-2 9:0'4]*0.9)5=-I 191486
Shunday qilib to*g*ri javob varianti C).
Masala 3. Kollektiv risk modelida vig'indi sug‘urta to‘lovi
tagsimoti quyidagilar bilan xarakterlanadi:
1) sug‘urta hodisalari soni » ning tagsimoti
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_{ (n+3\/1 Y4
Piv (—1 S=0L2..

\ n A\
2) sug‘urta to‘lovi tagsimoti zichlik funksiyasi p(x)=4x > x>0.
Yig‘indi sug urta tagsimotining dispersiyasi topilsin.
Javablar: A)2, B)4, C)6, D)8, E)Il0.
Yechish. Birinchi navbatda, sug‘urta hodisalari sonining hosil
giluvchi funksivasini topamiz:

w(x)= Ex" _Zxﬂ{n+3]{;]ﬂ4 i "{mj}(;;il(nd]_zi‘ .

Bt L L il

k=3

Endi sug‘urta to lovmmg Laplas almashtirishini topamiz:

e i B den (2+s)x
y(s}-é{e 4xe d!-z+36[_¥i1+s}f dx.

Oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi integral parametri i-2+s
bo‘lgan eksponensial tagsimotning o‘rta giymati bo‘ladi. Ma'lumki,
bu o‘rta giymat - -3-s. Demak,

4
y(s)= oy i
Yig'indi sug‘urta to‘lovi
S=Rh+h+.+1,

Laplas almashtirishini ham topish mumkin. Bu verda 5-
birinchi ro‘y bergan sug‘urta hodisasi to‘lovi, 1, - ikkinchi ro'y
bergan sug‘urta hodisasi to‘lovi va hokazo. U holda

p(s)= B ithsan) ¥ E(,—:(mr,*..»r.lh, - ,,)pl,, i)

- i (w()' P(v=n)=E(p(s)) =rx(w(s))= ;‘Ig(‘ 202+ )" )_4 .
=l
Oxirgi formulada :-onuqtada differensiallash amalini bajarib

ES=—'(0)= -%H}(bz(zf.:)*’ 4:( 2'{‘2}'{2"”"“ 4.
=0}

ckanligini olamiz. Xuddi shunga o‘xshash £s?-y*(0)-26, ya'ni
farS = ES? (ESY =10.
Demak, to‘g*ri javob varianti E),
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Quyidagi masalalar o*quvchiga mustaqgil yechish uchun taklif
gilinadi.

Masala 4. Umumiy talofat tagsimoti quyidagi shartlarni
ganoatlantiradi:

1) sug‘urta hodisalari soni tagsimoti:

P(v=0)=05P(v=1)-037(v=2)-02.
2) individual talofat tagsimoti:
P(Y =1)=08,P(V =4)=02.

Yig‘indi sug‘urta talofatining o°zini o' rta giymatidan 2 martta
katta bo‘lishi ehtimolligi topilsin.

Javoblar: A)0.132, B)0.138, ()0.144, D)0.150,

E) 0.156.

To"g*ri javob varianti A).

Masala 5. Quyidagi jadvalda qandaydir sug ‘urta portfeli uchun
sug ‘urta hodisalari sonining tagsimoti keltirilgan:

Sug‘urta hodisasi ro'y berganda uning uchun to‘lanadigan

sug‘urta to‘lovi y uchun
P(¥=10)=02, P(¥=0)=08.

Sug‘urta hodisalari soni v va sug‘urta to‘lovi ¥ bog‘ligsiz
tasodifiv miqdorlar deb hisoblanadi. Yig'indi sug‘urta to*lovining
(portfel bo‘yicha) o*zining o‘rta giymatidan 2 ta standart og‘ishga
katta bo‘lish ehtimolligi topilsin.

Javoblar: A)0.02, B)0.05, ()0.07. D)0.09. E)0.12.

To"g*ri javob varianti E).

Ko‘rsatma. Ma'lumki, s tasodifiy migdorning standart og‘ishi
deb o = Jrars migdorga aytiladi. Demak, yig indi sug*urta to‘lovi s
uchun

P=P(§>ES+20%)

ehtimollikni topish taklif etiladi.
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_ Masala 6. Kollektiv risk modelida yig“indi talofat miqdori s
parametti 2=63 bo‘lgan murakkab Puasson tagsimotiga cga va
sug‘urta t0‘10v1 migdorining tagsimoti quyidagi

{ . P(Y=x)
1 0.5
5 0.3
10 0.2

jadvalda keltirilgan. Normal approksimatsiya yordamida 7(s>315)
ehtimollik hisoblansin.

Javoblar: A)0.03, B)0.04, C)0.05, D)0.06, E)0.07.

To‘g'ni javob varianti ).

Yechish uchun eslatwa. Yig'indi talofat miqdori murakkab
parametri 1 bo‘lgan murakkab tagsimotga ega, ya'ni u s-{r,.r}
ko‘rinishdagi tasodifiy yig‘indi bo‘ladi:

S=h+. 4%, =h+. 4
va bu yerda K .. tasodifiy miqdorlar bog‘ligsiz va berilgan r
tasodifiy miqdor bilan bir xil tagsimlangan, ular tagsimoti -,
bo‘igan
A
Pr(A)=k)=re", ke lan.
Tasodifiy miqdor v-v{a)bilan ham bog‘'lig emas. Oson .
ket rinadiki,
. p(2)= B =052+0377 4020,

- Demak, s tasodifiy miqdorning hosil qiluvchi funksiyasi

b G(2)=E2% = T P(v=m)B(e" = n)=r(p(s)) = e ")

1433

- Oxirgi tenglikdan differensiailash yo‘li bilan s5 va vas
migdoriar osonlik bilan topiladi. Oxirgi yechimni topish uchun
S~ES _315-ES 315- £
Pis>315)= P[J— Tﬁ%‘} q)[ 1k }
munosabatdan foydalanish yetarli bo‘ladi.
Masala 7. Sug‘urta kompaniyasi konsert zalini elektr ta’-
minlash sistemasi buzilishidan sug‘urtalaydi. Quyidagilar ma’lum:
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1) elektr ta’minlash sistemalarining buzilishlar soni parametri
1 bo*lgan Puasson tagsimotiga ega, ya'ni
Ply=n)= -;i—‘e".n =i
2) elekir ta’'minlash sistemasini 1 marta buzilishidan
ko'riladigan zarar (talofat) quyidagi jadvalda berilgan;

[« | wr-s |
10 0.3

| 20 0.3

L s 04 |

3) Elektr ta'minlash sistemasi buzilishi soni va undan
yetkaziladigan zarar ¥ bogligsiz tasodifiy migdorlar;

4) agar ko‘rilgan zarar 30 dan ko‘p bo‘lmasa, uni
kompaniyaning o*zi to‘laydi.

Sug‘urta kompaniyasining 1 vildagi sug urta to‘lovining o‘rta
giymati topilsin.

Javoblar: A)5, B)8, )10, D)12, E)14.

Ta g i javob varianti E).

Masala 8. Guruh modelini sug‘urtalashda 1 yilda ro‘y berishi
mumkin bo‘lgan sug‘urta hodisalari soni parametr i-s00 bo‘lgan
Puasson tagsimotiga ega.

Har bir sug‘urta hodisasi uchun to*lov migdorining tagsimoti
quyidagi jadvalda keltirilgan.

| LP(?JJAW
50 1 03
L 100 02 |
200 | 02
Co300 | o1 |
400 | ol
500 | o1 |



Kompaniya xodimi (aktuariy) 1 yilda sug‘urta hodisasi bilan
bog'‘liq bolgan inflatsiya ogibatida tibbiy xarajatlarni har bir sug‘urta
hodisasi bo‘yicha 20% ga oshishini taxmin etadi.

Shartnoma bo‘yicha sug‘urta kompaniyasining 1 yildagi umumiy
talofati o‘rta giymati va variatsiya koeffitsiyenti hisoblansin.

Javob: gs5- wsm_:]f‘ﬁ: ~16%.

VarS

Masala 9. Sug‘urta hodisalari ro‘y berishlari sonining tahlil
etilayotgan oraligdagi tagsimoti o‘rta giymati 9 ga teng bo‘lgan
geometrik tagsimot, ya'ni

7y =P{v=n)={09)"-01, n=0,12, .

Bu hodisa oqgibatida ko‘rilgan talofat o'rta giymati 1 bo‘lgan

eksponensial tagsimot, ya'ni
P(Y<x)=1-¢ x>0

bo‘lsin. Kompaniyaning kasodlik ehtimolligini boshlang‘ich
kapital-aktiv orgali ifoda eting.

Yechish. Tasodifly miqdor v- sug‘urta hodisalari soni, ».%....¥,
ketma-ket ro‘y bergan sug‘urta hodisalaridan kutilgan talofat migdori
bo‘lsin.

Yaxshi ma’lumki, tasodifiy miqdor x+%+. .+¥, parametri
i=1a=n bo‘lgan Gamma tagsimotga ega bo‘ladi. Shuning uchun ham
umumiy talofatni ifodalaydigan s-%+v,+ s+ tasodifiy yig‘indining
zichlik funksiyasi

= = i
pe(o)= 3P =)y, ()= £ (09017 -

=)

=0.09§ (‘—m—x)—e" =009 * =009 .
o) n!
Agar «-kompaniyaning aktivi (boshlang‘ich kapitali) bo‘lsa,
kasodlik ehtimolligi
R(u]:P(S:'u)-:gips(x}dx-o.%_o‘h.
Masala 10. Meditsina sug‘urtasi tuzilishi uchun asos bo‘ladigan
sug'urta hodisalari ikki xil kasalliklardan iborat: oddiy va
stomatologik kasalliklar va ular bog‘ligsiz ravishda ro‘y berishlari
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parametrlari ibo‘lgan murakkab Puasson tagsimotiga ega bo‘ladi.
Sug urta to‘lovi tagsimotlari quyidagi jadvalda berilgan:

| Kasallik turi | Meditsina xarajatlari migdori |

| tagsimoti |

| Oddiy (0.1000) oraligda tekis 2

| Stomatologik tagsimlangan 3
(0.200) oraligda tekis

‘ . |tagsimlangan e

Sug‘urta shartnomasi bo‘yicha qandaydir sug‘urta hodisasi
ogibatidagi tibbiy xarajatlar 100 dan kam bo‘lsa, bu xarajatlarni
hammasini sug-urtalanovchi shaxs to‘laydi. Agar bu xarajatiar 100
dan ko‘p bo‘lsa, sug‘urtalovchi shaxs 100 so*'m to*laydi, qolganlarini
esa kompaniya to‘laydi. Bitta sug‘urta to*lovining o‘rta giymati
topilsin.

Javoblar: A) 161, B)167, C)172, D)177, E)183.

To*g’ri javob varianti D).

Ko‘rsatma. Faraz qilaylik s.5,.  tasodifiy migdorlar ketma-
ketligi bog'ligsiz va murakkab Puasson tagsimotlariga ega bo‘lib, ular

Si={4. K}, $1={4.FR},...
ko'rinishda bo‘lsin. Ya'ni 5; - x{+..+ x{ yig‘indilarda

> o » = _"i‘! - =
I [X'(, ) x]-, F(x),P(v, —n)--?c 4'.!:—- L2..
va v X" X tasodifiy migdorlar birgalikda bog‘liq bo‘lmagan
tasodifiy migdorlar bo‘lsin. Umumiy yig‘indi
S=5+5+..
tasodifiy migdorning tagsimotini topamiz. Buning uchun
vi(s)= fe ™ar(x)i=12...

0
Laplas almashtirishlarini kiritamiz. Bu holda § migdoming
Laplas almashtirishi

D(s) = Eexp{-sS} = f-‘c*c{ -SES,]' [TEewp(-s5)=

. i=l ) =l

355



[AZ’]' w.(s)~ AJ

=]

Bu yerda
=X 4

i=]

(bu qatoming yaginlashishi talab etiladi),

Endi _
v{s)= E**’; (*)

’ r-l
F)= 3 2R

t-l

Tenglik bilan aniglangan  tagsimot ﬁmkslynsimng Laplas

almashtirishi deb hisoblasa bo‘ladi. Demak, =
@(s)=exp{ipls)-4}
formuia o'rinli ekan.

Berilgan misolda 1-4+4=2+3=5, sug‘urta hodisalari ro‘y
bergandan so‘ng meditsina xarajatlarini belgilaydigan v tasodifiy
miqdorning zichlik funksiyasi “qorishma”

2 3
S (x)=2p(D+50(x)
funksiyadan iborat. Bu yerda mos ravishda (x) va py{x) oraliglar
(0,1000) va (0,200)lardagi tekis tagsimot zichlik funksiyalari. Bularni
hisobga olib meditsina xarajatlart ¥ ning zichlik funksiyasi
0, agar x<0,

A7 agar D <x<200,

sG00°

-, 10
500" agar 200 <x <1000,

0, agar x>1000 bo'lsa.

Fr{x)=

8.3. Qayta sug‘urialash masalalari

Sug‘urtalash shartnomasini tuzgunga qadar sug‘urtalovchi
shaxs X migdorda talofat yetkazilgan qandaydir riskka ega bo‘ladi.
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Shartnoma tuzilgandan so‘ng sug‘urtalanuvchi shaxs ozgina
premiya to‘plami hisobiga bu riskdan himoyalanadi. Boshqacha
aytganda, sug‘urtalanuvchi shaxs oz migdorda bo‘lgan premiya
to‘lovchi hisobiga katta talofatlar keltirishi mumkin bo‘lgan
tasodifiy risklardan qutiladi. Lekin. tahdidli bo‘lgan risk vo‘q
bo‘lmaydi, uni sug‘urta kompaniyasi o°ziga oladi. Bunda
kompaniyva sug‘urta potrfeli hajmini oshirishi hisobiga kasod
bo‘lishlik ehtimolligini kamaytirishga erishadi. Lekin sug‘urta
hodisalari ro'y berganda kompaniyaga katta hajmdagi sug‘urta
to*lovlarini oshirishga to‘g'ri keladi. Bunday holatlardan kamrogq
talofatlar bilan chigish uchun sugurta kompaniyasi o*zining riskini
boshqa kompaniyada sug‘urtalashga harakat giladi. Sug‘urtaning
bu turini gayta sug ‘urtalash deb atash tabiiy bo*ladi.

Qayd qilib o°tish zarurki, sug‘urta kompaniyasi gayta
sug ‘urtalash jarayonidan boshga sabablar hisobiga ham manfaatdor
bo‘lishi mumkin. Masalan, yangi bisnesni moliyalashtirish
go'shimcha ish joylari yaratish zarurligida qayta sug‘urtalash
kompaniyaning moliyaviy turg unligini ta’min etishi mumkin.

Mijozlar bilan bevosita shartnomalar tuzgan va o*zining riskini
biror gismini boshga kompanivada sug‘urtalaydigan kompaniya
uzatuvchi kompaniya deb ataladi. Uzatuvchi kompaniyaning riskini
sug‘urtalaydigan kompaniya gayta sug ‘urtalash kompaniyasi deb
nomlanadi.

Amaliyotda gayta sug‘urtalashning quyidagi varianti ko‘proq
go‘llaniladi. Uzatuvchi kompaniya o‘z mijozlariga sug‘urta to‘lovi
R so‘'mdan kam bo‘lgan hamma talofatlarni goplaydi. Agar
sug‘urta to'lovi R so‘mdan katta bo‘lsa, uzatuvchi kompaniya
mustaqil ravishda bu to*lovlarning R gismini qoplaydi, R dan katta
hajmini esa qayta sug‘urtalash kompaniyasi to‘laydi. Demak,
to‘lanishi kerak bo‘lgan X sugurta to‘lovi bo‘lsa, uzatuvchi va
gayta sug‘urtalash kompaniyalari mos ravishda

. X, acap X <R, 0, aeap X SR,
X = va X,.=
] { {1 -r, axp X >R,

Sl

r, agap X>R,
pul migdorlarini to*laydilar.
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Aytib o*tilganlardan kelib chigadiki, qayta sug‘urtalash
jarayoni boshlang‘ich risk X ni kamaytiradi. Bundagi R migdomni
‘chegaralash parametri deb ataladi.
Masala 1. Sug‘urta kompaniyasining portfeli bog'ligsiz hayot
sug‘urtalaridan (1 yil muddatli) tashkil topgan. Bu biznes blokining
strukturasi quyidagi 1-jadvalda keltirilgan:

CEe L 1-jadval
“- .. - {Shartnomalar soni [Sug‘urta summasi | ... ..
SR THEC RN 500 100

ST Ly 300 50

g 100 40

- Hajmi 860 bo‘lgan qayta sug‘urtalash premiyasi uchun gayta
sug‘urtalovchi kompaniya har bir shartnomaning chegaralovchi
“parametri 40 bho‘lgan hamma individual to‘lovlarni qoplash
" majburiyatini oladi.

) Qayta sug‘urtalovchi kompaniyaning yuklama koeffitsiyenti
sug‘urtalovchi kompaniyaning nisbiy himoyaviy qo‘shimcha
yuklamasidan 2 barobar katta.

Bitta shartnoma bo‘yicha gayta sug‘urtalash nuqtayi nazaridan

" sug‘urta hodisasi bo‘lgan hodisaning ro‘y berishlik ehtimolligi
topilsin.

Javoblar: (A) 0,014 (B) 0,018 (C) 0,022 (D) 0,026
(E) 0,030

Yechish. Oldin to‘g‘ridan-to‘g'ri sug‘urta holatlarini

o‘rganaylik. Har bir bir turdagi bitta shartnoma bo‘yicha kutilishi

" mumkin bo‘lgan talofatlar quyidagi 2-jadvalda keltirilgan:

2-jadval
Guruhdagi Bitta shartnoma | Shartnomalar guruhi
shartnomalar | bo‘yicha kutilgan bo‘yicha kutilgan
soni to‘loviar soni to‘lovlar
500 100*0,02=2 500*2=1000
300 50%0,02=1 300*1=300
100 40%0,02—0,8 100*0,8=80
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Bu shartnomaning uchinchi ustunidagi ma’lumotlarga, asosan,
ko‘rilayotgan portfel bo*vicha kutiladigan to*lovlar
1000+300+80=1380
yig'indiga teng. Bu yig'indi netto-premiya miqdori. Umumiy
premiyalar migdori 2000 bo‘lgani uchun, sug‘urta kompa-
niyasining nisbiy himoyaviy yuklamasi
2000 1380
-2 % 0,45.
1?80

Mos ravishda qayta sug‘urtalovchi kompaniyaning nisbiy

himoyaviy yuklamasi
#'=2.0=09.

Endi gayta sug‘urtalash nuqtayi nazaridan yuzaga kelgan
sug‘urta holatini ko‘ramiz. Bu kompaniya fagat chegaralash
parametrlaridan katta bo‘lgan individual to‘lovlarni goplagani
uchun birinchi guruhdagi shartnomalar bo‘yicha 60 so*m, ikkinchi
guruhdagi shartnomalar bo‘yicha 10 so‘m, uchinchi guruhdagi
shartnomalar bo‘yicha hech narsa to‘lamaydi (0 so‘m). Bularni
hisobga olib quyidagi 3-jadvalda gayta sug‘urtalash
kompaniyasining har bir guruhdagi to‘lovlar miqdori keltirilgan:

- S 3-Jadval
Guruhdagi ‘ Bitta shartnoma Shartnomalar guruhi
shartnomalar |  bo‘yicha kutilgan bo‘yicha kutilgan
,somi |  to'lovlar | = tlovlar |
| 500 | 60*q=60q 500*60q=30000q
300 | 10*q=10q 300*10g=3000q
.. I | TSN [—— . S—

Bu yerda g-qayta sug‘urtalash kompaniyasi uchun sug‘urta
hodisasi ehtimolligi. Keltirilgan 3-jadvaldan ko‘rinadiki, gayta
sug‘urtalash kompaniyasi uchun qayta sug'urtalash portfeli
bo‘yicha kutilgan to*lov migdori 33000q — bu gayta sug‘urtalash
netto-premiyasi. Yuqorida ko‘rgan edikki, gayta sug‘urtalash
nisbiy himoyaviv vuklama koeffitsiyenti 0,9 ga teng. Demak,
umumiy gavta sug urtalash premiyasi 62700q ga teng. Lekin
masalaning sharti bo‘yicha bu premiya 860 ga teng, ya'ni
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: 62700y =80
bo hb g=0,0137~0,014, To'g‘ri javob: (A} variant.

Masala 2. Sug‘urta kompaniyasining bir yillik umumiy
sug‘urta to‘lovi murakkab manfiy binomial tagsumoti bilan ifoda
etiladi. Bir yil davomidagi ro‘y beradigan sug‘uria hodisalari
sonining o‘rta giymati 9, uning kvadratidan og‘ishi 6 ga teng.

. Individua] to‘lov miqdori faqat 1 va 3 qiymatlami mos ravishda 1/3
va 2/3 ehtimolliklar bilan gabul giladi. Kompaniya boshlang‘ich
riskni kamaytiradigan va chegaralovchi paramefri R=3 bo‘lgan
gayta sugturtalash shartnomasini imzoltadi.

Qayta sug‘urtalash kompaniyasining sug‘urta to‘lovi
miqgdorining o‘rta qiymatini topilsin.

Javoblar: (A) 18,1 (B) 18,3 (C) 18,5 (D) 18,7 (E) 189

Yechish. Bir yilda ro‘y beradigan sug‘urta hodisalari sonini v
bilan belgilaylik. Masalaning sharti bo‘yicha tasodifiy miqdor v-
manfiy binomial tagsimotga ega bo‘ladi, ya'ni

Piv=n)= alax +1j- n‘(cr,+n 1} o,
va odatdagidek, bu yerda ¢=1-p, 0<p<1.

Parametrlar o va p tasodifiy miqdor v mng o‘rta qiymati Ev
va disper51y351 Varv bilan

n=12.. £ ‘

Ev=2  yarn =22
r 4 -3
tengliklar orqali bog‘langan. Masalaning shartlmda.n foydalansak,
a=3 p=l/4

tengliklarni olamiz. Demak,

o C D3Ny

Oxirgidan bu tagsimotning hosil giluvchi funksiyasi

1
a(z)= Zz’P(vn)( Eq] RS

- ékanligini olamiz.
Endi tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
Y, ¥, ..
individual sug“urta to‘lovlari miqdorini ifoda qilsin. Masalaning
shartiga, asosan,
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> "y
EE 124322, B =Ed < IHEE
3 8 3 3

Agar S=VY,+V¥,+---+¥, belgilashni Kkiritsak, §-- bir yil
davomidagi talofatlar migdorini ifoda etadi. Bu migdoming, hosil
qiluvchi funksiyasi

5 z° =E‘:E{:“ Iv=n)-Plv= n):i(}fz")‘!’{v: ny=
i)

= 'z+2.z’ z+22 |
“Eﬂ,[ 3 ]”"' ")‘”{ 3 ]E4-z—zz"“17'

Oxirgi formulada :-1 nugtada differensiallash amalini
bajarsak, £5=21 tenglikni hosil gilamiz. Bundan tashqari, hosil
qgiluvchi funksiva £-° ni : bo‘yicha qatorga yoyib (z* darajaga
gadar) quyidagilarni olamiz:

gL [ - I{Hz+2z‘+(z+2z‘1‘+_u)"__

4 16

1 z 2 ]3 1 3z 32
=—|ld+—d— e | == I+=+——+--
64 4 16 64 4 B8

Bu formula yig‘indi talofatning 0, 1, 2 nuqtalardagi tagsimoti

1
P(S=0)=P(v=0)=—,
( Y= P(v=0)

9 1 3

S=1)= =1 F==——=—v,

PS =)= P =DP(, =)= =2
1T 3
S$=2)= =NP(Y =1 Y,._] e e i i
P(S=2)=P(v=2)P(F, =1)P( )51,33512

ehtimolliklarini topish imkonini beradi.

Qayta sug‘urtalovchi kompaniya chegaralovehi parametr R=3
dan katta talofatlarni qoplaydi. xolos va uning sug‘urta to‘lovi
miqdori

e 0, aeap S<3,
T 18=3 azap S>3
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formula bilan aniglanadi.

Demak,

ES=S nP(S'=n)= S nP(S —3=m)= S nP(S=n+3)=
[ =) LE

=S n=-3PS=n)= Y (n-3)P(S =n)= Y.(n =3 P(S = n)=

=ES-343-P(S=0)+2-PS=1)+1-P(§=2)=
3 6 3 39

=21-34+—4—+ =18"—=18,076,
64 256 512 512

Shuning uchun ham (A) variant to°g*ri javob bo‘ladi.

Quyidagi masalani mustaqil yechish uchun o*quvchiga tavsiya
etamiz.

Masala 3. Sug‘urta kompaniyasining shartnomalar portfelining
strukturasi quyidagi jadvalda keltirilgan.

[ e Ajadval
Shartnoma | Guruhlardagi ! Sug’ urta} Sug urta
turi shartnomalar 1 nomi |  hodisalari I
| somi | | chtimolligi |
1 50 4 | 0,05
Z 100 | 10 p

Qayta sug‘urtalash kompaniyasi chegaralovchi parametr -2
dan katta bo‘lgan talofatga ega bo‘lgan har gqanday shartnomani,
hajmi 1 ga teng bo‘lgan riskni goplash uchun 0,02 migdordagi
qayta sug‘urtalash premiyasi belgilash bilan gayta sug urtalash
majburiyatini oladi.

Chegaralangan yig'indi talofatining va qayta sug-urtalash
bahosining 30 dan katta bo‘lish ehtimolligi 0,10 ga teng.

Ikkinchi guruhdagi shartnomalar uchun sug‘urta hodisasi ro'y
berish ehtimoli p topilsin.

Javoblar: (A) 0,01 (B) 0,03 (C) 0,05 (D) 0,07

(E) 0,09
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Eslatma. Qayta sug‘urtalash nuqtayi nazaridan, qayta
sug‘urtalash shartnomalari tuzilganidan so‘ng vuzaga keladigan
sug‘urta holati quyidagi 5-jadvalda keltirilgan.

o S5-jadval
Shartnoma | Guruhlardagi _'|_ Qayta Sug‘urta hodisasi
turi i shartnomalar | sug'urta | chtimolligi |
| sonm majburiyati |
1 l 50 2 0,05
2 100 | 8 P

Endi v, va v, tasodifiy migdorlar mos ravishda birinchi va
ikkinchi turdagi sug‘urta hodisalari ro‘y berishlari soni bo‘lsin.
ya'ni v=v, +v,~—- umumiy sug‘urta hodisalari soni bo‘lsin. Sug*urta
kompaniyasi k=2 summani qoplash kerak, xolos. Demak,
kompaniyaning umumiy yig‘indi to‘lovi

S=2(v; +v,)
bo‘lib, masalaning shartiga ko‘ra:
P(S+18>30)=0,. *)

O‘z navbatida, umumiy gayta sug‘urtalash premiyasi:

0,02(50,2+1008)=18.

Yuqoridagi (*) munosabatni p ga nisbatan tenglama deb
qarab, unda
S;ﬁ%g <x] =qdx)

Approksimatsiyadan foydalananib, so‘ngra hosil bo‘lgan
tenglamadan noma’lum p ehtimollikni topamiz. Bunda:

Ev,=50-005=25  Ev,=100p.
tengliklardan fovdalanishga to‘g‘ri keladi.

8.4. Kasodlikning dinamik modellari bo‘yicha masalalar

Sug‘urtaning dinamik modellari individual (statik)
modellaridan farqi shundaki, ulardagi xodimlami o*zgarishi vaqtga
bog*lig bo‘ladi. Bu modellarning eng soddasi faqat ikki jarayondan
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iborat bo‘ladi: premiyalar tushimi jarayoni va sug‘urta to‘lovlari
jarayoni. Premiyalar sug‘urta hodisalari ro‘y berishiga nisbatan
ancha tez to'plapadi va bunda premiyalar miqdori sug‘urta
to‘lovlariga nisbatan ancha kam bo‘ladi. Shuning uchun ham
sug‘urta hodisalari ro‘y berishi jarayonini asosiy deb hisoblansa, bu
jarayonning masshtabi chegarasida premiyalar jamlanishini
uzluksiz. deterministik (tasedifiy bo‘lmagan) jarayon sifatida
* tushunish mumkin.

Eng sodda holda premiyalar tushimi fagat bitta parametr — pul
mablag*bari tushimi tezligi bilan aniglanadi deb hisoblash mumkin.
Oxirgi jumlani quyidagicha tushunish mumkin: agar biror -

momentda kompaniyaning aktivi (kapitali) «, bo‘lsa va (+» vaqt

- momentiga gadar hech qanday sug‘urta hodisasi ro‘y bermasa,
kompaniyaning :+#» momentdagi kapitali o

W =¥, +ch EAEES e g ar i
- migdor bo‘ladi. Qxiridan esa L S S L

Yoe “H, =Cc=oonsi

" ekanligini olamiz. Bu xulosadan investitsivadan olingan daromad
va inflatsiya hisobi olinadi.
) Sug‘urta hodisalari ro‘y berishi jarayoning eng sodda
variantlari sifatida Puoasson jarayonini gabul qilish mumkin.
 Avtaylik, 21— bu jarayonning intensivligi bo‘lib, 7— »- sug‘una
hodisasining ro‘y berishi momenti,
: r.=T.-7_
n- Va p-t- sug‘urta hodisalar: orastdan vaqt intervalini belgilasin
(1,-0 deb hisoblanadi). Ko‘rilayotgan modelda sug‘urta hodisasi
ro‘y bergan vagming o‘zida sug‘urta to‘lovi amalga oshiriladi.
Sugfurta to‘lovlarini ifoda etadigan tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi
Yo ¥y
bog*ligsiz va bir xil tagsimlangan deb hisoblanadi va ular sug“urta
hodisasi 10y bergan
T 1 _-:_::;-_;:
momentlarga bog liq emas deb hlso‘olanadl v b e
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Endi kompaniya aktivining vaqt bo‘yicha o‘zgarishini
quyidagicha izohlab o‘tish mumkin. Vagtning ;-0 momentida
kompaniva gandaydir « -« aktivga (kapitalga) ega. Birinchi
sug‘urta hodisasi ro‘y berishi 7,- momentda kompaniyaning
aktivi «+c-, migdorga o*sadi (premiyalar tushimi hisobiga). Lekin 7,
momentda kompaniva » miqdorda sug‘urta to* low o‘tkazadi.
Demak, 7; momentda kompaniyanig aktivi

uter -
miqdorga kamayadi. 7, momentda — ikkinchi sug*urta hodisasi ro‘y
berganda kompaniyaning aktivi
e(f,-T)=cr,
miqdorga o*sadi va u
u+er,-F veor, =ure(r,+1,)-F,
so‘mni tashkil qiladi. 7, momentda kompaniya v, migdorda sug‘urta
to*lovi to'laydi va uning aktivi
ute(n +1,)-(Y+Y)
miqgdorga kamayadi.

Bu izohlab o'tilgan jarayon cheksiz davom etishi mumkin, toki
kompaniyaning qandaydir sug‘urta hodisasi ro‘y berishidagi
sug‘urta to‘lovi uchun mablag‘i yetmasa. Bu holda biz sug‘urta
kompaniyasining kasodga uchraganligi hagida gapiramiz. Shunday
qilib, tahlil etilgan model chegarasida kompaniya kasodga
uchraydi, agar

u+el,—(K+-+1)20, n=1,2,
hodisalar ro“y bersa. Aksincha, agar

u+er, -5 20,
wre{r+5.)-(Y+X)20,

ute(n +otr,)-(F+.41,)20,

lekin
u+e(n +.4+1)=(f+.+¥)<0

bo*lsa, »- sug-urta hodisasi ro'y bergan 7, momentda kompantya
kasodga uchraydi.
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Keltirilgan modelning asosiy xarakteristikasi bo‘lib &= r)
- kasodlik ehtimolligi hisoblanadi.

Butun bir birlik vagt davomida o‘rtacha 2 sug‘urta hodisalari
ro‘y beradi va bu holat kompaniyaning o‘rtacha im migdorda
sug‘urta to*loviga olib keladi (bu yerda m-£x, = - g7, = .}. Ikkinchi
. tomondan bu vaqt oralig‘ida kompaniya premiya ko‘rinishida
- so‘m pul to‘laydi. Bu summa o‘rtacha “yuklama” to‘lov
' c=(1+8)Am

migdorga teng bo‘lishi kerak. Bu yerda ¢~ nisbiy himoya
- go‘shimchasi. Shuning uchun ham c>am tengsizlik bajarilishi
kerak.

Kasodlik dinamik modellariga tegishli masalatarni yechishda
izohlab o‘tilgan modellar uchun isbot ctilgan quyidagi natijalar
muhim rol o‘ynaydi.

1. Kasodlik ehtimolligini Laplas almashtirishi (sug‘urta
- kompaniyasining boshlang ich aktivi (kapitali) funkstyasi sifatida)
() = j‘ Rl = O] = (D

. s(1-e()~ {1+ Oms) - i
formula bilan aniglanadi. Bu yerda
- “‘s) &—Jr
individual to‘lov miqdorining Laplas almashtmshi, ‘m=E¥,—
“individual sug‘urta to‘lovi o‘rta glymati, BT SEEE
gt - Aim ".-:f""""'
Am T ERNCANE N

nisbiy himoya qo‘shimchasi.
2. Kasodlik ehtimolligi T
. Riu)<e™ ] (2)
Lundberg tengsizligini qanoatlantiradi. Bu yerda »— noma’lum
z ga nisbatan xarakteristik
' w{z) = 1+ {l+8)mz ' (3)
tenglamani musbat qiymatli yechimi. Bu yerda
(z)=p(-z) = Ee™
individual sug‘urta to‘lovining momentlar hosil giluvchi funk-
siyasi.
3. Kramer-Lundbergning asimptotik
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Rlu) e e ™, u o (4)

4 w.'tr) “a-+ Om
formulasi o°rinli.

4. Lundberg tengsizligidan va Kramer-Lundbergning asimpto-
tikasidan kelib chiqadiki, agar xarakteristik koeffitsiyent » ning
qiymatlari katta bo‘lsa, kasodlik ehtimolligi kichik bo‘ladi. Shu
o‘rinda qayd etib otish kerak bo‘ladiki, xarakteristik koeffitsivent
r sugiurta faoliyatining asosiy parametrlarini - (sug‘urta
hodisasining ro'y berishlari intensivligi i, individual talofat
miqgdori v, larni. premiya tushumi tezligi - ) o*ziga qamrab oladi va
uni kompaniyaning moliyaviy xavfsizligi uchun asosiy
xarakteristika sifatida qabul qilish mumkin.

Masala 1. Sug‘urta kompaniyasining boshlang‘ich kapitali
(aktivi) 1 va uning shartnomalar portfeli shundayki, u eng ko*pi
bilan bitta sug‘urta hodisasini yuzaga keltirish mumkin.

Yana qo‘shimcha ravishda quyidagilar ma’lum:

1) sug*urta hodisasi ro‘y berishda ko‘riladigan talofat migdori
5 ga teng;

2) sug‘urta hodisasi ro‘y berish ehtimolligi ;

3) sug‘urta hodisasi ro‘y berish vaqti (u albatta ro'y berishi
sharti ostida) tagsimotining zichlik funksiyasi

pla=27¢>1.

Premiya tushimi uzluksiz va u 3 ga teng.

Kasodlik ehtimolligi topilsin. Javoblar:

A) 0,03 B) 0,06 C) 0,09 D} 0.12 E) 0,15.

Yechish. Agar yagona (bitta) mumkin bo‘lgan sug‘urta
hodisasi ro‘y bermasa (uning ehtimolligi g). kompaniya hech
gachon kasodga uchramaydi.

Agar yagona sug'urta hodisasi roy bersa (bu hodisaning
chtimolligi % ga teng), kompaniya kasod bo‘lishligi yoki bo‘l-
masligi, kompaniyaning sug‘urta hodisasi ro‘y berishi 7
momentdagi uning aktivi. ko‘rilgan ziyondan (uning miqgdori 5 ga
teng) kichik bolishiga yoki katta bo‘lishiga bog‘liq bo*ladi. O‘z-
o*zidan tushunarliki, 7 momentdagi kompaniyaning aktivi
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[+ 3T

migdorga teng. Demak, kompaniya kasodga uchraydi, agar 1437 <5

. tengsizlik bajarilsa. Shunday qilib, kompaniyaning kasodlik
_ ehtimolligi :

p:— P(1+3T<5)=—-P[T<3J

‘va masa.lamng yechimi tasodifiy miqder 7 ning tagsimot

funksiyasini t_g nugtadagi giymatini hisoblashga keltiriladi. O‘z

navbatida, o
coare 2 ok e
f(Tﬁ):J?duh-u t-l-—;—;,:zl
va _ ;
R S . : R
BT R 1 1 7 C
T i Yy - otsg, - Sue
Lo 3 [4T 28~ 01458 U
— - RLERLLTY

Demak, to‘g‘ri javob E) variant.

Masala 2. Qandaydir bir korxonani sug‘urtalash uchun maxsus
sug‘urta kompaniyasi tuzildi. Sug‘urtaning riski yagona bitta
sug‘urta hodisasidan iborat. Quyidagilar ma’lum:

1) sug‘urta to‘lovi (sug‘urta hodisasi ro‘y berganda) miqdonm

tagsimoti quyidagi jadvatda keltirilgan:

M

" ehtimolligi J_-

Surnma Ehtimollik
100 0.60
200 0,40

2) sug‘urta hodisasini ¢ vagtgacha ro'y bermaslik

3) kompa.myamng + momentdagi aktivining n._.uri
o u{t) =60+ 20t - 5()

" formula bilan aniglanadi. Bu yerda s¢) — ¢ vaqtga gadar yig‘indi

to‘lov miqdori;
4) sug‘urta to‘lovi sug‘urta hodisasi ro‘y berganda darrov
lanadl
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Sug‘urta kompaniyasini kasod bo‘lishligi ehtimolligi topilsin.
Javoblar:

4 3 2 5 3 7

NERE T I .

Yechish. Sug'urta hodisasi ro’y berishi momentini r bilan. bu
hodisa ro*y berishi ogibatidagi talofat migdorini v bilan belgilaylik.
Masalaning sharti bo*yicha 7 va v tasodifiy migdorlar pog‘ligsiz,

Plr*f)'=l—1;
tenglik bajariladi. Demak, 7 tasodifiy miqdorning tagsimot
funksiyasi
P(T<1)=1- P[r:_-:)_—l—" )
Bu tagsimotni zichlik funksiyasi
Je . b
Pr(f)—[]”) (1+1) "
Tasodifiy migdor r uchun
P(Y =100) = 0,60, P(Y =200)=0.40.

Endi kompaniyaning kasodlikka uchrash hodisasi » uchun
“to‘la ehtimollik™ formulasiga, asosan,

P(R)= [P(RT =1, ¥ :wo]P(r—|m)p,(:1m+'jp(nfr=:. Y = 200) P(Y =200) p ()i =

'—‘0.6]!(“'1-20!«:]00);),(!}0’1 90,4]‘1((.0 + 200 < 200) p, (Fdt =

=0.6(1(t<2)p,(ndr+0.4[1(r<7) p,(rw-_-o.e]p,umm,q[p,um =
[ o a o

l),ﬁP(T<2]+ﬂ,4P{T~:‘?};0_6..§ ,.9,4..;__.%,

Demak, to‘g‘ri javob D) variant.

Masala 3. Sug‘urta kompanivasining aktivlari haqgida
quyidagilar ma’lum:

1) sug‘urta to‘lovlari miqdori bog*ligsiz va (0. 10) oraligda tekis
tagsimlangan tasodifiy miqdorlar;

2) har bir 1, 2, 3, ... momentlarda aniq bitta sug‘urta hodisasi
ro‘y beradi;

3) boshga momentlarda sug*urta hodisalari ro‘y bermaydi;

4) nisbiv himoya go*shimcha yuklamasi 0.2 ga teng;
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5) premiyalar uzluksiz to‘lanadi;

6) boshlang‘ich aktivlar (kapital) 1 ga teng.

Moment ;-2 da kasodlik ro‘y berishi ehtimolligi topilsin,
Javoblar:

4 AY0,05 B) 0,06 C) 0,07 D)0,08 E}0,09.

Yechish. Har bir birlik momentda aniq bitta sug‘urta hodisasi
ro‘y beradi va uning uchun o‘rtacha sug‘urta to‘lovi 5 ga teng
bo‘ladi ((n;10) oraliqdagi tekis tagsimot o‘rta givmati). Nisbiy
himoyaviy go‘shimcha o2 ga teng bo‘igani uchun birlik vaqt
davomida tushgan premiya migdori

(1+0,2)-1-5=1,2-5=6.

Demak, premiyalar tushimi tezligi 6 ga teng ekan va
kompaniyaning ¢-1 momentdagi aklivi 1+6-7 ga teng. Bu
momentda kompaniya kasodga uchramasligidan, -1 momentda
ro‘y bergan sug‘urta to‘lovining miqdori xs7 tengsizlikni
- ganoatiantirishi kerak. Bu to‘lov amalga oshinigandan so‘ng
kompaniyaning aktivi 7-v, bo‘lib, u r=2 momentga qadar

7-%,+6=13-¥
. migdorga oshadi. Bu momentda ikkinchi sug‘urta hodisasi ro‘y
berib, kompaniya ¥, miqdorda sug‘urta to‘lovi to‘lashi kerak.
Kompaniyaning -2 momentda kasodga uchrashi uchun sug‘urta
to‘lovi r,, kompaniyaning aktividan kafta bo‘lishi kerak, ya’ni
Y. >13-X,
tengsizlik bajarilishi kerak. Demak, izlanayoigan ehtimollik
P=P(Y,s7,%,>13-F)
bo‘ladi. Uni geometrik ehtimollik sifatida hisoblash oson bo‘ladi,
Hagigatan ham, v va y bog'ligsiz va (0;10) oraligda tekis:
tagsimlangan bo‘lgani uchun, tasodifiy nugta (7, r,) tekishkdag1
' K={xy:0<x, y<10}
kvadratda tekis tagsimlangan bo‘ladi. e
Izlanayotgan » chtlmolhk tasodifiy nugta (7, ) ni -
{(x,y) Q<x<?, y>13- x}
sohaga tushish ehtimolligi bo‘ladi. Demak,

_ mesl)

" mesk
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Kvadrat « ning vuzasi mesk =10-10-100. Oson ko‘rinadiki, p
soha tekislikdagi teng yonli to*g'ri burchakli uchburchak bo‘lib,
uning kateti 4 ga teng bo’ladi. Shuning uchun ham

4-4
mesh) = — 8.

Demak,

8
P’=E=O.m
va 10°g ri javob D) variant bo*ladi.

Masala 4. Agar individual sug‘urta to‘lovi migdori o‘rta
giymati = bo‘lgan eksponensial tagsimotga ega bo‘lsa,
xarakteristik koeffitsiyent topilsin.

Yechish. Eksponensial tagsimotining Laplas-Stiltes almash-
tirishi

Pls) = .
14 ms

Bu tagsimotning hosil giluvchi funksiyasi
1

'F(:]ﬁm.

Bularni hisobga olgan holda xarakteristik tenglamani
quyidagicha yozish mumkin:
- =14 (14+0)ymz
1-mz
yoki
(1+&m’s - Omz =0,
Bu tenglamani trivial -0 va yagona musbat
@ c—Am

T (ladm  om
yechimga ega. Bu yechim ta'rif bo°yicha xarakteristik koeffitsiyent
» bo*ladi.

Masala 5. Agar individual sug'urta to‘lovi migdori
eksponensial tagsimotga ega bo‘lsa, kasodlik ehtimolligi »w)
topilsin.

Yechish. Eksponensial tagsimotning Laplas almashtirishi

i

o(3)=7—.
14 ms
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Bunda w— eksponensial tagsimotning o‘rta qiymati. Shuning
uchun ham kasodlik ehtimolligini Laplas almashtirishi uchun
unurmiy (1) tenglama

g

{1+ 8k
-———g--—+s
{1+ 8m

r
#+(1+&ms

pts) = =%-
ko‘rinishda yozish mumkin,
Kasy funksiya — cksponensial zichlik funksiyasi «~ ning

a4
Laplas almashtirishi bo‘lgani uchun, almashtirish formulasidan
foydalanib quyidagi natijaga kelamiz:

) ol
a(l+9)m“" e |+;5J":'qJ etm )

(Quyidagi masalalarni o‘quvchiga mustaqil vechish uchun taklif
quarpiz.

Masala 6. Boshlang‘ich kapitali 2 bo‘lgan sug‘urta kompa-
niyasi uchun:

1} bir yillik yig‘indi to*lovlar migdori s ning tagsimoti

PE=0)=0.6, PFI§=A=03, P(§=8)=0Q1; _

2) sug‘urta hodisalari yetkazgan zarar vil oxirida to‘lanadi;

. 3) har yil boshida 2 (pul birligi) hajmida premiya to‘lanadi;

4) kompaniya aktivining yildan-yilga o*zgarish sxemasi:

yil oxirida aktiv=(yil boshida aktiv){1+i}~ S va buyerda ;~008.

Kompaniya uchinchi yil oxirida kasod bo‘lmasiik ehtimolligi
topilsin. Javoblar:

A) 0,74 B) 0,77 C) 0,80 D} 0,85 E) 0,86.

To‘g‘ri javob A) variant. -

Masala 7. Sug‘urta kompaniyasi r -0 momentda boshlang ich
aktiv 3 {pul birligi} bilan faoliyat boshiadi. Har yilning boshida
kompaniya hajmi 2 (pul birligi} bo‘igan premiya to‘laydi va yil
davomida tagsimoti a8

Summa | Ehtimollik
0 0,15
1 0,25
2 0,40
4 0,20
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jadvalda keltirilgan tasodifiy miqdor hajmida sug‘urta to‘lovlari
to‘laydi. Har xil yillar uchun sug‘urta to*lovlari bog ligsiz tasodifiy
migdorlar bo‘ladi.

Agar kompaniyaning yil oxirida aktivi 3 dan katta bo‘lsa,
yuzaga kelgan farq dividend sifatida aksionerlarga targatiladi
(shunday qilib aktiv migdori 3 ga teng bo°lib qolaveradi).

Agar kompaniya sugurta to“lovlarini to‘lay olmasa yoki uning
aktivi 0 gacha kamaysa, u kasodga uchraydi.

Kompaniyaning adminstrativ xarajatlari yo‘q va uning aktivi
investitsiya gilinmaydi deb hisoblab, uning (kompaniyaning) uch
yil davomida kasodga uchramaslik ehtimolligini toping. Javob:
0,902.

Yechish uchun ko‘rsatma. Kompaniyaning »- yil oxiridagi
aktivini », bilan (sug‘urta to‘lovlari bajarilgandan va dividendlar
targatilib bo‘lganidan keyin), »-nchi yil davomidagi umumiy
sug*urta to*lovlari miqdorini 5, bilan belgilaylik. Bundan, agar

N, +2<5,
bo‘lsa (ya'ni w-nchi yilning davomida kompaniya kasodga
uchrasa),

deb hisoblanadi.
Masalani shartlari bajarilsa, unga giyin bo‘Imagan mulohazalar
yordamida
0 P i ey
tasodifiy migdorlar ketma-ketligi holatlar to*plami {0.1.2.3) (0 —
abadiy holat) bo*lgan Markov zanjirini tashkil etishga ishonch hosil
qilish mumkin. Bu zanjirning o‘tish ehtimolliklari

10 0o o
(02 04 025 015

02 0 04 04
1\ 0 02 0 u,s_J
stoxastik matritsani tashkil giladi.
Masala 8. Kompaniyaning dinamik modeli murakkab Puasson
jarayoni bilan ifoda etilib, sug‘urta to*lov migdori eksponensial
tagsimotga ega bo*ladi.
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Premiyalar tushumi jarayoni uzluksiz bo‘lib, uning tezligi 5.
Bulardan tashqari quyidagilar ma’lum:

1) boshlang‘ich kapital «-s0 bo‘lganda, kasodlik ehtimolligi
1%=0,01;

2) nisbiy himoyaviy qo‘shimcha yuklama o -25%=0.4.

Vaqt birligida ro‘y bergan sug‘urta hodisalari sonining o‘rta
giymati topilsin. Javoblar:

A) 1,75 B) 2,00 C) 2,25 D) 2,50 E)2,75.

To'gr javob A) variant.

Yechish uchun ko‘rsatma. Masalaning shartlari bajarilganda,
kasodlik ehtimolligi boshlang‘ich kapitali u orqali

o ‘_“”’[ {=om % }
formula bilan ifodalanadi. Bu yerda m-sug‘urta to‘lovi
miqgdorining o°rta qiymati, e-nisbiy himoyaviy qo‘shimcha
yuklama. O°z navbatida, ( c—premiyalar tushimi tezligi)
c=(1+8)im
va bu yerda i-aniglanishi kerak bo‘lgan miqdor. Keltirilgan
formulalar asosida
__ ¢ ch((1+6)Rw) in80
(1+0)m o 25

munosabatni hosil gilamiz.

Masala 9. Sug‘urtaning dinamik modeli, murakkab Puasson
jarayoni bilan ifoda etiladi. Quyidagilar ma’lum:

1) + momenda kutilayotgan sug‘urta hodisalarining soni
S5 (1>0)3

2) hamma sug‘urta to‘lovlari o°zgarmas bo‘lib & ga teng;

3) premiyalar tushimi tezligi 50.

4) xarakteristik koeffitsiyent -=0,55.

Migdor & ning qiymatini aniglang. Javoblar:

A)26 B) 2,8 C)3,2 D) 3.2 E)34.

To‘g’ri javob: A) variant (&« 2,6485 ).

Masala 10. Murakkab Puasson tagsimoti bilan ifoda etiladigan
sug‘urtaning dinamik modeli bo‘yicha quyidagilar ma’lum:

1) birlik vaqt davomida ro‘y beradigan sug‘urta hodisalari
sonining o‘rta giymati 2;

=1,7528
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2) sug'urta to‘lovlari migdori fagat 1.2 va 3 bo‘lishi mumkin
(teng ehtimollik bilan).

Xarakteristik koeffitsiyentining o5 ga teng bo‘lishini ta’min
etadigan premiya tushumi intensivligini hisoblang.

Yechish. Masalaning shartlari bajarilgan holda sug‘urta to*lovi
miqdorining momentiar hosil giluvchi funksiyasi

w(z) :-;(e' +e” +¢") .

Bu formuladan wva bevosita xarakteristik tenglamadan

premiyalar tushumi intensivligi uchun
2 (1

¢ =-§(v(r}-l}-= 0‘5;\3{?'" +e +r”)- lJtT.T‘JS.

Demak, javob ¢=7798.
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ILUVA
VINER VA PUASSON JARAYONLARI

Aktuar matematikada kollektiv risk modellarida uzluksiz
parametr ¢ ga bog‘liq bo*lgan tasodifiy jarayonlar nazarivasi muhim
rol o‘ynaydi. Umuman, tasodifiy jarayonlarning amaliyotdagi
tatbiglari Viner va Puasson jarayonlari orqgali namoyon bo‘ladi.

I.1. Viner jarayoni

Biz oldin holatlari diskret to‘plamlami tashkil etadigan Puasson
tasodifiy jarayonini o‘rgangan edik. Bu punktda trayektoriyalari
uzluksiz funksiyalardan iborat bo‘lgan tasodifiy jarayonlardan
birini o‘rganamiz.

Ta'rif. Tasodifiy miqdorlar uyushmasi {&, >0} Viner jarayoni
deb ataladi, agar quyidagi shartlar bajarilsa:

[. £ - orttirmalari bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar bo‘lgan jarayon.

2. Har gqanday ¢, <t,, s uchun

&= Se ~ s
orttirmalar bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar.

3. & (0)=0, weQ.

4. h->0da

EE, =ah+ o(h), E|,[ = o(h)
EE! = bh+olh), —w<a<®, D<h<x.

Teorema. Agar £ Viner jarayoni bo‘lsa,

1 g (=)
P(aﬁ,(x):mj.e .
Isbot. Tasodifiy miqdor £ ning xarakieristik funksiyasi uchun
f(u) = Ee™
belgilashni kiritamiz.

Ixtiyoriv k>0 uchun shart 2 dan foydalanib quyidagi

tengliklarni yozamiz:
£ = oMo = Fptlatt) _ a | ptat)
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= Ee™* . ™ = f{u)- f,(1) (1)
Teylor formulasidan foydalanib har ganday xe & uchun
e =1+ix- {—2— 4 “(].-‘r)
tenglikni yoza olamiz va uni qo‘llab,
1.() = Ee™ =14 uEE, - "? EE: +o(uf El&.f)
munosabatni olamiz. Endi shart 4 ni hisobga olsak, k-0 da
_ﬁ(ﬂ]=l+fﬂ{ﬂh}—b—h;—-—+ olh)ul .
Tenglik (1) ga oxirgi ifodani go*yib
FuG)= (l +iu(ah) - 2"-I-‘_:r—.+(:t(a‘|l|ur)}f,(u),
Xarakteristik funksiyaning argumenti » chekli hagiqiy son
ekanligidan va oxirgi formuladan foydalanib
O AC) =[fua - Ez—ﬂf(uh o1)
h Y
tenglikni hosil gilamiz.
Oxirgi tenglikda h—0 da limitga o*tsak.

W) [, &k
- —[fua : ]f,(u} )

differensial tenglamani olamiz.

Endi (2) tenglamani xarakteristik funksiyaning xossasidan
kelib chigadigan f(u)=1 boshlang‘ich shart (3-shartga garang)
bilan yechib }:(u)”mlf_ formulani topamiz. Keltirilgan
xarakteristik funksiya f(«) parametrlari (a7,57) bo‘lgan normal
tagsimotga mos keladi. Teorema isbot etildi.

Viner jarayoni £ ning birgalikdagi
.P(cﬁ <Xy, & <Xy, € x_‘)
tagsimotini topamiz. Buning uchun
un =§rm "5:,' k=12,..n
orttirmalarning birgalikdagi tagsimotini topish yetarli bo‘ladi.
Hagigatan, oson ishonish mumkinki
P[.—_fJa <X, & <Xpeu§, < x,) =P < x4, <Xy, 0+ o+, <x,)

378



tenglik o°rinli va bunda Viner jarayonining shart 1 dagi xossamdan
foydalaniladi.
Endi isbot etilgan tcoremani qo‘llasak,
P(m XM 4y < Xy Ty £t 1T, <Iu)=

! -ty J)I

‘:I " I ! B dydu, by,
AR :;2::6(:,,4“ et o

va bu yerda o
Gz{(l‘i"'-;un);ui <X, +uz “"IZ""’"T +ﬂ! ++ﬂl<§‘}.

L.2. Puasson tasodifiy jarayoni

Puasson tagsimoti va Puasson tascdiffy jarayonlari sug‘urta
kontraktiari modellarida muhim rol o‘ynaydi. Bu punkt oddiy
Puasson jarayonining sodda xossalarini tahliliga bag ishlanadi.

Ta’rif 1. Tasodifty migdorlar uyushmasi {¢(), t26} Puasson
tasodifiy jarayoni deb ataladi, agar quyidagi shartlar bajarilsa:

1. &0 - orttitmalari bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar bo‘lgan
jarayon, ya'ni har qanday n,t,,...7, (n~natural, z, <:,s <t~ haqlqiy

_sottlar) uchun
$()-5(n)8 ()5l
bog’ligsiz tasodifiy migdorlar bo‘ladi.

2. &(n)- bir jinsli jarayon, ya’ni har qanday s,¢ va k>o uchun

E(t+h)-&(0), E(s+h}-4(s) T
tasodifiy miqdorlar bir xi! tagsimlangan. Povniae, all

3. &m=0. ol D

4. Qandaydir i>0 uchun 4#-»0+ bo‘lganda

P& =0)=1—- A + o),
P(é{h)_l)_MJro(h)’ {‘.if.'_-‘-‘_.?_.':..-ii... Lk
P(f(k)}Z) O(h} . eal UL SESEL

Keltirilgan 1-4 shartlar har ganday />0 uchun () tasodlﬁy
migdoming aniq tagsimotini topish imkonim beradi. Buni amalga
oshirish uchun £(¢) ning

ok

w,(x) = Ex¥, Jxj <t

e
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hosil qiluvchi funksiyasini ko‘ramiz. Ixtiyoriy k>0 uchun 1-4
‘shartlardan foydalanib quyidagi tengliklani yoza olamiz:
W, () = B = A0 - ) gt
= Ex¥0- B =y (x) -, (%) (1)
Hosil giluvchi funksiyaning argumenti x chekli son ekanligidan
va 4) shartdan foydalansak,
wo(xy={1- 2+ o(M)}+ x(Ah+o(A)) + o(h) =1— AR} + (1 - %)+ o(h), h—> 0.
Oxirgi ifodani (1) ga qo‘ysak,
¥, ()=, () (14 2R)(x - 1) + olh),
ya’'ni

ﬁaﬁ’.‘%ﬁ@.—.l{x~l)§v,(x)+0(1)- (2)

+rs. Oxirgi (2) tenglikda limitga o“tib (4-0),
D _ sx- w0

differensial tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani y,(x)=1 (shart
3 ga asosan) boshlang‘ich shart bilan yechib
vo=ep(u(x-0) v (3)
tenglikni hosil gilamiz. PR
Fndi (3) funksiyani darajali qatorga yoyib
. = k
w,(x)= ZP(;‘(:)=&):‘ = Ze‘”ﬁ;}-xf o (D)
k=0 i)

tenglikni olamiz.
Har ganday darajali qator o‘zining koeffitsiyentiari bilan bir
qiymatli aniqlanishini hisobga olib, (3), (4) tengliklardan

P(E(r)=k)=¢ "i—L k=01 5)
ckanligiga ishonch hosil qilamiz. Dcmak, har ganday 20 uchun

&(¢) tasodifiy miqdor parametri i+ bo°lgan Puasson tagsimotiga ega
bo‘lar ckan.

Oxirgi xulosadan va (5) dan ko‘rinadiki, Puasson tasodifiy
jarayon £() fagat manfily bo‘imagan butun giymatlarni qabul gilgan
ekan. Shart 4 ga asosan, Puasson jarayonining trayektoriyalari
kamaymovchi, gisman - qisman o‘zgarmas, o‘ngdan uzluksiz, 0, 1,

330



..y 1,... NUQtalarda sakrashi 1 ga teng bo*lgan funksiyalardan iborat
bo‘ladi.

Oson hisoblashlar ko*rsatadiki,

EE(t) = DEt) = At .

Bu tenglikdan parametr 1 vaqt birligidagi puasson tasodifiy
jarayonining sakrashlari o‘rta qgiymati bo‘lishi kelib chiqadi.
shuning uchun ham i puasson jarayonining intensivligi deb ataladi.

Aytaylik,
=0 T, 5P

Puasson tasodifiy jarayonining sakrash nuqtalari bo‘lsin. Bu

belgilashda
(ST Sk SO Sk PR (6]

tasodifiy miqdorlar Puasson jarayonining sakrash nugtalari
orasidagi intervallar uzunligini ifoda etadi va ularning tagsimotini
topish qiziqarli va amaliy ahamiyatga ega bo‘lgan masala
hisoblanadi.

Qayd qilib o*tamizki, puasson jarayoni bir jinsli ekanligidan
(2 shartga asosan) (r,-r, ,n=1} tasodifiy miqdorlar bir xil
tagsimotga ega bo'ladi. Puasson jarayonining orttirmalari
bog*ligsiz tasodifiy miqdorlar ekanligidan (I shartga asosan) bu
tasodifiy migdorlar o‘zaro bog'ligsiz bo‘ladi. Bir jinslik shartidan
(6) ketma-ketlikdagi tasodifiy migdoriarning bittasining (masalan,
r, -1, =7 ni) tagsimotini aniglash yetarli bo°lishligi kelib chigadi.
‘'z navbatida,

{n>n={&n=0}
ekanligidan
P(r,<t)=1-P(5,>1)=1-P(&@)=0)=1-&*
tengliklar kelib chigadi. Bulardan />0 bo‘lganda
P(r,<t)=P(r, -1, <1)=1-€*

formulalar o'rinli bo‘lishini olamiz, ya'ni Puasson jarayonining
konkret holatda (masalan, 0 nuqtada) bo‘lish ehtimolligi parametri
2 bo‘lgan ko‘rsatkichli tagsimot bilan aniqlanar ekan. Oxirgidan
Puasson jarayoni uzluksiz vaqtdagi va holatlar to‘plami sanoqli
bo‘lgan Markov zanjirlari bo*lishligi kelib chigadi.
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Agar Puasson jarayonining sakrash nugqtalari qandaydir bir xil
tipdagi hodisalarning gayd etilishi momentlari deb talqgin etilsa, ()
shu hodisalarning  momentga gadar (ya’ni [0,r] oralig‘ida) qayd
etilganlarining umumiy soni bo‘ladi. Keltirilgan ma’noda Puasson
jarayonlarini [0,») oraligda aniglangan nuqtani (ruschada
“roueynnii’’) jarayon sifatida tushunish foydali bo*ladi.

Endi nuqtali jarayonlarning ta’rifini eslatib o‘tamiz.

Ta’rif 2. Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi z,,7,,...7,,... nuqtali
jarayon deyiladi, agar ular quyidagi shartlarni qanoatlantirsa:

1) Agar z, <o bo‘lsa, 7, >7,,

2) Har qanday chekli 1>« uchun shunday nomer n mavjudki,
uning uchun z, >¢ bo‘ladi.

1.3. Puasson jarayoni uchun markaziy limit teorema

Faraz qilaylik, {¥(1),r20} - intensivligi 1>0bo‘lgan puasson
jarayoni bo‘lsin. Demak, bu jarayonning qiymatlar to‘plami
{0,1,2,..} sonlardan iborat va

¥
P(N(r)=k)= Lj:?—e"", k=012,...

Bu bo‘limda ~() jarayonning tagsimoti i »= da
P{—T—N(r);uchﬁMx) (1)
kuchsiz yaqinlashish ma’'nosida asimptotik normal bo‘lishini
ko‘ramiz.

Aslida bu jarayon uchun ancha kuchli bo‘lgan tasdigning o*rinli
bo‘lishini namoyish etamiz va undan markaziy limit teorema ((1)
limit munosabat) xususiy hol ko‘rinishida kelib chigadi.

Teorema 1. Har ganday 4>0,¢>0 uchun
mp[ﬁ%-*‘{u]-tb(x)'s%. (2)

Bu yerda C, — Puasson tasodifiy yig‘indisi uchun Berri-Esseen
tengsizligidagi absolyut o*zgarmas son va C, <0,3041.

Ancha murakkab texnik vositalardan foydalanib Puasson
jarayoni uchun markaziy limit teoremada keltirilgan Berri-Esseen
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bahosidan aniqligi yuqori bo‘lgan quyidagi notekis bahoni isbot
etish mumkin.

Teorema 2. Har ganday A>0,1>0, xe R uchun

| { N(g)-As ] | 22,7707
P| — R AR ke
I ( Ja ) Var(1+f )

Keltirilgan teoremalardan ko‘rinadiki, Puasson jarayoni
N(@), A1 > da asimptotik normal tagsimotga ega bolar ekan. Bu
xossaning sharti (4 —«). masalan, intensiviik 4 fiksirlangan, lekin
vagt cheksizga intilganda yoki vagt chegaralangan, lekin intensivlik
cheksiz o*sib borganda bajariladi.

Puasson jarayoni N() uchun markaziy limit teoremaning lokal
limit teoremalari variantlari ham bajariladi.

Teorema 3. Parametr i1 —» = da

- I "’J! e l \‘
S?plx/z P(N(t) =k}~ Ee -~ "[7,]7 ¥

Bu yerda

4y, =%‘ k=012...
1.3.1. Sug‘urta to‘loviari yig'indisining taqsimoti

Sparre Andersen risk jarayoni bilan ifodalanadigan sug‘urta
kompaniyasining rezerv fondi fiksirlangan vaqt momenti ¢ da
tasodifiy migdor bo*ladi vau

Ny
Rity=u+ct— ZX
formula bilan aniglanadi. Eslatib o‘tamizki, bu yerda sug'urta
holatlari ro‘y beradigan momentlar jarayoni N(:) - intensivligi i>0
bo‘lgan puasson jarayoni,

1

YK
sug‘urta to‘loviari ketma-ketligi. Tasodifly migdorlar N(r). X .X,...
birgalikda bog*ligsiz deb hisoblanishini ¢"tiborga olib, to*la ehtimollik
formulasidan foydalanib, &) ning tagsimoti uchun quyidagi
tengliklami voza olamiz:
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=

M{r
_I_P[ X. <u+ct—x]"
" R =
. "'_'-l ZP(N(:) n)P(ZX <a+c:~x]= }

S =1 ZP(N(I} n)F"(y+0), ,‘ (i)

Joto e P(R(!)<.r)=P{u+c!—XX;{xJ=

=l
bu yerda y: u+ct-x, F™ belgl tagsimot funksiyasi Fx)= P(X, <x)
ni o‘z-o'zi bilan » marta kompozitsiyasini belgilaydi, ya’ni
" F*{x)=E,{x) nol nuqtada sakrashi 1 ga teng bo‘lgan birlik tagsimot,
F'(x)= F(x), nz2 bo‘lganda esa

x

F7(x)= -{F MmNy )

Klassnk risk jarayonida tasodlﬁy migdor N(r) p.mmem A bo‘lgan
Puasson taqs;motlga ega bo‘ladi va bu holda

o P(R()<x)=1-¢ ZLLF (u+¢:-x+l§

tenglik baj anlad1 Vi e

Hattoki F(x) tagsimot funksiyasining aniq ko nmshl ma’lum
bo‘lganda ham keltirilgan formulalar orgali rezerv fondning tagsimoti
P(R(t)<x) ni hisoblash qiyin masalalarga aylanadi. Shuning uchun
ham bu tagsimet uchun to‘lov jarayonlarining intensivligi 2 yoki
to‘lov momentlari ¢ ning katta qiymatlarida (va’ni umuman ir -
bo‘lganda) qulay asimptotik formulalar topish masalasini yechish
zaruriyati yuzaga keladi.

Ko‘p adabiyotlardan yaxshi ma’lumki, klassik risk jarayoni
At —>w da asimptotik normal tagsimotga ega bo‘ladi. Biz bu faktni,
umurniylikni chegaralanmagan holda, uzluksiz vaqtdag1 R(@)
jarayonni, dlskrct vaqgtdagi :
RoRyssRps B, = Ri(n)
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jarayon bilan almashtirgan holda isbot etamiz. Hagiqatan ham,
birinchidan qat’iy matematik nuqtayi nazardan lim R(z) = lim R(r),
ikkinchidan bu almashtirish amaliyot bilan muvofiq bo‘ladi, chunki
to*lov momentlari diskret vaqt birliklarida (sutkalar, soatlar, dagiga)
bilan o‘lchanadi (sug‘urta kompaniyasining to‘lov momentlarini
sekundlar aniqligida fiksirlashini tasavvur qgilish real vogealar qatoriga
kirmaydi). Avtib o‘tilganlarga o*xshash ravishda N(r) jarayonni
N NyssNyreen N, = Ni(n)

tasodifiy migdorlar ketma-ketligi bilan almashtiramiz.

Shunday gilib, boshidan boshlab, {x , j=1} tasodifiy miqdorlarni
bog ligsiz. bir xil tagsimlangan va

EX,=p, DX, =0’ <
deb hisoblaymiz.

Teorema 1. Faraz qilaylik, N()- intensivligi i>0 bo‘lgan
puasson jarayoni bolsin. U holda, klassik risk jarayoni asimptotik
normal tagsimotga ega bo‘ladi, ya'ni

[@P[%q}mx

Isbot. Tenglik

R, - ntc—px)—u—[z.r,—nm]. (2)

o‘rinli ekanligidan

E[i.\’,]ﬂmﬁt, f)[Z.t’,]:uA(u‘ +a').

7= J=i
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz: -
p, =np,c,=npd, b,=an.d, = Jni(o? +4).
Puasson tagsimotining xossasiga, asosan,
lig:P(%;T"icx:ifm{r}. xeR.
Demak. bu holda n— = da,
UN, -c, i_(_:\r'_ = tbl}_ M N -nid

= —_— = - =V 3
dn J:ﬂ(p" l—J:) m J;E& ©)
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va bu yerda
P(V<x)= fD[de;;oi ] xR,
Yuqoridagi belgilashlarni hisobga olsak,
N, N &
d, nA ot
har ganday & >0 uchun » > da Chebishev tengsizlikdan

P(i'ml >£]£—?ﬁ—"-¢=~z—l———+0
nA enA End

munosabatni olamiz. Demak,

%:-.: '.‘ﬂ;i.?:(j,n--rw. C))

Oz navbatida, markaziy limitga, asosan, n-—»= da
1% A~
T

P(Y <x)=®(x), xel .

va

N,

X, —npd

Z, =4 ;

1’::1(;12 +a2)

belgilashni kiritsak, (3)«5) munosabatlardan
Z, =YU+V,
limit yaginlashuvini olamiz. Demak,
lim P(Z, <x)=P(YU +V <x).
Agar limit tasodifiy migdorlar y,,v laming ruqorida keltirilgan

ko*rinishlarini hisobga olsak,

N

.
lim P| —= <x|=P(YU+V <x)=
o ni(py’ +o’)
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:.m(;JﬁT_‘;:]sm[ J‘i;:] a(x),

tenglikn hosil gilamiz. Bu yerda parametrlari (0,0") bo*lgan normal
tagsimoting tagsimot funksiyasi
D, (x)= m( -’5)
o
va o, (x)*®, ()=,  (r) ckanligidan foydalanildi. Oxirgi
tengliklerga, asosan,

Yama shu narsani qayd qilib o‘tamizld, limit tasodifiy migdor U

uchun _
P[Uz;z—:-;;]zl
Demak, U tasodifiy migdor hech ganday tasodifiy migdorga
bog‘lig bo*Imaydi va shu sababli
(Z",%-J:(Y,U]
birgaligida bo‘lgan kuchsiz yaqinlashish, marginal taqsimotlarni
kuchsiz vaqinlashuviga teng kuchli bo‘ladi.
Keltirilgan izohdan va (2) tenglikdan foyda].anib
Zx
mc— M)- & -
llmP( (ﬂ +n- J !’I_EP m =X |=

N,

I

-—illl_'lP m‘ﬂ —x |=1- d’('.l] @(Jn) xell

limit munosabat o°rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Teorema
isbot etildi.
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Keltirilgan teoremaning isbotida o‘tkazilgan munohazalarga
e'tibor bergan holda quyidagi xulosaga kelish mumkin: sug‘urta
f0‘lovi miqdorlari X, X,,... tasodifiy miqdorlar chekli dispersiyaga ega
bo‘lgan va sug‘urta hodisalari jarayoni M) asimptotik normal
taqsmﬂasm x0ssasini qanoatlangan holda, mos Sparre Andersen risk

jarayom
i (3]
R(f)=a+ct-ZXj

T = ST LTy e
asimptotik normal tagsimotga bo‘ysunadi,
Isbot etilgan teorema | At -« da
P{R() < x)=~ ®(z(x)) {6)
tagribiy formulani qo‘lash mumkinligini asoslaydi va bu yerda -
z(x)zx—t(c~»1;.¢)~u.

Keltirilgan (6) munosabatdagi approksimatsiya ifodasida fagat
sug‘urta to‘ovlari X, laming birinchi va ikkinchi tartibli momentlari
hagidagi ma’lumotdan foydalaniladi, xolos. Agar sug‘urta to‘lovlar
panjarasimon tagsimot ega bo‘lmasalar va ular uchinchi tartibli
- moment £x;? mavijud bo'lsa,

P(R()<x) mtb(z(x))ﬂm—f'j-;-—;l)(zﬁ(x)“l)go{z(x)} o
taqnbly formula o°rinti bo‘lach. Bu yerda z(x) - yuqorida aniglangan
ifoda, T
-x’fz
e

standart nommal taqsimotning zichlik funksiyasi. Keltirilgan (7)
tagribly formuladagi xatolik o{(4)") tartibda bo‘ladi.
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1. UMR DAVOMI XARAKTERISTIKALARI
1.1. Tiriklik funksiyalari. O‘lim jadvallari

Har bir insonning umr davrini gandaydir ehtimolliklar fazosi
(2.3.P) da aniglangan usluksiz tasodifiy migdor X bilan ifoda etish
mumkin. Inson har xil tabily jamoa sharoitlarida yashaydi.
Jamiyatda turli xil mashg‘ulotlar bilan shug‘ullanishi mumkin. U
umri davomida turli xil kasalliklar bilan og‘rishi mumkin.
Keltirilgan va boshqa faktorlar uning necha yil yashashiga ta’sir
etadi. Shularga gqaramasdan X tasodifiy migdorning (t.m) tagsimot
funksiyasi (t.f) ma’lum deb hisoblash mumkin va uni #(x) bilan
belgilaymiz. Amaliyotda esa, bu yetarli katta hajmdagi bir xil umir
tarziga ega bo*lgan yoki bir xil kasb bilan shug‘ullanuvchi insonlar
guruhi uchun o°lim statistikasi ma’lum bo‘lishini talab etadi va bu
statistika asosida F(x) funksiyani aniglash mumkin bo‘ladi.
Kelgusida x yoshdagi individiumni x yoshdagi hayot deb hisoblab,
uni (x) deb belgilaymiz: bu holda 1-F(x) ayirmaga s(x) bilan
belgilab, uni tiriklik funksiyasi deb ataymiz. Tiriklik funksiyasi
§(x) uzluksiz kamayuvchi va $(0)=1, §(+=)=0. keltirilgan ta’rifdan
ko‘rinadiki

Pla<X <b)=5(a)-S(b), ab>0.

bu formuladan kelib chigadiki, (x) hayotning (x,x+r) intervalda
o°limi ehtimolligi
S(x)-S(.r+!)=!_S(x+l)

S(x) S{.r)
individium X ning x yoshgacha yashashi sharti bilan, uning x+r
yoshga qadar yashash shartli ehtimlolligi (u belgilash halgaro
miqyosida aktuar fanlar tizimida qabul gilingan). Agar 1- p,
ayirmani ,4, bilan belgilasak bu (x) hayotning x+r yoshgacha
o‘limi ro'y berishi ehtimolligini bildiradi va (x) hayotning
kelgusidagi (x) dan keyingi umr davrini 7(x) t.m. bilan ifoda etsak,
P(T(x)<t)=, g, tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak. 4, ehtimollik 7(x)
tm. uchun tf bo‘ladi. O*z-o‘zidan ma’lumki, x-0 bo‘lganda,
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- Px=5{r}. Bundan tashqari (=1 bo‘lganda, mos ravishda
1Py = Py, 19y =4, oelgilashlami kiritsak (x) hayotning {x+1, x+1+4)
intervalda o°limi ro‘y berish ehtimolligi
sladx :P(t< T(x) {r"'“) Sptu T "t Gx ¢ Py 'uTxsi
-Demak,
' S{x+1) S'(x+r+u) S{x+0)S(x+ )~ S(x+1+u)

Hux = S( ] S(x} S(x)S(x-e—:] = Py u Tt
Ehtimollik .4, (¥=1 bo‘lganda) soddaroq ravishda , 4,
ko‘rinishda belgilanadi. Biz hozirga qadar hayot davomi bilan
bog‘lig bo‘lgan tm. lami o‘rganayotgan edik. Lekin statistik
jadvailar, asosan, diskret qiymatli t.m. larni kuzatish orqali tuziladi.
Shu munosabat bilan qiymatlari “butunlashtirilgan™ (yillar
bo‘yicha} kelgusidagi urar vaqgtini ifoda etadigan t.m. tushunchasini
kiritamiz: X(x) =]:T‘(x)]

({x] migdor x ning butun gismi). Bu t.m. &£{x) uchun o
P(K(x) =k) :P(k<T(x)<k+l) =g Px ~ks) Px =5 e =k Py Gerk
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Oxirgi tengliklardan, xususan, ’

n
Z ks Tnel Ix
k=0

ekanligi kelib chigadi. e
FEndi x yoshdagi individiumlami bo‘lish intinsivligi
tushunchasini kiritamiz. Ehtimollik ,q, argumcnt ¢t ning kichik
qiymatida
S(x)-S(x+s) _ S]('x)

5(x) st
~ ifodaga teng bo‘ladi. Oxirgi tenghkmng o‘ng.fomonidagi s ga
bog‘lig bo‘Imagan TN
_-_§__(_Jf_)_ i S g
#e(-) $() _

ifoda x voshdagi individiumlarmi o‘lim mtenswhgl deb ataladi.
Ushbu

| ‘#sz;)(fogs(x])

3s0



tenglikdan
log(,, s ) =log g(:(T) |
0

ekanligi va oxirgi tengliklardan esa

i
nPx= cxp[-juﬂﬂr]

0
munosabatni olamiz.
O‘z navbatida keltirilgan munosabatdan .x-0. bo‘lganda

S(I):cxp{—‘[y,,,} formula kelib chiqadi. Demak t.m.ning zichlik
0
funksiyasi

£(x)=-5"(x)=exp

- fmd]ﬂ, =S(x)u(x)
0
ifodaga teng bo'ladi.
Keyingi mulohazalardan esa, tm. 7(x) ning zichlik funksiyasi
uchun
_dy o [ S(xa)) _ S'(xve) S (x+0)S(x40)

g(")' dr(l‘?.r)“( S(I) ) S(J.') - S(xH)S(x) =t Pxta+x

tenglik bajariladi. Oxirgi tenglikdan, xususan,

J.sz:“.n-:d’ =1
]

ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Endi ,p, - 0 (n-> =) limit munosabatdan quyidagi

~tog(.p,) >, I tedt —» 0, n >0

asimptotik mulohazalar bajarilishini olamiz.
Misol. Aytaylik, 0<¢<1 bo‘lib 4 va B hodisalar
A={T(x)=t}, B={t<T(x)}
tengliklar bilan aniglanadi. Bevosita ishonch hosil gilish mumkin
bo*ladiki,
P(AUB)= P(A)+ P(4)P(B/A)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan esa
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Ge =t 9x ¥ Px Y-t Txsr

ekanligi kelib chigadi va bu tenglik (x) hayot uchun yaqin bir vilda
o'lim chtimolligi, yilning birinchi /- nchi gismida o*lim ehtimolligi
va yilning qolgan (1-)-nchi gismida o*lim (yilning birinchi r -nchi
qismida tiriklik sharti bilan) ehimolliklarini ko*rsatadi.

Endi yugorida korilgan t.m. lar uchun statistik jadval tuzish
sxemasini keltiramiz. Faraz qilaylik, bizda i, sondagi (masalan,
Iy =100000) bir vaqtda tug‘ilgan individiumlar hagida ma’lumotlar
mavjud bo‘lib, ulardan Z(x) tasi x yoshga qadar yashagan bo‘lsin.
Y ana bir marta I(x) t.m. bo'lishini eslatib o"tamiz. Agar har qanday
J nomerli (j=1,2..4) individium uchun 7;(x) uning x yoshgacha
yashash indikatori bo*lsa (ya'ni /,(x)=1, agar j nomerli individium
x yoshda tirik bo‘lsa, 7;(x)=0 aks holda), hamma individiumlar bir
xil o'lim xarakteristikalariga ega deb hisoblab (ya'ni 7,(x) tm. lar
bir xil tagsimlangan) £/, (x)=S(x) tenglikdan foydalanib ekanligini
olamiz.
: EL(x)=1,5(x)

Shu yerdan boshlab kelgusida x yoshga gadar tirik bo‘lgan
individiumlaming o'rta giymatini (ya'ni £L(x) ni) 7, harfi bilan
belgilaymiz. Miqdor Z(x) bilan bir qatorda (x,x + ») intervalda vafot
etgan individiumlar soni ,bD. - tm. ni (ya'ni boshlang‘ich 1,
guruhdagi x yoshga gadar yashamaganlar soni) o‘rganamiz. Bu
holda ,=, bilan (x.x+x) intervalda vafot etgan individiumlar
o‘rtacha sonini belgilab

= E( ,,-I-)_;]= Io(S(x)-S(x+ n))
tenglikka ega bo‘lamiz.

Oldin kiritilgan bir nechta miqdorlarni . migdor orqali
quyidagicha ifoda etish mumkin:
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Es d Iein—1 d.
.I'P.l:‘iif d.'l =!x "’.nlr q.t:"_"“' 4..«"1:'” !!'___,"j_l__tﬂ_' n q,-:—‘.
i I, I 7,

..\"J(:r) i; x
o ==or s =T dl =Ly, L =lexp) ~ [t
S(x) I, 3

! [ xz+n
» !:H-!l - '{x exp| : ou!‘d’ ]-*
) \ I )

X+n
be—lyin= J- Tyt

Yugqorida keltirilgan mulohazalarga asoslanib, x-individiumning
umr davomini xarakterlavdigan migdorni butun musbat son deb
hisoblash mumkin bo‘ladi va uni matematik statistika metodlarini
go‘llab tahlil etish mumkin. Lekin bu metodlarni amaliyotda
qo‘llash bir qancha jiddiy to*siqlarni yengib o‘tishini tagozo giladi.
Masalan, katta sondagi individiumlar gruppasini kuzatish (statistik
ma’lumotlar yig*ish) jarayonini tashkil etish jiddiy texnik muammo
bo‘ladi, chunki har bir konkret holatda o°lim statistikasi jadvallarini
tuzish, shu holatga mos keluvchi talablarni kiritishga to*g*ri keladi.
Bundan tashqari to*plangan statistika ma’lumotlari to‘la bo‘lmaydi.
Shuning uchun ham individiumlarni o‘lim jadvallami oldindan
berilgan bo‘lishi talab etiladi. Masalan, katta yoshdagi kishilar
gruppasida jarrohlik operatsiyalarini  o‘tkazish, oldindan
chegaraviy umr ko‘rish parametri @ ni shunday tanlash kerak
bo‘ladiki, uning uchun s(@)=0 shart bajarilishi talab etiladi.

Kiritilgan 4. 1,1, funksiyalarini grafiklarini ko‘rish qiyin
bo‘lmaydi. Bu grafiklardan va

d d dl d*

I(lxﬂx)"'zt— E:"Jz - dr2 ,I
tengliklardan foydalansak, / ., funksiya ekstremum nugtalari 7,
funksiyaning egilish nuqtalariga mos bo‘lishiga ishonch hosil gilish
mumkin.

Misol. Quyidagi /. miqdorning 30-50 yoshdagi
individiumlar uchun o*lim jadvali keltirilgan:

x| 30 | 31 2| 3 [ 34 35 | 3 [ 37 [ 3 [ 3@ | a0
I . - e b ! i o A 2 i em—— =
1, 93757 93551 | 93336 | 93111 | 92876 | 92629 | 92369 -;zoeo!imuﬂmscz 191179 |
. ) i) e it i MRS, s e B 1 1 ]
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41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
90836 | 90472 | 90084 | 89671 [ 89231 | 88760 | 88257 | §7718 | 87141 | 86523

Bu jadvaldan foydalanib quyidagi ehtiolliklar hisoblansin :
a} 30 invidiumning 45 yoshgacha yashash ehtimolligi
- b) 30 invidiumning 40 yoshgacha o‘limi ehtimolligi
d) 30 invidiumning 5-nchi 40-50 ylllarda vafot etishi
ehtimolligi

Yechish. a) 5 p30=l45 BB _oos17, - . v 2 o
Ly 93757 P ozt

1 91179 ' L

b =1-A=y T ogoz7s, o L iy

) 10930 by 93757 o

d) 1010930 =10 30 "10 940 —!AQ[I ..59.] 0,04617. ST

30 40 N N S L D,

Endi 7(x) va K{(x) tasodifiy miqdorlarning momentlari uchun
ifodalar keltiramiz. Buning uchun quyidagi ikkita lemmalarni
isbotlaymiz. Bu lemmalarning birinchisi uzluksiz tipdagi t.m larga
ikkinchisi diskret tipdagi t.m.larga taaliugli bo‘ladi.

Lemma 1. Faraz gilaylik X tm. (x20) uzluksiz tipda bo‘lib
uning t.f. F(x) bo'lsin, R*=[0,0} oraligda aniqlangan Zz{(r)-
monoton funksiya differensiallanuvchi bo‘lib, uning giymatlari
manfiy bo‘lmagan sonlar bo‘lsin. Agar £2(x)<w« bo‘lsa, .

| EZ(x)=2(0)+?(l—-F(x))dZ(x) é

formula o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Har qanday N >0 son uchun

jz(x)dp(x)_ jz(x)d (1- F(x))=2(0)-Z(N){(1- F(x))+ j (1 F(x))dZ(x)

tenghk ba;anladl, Bunga ishonch hosil qilish uchun bo*laklab
integrallash formulasidan foydalanish yetarli bo‘ladi. Oxirgi
tenglikdan ko‘rinadiki, lemmani isbotlash uchun

Jim Z(N)(1-F(N))=0

munosabatni isbotlash yetarli bo‘ladi-
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Agar 7(x) monoton o*suvchi funksiya bo‘lmasa oxirgi tenglikning
to‘g'riligi o‘z-o'zidan ravshan. Agar z(r) funksiya monoton
kamayuvchi bo*lsa

0<Z(NN1-F(N))= z(x}]'czf'(x) S?Z(x)dF(x}
Integral ' )
EZ(x)= ]Z(.r)dF(x)
yaginlashuvchi bo*lgani uchun 0
?Z(J)d}"(x)—b 0, Now»

N
munosabat bajariladi. Lemma 1 isbot etildi.
Isbot etilgan lemmadan foydalanib, (x) hayotning kelgusidagi
o‘rta qiymatini topish mumkin. Haqiqatan ham isbot etilgan lemma
1 da z(x)=x deb olsak

ET[I): j):l#?(r(.'()<ﬁ)= j'lpnuxﬂdr‘_' L‘de,
a [ a

Aktuar matematikada hamma joyda o'rta giymat uchun
ET(x)=0;
belgilashdan foydalaniladi. Agar z(:) funksiyani Z(x)=x" deb
tanlasak, u holda 7(x) t.m. ning ikkinchi momentlari uchun
E[T(.t)f =2 I‘;P:‘*
0

formula hosil gilamiz.

Bundan 7(x) t.m.ning dispersiyasi uchun
var(T(x)) = EIj-!,p,dr —(.’?)2
0

formulani keltirib chigaramiz.
Endi ixtivoriy n=012,...,, giymatlarni
g(x)=P(X =k). k=012,
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ehtimolliklar bilan gabul giluvchi diskret tm. X ni ko‘raylik.

Uning t.f.
G(x}=P(X<x}= Y glk)
{k, kex)
formula bilan aniglanadi. Bu formuladan
g(x)=G{x)-G{k~1)=AG(k~1), G(-1})=G(0)=0
tengliklar kelib chiqadi.Bulardan tashqari quyidagi lemma o‘rinli
bo‘ladi.

Lemma 2. Faraz qilaylik, {0,1.2...} to‘plamda aniqlangan
ixtiyoriy, manfiy bo‘lmagan, monoton funksiya z() uchun £2(x)
o‘rta qiymat mavjud bo'lsin,

Bu holda

£2(x)- ;0 2(k)g(k)=2(0)+ &z; (1-Ghz()

tenglama o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Eng avvalo s(x)=1- (k) belgilashni kmtammvamdan
foydalanib quyidagi tengliklarni yoza olamiz:

- Sapu- j%dﬂ(ﬂf—ll1-SU))=2(0]5(-1)~2(0)S(0}+2(1)5(°!—21M(ﬁ-2(k}&k—1]
AT Sty
Lemmaning isboti o -

fim Z{n)S(a-1)=0""" *)
munosabatdan kelib chiqadi. Bu munosabat z() funksiya monoton
va o‘suvchi bo‘lmagan holda '
fim $(n)=0
ekanligidan o‘rinli bo‘ladi. :
Kamaymaydigan monoton z{) fonksiya uchun (*) tenglik -
quyidagi munosabatlarga asoslanadi:

02 Z{(m)S{n-1)=Z(n) i 3(}')5;? Z(#)el)
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va bunda matematik kutilma £z(-) mavjudligidan

S 2(j)e(j) >0, n>e
J=n
Lemma 2 isbot etildi.
Tasodifiy migdor x = & (x) uchun
-G (k) =4,y Px
tenglik bajariladi. Demak

EZ(K(x))=Z(0)+ gﬂ (k)yy

Endi 7(k)= deb qabul qilib
EZ(K(x))= % ka1 Px
k=0

tenglikga kelamiz.

Agar z(k) funksiya sifatida .£*. ni qabul gilsak, tm. K(x)
ning ikkinchi momenti uchun quyidagi sodda ifodani hosil qgilish
mumkKin:

E(K(I))I - ill" 1)y Px
k=0

Endi £k (x) migdorni 7, bilan belgilab quyidagi

var(K(x))= ¥ (26 +1) gup 17

tenglikni o‘rinli ekanligiga ishonch hosil qilish mumkin.
1.2. O“lim xarakteristikasining boshqa turlari

Oldingidek umumiy umr xarakteristikasiga ega bo'lgan va 4,
sondagi individiumlar gruppasini ko‘ramiz. Bu gruppaga boshidan
tegishli bo*lgan individiumlar uchun £, deb, (r, x+1) intervalda
yashab o*tilgan umumiy o‘riacha yillar sonini belgilaymiz.

U holda

4
Ly=l g+ j'd“,,uxﬂdl

]
Bu ifodada bo‘laklab integrallash amalini bajarib
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t 1 o
. 1 R A
Ly=lp~ I‘drxﬂ =ley + p.rﬁdt-ﬂxﬁ / 0o j. feqadlt z

0 0 0

tenglikni olamiz.
Endi 1, xarakteristika orqali « yoshda o‘limning
markazlashtirilgan koeffitsiyenti deb ataluvchi
1
J-l.\'+£1“‘x+f‘#

{ - X_tx+] :Li,-; .

miqdomi kiritamiz.

Ko‘rilayotgan individiumlar gruppasi (1, sondagi) uchun r(x)
deb, x yoshdan keyin shu gruppa individiumlari tirik bo‘lgan yillar
sonini belgilaymiz. U holda

T = Iﬂﬁrﬂﬂ.;df = - I“ﬂxu = IIH
4]

Bu xarakteristika uchun keltmlgan oxirgi 1! 4, fodadan

P T

rv';i' e

tenglikni olamiz. Demak 7. migdomi ko paytma ko rlmshlda
yozish mumkin ekan.

Yana bitta o°lim xarakteristikasini Kiritamiz. Umr intervali
(x, x+1) da vafot etgan individiumlar yashab o‘tgan o°rtacha yillar
soni

i i i _.
_I}Ix-l-zﬂx#‘# Itrp;.“x-l-rdt S
e el
| _[Ixﬂ-”xﬂd" _[rpxﬂxﬂ‘k Wi
9 0

Oxirgi ifodadagi ¥ tasodifiy miqdoming sharthi matematik
kutilmasi (biror B hodisaga nisbatan)
j XdP
_E(X:B)
PEB) = P(B) , P(B)>0
398
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tengliklar bilan aniglanadi.
Agar umr intervali (x, x+1) da o‘limlar soni tckis tagsimotga
ega bolsa,
Legste sy = dx
tenglik bajarilib, &=0,5 bo‘ladi.
Aytib o*tilganlardan tashqari
bl
=
tenglik o*rinli bo‘lib, undan
L =a(x)l +(1- o)y 0251

munosabatlar o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

Hozirga qadar biz ,p,. 4, tiriklik  funksiyalarining
argumentlari ¢ a x larni butun giymatli deb hisoblagan edik. Buo‘z
navbatida, x(x) tasodifiy miqdorning tagsimotini aniglovchi
jadvallar mavjudligi bilan teng kuchli bo*ladi. Bu jadvallar asosida
tiriklik funksiyalarining giymatlari 41, re(0.1) ko‘rinishidagi
kasrlar bilan ifodalangan umr xarakteristikalari uchun ham
foydalanish mumkin.

Buning uchun esa, quyidagi uchta asosiy shartlar bajarilishi talab
etiladi:

A. Har bir umr intervali {x, x+1) da (x - butun musbat son) o‘lim
holatiari tekis tagsimotga ega. Bu holda

S(x+0)=(1-1)5(x)+1S(x+1), 1=(0.1)

formula qabul gilinadi.

B. O’lim intensivligi har bir (x,x+1) (x-butun musbat son)
intervalda o‘zgarmas son. Bu holda

S(x+1)=S(x)exp(-ur), 1(0,1), u=-logp,
formula gabul gilinadi.
C. (Balduchchi gipotezasi). Bu holda
1 1-1 f
:\'{x +1) ¥ S(x) ! S(x+1)

formula gabul qilinib, s(:) funksiyaning x+: nuqtadagi

qiymati
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: S{x)S{x+1)
'S{xﬂ)s(l—r].(S'()H-(l]H.S'(x)'
formula bilan aniqlanadi.

Keltirilgan har bir 4, B, shartlardan tiriklik funksiyalarini
ko‘rinishlarini aniglash mumkin. Masalan, 4 gipoteza bajarilganda,
tiriklik funksivasining ko‘rinishini topamiz. Berilgan 4 shartdan
foydalanib

S{x+1)

tPx= S'(_j-_(l 1) +ip,=1~1q, =

P |

(1- t)‘a(.::)+lS(x+ )
5(x)

tengliklarni  isbotlash mumkin. Buning uchun 4 gipoteza
bajarilganda u,,, funksiya ko‘rinishini topamiz. Ta’rif bo‘yicha
0D<t<1 bo‘lganda
5 £x+!] B S(x+1)-5(x)
S(x+1) 1- rq,-'_s(.t)nts{xﬂ)—s(.r.ﬁ
Ixtiyoriy sue(0,1) migdolar uchun .r+u<1. bo‘lganda, o‘lim
holatlari intensivligi o‘zgarmas bo‘lishidan (gipoteza B)
oo S{x)e ™ —S_(Lx)e_"{“"}  S(x+1)-S(x+1+u)

B S{x)e - S{x+r)
kelib chiqishini isbotlash mumkin.

Keltirilgan mulohazalarni yetarli darajada takrorlab, har bir
uchta 4, B, C gipotezalar bajarilgan holda 5(-) funksiyaning x+¢ (
x butun son, 0<r<1) nuqtalardagi qiymatlarini aniglab, ular orqali
ixtiyoriy tiriklik funksiyalarining ko‘rinishlarini topish mumkin
bo‘ladi. Quyidagi jadvalda 4, B,C gipotezalar o‘rinli bo‘lganda,
ba’zi tiriklik funksiyalari uchun ifodalar keltirilgan:

Mg =

ndxer =1-e

Funksiya_ A N s
19 I, I't’_’w__ |qu'/(] ] - fh) —
(Ps |l e |00~ -1)g) |
‘ Txas J “qx!{] ’q}i) | 1:(’__'“:‘___' ____J Ehﬂ‘_l u _{)FX_)
e 4 a./(1-(1-1)a.)

l_tpx!‘nl - ': qx : i ‘ue-"“r_

L pa/0-0-Da.) |




Kasr yoshdagi (x) hayot uchun keltirilgan gipotezalardan uchta
gipotezalardan birinchisi (A) keng qo‘llaniladi.Berilgan gipotezalar
(shartlar) bajarilsa, /, funksiyaning grafigi qism-chizigli funksiya
bo‘ladi. A gipotezadagi tekis tagsimotning bitta foydali xossasini
gayd gilib o*tamiz. Kelgusidagi hayot vaqtini ifodalovchi t.m. 7(x)
n
I'(x)=K(x)+5(x)
ko‘rinishda yozamiz. Bu yerda $(x) funksiya 7(x) ning kasr qismi.
Bu holda har ganday butun, manfiy bo‘lmagan & va §<(0.1) uchun
Pk <T(x)<k+S)=P(T(x)=k, S(x)<S)=4/5 9= =k Px sx+k
Shu bilan bir gatorda (k.k+1) oraligdagi tekis tagsimot uchun
Gxik =54xep VA P(K(x)=k)=; py-q.¢ tengliklar  bajariladi.
Keltirilgan tengliklarni hisobga olsak, shartli ehtimollik uchun
£(S‘X}53- K("'-’:k)z kPx s Dxik _ Sxik i
P(K{x'):k) kPx 9xsk Dxvk
Tenglik o‘rinli bo‘lib, undan K(x) va S(x) tasodifiy migdorlarni
o‘zaro bog-ligsiz ekanligi kelib chigadi. Bundan tashgari, oxirgi
tenglikdan S(x) tasodifiy migdorni (0,1) oraligda tekis
tagsimlanganligi ham kelib chigadi. Taggoslash uchun gayd gilib
o‘tamizki, (B) gipoteza o‘rinli bo‘lgan holda (va'ni o‘limlar
intensivligi har qanday (k.4 +1) intervalda o°zgarmas bo‘lganda)
quyidagi formula

P(S(x)<s/ K(x)=k)=

. - £
sTrik =]-e M-:I-p.r-fi

o‘rinli bo‘ladi. Oxirgi formuladan ko‘rinadiki, (B) gipotezasi
bajarilgan holda, X(x) va s(x) tasodifiy miqdorlar bog'ligsiz
bo*lishi uchun shartli ehtimollik

P(SG)<s/ K(x)= k)=~ Pask
~ Pyvk
k bog'liq bo‘lmasligi yetarli va zaruriy shart bo‘ladi. Agar,
masalan, p_,; = p bo‘lsa, bu shart bajariladi. Bu holda

F 4

P(S(x)<s)= -lli_";-)-
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O‘lim holatlari tagsimotj tekis tagsimot bo‘lgan holda (ya’ni A
gipoteza bajarilgan bo‘lsa) T(x) va K(x) tascdifiy migdorlarning
dispersiyalari va o‘rta qiymatlari

el e +-;- Var(T(x))= Var(K(x)}+—-

tenglﬂdar bilan bog‘langan bo‘ladi. Bu munosabatlar S(x) tasodifiy
miqgdorning (0,i) oraligda tekis tagsimotga ega bo‘lishidan va T(x)
va §(x) tasodifiy miqdorlarni bog‘ligsiz ekanligidan kelib chigadi.

1.3. Kasr yoshdagi hayot vaqtining integral xarakteristikasi

Bu punktda 1 yil davomida o‘lim ro‘y bergan momentlar (vagtlar)
tagsimotlarining  integral ko rinishidagi  xarakteristikalarini
kiritamiz.

Yoshi x (x-butun son) bo‘lgan shaxsni ko‘ramiz va faraz
qilamizki, uning qoldiq hayot vagti 7, <1 bo*lsin. Bir yil orasida ro‘y
beradigan o‘lim holatlari tagsimotining eng sodda mtcgral

ko‘rinishiari xarakteristikalaridan biri - e e

a(x)=E(T, /T, <1) . A

tenglik bilan aniqlanadi.
Bu xarakteristika sharti qo sl:umcha taqsunot ﬁmkmyas:

P(T, >vT,<1) orqali hisoblanadi (tushunarliki, bu tagsimot 21
bo‘lganda 0 ga teng):

1
a(x}= IP(TX >t/ T, <),
0 LW IR

Ehtimollik |
t<T,<l) Plt<T-x/T>x
P(T> VT <) i(T <1)) P((T<x+l!T,>x))=
P(x+t<T<x+l/T>x) s{x+1)- s(.r-l—_)
P(T <x<x+1) s(x)—s(x+1})
tenghklarm qanoatlantlrgam uchun quyidagi formulam hosil
qilamiz: .
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1 S(xr)-S(x U
alx)= : $(x)- S(x+:)) e

Endi a(x) xarakteristikani (+) formuladan foydalanib, 4 va 8
(Balduchchi) gipotezalari bajartigan holda hisoblaymiz.
1. O‘lim holatlari tekis tagsimotga ega bo‘lsin. Bu holda

1
ax )_ r(l r)S(;%;rsgr(:ljl)S(x+l)d =!{1—r)dt=%

2.0lim holatlari tagsimoti Balduchchi (B) gipotezasini
qanoatlantirsin. Bu holda

a(¥)= S{x+1) ! i ,th=%{E]—£}%JW—I)/L—I}=:—‘(%+MP‘,)

S(x)—S(x+{)0 P +iq,
Oxirgi tenglikdagi ifodani 4, darajalari bo‘yicha qatorga yoyib,
a{x} uchun

o) =E-Laofg), x0 o e

asimptotik munosabatni olamiz.

2. HAYOT SUG*URTASINING QISQA MUDDATLI |
| MODELLARINI TAHLILI i

2.1, Qisqa muddatli hayot sug‘urtasi

H
R L

Aktuar matematikada hayot sug‘urtalarining modellari ikki turga
bo‘linadi va bu bo‘linish yig‘ilgan premiyalarni investitsiyalash-
tirishdan tushadigan foyda hisobga olinishi yoki olinmasligi bilan
bir-biridan farq qiladi. Agar bu foyda hisobga olinmasa, biz gisqa
muddatli sug‘urta modellari bilan ish ko‘rgan bo‘lamiz (Short —
term insurance). Odatda “qisqa - muddatli” vaqt intervali sifatida 1
yil — muddat olinadi. Albatta, bu bo*linish shartli xarakterda bo‘lib,
uzoq muddatli sug‘urtalar bir qator boshga holatlar bilan ham
bog‘langan bo‘ladi.
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2.2. Qisqa — muddatli hayot sug‘urta variantida yuzaga
keladigan risklar tahlili

Oddiy hayot sug‘urtasining ma'nosi quyidagidan iborat:
sug‘urtalanuvchi shaxs, sug‘urta kompaniyasiga 7 so‘m to‘laydi
(bu summa sug‘urta premiyasi deb ataladi - premium). O°z
navbatida sug‘urta kompaniyasi, o‘zaro tuzilgan sug‘urta
shartnomasiga asosan, sug‘urta hodisasi ro‘y berganda (1 yil
davomida sug‘urtalanuvchi shaxs vafot etsa) # so‘m to*laydi. Agar
sug‘urtalanuvchi shaxs 1 yil davomida vafot etmasa yoki sug‘urta
shartnomasida ko‘rsatilgan boshqa sabablar bilan vafot etsa,
kompaniya hech narsa to‘lamaydi. Sug‘urtalanuvchi shaxs sifatida
boshga odam ham bo‘lishi mumkin (masalan, ish beruvchi shaxs
yoki tashkilot).

Sug‘urta to‘lovining miqdori (benefit), albatta, sugurta
premiyasidan ancha katta bo‘lishi kerak (?'7) va bu summalar
orasidagi «to‘g‘ri munosabatlarni» topish Aktuar matematikaning
asosiy masalalaridan biri bo‘ladi.

Sug‘urtalanuvchi shaxs, #so‘mga sug‘urta polisi sotib olib,
o‘zini to‘satdan vafot etishi bilan bog‘liq moliyaviy risklardan xolis
giladi. Bu risklarni sug‘urta kompaniyasi o‘z hisobiga oladi.
Sug‘urta kompaniyasi uchun risk sug‘urta hodisasining ro‘y berishi
tasodifiy hodisa bo‘lishiga asoslanadi. Demak, sug‘urta
kompaniyasi riski # so*mdan iborat bo‘ladi, agar sug*urtalanuvchi
shaxs 1 yil davomida vafot etsa, 0 so‘'m vafot etmasa. Bu riskni
ma’nosi bo‘yicha uni individual talofot (individual claim) deb
qabul qilish mumkin va u kompaniyaning moliyaviy riskining
elementar gismini tashkil giladi. Shuning uchun ham sug‘urta
kompaniyasining faoliyatini o‘rganish individual talofot risklarini
tahlil gilishdan boshlanadi.

Eng avvalo qayd etamizki, individual talofot (risk) X
tasodifiy miqdor bo‘ladi. Shuning uchun ham X ni tagsimot
funksiyasini aniqlash, sug‘urta kompaniyasi faoliyatining tahlilini
asosiy gismi bo‘ladi.

Yuqoridagi keltirilgan sodda hayot sug‘urtasida X tasodifiy
migdorning tagsimoti
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- PX =)= {Px agar (=0 bo'lsa

ko‘rinishiga ega bo‘ladi. Bu yerda *-sug‘urtalanuvchi shaxsnmg

voshi, 9x-x yoshdagi shaxsning yaqin 1 yil davomida sug‘urta

shartnomasida keltirilgan sabab bilan vafot etish ehtimolligi,

Pr=1-Gx _ _
O‘rtacha talofat SIS

. Ex=0‘ﬂ'0+b'ﬂ'l=b'qx ”' LR

q,. agar i=5b bo'lsa

va uning dispersiyast

VarX = EX® - (EXY =@ my +82m ~(ba, Y =ba, b2 =b2p,g, 7 -
ko‘p hollarda tasodifiy miqdor X mi ' K g
X=1I. ﬁ : I [N
ko‘rinishida yozish juda qulay bo‘ladi. Bu yerda I - sug‘urta
hodisasi indikatori:
1_{ 0, agar sug‘urta hodisasi ro'y bermasa -f-i'-" i 3‘-'-3"1'13--55-"57"*"53.:“'
1, apar sug“urta hodisasi ro°y bersa R
B- sug‘urta hodisasi r6°y berganda, sug*urta to‘lovining migqdori.
Yugqorida eslatib o*tilgan sodda sug®urta variantida 7 tasodifiy
miqdoming tagsimoti
PI=0)=p,, FP(I=D=4¢
8 esa tasodifiy bo‘lmagan 5 miqdor.
Keltirilgan tasodifiy migdor X bilan bir vaqtda £=X-2
tasodifty miqdorni kiritamiz. Bu tasodifiy miqdor kompaniyaning
ug ‘urta shartnomasidan ko‘rgan talofatni ifodalaydi va v ikkita =7
a #=2>0 giymatlarga ega bo‘ladi va
p. P{I=0)=p, ehtimollikbilan
{b p, P(i=1)=q, ehfimollikbilan :
Aytib o‘tilganlardan kelib chigadiki, kompamya Py eht:lmolhk
bilan #so‘m foyda ka‘radi, 9x ehtimoHlik bilan ®~ Pso‘m talofatga
uchraydi.
Kompaniyaning o‘rtacha talofati
. EL=EX-p=bq.,—-p
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Bu formula sug‘urta premiyasi ”ning qanday tayinlash hagida
muhim xulosalar chigarish imkonini beradi. O‘z-o‘zidan tushu-
narliki, kompaniyaning o‘rtacha talofatlari manfiy bo‘lmasligi
kerak, ya'ni #>%:migdor # ning mumkin bo‘lgan eng katta
giymati 0~ %4 ya u kompaniyaning o‘rtacha talofoti 0 bo‘lishiga
mos keladi. Shu sababli 70 ni netto-premiya (net premium) deb
ataladi. Aslida sug‘urta uchun to‘lanadigan premiya (brutto -
premiya) netto premiyadan katta bo‘lishi kerak. Bu premivalar
orasidagi farq (ayirma) yuklama (nagruzka) deb atalib, u
kompaniya uchun ofis xarajatlarini qoplashga yordam beradi.

Hayot sug‘urtasining murakkab variantlarida, sug‘urta
hodisasi ro‘y berish sababli ko‘rilgan talofot # ni tasodifiy miqdor
deb hisoblanadi.
Oxirgi jumladagi vaziyatni quyidagi misollarda namoyish etamiz.

Misol 1. Quyidagi sug‘urta shartnoamasini ko‘ramiz: agar
sug‘urtalangan shaxsning ulumi gandaydir baxtsiz hodisa natijasida
ro‘y bersa, unga 500000 so‘m beriladi, agar uning o‘limi “tabiiy”
hodisalar natijasida  ro‘y bersa, unga 250000 to‘lanadi.
Odatdagidek shartnoma 1 yilga tuziladi va kompaniya hech narsa
to‘lamaydi, agar sug‘urtalangan shaxs yil davomida vafot etmasa.
Sonli hisoblarni amalga oshirish uchun, o‘lim baxtsiz hodisalar
natijasida ro‘y berishi ehtimolligi 0,0005, tabiiy o‘lim ro‘y berishi
ehtimolligi 0,002 deb hisoblanadi.
Yechish. Sug‘urta shartnomasi shartlariga asosan / va §#
miqdorlarning birgalikdagi tagsimoti
P(I=1,=500000)= P(o'lim baxtsiz xodisa ogibatida ro‘y berdi) = 0,0005,
P(I=1,p =250000)= P{o‘lim tabiiy sabablar natijasida ro‘y berdi) = 0,002. 2
Talofatlar migdorining, sug‘urta hodisasi ro‘y bergani sharti bilan
shartli ehtimolliklari

0,0020

P(,B—?.SOOOO!!hl)-P(ﬁ_I!SOOGO,I_I]HP([_I)-W_(I,S,
0,0005
0,0025
Talofat migdori (ya’ni tasodifiy migdor X ) uchta 0,250000,
500000 givmatlarni quyidagi mos

P(f=500000/ 1 =1)=P(=500000,] =1)/ P(I =1)=

=02,
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P(1=0)=0,9975,
P(I =1,/ =250000)=0,0020,
P(1 =14 =500000) = 0.0005
chtimolliklar bilan gabul etadi. Demak.
EX =0-0,9975 + 250000 - 0,0020 + 500000 - 0,0005 = 500 + 250 = 750(s0"m),
EXT =07 -0,9975 + 2500007 - 0,0020 + 500000 - 0,0005 = 125000000 =
= 125000000 + 125000000 = 250000000 (s0*m),
VarX = EX? -(EX)* =249437500, VarX ~15794¢so0'm).
Endi quyidagi test savoli ko‘rinishidagi masalani Yechimi bilan
keltiramiz.
Misol 2.
Ma’lumki ¢, =0,12. Quyidagi tasdiglardan qaysilari bajariladi?
L 19,1 =0,0426, agar o'lim holatlari tagsimoti tekis tagsimot bo*lish
372
hagidagi 4 gipoteza o‘rinli bo‘lsa.
II. ;4,=0,0435, agar Balduchchi gipotezasi ( B) o‘rinli bo*lIsa.
2
I |4, =0.,0619, agar o‘lim holatlari intensivligi o‘zgarmas bo*lishi
2
hagidagi () gipoteza o*rinli bo*lsa.
Javoblar:
a) Faqgat [ vall
b) Fagat 1 valll
¢) Fagat II va Il
d) LII valll
¢) to‘g'ri javob a), b), ¢), d) variantlarning birortasida ham
berilmagan.
Yechim. Masaladagi hamma migdorlarni hisoblab chiqamiz, keyin
esa ularni tagqoslab aniq javobga kelamiz.
I.LEhtimollik | 9.1 ni S(x)=1-F(x) funksiya orgali ifodasidan
2 "8
foydalanamiz.
Bu holda
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(1,1 { . 5) 1 s.f 1)
Slx+- Slx+-= | S -8 x4
(x 273)_ [X 6)_ A [“2);

1_?}9""“'" 7 P l
172 .S‘(x+ ) .5‘[x+ ] Stxji-qﬁ(x-i-l']

_25(x)-25(x+1)_2-2(1- qx) 2,

T 25{x)+35(x+1) 3+3(1-g,) 6- 3{11'*0.0426.
I1. Bu holda
S(I+I)
PO, Wl . WU Y.
1 H9x S i - 5 ~— -
2 (x) P,+-3~(S(x)—5[x+])) :3+_:4}* 14 2P,
=X 20,0435
]+2(1"‘?x)
1. Bu holda

S(x+ i—) 1
14y =1 2] - S(x)P2
z 5(x) 5{x)
Berilgan misolning shartlarini o‘rganib va ulami [, II , Il
punktdagi javoblar bilan taqgoslab, d) javob to‘g'ri ekanligiga
ishonch hosil gilamiz.

Misol 3. O‘lim holatlari tekis tagsimotga ega bo‘lgan holda
(gipoteza A) I=F, Balduchche gipotezasi o‘rinli bo‘lgan holda
P=p

i
=1-(1-g,)2 =0,0619.

. F-G
lim 3
7.0 g

hisoblansin.
Yechish. Ym;oridagi forrmﬂalardan (A) gipoteza bajarilganda

x+]

F=-—+ j's( }du--—— J'.n(x«-m*——- [(l-r);(xmsm 1) Jdt =

:-—-—{(I ~0.5)s(x)+0.5s(x+ !]] _{ JH-H}_E“ +1-g,)=1-05g,,

| s(x+t) _Stx+1) 1 -q.
G=— [stx+tydt= i .
1 S(x)(g s ﬂx?lﬁﬁm PR ‘q’)L [ ot-a:)}

Keltirilgan ifodalardan
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- . Y 2 3
F-b=1-0.5q, +1— —qlln{l ~-g¢,)=1-03g, +I———q-"—[ = —-{:—— 13 +n‘qi)]=
x 9x \ 2 3 j

2
= f}é‘l } a(q_i )

ekanligi kelib chigadi. Demak

1 _’t_‘E:i

2

.0 g 6
3. UMR DAVOMIYLIGI JADVALLARI

3.1.Umumiy umr davomiyligi jadvallari asosiy
xarakteristikalari

Umr davomiyligi haqidagi statistik ma’lumotlar umr davomiyligi
jadvalida jamlangan. Oddiy ko‘rinishdagi jadval deb o°zida fagat-
gina yoshi ma’lum bo‘lgan, tasodifiy tanlangan insonning umr
davomiyligining statistik xususiyatlari (xossalari) ma lumotlarini
o‘zida jamlagan jadvalga aytiladi. Bunday jadvalni umumiy yoki
gisqartirilgan  (aggregate tables) deyiladi. Ular umumiy o‘lim
holatini yaqqgol ko‘rinishini olish imkonini beradi. Umuman
olganda ixtiyoriy masalani yechish uchun s(x) tiriklik funksiyasini
bilish yetarli, biroq aniglik uchun jadvalga odatda » yoshgacha
bo‘lgan chaqaloglarning /,=100000 dan olingan ayrim guruhlari-
tirik wvakillarining o°rtacha giymatini ifodalovchi 7, =/s(x)
Jadvaldan foydalanish qulay bo‘lishi uchun odatda hosila
kattaliklarini kiritishadi: x yoshdan x+1 yosh oralig‘ida vafot etgan
guruh vakillari soni- dr=/, -/,.,; x yoshgacha tirik golib, yagin
yillar davomida vafot etadigan guruh vakillari ulushi ¢, =d% .

Jadvalda gadam sifatida odatda 1 yil qaraladi, va'ni x=0.1,2,_..
yil wechun x ga bog'liq har xil funksiyalarning qiymatlari
jadvallashtiriladi. Xususiy holda, odatda jadvalga go‘shilgan

409



quyidagi kattaliklar foydali bo*lishi mumkin: 2, - + yoshdan x+1
yoshgacha yashagan guruh vakillari o‘rtacha qo‘shilgan yoshlari
soni: 3,- » yosh va undan kattaroq yoshdagi guruh vakillari
o‘rtacha qo*shilgan yoshlari soni: ¢! o‘rtacha qoldiq umr.

elni 3, va 1, vordamida, 3, esa £, yordamida aniglanishi
mumkin, qulaylik magsadida jadvalda barcha wuchta kattaliklar
kiritiladi.

Shunday qilib hayot davomiyligining odatiy jadvali quyidagi
ko‘rinishga ega:

z s le : d, L. Te €z

0 0.011890 100000 1189 99403.13 7805063.61 78.05
1 0.000982 98811 97 98762.48 7705660.48 77.98
2 0.000709 98714 70 986G78.99 7606898.00 77.06
3 0.000507 98644 50 98619.00 7508219.01 76.11
4 0.000426 98594 42 98573.00 7409600.01 75.15
b 0.000386 98552 38 98533.00 7311027.02 74.18
6 0.000335 98514 33 98497.50 7212494.02 73.21
7 0.000315 98481 31 98465.50 7113996.52 72.24
B 0.000264 98450 26 98437.00 7015531.02 71.26
9 0.000224 98424 22 98413.00 6917094.02 70.28
10 0.000213 98402 21 98391.50 6818681.03 69.29
11  0.000203 98381 20 98371.00 6720289.53 68.31
12  0.000244 98361 24 98349.00 6621918.53 67.32
13  0.000305 98337. 30 98322.00 6523569.53 66.34
14 0.000448 98307 44  98285.00 6425247.53 65.36
15 0.000631 98263 62 98231.99 6326962.53 64.39
16 0.000815 98201 80 98160.99 6228730.54 63.43
17  0.000927 98121 91 98075.49 6130569.55 62.48
18  0.001071 98030 105 97977.48 6032494.07 61.54
19 0.001144 97925 112 97868.98 5934516.58 60.60
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Bu jadval gat’iy ravishda illyustrativ xarakterga ega ekanligini
alohida qayd qilib o‘tamiz. Gipotetik gruppa odamlari uchun
tuzilgan bu jadval ko*p umr ko‘ruvchilar hissasi katta ekanligi bilan
ajralib turadi.

Keltirilgan umr davomiyligi jadvaliga asoslanib, quyidagi
gizigq fakini ta’kidlab o'tamiz:
O‘rtacha umr davomiyligi berilgan jadvaldan 78 yosh ekanligi kelib
chigadi. Aslida esa bu xarakteristika erkaklar uchun 1961-yilda
Angliyada 68 yosh, 1979-yilda Amerika Qo‘shma Shtatlarida 74
yoshni tashkil etgan 100000 odamiar gruppasidan 105 yoshgacha
umr ko‘rganlari 4968 kishi bo‘lishi hagidagi xulosaga kelish
mumkm
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