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KIRISH

Hozirgi zamon jamiyati ishlab chiqarish unumdorligini 
oshirishga talabning ortishi, xo‘jalik va korxonalarni boshqarishni 
rcjalnslilirislij'.ii bo‘lgan talabning yuqoriligi bilan xarakterlanadi, 
Iiuixlay sharoitda jamiyat iqtisodiy hayotini iimiy boshqarishgina 
inIiI.iI> clik|urishdagi yuqori sur’atni saqlab qoladi. Buning uchun 
k|Iisodiy lanlarni, matematika va matematikaning zamonaviy 
yutuqlaiini keng qoilagan holda o‘rganish kerak boiadi. Buni 
amalga oshirish uchun esa matematik programmalashtirish, o‘yinlar 
nazariyasi, korrelatsion va regression tahlil kabi bo‘limlaming 
rivojlantirish zaruriyatini tug‘dirib ekstremal masalalarning optimal 
yechimini qurishni talab qiladi.

Ekstremal rnasaialarni yechish uch bosqichdan iborat:
1) iqtisodiy-matematik modelni qurish;
2) modelning optimal yechimini topish;
3) modelning amaliy ahamiyatini aniqiash.
Bu masalalar bilan A.N.Tolstoy, B.Egervari, L.V.Kantorovich, 

M.K.Gavurin, R.Bellman kabi matematiklar shug‘ullanishgan bo‘lib, 
ularning ishlaridan hozirgi zamon iqtisodiyotida keng qoilanil- 
moqda. Shu sababli, yetuk iqtisodchilami tayyorlashda matematik 
usullardan Ibydalanishni o‘qitish boiajak iqtisodchilami o‘z 
faoliyatida ucluaydigan iqtisodiy rnasaialarni hal qilishda to‘g‘ri va 
asosli qarorlar qabul qilishlarida muhim ahamiyatga egadir.

Amaliy va nazariy iqtisodiyot masalalari turli-tuman bo‘lib, 
bunda statisik ma’lumotlarni tahlil qilish usullari, iqtisodiy jara- 
yonning rivojlanish holatini baholash va prognoz qilish masalalari 
dolzarb hisoblanadi.

Iqtisodiy jarayonlarning noaniqlik va tavakkalchilik bilan 
bogiiqligi hamda stoxastik xarakterdaligi bu jarayonlarni tadqiq 
etishda ehtimollar nazariyasi va matematik statistika usuliarini 
qo‘llashni taqozo etadi. iqtisodiy jarayonlarni modellashtirish bilan 
birga bu jarayonlarning yechimini optimallashtirish ham muhimdir. 
Bu esa o‘z navbatida matematik programmalashtirish usuliarini
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qo'llashni talab etadi. Yuqoridagi talablarga javob berish uchun 
bo'lajak iqtisodchilarga o‘zida oliy matematika fanining ehtimollar 
nazariyasi va matematik statistika hamda matematik programmalash- 
tirish kabi predmetlarni mujassamlashtirgan iqtisodiy matematika 
kursini o‘qitish zarurligi kelib chiqadi.

«Iqtisodiy matematika» fanini o‘qitishdan maqsad talabalarning 
nazariy va amaliy iqtisodiy masalalarni hal qilishda ishlatiladigan 
matematik apparatning asoslari bilan tanishtirish, mantiqiy fikr 
yuritish qobiliyatini oshirish, ilmiy adabiyotlami mustaqil o‘rganish- 
ga odatlantirish, amaliy iqtisodiy masalalarni matematik usullar bilan 
yechish va tahlil qilish hamda iqtisodiy jarayonlaming matematik 
modelini tuzib, ularni matematik usullar yordamida optimal yechimi- 
ni topishda ko‘nikmalar hosil qilishdan iborat. «Iqtisodiy matema
tika» fanining vazifasi statistik ma’lumotlarni tahlil qilishni, iqtisodiy 
ko‘rsatkichlar orasidagi bog‘lanishlarni aniqlash va baholashni, iqti
sodiy jarayonlarni prognozlashni hamda matematik modellashtirish 
usullarini qo‘llab, ilmiy asoslangan iqtisodiy qarorlar qabul qilishni 
biladigan, xo'jaliklar faoliyatini boshqaruvida va boshqa iqtisodiy 
muammolami hal qilishda matematik usullarini qo'llab optimal 
yechimlar qabul qilishga qodir boigan mutaxassislami tayyorlashdan 
iborat.

Bizning qo‘llanmamizda o'rganiladigan ba’zi masalalarning 
tarixi bilan tanishib chiqamiz. Transport masalasi 1941-yilda Xich- 
kok tomonidan, simpleks usuli 1949-yilda Dansig tomonidan, chiziq- 
siz masalalar uchun optimallik sharti 1951 -yilda Kun va Takker 
tomonidan e’ion qilingan.
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I BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI

1.1. Elementar hodisaiar fazosi. Ehtimollikning ta ’riflari

Ehtimollar nazariyasi hozirgi zamon matematikasining muhim 
lannoqlaridan biridir. Ehtimollar nazariyasi fanining paydo 
bo' I isliiga qimor o'yinlarining matematik modellarini va nazariyasini 
yaratish yoiidagi izlanishlar turtki boidi. Bu fanning dastlabki 
lusluinchalari shakllangan davr XVI-XVII asrlar bo‘lib, Kardano,
< ¡yuygens, Paskal, Ferma kabi olimlarning nomlari bilan bogiiqdir.

Ehtimollar nazariyasining keyingi rivojlanish davri Yakob 
Bcrnulli (1654-1705) nomi bilan bogiiq. U isbotlagan va keyinchalik 
Kalta sonlar qonuni” nomini oigan teorema oldingi to‘plangan 

laktlaming birinchi nazariy asoslanishi edi. Ehtimollar nazariya- 
,siniiig kcyiMgi yutuqlari Muavr, Laplas, Puasson kabi olimlarning 
nomlari bilan bogiiq.

XIX asrning ikkinchi yarmidan boshlab ehtimollar naza- 
riyasining rivojlanishiga V.Ya.Bunyakovskiy, P.L.Chebishev, 
A.A.Markov, A.MLyapunov kabi rus olimlari o‘z ilmiy izlanishlari 
bilan katta hissa qo‘shdilar. Fanning mustaqil fan boiib  uygim- 
h;;hishkla va keyingi rivojida S.N.Bemshteyn, V.I.Romanovskiy, 
A.N.Kolmogorov, A.Ya.Xinchin, B.V.Gnedenko, N.V.Smimov va 
bo.shqnliiming xizmatlari katta boidi.

Ehlimollur Míizariyasi va matematik statistika fanining 0 ‘zbe- 
kistoM da o ‘z  o‘rnini topishida va rivojlanishida V.I.Romanovskiy, 
S.X.Sirojiddinov va T.A.Sarimsoqov kabi olimlarning hissalari 
behisobdir. Hozirgi kunda ularning shogirdlari tomonidan ehtimollar 
nazariyasi va matematik statistika fani bo‘yicha ham nazariy, ham 
amaliy tadqiqotlar davom ettirilmoqda.

Ehtimollar nazariyasining dastlabki tushunchalari -  tajriba, 
hodisa, elementar hodisa, ehtimollik, nisbiy chastota kabi tushun- 
chalar boiib, ularni bayon qilishga oiamiz.

Tajriba hodisani ro‘yobga keltiruvchi shartlar majmui S ning 
bajarilishini ta’minlashdan iboratdir.
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Tajribaning har qanday natijasi hodisadir. Kuzatilayotgan 
hodisalami 3 turga ajratish mumkin: muqarrar, mumkin boimagan 
va tasodifiy.

Ma’lum S shartlar majmui asosida, albatta, ro‘y beradigan 
hodisaga muqarrar hodisa deb ataladi va Q bilan belgilanadi. 
Masalan, “-10° temperaturada (normal atmosfera bosimi ostida) suv 
muz holatda bo‘ladi” hodisasi muqarrar hodisadir.

S shartlar majmuida hech qachon ro‘y bermaydigan hodisa 
mumkin hoHmagan hodisa deb ataladi va 0  belgi bilan belgilanadi. 
Masalan, “-10" temperaturada (normal atmosfera bosimi ostida) suv 
suyuq holatda boiadi” hodisasi mumkin boimagan hodisadir.

M aium  bir S shartlar asosida ro‘y beradigan yoki ro‘y bermay
digan hodisa tasodifiy hodisa deb ataladi va lotin alfavitining katta 
A,B,C,... harflari bilan belgilanadi. Masalan, “ 10' temperaturada 
yotngir yog‘adi” hodisasi tasodifiy hodisadir.

1-misol. Tajriba o‘yin kubigi (shashqoltosh) bir marta tashlash 
boisin. Bu holda: Q-{tushgan ochko 6 dan katta emas} — muqarrar 
hodisa; 0={tushgan ochko 9 ga teng} -  mumkin boimagan hodisa; 
A = {tushgan ochko juft son} -  tasodifiy hodisadir.

Ehtimollikni talqin etish uchun quyida beriladigan oddiy 
misollardan boshlaymiz. Bu misollar yordamida ehtimollik tushun- 
chasi mohiyatini ochib beruvchi uning muhim ta’riflarini keltirib 
o‘ tamiz.

Faraz qilaylik, tanga bir marta tashîandi va “raqam” tomoni 
bilan tushdi. Bunday natija kuzatish deyiladi hamda kuzatishni 
amalga oshirish jarayoni esa tajriba deb ataladi. Probirka, mikroskop 
va boshqa laboratoriya jihozlarini esga soluvchi fizika fanlaridan 
farqli ravishda biz ifodalagan tajriba mohiyati ancha chuqurroq 
ma’no lcasb etadi. Statistik tajribalarga internet foydalanuvchilaming 
qaysi Web brauzerni ma’qul ko‘rishlarini va siyosiy saylovlarda. 
s ay lovchi laming fikrlarini qayd etib borish, ifioslangan daryodagi 
kislorod eritmasi miqdorini aniqlash, test topshiruvchining bezovta- 
lanishini kuzatish, qaydnomalardagi y o i qo‘yilgan xatoliklar miqdo
rini hisoblash hamda hasharotlarga qarshi yangi: vositalar yordamida 
yo‘q qilingan hasharotlar ulushi kabilar kiradi. Statistik tajribaning 
xususiyati shundan iboratki, natijasi nomaium boigan kuzatishni 
amalga oshirishdir.
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Tajriba kuzatishni amalga oshirish jarayoni hisobîanib, yagona 
naliiuga olib keladi.

Sliashqoltoshni tashlashdan va uning ochko tomoni bilan 
lu'iliisliidan iborat soddaroq tajribani ko‘rib chiqamiz. Tajribaning 
l'Hiln natijasi quyidagicha boiadi:

I. “Bir” ochko tushishi. 2. “Ikki” ochko tushishi.
3. “Uch” ochko tushishi. 4. “T o it” ochko tushishi.
5. “Besh” ochko tushishi. 6. “Olti” ochko tushishi.
Shuni yodda tutish lozimki, agar tajriba bir marta 

o'Ikazilayotgan boisa, yuqoridagi oltita natijadan faqat bittasi ro‘y 
hci ishi mumkin hamda natijani aniq oîdindan bilish mumkin emas.

Demak, tajribada tasodifiy hodisaning ro‘y berishini oldindan 
aytib boimaydi. Tajribaning har qanday natijasi elementar hodisa 
(lcl> ataladi va a> bilan belgilanadi. Tajriba natijasida ro‘y berishi 
mumkin boigan barcha hodisalar to‘plami elementar hodisalar 
ftizoxi deb ataladi va Q bilan belgilanadi.

2-misol. Ikkita tanga tashlandi va ulaming tushgan tomonlari 
aniqlandi. Tajribaning barcha elementar hodisalarini ko‘rib chiqing.

Ycchish: Hatto ahamiyatsizdek koiingan tajribaning ham 
elementar hodisalar to‘plamini tuzayotganda e’tiborliroq boiishimiz 
kerak. Bir qarashda uchta natijadan bittasini kutishimiz mumkin: 
tanganing ikkita “raqam”; ikkita “gerb”; yoki bitta “raqam” va bitta 
l'.ri b” tomonlari bilan tushishini. Tanganing bitta “raqam” va bitta 

“e.n b” tomoni bilan tushishi yana ikkita natijaga: birinchi tanganing 
'‘raqam", ikkinchi tanganing “gerb” va birinchi tanganing “gerb”, 
ikkindii laiiganing “raqam” tomonlari bilan tushishiga
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Diagrammaning yuqori qismi tangani birinchi tashiashda ikkita 
natija (“raqam” yoki “gerb”) ga boiinadi. Ikkinchi tangani tashiashda 
ham sinov natijalari ikki qismga ajraladi. Shunday qilib, tangaíar 
tashlangandan so‘ng to‘rtta elementar hodisa ro‘y beradi.

1. Tanganing RR tomoni bilan tushishi.
2. Tanganing RG tomoni bilan tushishi.
3. Tanganing GR tomoni bilan tushishi.
4. Tanganing GG tomoni bilan tushishi.
Bu yerda, R birinchi tangani tashiashda “raqam” tomoni bilan 

tushishi, G esa ikkinchi tangani tashiashda “gerb” tomoni bilan 
tushishi dir.

3-misoI. Agar tanga uch marta tashlansa, u holda
®, = (ggg),a2 = (ggr),& 3 = (grr),(04 = (rrr)
®s = (rrg),a>6 = (rgg),(07 = (rgr),a>t = (grg)

Elementar hodisalar fazosi sakkizta elementdan iborat.
4-misoS. Tajriba shashqoltoshni ikki marta tashlashdan iborat 

boisin. Bu hölda mlf = (if) boTib, i birinchi va j  ikkinchi tashiashda
tushgan ochkoni bildiradi: Q = {ü)IJ},i,j=ï^6. Elementar hodisalar soni:
« = 36.

5-misoL Tajriba nuqtani [a,b] kesmaga tashlashdan iborat 
boTsin. Bunda €l=[a,b\. Kesmadagi barcha nuqtalardan iborat boTib 
elementar hodisalar soni cheksizdir.

Shunday qilib, ehtimollar nazariyasi fanining predmeti: 
ommaviy bir jinsli tasodifiy hodisalar ro‘y berishining ehtimollik 
qonuniyatlarini o‘rganishdir.

Yuqorida aytilganidek, tajribaning natijasi hodisadir. Masalan, 
mergan nishonga o‘q uzmoqda, bunda o‘qning uzilishi -  tajriba 
boisa, o‘qning nishonga tegishi esa hodisa boiadi.

Ertaga Toshkent shahrida nechta y o i transport hodisasi ro‘y 
beradi? Tez yordam punktlariga nechta bemor qo'ngiroq qiladi? 
Murakkab texnik qurilmani sozlash uchun qancha vaqt talab qilinadi? 
Bu kabi savoilaming bir xil o‘xshashligi bor, bu savoilarga aniq javob 
berib boimaydi. Chunki bu voqealarga ta’sir etuvchi faktorlar to iiq  
aniqlanmagan. Haqiqatan ham, birgina y o i transport hodisasini ro‘y 
berishi bir nechta faktorlarga bogiiq: ob-havo, yoining holati, 
yoining yoritilganlik darajasi, haydovchi va piyodalaming



I wixologik holatlari, avtomobillaming yoidagi joylashuvi va hokazo.
I Init ha shu kabi holatlarda bizni qiziqtirgan hodisalar tasodifiydir.

Biz yuqorida hodisalami uch turga boigan edik. 0 ‘z navbatida 
tasodifiy hodisalarni ham bir necha turlarga ajratiladi.

Bitta tajribada biror tayin hodisaning ro‘y berishi tajribaning 
(|olgan hodisalarining ro‘y berishini yosqqa chiqarsa, bunday hodisa- 
larga birgalikda boimagan hodisalar deb aytiladi.

6-imsoh Tanga tashlanadi. “Gerb” tomon tushishi “raqam” 
lomon tushishini yo‘qqa chiqaradi va aksincha. “Gerb” tushishi va 
'raqam” tushishi hodisalari birgalikda boimagan hodisalardir.

7-misol. 0 ‘yin kubigi tashlanadi. Bunda Q={&>.},(/=1,6) to‘p“
larnda 6 ta elementar hodisa boiib, ular birgalikda bo‘lmagari 
hodisalardir.

2-5-misollardagi elementar hodisalar ham birgalikda boimagan 
hodisalardir.
Agar tajriba natijasida bir nechta hodisalardan bittasi va faqat 
biltasining ro‘y berishi muqarrar hodisa boisa, u holda bu hodisaga 
yagona mumkin boigan hodisalar deyiladi.

Agar bir nechta hodisalardan hech qaysi birining ro!y berish 
imkoniyati boshqalariga nisbatan kattaroq deyishga asos boimasa, 
ular teng imkoniyatli hodisalar deyiladi. Yuqoridagi 6-misolda 
“gerb” tushishi va “raqam” tushishi hodisalari teng imkoniyatli 
hodisalardir. Bu tasdiq 2-7-misollardagi har bir elementar hodisa 
uchun ham o'rlnli.

Mhliinol tushunchasi ehtimollar nazariyasining asosiy tushun- 
chalnridan biri bo‘lib, lining bir nechta ta’rifi mavjud.

Umumiy qilib aytganda, ehtimol -  tasodifiy hodisaning ro‘y 
berish imkoniyatini miqdoriy jihatdan xarakterlovchi sondir. Quyida 
ehtimolning klassik ta’rifini keltiramiz.

Dastlab quyidagi misolni ko‘rib chiqamiz. Qutida 10 ta: 4 ta 
qizil, 4 ta ko‘k, 2 ta oq shar boisin. Qutidan tasodifiy tarzda shar 
olinganda uning rangli boiish imkoniyati oq boiishiga qaraganda 
ko‘proqligi aniq. Bu imkoniyatni son bilan ifodalaymiz va uni 
hodisaning ro‘y berish ehtimoli deb ataymiz. Shunday qilib, 
hodisaning ro‘y berish imkoniyatini xarakterlovchi son hodisaning 
ro‘y berish ehtimoli deb ataladi. Bu misolda, qutidan tasodifiy
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ravishda shar olinganda uning rangli boiish ehtimolini topamiz. 
Olingan shaming rangli (hozir ham, keyinchalik ham rangli shar deb 
oq shardan boshqa rangdagi sharlami tushunamiz) boiishini A 
hodisa sifatida qaraymiz. Tajribaning har bir natijasini w, elementar 
hodisa deb qaraymiz. Bizning misolda 10 ta elementar hodisa 
mavjud: w„oj2 -  oq shar olindi; a3,<a4,ü>5,m6 -  qizil shar olindi; 
0 7,mt,<v9,colo — ko‘k shar olindi. Ko‘rinib turibdiki, coi hodisalar teng 
imkoniyatlidir. Bizni qiziqtirayotgan hodisaning ro‘y berishiga olib 
keladigan elementar hodisalami bu hodisaning ro‘y berishiga 
qulaylik tug‘diruvchi hodisalar deb ataymiz. Bizning misolimizda A 
hodisaning ro'y berishiga qulaylik tug‘diruvchi hodisalar 8 ta:

Shunday qilib, A hodisaga qulaylik tug‘diruvchi hodisalardan 
qaysi biri boiishidan qat’i nazar bittasi ro‘y bersa A hodisa ro‘y 
beradi: bizning misolimizda agar m3,a>4,m5,<d&,a7,o\,co9,a>l0 hodisalardan 
hech boimaganda biri ro‘y bersa, A hodisa ro‘y beradi.

Ehtimolning klassik ta ’rifi. A hodisaning ro‘y berish ehtimoli 
deb, hodisa ro‘y berishiga qulaylik tug'diruvchi elementar hodisalar 
sonining, teng imkoniyatli yagona mumkin boigan elementar 
hodisalaming umumiy soniga nisbatiga aytiladi va

P(A)=— (1.1)
n

formula bilan aniqlanadi. Bu yerda, m - A  hodisa ro‘y berishiga qu- 
iayiik tug'diruvchi elementar hodisalar soni; n -elementar hodisalar- 
ning umumiy soni.

Ehtimolning klassik ta’rifidan bevosita uning quyidagi xossalari 
kelib ehiqadi.

1. Muqarrar hodisaning ro‘y berish ehtimoli birga teng. 

Haqiqatan ham, bu holda m=n demak, .P (Ä )= -= - = l.
n n

2. Mumkin boimagan hodisaning ro‘y berish ehtimoli nolga
teng. Bu holda m=0 va /»(0) = - - = - = o.

n n , ,
3. Tasodifiy hodisaning ro‘y berish ehtimoli nol va bir orasida 

yotuvchi sondir, ya’ni 0<P(.4)<]. Haqiqatan ham, bu holda 0<m<n.
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Shuning uchun 0<—<1 demak, 0<P(^)<1. Bundan tashqari n
m=0=> P(A) = 0, m=n=> P(A) = 1 boigani uchun istalgan hodisaning 
ehtimoli quyidagi munosabatni qanoatlantiradi:

0 < .P(^) < 1 (1.2)
Elementar hodisalaming ro‘y berish ehtimollari ularning 

hodisadagi ulushlari hisoblansada, elementar hodisalar to‘plamidan 
iborat hodisaning ehtimolini aniqlashda muhim o‘rin egallaydi.

8-misol. Tajriba shashqoltosh tashlashdan iborat bo‘lsin. Agar 
shashqoltoshni tashlaganimizda juft ochko tushsa, 1 p.b. yutiladi, aks 
holda esa 1 p.b. yo‘qotiladi. A=( 1 p.b yutib olish) -  hodisasining 
ehtimolini toping (p.b.-pul birligi).

Yechish: Eslatib o‘tamiz, ushbu tajribaning elementar hodisa
lar fazosiga oltita elementar hodisa kiradi: 0  = {1,2,3,4,5,6}, n~6. 
Shashqoltosh simmetrik boigani uchun elementar hodisalar fazosiga
kiravchi elementar hodisalami har birining ro‘y berish ehtimoli — ga

6
teng. Tajriba natij asida juft ochko tushishi “ikki” ochko, “to'rt” och
ko, “olti” ochkolarning tushishidan iborat elementar hodisalaridan 
birining ro‘y berishini bildiradi. Bu elementar hodisalar to‘pi ami 
hodisa deb ataladi. Uni A orqali belgilaymiz va m = 3. U holda

Ehlimolning klassik ta’rifidan foydalanib amaliy va nazariy 
masalalnr yechishda kombinatsiyalar sonini aniqlash muhim 
nliamiyatga ega boiganligi sababli kombinatorikaning ba’zi bir 
I'ormulalari ustida to'xtab o‘tamiz.

Berilgan n ta turli elementning k ta elementlaridan tuzilgan yoki 
tartibi bilan, yoki elementi bilan farq qiladigan kombinatsiyalarga 
o ‘rinlashtirish deyiladi va mumkin boigan barcha o‘rinlashtirishlar 
soni

4  = *(* -  ix« -  2) •... • («-  (k - 1» (i .3)
formula bilan topiladi.

Agar oiinlashtirishda k - n  boisa, o ‘rinlashtirishlar soni o ‘rin 
almashtirishlar (faqat tartibi bilan farq qiladigan kombinatsiyalar) 
soniga teng boiadi va bu son

li



Pn = nl= n(n — l)(n -  2) •... • 1 (1.4)
formula biían aniqlanadi.

Agar o‘rinlashtirishda kombinatsiyalar hech boimaganda bitta 
elementi bilan farq qilsa, ulami n ta elemeníni k tadan guruhlash 
deyiladi va ularning soni

Ck„=---- - ---- (1.5)" k\{n-k)\ v '
formula bilan aniqlanadi. Bu yerda 0! = 1 deb qabul qilingan.

Eslatma. Agar 2-ta’rifda keltirilgan n ta elementni k tadan 
o‘rinlashtirishda tanlashlar qaytariladigan boisa, va’ni n ta turli 
elementdan bittalab olingan element fiksirlangandan so‘ng yana 
o‘miga qaytarib qo‘yilib bu jarayon takrorlansa, tanlab olishlar soni

N - n k
formula bilan aniqlanadi.____________________________________

9-misoL 1, 2, 3, 4 raqamlaridan foydalanib, har bir raqam bir 
marta qatnashadigan nechta to‘rt xonali son tuzish mumkin.

Yechish: Barcha tuzilishi mumkin boigan sonlar ¡\ = 24 ga
teng.

10-misol. 25 ta xodimdan boshliq va uning o‘rinbosarini necha 
xil usulda saylash mumkin.

Yechish: Misolning shartiga binoan mumkin boigan barcha 
saylashlar soni (1.3) formulaga ko‘ra topiladi. = 25-24 = 600.

11-misol. 25 ta talabadan 3 kishilik delegatsiyani necha xil 
usulda tuzish mumkin?

Yechish: Misolning mazmuniga ko‘ra, bu holda (1.5) formulani 
qoilaymiz.

25’ 24-25 C3 = = - .--- = 2300.
25 31-22! 1-2-3

Ehtimolning statistik ta’rifi. Ehtimolning yuqorida keltirilgan 
klassik ta’rifi cheklangan boiib , bu ta’rifni har qanday turdagi 
masalalarga qoilab boimaydi. Jumladan, elementar hodisalar soni 
cheksiz yoki elementar hodisalar teng imkoniyatli boimagan 
tajribalarda ehtimolni hisoblash uchun klassik ta’rifdan foydalanish 
mumkin emas, elementar hodisalaming teng imkoniyatliligini
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asoslash esa amaliyotda anchagina qiyin masaladir. Odatda, teng 
imkoniyatli hodisalar ro‘y beradigan tajribalarda simmetriya 
saqlangan deb faraz qilinadi. Masalan, o£yin kubigining shakli 
muntazam ko‘pyoq boiib, u bir jinsli materialdan tayyorlangan deb 
hisoblanadi, tangada ham shu holatni kuzatish mumkin. Ammo 
amaliyotda simmetriyaga asoslangan holatlar kamdan-kam uchraydi.

Shu sababli, ehtimollami hisoblashda ehtimolning klassik ta’rifi 
bilan bir qatorda boshqa ta’riflardan ham foydalaniladi, jumladan, 
statistik ta ’rifdan. Ehtimolning statistik ta’rifini keltirishdan oldin 
nisbiy ehastota tushunchasini kiritamiz, chunki bu tushuncha statistik 
ta’rifda muhim ahamiyatga egadir.

Nisbiy ehastota ham ehtimol kabi ehtimollar nazariyasining 
asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi.

Ta’rif. Kuzatilayotgan A hodisa yuz bergan tajribalar sonining 
jami soniga nisbati A hodisaning nisbiy chastotasi deb ataladi va

W(A) = -  
fl

formula bilan aniqlanadi, bu yerda k -A  hodisa yuz bergan tajribalar 
soni, n -  jami tajribalar soni.

Hodisa ehtimoli va nisbiy chastotasi ta’riflarini taqqoslab 
quyidagi xulosani chiqarish mumkin: ehtimol tajribagacha, nisbiy 
ehastota esa tajribadan so‘ng hisoblangan qiymatdir.

12-misoI. Noyabr oyining 6, 7, 11, 12, 17, 21, 24-kunlarida 
yoing‘ir yoqqan boisa, noyabr oyi uchun yomg‘ir yogish nisbiy

*7
chastotasi: W(A)=— .

30
Bir xil sharoitda o'tkazilgan ko‘p sondagi tajribalar seriyasi 

shuni ko'rsatadiki, nisbiy ehastota turg‘unlik xossasiga egadir. Bu 
xossaning ma’nosi quyidagicha: turli tajribalarda (bir xil sharoitda va 
bitta hodisa ustida) topilgan nisbiy ehastota qiymatlarining bir- 
biridan farqi kam (tajriba soni qancha katta boisa, farq shuncha kam) 
boiadi va bu nisbiy chastotalar biror son atrofida tebranadi. Mana 
shu son hodisaning ro‘y berish ehtimoli boiadi. Shunday qilib, nisbiy 
chastotani ehtimolning taqribiy qiymati sifatida qabul qilish mumkin.
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13-misoI. Bizning eramizdan 2000 yillar oldin Xitoyda o‘g‘il 
bola tug£ilishlar sonining jami tugilgan bolalar soniga nisbati deyarli
0,5 ga tengligi hisoblangan.

14-misoI. Fransuz olimi Laplas London, Peterburg va Fran- 
siyada to‘plangan statistik maiumotlarga asoslanib, o‘g‘il bola 
tugilishlar sonining jami tug‘ilgan bolalar soniga nisbati taxminan 
22— ga tengligini ko‘rsatgan. Bu son ko‘p yillar mobaynida o‘zgarmay43
qolishini tasdiqlagan.

15-misol. Byuffon (XVIII asr) tangani 4040 marta tashlaganda 
2048 marta “gerb” tomon tushib nisbiy chastota 0,5069 ga, Pirson 
(XIX asr) tangani 24000 marta tashlaganda 12012 martasida “gerb” 
tomoni tushgan va nisbiy chastota 0,5005 ga teng boigan.

Ehtimolni statistik aniqlashda hodisa ehtimoli sifatida shu 
hodisa nisbiy chastotasi yoki unga yaqinroq sonni olinadi.

Umuman, agar tajribalar soni yetarlicha ko£p boiib, shu 
tajribalarda qaralayotgan A hodisaning ro‘y berish nisbiy chastotasi -  
W(A) biror o‘zgarmasp e  [0;1] son atrofida turg‘un ravishda tebransa, 
shu p sonni A hodisaning ro‘y berish ehtimoli deb qabul qilamiz. 
Bunday usulda aniqlangan ehtimol hodisaning statistik ehtimoli 
deyiladi.

Klassik ta’rif uchun keltirilgan xossalar statistik ehtimol uchun 
ham saqlanib qolishini osongina tekshirib ko‘rish mumkin.

Geometrik ehtimollik. Yuqorida aytilganidek, tajriba natija- 
sida ro‘y berishi mumkin boigan elementar hodisalar soni cheksiz 
bo isa , bu holda ehtimolning klassik ta’rifidan foydalanish mumkin 
emas. Masalan, /  kesma L kesmaning bir qismi boisin. L kesmaga 
tasodifíy tarzda nuqta qo‘yilsin. Bunda qo‘yilgan nuqta L kesmaning 
ixtiyoriy nuqtasida boiishi mumkin, nuqtaning / kesmaga tushish 
ehtimoli uning uzunligiga proporsional boiadi va / ning L kesmada 
qanday holatda joylashganligiga bogiiq  bo‘lmaydi deb faraz qilinsa, 
nuqtaning I kesmaga tushish ehtimolini ehtimolning klassik ta’rifi 
bilan aniqlash mumkin emas, bunday holatlardagi ehtimolning 
klassik ta’rifi kamchiliklarini yo‘qotish uchun geometrik ehtimollik 
tushunchasi kiritiladi.

Yuqoridagi misolda nuqtaning I kesmaga tushish ehtimoli
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_ ¡(uzunligi)
L(uzmligi)

tenglik bilan aniqlanadi.
16-miso!. Tasodifíy tarzda tashlangan nuqta muntazam ABC 

uchburchakning A uchidan chiqqan mediananing ixtiyoriy nuqtasiga 
tushadi. Bu nuqtaning AO {O -  ABC uchburchak medianalarining 
kesishish nuqtasi ) kesmaga tushish ehtimoli topilsin.

Yechish: Maiumki, uchburchak medianalari kesishish nuqtasi- 
da uchburchak uchidan boshlab hisoblanganda 2:1 nisbatda boiinadi. 

?Shu sababli, AO=jmÁ (mA-  A uchdan chiqqan mediana uzunligi). U

holda p= —.
3

Biror tekislikda yassi G soha berilgan boiib, bu soha yassi g  
sohani o‘z ichiga olsin. G sohaga tavakkaliga tashlangan nuqtaning g  
sohaga tushish ehtimolini topish talab etilsin. Bu yerda Í2 elementar 
hodisalar fazosi G ning barcha nuqtalaridan iborat. Shuning uchun, 
bu holda ham klassik ta’rifdan foydalana olmáymiz. Tashlangan 
nuqtaning g  sohaga tushish ehtimoli uning yuziga proporsional 
boiib, g  soha G sohaning qayerida joylashganligiga bogTiq 
boimasin. Bu shartlarda qaralayotgan hodisaning ehtimoli

p  g(yuzi)
G(yuzi)

formula yordamida aniqlanadi. Bunday usuldagi ehtimollikga 
geometrik ehtimollik deyiladi .

17-mssol. Radiusi R boTgan doira ichiga tavakkaliga nuqta 
tashlangan. Tashlangan nuqta doiraga ichki chizilgan:

a) kvadrat ichiga;
b) muntazam uchburchak ichiga tushish ehtimollarini toping. 
Nuqtaning yassi figuraga tushish ehtimoli bu figuraning yuziga

proporsional boiib, uning doiraning qayerida joylashishiga esa 
bogiiq emas deb feraz qilinadi.

Yechish:
ay p _  kvadratning -  yuzi _ 2R2 _ 2 

doiraning — yuzi nRl n
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^  p _  uchburchak- yuzi _ 3-J3R2 _ 3̂ ¡3 
doira -  yuzi 4nR2 \ k

Yuqoridagi keltirilgan hollar geometrik ehtimollar uchun 
xususiy hollar edi. Agar sohaning oichovini mes deb belgilasak, u 
holda nuqtaning G sohaning qismi boigan g  sohaga tushish ehtimoli

p  mesjg) 
mes(G)

formula bilan hisoblanadi.
Tasodifíy hodisalar bo‘ysunadigan qonuniyatlarni bilish shu ho- 

disalar rivojining qanday kechishini awaldan ko‘ra bilishga imkon 
beradi.

Ehtimollar nazariyasi fanining usullari hozirgi davrda amaliyot- 
ning turli sohalarida, jumladan iqtisodiyot sohasida ham keng va 
samarali qo‘ilanilmoqda. Tasodifiylik bilan bogiiq  boigan masala- 
lar iqtisodiy jarayonlami tadqiq etishda, bu jarayonlarning kechishini 
bashorat qilishda hamda ma’qul iqtisodiy yechimlar qabul qilishda 
qoilaniladi.

Ehtimollar nazariyasi va matematik statistika usullari makro - 
va mikro-iqtisodiyotni rejalashtirish va tashkil etishda, turli texnoio- 
gik jarayonlami tahlil etishda, mahsulot sifatini nazorat qilishda, 
ommaviy xizmat ko‘rsatish jarayonini tahlil qilishda va boshqa ko‘p- 
lab sohalarda o‘z tatbiqlarini topmoqda.

1.2. Ehmollarni qo‘shish va ko‘paytirish qoidalari

Hodisalar ustida amallar. Hodisa ko‘p hollarda ikki yoki 
undan ortiq hodisalar to‘plami sifatida ham qaraladi. Bunday 
hodisalar murakkab hodisalar deb atalib, biz bu mavzuda ulami 
ta’riflashga o‘tamiz.

íkkita A va B hodisalarning yig ‘indisi (birlashmasí) deb, A yoki 
B hodisaning, yoki ikkala hodisaning ham ro‘y berishidan iborat 
boigan hodisaga aytiladi va AvjB  koiinishdabelgilanadi.

Shunday qilib, hodisa A yoki B, yoki ikkala hodisaning
ro‘y berishini ifodalaydigan barcha elementar hodisalardan iboratdir.
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A va B hodisalaming ko ‘paytmasi (kesishmasi) deb, bu 
hodisalaming bir paytda ro‘y berishidan iborat hodisaga aytiladi va 
A nB  ko‘rinishda belgilanadi.

Shunday qilib, A n B  hodisa A  va  B  hodisalaming bir paytda 
ro‘y berishini ifodalaydigan barcha elementar hodisalardan iborat.

Biz bundan keyingi belgilaslarimizda A u B  o‘rniga A + B 
belgini, A r \B  o‘rnigaesa AB belgini ishlatamiz.

Hodisalar yigindisi va ko‘paytmasi Venn diagrammasi orqali 
quyidagicha tasvirlanadi

Yuqorida keltirilgan A u  B, A n B  murakkab hodisalami ko‘p 
hollarda A va B hodisalar ustidabajarilgan amallar deb hamqaraladi. 
Bu amallar yordamida biz hodisalami klassifíkatsiyalashimiz 
mumkin:

a) Agar A hodisaning ro‘y berishi B hodisa ro‘y berishini 
yo‘qqa chiqarsa va shu bilan birgalikda B hodisaning ro‘y berishi A 
hodisa ro‘y berishini yo‘qqa chiqarsa, u holda bu hodisalar birgalikda  
bo ‘Im agan hodisalar  deyiladi. Aks holda esa bu hodisalar birgalikda  
deyiladi;

b) Agar A hodisaning ro‘y berishi B hodisa ro‘y berishiga 
bogiiq boimasa va shu bilan birgalikda B hodisaning ro‘y berishi A 
hodisa ro‘y berishiga bogiiq  boimasa, u holda bu hodisalar erkli 
hodisa lar  deyiladi. Aks holda esa bu hodisalar erksiz  deyiladi.

Ko‘p hollarda A + B  hodisani A va B hodisalaming hech 
boimaganda bittasining ro‘y berishi, AB hodisani esa A va B 
hodisalaming bir paytda ro‘y berishi deb ham qaraladi.

Ëhtimoliarni qosshisfa va ko‘paytirish qoidalari. Biz 
murakkab hodisalaming ro‘y berish ehtimolliklarini hisoblash 
qoidalari bilan tanishib chiqamiz.

A+B
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1-qoida. Agar A, B hodisalar birgalikda boimasa, u holda A + B 
hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagicha hisoblanadi:
P(A + B) = P(A) + P(B).
P(A + B) ehtimollk A ,B  hodisalardan hech boimaganda bittasining 
ro‘y berish ehtimoli deb ham ataladi.

1-misol. Qutida 6 ta qizil, 8 ta ko‘k va 6 ta oq shar bor. Qutidan 
tasodifiy ravishda olingan shaming rangli bo iish  ehtimoli topilsin. 
(Oq shar rangsiz shar deb qaraladi).

Yechish: A hodisa-qutidan olingan shaming qizil boiishi; B 
hodisa -  qütidan olingan shaming ko‘k boiishi boisin, u holda:

3 2
P(A)=— , P(B)=—. A va B hodisalar birgalikda boimaganligi sababli

P(A + B) ehtimolni topish uchun 1-qoidani qoilash mumkin:

P (A v B )  = P(A) + P ( B ) = - + - = — .
10 5 10

2-qoida. Agar A, B erkli (bogiiqmas) hodisalar boisa, u holda 
A B -  hodisaning ro‘y berish ehtimoli A va B hodisalar 
ehtimollarining ko‘paytmasiga teng: P(AB) = P(A)P(B).

2-misol. I mergan otgan o‘qning nishonga tegish ehtimoli 
P(yí)=0,8, II mergan uchun buehtimollik P(B) = QJ  boisin. Agar ayiq 
oiishi uchun unga ikkita o ‘qning tegishi shart boisa, u holda ikkala 
mergan o‘q uzgandan so‘ng, ayiqning o iish  ehtimoli topilsin.

Yechish: Bu yerda A va B hodisalar o‘zaro erkli hodisalar 
ekanligi hamda masalaning yechimi AB hodisaning ro‘y berish 
ehtimolini topishdan iborat ekanligi masala shartidan ko‘rinib turibdi. 
Shu sababli masala yechimini topishda 2-qoidadan foydalanamiz. U 
holda P(AB) = P(A)P(B) = 0,8 • 0,7 = 0,56.

3-qoida. Agar a , b  hodisalar birgalikda boisa, u holda A + B 
hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagicha hisoblanadi:
P{A + B) = P(A) + P(B) -  P(AB) .

3-misol. I mergan otgan o‘qning nishonga tegish ehtimoli 
P(A) = 0,8, II mergan uchun bu ehtimollik P(B) = 0,7 boisin. Agar 
quyon oiishi uchun unga bitta o ‘qning tegishi yetarli boisa, u holda 
ikkala mergan o‘q uzgandan so‘ng, quyonning o iish  ehtimoli 
topilsin.
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Yechish: Bu yerda A va B hodisalar o‘zaro erkli, ammo 
birgaiikda hodisalar ekanligi hamda masalaning yechimi AB 
hodisaning ro‘y berish ehtimolini topishdan iborat ekanligi masaia 
shartidan ko'rinib turibdi. Shu sababli, masaia yechimini topishda 3- 
qoidadan foydalanamiz. U holda

P(AB)  = P(A)  + P(B)  -  P(A)P(B)  = 0,8 + 0,7 -  0,8 • 0,7 = 0,94 .

Shartli ehtimollik. Tasodifiy hodisa tushunchasi m aium  bir S 
shartlar asosida ro‘y berishi yoki ro‘y bermasligi mumkin boigan 
hodisa deb aniqlagan edi. Agar hodisaning ro‘y berish ehtimolini 
hisoblashda faqat S shartlaming bajarilishi hisobga olinib, boshqa 
qo‘shimcha shartlar talab qilinmasa, u holda bu ehtimol shartsiz 
ehtimol deb ataladi; agar hodisaning ro‘y berish ehtimolini 
hisoblashda S shartlardan bo‘shqa qo‘shimcha shartlar talab qilinsa, 
u holda bu ehtimol shartli ehtimol deb ataladi. Agar A va B hodisalar 
erksiz hodisalar boisa, u holda bu hodisalaming bir paytda ro‘y 
berish ehtimolini hisoblash uchun shartli ehtimollik tushunchasini 
kiritishi kerak boiadi. Chunki, bu hodisalar bir-biriga bogiiq  bo‘lib, 
birinchi hodisa ikkinchi hodisa ro‘y berish sharti bilan amalga oshadi 
yoki aksincha. Faraz qilamiz, A hodisa B hodisa bilan birgaiikda va 
undan so‘ng ro‘y bersin. U holda A hodisaning ro‘y berish ehtimoli 
PB(A) koiinishdayozilib, u B shart asosida A hodisaning ro‘y berish 
ehtimoli deb o'qiladi va PB(A) esa shartli ehtimollik  deb ataladi.

4-misol. Qutida 4 ta oq, 3 ta qora shar bor. Qutidan qaytarib 
solinmaslik sharti bilan ikkita shar olindi. Agar birinchi olingan shar 
(.4-hodisa) qora boisa, u holda ikkinchi olingan shaming (B -  
hodisa) oq boiish ehtimolini toping: PA(B) ~ ?

Yechish: Birinchi tajribadan so‘ng qutida 6 ta shar (4 ta oq va 2
2

ta qora) qoladi. Shu sababli PA(B )=-.

4-qoida. Agar a , b  erksiz (bogiiq) hodisalar boisa, u holda 
Ait hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagicha hisoblanadi:

P{AB) =  P(A)Pa (B) =  P(B)PB (A).
Yuqoridagi qoidalarni ikkitadan ko‘p chekli sondagi hodisalar uchun 
ham umumlashtirish mumkin. Buning uchun quyidagi tushunchalarni 
kiritib olamiz.
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А1,А2,...,А„ h o d is a la r  t o ‘p la m in i  q a ra y m iz .

1-ta’rif. Agar hodisalarning ixtiyoriy ikkitasi
birgaiikda boimasa, u holda bu hodisalar juft-jufti bilan birgalikda 
boimagan hodisalar deb ataladi.

2-ta’rif. Agar Ai,A z ,...,An hodisalarning ixtiyoriy ikkitasi о‘zaro 
erkli boisa, u holda bu hodisalar juft-jufti bilan erkli deyiladi._____

3-ta’rif. Agar A¡,A2,...,An hodisalar juft-jufti bilan erkli hamda 
har bir hodisa va boshqa hodisalarning mumkin boigan 
ko'paytmalari erkli bo isa, u holda A¡,A2,...,A„ hodisalar birgalikda 
erkli hodisalar deyiladi._______________

1-natija. Juft-jufti birgaiikda boimagan chekli sondagi 
A,,Aÿ№% hodisalardan hech boimaganda birining ro‘y berish 
ehtimoli shu hodisalar ehtimollarining yigindisiga teng:

P(A + A  +... + An) = P(A1) + P(A2) + ... + P(An)

2-natija. Agar A„A2,...,An birgalikda erkli hodisalar boisa, u 
holda AlA2...An ko‘paytmaning ro‘y berish ehtimoli mos hodisalar 
ehtimollarining ko‘paytmasiga teng:

P(AlA2...An) = P(Ai)P(A2)-..,P(A„) ----------------------------------------------- -------------------------------------------------

3-natija. Umumiy holda Ai,A1,...,A„ hodisalarning birgalikda 
ro‘y berish ehtimoli uchun quyidagi formula o'rinli:

Shartli ehtimol tushunchasidan foydalanib, erkli hodisalami 
boshqacha ta’riflash ham mumkin.

4-ta’rif. Agar A v a  В hodisalar uchun/^(3) = P(B\ PB(A) = P(A) 
boisa, u holda A y a  в  erkli hodisalar deyiladi._________________
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5-ta’rif. A hodisaga qarama-qarshi hodisa deb, A hodisaning | 
ro‘y bermasligidan iborat boigan hodisaga aytiladî va J  kabi 
belgilanadi. 

Qarama-qarshi A v a l  hodisalaruchun 
A-¡-1 = 0, A-1=0  

munosabatli o‘rinli ekanligidan,
P(A) + P(1 ) = 1

tenglik kelib chiqishini tushunish qiyin emas. Odatda, qarama-qarshi 
hodisalardan birining ehtimoli p bilan belgilansa, ikkinchisining 
ehtimoli q bilan belgilanadi. Shunday qilib, p + q - 1 .

5-misol. A hodisa kubik bir marta tashlanganda “6” ochko 
tushishini bildirsin. U holda A hodisa “6” ochko tushmasligini, ya’ni 
qoigan 1,2,3.4,5 ochkolardan birortasining tushishini bildiradi.

3-qoida Al,A2,...,An -  hodisalar uchun quyidagi koiinishda
boiadi (Bu/ formulasi)

( » \
P

V /=1
(J A =£p(4)-Xf(4Aj)+ z  f(444) + - + ( - r W 4 )

t< j i<]<k

Eslaima. Agar A„4 , . . . ,  A„ hodisalar birgalikda bogiiqmas 
bo'isa, u holda ularga qarama-qarshi boigan Ai,Ai,...,A* hodisalar 
liani birgalikda bogiiqmas b o i a d i . __________________________

6-misol. I va H to‘plardan o‘q otishda nishonga tekkizish 
ehtimollari mos ravishda />,=0,8 va p2 =0,9. Bir y o ia  otishda 
to‘plardan kamida birining nishonga tekkizish ehtimolini toping.

YechisÎK A hodisa - I  to‘pdanotilgano‘qnmg nishonga tegishi; 
B hodisa -- II to‘pdan otilgan o‘qning nishonga tegishi boisin. 
To'plardan otilgan o‘qlarning nishonga tegishi bir-biriga bogiiqmas. 
Shuning uchun A va b  hodisalar erkli hodisalardir. Demak, 3-qoidani 
qoilash mumkin:

P ( A n  B)= P(A)P(B)  = 0,8• 0,9 = 0,72,
P(A u  B)  = P(A) + P(B)  -  P(A n  B) = 0,8 + 0,9 -  0,72 = 0,98. 

Birgalikda erkli boigan Av A2, ...,4 , -  hodisalardan hech boimaganda 
bittasining ro‘y berish ehtimoli
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P = \ - q xq2...qn ^  
formula bilan aniqlanadi. Bu yerda q¡ = P(A,), i = 1,«.

Hodisalar to ia  guruhi_________________________________
6-ta’rif. Agar tajriba natijasida Al,A2>...,An -  hodisalar 

to‘plamidan hech boimaganda bittasi ro‘y bersa va ular juft-jufti 
bilan birgalikda bo imasa, u holda bu hodisalar to‘plami to ia  guruh 
tashkil etadi deyiladi.___________________

Ta’rifga binoan, agar Aí,A2,...,An hodisalar to ia  guruh tashkil 
etsa, u holda

A¡ + A 2 + . . . + A n =  Q ,  A , A j = 0 , ( i ^ j )  

munosabatlar oYmlidir.
7-misoL Ikkita talaba biror sport normativini topshirmoqda. Bu 

sinovda: A, -faqat bitta talabaning normativni topshirishi; a2 -  ikkala 
talabaning ham normativni topshirishi; -talabalarning ikkalasi 
ham normativni topshira olmasligi boisa, bu hodisalar to'plami to ia  
guruh tashkil etadi.

T o ia  guruh tashkil etuvchi A^A^,...,4, -  hodisalar uchun xos 
boigan quyidagi teoremani keltiramiz.

Teorema. T o ia  guruh tashkil etuvchi Ai,A2,...,An -  hodisalar 
ehtimollarining yigindisi birga teng: P(A1)+P(A2) + ...+P(Ai!) = 1.

Isbot: Ta’rifga asosan to ia  guruh tashkil etuvchi hodisalardan 
hech boimaganda birining ro‘y berishi muqarrardir: muqarrar 
hodisaning ehtimoli esa birga teng boigani uchun

P(At + a2 +... + 4,) = i - 
Ta’rifga asosan to ia  guruhda istalgan ikkita hodisa birgalikda 

emas, shuning uchun qo‘shish qoidasiga ko‘ra;
P(Al +A2 +... + An) = P{Al) + P{A2) + ...+P{An) = \

Hodisalar to ia  guruh i tushunchasi yordamida qarama-qarshi
hodisalami quyidagicha ta’riflash ham mumkin._________________

7-fca’rif. Agar ikkita hodisa to ia  guruh tashkil etsa, u holda bu 
hodisalar qarama-qarshi hodisalar deb ataladi.
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Yuqoridagi teoremaga asosan, qarama-qarshi hodisalar 
ehtimollarining yigindisi birga teng:

P(A)+P(A)=\
Shuni ta’kidlab o‘tamizki, ba’zan A hodisaning ehtimolini topishda 
avvaí A hodisaning ehtimolini hisoblash, keyin esa izlanayotgan 
ehtimolni quyidagi formula orqali topish qulay boiadi:

P(A) = l -P (A ) .
8-misol. Qutida 20 ta detai bo i  ib, ulardan 12 tasi standart. 

Tavakkaliga olingan 5 ta detai orasida kamida 1 standart detai boiishi 
ehtimolini toping.

Yechish: .4-olingan detallar ichida kamida bittasi standart va 
A -  olingan detallar orasida bitta ham standart detai yo‘q hodisalari 
qarama-qarshi hodisalardir.

P ( A ) = - = 0 - ,  P(A) = l-P (A )  = l - 0 - .

Endi qo'shish va ko‘paytirish teoremalarining natijalari sifatida 
to ia  ehtimollik va Bayes formulalarini keltiramiz.

T oia  ehtimollik va Bayes formulalari. A hodisa to ia  guruh 
tashkil etuvchi Bv Bu ...,Bn -  hodisalardan bittasining amalga oshish 
shartida ro‘y berishi mumkin boisin. -  hodisalardan har
biriningro‘y berishehtimollari va PBf(A ) , ( i -V«) -shartliehümolliklar 
iiKi lum boisin. U holda, A hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagi 
toMa ehtimol lormulasi bo‘yicha topiladi:

P(A) = P(Bl)PB¡(A) + P(B1)PBi(Á).+...+ P(Bn)PB (A).
Isbot: Shartga asosan, A hodisa ro‘y berishi uchun birgalikda 

boimagan ABl,...,ABti hodisalardan bittasining ro‘y berishi zarur va 
yetarli, ya’ni

A = ABl + AB2 + ...+AB„.
Shartga asosan \ABt j (;' = í,«) hodisalar to‘plami birgalikda 
boimaganligi va P(BÍA) = P(BI)PB (A)  (i= lñ)  boigani uchun

P(A) = P(AB, + AB2+...+ ABJ= P(ABl)+P(AB2)+... + P(ABJ =
= P(B})PB¡(A) + P(B2)PBi(A) + ...+ P(B„)Pb (A).
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T o ia  ehtimol formulasi shartlarida A hodisaning ro‘y berishida 
b, ,b2,...,b„ -  hodisaiardan qaysi birming amalga oshishi oldindan 
ma’lurn boimaganligi sabaîi в1,в2,...,в„ -  hodisalar gipotezalar deb 
ataladi.

Faraz qilamiz, tajriba oikaziigan boiib, uning natijasida A 
hodisa ro‘y bergan boisin. Bl,B2,...,B„ gipotezalaming ehtimol lari 
qanday o‘zgarganligini ( A hodisa ro‘y berganligi sababli) aniqlash 
masalasini qaraymiz. Boshqacha aytganda

ВДХ  ГЛ<В2),-,РА(В„) 
shartli ehtimoliami izlaymiz.

Ko‘rsatilgan ehtimollardan birini masalan, PA(Bt) ni topamiz. 
Ko'paytirish qoidasiga ko‘ra:

P(A n  B,) = P U jPJB ,) = P(Bl)PB¡ (A ).

Bundan esa,
P(B,)R (A)

P.(B,) =.. - 1 • |V ■.
A 1 P(A)

Bu munosabatdagi P(A) ehtimolni uning to ia  ehtimol formulasidagi 
ifodasi bilan almashtirib, quyidagini hosil qilamiz:

F JA)
P(A) ¿p(3,)pb (/í)

Qolgan gipotezalaming shartli ehtimollari ham shunga o‘xshash 
keltirib chiqariladi. Shunday qilib, ixtiyoriy Bk gipoteza uchun

P(B,)PH (A)
= b— -» (k = l2,...,n)

| \ P(B,)PB(A)

formuialar o‘rinli.
Bu formuialar Bayes formulalari deb ataladi (Tom Bayes 

(1702-176l)-ingliz matematigi). Bayes formulalari tajriba natijasida 
A  hodisa ro‘y berganligi m aium  boigandan so‘ng Bk gipotezalaming 
ehtimollarmi qayta baholash imkonini beradi.

T o ia  ehtimol formulasi va Bayes formulalarining qoilanishiga 
doir quyidagi misolni qaraymiz.

9-misoL Talabalaming saralash sport musobaqasida qatnashishi 
uchun kursning I guruhidan 4 ta, II guruhidan 6 ta, III guruhidan 5 ta 
talaba ajratilgan. I, II va III guruh talabalarining institut terma
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komandasiga kirish ehtimollari mos ravishda 0,9; 0,7; va 0,8 ga teng. 
Quyidagilami toping:

a) tavakkaliga tanlangan talabaning terma komandaga tushish 
ehtimolini;

b) tavakkaliga tanlangan talaba terma komandaga kirgan boisa, 
uning I, II, III guruhdan bo‘iish ehtimollarini.

Yechish: Tanlangan talabaning terma komandaga kirishi A 
hodisa boisin. U holda talaba tanlash hodisasini quyidagi elementar 
hodisalarga ajratish mumkin:

B¡ -  tanlangan talabaning I guruhdan boiishi;
B2 -  tanlangan talabaning II guruhdan boiishi;
B3 -  tanlangan talabaning III guruhdan boiishi.
Masala shartiga ko‘ra Bl,B2,B3 -  hodisalar to ia  guruh tashkil 

etadi, chunki talaba tanlashda boshqa elementar hodisa boiishi 
mumkin emas hamda ular birgalikda boimaydi. U holda:

« 4  ^ 4
PB¡(A) = 0,9; PBi(A )-0,7; PBj(A) = 0,8.

a) tavakkaliga tanlangan talabaning terma komandaga kirish 
ehtimolini to ia  ehtimollik formulasiga asosan topamiz:

P(A) I\B, (A) + P(B2 )PBi (A)+ P(B¿PR¡ (A) =

1 .0;9+1 .0 ,7 +1 .0 ,* = 2 .
15 15 15 75

b) Bayes formulasiga asosan:



Misoldan koiin ib  turibdiki, gipotezalaming ro‘y berish ehtimollari 
A hodisa ro‘y bergandan so‘ng o‘zgaradi.

1.3. Erkli sinovlar ketma-ketligi. Berntilli sxemasi

M aium ki, hodisani kuzatish uchun oikaziladigan tajribalar bir 
necha marta takrorlanishi mumkin. U holda bu tajribalar ketma- 
ketligida har bir tajribaning natijasi undan oldingi tajribalar natijasiga 
bogiiq  boiishi yoki bogiiq  boimasligi mumkin. Masalan, qutida n 
ta qora, m ta oq shar bor. Tajriba qutidan bitta shar olinishi, A hodisa 
esa olingan shaming oq chiqishi boisin. Buni ikki usuida amalga 
oshirish mumkin:

a) har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng yana qaytarib 
qutiga solinadi;

b) har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng qaytarib qutiga 
solinmaydi.

Har birini alohida ko‘rib chiqamiz:
a) Agar har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng yana 

qaytarib qutiga solinsa, har bir tajribada A hodisaning ro‘y berish
ehtimoli: p(A) =..m ■

n + m
b) Agar har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng qaytarib 

qutiga solinmasa, har bir tajribada ¡'(A) ehtimolning qiymatini 
hisoblash uchun oldingi tajriba natijasini e’tiborga olishga majbur- 
miz. Haqiqatan ham, birinchi tajribada p (A )= ~ ^—  boiadi, ikkinchi

n + m
tajribada p(A) = /” ~1 (birinchi tajriba natijasi A hodisa bo‘ Isa) yoki

n + m — 1
P(A) = — - —  (birinchi tajriba natijasi a hodisa boisa) va hokazo,

n + m - 1
ya’ni ikkinchi tajribadan boshlab har bir tajribaning natijasi oldingi 
tajribalar natijasiga bog‘liq.

Bu misolning a) holatdagi tajribalar ketma-ketligini erkli
sinovlar ketma-ketligi deb ataymiz,____________________________

1-ta’rif. Agar o‘tkazilayotgan tajribalar ketma-ketligida har bir 
tajribaning natijasi (ikkinchi tajribadan boshlab) oldingi tajribalar 
natijasiga bogiiq  boimasa, u holda bu tajribalar ketma-ketligi erkli 
sinovlar ketma-ketligi deb ataladi._____________________________
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H i/1|tivicia bir nechta aiohida sodda hodisalardan iborat boigan
 ■ 'i I nl> hoclisa tushunchasidan foydalanamiz.

I rkli •linovlarketma-ketliginmgharbirtajribasida A hodisaning 
In i ill ehtimoli yo har xil, yoki bir xil boiishi mumkin. Biz 

« i'i 'lil lu him bu ketma-ketlikining har bir tajribasida A hodisa bir
* I • liiimoh’u ega deb faraz qiiamiz.

i it i «¡¡laylik, n ta erkli sinash o‘tkazilayotgan boiib, ulaming 
Ihm I’ll и In i hodisa ro‘yberishi yoki ro‘ybermasligi mumkin bo‘lsin 

i hm i и uinshda A hodisaning ehtimoli bir xil, chünonchi p  ga 
i> n|. hi::ohlaymiz, u holda ro‘y bermaslik ehtimoli q = \ - p . 
г In 11 in о yin soqqasini tashlashdan iborat tajriba o‘tkazilmoqda. 
Ilm I h i  in'ililiishda u yoki bu sonda ochkolar chiqish ehtimolligi 

i irni i in.ihliishlarda qanday ochko chiqqanligiga bogiiqmasligi
■ и Inin, hmobnrin biz A hodisa sifatida 3 ochkoning chiqishini 
чти >i I.и vmla erkli sinovlar ketma-ketligiga ega boiam iz va

i
/' '/ ft ft

'i la Munslida /( hodisaning k marta ro‘y berish, yoki n~k  marta 
i" I" umiNligidan iborat PJk) -  ehtimolini hisoblaymiz. Buning
и. linn luima-kcl o‘tkazilgan n ta tajribani bitta murakkab tajriba deb 
11 " > i ! . bn lajribaningnatijasi 4 , 4 , ...4 , ko‘rinishdabo‘lib, uninghar 
i ., i , i ,,| hmli yoki /I, yoki 4  bilan ifodalanadi. Bundayhodisalar 

mi i‘t I"1'In'li llaniqatanham, 4 ,4 ,...4 , hodisalar ichida:
li i, i, i h.иli ;imin;> 4  A (i = \Ji) shartni qanoatlantiradigan 

I'Hillhliiiil’ilyiiNl Itilla,
l i ,  / i  liixli-.anmg a, a,...A ko'rinishdagi kombinatsiyalari 

"I'f •' 1.1 , k) I,,4 ,-4 , hodisaning AA^AALA...! ko‘rinishdagi
к  n -k

k.HiibiiiniNiyjilari soni r* ta; n) 4 ,4 , . . . 4  hodisaning а, = а (г = Ск) 
h и i in .|aiioallanliradigan kombinatsiyasi bitta.

Miuiiiliiy 1111 i I ....C¡¡ ketma-ketlikni hosil qiiamiz, u holda
fi ii| »1 mi I u'.h ч i i . i i 1 asosan, с" +c'„ + -+ C "  =2".

Af-’.ai и 1.1 tiijribnda A hodisaning rosa ¿maria ro‘y berishini В 
hodisa dob qarasak,
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bo‘lib, u c* ta haddan iborat bo‘ladi. Tajribalar ketma-ketligi erkli 
boiganligi sababli ko‘paytirish teoremasiga ko‘ra (1.6) ifodadagi har 
bir hadning ehtimolligi Pkq"~k bilan aniqlanadi, u holda (1.6) 
yig‘indidagi har bir had birgalikda emasligini e’tiborga olsak:

P(B) = Ck„ptq"-1 (1.7)
Boshlangich belgilashlarga qaytib,

PÁk) = Ck„Pkr k (1.8)
Bemulli (binomial) formulasi (sxemasi) ni hosil qilamiz. 
binomial formula deb atalishiga sabab u

(P + qT = C:p"q° + C:-lp - lq + ... + Ckpkq - k + ... + C „W  
Nyuton binomining umumiy hadini ifodalaydi.

1-mtsol. Har bir detaining standart bo iish  ehtimoli p = o,8 
bo isa , tavakkaliga olingan 5 ta detaldan 2 tasining standart boiish 
ehtimolini toping.

Yechish: Bu yerda n = 5,m = 2, P = 0 ,8  va q = 0 ,2 . Bemulli 
formulasiga asosan.

P;(2) = C52 • 0,82 • 0,23 = • 0,00512 = 0,0512.

2~misoI. Tanga 10 marta tashlandi. “Gerb”ning 3 marta tushish 
ehtimoli qanchaga teng?

Yechish: Bu hodisaning har bir tajribadagi ro‘y berish ehtimoli

i  ga teng. Bundan, P„m=c;. - [ 0  - ( i j

A hodisaning o‘tkazilayotgan n ta erkli sinovda kamida A, marta 
va ko‘pi bilan k{ marta ro‘y berish ehtimoli

P¿ki <k<k2)=Pn(kl) + Pn(kl +l)+...+P„(ki) (1.9)
formula bilan hisoblanadi.

2-ta’rif. Agar « ta  erkli sinovda hodisaning k0 marta ro‘y berish 
ehtimoli sinovning boshqa mumkin boigan natijalari ehtimollari 
ichida eng kattasi bo isa , ya’ni

•Pn(*o) = max{P„(t)} (1.10)
boisa, u holda k0 soni eng ehtimolli son deb ataladi.

28



I ne clil¡molli son quyidagi qo‘sh tengsizlik bilan aniqlanadi:
n p -q < k 0<np + p ( 1-11)

Г i ip, ehtimolli sonni aniqlash uchun hamma ehtlmollarni 
hi inliliib с liiqmasdan, balki sinovlar soni n ni va har bir sinovda A 
li<xliNiuiiug ro‘y berish ehtimolini bilish kifoya ekan. Haqiqatan ham, 
i ne clilimolli sonningta’rifidan

P„(k0)>Pn(k0- 1), P„(K)>P„(K+^).
Hu (cngsizliklarga mos ravishda P„(k0), P„(k0- 1), P„(k0 +1)

I .iniiir <|ivinntlarmi qo‘yib quyidagilargaegaboiamiz.

..»L— .,
k j (n -k 0)ly  4 (*0-l)!(n-*0+l)’
___  „К „п-h nlp° q °

к Л п - к Х  (*0+1)!(и-*0-1)Г
Им ii ne i/.liklurni k0 ga nisbatan yechamiz va quyidagilarga ega 
bo'himlz:

k0<np + p-jkç^np-q
* tчи|’i ikki lengsizlikni birlashtirib, eng ehtimolli sonni 

1111111111V1 11 i Ici i g s i zl i kka ega bo ‘ lamiz:
n p -  p < k 0<np + p  

I iu lengsizlikni aniqlovchi intervalning uzunligini
np + p -  (np -  q) = p + q = 1

vu Im,Ir.ii n la sinov nnlijasida butun son marta ro‘y berishini hisobga 
I И * nr fliluiiolli мои quyidagi shartlami qanoatlantiradi:

и) пет пГ ,/ -юн ka a bo‘lsa, u holda bitta eng ehtimolli k0 son
I I ni v| i и I bu* hull.

I.) при пГ ,, bul un ¡on bo'lsa, u holda kt) va A0 +1 eng ehtimolli 
iniiliii nuiv)ii(l ho'ludi;

i ) ngiir up butun son bo'lsa, u holda eng ehtimolli son k0 = np 
ho'ludi.

i inisol. 'I'anga6 martatashlanadi. Gerblitomontushishlarining
i * n i ' Hilimolli son ini toping.

Vci IunIi: Morilgan masalaning shartlariga asosan, n = 6, g = p  = ~,

II hokla, “gc-ib” tushishining eng ehtimolli soni k0 ni quyidagicha 
lopamiz: Atl : np=3.

I)emak, eng ehtimolli son 3 ekan.
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Shunday qilib, eng ehtimolli sonni aniqlash jarayonida biz np 
sonning Bernulli sxemasida maxsus ahamiyatga ega ekanligiga 
ishonch hosil qilish imkoniga ega bo‘ldik. Bu sbundan iborat 
boidiki, np songa eng yaqin boigan ikkita butun sonlardan biri 
(ba’zan ikkalasi, ba’zan o‘zi) eng ehtimolli son boidi.

l-eslatma. np son yuqoridagiga nisbatan ham muhimroq 
bo‘lgan talqinga ega. Chunonchi, np ni m aium  ma’noda n ta 
tajribalardagi muvaffaqiyatlaming o‘rtacha soni deb qarash mumkin.

4-misoL M aium  korxonada yaroqsizlikka y o i qo‘yish ehtimoli
0,05 ga teng. 100 ta mahsulot orasidagi yaroqsiz mahsulotlarning 
o‘rtacha soni nimaga teng?

Yechish: Izlanayotgan son ^  = 1 0 0 -0 ,0 5  = 5 ga teng bo‘ladi.

2-eslatma. Binomial formulasini keltirib chiqarishda erkli 
sinovlar ketma-ketligining har bir sinashida A hodisaning ehtimoli 
bir xil, p ga teng deb hisoblangan edi. Endi esa bu ehtimollami 
turlicha bo‘lsin deb faraz qilamiz, ya’ni p{At) = p:, p(A)=qn u holda 
(1.8) formula quyidagi ko‘rinishni oladi:

p jk )  = А й -М ы -?»  + РДгРг-РыЧм -Ч„ + q¡q2-Яп-1сР„-ы-Рп ( i • 12)

(1.12) formulaning o‘ng tomonini hosil qilish uchun

9n(z)= f{(q ,+P,z) (1.13)/=1
ko‘paytmani qarab zk ning koeffitsiyentlarini olish kifoya, bu yerda 
z ixtiyoriy parametr boiib, ip(z) funksiya pn(k) ehtimollami hosil
qiluvchi funksiya deb ataladi.__________ ______________________

3-eslatma. Binomial sxemaning (Bernulli sxemasining) 
umumlashmasi boigan polinomial sxemani ko iib  chiqamiz. Agar 
Bernulli sxemasida har bir tajribada faqat 2 ta hodisa 7  va A qaralgan 
boisa, polinomial sxemada har bir tajribada to ia  gruppa hosil 
qiluvchi к ta hodisa qaraladi._________  ______________
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Tajriba shundan iborat boiadiki, n ta erkli sinov o‘tkaziladi va 
ulnming har birida to ia  grappa hosil qiladigan k ta A,,A2,...,At 
In itlisjming faqat bittasi ro‘y berishi mumkin, bunda bu hodisalaming 
rhiimolliklari maium:

Pt = P ( A \  f t  =  K4)>•■■>P(•/У •
/l tujribada A, hodisa m1 marta, A2 hodisa marta, . . . , 4  hodisa m: 
marta (bu yerda mx + m1 + mi +...+mt =«) ro‘y berish ehtimoli

P„(ml,mi ,...,mh) = ■ ---- -P^PT-P*1 (1-14)
ml\m1\..jnk\

ii n ;iy holda, k = 2 boTganda Bernulli formulas! kelib chiqadi.
Agar n ning katta qiymatlarida pn(k) ehtimollami hisoblashda 

Iti inulli formulasidan foydalansak juda katta sonlar ustida arifmetik 
iimallarni bajarishimizga to‘g‘ri keladi. Masalan, biror korxonada 
var«H|.si/. mahsulot chiqarish ehtimoli 0,25 ga teng boisin. Tayyor 
in,illMilotdan 500 tasi tekshirilsin. Tekshirilgan mahsulotlar orasida 
"> 1.1 .inin).- yaroqsiz boiish ehtimoli topilsin. Bu holda har bir 
m ill iilolning tekshirilishini bitta tajriba sifatida qarab, har birida A 
Inidi,sailing (lekshirilgan bitta mahsulotning yaroqsiz deb topilishi) 
in v berish ehtimoli 0,25 ga teng boigan 500 ta erkli tajriba
0 lkn/ilyapti deb hisoblashimiz mumkin, u holda Bernulli 
lorm ulasiga asosan:

.....(25) = C’j05o(0,25)25 • (0,75)475,
IilI \ i ulii

476-477 ■...•499-500
1-2-3-...-25

Hit mu .il.hni ko iinib turilxliki, n ning katta qiym atlarida P„{k)

' lilmuillarni hisoblashni osonlashtirish uchun boshqa asimptotik for- 
imil.’ilanlan I'oydalanish zaruriyati tug‘ifadi. Bu formulalar ehtimollar 
nii/ariyasida limit teoremalari deb ataluvchuteoremalardakeltiriladi.
1 v:i 7 U oremalar p ningqiymati 0 va 1 gayaqinbo‘lmaganholIarda 
lulfiriliuli io).

I li-iircina (IMuavr-LapIasning lokal teoremasi). Agar har bir
lajribada ,-i hodisaning ro‘y berish ehtimoli p(o</><l) o‘zgarmas
lmL Isa, u holda n ta erkli tajribada A hodisaning k marta ro‘y berish
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ehtimoli p„(k) uchun, k ning <C,(C = const) shartni qanoat-
a\npq

lantiruvchi barcha qiymatlarida

P„(k)=-^=<Kx)\l+0(-^)) (1.15)
yjnpq  ̂ Vn ;

1 1 X2 -*>■ ir — VtT) 1 --
tenglik bajariladi, bu yerda x - —r =£-,<p(x)=-1==e 2.

y¡npq -Jin

Bu teoremani Muavr 1730-yilda P = ~  uchun, so'ngra Laplas

1783-yilda p s (0;1) uchun isbotlagan. Biz esa bu teorema xulosasini 
isbotsiz qábul qilamiz.

Maxsus jadvallarda <p{x) funksiyaning faqat x  argumentining 
musbat qiymatlariga mos qiymatlari keltirilgan. Chunki, cp(x) 

fiinksiyajuft, ya’ni <p{-x)=¡p(x).
Shunday qilib, « ta erkli sinashda A hodisaning rosa k marta 

ro‘y berish ehtimoli taqriban quyidagiga teng:
Pn(k)*~r==<P(x). (1-16)

4npq
n ning katta qiymatlarida (1.16) ning aniqligi oshib boradi.

5-misol. Agar har bir tajribada A hodisaning ro‘y berish 
ehtimoli 0,2 ga teng boisa, 400 ta tajribada A hodisa 80 marta ro‘y 
berish ehtimolini toping.

Yechish: n = 400, k = 80, p  = 0,2, q = 0,8.
1 1 , , k -n p  80-400-0,2

j M - ' o . m * * *  x ~ 8
jadvaldan p(0) = 0,3989.

0 3989U holda: pm (S0) * 0,04986.
8

6-misol. Merganning o‘qni nishonga tekkizish ehtimoli: 
p = 0,75. Mergan otgan 10 ta o‘qdan 8 tasining nishonga tegish 
ehtimolini toping.

Yechish: n = io,& = s,p = o,75,g = o,25
(1.16) formulasidan foydalansak:
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•,jnpq -í/lO-0,75-0,25 
imlvaldan: í>(0,36) = 0,3789. Uholda: jp10(8) = 0,7301-0,3739 »0,273.

1 ntli hu masalani Bemulli formulasidan foydalanib yechimini 
h>|,niiit/ va boshqa natíjaga: p1#(8)=0,282 ga kelamiz. Javoblar 
•.. . i,liif/ i Ralla farqni n  ning qiymati kichikligi bilan tushuntiriladi.

Mu'luinki, har bir tajribada A hodisaning ro‘y berish ehtimoli 
... o r ninas bo‘lsa, u holda n  (kichik n  larda) ta erkli tajribada A 
tuh|i ,,iiiiii)’ kamida kx marta va ko'pi bilan k2 marta ro‘y berish
• iiinaoli lU-rnulli formulasiga asosan

p á w =pák <k<k,)^ Y cípkr k ■ 
k*=ki

< nmc l.niia qiyinallarda esa p jk t,k2) ehtimolni hisoblash uchun 
qiiyidnp.i icoreinadan foydaianamiz.

1 (corcnia (Muavr- Laplasning integral teoremasi). Agar har 
I >i i  iu|i ibmla i hodisaning ro‘y berish ehtimoli p(o<p<i) o'zgarmas 
I.m l iu ii holda n la erkli (ajribada A hodisaning kamida marta va 
i m |u luí,ni h maila r»‘y berish ehtimoli p„(k},k2) uchun r-»co da

I í  J5Í
/'„</.,.A.) > (1-17)

\l2/r
nunio%«il»til a, va i, ( o  V ,v" :<x>) ga nisbatan tekis bajariladi, bu 
ytM'dn

y  <*,) > ] e % .
jnpq jnpq V2n J0

1 fl aplas luuksiyasi deb ataluvehi <t»(x)-j==Je 2dy mtegralning

i|ivinailan uchun maxsus jadval tuzilgan. Jadvalda integralning
o v s kesmaga mos bo‘lgan qiymatlari berilgan, chunki x>5 lar 
uchun g>(x) = 0,5 deb olish tavsiya etiladi. <i>(x) funksiya toq, ya’ni



<*>(-*) = -<*>(*) boTgani uchun jadvalda x<0 chunki funksiya 
qiymatlari berilmagan. ___  ___

7-misoI. Detalni texnik nazorat boiim i (TNB) tekshirmagan 
b oiish  ehtimoli /> = 0,2 . Tasodifan olingan 400 ta detaldan kamida 70 
ta ko‘pi bilan 100 ta detalni TNB tekshirmagan boTish ehtimolini 
toping.

Yechish: p =0,2, ̂ =0,8, w = 400, £, = 70, k2 = 100, u holda 
^ 70-400-0,2 = ^  100 -  400-0,2 

^400-0,2-0,8 ^400 0,2 0,8

(1.16) formulaga asosan, j?4(lo(70,100)=<£(2,5)-<J>(-1,25)=<D(2,5)+<£(1,25). 
Jadvaldan 0>(2,5) = 0,4938; <¡>(1,25) = 0,3944 . U  holda 

4̂00(70,100) = 0,4938 + 0,3944 = 0,8882.
4 > A

Faraz qilaylik, A hodisaning ro‘y berish ehtimoli o ‘zgarmas p  ga
k

(0 < p < i) teng boTgan n ta erkli sinash o‘tkazilayotgan boTsin. —
n

nisbiy chastotaning o‘zgarmas p ehtimoldan chetlanishini absolyut 
qiymati bo‘yicha oldindan berilgan e>0 sondan katta boTmaslik, 

k <e  tengsizlik bajarilishining ro‘y berish ehtimoli:ya m 

k

~Pn

e ni baholaymiz. Yuqoridagi tengsizlikni unga teng kuchliPn
_ffiy

boTgan -s< -----—<,e tengsizlik bilan almashtiramiz. Uni
n

n
\pq

ko‘paytuvchiga ko'paytirsak: -g —  £ *~np <, e l— . Agar
V M  V PC1

x'= - I— , x = et —  belgilashlarni kiritib, Muavr-Laplasning integral 
y M  \pq

5

teoremasidan foydalansak:
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I i it I i boshlang' ich tengsizlikka qaytamiz:

p(--p<s)*2<3>(ej " )I n > (1.18)
n

Xulosa qilib aytganda,

n
iiHi’ li/.lik bajarilishining ro‘y berish ehtimoli taqriban Laplas

<ln boiganda pn(k) ni hisoblash uchun yaxshi natija beradi, lekin p  
I hi yoki nolga yaqin qiymatlami qabul qilsa, bu formula m aium  bir 
Hiilollklttrga olib keladi. Shuning uchun p  bir yoki nolga yaqin 
i|iyinatlarni qabul qilganda p„(k) ni hisoblash uchun boshqa asimpto- 
llk formula lopish zarurati tug‘iladi.

Hi/, p ning nolga yaqin qiymatlarini ko'rish bilan chegaralana- 
ini/ {tip 1«), chunki p  birga yaqin qiymatlami qabul qilsa p  ni q 
I 'ilmi .ilmashtirish mumkin, ya’ni p  ning o ‘miga q ni ishlatish mura- 
k III. t Itlinki p -* \= > q -> 0 .

Pjk) chlimolning pn(k) = Cknpk(\- p)n~k, (1 - p = q )  ifodasiniformal 
i.ivi’.lula ikkila n,q o£zgaruvchilaming funksiyasi deb qarash mum- 
l in I'am/ qilamiz, k fiksirlangan, n va p  esa o'zgaradi, ya’ni «va  p  
Ini n it in nivislida cheksizlikka va nolga shunday intiladiki, natijada 
i „/. miqdor t licgaralangan bo‘lib qolaveradi: A -np  = const.

Mcrnulli Idnnulasiga asosan,

111 n k;11 ynn i ning x = s  nuqtadagi ikkilangan qiymatiga teng ekan.

Muavr- I ,aplasning iokal teoremasi p  ehtimol p = — ningatrofi
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Bu yerda пр-Л=>р=— almashtirish bajaramiz. U holdaX

p  (k) = » Q - Q O*- 2) - ( ” ~ ( k ~ 4 )( «k\
n juda katta sonligini e’tiborga olib p„(k) o in iga lim p(k) ni topamiz.

H~*oo

Shu sababli, pn(k) ehtimoining taqribiy qiymati topiladi, chunki n 
juda katta son boigani bilan chekli, bizda esa n-><x>. Shuni ta’kidlash 
kerakki, «-»<»=> p-*o, chunki np= const.

Shunday qilib,

*-*> k\ \ n )  V n
/Lk 

= —  lim
k \ n-*w

л1., (. я т . .  (, я г  лк .д= — lim 1-----lim 1—  = — é
k \и-**\ « / л-м\  n )  k\

Bundan esa quyidagi teoremaning o‘rinli boiishi kelib chiqadi.

3-teorema (Puassonning limit teoremasi). Agar n ta erkli 
sinovlar ketma-ketligida a  hodisaning к marta ro‘y berishida, к 
fiksirlangan, и va p esa o‘zgaruvchan bo iib , «va p lar mos ravishda 
cheksizlikka va nolga shunday intilsaki, A=np miqdor chegaralangan 
boiib  qolaversa: X = np = const, ya’ni turli sondagi tajribalar ketma- 
ketligida (wturlicha boiganda ham) ham A hodisa ro‘y berishining 
o'rtacha soni np o‘zgarmay qolaversa, p„(k) ehtimollik uchun

P Á k)* T i e~* (L 1 9 )
munosabat o'rinli boiadi.

8-misol. Qo‘shma korxona iste’molchiga 5000 sifatli mahsulot 
jo'natdi. Mahsulotning yo ida  shikastlanish ehtimoli 0,001 ga teng 
boisa, yoida ikki yoki undan ortiq mahsulotning shikastlanish 
ehtimolini toping.

Yechish: Shikastlangan mahsulotlar sonini к desak, izlana- 
yotgan ehtimol p5mo( k > 2) boiib , u quyidagiga teng boiadi:
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— 2) ~  Psooo(2) + PsoooĈ ) +  tPsoooC®) AoooO)] •

Bizning holda sinashlar soni katta va hodisa ro‘y berish ehtimoli 0 ga 
yaqin boiganligi uchun Puasson teoremâsidan foydalanamiz. 
à = np = 5 0 0 0  -o.ooi = 5 ekanligini e’tiborga olsak:

ftooo(O) = ̂  = e"5; ftooo(l) =
U holda: psooo(m > 2) = 1 -  e~5 -  5e'5 = 1 -  6e'5 » 0,9596.

1.4. Tasodifiy miqdorlar va ularning taqsimot funksiyalari

Tasodifiy miqdor tushunchasi ehtimollar nazariyasi fanining 
asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi. Tasodifiy miqdoming qabul 
qilishi mumkin boigan qiymatlari bilan biz oldindan tanishmiz. 
Masalan, tajriba ó‘yin soqqasi tashlanishidan iborat boTsin. Bunda, 
Cl={a)l}(i=ï~6) to‘plamda 6 ta elementar hodisa boTadi. Ochkolar 
soni tasodifiy miqdor boisa, 1, 2, 3; 4, 5, 6 sonlari esa uning qabul 
qilishi mumkin boigan qiymatlari boiadi.

l - ta ’rif. Tasodifiy miqdor deb, tajriba natijasida mumkin 
boigan, oldindan noma’lum va tasodifiy sabablarga bogiiq  boigan 
qiymatlardan bittasi va faqat bittasini tayin ehtimol bilan qabul 
qiladigan kattalikka aytiladi.____________________________

Tasodifiy miqdorlar odatda lotin alfavitining bosh harflari 
X, Y, Z, ...bilan, ularning qabul qilishi mumkin boigan qiymatlari esa 
mos ravishda alfavitning kichik harflari x,y,z bilan belgilanadi. 
Masalan, X -tasodifiy miqdoming qabul qilishi mumkin boigan 
qiymatlari quyidagicha yoziladi: X

Tasodifiy miqdorlar ikki turga ajratib o‘rganiladi: 
a) diskret tasodifiy miqdorlar; b) uzluksiz tasodifiy miqdorlar. 
Bu ikki tushuncha haqida maiumot berishdan oldin to‘plam va 

uning elementlari haqida ba’zi bir maiumotlami berib o‘tamiz.
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2-ta’rif. Agar to‘plam elementlarining sonini biror bir son bilan 
ifodalash mumkin boisa, u holda bu to'plam chekli to‘plam deb 
ataladi.

3-ta’rif. Agar to‘plam elementlarining soni cheksiz boiib uning 
elementlarini natural sonlar to'plami bilan o‘zaro bir qiymatli 
akslantirish mumkin boisa, u holda bu to‘p!am sanoqli to‘plam deb 
ataladi.

4-ta’rif. Agar to‘plam elementlarining sonini cheksiz boiib  
uning elementlari va [0;l] kesmadagi haqiqiy sonlar orasida o‘zaro bir 
qiymatli moslik mavjud boisa, u holda bu to‘plam kontinium quvvatli 
to ‘plam deb ataladi. ______________________

Diskret tasodifiy miqdorlaming mumkin boigan qiymatlari 
ayrim va ajralgan boiib, uning mumkin boigan qiymatlarining soni 
chekli yoki sanoqli boiadi.

1-misol. X  tasodifiy miqdor 100 ta buyumdan iborat guruhdagi 
yaroqsiz buyumlar soni. Bu miqdorning mumkin boigan qiymatlari: 
.Vj Q,x, — 100.

Diskret tasodifiy miqdomi tavsiflash uchun, eng avvalo, uning 
barcha mumkin boigan qiymatlarini koisatish lozim. Ammo, X  
tasodifiy miqdorning faqat mumkin boigan qiymatlarini bilish uning 
xususiyatlarini ta’riflashga yetarli emas, chunki tasodifiy miqdor 
o‘zining har bir qiymatini har xil ehtimollik bilan qabul qilishi 
mumkin. Shu sababli, diskret tasodifiy miqdomi toiiq aniqlash 
uchun qiymatlardan tashqari {x=x l},{X=x1},... hodisalaming
ehtimollarini ham, ya’ni p, = p(X=*,), p2 = p(X = x2),... larni ham 
koisatish lozim.

Disket tasodifiy miqdorning mumkin boigan qiymatlari va 
ulaming ehtimollari orasidagi moslikni tasodifiy miqdorning 
taqsimot qonuni deb ataladi.

Diskret tasodifiy miqdor taqsimot qonunini ifodalash usullari va 
shakllari turlicha boiishi mumkin.

X  diskret tasodifiy miqdor taqsimot qonuni berilishining eng 
sodda shakli jadval boiib, bunda barcha mumkin boigan qiymatlar 
va ularga mos ehtimolliklar ko‘rsatilgan boiadi:
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X  :x{ x2 ...xn.,
P - P x P i - P n -

xl,x2,...,xn qiymatlar odatda ortib borish yoki kamayib borishtartibida 
yoziladi.

Bundan tashqari, = x,} hodisalaming ixtiyoriy ikkitasi 
birgalikdamasligi va {x = {*,}} hodisalar to‘plami to ia  gruppa tashkil 
etganligi sababli 4 ■' 'r

Pl+p2+...+P„+...='£tPl =l
/

tenglik har doim o‘rinli boiadi. Ba’zan diskret tasodifiy miqdoming 
taqsimot qonuni grafik usulda-taqsimot ko‘pburchagi yordamida ham 
beriladi.

Taqsimot ko‘pburchagini hosil qilish uchun, abssissalar o‘qida 
tasodifiy miqdoming mumkin bo‘lgan qiymatlari, ordinatalar o‘qida 
esa ularga mos ehtimollar qo‘yiladi, keyin esa (x1,p )̂,(x2,p2),... 
nuqtalami kesmalar bilan tutashtiriladi. Taqsimot qonuni formula 
(analitik) usulida ham beriladi.

2-misol. Tanga 5 marta tashlandi. “Gerb” tomonning tushish 
soni X  tasodifiy miqdor boTsin. X tasodifiy miqdoming mumkin 
boTgan qiymatlari 0, 1,2, 3 ,4 , 5 sonlardan iborat boTadi. Tasodifiy 
miqdoming bu qiymatlarni qabul qilish ehtimollari Bemulli 
formulasi yordamida hisoblanadi.

Masalan, p ( X =3)=C¡ ■ ̂ j  -Q j =— va hokazo. Uholda 

X: 0 1 2 3 4 5
• _L JL ü ü i i

P'32 32 32 32 32 32

ko‘rinishdagi jadvalni hosil qilamiz.
Diskret tasodifiy miqdorlaming berilish usullarini uzluksiz taso

difiy miqdorlar uchun qoTlab boimaydi. Chunki uzluksiz tasodifiy 
miqdorlaming qabul qilishi mumkin boigan qiymatlar ro‘yxatini 
tuzish mumkin emas. Shu sababli, uzluksiz tasodifiy miqdorlami 
ta’riflash uchun taqsimot funksiyasi tushunchasi kiritiladi.
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5-ta’rif. x  tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasi deb, uning 
x (x-ixtiyoriy haqiqiy son) dan kichik qiymatlami qabul qilish 
ehtimolini aniqlovchi

F(x)=p(X<x) (1.20)
funksiyaga aytiladi._________________

Ba’zan F(x)-funksiyani integral taqsimot funksiyasi deb ham 
ataladi.

Endi taqsimot funksiyasidan foydalanib uzluksiz va diskret 
tasodifiy miqdorlaming qat’iy ta’rifmi beramiz.

6-ta’rif. Agar tasodifiy miqdorning F(x)~ taqsimot funksiyasi 
uzluksiz boTsa, bu tasodifiy miqdor uzluksiz tasodifiy miqdor 
deyiladi. 

Diskret tasodifiy miqdorning F(x) -  taqsimot funksiyasi chekli 
yoki sanoqli sondagi I tur uzulishlarga ega boidi.

Tasodifiy miqdorlaming taqsimot funksiyalari quyidagi 
xossalarga ega.

1-xossa. Taqsimot funksiyaning qiymatlari [0;1] kesmaga 
tegishli:

0<:F(x)<l
Isbot: Bu xossaning isboti taqsimot funksiyani ehtimol sifatida 

ta’riflanishdan, ya’ni F(x) = p(X < x) ekanligidan kelib chiqadi.
2-xossa. Taqsimot funksiyasi kamaymaydigan funksiyadir, 

ya’ni x, < x2 => F(x,) < F(x2).
Isbot: Faraz qilamiz x,<x2 bo‘lsin, u holda (X <x2) oraliqni 

quyidagicha yozib olish mumkin (X<x2) = (X<x,) + (x, <X<x2). 
(X<x,), (xl < X < x 2) tasodifiy hodisalar birgalikda emasligidan 
quyidagi tenglikni yozish mumkin

p(X < x2) = p (X  <xl) + p(xi < X <  x2).
Endi taqsimot funksiyaning ta’rifidan foydalansak

F(x2) —F(xl)=p(xl < X  <x2) (1-21)
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tenglikni hosil qilamiz. Ehtimolning nomanfiyligidan kerakli natijani 
olamiz.

2-xossadan quyidagi natijalami keltirib chiqarish mumkin.

1-natija. X  tasodifíy miqdorning [a-,b) intervalda yotuvchi 
qiymatlarni qabul qilish ehtimoli quyidagicha aniqlanadi.

Buning isboti (1.2) formulada x, = a, x2=b almashtirishdan kelib 
chiqadi.

2-natija. X  uzluksiz tasodifiy miqdorning belgilangan bitta 
aniq qiymatni qabul qilishi ehtimoli nolga teng, ya’ni p(X = x0) = 0.

Buning isboti (1.22) formulada xl=x0, x2=x0 + Ax almashtirish 
so‘ngra Ax-»0 limitni hisoblashdan kelib chiqadi. Shu sababli, 
uzluksiz tasodifiy miqdorning bitta qiymatni qabul qilish ehtimolini 
hisoblashning ahamiyati yo‘q va shunga ko‘ra quyidagi munosabatlar 
o‘rinlidir:

p(a í l á í i )  = p(a <X <b) = p(a <X <b) = F(b)-  F(a)
3-xossa. Agar tasodifiy miqdorning mumkin boigan qiymatlari 

(.a;b) intervalga tegishli boisa, u holda

munosabatlar o'rinli bo‘ladi.

3-natija. Agar tasodifiy miqdorning mumkin boigan qiymatlari 
butun Ox o‘qda joylashgan boisa, u holda quyidagi munosabatlar 
oiinli:

p(a<X<b) = F(b)-F(a) (1.22)

lim F(x)~ 0, !im F(x) = 1
x-> a-0 x-*b - 0

(1.23)

lim F(x) = 0, lim F(x) = 1 (1.24)

3-misol. X  tasodifiy miqdor
í°, x S -1,

1,

-1 < x < 3,

x > 3 .
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taqsimot fimksiya bilan berilgan boisin. Sinash natijasida X  
tasodifiy miqdor (0;2) intervalga tegishli qiymatlarni qabul qilish 
ehtimolini toping.

Yechish: p(0<X<2) = F(2)-F(0) = i - 2 + ~ ^ - 0 + £ j = i

4-misol. x  diskret tasodifiy miqdor quyidagi 
X:1  4 8 
p :  0,3 0,1 0,6

taqsimot qonuni bilan berilgan boisin. Uning taqsimot funksiyasini 
toping.

0, agar x<l,
0,3, agar lex  <4,
0.4, agar 4<x<8,
1, agar x>8.

Yuqorida uzluksiz tasodifiy miqdorlami taqsimot funksiyalari 
yordamida aniqlagan edik. Agar tasodifiy miqdoming taqsimot 
funksiyasi differensiallanuvchi boisa, u holda tasodifiy miqdoming 
zichlik (differensial) fiinksiyasi tushunchasini kiritishimiz kerak 
boiadi.

Yechish: F(x)--

7-ta’rif. Tasodifiy miqdoming zichlik (differensial) funksiyasi 
deb, taqsimot funksiyasidan olingan birinchi tartibli hosilaga aytiladi 
va quyidagicha aniqlanadi:

F'(x)=f(x) (1.25)

Uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun zichlik funksiyasi muhim 
ahamiyatga ega boiib , bu fimksiya yordamida uzluksiz tasodifiy 
miqdorlaming barcha xarakteristikalarini aniqlash mumkin. Bu yerda 
darning ba’zilarini keltirib o‘tamiz.

1-teorema. x  uzluksiz tasodifiy miqorning (a;b) intervalga 
tegishli qiymatlarni qabul qilishi ehtimoli zichlik funksiyasidan a dan
b gacha olingan aniq integral bilan aniqlanadi:

b

p (a < X  <b) = jf(x)dx  (1.26)

42



Isbot: Maiumki, 1-natijaga asosan
p(a < X  <b)~ F(b) -  F(a).

Agar bu yerda Nyuton-Leybnits formulasi va zichlik fimksiyasining
ta’rifi (1.25) ifodadan foydalansak, quyidagini hosil qilamiz

b b

p(a < X  < b) = F(b) -  F(a) = |  F'(x)dx -  j f  (x)dx.
a a

Bundan tashqari, x  tasodifiy miqdoming f{x) zichlik funksiyasini 
m aium  bo‘lsa, uning F(x) taqsimot funksiyasini topish uchun quyi- 
dagi aniqmas integraldan foydalaniladi:

F(x)=  } f(t)dt (1-27)
-oo

Tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi quyidagi xossalarga
ega.

1-xossa. f(x) -  funksiya nomanfiy funksiyadir, ya’ni f ix )  > o . 
Isbot: Buxossa /(*) differensial funksiya kamaymaydigan F{x)

taqsimot funksiyaning hosilasi ekanligidan kelib chiqadi.
2-xossa. Agar tasodifiy miqdor sonlar o‘qida aniqlangan boisa, 

quyidagi tenglik o‘rinli boiadi
+co
|  f(x)dx=1 (1.28)

—CO

Isbot: Nyuton-Leybnits formulasi va zichlik fimksiyasining 
ta’rifiga asosan;

+00

f / (x)dx = lim F(x) -  lim F(x) = 1-0 = 1.
J  X->00 JC-> -00

-00

1-eslatama. Agar X  tasodifiy miqdoming qabul qilishi mumkin 
boMgan qiymatlari (a;b) oraliqdan iborat boisa, u holda yuqoridagi 
lurmula

j f(x)dx = l (1.29)
a

ko'rinishini olatli.
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Bu formula geometrik nuqtayi nazardan Ox o‘q, f(x) funksiya, 
x - a  va x = b  to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli 
trapetsiyaning yuzi 1 ga tengligini bildiradi._____________________

2-esIatama. Zichlik funksiyasi faqat uzluksiz tasodifiy 
miqdorlar uchun mavjud._____________________________________

5-misol. X  uzluksiz tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi 
berilgan:

/(* ) =

0, agar x< 0,
^  f tcosx, agar ö < x ä - ,  

ft0, agar x >—.

F(x) taqsimot fiinksiyani toping.
x

Yechish: F(x)= |  f(t)dt = 0 formuladan foydalanamiz. Agar
-00

X

*<0 boisa, F(x) = o . Demak, F(x)= |  f(t)dt= 0. Agar 0<*<y boisa,
V X

u holda F(x)= |  f (t)dt+^costdt = sinx . Agar bo'lsa, u holda

F(x) = J f(t)di + jcos tdt +1f(t)d t=1. Demak, izianayotgan taqsimot
-oo . 0  n_

• 2

funksiyasi quyidagi ko‘rinishga ega boiadi:

0, agar x<0,
nsinx, agar 0< x< —,

t ft1, agar x> —

6-misol. x  uzluksiz tasodifiy miqdor quyidagi zichlik 
funksiyaga ega:

44



/(*) =

0, agar x < 0,
2 . 71—smjc, agar 0<x<~~,

0, agar x>  —

X tasodifiy miqdoming intervalga tegishli qiymatni qabul

qilish ehtimolini toping.
b

Yechish: p ( a < X <b)=jf(x)dx fonnuladan foydalanamiz. U
a

n

holda j  = | f(x)dx=~ ~ .
6

1.5. Tasodifiy miqdorlarning sonli xarakteristikalari

Ma’iumki, x  tasodifiy miqdoming taqsimot qonuni x  
miqdomi to iiq  tavsiflab beradi. Ammo ko‘pincha taqsimot qonuni 
uomaium boiib, uni aniqlash katta qiyinchiliklar tug‘diradi va biz 
kam maiumot bilan chegaraianishimizga to‘g‘ri keladi. Ba’zida esa 
tasodifiy miqdomi xarakterlovchi sonlami qoilash foydalidir. Bu 
•¡onlar tasodifiy miqdoming sonii xarakteristikalari deb ataladi va 
ularning vazifasi tasodifiy miqdoming eng muhim xususiyatlarini 
qisqa shaklda ifodalashdir.

Tasodifiy miqdoming muhim sonli xarakteristikalaridan biri 
matematik kutilma deb ataladi. Juda ko‘p masalalarning yeehimini 
matematik kutilmani bilish orqali hal etish mumkin. Masalan, 
viloyatlarni taqqoslovchi ko'rsatkichlardan biri ularda yetishtirilgan 
liosilning o'rtachasi, ya’ni matematik kutilmasidir.

1-ta’rif. x  diskret tasodifiy miqdor qabul qilishi mumkin 
I»»1 Igan qiymatlarining mos ehtimollariga ko'paytmalari yig‘indisiga 
uuing matematik kutilmasi deb aytiladi.

X  diskret tasodifiy miqdoming taqsimot qonuni:
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X : xl x2... xn 
P ' - P x  P i  -  Pn

berilgan boisin. U holda uning M ( X )  -  matematik kutilmasi
n

M(X) = xipl + x2p2 +... + x„p„ = YjX'P, (1.30)
/=1

tenglik bilan aniqlanadi.
X  tasodifiy miqdoming mumkin boigan qiymatlari soni 

cheskiz boiib, u
X-.x, x ,... x„...
P ' - P x  P i  -  P n —

taqsimotga ega boisa, u holda uning matematik kutilmasi
oo

M(X)=xlPi +x2p2+...+x„p„+... = '£x,p, (1.31)
/=1

formula bilan aniqlanadi. Bunda oxirgi qator absolyut yaqinlashadi 
deb faraz qilinadi. Aks holda, bu tasodifiy miqdor matematik 
kutilmaga ega boimaydi.

1-misol. Taqsimot qonuni
X:  1 2 3 4 5 6
i I A i I I 

P '  6  6  6 6 6 6
ko‘rinishda boigan tasodifiy miqdoming matematik kutilmasini 
toping.

Yechish: (1.31) formuladan foydalanamiz:

M(X)=1-—+2-—+3-—+4-—+5-—+6-—=3,5
6 6 6 6 6 6

2-misol. Puasson qonuni bo‘yicha taqsimlangan x  diskret 
tasodifiy miqdoming matematik kutilmasini toping.

Yechish: Puasson qonuni quyidagi jadval bilan aniqlanadi:
X: 0 1 2 3 ... k

-a . Ü Ae~* Ä3e~A Ake~xp: e A Ae * ----- ------  ...------
2! 3! k\

u holda

M(x) = f ik— e'x = = Ae-V = A.
t i  k! £ i ( k - 1)!

Shunday qilib, Puasson taqsimotini xarakterlovchi parametr
A ■ X  tasodifiy miqdoming matematik kutilmasini bildirar ekan.
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.f ni ¡sol. Agar A hodisaning ro‘y berish ehtimoli p boisa, bitta 
lujrilmda A hodisa ro‘y berish sonlarining matematik kutilmasini 
loping.

Yechish: Bitta tajribada A hodisaning ro‘y berishi sonlarini x  
tasodifiy miqdor desak, u faqat ikkita qiymat qabul qiiishi mumkin: 
v, I (A  hodisa ro‘y berdi), bunda p(X=x¡) = p; x2 = 0 ( a  hodisa ro‘y 
bcrmadi), bunda p(X =x2) = q .  U holda: M(X)  = p .

X  tasodifiy miqdor ustida n marta sinov o‘tkazilib, uning 
natijalari quyidagicha boisin:

X:  xl x2 ... xk 
n: «, n2 ... nt '

Yuqoridagi satr x  miqdoming kuzatilgan qiymatlarini, pastki 
satr esa bu qiymatlaming chastotalarini bildiradi, ya’ni x, (i=TJ) 
qiymatni x  miqdor n, marta qabul qilgan.

X  orqali kuzatilgan barcha qiymatlaming o'rta arifmetigini 
belgilaylik, u holda

— _ x ini +x2n2+...+xknkA ------------------------ ,
n

yoki

X = x l—+x2— +...+xk— =x1Wl +x2W2+...+xkWk. 
n n n

liu yerda WlyW2,...,Wk -  mos ravishda qiymatlaming nisbiy
ehastotalari.

Demak, X = M (X ),  ya’ni x  tasodifiy miqdorning matematik 
luitilmasi uning kuzatiladigan qiymatlari o‘rta arifmetigiga taqriban 
(eng.

Matematik kutilroa quyidagi xossalarga ega.
1-xossa. 0 ‘zgarmas miqdoming matematik kutilmasi o‘zgar- 

masning o‘ziga teng:
M(C) = C.

Isbot. C o ‘zgarmas miqdomi yagona C qiymatni 1 ga teng 
> liiimol bilan qabul qiladigan tasodifiy miqdor deb qarash mumkin. 
Shiming uchun, M(C) = C1 = C.
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1-eslatma. x  diskret tasodifiy miqdoming o‘zgarmas С 
kattalikka ko‘paytmasini quyidagicha aniqlaymiz: 

X : x l,x2,...,x„=>CX'.Cxl,Cx2,...,Cx„.

2-xossa. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchmi matematik kutilma belgisi 
ostidan chiqarish mumkin:

M(CX) = CM(X).
Isbot: X  diskret tasodifiy miqdorning taqsimot qonuni 

X: x¡ x2 ... xn

Р'-РхРг-Рп 
ko‘rinishda boisin. U holda 1-eslatmaga asosan,

X  : Cxl Cx2 ... Cxn

P -  P i  P z  —  Pn

Bundan CX tasodifiy miqdoming matematik kutilmasini hisoblaymiz 
M(CX) = Cx)pl + Cx2p2 +... + Cx„pn = CM(X).

3-жо§§а. Chekli sondagi tasodifiy miqdorlar yig‘indisining 
matematik kutilmasi ulaming matematik kutilmalari yig‘indisiga 
teng:

M(X, + X 2 +... + X J  = M(X,) + M( X2) + ... + M(X„)
4-xossa. Chekli sondagi bog‘liqmas tasodifiy miqdorlar 

ko‘paytmasining matematik kutilmasi ular matematik kutilmalarning 
ko'paytmasiga teng:

M(X,X2..X„) = M{X,)M(X2)...M(X„).
3-xossadan va 3-misoldan foydalanib quyidagi teoremani isbotlash 
mumkin.

l~teorema. n  ta bogiiqmas tajribalarda a  hodisa roGy 
berishining matematik kutilmasi: M(X)  = np .

Matematik kutilmalarining tengligi tasodifiy miqdorlaming 
qabul qiladigan qiymatlari bir xil deb xulosa chiqarishga imkon 
bermaydi. Masalan,

X  : — 0,5 0 0,5 Г: -50 0 50 
p:  0,3 0,4 0,3 p: 0,3 0,4 0,3 

tasodifiy miqdorlarda M(X) = M(Y),  ammo ulaming mumkin boigan 
qiymatlari turlichadir. Shu sababli tasodifiy miqdoming tarqoqligmi
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aniqlovchi ikkinchi sonli xarakteristika -  dispersiya tushunchasini 
kiritamiz.

Dispersiya tushunchasini kiritishdan oidin tasodifiy miqdoming 
matematik kutilmasidan chetlanishi tushunchasini kiritib olamiz.

2-ta’rif. Tasodifiy raiqdor va uning matematik kutilmasi 
orasidagi farqni uning chetlanishi deb ataymiz va X -M(X) 
ko‘rinishda belgilaymiz._______ __ ‘__________________________

Tasodifiy miqdor chetlanishining muhim xossasini ko‘rsatuvchi 
quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

2-teorema. Tasodifiy miqdor chetlanishining matematik kutil
masi nolga teng:

M(X-M(X)) = o.

Amaliyotda tasodifiy miqdoming mumkin boigan qiymatlarini 
uning o'rtachasi atrofidagi joylashish tarqoqligini baholash zarurati 
tez-tez uchrab turadi. Masalan, merganlik darajasini baholashda. Shu 
sababli, dispersiya tushunchasi kiritiladi, chunki tasodifiy miqdor 
chetlanishi qiymatlar tarqoqligini baholay olmasligi 2-teoremadan 
ko‘rinib turibdi.

3-ta’rif. X  tasodifiy miqdoming D(x) -  dispersiyasi deb, uning 
chetlanishi kvadratining matematik kutilmasiga aytiladi:

D(X) = M(X-M(X)Ÿ (1.32)

Diskret tasodifiy miqdor uchun bu formula ushbu ko'rinishni oladi:
D(X) = YSxt -M(X)fPi !i (1.33)

4-ta’rif. x  tasodifiy miqdoming a(X)-  o‘rtacha kvadratik 
chetlanishi deb, dispersiyadan olingan arifmetik kvadràt ildizga 
aytiladi:

cr(X) = jD(X)  (1.34)
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Dispersiyaning oichamligi tasodifiy miqdor oichamining 
kvadratiga tengdir. 0 ‘rtacha kvadratik chetlanishniki esa tasodifiy 
miqdor oichami bilan bir xil boiadi.

Agar x  biror bir qimmatbaho qog‘ozning daromadliligi boisa, 
M(X) uning o'rtacha daromadliligini, D(X) esa riskini ifodalaydi.

4-misol. Agar A hodisaning ro‘y berish ehtimoli p  ga teng 
boisa, u holda a  hodisaning bitta sinovda ro‘y berish sonining 
matematik kutilmasi, dispersiyasi va o‘rtacha kvadratik chetlanishini 
toping.

Yechish: Bu tasodifiy miqdorning taqsimot qonuni quyidagicha 
boiadi:

X:0  1 
p:q p

U holda,
M (X) =0-q + l- p = p,

D(X) = (0- p f  • q + (1 - p f  ■ p  = qp2 + pq2 = pq(p+q) = pq 
cr(X) = yfpq

Dispersiyani hisoblash uchun quyidagi formuladan foydalanish 
tavsiya etiladi:

D(X) = M(X2)-(M(X))2
Tasodifiy miqdor dispersiyasi quyidagi xossalarga ega.
1-xossa. 0 ‘zgarmas miqdorning dispersiyasi nolga teng:

D(C) = 0.
Isbot: C o‘zgarmas miqdomi C qiymatini 1 ehtimol bilan qabul 

qiladi deb qarash mumkin. U holda
M(C) = C va £>(C)=(C-C)2-1=0.

2-xossa. O^zgarmas ko‘paytuvchi dispersiya belgisidan kvadrati 
bilan chiqariladi:

D(CX) = C2D(X).
3-xossa. Chekli sondagi o‘zaro bogiiqmas tasodifiy miqdorlar 

yig‘indisining dispersiyasi ular dispersiyalarining yigindisiga teng:
D(Xx +X1+... + X„)= D(Xx) + D(X2 ) + ... + D(Xn)

Natija. Bogiiqmas ikkita tasodifiy miqdorlar ayirmasining 
dispersiyasi ular dispersiyalarining yigindisiga teng:

D(Xt — X2) = D(Xl) + ¿Kx^)
50



i 1 1*1 Mi natija ikkitadan ortiq tasodifiy miqdorlar uchun o'rinli 
. i iitiliy.itii isbotlash qiyin emas.

• nusol. Quyidagi taqsimot qonuni bilan berilgan X  diskret
....... Iiliv miqdornmg matematik kutilmasi, dispersiyasi va o‘rtacha
i iiilml • lietlanishini hisoblang.

X : - 2  1 3  6 

p :  0,4 0,2 0,1 0,3
Vechbh:

Af(X) = -2-0,4 + 1-0,2 + 3-0,1 + 6-0,3=1,5,
/ >( -V) = M(X  -  M (X ) f  = (-2 - 1,5)2 • 0,4 + (1 - 1,5)2 ■ 0,2 + 
i ( t l,5)2 • 0,1 + (6 - 1,5)2 ■ 0,3 = 11,25

cr(X) = ̂ D(X) = 1/lX25 »3,36 
Hl/ dlspersiyani ta’rif bo‘yicha hisobladik. Endi 
/•( V) v1) -  Ml(X)  formula bo‘yicha hisoblaylik. Buning uchun 
•In dtili \ tasodifiy miqdomingtaqsimotqonunini tuzib olamiz.

X 2: 4 1 9 36 
p :  0,4 0,2 0,1 0,3 

D(X) = M (X 2) -  M 2(X)  = 13,5 -  2,25 = 11,25.
I )iskret tasodifiy miqdorlar kabi uzluksiz tasodifiy miqdorlarda 

Imm matematik kutilma va dispersiya tushunchalari katta ahamiyatga
■ i i t i/luksiz tasodifiy miqdorlar uchun bu tushunchalar quyidagicha 
l Iilllladi.

1.1 ul Mumkin boigan qiymatlari (a,b) intervalga tegishli 
Im U»,«i i  \ u/liiksiz tasodifiy miqdoming matematik kutilmasi deb,

M(X)=}*/(*>& (1.35)
a

i. uplik ImI.ui .uin|lnmivchi kattalikkaaytiladi. _____

A(Jiii \ ir/.lnksiz tasodifiy miqdoming qabul qilishi mumkin 
i" ii ." <|i\iniitlai ox o‘qqa tegishli boisa, u holda matematik
1 iiidiiin ..........In n (1 i5) quyidagi ko‘rinishni oladi

-KO

M(X)= ¡xf(x)dx (1.36)
-00

Hu liolntda bu xosmas integral absolyut yaqinlashuvchi, ya’ni



|  \x\f(x)dx
-CO

integralning qiymati mavjud deb faraz qilinadi.
Agar tasodifiy miqdoming qabul qilishi mumkin boigan 

qiymatlari (a;b) intervalga tegishli boisa, u holda uning dispersiyasi 
uchun

b
D(X) = $(x-M(x))2f(x)dx (1.37)

a
formula o'rinli boiadi.

Agar tasodifiy miqdoming qabul qilishi mumkin boigan 
qiymatlari Ox o‘qqa tegishli boisa, u holda uning dispersiyasi uchun

4cO

D(X)  = J (x -  M(x)ff(x)dx  (1.38)
-CO

formula o'rinli boiadi.
Uzluksiz tasodifiy miqdoming dispersiyasini hisoblash uchun 

(1.37) va (1.38) formuladan foydalanish noqulay hisoblanadi, shu 
sababli dispersiyani hisoblash uchun (1.37) formulaning qulay
ko‘rinishini keltirib chiqaramiz.

b b b 

D(X)  = J (x -  M(X)f f(x)dx = J x2f  (x)dx -  2 J xM (X) f  (x)dx +
fi a a

b b b 

+J M \ X )  f{;x)dx = M(X2) -  2M(X)J xf(x)dx + M \X )\ f(x)dx =
a a a

= M(X2) -M 2(X)
formulaga ham bu ko'rinishdagi formulani keltirib chiqarish 
mumkin. Shunday qilib, ko‘p hollarda dispersiyani hisoblash uchun 
s '  D(X)= M(X2) -  M2(X)  (1.39)
formuladan foydalaniladi.

Uzluksiz tasodifiy miqdorlaming matematik kutilmasi va 
dispersiyasi uchun ham diskret tasodifiy miqdorlaming matematik 
kutilmasi va dispersiyalarining xossalari o'rinli boiadi.

. ■ : 6-pilsoL'Pshbu
- V  ■ fO, agar x<,0, - f}''/

F(x) = -! jc, agar 0<x<l,
1, agar x > 1
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i u | Muni I(inksiyasi bilan berilgan X  tasodifiymiqdomingmatematik
i hi iimn vu dispersiyasini toping.

V i ohlah: Ma’lumki
0, agar jc<0, 

f (x )  = F'(x)=-1, agar 0<x<I,
0, agar x > l

1 1 '• '■) lommladan foydalanib X  tasodifiy miqdoming matematik 
l>iitllinii?Hiii topamiz:

1
2

£>(X) = jx 2 - l i f e - f - l  =

tl »')> Itii imiliidan foydalanib x  tasodifiy miqdoming dispersiyasini
I < »1 Mill 11 .*

.  1  _ 1

_ I =J_
J 2 )  3  0 4  1 2

i mb i r i.liliy miqdorlar orasidagi bogianish darajasini aniqlashga 
vHiInin bmivclii ba’zi bir tushunchalami kiritamiz.

(I ln*rif. \ va y  tasodifiy miqdorlaming korrelatsiya momenti | 
i 'ii kovarialsiyasi) deb, quyidagi songa aytiladi:

Av M \(X-M (X))(Y-M (Y))].

\ i i i • • m|iIiy miqdorlar diskret boisa, u holda bu formula
• |i i % hln|fi I 11 11111 n 11 i 111 oliidl;

A„V(i, M (X))(,v, -  M (X))p,j,
ij

I'lllldn i>tj l\X -  t,;K yt).
Ki>iidiii.'iiya momenti ifodasini matematik kutilma xossalari 

i n ii In quyklagicha almashtirilishmumkin:
M11 V A/(.V))(y -  M(7))] = M[XY -  XM(Y) -  YM(X) + M(X)M(Y)\ = 

SUSY) M (X)M(Y) -  M(Y)M(X) + M(X)M(Y) = M(XY) -  M(X)M(Y)

t («‘orcm a. Agar ikkita tasodifiy miqdor o‘zaro bogiiq boima- 
i u holda ularning korrelatsiya momenti nolga teng boiadi.______
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7-ta’rif. x  va Y tasodifly miqdorlaming korrelatsiya koeffit- 
siyenti deb,

tenglik bilan aniqlanadigan kattalikka aytiladi.

Korrelatsiya momenti uchun quyidagi

tengsizlik o‘rinli boiishini ko‘rsatish mumkin, chunki ¡/̂  J < l .
Agar x  va y  tasodifiy miqdorlar bogiiqmas boisa, u holda 

ulaming korrelatsiya koeffitsiyenti nolga tengligini ko‘rsatish qiyin 
emas.

Quyidagi teorema tasodifiy miqdorlar orasida bogianishni 
tavsiflashda korrelatsiya koeffitsiyentining ahamiyatini yana ham 
batafsil oydmlashtirib beradi.

4-teorema. Y tasodifiy miqdor X  tasodifiy miqdoming chiziqli 
funksiyasi, ya’ni Y =aX  + b boisin, u holda agar a>  0 boisa, =1,

K xy= M  [ (X  -  M(X))(Y  -  Af(F))] = M [ ( X ~  M(X)XaX + b -  M(Y))\  = 

M [ ( X -  M(X))(aX + b - a M ( X ) - b)] = a M [ ( X - - M ( X ) ) f  = aD(X)  = aal

1.6. Amalda ko‘p uchraydigan taqsimot qonunlari. Katta sonlar 
qonuni. Markaziy limit teoremasi

Tasodifiy miqdorlaming amalda ko‘p uchraydigan taqsimot 
qonunlari bilan tanishib chiqamiz.

1. Diskret tasodifiy miqdorlar uchun taqsimot qonunlari. 
a) Binomial taqsimot qonuni. A hodisaustida n ta erkli tajriba 

o‘tkazilyotgan boisin. Ulaming har birida A hodisa bir xil o‘zgarmas

agar a < 0 boisa , rv = - 1 boiadi.
Isbot:

54



г i-lii¡mollik bilan yuz bersin. n ta tajribada A hodisaning yuz 
i n « rililnr sonidan iborat X  tasodifiy miqdomi qaraymiz. Bu tasodifiy 
inltidorga mos jadval

X:  0 1 2 .... n - 1 n
P -P n (  ° )  P n O ) P n ( 2 )  - ■  P n (” ~  0  P n (» )  

Ku'iïnishdaboiib, bunda pn(k)=C*pkq"~k, (£=0,1,2,...,«).
I$u jadvaldagi pn(k)(k=Q,ri) ehtimollik binomial formuladan 

liiV'Ialnnib hisoblanganligi sababli yuqoridagi jadval bilan 
«i.«I it i lanadigan taqsimot qonuni binomial taqsimot qonuni deb 

11111 ut I i Mu yerda shuni ta’kidlash kerakki cr2(X) = npq, M(X)  = np.
I in is o l .  Do‘konga kirgan har bir xaridoming xarid qilish ehti- 

moli 0,7.5 ga teng boisa, do‘kondagi 4 ta xaridoming xarid qilgan-
I.Hni v tasodifiy miqdor deb qarab uning taqsimot qonunini tuzing.

W ell ¡sir. X tasodifiy miqdorning qabul qilishi mumkin boigan  
<|iунииlnii: o,i.2,3,4. pn(k) ehtimollami Bernulli formulasi yordamida 
lilmihlaymiz:

iY  ГзУ 54 _  ^  f iŸ  f3Y 12
' ’•(2) ‘ • U J  U J  - 5 ?  A(3)* c ; 'U ;  h ;  256-

f tW -C f- í- l  -Í-1 =— ./HV « ( 4J U J  256
i H и i; * ¡i 11 tiiaiiiinolliiini jadvalga joylashtirib 

\ 0 1 2 3 4
Kl 108 54 12 1 

'' 256 256 256 256 256 
fni|Nlmot qonunini hosil qilamiz.

Ii) l’uasson taqsimot qonuni. n ta erkli tajriba o‘tkazilyotgan 
I I n i u  lllarning har birida A hodisa bir xil p  ehtimol bilan yuz
I " i ми n la tajribada A hodisaning yuz berishlar sonidan iborat x  
iir.ixhlîy iniqdomi qaraymiz. Agar x  tasodifiy miqdorga mos jadval

X  : 0 1 2 ... к ...
P  ■ Po P i P 3- P k -
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ko‘rinishda boiib , x  tasodifiy miqdoming mumkin boigan 
{xk} (k  = 0,1,2,...) qiymatlarining ehtimollari

'lkPi
Pn(k ) = Pk ~~TTe~X’ (k  = 0,1,2,...,), A  = np = const 

k l
formula bilan hisoblansa, x  tasodifiy miqdor Puasson qonuni 
bo‘yicha taqsimlangan deyiladi. Bu yerda M ( X )  = A, a 2( X )  = A q .

1-eslatma. Puassontaqsimot qonunida l i =1.

2-misol. Qo‘shma korxona iste’molchiga 3000 ta sifatli 
mahsulot jo ‘natdi. Mahsulotning yo ida  shikastlanish ehtimoli 0,001 
ga teng boisa, yo ida shikastlangan mahsulotlar sonini x  tasodifiy 
miqdor deb qarab uning taqsimot qonunini tuzing.

Yechish: Shartga asosan, ¿=3,X:0,i,2,...,3000. U holda x  
tasodifiy miqdoming taqsimot qonunini:

X:  0 1 ... 3000
P-Pi ooo (®) P3000O) — P3000 (3000)

d) Geometrik taqsimot qonuni. Erkli tajribalar o‘tkazilyotgan 
boisin. Ulaming har birida A hodisa bir xil p ehtimol bilan yuz 
bersin. A hodisa yuz berishi bilan tajriba to‘xtatiladi. x  tasodifiy 
miqdor A hodisaning birinchi ro‘y berishigacha boigan tajribalar 
soni boisin. Agar (k - 1) -tajribagacha a hodisa ro‘y bermasdan k- 
tajribada ro‘y bersa, bu murakkab hodisaning ehtimoli

p (X=k)=gk-'p (1.40)
formula bilan aniqlanadi. (1.40) formulada k = 1,2,... deb qarab

X  : 1 2 3 ... k ...
p:p  pq q2p... qk~lp... 

jadvalni hosil qilamiz. Bu taqsimot qonuni geometrik taqsimot 
qonuni deb ataladi.

2-eslatma. Geometrik taqsimot qonunida lim^/7, =1.
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3-misoI. X  kubikni tashlashda birinchi marta “6” ochko 
tushguncha oikaziladigan tajribalar soni boisin. Ravshanki, bu

holda x  diskret tasodifiy miqdor boiib , p - — parametrli geometrik

taqsimot qonuniga bo‘ysinadi. Ya’ni
X :  1 2 3 ... k

■ I  I I  fsY  1 f s T l 1 
p ' 6 6 6

e) Gipergeometrik taqsimot qonuni. Maiumki, N  ta detai
ning ichida M  ta standart detal boiganda tasodifiy ravishda olingan 
n ta detaining orasida k ta standart detal boiishining ehtimoli

jr-tk

i>„ (It) = formula yordamida topiladi.

Hu yen,la M ( X ) ^ ,  er2(X ) = — n)M ^  ~
N ' N \ N - 1)

4-niLsoL Qutida 7 ta shar boiib , ulaming 4 tasi qora. Tasodifiy
ravishda 3 ta shar olingan. Agar x  tasodifiy miqdor olingan sharlar
onisidagi oq sharlar sonidan iborat boisa, uning taqsimot qonunini
tuzing.

Ycchish: x  tasodifiy miqdorning qabul qilidigan qiymatlari: 0,
I V, i. Ilu qiymallarni qabul qilish ehtimollarini hisoblaymiz:

nu ( 1 ' c l 4 Cl Cl 18

<■;_!?. . . ¡ r . j ' i '
q  35’ Cl 35'

II lt<>1(1.1 quyklagi taqsimot qonuni hosil boiadi:

X : 0  1 2 3
. _4_ 1* 12 J_

P ' 35 35 35 35

2. U/luksiz tasodifiy miqdorlar uchun taqsimot qonunlari
Imli u/luksiz tasodifiy miqdorlar uchun amalda ko‘p uchraydigan
bii’zi taqsimot va zichlik funksiyalami hamda bu funksiyalaming 
xossalarini ko‘rib chiqamiz.
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a) Tekis taqsimot qonuni. Agar uzluksiz tasodifiy miqdorning 
zichlik funksiyasi

0, agar x<a ,

agar a < x < b ,  (1.41)/(*) = b - a
0, agar x > b

ko‘rinishda boisa, bu tasodifiy miqdor (a;b) oraliqda tekis taqsimot 
qonuniga bo‘ysinadi deyiladi.

x
F(x)= |  f(t)dt formuladan foydalanib, bu tasodifiy miqdorning

_ ~oo

taqsimot funksiyasini topamiz:
x

1) Agar x<a  boisa, u holda F(x)= J f(t)d t=0.
-0 0

2) Agar a<x<h boisa, F(x) = f f(t)dt = f 0dt+ .
i  ab ~ a b - a

3) Agar x >b  bo isa, u holda

‘Sile rmniix a » * ,
J f(t)dt = J f W + j  f(t)d t+J f(t)d t= 0 + + 0 = 1 .

-o o  -oo  a b D  Cl

Demak,
0, agar x < a ,

X a , agar a < x < b ,  (1.42)
-a

1, agar x > b

Odatda, (1.41) zichlik funksiyasi bilan berilgan uzluksiz 
tasodifiy miqdomi (a; b) oraliqda tekis taqsimlangan tasodifiy miqdor 
deyiladi. (a;b) oraliqda tekis taqsimlangan tasodifiy miqdorning 
matematik kutilmasi uchun M(X)  = dispersiyasi uchun esa

/ L_
D(JO= u  tenglik o‘rinli boiadi. [a,b\ oraliqda tekis

taqsimlangan uzluksiz tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasining 
grafigi sxematik holda quyidagi ko‘rinishda boiadi.
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/JsF(x)

\a,b\ oraliqda tekis taqsimlangan uzluksiz tasodifiy miqdoming 
zichlik fimksiyasining grafigi sxematik holda quyidagi ko‘rinishda 
boMadi.

b) Normal taqsimot qonuni. Agar uzluksiz tasodifiy miqdor- 
ning zichlik funksiyasi

1 <̂-Д)2
f (x )  - e 1,,г (1.43)

<rj2n
Im i 11 iii’il к In ho'l'.ii, bn ln.sodifiy miqdor normal taqsimot qonuniga
I и г у ‘iii ui« 1 i doyiladi vu и N (a ,cr) koTinishda belgilanadi. Bu zichlik 
liinkMya f-м aflyining sxematik chizmasi quyidagi ko‘rinishga ega:

59



Bu egri chiziq normal egri chiziq (Gauss egri chizig‘i) deb aytiladi.
j  (x -a )1

Diffrensial hisoblash metodlaridan foydalanib /(*) =—j ^ e  21,1

funksiyani tekshirsak u quyidagi xossalarga ega boiadi.
1. Funksiya butun sonlar o‘qida aniqlangan.
2. x ning barcha qiymatlarida funksiya grafigi Ox o‘qidan 

yuqorida yotadi.
3. Ox o‘q funksiya grafigining gorizontal asimptotasi 

hisoblanadi. - - ...- - —.......  •
4. x=a nuqtada funksiya maksimumga erishadi va —

<T'/2Tr
qiymatni qabul qiladi.

5. x - a  chiziqqanisbatan funksiya grafigi simmetrikjoylashgan.

6. a-er,-
ae

I va (a+a,— j nuqtalar funksiya grafigining
42k  )  V cre42n J

burilish nuqtalari hisoblanadi.
(1.43) formuladan ko‘rinib turibdiki, normal taqsimot qonuniga 

bo'ysinuvchi uzluksiz tasodifiy miqdoming zichlik fiinksiyasi ikki: a 
va a  (cr-sigma) parametrlar bilan aniqlanadi. Demak, normal 
taqsimot qonuniga bo‘ysinuvchi uzluksiz tasodifiy miqdoming 
zichlik funksiyasini aniqlash uchun shu ikkita parametming 
qiymatlarini bilish kifoya ekan. Bu parametrlaming ehtimoliy 
ma'nosi quyidagichadir: a parametr normal taqsimot qonuniga 
bo‘ysinuvchi tasodifiy miqdoming matematik kutilmasiga, cr uning 
o‘rtacha kvadratik chetlanishiga teng.

Darhaqiqat, (1.43) formula bilan aniqlanuvchi tasodifiy 
miqdoming aniqlanish sohasi (-°o;oo) boiganligi sababli

oo -i CO (x -a )2

M(X) = |  xf(x)dx =.|  xe 20,2 dx

x —ClBu integralni hisoblash uchun yangi z - -----  o‘zgaruvchi

kiritamiz. Bundan x-crz+a=>dx=adz, u holda
1 00 Z ___

M(X) = —p= i aze 2dz + —%=\e 2dz-0 + —S= ■ 42k
■ fa l  42z t  4 2^

¡r2
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Shunday qilib, M(X) = a, ya’ni normal taqsimotning matematik 
kutilmasi a parametrga teng. Xuddi shunga o‘xshash, D(X) = a2 
ekanligini ko‘rsatish mumkin (Buni mustaqil bajarib ko‘ring).

3-eslatma. Umumiy normal taqsimot qonuni deb, a va a  
parametrlaming qiymatlari ixtiyoriy boigan normal taqsimot 
qonuniga aytiladi.

Standart normal taqsimot qonuni deb, a=0 va a=l parametrli 
normal taqsimot qonuniga aytiladi. Har qanday umumiy normal 
taqsimot qonunini standart taqsimot qonuniga keltirish mumkin. 
Masalan, X tasodifiy miqdor a va a  parametrli normal taqsimot

X—aqonuniga bo‘ysinuvchi tasodifiy miqdor bo‘lsa, u holda z =——

almashtirish bilan uni standart taqsimot qonuniga bo‘ysundirish 
mumkin boiadi, chunki M(Z) = 0, o-(Z) = l. Standart taqsimotning 
zichlik funksiyasi

iф )  = - = е  2 (1.44)
л/ 2ж

ko‘rinishda boiadi. Bu funksiyaning qiymatlar jadvali ehtimollar 
nazariyasiga oid ko‘plab adabiyotlarda keltirilgan.

4-eslatma. Umumiy normal taqsimot fixnksiyasi deb,
, I O'-я)2l ---------

ал[2л :
funksiyaga, normalangan taqsimot funksiyasi deb esa,

F(x)= }  e 2“г dy (1.45)

i * —
F0(jc)=-7= í e ^dy  (1-46)

funksiyaga aytiladi.

F(x) va F0(x) funksiyalar orasida quyidagi munosabat mavjud 

F(x) = F0 —j . F0(x) funksiyaning qiymatlari uchun maxsus jadval 

tuzilgan boiib, uning grafigi quyidagicha shaklga ega:
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F0(x) funksiya va <t>(x)=-r =ie 2 dz Laplas funksiyasi orasida

quyidagicha munosabat (mustaqil keltirib chiqariladi) mavjud
F0(x)=0,5 + <D(jc).

d) Ko‘rsatkichli taqsimot qonuni. Agar uzluksiz tasodifiy 
miqdoming zichlik funksiyasi

,, , fo, agar j£<0,
[Ae , agar x>0

ko‘rinishda bo'lsa, bu tasodifiy miqdor ko‘rsatkichli taqsimot 
qonuniga bo‘ysunadi deyiladi (bu yerda A > 0 o‘zgarmas musbat son).

Ko‘rsatkichli taqsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy miq
doming taqsimot funksiyasini topamiz:

Demak,

F(x) = j  f(t)dt = 0 + j  Ae* dt = 1-<T

iO, agar x<0,F(x) = J ’
[l—e , agar x>0.

Ko‘rsatkichli taqsimotning matematik kutilishi, dispersiya va 
o‘rtacha kvadratik chetlanishlari (mustaqil hisoblanadi) mos ravishda 
quyidagicha boiadi:

i ’ « « 4 *  ^ - r
3. Katta sonlar qonuni. Maiumki, tajriba natijasida tasodifiy 

miqdor mumkin boigan qiymatlaming qaysi birini qabul qilishini 
oldindan aytib boimaydi, chunki bu juda ko‘p tasodifiy faktorlarga
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bogiiq, bu faktorlaming esa hammasini hisobga olib bo‘lmaydi. 
Ammo bir tomondan shuni ham ta’kidlash kerakki, keng qamrovli 
shartlar ostida ko‘p sondagi tasodifiy miqdorlar o‘rta arifmetigi 
deyarli tasodifiylik xarakterini yo‘qotadi.

Amaliyot uchun juda ko‘p tasodifiy sabablaming birgalikdagi 
ta’siri tasodifga deyarli bog‘liq boimaydigan natijaga olib keladigan 
shartlami bilish juda muhimdir, chunki bu hodisalarning qanday 
rivojlanishini oldindan ko‘ra bilishga imkon beradi. Bunday shartlar 
umumiy nomi “Katta sonlar qonuni” deb ataluvchi teoremalarda 
keltiriladi. Bular qatoriga Chebishev va Bemulli teoremalari mansub 
boiib, Chebishev teoremasi katta sonlar qonunining eng umumiy, 
Bernulli teoremasi esa sodda holi hisoblanadi.

Dastlab quyidagi ta’rifni keltiramiz.

1-ta’rif. Agar Xl,X2,...,X„ tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi mos 
ravishda M(X{), M(X2),..., M(Xn) matematik kutilishlarga ega boiib, 
ixtiyoriy s  >0 son uchun n-*°o da

Xl+X2 + ...+ X„ M(X,) + M(X2) +... + M{X„) < í U l  (1.47)
n

munosabat bajarilsa, berilgan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi katta 
sonlar qonuniga bo‘ysunadi deyiladi._________________________

Katta sonlar qonuniga oid teoremalami isbotlashda Chebishev 
tengsizligidan foydalaniladi. Biz bu teoremani isbotsiz keltiramiz.

Chebishev tengsizligi. Ixtiyoriy s> 0 son uchun
p i\X -M (X )\> s)< ^-  yoki p { \X -M (X )\< e )> \-^ - . (1.48)G €
Amaliyotda Chebishev tengsizligining ahamiyati chcklangan 

boiib, u ba’zan trivial baho beradi. Chebishev tengsizligining nazariy 
ahamiyati juda kattadir.

1-teorema (Chebishev teoremasi). Agar Xi>X2,...,Xn birgalikda 
crkli tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi boiib, ulaming dispersiyalari 
yuqoridan tekis chegaralangan (ya’ni D(Xt)<C, i=1,2,...) boisa, u 
holda musbat s son har qancha kichik boiganda ham_____ _
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lim/?Л—*» 1
X l + X2 + ... + X„ М(Х,) + М (Х2) + ... + М(Хв) < e j- l  (1.49)

n n
munosabat bajariladi.

Shunday qilib, Chebishev teoremasi quyidagicha da’vo qiladi: 
agar dispersiyalari tekis chegaralangan ko‘p sondagi tasodifiy 
miqdorlar qaralayotgan bo‘lsa, u holda bu tasodifiy miqdorlar 
arifinetik o‘rtacha qiymatining ularning matematik kutilmalari 
arifmetik o‘rtacha qiymatidan chetlanishining absoiyut qiymati 
istalgan musbat kichik sondan ham kichik bo‘iishidan iborat hodisani 
deyarli muqarrar deb hisoblash mumkin.

Isbot: Chebishev tengsizligini
— X + X ,+ . . .+ X „

(1.50)

tasodifiy miqdorga nisbatan qoilaymiz:

p ^C -M {X )\< s)> \-^p -

Matematik kutilma va dispersiyaning xossalaridan foydalanib va 
teorema shartlariga ko‘ra quyidagilarni hosil qilamiz.

M (X )  = M\ Л ^ М ( Х , ) ,
\ r* i=I

D&) = D [ ± ± x ] = \± D ( X t)< ^ = Ç .
\n  W )  n M n  n

Bu ifodalami (1.50) tengsizlikka qo‘yib:

« Ы1
<£ J>1~ —

/ n2e2
>1-

neг  >

hamda ixtiyoriy hodisaning ehtimoli 1 dan katta emasligini hisobga 
olib,

ne
<Е <1

tengsizlikni hosil qilamiz. Bu munosabatdan и-*oo da teorema 
tasdig‘i kelib chiqadi:

« t í  «Ы
< s <1.
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Chebishev teoremasida biz tasodifiy miqdorlaming matematik 
kuiilmalari har xil deb faraz qilgan edik. Amaliyotda esa tasodifiy 
miqdorlar ko‘pincha bir xil a=M(Xt) matematik kutilmaga va 
n(X,)  = cr2 dispersiyaga ega boiadi. U holda:

M( X )  = M\ - ' ¿ X )  = - ¿ M (X,) = - n a  = a  
) nlZt n

Qaralayotgan xususiy holda, Chebishev teoremasi quyidagicha 
ifodalanadi.

2-teorema. Agar X„X2,...,, 
ho“ lib, bir xil a matematik kuti 
1 to'Isa, u holda ixtiyoriy kichik

lim p\
»->00 I

X„ tasodifr 
lmaga va 
e > 0 son u

i f  X ,-a  n l i

f miqdorlar birgalikda erkli 
o-2 chekli dispersiyaga ega 
chun

< ij  = l (1.51)

Faraz qilamiz, n ta erkli sinash o‘tkazilayotgan boiib, ulaming 
har birida a hodisaning ro‘y berish ehtimoli p  ga teng boisin. U 
holda hodisa ro‘y berishining nisbiy chastotasi qanday boiishini 
oldindan ko‘ra bilish mumkinmi? Bu savotga Yakob Bernulli 
lomonidan isbotlangan quyidagi teorema ijobiy javob beradi.

3-teorema (Hcrnulli teon
birida A hodisaning ro‘y beris' 
soni yetarlicba katta boisa, 
chastotasining p  ehtimoldan 
ixtiyoriy kichik musbat sondai 
yaqinlashadi:

limp
«—KC

iinasi). Agar n ta erkli sinashning har 
l  ehtimoli p  o£zgarmas va sinashlar 
i  holda hodisa ro‘y berishi nisbiy 

chetlanishining absolyut qiymati 
i ham kichik boiish ehtimoli birga

^ - P<£1 = 1 (1.52)n )

Isbot: a hodisa ro‘y berishlarining chastotasi ni quyidagicha 
ifbdalash mumkin:
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К  = Х 1+ Х г +... + Х„
Bunda X, -  A hodisaning ¡ -sinashdagi ro‘y berishlar sonini 
ifodalovchi tasodifíy miqdor. Xx,X 2,...,Xn tasodifiy miqdorlar erkli 
boiib, bir xil taqsimot qonuniga egadir. Ya’ni

X t :0  1 X 2 : 0 1 X„: 0 1 
p: q p  p :  q p  p :  q p  

Bu tasodifíy miqdorlar uchun
M(X,) = M(X2) = ... = M (X„)=p, D(X,) = pq<. I4

ekanligini ko‘rsatish mumkin. U holda
M(pn) = M ( X l + X 2 + ... + *„) = M ( X x) + M ( X 2) + + M ( X J  = np

va M\ —  \ = p ekanligini hisobga olsak:

lim p <s =1

Qaralayotgan holda Chebishev teoremasining barcha shartlari 
bajariladi.
Bernulli teoremasi sinashlar soni yetarlicha katta boiganda nisbiy 
chastota nima uchun turg‘unlik xossasiga ega bo‘lishini tushuntiradi
va ehtimolning statistik ta’rifíni asoslaydi.____________________

к5-eslatma. Bernulli teoremasidan lim— - p  xulosani chiqarishn-*x> ft
mumkin emas.

Teorema yetarlicha ko‘p sondagi tajribalarda nisbiy chastota har
bir tarjribada hodisa ro‘y berishining o‘zgarmas ehtimoliga faqat

• • ■ • • • k ehtimol bo‘yicha yaqinlashishi haqidadir. -  ning p ga ehtimol

bo‘yicha yaqinlashishi analizdagi oddiy yaqinlashishdan farq qiladi. 
Bu farqni to‘g‘ri tushunish uchun ehtimol bo‘yicha yaqinlashish 
la’rifini beramiz.

2-ta’rif. Agar ixtiyoriy e>0 uchun \xn -x 0¡<£ tengsizlikning 
bajarilish ehtimolligi и->со da birga intilsa, u holda 
ketma-ketlik x0 ga ehtimol bo‘yicha yaqinlashadi deyiladi.
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Chebishev teoremasining (yoki katta sonlar qonunining) mohi- 
yati quyidagicha: ayrim olingan erkli tasodifiy miqdorlar o‘z mate- 
matik kutilmalaridan katta farq qiladigan qiymatlami qabul qilsada, 
yetarlicha katta sondagi tasodifiy miqdorlaming arifinetik o‘rtacha 
qiymati katta ehtimollik bilan tayin o‘zgarmas songa, chunonchi
- Y m (X-) songa yaqin qiymatlami qabul qiladi.
n

Boshqacha qilib aytganda, ayrim tasodifiy miqdorlar anchagina 
sochiígan boiishi mumkin, lekin ulaming arifinetik o‘rtacha 
qiymatlarining tarqoqligi kam boiadi.

Shunday qilib, bar bir tasodifiy miqdor mumkin bo‘ lgan qiymat- 
laridan qaysi birini qabul qilishini aniq ayta olmasak ham ulaming 
arifinetik o‘rtachasi qanday qiymat qabul qilishini oldindan ko‘ra 
bilish mumkin,

Katta sonlar qonuniga ko‘ra, yetarlicha ko‘p sondagi erkli 
(dispersiyasi tekis chegaralangan) tasodifiy miqdorlaming arifinetik 
o'rtacha qiymatlari tasodifiylik xarakterini yo‘qotadi. Bu esa 
quyidagicha izohlanadi: har bir miqdoming matematik kutilmasidan 
chetlanishi musbat ham, manfiy ham boiishi mumkin, ammo 
arifmetik o‘rtachada ular o‘zaro yo‘qolib ketadi.

Chebishev teoremasining amaliy ahamiyatiga doir quyidagi 
misolni keltiramiz.

Odatda, biror fizik kattalikni oichash bir necha marta amalga 
oshiriladi va ulaming arifmetik oitacha qiymati izlanayotgan 
oicham sifatida qabul qilinadi. Qanday shartlarda bu usulni to‘g‘ri 
deb hisoblash mumkin? -  degan savolga Chebishev teoremasi javob 
beradi.

Haqiqatan ham, har bir oichash natijalarini Xl,X2,...,Xn tasodifiy 
miqdorlar sifatida qarab, bu tasodifiy miqdorlarga Chebishev 
teoremasini qoilamoqchi boisak, quyidagilar bajarilishi kerak: 
birgalikda erkli; bir xil matematik kutilmaga ega; dispersiyalari tekis 
chegaralangan. Agar har bir oichashning natijasi qolganlariga 
bogiiq boimasa, birinchi shart bajariladi.

Agar oichashlar sistematik (bir xil ishorali) xatolarsiz bajarilsa, 
ikkinchi talab bajariladi. Bu holda hamma tasodifiy miqdorlaming 
matematik kutilmalari bir xil boiib, u haqiqiy oichamga teng 
bo‘ ladi. Agar oichash asbobi aniqlikni ta'minlay olsa, uchinichi talab
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ham bajariladi. Bunda ayrim o‘lchashlaming natijalari liar xil 
boisada, ulaming tarqoqligi chegaralangan boiadi.

Agar yuqorida ko‘rsatilgan hamma talablar bajarilgan bo‘lsa, u 
holda oichash natijalariga Chebishev teoremasini qoilashga haq- 
limiz. Bunda yetarlicha ko‘p sonda oiphashlar o‘tkazilsa, u holda 
ulaming arifmetik o‘rtacha qiymati o‘lchanayotgan kattalikning haqi- 
qiy qiymatidan istalgancha kam farq qiladi. Statistikada qoilana- 
digan tanlanma usul Chebishev teoremasiga asoslangan, bu usulning 
mohiyati shundan iboratki, unda uncha katta boimagan tasodifiy 
tanlanmaga asoslanib, barcha tekshirilayotgan obyektlar to‘plami 
to‘g‘risida mulohaza qilinadi.

1-misol. Х 1,Х г,...,Х„ erkli tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi 
quyidagicha taqsimot qonuniga ega.

X n: —a a 
n + 1 n

P- 2n + l 2n + l
Berilgan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun Chebishev 
teoremasi o‘rinlimi?

Yechish: Chebishev teoremasi shartlarini tekshiramiz:
M{Xn) = - a ^ - + a -^ — =----— , D(X)<a2.

2n + l 2n +  l 2n + l
Demak, dispersiyalari a2 bilan tekis chegaralangan va bu tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi uchun Chebishev teoremasi o‘rinli.

2-m iso l. X  diskret tasodifiy miqdor quyidagi taqsimot bilan
berilgan.

X : 0,1 0,4 0,6
Г  , u ii  . ’ p :  0,2 0,3 0,5 ,,;i: ...J ÿ

Chebishev tengsizligidan foydalanib, p(\x- M(X)\<40A) ehtimolni 
baholang.

Yechish:
M (X )  = 0,1 • 0,2 + 0,4 • 0,3 + 0,6 • 0,5 = 0,44,

Z>(X) = 0,12 0,2 + 0,42 0,3 + 0,62 -0,5 -  0,442 = 0,0364

Demak, / > ( | х - 0 , 4 4 | < 7 м ) > 1 - ^ р = 0,909.
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«1. Markaziy limit teoremasi. Maiumki, normal taqsimlangan 
innidiliy miqdorlar amaliyotda keng tarqalgan. Buni nima bilan 
■i < i,slash mumkin. Bunga rus matematigi A.M.Lyapunovning 
• |iiyidagi teoremasi javob beradi.

4-teorema (Markaziy limit teoremasi). Agar x  tasodifiy 
mlqdor juda ko‘p sondagi o‘zaro bogiiqmas tasodifiy miqdorlaming 
viK'. indisidan iboratboiib, harbirhadning yigindigata’siri e’tiborga 
olinmaydigan darajada juda kam boisa, u holda x  ning taqsimoti 
normal taqsimotga yaqin boiadi.

Masalan, tajriba qandaydir fizik kattalikni o‘lehashdan iborat 
boisin. Har qanday oichash bu kattalikning taxminiy qiymatini 
lu riidi, oichash natijasiga ta’sir etuvchi tasodifiy faktorlar esa juda 
lo |> liar bir faktor oichash natijasiga e’tiborga olinmaydigan 
■ in i a juda boisa ham ta’sir ko‘rsatadi va xatolikni hosil qiladi. Ammo, 
im i.ikiorlarning soni juda ko‘p boiganligi sababli xatoliklaming 
HMiutniy yigindisi sezilarli darajada xatolikni hosil qiladi. Bu 
Miloliklar yigindisini juda katta sondagi o‘zaro bogiiqmas tasodifiy 
mic|dorlar yigindisi deb qarab, bu yigindining taqsimoti normal 
lm|simotga yaqin ekanligi haqida xulosa qilishimiz mumkin.

I'araz qilamiz, Xi,X 2,...,Xn o‘zaro bogiiqmas tasodifiy 
miqdorlm kelma-ketligi berilgan boiib, ulaming matematik 
l Utilmaliri va dispersiyalari D(Xk) =bk chekli boisin.

Q uyidagicha bclgilnsh kiritamiz: ^

S„ - X, + Xx +...+X„ A „*£a t , Bl = £ $

Normalangan yigindining taqsimot funksiyasini quyidagicha 
bclgilaymiz

r s n-  4  x----2L<X
K &  J

:.f.v .it*-*'

limp

Agar normalangan yig‘indining taqsimot funksiyasi x  ning har 
i|.m(hiy qiymatida va n-><x> da normal taqsimotga intilsa, ya’ni i

1 f 4
•Jlx:

boisa, X,,X,,...,X„... ketma-ketIik uchun markaziy limit teoremasini 
i |oilash mumkin.
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Nazorat savollari

1. Hodisalaming turlarini ayting va ularga doir misollar 
keltiring.

2. Elementar hodisa va elementar hodisalar fazosi ta’rifmi 
bering.

3. Ehtimolning klassik ta’rifini keltiring.
4. Nisbiy chastotaning turg'unlik xossasi nimadan iborat?
5. Statistik ehtimollikni tushuntiring. Uning ehtimolning 

klassik ta’rifidan farqi nimada?
6. Geometrik ehtimollik nima?
7. Hodisalar yigindisi va ko‘paytmasi amallarini ta’riflang.
8. Ehtimollami qo‘shish qoidalarini ayting.
9. Erkli hodisalar ta’rifini bering.
10. Ehtimollami ko'paytirish qoidalarini keltiring.
11. Shartli ehtimol ta’rifini keltiring.
12. Hodisalar to ia  guruhiga ta’rif bering va misollar keltiring.
13. T oia ehtimol formulasida qanday shartlar talab qilinadi?
14. Bayes formulasi va to ia  ehtimol formulalari orasidagi 

umumiylikni ayting.

Mustaqil yechish uchun misollar

1. Telefon nomerini terayotganda abonent oxirgi ikki raqamni 
eslay olmadi. U bu raqamlar har xil ekanligini eslab, ulami tavak- 
kaligaterdi. Telefon nomeri to‘g‘ri terilganligi ehtimolligini toping.

2. 100 ta lotoreya biletlaridan bittasi yutuqli boisin. 
Tavakkaliga olingan 10 lotoreya biletlari ichida yutuqlisi boiishi 
ehtimolligini toping.

3. Pochta boiimida 6 xildagi otkritka bor. Sotilgan 4 ta 
otkritkadan:

a) 4 tasi bir xilda;
b) 4 tasi turli xilda boiishi ehtimolliklarini toping.
4. Detallar partiyasi uch ishchi tomonidan tayyorlanadi. 

Birinchi ishchi barcha detallaming 25%ini, ikkinchi ishchi 35%ini, 
uchinchsi esa 40%ini tayyorlaydi. Bu uchchala ishchining
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tnyyorlagan detallarining sifatsiz boiish ehtimolliklari mos ravishda
0,05; 0.04 va 0,02 ga teng boisa, tekshirish uchun partiyadan olingan 
detaining sifatsiz boiish ehtimolligini toping.

5. Ikki teng kuchli shaxmatchi shaxmat o‘ynashmoqda. Qaysi 
hodisaning ehtimolligi katta: 4 ta partiyadan 2 tasida yutishmi yoki 6 
la partiyadan 3 tasida yutish.

6. Telefon stansiyasi 2000 ta abonentga xizmat ko‘rsatadi. Agar 
bar bir abonent uchun uning bir soatni ichida qo‘ng‘iroq qilishi 
ehtimolligi 0,003 boisa, bir soatning ichida 5 ta abonent qo‘ngiroq 
qilishi ehtimolligini toping.

7. Sex ishlab chiqargan mahsulotining o‘rtacha 96% i sifatli. 
liazada mahsulotni qabul qilib oluvchi sexning 200 ta mahsulotini 
tavakkaliga tekshiradi. Agar tekshirilgan mahsulotlardan sifatsizlari 
soni 10 tadan ko‘p boisa, butun mahsulotlar partiyasi sifatsiz deb, 
sexga qaytariladi. Mahsulotlar partiyasining qabul qilinishi 
ehtimolligini toping.

8. Detaining nostandart boiishi ehtimolligi 0,6 ga teng. »=1200 
ta detal ichida nostandart detallar boiishi nisbiy chastotasining 
/> = 0,6 ehtimollikdan chetlashishi absolut qiymati ¿r=0,05 dan katta 
boimasligi ehtimolligini toping.

9. Musobaqaning 10 ta ishtirokchisiga 3 ta yutuqni necha xil 
usul bilan taqsimlash mumkin.

10. Ma’lum uchta kitob yonma-yon turadigan qilib, 7 ta 
kitobni tokchaga necha xil usul bilan taxlash mumkin.

11. Birinchi talabada 7 xil, ikkinchisida 16 xildagi kitoblar bor 
boisa, kitobga kitobni necha xil usul bilan almashtirishlari mumkin.

la kitobga 2 ta kitobnichi?
12. 3,3,5,5,8 raqamlaridan nechta besh xonali son hosil qilish 

mumkin.
13. 9 qavatli bino liftiga 4 kishi kirdi. Ulaming har biri bir- 

biriga bogiiqsiz ravishda ixtiyoriy qavatda chiqishlari mumkin.
i u.ii

a) turli qavatlarda; b) bitta qavatda;
c) 5-qavatda chiqishlari ehtimolliklarini toping.

14. lmtihon biletlariga kiruvchi 60 savoldan talaba 50 tasini 
biladi. Tavakkaliga tanlangan 3 ta savoldan:

a) hammasini; b) ikkitasini bilishi ehtimolligini toping.
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15. Idishda 5 ta ко‘к, 4 ta qizil va 3 ta yashil shar bor. 
Tavakkaliga olingan 3 ta shaming:

a) bir xil rangda; b) har xil rangda;
c) 2 tasi ko‘k va 1 tasi yashil rangda boiishi ehtimolligini 

hisoblang.
16. [0,5] kesmadan tavakkaliga bitta nuqta tanlanadi. Shu 

nuqtadan kesmaning o‘ng oxirigacha boigan masofa 1,6 birlikdan 
oshmasligi ehtimolligim toping.

17. Idishda 4 ta oq, 3 ta ko‘k va 2 ta qora shar bor. Tavakkaliga, 
ketma-ket, bittadan 3 ta shar olindi. Birinchi shar oq, ikkinchisi ko‘k 
va uchinchisi qora rangda boiishi ehtimolligini toping.

18. Talaba imtihon 40 ta biletlarining faqat 30 tasiga javob 
bera oladi. Talabaga imtihonga birinchi boiib kirishi foydalimi yoki 
ikkinchi?

19. Zavod ishlab chiqargan mahsulotning 90% i sifat 
talablariga javob beradi. Tekshiruvchi mahsulotni 0,96 ehtimollik 
bilan sifatli, 0,06 ehtimollik bilan sifatsiz deb topadi. Tavakkaliga 
olingan mahsulotning sifatli deb topilishi ehtimolligini toping.

20. Oilada 3 ta farzand bor. Agar o‘g‘il bola tugilishi 
ehtimolligi 0,51, qiz bola tugTishi ehtimolligi 0,49 ga teng bo isa,

a) bolalaming hammasi o‘g‘illar,
b) 1 tasi o‘g‘il va 2 tasi qiz boiishi ehtimolliklarini hisoblang.
21. Shoshqol tosh 10 marta tashlanganda:

a) 6 raqami bir marta tushishi ehtimolligini;
b) 6 raqami kamida bir marta tushish ehtimolligini;
c) 6 raqami tushishi soni ehtimolligi maksimal qiymatga 

erishadigan miqdomi toping.
22. “Ehtimollar nazariyasi” fanidan ma’ruza darsida 84 ta 

talaba ishtirok etmoqda. Shu talabalaming ikkitasini tugilgan kuni 
shu kuni boiishi ehtimolligini toping.

23. A  hodisaning ro‘y berish ehtimolligi 0,6 ga teng. 100 ta 
bogiiqsiz tajribada A hodisaning 70 marta ro(y berishi ehtimolligini 
toping.

24. Shunday m sonini topingki, 0,95 ehtimollik bilan 800 ta 
yangi tugilgan chaqaloqlardan kamida m tasi qizlar deb aytish 
mumkin boisin. Qiz bola tugilishi ehtimolligini 0,485 deb 
hisoblang.
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25. Detalning nostandart boiishi ehtimolligi 0,1 ga tenp 
Tavakkaliga olingan 400 ta detal ichida nostandart detallar bo‘ljs^- 
nisbiy chastotasining p=0,l ehtimollikdan chetlashishi absoiut 
qiymati s = 0,03 dan katta boimasligi ehtimolligini toping.

26. x  va y bogiiqsiz diskret tasodifiy miqdorlar b o 'j^  
M(X}= 0, M(Y) = -3, D(X) = 2, D(Y) = 9 boisa, Z = 5X-3F + 2 tasodjfjy 
miqdorlar uchun M(Z) va £>(Z) ni hisoblang.

Tayanch so‘z va iboralar

Tasodifiy hodisa, muqarrar hodisa, mumkin boimagan hocJiSa 
birgalikda boimagan hodisalar, teng imkoniyatli hodisalar’ 
ehtimoining klassik ta’rifi, kombinatorika elementlari, nisbiv 
chastota, nisbiy chastotaning turg‘unligi, statistik ehtimolij^ 
geometrik ehtimollik, erkli sinovlar ketma-ketligi, binomial formU}a’ 
eng ehtimolli son, polinomial sxema, lokal teorema, integral teorerna’ 
hodisalar oqimi, puasson oqimi, oqimning intensivligi, nisbiv 
chastotaning ehtimoldan chetlanishi, birgalikda boigan hodisa}ar 
erkli hodisalar, bogiiq hodisalar,qarama-qarshi hodisalar, shartli 
ehtimollik, kamida bitta hodisaning ro‘y berishi ehtimoli, hodisa}ar 
to ia guruhi, to ia  ehtimollik formulasi, Bayes formulasi, tasodiflv 
miqdor, diskret tasodifiy miqdor, uzhiksiz tasodifiy miqdor, t a q s i j^  
qonuni, taqsimot ko‘pburchagi, taqsimot funksiyasi, taqsimot q o n ^ j 
zichlik funksiyasi, matematik kutilma, chetlanish, o‘rtacha kvadratj]^ 
chetlanish, dispersiya, korrelatsiya koeffitsiyenti, taqsimot funksiya 
laqsimotning zichlik funksiyasi, Binomial taqsimot qonuni, geortet* 
rik taqsimot qonuni, Puasson taqsimot qonuni, gipergeometik taqsj_ 
mot qonuni, tekis taqsimot qonuni, normal taqsimot qonuni, ko‘rSat_ 
kichli taqsimot qonuni, katta sonlar qonuni, Chebishev tengsizljgj 
markaziy limit teoremasi, tasodifiy miqdor, arifmetik o‘rtacha, tekis 
chegaralangan dispersiya.

73



II BOB. MATEMATIK STA I ISTIKA 

2.1. Statistik baholar va ularga qo‘yilgan talablar

Matematik statistikaning birinchi vazifasi -  statistik maiumot- 
lami to‘plash va (agar ma’lumotlar juda ko‘p boisa) gruppalash 
usullaririi ko'rsatish.

Matematik statistikaning ikkinchi vazifasi -  statistik maiumot- 
lami tahlil qilish metodlarini tadqiqot masalalariga muvofiq holda 
ishlab chiqish.

Matematik statistika yuqoridagi vazifalami bajarish mobaynida 
shug‘ullanadigan ba’zi masalalami keltirib o‘tamiz:

1) tasodifiy hodisa ro‘y berishi ehtimolining noma’Ium qiy- 
matini baholash;

2) noma’Ium taqsimot fimksiyani baholash;
3) ko‘rinishi ma’lum boigan taqsimot funksiyasining noma’

Ium parametrlarini baholash;
4) tasodifiy miqdoming bir yoki bir necha tasodifiy miqdorlarga 

bogiiqligini va bog‘liqlik darajasini aniqlash;
5) statistik gipotezalami tekshirish.
Shunday qilib, matematik statistikaning vazifasi ilmiy va naza- 

riy xulosalar chiqarish maqsadida statistik maiumotlami to‘pIash va 
ulami tahlil qilish metodlarini yaratishdan iboratdir.

Bir jinsli obyektlar to‘plamini bu obyektlami xarakterlovchi 
biror bir sifat yoki son belgisiga nisbatan o‘rganish talab qilinsin. 
Masalan, agar obyekt biror xil detallar partiyasi boisa, u holda 
detaining sifat belgisi boiib, uning standartligi, son belgisi boiib esa 
detaining oichami xizmat qilishi mumkin.

Ba’zan tekshirish yalpi o'tkaziladi, ya’ni to‘plamdagi obyekt- 
laming har birini o‘rganilayotgan belgiga nisbatan tekshiriladi. Lekin 
yalpi tekshirish amaliyotda nisbatan kam qoilaniladi. Masalan, 
to‘plam juda ko‘p obyektlami o‘z ichiga olgan boisa, u holda yalpi 
tekshirish o‘tkazish maqsadga muvofiq emas. Bunday hollarda
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i I 'l....I.m chekli sondagi obyektlar tasodifiy ravishda olinadi va
nhi n iKimiladi.

hmhinma to'plam (bundan keyin tanlanma) deb, umumiy 
in |>1111)hI;111 tasodifiy ravishda ajratib olingan obyektlar to‘plamiga 
iyllladi,

I tosh to‘plam deb tanlanma ajratiladigan obyektlar to‘plamiga 
nyllllidi. o:- ■■iig-.i. -

I n plain (bosh to‘plam yoki tanlanma) hajmi deb, bu to‘plam- 
ih i ol>vcktlar soniga aytiladi. Masalan, 500 ta detalni undan tanlab
• 111>i• in '<> In detal orqali tekshiriladigan boisa, u holda bosh to'plam 

I mi 11111 oo, tanlanma hajmi esa «=50.
Morih lo'plamdan olingan tanlanma bo‘yicha bosh to‘plam 

lini|nla Milosa qilishga asoslangan usulga, tanlanma usul deb ataladi.
I imlaumani ajratib olish ikki xil y o i bilan amalga oshirilishi 

m u m k in : obyekt ajratib olinib, uning ustida kuzatish o‘tkazilgandan 
n "I- ii I tosh to‘plamga qaytarilishi yoki qaytarilmasligi mumkin.

< >datda, qaytarilmaydigan tasodifiy tanlashdan foydalaniladi.
I aitlanmadagi mainmotlar bo‘yicha bosh to‘plamning bizni

ii iqiiiavitlgan belgisi haqida yetarlicha ishonch bilan fikr yuritish 
in ¡Min lanl.initialling obyektlari bosh to‘plamni to‘g‘ri tasvirlashi

ii in I hi ial.il> qisqacha bunday ta’rifianadi: tanlanma reprezentativ 
imiI I , nil) Ini' I i *;l i i I'll ak Odatda, tanlanmaning reprezentativligini
......... limit in linn Infill to plam liar bir elementining tanlanmaga
in III 11 i lit inn il i Imp, dob olinadi.

\mali vlila lanlanma ajratib olishda turli usullardan 
111 In I it i it In« I i tin iiiullarni 2 tipga ajratish mumkin:

I Hi i ilt In plamni qism to‘plamlarga ajratmasdan tanlanma 
nli-ilt, l ii ii ii la oddiy tasodifiy: 

a) qnylaiilmaydigan;
It) qaytai iladigan usullardan foydalaniladi.
’ Hi>:ih lo'plamni qism to‘plamlarga ajratib so‘ngra tanlanma 

■ Ii Ii liiinda hosh to'plam:
it) tlpik; b) m exanik;
■ ) Noriyalab qism to‘plamIarga ajratiladi, so‘ngra tanlanma 

njnilib olinadi.
Agar bosh to'plamdan obyektlar bittadan tasodifiy ravishda 

i ilniili tanlanma olinsa, bunga oddiy tasodifiy tanlash deyiladi.
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Tipik tanlashda bosh to‘plamni uning “tipik” xususiyatlarini 
e’tiborga oigan holda qism to‘plamlarga ajratiladi, so‘ngra bu qism 
to‘plamlardan tanlanmalar ajratib olinadi.

Mexanik tanlash bosh to‘plamni mexanik ravishda tanlanma 
hajmiga mos bir nechta qism to'plamlarga ajratiladi, so‘ngra bu qism 
to‘plamlaming har biridan bittadan obyekt olinib, tanlanma hosil 
qilinadi.

Seriyalab tanlanma ajratishda tekshriladigan tanlanma element- 
lari bosh to‘plamdan donalab emas, balki seriyalab olinadi.

Odatda, tanlanma ajratib olishda yuqoridagi usullardan aralash 
foydalaniladi, ya’ni ko‘rsatilgan usullardan birgalikda foydalaniladi. 
Masalan, bosh to‘plamni ba’zan bir xil hajmli seriyalarga ajratiladi, 
keyin oddiy tasodifiy tanlash bilan ayrim obyektlar olinadi.

Bosh to‘plamdan hajmli tanlanma olingan boisin. Bunda
tanlanmaning x, qiymati n, marta kuzatilgan va ]Th, -n  boisin.

p , ; . 1 i

Kuzatilgan .xr  qiymatlarning ortib yoki kamayib borish n tartibida 
yozilgan ketma-ketligi variatsion  qator, ketma-ketlikning hadlari esa 
variantalar  deyiladi. Kuzatishlar soni n,~chastotalar , ulaming x, -

tanlanma hajmiga nisbati esa W¡=— nisbiy chastotalar  deyiladi.

Tanlanmaning sta tistik  taqsim oti deb, variantalar va ularga mos 
chastotalar yoki nisbiy chastotalardan tuzilgan quyidagi jadvalga 
aytiladi:

*,: *, x2 ... xk ...
n,: «, n2 ... nk ... ^
x, : x, jc2 ... xk ...
W,: W, W2 ... Wk ...

Shunday qilib, taqsimot ehtimollar nazariyasida tasodifiy 
miqdoming mumkin boigan qiymatlari va ulaming ehtimollari 
orasidagi moslikni, matematik statistikada esa kuzatilgan variantalar 
va ularning chastotalari yoki nisbiy chastotalari orasidagi moslikni 
bildiradi.

1-misol. Hajmi 40 ga teng boigan tanlanmaning chastotalari 
taqsimoti quyidagicha:
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x,: 2 6 12 
n,: 6 20 14 

i , i i i. .M Nuihiy chastotalar taqsimotini yozing.
v .« IhnIi: Nisbiy chastotalami topamiz. Buning uchun 

if* I*.... iimlnmna hajmigaboiamiz vanatijada:
W. (>~ = 0,15; W2 = — =0,5; W, = — =0,35.

1 40 2 40 3 40
i it..l.in m Inv duistotalar taqsimoti:

x,: 2 6 12
Wt \ 0,15 0,5 0,35

I.mm. i|!l«mi/, X  belgining chastotalar statistik taqsimoti
.... lum Im'luiii. Quyidagi belgilashlarkiritamiz: nx - X  belgining x —
v-mi.mi i 1.1 in kichik qiymatlari kuzatilgan kuzatishlar soni; n -

Yl
........... is I i■ .itinIiI.u soni. U  holda — - X < x  hodisaning ro‘y berish

* * * i ' * 111< • < iin.’ii Agur x  o‘zgaradigan boisa, u holda, — nisbiy chas- 

'••i.i limn .. /|-nmdi Demak, — nisbiy chastota jc ning funksiyasidir.

i in i it. I ni|mik (m|siinot funksiyasi (tanlanmaning taqsimot 
l'"il isiu.i) il. l. Iiiii I>n \ (jiyinat uchun X < x  hodisaning nisbiy

• 'mi ...... .11»•..lii'im /•,*<v) funksiyagaaytiladi.n

t Mii .nl I inliiiiiiKiiiitif/. i|iiyidagi Inqsimoti:
jc, : 2  6  1 0

w(: 12 18 30
i... mi Ini lining, cmpmk liinksiyasinituzing.

lush: Iniiliiiimahajminitopamiz: « = 60.Uholda
0, agar x<2,

K(*) =
0,2, agar 2<*<6 
0,5 agar 6 ¿*<10 
1 agar jc S: 10

H o n I i (o'plnmning F(x)-  taqsimot funksiyasi nazariy taqsimot 
'"Ml .iv.i m deb ataladi. Empirik taqsimot funksiya X  <x hodisaning
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nisbiy chastotasini, nazariy taqsimot fimksiya esa X < x hodisaning 
ro‘y berish ehtimolini aniqlaydi. F*O) funksiya uchun F(x) 
funksiyaning barcha xossalari o‘rinli, ya’ni:

1) /C (x)e[0;l] ;

2) F*(x) -  kamaymaydigan funksiya;
3) agar x, -  eng kichik varianta bo‘ Isa, u holda x  <x] qiymatlar 

uchun I\(x)=0; agar xk-  eng katta varianta bo‘Isa, u holda X>xk 
qiymatlar uchun F„*0c)=l.

Shunday qilib, tanlanmaning empirik taqsimot funksiyasi bosh 
to‘plam nazariy taqsimot funksiyasini baholash uchun xizmat qiladi.

Haqiqatan ham, Bemulli teoremasiga asosan, 
lim p <«■)=* - Demak, tanlanmaning empirik taqsimot
funksiyasidan bosh to‘plain nazariy taqsimot (integral) funksiya- 
sining taxminiy ko‘rinishi sifatida foydalanish mumkin,

Koi'gazmalilik uchun statistik taqsimotning turli grafiklari 
chiziladi, masalan, poligon va gistogramma,

Chastotalar poligonini yasash uchun Dekart koordinatalar 
sistemasida kesmalari (x„n,) nuqtalami tutashtiruvchi siniq chiziq 
hosil qilish kerak. Nisbiy chastotalar poligonini yasash uchun esa 
Dekart koordinatalar sistemasida kesmalari (x,,W,) nuqtalami 
tutashtiruvchi siniq chiziq hosil qilish kerak boiadi. Chastotalar va 
nisbiy chastotalar poligonini diskret tasodifiy miqdorlaming grafik 
usulda berilishi deb ham tushunish mumkin.

Agar kuzatiiayotgan X -  belgi uzluksiz bo isa, u holda uni 
grafik usulda tasvirlash uchun gistogramma yasash maqsadga 
muvofiqdir, buning uchun belgining kuzatiladigan qiymatlarini o‘z 
ichiga oigan intervalni uzunligi o‘zgarmas h boigan bir nechta 
qismiy intervallarga boiinadi va liar bir i -qismiy interval uchun nt -  
chastota, ya’ni / -intervaldagi variantalar chastotalarining yigindisi 
topiladi. So‘ngra, Dekart koordinatalar sistemasida chastotalar 
gistogrammasi, asoslari h uzunlikdagi intervallar, balandliklari esa

nisbatlarga (chastota zichligi) teng boigan to‘g‘rih
to‘rtburchaklardan iborat pog‘onaviy figura yoki nisbiy chastotalar 
gistogrammasi yasaladi. Nisbiy chastotalar gistogrammasi uchun esa
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Ini h uzunlikdagi intervallar, balandliklari esa —L nisbatgah
(Ml * I • I v clinstotalar zichligi) teng b o ig a n  to ‘g ‘ri to ‘rtburchaklardan
il.Mtui im>>-, onaviy figura yasaladi.

Malcmatik statistika masalaridan b in  tanlanma asosida bosh  
in i>lmn laqsimot funksiyasining noina’lum parametrlar uchun 
( Hin i ,  bnholar o ‘rnatish. B u masala qanday hal qilinishini k o ‘rib

* llll|nilll/,
I m i /  qilumiz, bosh tosplamning son belgisini o ‘rganish talab 

i|ilinfiyui|jritn v;i belgining taqsim ot funksiyasi nazariy mulohazalar 
-■ ■■ mI i miu|langan b o is in . B u taqsimotni aniqlaydigan nom a’lum  
i n un, ii liiiiii haholash masalasini k o ‘rib chiqaylik. Masalan, bosh  
i .i l /-i !<>')-/1irog‘i o ‘rganilayotgan belgi bosh to ‘plamda normal 
i h|Minliinivmligi oldindan m a’lum b o is a , u holda matematik
111 m 1111 mi v,i <» lincha kvadratik chetlanishni baholash, ya ’ni taqribiy
1., iiltin ii Mini , chunki bu ikki parametr normal taqsimotni to i iq  
¡in it |l i % ill ii|-¡ii bclgi Puasson taqsim otiga ega deyishga asos b o isa , u 
Im.IiI.i Imi linpiimolni aniqlaydigan 2 > 0  paramétrai baholash, ya’ni 
iiiqi il»ly hUoblash /arur.

< »«lullIn, liulqiqotchi ixtiyorida tanlanma asosida olingan
m m I........i I n m.i iiilan, tanlanma son belgisini n marta kuzatish
i m ii 11 ii mIh " liii |iu  v  , > qiymatlar b o ia d i. Dem ak, baholana- 
, h m i.. 11 m 111 ii i > h,ill" .i h lull Ii situ m aium otlar orqali ifodalanishi

I -ml mi i mm lij-1 (| , > qiyninllumi erkli x , ,  X 2,..., X„ taso-
1.1.  111 « .i I h ,l. 1.1 |ni ill i. ii,i/.n iy taqsimot nornaium parametrining
i in ni lullin',mi iiipi'ili uchiiti ku/atilayotgan tasodifiy miqdorlar

■ i * i.i 11 I h m. I.i % I unk ;i ya tupish kerakki, u baholanayotgan parametr- 
iiiiii' i m 1111 * i y qiynuitini bersin. Masalan, normal taqsimotning 
m it« i i i.ii il kuiilishini baholash uchun ushbu

_ Y  Y  Yy ... -'M» ̂ 2» n
n

liinl nI y i i  i r/innl qiladi.
Mnindiiy i|i!ita, nazariy taqsim ot nom a’lum parametrining 

i.iii .iil bahosi deb, kuzatilgan tasodifiy miqdorlardan tuzilgan  
lunkiilyiigii aytiladi.
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Faraz qilaylik, bosh to‘plam X  belgisining taqsimot fimksiyasi 
F(x,0)  boiib, 9  nomaium parametr boisin. Bosh to‘plamdan 
olingan tanlanmaning kuzatilgan qiymatlari x,, x2, x „  boisin.

<"f •• ■ .. • ;

2-ta’rif. Tanlanmadan tuzilgan ixtiyoriy Z(x,, x2, x j  funk- 
siyaga statistika deyiladi.___________________________________

Statistikadan noma’lum parametrlar uchun statistik baholar 
o'matihsda foydalaniladi.

3-ta’rif. Agar nomaium parametr bitta 0 son bilan baholansa, 
u holda bu baho nuqtaviy baho deyiladi._______________________

Nuqtaviy baholashda taqsimot funksiyaning nomaium 0 
parametri uchun shunday i(x,,x2,..., x„) statistika qidiriladiki, bunda 
¿(x|;x2,..., x j  statistikani 9  parametr uchun taqribiy qiymat deb 
olinadi. Bu holda z,(x,,Xj,..., x„) statistika 9  parametming bahosi 
deyiladi.

Biz birinchi navbatda tanlanma o‘rtachasi, tanlanma 
“tuzatilgan” dispersiyasi, moda, mediana, variatsiya qulochi va 
boshqa nuqtaviy baholar bilan tanishib chiqamizi. Bunda o'matilgan 
statistik baho baholanayotgan parametrning yaxshi bahosi boiishi 
uchun u maium bir talablami qanoatlantirishi lozim. Quyida biz bu 
talablarni ko‘rib chiqamiz.

Bosh to‘plam F(x) -  nazariy taqsimot funksiyasining 9 
parametri nomaium boiib, uning statistik bahosi 9* boisin. Bosh 
to‘plamdan olingan n hajmli 1-tanlanma bo‘yicha <9* baho topamiz. 
Tajribani takrorlaymiz, ya’ni bosh to‘plamdan yana « hajmli 2- 
tanlanma olib 9[ bahoni topamiz. Tajribani ko‘p marta takrorlab, 
9*, 9 ¡ , 9 ¡  sonlar ketma-ketligini hosil qilamiz, umuman olganda, 
9 ',e l,..„ e l sonlarharxilboiadi. Uholda 9' bahonitasodifiy miqdor, 
9[,e\,...,e*k sonlami esa uning mumkin boigan qiymatlari sifatida 
qarash mumkin.

80



<>' tusodifiy miqdoming M(6>‘)-matematik kutilmasini hisob- 
i ',m i/ M(O' ) va 0 ncima’ lum parametr qiymatlarini taqqoslasak ular 
t ti inicia:

I) M(9’)< 0 ; 2) M (9') = 0; 3) M(9*)>0.
....nosabatlardan biri albatta o‘rinli boiadi. Matematik kutilmasi
lmiIh.lanayotgan parametrga teng boimagan statistik bahoni ishlatish
11 .1 i i 111 ii i k xatolarga olib keladi. Shu sababli, ff bahoning matematik 
i iiIiIiiiiini baholanayotgan parametrga teng boiishini talab qilish 
iiilitly holdir. i <

IHnink, M (9*)=0 talabga rioya qilish sistematik xatolardan 
nii|lnydi.

‘l-fa’rif. Agar bosh to'plamdan ixtiyoriy hajmli tanlanma 
iilin^nnda ham 6' bahoning matematik kutilmasi baholanayotgan 0’ 
i' m mi. iip.n teng, ya’ni M(9*)=0 boisa, u holda 9" baho siljimagan 
IhiIiu .1.1. atnladi, aks holda 9* siljigan baho deyiladi.

*> la’rif. Agar 9‘ baho va 9 noma’lum parametrlar uchun 
... ... munosabat o‘rinli boisa, u holda 9“ baho asimptotik
.iljhiiiip.itn baho deb ataladi.

Siiiim» .1 mui ham ta ’kidlash kerakki, siljimagan baho har doim 
Imiii i >i l. ■ ■ 1. 111. i \ . > i; 111 parametrga yaxshi yaqinlashadi deb hisoblash 

.ii.. I... iii.li i >jilim|U|¡il, (t  ning m um kin b o ig an  qiymatlari uning 
111- Ii.i • 11 % 111 * 111 ¡ii i * >1 ida ancha tarqoq joylashgan, ya’ni D {9’ ) ~

• li i". i\n i mu hacina kalla boiishi mumkin. U holda /-tanlan- 
> 11... I,i)■ i uhi lum.>1 lar bo'yicha topilgan 9] -baho 6* o‘rtacha qiy- 
ni.ii.liin va ileinak, baholanayotgan 9 parametrdan ancha 
ii/ni|limhgaii boiishi mumkin.

Un Iml.la O, mi 0 ning tarqibiy qiymati sifatidaqabul qilib, katta 
.i r i I vf.ui boiar edik, Shu sababli, statistik baholarga 

. II. I in lik Inlnbi qo'yiladi.

81



6-ta’rif. Agar Qn baho uchun bar qanday £->0 da 
limP(\0„-0\>£) = O shart bajarilsa, ya’ni 0n baho 9 ga ehtimoln-* 00 1 1
bo‘yicha yaqinlashsa, u holda 9n asosli baho deyiladi.

Agar 0 parametming 9„t va <?„2 siljimagan baholari uchun biror 
n hajmli tanlanmada D(9ni)<D(9lh) o‘rinli boisa, u holda 9nt baho 9ni 
bahoga nisbatan n hajmli tanlanma uchun samaraliroq (optimalroq) 
baho deyiladi.

Berilgan n hajmli tanlanmada eng kichik dispersiyaga ega 
boigan baho, bu hajmda eng samarali baho deyiladi.

x„ -tanlanma o‘rtachasi bosh to‘plam matematik kutilmasi 
uchun siljimagan, asosli va effektiv baho boiadi.

Juda katta hajmli (n yetarlicha katta boiganida) tanlanmalar 
qaralganda statistik baholarga asoslilik talabi qo‘yiladi.

Agar bahoning dispersiyasi n->oo da nolga intilsa, u holda 
bunday baho asosli boiadi.

Agar N  hajmli bosh to‘plamning mumkin boigan x,, x2, x N -  
qiymatlari takrorlanmaydigan bo isa, xs -bosh to‘plam osrtachasi

formula bilan topiladi; agar N  hajmli bosh to‘plamning mumkin 
boigan xx, x2, ...,xk -qiymatlari mos ravishda Nl,N 2, . . . ,N k 
chastotalarga ega boiib, Nt + N2 + ...+ Nk =N  boisa, u holda

Bosh to‘plamning kuzatilayotgan X  belgisini tasodifiy miqdor 
sifatida qarasak, uning matematik kutilmasi uchun M(X)-xB tenglik 
o‘rinli boiadi.

Agar n hajmli tanlanmaning mumkin boigan xi, x2 xn -  
qiymatlari takrorlanmaydigan boisa, xr -tanlanma o‘rtachasi

X\> x2, XN _ 
xb ~ , r (2.2)

(2.3)

(2.4)
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formula bilan topiladi; agar n hajmli tanlanmaning mumkin boigan 
k , xn -qiymatlari mos ravishda nk chastotalarga ega

ho*lib, », +n1 + ...+ «* =n boisa, uholda
-  + (25) 

K «W
M ( X ) ~  bosh to‘plam o‘rtachasining statistik bahosi sifatida 

limlanma o‘rtacha qabul qilinadi. x T siljimagan baho ekanligiga, 
vu 'ni M {x r ) - M { X )  ekanligiga ishonch hosil qilamiz. xT ni X t 

hi’iodifiy miqdor, x,, xx xn -variantalami erkli, bir xil taqsimlangan 
V,, V7 X n tasodifiy miqdorlar sifatida qaraymiz. Bu miqdorlar bir
11 tnqsimlanganligi uehun ular bir xil sonli xarakteristikalarga, 

imnladan bir xil matematik kutiimaga ega: a = M(X,). Bir xil 
(,u|simlangan tasodifiy miqdorlar arifmetik o‘rtacha qiyxnatining 
matematik kutilmasi ulardan bittasining matematik kutilmasiga teng, 
ya’ni

A /(T )  X" Xl- Xn\  Mi.X,) + M ( X M M ( X n) _ n a _ ::
T \  n ) n n

Xt, X2 Xn miqdorlaming har biri va bosh to‘plamning X  
lu lgisi (uni ham tasodifiy miqdor sifatida qaraymiz) bir xil 
!iu|simotga ega ekanligini e’tiborga oladigan boisak, bu 
iiiii|dorlaming va bosh to‘plamning sonli xarakteristikalari bir xil 
«h i1.mi xulosaga kelamiz. Shunday qilib, M(Xr) -a  = M(X). U holda 
., I in .Ii io£plam matematik kutilmasi uchun siljimagan baho ekan.

M;iiumki, katta sonlar qonuniga (Chebishev teoremasi) asosan 
I ii v*>i iy kichik s >0 son uchun

lim P (|x~ -  < e) = 1I I
. i hi n ortishi bilan Xj,-tanlanmao‘rtachasi bosh to‘plam matematik 
i uiilmn'.ipa ohtimol bo‘yicha yaqinlashadi. Bundan esa, xT baho a 
h. i.mi i .« .11 baho boiishi kelib chiqadi.

\/ :ii Infill to‘plamdan katta hajmli bir nechtatanlanmalar olinib
li h i .it...... taiilanma o‘rtachalari topiladigan boisa, ular o‘zaro
linn il'.ni it nr boindi. Bu tanlanma o‘rtachaning turg‘unlik xossasi 
ilryllmli.

■ niisol. Quyidagi tanlanmaning
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x,: 4 8 11 
n,: 5 10 5

statistik taqsimoti bo‘yicha bosh to‘plam matematik kutilmasining 
siljimagan bahosini toping.

Yechish: (2.5) formuladan foydalanamiz. U holda xT -1,15. 
Agar N  hajmli bosh to‘plamning mumkin boigan xl, x2_ x N -  

qiymatlari takrorlanmaydigan bo‘lsa, bosh to‘pkm dispersiyasi
D(X) = DB= ~ -fj(xl -TB)2 (2.6)

¿V /—j
formula bilan topiladi; agar N  hajmli bosh to‘plamning mumkin 
boigan xl,x2 ..., xk -qiymatlari mos ravishda Nx,Nx ...,Nk 
chastotalarga ega boiib, Nl + N2+...+Nk = N  boisa,u holda

D(X)=DB= ~ j^N l(xl -TBf  (2.7)

formula bilan aniqlanadi.
Bosh to‘plam o‘rtacha kvadratik chetlanishi esa

cr{X)=arB=4D^ (2.8)
formula bilan aniqlanadi.

Agar n hajmli tanlanmaning mumkin boigan xi,x2 ..., xn -  
qiymatlari takrorlanmaydigan boisa, tanlanma dispersiya

D(X) = DT= - f j(xt -VTf  (2.9)
« M

formula bilan topiladi; agar n hajmli tanlanmaning mumkin boigan 
qiymatlari mos ravishda n{, n2 nk chastotalarga ega

boiib, «, + n1+...+ nk =« boisa, u holda
• •" 1 k  _

D{X) = DT=-Yn,(xl -x T)2 (2.10)
» It
—  _  -  I  k

4-misol. Tanlanmaning D=x2-(x)2, x= -V «x ,
» w

xt : 4 8 11
5 10 5

statistik taqsimoti bo‘yicha uning dispersiyasini toping.
Yechish: (2.5) formuladan foydalansak: xr =7,75. Dispersiyani 

hisoblash uchun (2.10) formuladan foydalanamiz. U holda
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D 5(4 ~ 7,75)2 +10(8 ~ 7’75)+5(I1 ~ 7’7S) - - ? 0625 
r  2 0  ’

Dispersiyani hisoblashda (2.6), (2.7), (2.9), (2.10) formulalar
noqulay, shu sababli, dispersiya va matematik kutilmalaming
xossalaridan foydalanib, dispersiyani hisoblash uchun qulay boigan
i|uyidagi formulani keltirib chiqarish mumkin:

D = x2 - ( x f ,  x = ~ Y n , x „  jc2= - ^ « ^ 2 (2.11)
« w  n %f

Bosh to‘plam dispersiyasi uchun statistik baho sifatida
J n _

= - Y ( x t - x Tf  tanlanma dispersiyasini olish mumkin emas.
« I t

Chumki bu baho siljigan baho boiadi. Ya’ni M(DT)*DB. Bu holda 
biz

M(DT) = ~ D B
n

(englikni bosh to‘plam dispersiyasi uchun siljimagan statistik baho 
sifatida olamiz va uni

s2~ D T (2.12)
n - 1

ko‘rinishda belgiiab “tuzatilgan” dispersiya deb ataymiz.
Haqiqatan ham “tuzatilgan” dispersiya bosh to‘plam 

dispersiyasi uchun siljimagan baho bo‘ladi. Chunki

M is1) = m [— Dt\= -^ —M(Dr) = DB.^«-1 ) n- 1
Bosh to'plam o‘rtacha kvadratik chetlanishining bahosi sifatida

v J———Dr “tuzatilgan” o‘rtacha kvadratik chetlanish olinadi.
V n - \

1-eslatma. n ning katta qiymatlarida tanlanma dispersiyasi va 
“t uzatilgan” dispersiyalaming farqi juda kam boiadi. Shu sababli, 
“tuzatilgan” dispersiyadan «<30 hajmli tanlanmalarda foydalanish 
tavsiya etiladi. ___________________________ _____________

2-cslatma. Agar tanlanmaning variatsion qatorida jc, -  
vai iantalarning qiymatlari katta sonlardan iborat boisa, u holda x,
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variantädan и, =-*— L-shartIi variantaga o‘tish orqali u, -variantalari
C1

kichik sonlardan iborat yangi variatsion qator hosil qilinadi, so‘ngra 
yangi tanlanma uchun u¡. va D(uT) xarakteristikalar topiladi. Oldingi 
tanlanmaning xT, D(xr) xarakteristikalarini topish uchun 
xT=c2uT+cl, D(xt)= cID{u7)  formulalardan foydalaniladi.

Matematik statistika va uning tatbiqlarida variatsion qatorning 
tanlanma o‘rtachasi va tanlanma dispersiyasidan tashqari boshqa 
xarakteristikalari ham ishlatiladi. Shulardan ba’zilarini keltiramiz.

Eng katta chastotaga ega bo‘lgan varianta moda deb ataiadi va 
Ma kabi beígilanadi.

Mediana deb, variatsion qator variantalarini son jihatidan teng 
ikki qismga ajratadigan variantaga aytiladi va Me kabi beígilanadi. 
Variantalar sonining juft yoki toqligiga qarab, mediana quyidagicha 
aniqlanadi:

rt = 2k + lлк+P 
Xt +x. n = 2k

2
Variatsiya qulochi R deb, eng katta va eng kichik variantalar 

ayirmasiga aytiladi:
R — хща5С — ̂ mm.

Variatsiya qulochi variatsion qator tarqoqligining eng sodda 
xarakteristikasi boiib xizmat qiladi.

Variatsion qator tarqoqligining yana bir xarakteristikasi sifatida 
o‘rtacha absolyut chetlanish в ham ishlatiladi:

------------ .
n

Variatsiya koeffitsiyenti V deb tanlanma o‘rtacha kvadratik 
chetlanishining tanlanma o‘rtachasiga nisbatini foizlardagi ifodasiga
aytiladi: F=2k-100%.

xT
Variatsiya koeffitsiyenti ikkita yoki undan ortiq variatsion qa- 

torlaming tarqoqliklarini taqqoslash uchun xizmat qiladi: variatsion
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qatorlardan variatsiya koeffitsiyenti katta boigani ko'proq tarqoq- 
likka ega boiadi.

5-misol. Quyida berilgan
jc,: 1 3 6 16 
n ,:4  10 5 1

tanlanma uchun M0, m „  R, v , 9  xarakteristikalarni hisoblang.
Ycchish: Yuqoridagi formulalardan fodalanamiz:

M0= 3, 3, /? = 15, ~x̂ = 4 =>0 = 2,2, <7T = 3,24=> V = 80,1%

Tajribalar soni juda katta boisa, nuqtaviy bahoning qiymati 
odatda nomaium parametrga yaqin boiadi. Ammo kuzatishlar soni 
kam boisa, 9 nuqtaviy baho va 9 parametr orasidagi farq sezilarli 
darajada boiishi mumkin. Sunday hollarda parametrni baholash 
uchun intervalli baholardan foydalanish maqsadga muvofiq 
hisoblanadi.

7-ta’rif. Ikkita son (interval chetlari) bilan aniqlanadigan baho 
intervalli baho deb ataladi.

Intervalli bahoda bahoning aniqliligi va ishonchliligi tushun- 
chalarini kiritishimiz kerak boiadi. Buni quyida ko‘rib chiqamiz.

Tanlanma maiumotlari asosida topilgan 0 -  statistik 
xarakteristika 6 parametming bahosi boisin. 9 ni o‘zgarmas son deb 
faraz qilamiz. Maiumki, 0 ning aniqligi yuqori boiganda \9-9\
farqningqiymati kamayibboradi, ya’ni \9-9\<S, S>0 tengsizlikda 8
qancha kichik boisa, baho shuncha aniq boiadi. Shu sababli, 8 
bahoning aniqligi deb ataladi.

Statistikusullar 9 baho \9-9\<8 tengsizlikni qanoatlantirishini
qat’ iy tasdiqlay olmaydi, balki bu tengsizlik bajarilishining qandaydir
Y ehtimolligi haqida xulosa chiqara oladi.

|< 9 te n g s iz l ik n in g  bajarilish ehtimoli y 9 parametming 9 
baho bo‘yicha ishonchliligi (ishonchlilik ehtimoli) deyiladi. Bu 
ycrda, v = P(\p--e\<8. Ko‘p hollarda, ishonchlilik ehtimoli oldindan 
boriladi. Masalan, 0,95; 0,99; 0,999 va hokazo.
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y = P(j<9 -  <?j <8 ehtimollikni quyidagicha yozib olamiz:
P(d~d<0<8+0)=y (2.13)

Bu munosabatni quyidagicha tushunish kerak: (9-S,S + 9} interval 0 
noma’lum parametrni o‘z ichiga olish (qoplash) ehtimoli y ga teng.

{e-S,S+d^ interval nomaium parametrni berilgan y 
ishonchlilik biian qoplovchi ishonchlilik intervali deb ataladi,

3-esIatma. {9-S,S+9^ interval tasodifiy chetki nuqtalarga ega, 
chunki turli tanlanmalar uchun 9 ning qiymatlari turlicha bo‘ladi. 
Shu sababli, tanlanma o‘zgarsa {9-S,S + e) intervalning chetki
nuqtalari ham o‘zgaradi. _____________________

Ishonchlilik intervallarini topish qanday amalga oshirilishi bilan 
normal taqsimot qonuniga bo‘ysinuvchi tasodifiy miqdorlar misolida 
tanishib chiqamiz.

Bosh to‘plamning X  belgisi normal taqsimlangan boisin. 
Maiumki, bu taqsimotni ikkita parametr: a va <r aniqlaydi. Faraz 
qilamiz, ulardan biri, o--o‘rtacha kvadratik chetlanish maium, 
ikkinchisi a-matematik kutilma esa nomaium boisin. Bu 
taqsimotning matematik kutilmasi a uchun ishonchlilik intervalini y 
ishonch bilan 8 aniqlikda topish masalasini qaraymiz.

xt -  tanlanma o‘rtachasini XT tasodifiy miqdor sifatida qa
raymiz. X  belgi normal taqsimlanganligi sababli tanlanma o‘rtacha
ham normal taqsimlangan boiadi. Bu yerda

2

M(xT)-a , D(Xt) - — , P(\xt -a\<S)=y munosabat o‘rinli boisin. U n 1 1
holda

P ( jX -a |< £ )  = 2<i>[j~j

formuladan foydalanib, X ni Xr bilan a  ni esa o-(XY)=-?= bilan
-vIn

almashtirsak quyidagi munosabatni hosil qilamiz:
P§Xt -a |< j)  = 20>(0 (2.14)



bu yerda Bundan <5'=—  boiadi. U holda (2.14) quyidagi
cr Vn

ko‘rinishni oladi:

j°(| ~X~T-a)  |< ¿) = 2<Ht) ̂ p \ X r ~ < a < ^  + XT \ = 2<b(t) (2.15)
y V» )

Shunday qilib, ishonchlilik intervali \X T-^ = < a < ^ L + X T.
V v« v«

ko‘rmishda boiadi. Bundan (X r - ~ < a < ^ L + X T interval a para-
V V« V« )

metmi / = 2<t>(t) ehtimol bilan ~  aniqlikda qoplashi kelib chiqadi.
v«

(2.15) dan quyidagi xulosalami chiqaramiz: tanlanma hajmining or- 
tishi baholash aniqligi oshishiga olib keladi; agar y  ishonchlilik orttjrilsa, 
t parametr ortadi va bu esa baholash aniqligi kamayishiga olib keladi.

6-misol. X  tasodifiy miqdor normal taqsimlangan bo‘lib, uning 
o'rtacha kvadratik chetlanishi <r=3. Tanlanma hajmi n=3 va 
bahoning ishonchliligi /=0,95 boisin. Nomaium parametr a -  
matematik kutilmaning Xj. -tanlanma o‘rtachasi bo‘yicha ishonchlilik 
intervallarini toping.

Yechish: Jadvaldan foydalanib t ni topamiz, ya’ni
2<D(0 = 0,95=> 0(0 = 0,475 = 1,96. Bahoning aniqligi ¿=^=¿=0,98.

U holda ishonchlilik intervali: (x̂ . -0,9S,xT +0,98).
Berilgan /=0,95 ishonchlilikni quyidagicha tushunish kerak: 

agar yetarlicha ko‘p sondagi tanlanmalar olingan boisa, u holda 
ulaming 95% i shunday ishonchli intervallami aniqlaydiki, bu 
intervallar parametmi haqiqatan ham o‘z ichiga oladi; 5% hol- 
lardagina parametr interval chegarasidan tashqarida yotishi mumkin.

4-eslatma. Agar matematik kutilmani oldindan berilgan S 
aniqlik va y  ishonchlilik bilan baholash talab qilinsa, u holda bu 
an iqlikni beradigan tanlanmaning minimal hajmi

formuladan topiladi.
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Bosh to'plamning X  belgisi normal taqsimlangan va uning a -  
matematik kutilmasini xr -tanlanma o'rtachasi orqali baholashda <r- 
o‘rtacha kvadratik chetlanish nomaium boisin. U holda

X T - t ( X , n ) ~ < a < X T + t (Z ,n)4=  (2.17)
V« v«

interval a uchun ishonch intervali boiib xizmat qiladi. Bu yerda s -  
tuzatilgan o‘rtacha kvadratik chetlanish; t(y,n)  esa berilgan n  va y  
bo‘yicha maxsus jadvaldan topiladi. Bunday jadvallar ehtimollar 
nazariyasi va matematik statistikaga oid adabiyotlarda beriladi.

7-misoi. Bosh to‘plamdan « = 10 hajmli tanlanma olingan va u 
quyidagi statistik taqsimotga ega boisin:

X j :-212345 
n, : 21222X

Xr =-£qx,,s = J ~ '£ f i1(x,-XTf«m V"“1«
Bosh to‘pIamning X  belgisi normal taqsimlangan boisa, lining a -  
matematik kutilmasi uchun xT bo'yicha /=0,95 ishonchlilik bilan 
ishonchli intervalni toping.

Yechish: Tanlanma o‘rtachani va “tuzatilgan” o‘rtacha 
kvadratik chetlanishni mos ravishda quyidagi formulalardan topamiz:

XT W  = -X Tf-» w  V«“ 1 W
U holda: xT=-2, 5=2,4 jadvaldan /=0,95 va «=10 larga mos 
i(0,95;10) = 2,26 ni topamiz. Topilganlami (2.17) ifodaga qo‘yib: 
(0,3;3,7) ishonchlilik intervalini hosil qilamiz. Bu interval nomaium 
a -  matematik kutilmani /=0,95 ishonch bilan qoplaydi.

Bosh to‘plamning o‘rganiladigan X  son belgisi normal taqsim
langan boisin. Uning <7-o‘rtacha kvadratik chetlanishi uchun tan
lanma maiumotlari bo‘yicha /  ehtimol bilan ishonchlilik intervalini 
topish talab qilinsin.

Maiumki, tanlanmaning s1 -  “tuzatilgan” dispersiyasi a 1 -  
bosh to‘plam dispersiyasi uchun siljimagan bahodir. Shu sababli, a -  
nomaium paremetrni s orqali baholaymiz. Buning uchun

P ( \a  ~ s \ < S )  =  y  
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munosabat bajarilishini talab qilamiz. Tayyor jadvaldan foydalanish 
uchun s-S<<r<s + S tengsizlikni

,, 8 . 8 S(1--- )<<T < ,S(1 H— )
s s

3tengsizlik bilan almashtiramiz. q=— belgilashdan so‘ng
s

s ( l-q )< a  <s(\ + q ) , q  <\§<cr <sQ. + q),q>\ (2.18)
ishonch intervalini hosil qilamiz. Bu yerda q{y,n) maxsus jadvaldan 
topiladi.

8-misol. Bosh to‘plamning X  belgisi normal taqsimlangan va 
n -  50 hajmli tanlanmaning “tuzatilgan” dispersiyasi: /  =2,25 bo‘ï- 
sin. a  noma’lum paramétrai /=0,95 ishonchlilik bilan qoplaydigan 
ishonchlilik intervalini toping.

Yechish: Jadvaldan « = 50 va /=0,95 qiymatlarga mos q = 0,21 
ni topamiz. Bu yerda q < 1 boigani uchun (2.18) tengsizlikning 
birinchisidan foydalanib, 1,185<<t<1,815 ishonchlilik intervalini 
topamiz.

2.2. Statistik va korrelatsion bogianishiar.
Regressive temglamasi

Kundalik faoliyatimizdagi ko'pgina amaliy masalalarda, 
tajribalarda o‘rganilayotgan ¥  belgining (tasodifiy miqdorning) bitta 
yoki bir nechta boshqa belgilarga (tasodifiy miqdorlarga) 
bogiiqligini aniqlash va baholash talab qilinadi. Dastlab ¥  belgining 
bitta X  tasodifiy miqdorgabogiiqligini o‘rganamiz.

Ikki belgi funksional bogianish bilan, yoki statistik bogianish 
bilan bogiangan, yoki umuman erkli boiishi mumkin.

l-ta’rif. Agar X  belgining har bir mumkin boigan qiymatiga ! 
F belgining bitta mumkin boigan qiymati mos kelsa, u holda Y , X  I 
belgining funksiyasi deyiladi. _____ ______________ _________ [

1-misol. X  diskret tasodifiy miqdorning taqsimoti:
X :  2  3 
p \  0,6 0,4
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berilgan. Y = X 2 fimksiyaning taqisimoti topilsin.
Yechish: 7 ning mumkin boigan qiymatlarini topamiz: 

= 4, y2 = 3. U holda Y ning taqsimoti:
Y: 4 9 
p :  0,6 0,4

2-misol. X  uzluksiz tasodifiy miqdor normal taqsimlangan 
bo‘lib, M (X )= a -  2, cr(X)=0,5 bo‘ Isa, Y = 3X + 1 chiziqli funksiyaning 
zichlik fimksiyasini toping.

Yechish: Y ning sonli xarakteristikalarini topamiz:
M(7) =3-2+l=7, cr(7)=3-0,5=l,5.

1  ̂ (" 7)2 ^U holda 7  ning zichlik funksiyasi: g(y)=— т=ехр —̂ ^  .
1,5v v 2 * (1,5) ^

Funksional bogianishlar aniq va tabiiy fanlar: matematika, 
fizika, kimyo kabi fanlarda ayniqsa yaqqol kuzatiladi.

Masalan, termometrdagi simob ustunining balandligi X  havo 
harorati Y haqida aniq va bir qiymatli ma’lumot beradi; aylana radiu- 
si R va uning uzunligi С orasida С = 2,7tR geometriyadan ma’lum 
boigan fonnula bilan aniqlangan funksional bogianish mavjuddir.

Iqtisodiy jarayonlarda, umuman jamiyatning boshqa sohalarida 
tasodifiy belgilar orasida qat’iy funksional bog‘lanish kamdan-kam 
uchraydi. Buning asosiy sabablaridan biri belgilarga ta’sir etuvchi 
faktorlaming xilma-xilligi va tasodifiyligidir. Bu holatda belgilar 
orasidagi moslik statistik bogianish boiishi mumkin.

2-ta’rif. Agar belgilardan birining o‘zgarishi ikkinchi belgi 
taqsimotining o'zgarishiga olib kelsa, u holda bu ikki belgi orasidagi 
bogianish statistik bogianish deyiladi._________________

Masalan, agar У(г,*г2,К„К2) va X(Z„Zz, U ( Z ty„U, -tasodifiy 
faktorlar) belgilar berilgan boisin. Bu holda 7 va X  lar orasidagi 
bogianish statistik bogianish deyiladi, chunki ulaming har biri 
bogiiq boigan tasodifiy faktorlar ichida umumiylari mavjud.

Statistik bogianishni matematik ifodalash murakkab, shu 
sababli uning xususiy hollaridan biri hisoblangan korrelatsion 
bogianish bilan tanishib chiqamiz.
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3-ta’rif. Agar bir-biriga statistik bog‘lanishda boigan ikki 
belgidan birining o‘zgarishi ikkinchi belgi o‘rtacha qiymatining 
o'/garishiga olib kelsa, u holda bunday statistik bogianish 
korrelatsion bogianish deb ataladi.____________

Bir-biri bilan korrelatsion bogianishda boigan tasodifiy 
miqdorlarga misollar keltiramiz.

1. Mehnat unuradorligi X  va jami ishlab chiqarilgan mahsulot
y ;

2. Yigib olingan hosil miqdori Y va ishlatilgan o‘g‘itlar 
miqdori X ;

3. Jami mahsulot miqdori X  va korxonaning ish haqi fondi Y ;
4. Sarfiangan kapital mablagiar X  va shu mablagiardan 

olingan sof foyda Y ;
5. Korxonaning texnika bilan qurollanganlik darajasi X  va 

mehnat unumdorligi ko‘rsatkichi Y.
Yuqoridagi ta’rifdan ko‘rinib turibdiki, korrelatsion bogia- 

nishni matematik ifodalash, ya’ni y= f(x) ko‘rinishda yozish uchun 
shartli o‘rtacha tushunchasini kiritishimiz kerak.

4-ta’rif. X = x  qiymatga mos keluvchi Y  ning kuzatilgan 
qiymatlari arifinetik o‘rtachasini shartli o‘rtacha deb ataymiz va yx 
ko‘rinishda belgilaymiz.____________________________________

Xuddi shunday usulda shartli o‘rtacha tushunehasi ham 
aniqlanadi.

5-ta’rif. Y = y  qiymatga mos keluvchi X  ning kuzatilgan 
qiymatlari arifinetik o‘rtachasini ^ -shartli o‘rtacha deb ataymiz.

3-misol. X  miqdoming ^=5 qiymatiga Y  miqdoming y, =6, 
y2 = 7, y3 = 8 qiymatlari mos keladi. yx ="!

Y echish: ̂  = = 7.3
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X  va Y  tasodifiy miqdorlar (belgilar) ustida kuzatishlar o‘tka- 
zilgan boiib, kuzatishlar natijalari mos ravishda 

y,,) boisin. U holda X  va Y orasidagi bogianish- 
ni (munosabatni) ushbu jadval ko‘rinishida ifodalash mumkin.

X x1 *2 • • •• Xft
Y * y2 . . . yn

Agar yuqoridagi jadvalda x, va y, lar turli qiymatlarini qabul 
qilsa, u holda shartli o‘rtacha tushunchasidan foydalanmaymiz.

Agar kuzatishlar soni ko‘p, ya’ni x, qiymat mXi marta, y ; qiymat 
myj marta, (x,,yj) juftliklar mVj marta takrorlanishi mumkin boisa, u
holda yuqoridagi jadval o‘miga korrelatsion jadval yoki korrelatsion 
panjara deb ataluvchi jadval ishlatiladi. m^,m lar mos ravishda
x„yj, (xnyj) laming chastotalari deyiladi. m^-nty  belgilash kiritib
quyidagi jadvalni hosil qilamiz. Bu yerda

2X =*V = mv IX  = 5>,, ="■
< j  i j

Y
X y, y2 y, mx

h mn «hi mu mr
*2 «hi « 2 2 ”h, mrx2

... ... ... ...
xk mkl
my my, n

Bu holatda shartli o‘rtacha tushunchasidan foydalanishimiz zarur.
Korrelatsion panjarada shartli o‘rtacha topilishiga doir misol 

ko‘rib chiqamiz.
4-misoI. Berilgan jadvaldan foydalanib, tanlanma shartli 

o‘rtachani toping.
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X
Y

3 4 6 7 8 ”,
8 5 3 - - - 8
12 3 4 5 4 2 18
15 - 3 3 6 2 14
”, 8 10 8 10 4 » = 40

Yechish: Hisoblashlami quyidagi jadvalga joylashtiramiz:

X
Y

3 4 6 7 8 ny

8 5 3 - - - 8
12 3 4 5 4 2 18
15 - 3 3 6 2 14

8 10 8 10 4 « = 40
y. 9,5 11,7 13,125 13,8 13,5

Belgilar orasidagi korrelatsion munosabatlar (bogianishlar) 
to‘g‘ri, teskari, to‘g‘ri chiziqli va egri chiziqli boiishi mumkin. 
Masalan, to‘g‘ri korrelatsion bogianishda belgilardan birining ortishi 
(kamayishi) boshqasining o‘rtachasi ortishiga (kamayishiga) olib 
keladi, teskari bogianishda esa aksincha va hokazo.
Masalan, daraxtning yoshi X  ortib borishi bilan daraxtdagi halqalar 
soni Y ortib boradi, havoning harorati X  pasayishi bilan nafas olish 
tezligi Y kainayadi va h.k.

y  ning X  ga korrelatsion bogiiqligi deb, yx sharíli 
o'rtachaning x ga funksional bogianishiga aytiladi: yx=f(x). Bu 
tenglama Y  ning X  ga regressiya tanlanma tenglamasi (ba’zida Y  
ning X  ga regressiya tenglamasi), f(x) funksiya esa Y  ning X  ga 
tanlanma regressiyasi (ba’zida regressiya fiinksiyasi) deb ataladi. Bu 
tenglama grafigi esa Y ning X  ga regressiya tanlanma chizig‘i 
(ba’zida Y ning X  ga regressiya chizig‘i) deyiladi.

X  belgining Y  belgiga regressiya tanlama tenglamasi va 
regressiya tanlama chizigi ham yuqoridagiga o‘xshash aniqlanadi: 
xy=<p(y)-
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Korrelatsiya nazariyasi belgilar orasidagi bogianishni o'rganish 
jarayonida asosan quyidagi ikki masalani hal qiladi.

5-misol. Belgilar orasidagi korrelatsion bogianish formasini 
aniqlash, ya’ni regressiya funksiyasining ko'rinishini (chiziqli, 
chiziqsiz va h.k.) topish.

Agar f(x )  va <p(y) regressiya funksiyalarining ikkalasi ham 
chiziqli boisa, u ho Ida X  va Y  belgilar orasidagi korrelatsion 
bog‘lanish chiziqli, aks holda esa chiziqsiz deyiladi.

6-misol. Korrelatsion bogianish zichligini (kuchini) aniqlash.
Y belgining X  belgiga korrelatsion bogianishining zichligi

X  = x  qiymatga mos Y  ning mumkin boigan qiymatlari yx -shartli 
o‘rtacha atrofida tarqoqligi darajasini baholaydi.

Regressiya tanlanma tenglamasi
yx- f ( x )

ko‘rinishda yozilib, agar f(x )  regressiya chiziqli boisa, u holda X  
va Y  belgilar orasidagi korrelatsion bogianish chiziqli deb atalar edi. 
Biz mana shu chiziqli korrelatsion bogianishni atroflicha o‘rganib 
chiqamiz.

Buning uchun (X,Y) juftlikning sonli belgilari tizimini o ‘rgana- 
miz. Bunda ikki:

1) maiumotlar gruppalanmagan;
2) maiumotlar gruppalangan hollami alohida-alohida qara- 

shimiz kerak boiadi.
1. Tanlanma ustida o‘tkazilgan n ta erkli tajriba natijasida 

olingan maiumotlardan (x,,^) i =1,2,3,...« sonlar juftligi ketma- 
ketligi hosil qilingan boiib, bu ma’lumotlami gruppalash shart 
boimasin, ya’ni X  belgining turli x  qiymatlari va ularga mos Y 
belgining y  qiymatlari bir martadan kuzatilgan boisin. Bunday 
holatda shartli o‘rtacha tushunchasidan foydalanish shart emas. 
Shuning uchun izlanayotgan

7x=kx+b (2.19)
tanlanma regressiya to‘g‘ri chizigi tenglamasini quyidagicha 
yozishimiz mumkin

y -k x + b  (2 .20)
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Bu tenglamadagi burchak koeffitsiyentni p^ bilan belgilab, uni Y
ning X  ga regressiya tanlanma koeffitsiyeníi deb ataymiz, Shunday 
qilib, Y ning X  ga to‘g‘ri chiziqli regressiya tanlanma tenglamasini

Y=Pyx*+b (2.21)
ko'rinishda izlaymiz.

Bu tenglamadagi noma’lum pyx va b koeffítsiyentlami shunday 
tanlashimiz kerakki, natijada kuzatish ma’lumotlari bo'yicha topilgan 
(x„y¡) nuqtalami XOY tekislikka joylashtirganimizda bu nuqtalar 
mumkin qadar (2.21) to‘g‘ri chiziqning yaqin atrofída yotsin. Bunday 
talabni bajarishdan oldin Y,-y, ifoda bilan aniqlanadigan chetlanish 
tushunchasini kiritib olamiz, bu yerda Y, -(2.21) tenglamadan x, 
qiymatga mos keluvchi ordinata; y¡ esa x¡ ga mos kuzatilgan ordinata. 
Nomaium pyx va b koeffítsiyentlami shunday tanlaymizki, chetla- 
nishlar kvadratlarining yigindisi eng kichik, ya’ni min]T(  ̂-  y¡f

boisin (nomaium pyx va b koeffítsiyentlami topishning bu Usüli eng 
kichik kvadratlar usuli deb ataladi).

i r  = 2ll(Pxt +b~ y¿xt = 0 _ dp
n

-r- = 2E(№  +*-J,) = 0
ßP M

Har bir chetlanish nomaium pyx va b koeffitsiyentlarga bogiiq 
boigani uchun chetlanishlar kvadratlari yigindisining funksiyasi F
ham bu koeffitsiyentlarga bogiiq boiadi: F i p ^ ^ - y , ) 1. Bu

1

funksiyaning minimumini topish uchun nomaium parametrlar 
bo‘yicha xususiy hosilalarni hisoblab nolga tenglashtiramiz (hozircha 
pyi o‘rniga p  yozib turamiz):

Bu sistemada elementar almashtirishlar bajarib, p,b larga 
nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz:

(2.22)n n v '
YJpx,+nb = '£iyt 
./-! fe 1
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Bu sistemadan izlanayotgan parametrlami topamiz (yozivda ixcham- 
lik uchun i indekslarni tushirib qoldiramiz):

_ иЕ ^ - Е * Е у
■&■-<&*■ • (2.23) 

h « E ^ E ^ - E ^ E ^
« E * 2-Œ » 2

7-misoLHajmi и = 5 bo‘lgan tanlanmalaming quyidagicha 
X :  1 1,5 3 4,5 5
Y: 1,25 1,4 1,5 1,75 2,25 

taqsimoti bo‘yicha Y  ning X  gato‘g‘ri chiziqli regressiya tanlanma 
tenglamasini toping.

Yeehish: Ma’lumotlar asosida quyidagi jadvalni tuzamiz:

X,. y, xf x,y,
1 1,25 1 1,25

1,5 1,4 2,25 2,1
3 1,5 9 4,5

4,5 1,75 20,25 4,875
5 2,25 25 11,25

i 1=8,15i X=57>5/
]j> 26,975f

Jadvaldagi hisoblangan qiymatlami (2.23) formulaga qo‘ysak:

«Е ЗД  “ Е ^ Е л  5 ■ 26,975 -15 ■ 8,15 
P* ~  5-57,5-152

b " E V E ^ - E ^ E * ^ . . 5-57,5-8,15-15-269,75  ̂ш  
« E ^ 2- ( E ^ ) 2 5-57,5-152

U holda regressiya tanlanma tenglamasi: yx =0,202*+1,024.
2. Faraz qilamiz, kuzatish natijasida olingan maiumotlar ko‘p 

soníi (kamida 50 ta kuzatish o‘tkazilishi kerak) bo‘lib, gruppalanadigan 
boisin. U holda ma’lumotlar korrelatsion jadval ko‘rinishida beriladi:

Y
X

У\ Уг . . . У, mx

*i mu Ш\г » . . Щ,

*2 ”h¡ mu . m2l
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• , Mttfii i iy n ly a l la r d a n :

' 1 Y x=>Y x=nx^y=- 'L y =>T ly =nyn n

x‘ VjC2 =>~yx2 = nxl n
) w juftlik nv marta kuzatilishi hisobga olingan)
ll»> •ImIuihIi.(.’ ,>.>) tenglamalar sistemasini quyidagicha yozib olamiz:

!pnx2 + bnx = Y  «XV,
_  ^  ^  ( 2 .2 4 )

px + b=y.
Mu v i d n  (x ,y ) ju f t l ik  nv  m a r t a  ta k r o r la n g a n i  u c h u n  ^ x y  i f o d a  

’• 'i ' r k o 'r i n i s h d a  y o z i l a d i .B u  s i s t e m a d a n

p  = —  _  = ------------ ----------  ( 2 .2 5 )
n(x2-(x )2) nal

lln tlii ii i to p a m iz .  I z l a n a y o tg a n :

y* =  Py*+b  ( 2 .2 6 )

i -1 " i v¡i tanlanma tenglamasini y  uchun quyidagicha yozib olish
IIHIIllklll!

y* =  Py*x  + l> ( 2 .2 7 )

In tu í i ( ' . i ' )  n u q ta  h a m  ( 2 .2 6 )  t e n g la m a n in g  y e c h im i  b o i a d i .  ( 2 .2 6 )  

i ic n g la m a la r d a n

(yx - y )  = P „ (x -x )  (2 .2 8 )

"  n i  , \ iy «  t a n l a m a  te n g l a m a s in i  h o s i l  q i l a m iz .  B u n d a n  s o ‘n g  
"  fi iMiriiya ta n l a n m a  t e n g l a m a s in i  ( 2 .2 8 )  k o 'r i n i s h d a  i z l a y m iz .

• « -Intuía. A g a r  m a i u m o t l a r d a  k a t t a  s o n l a r  q a tn a s h s a  h i -  
..1 <1.1 . l i l mni  y e n g i l l a s h t i r i s h  u c h u n  x„y¡ v a r i a n ta l a r d a n  m o s  r a v i s h d a

‘ 1. v, y ' — - s h a r t l i  v a r i a n ta l a r g a  o ‘t i b  o l i s h  m u m k in .
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Maiumki, korrelatsiya nazariyasining asosiy masalalaridan biri 
korrelatsion bogianish zichligini (kuchini) aniqlashdir.

Y belgining X  belgiga korrelatsion bogianish zichligi Y ning 
X = x ga mos qiymatlarining yx -shartli o'rtacha qiymat atrofxda 
tarqoqligi bo‘yicha baholanadi. Agar tarqoqlik katta boisa, u holda 
Y belgi X  belgiga kuchsiz bogianganligini yoki umuman 
bogianmaganligini bildiradi. Tarqôqlikning katta boimasligi ular 
orasida ancha kuchli bogianish borligini ko‘rsatadi.

Y va X  belgilar orasidagi chiziqli korrelatsion bogianish 
zichligini xarakterlovchi kattalik korrelatsiya tanlanma koeffitsiyenti 
bilan tanishib chiqamiz. Maiumki

p* -  { ) 
cy »Rutenglikningikkalatomoniniham nisbatgako‘paytiramiz.Uholda:

— Py*=----------------C'y narxay
Hosil boigan tenglikning o‘ng tomonini rT bilan belgilaymiz va 

uni tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti deb ataymiz:

rT = —  (maiumotlar gruppalanmasa), (2.30)

yoki

: ^  (maiumotlar gruppalansa) (2.31)

rT -tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti bosh to'plam korrelatsiya 
koeffitsiyentining bahosi hisoblanadi, shuning uchiln Y va X  katta- 
liklarning son belgilari orasidagi chiziqli bogiiqligining oichovi 
hisoblanadi.

Agar tanlanma yetarlicha katta hajmga ega va reprezentativ 
boisa, u holda belgilar orasidagi zichlik haqida tanlanma maiu- 
motlari bo‘yicha olingan xulosa ma’lum darajada bosh to‘plamga 
ham tarqatilishi mumkin. Masalan, normal taqsimot qonuni bo‘yicha 
taqsimlangan bosh to‘plam korrelatsiya koeffitsiyentini baholash 
uchun (n > 50)
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£-<rB <rT + 3

i h m h iIimIihi loydiilanish mumkin.
i Hil.mina korrelatsiya koeffitsiyenti uchun quyidagi xossalar 

" i lull
i ниш lunlanma korrelatsiya koeffitsiyentining absolyut 

и Инин tui.Iitn ortmaydi, ya’ni |rr |<l.
I i i i x n i i ,  l unlanma korrelatsiya koeffitsiyentining absolyut 

ijlvutHit ми м. belgilar orasidagi chiziqli korrelatsion bog‘lanish
* li 1111 ц I uiliull.

' » own и. Л p.nr |rr I=1 bo ‘ Isa, u holda kuzatilayotgan belgilarning 
in i> 11 i liiiilssional bog‘langan boiadi.

t «ОЧ.Ч11. Agar /,.=() bo‘lib, regressiya tanlanma chiziqlari to‘g‘ri 
In i.¡I и.I.hi  iborat bo‘lsa, u holda I  va Г belgilar orasidagi 

i - г I«iiii h < lii/.iqli korrelatsion bog‘lanish boimaydi.

««Intimi. Agar rr = о bo‘lsa, u holda o‘rganilayotgan belgilar 
■¡и "i 1 l*4i diitsion bog‘lanishda (masalan, parabolik, ko‘rsatkichli 

i li к ) Iio'IInIií i i и hi  и к in.

«"I.... In kcllii ilgiui xossalardan tanlanma korrelatsiya
I", tin i» iii 1111111 ' m.i щи kelib chiqadi: tanlanma korrelatsiya 
I и* liii i V » hi i ini illinium In mui belgilar orasidagi chiziqli korrelatsion 
1 i l.mt ii hi i) и " Mimku-rlnydi: \r.,.\ ka.ttalik 1 ga qancha yaqin 
1 " * I "i 'i"  "i1' 11"" bit 'inn I'oi'/lanisli shunchakuchli; \rT\ kattalikOga
•I....I" "I'n 11" I .i, ilu/ic|li korrelatsion bog‘Ianish shuncha kuchsiz.

■ • i iim i liiiilnnma korrelatsiya koeffitsiyentining ishcrasi 
*1 i " .-'Mi I "cnitsiyentlarining ishoralari bilan bir xil bo‘ladi, bu
• i"\ i l h i loi inultilardnn kelib chiqadi:

I <ilntiini. Tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti tanlanma 
" ru is i kocHiisiyentlarining geometrik o‘rtacha qiymatiga teng:

X У

(2.32)
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Haqiqatan ham (2.32) dan ____
Py*P*y = 4  =>rT= ±.Jp^p7y 

Ildiz oldidagi ishora regressiya koefïitsiyentlari ishoralari bilan bir xil 
qilib olinishi lozim.

8-misol. Cho'chqa bolasining ogsirligi Y (kg.) va yoshi X  
(haftalarda) orasidagi bog'lanish quyidagi jadval bilan berilgan.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
y 1,3 2,5 3,9 5,2 5,3 7,5 9,0 10,8 13,1

Shu ma’lumotlar bo‘yicha tanlanma korrelatsiya koeffitsiyentini 
toping.

/  X V  — ttxvYechish: ---------  formulada zarur hisoblashlami
naxay

bajarsak, rT = 0,98 ekanligini topamiz. Bundan esa cho‘chqa 
bolasining og‘irligi va yoshi orasidagi bog‘lanish kuchli degan 
xulosaga kelamiz.

5-esIatma. Tanlanma korrelatsiya koeffitsiyentini hisoblashni 
soddalashtirish uchun shartli variantaga o‘tish muxnkin (bunda rT 
ning qiymati o‘zgarmaydi). ____________ ________________

Kuzatilayotgan (yoki biz o‘rganmoqchi bo‘lgan) X  va Y 
belgilar orasidagi chiziqli korrelatsion bog‘lanish zichligini baholash 
uchun rT -  korrelatsiya tanlanma koeffitsiyenti xizmat qilsa, chiziqsiz 
yoki umuman ixtiyoriy ko‘rinishdagi korrelatsion bog‘lanishning 
zichligini qanday baholash mumkin degan savol bo‘lishi tabiiydir. 
Umumiy holda korrelatsion bog‘lanislming zichligini aniqlash uchun 
tanlanma korrelatsion nisbat deb ataluvchi xarakteristika ishlatiladi. 
Bu xarakteristika bilan tanishib chiqishdan oldin tanlanma kor
relatsion nisbatni kiritish bilan bog‘liq bo'lgan ba’zi tushunchalarni 
keltirib o‘tamiz.

6-ta’rif. Bosh to‘plamning biror bir gruppasiga tegishli 
belgilaming arifinetik o‘rtachasi gruppa o‘rtachasi deb ataladi.___ _



( iruppa o‘rtachasini ba’zi hollarda shartli o‘rtacha deb ham 
(in iI imIi mumkin. Yuqorida foydalanilgan shartli o‘rtacha tushun- 
liM inln bu holat yuz bergan.

( iruppa o‘rtachasi va gruppalar hajmi maium bo‘lsa, umumiy 
n plum o‘rtachasini (bosh to‘plam o‘rtachasi) topish mumkin.

*>-misol. Quyidagi jadval asosida ikki gruppadan tashkil topgan
i"'plain o‘rtachasitopi sin:

(iruppa Birinchi Ikkinchi
IU*lgining qiymatlari 1 6 1 5

Chastota 10 15 20 30
Ilajm 10+15=25 20+30=50

Yechish: Gruppa o‘rtachalarini topamiz:
-  10 1+15-6 . — 20-1+30-5 „ „ v = -------------4  V =------------- =3,4

25 50
i ii uppa o‘rtachalari bo‘yicha umumiy o'rtachani topamiz:

25-4+50-3,4x=-
25+50

--3,6.

7-ta’rif. Gruppaga tegishli belgilaming gruppa o'rtachasiga 
nisbatan dispersiyasi gruppa dispersiyasi deb ataladi:

(2-33)

lm yerda, «, -  x,. qiymatning chastotasi; j  -  gruppa nomeri; Xj -  j  
! i uppaning gruppa o‘rtachasi; Nj =]£»,- j  gruppa hajmi.

10-misol. Ikki gruppadan tashkil topgan to'plamning gruppa

Gruppa Birinchi Ikkinchi
1 lolgining qiymatlari 1 6 1 5

Chastota 10 15 20 30
Hajm 10+15=25 20+30=50

Yechish: 7-misoldan ma’lumki, x, =4, x, =3,4. Endi gruppa 
iliMporsiyalarini topamiz:
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Py i/ 25

D  (X2) 20 • (1 -  3,4)2 + 30 • (5 -  3,4)2 115,2 + 76,8 ,  g4
50 50

8-ta’rif. Grappa dispersiyalarining gruppalar hajmi bo‘yicha 
olingan arifmetik o‘rtachasi grappalar ichki dispersiyasi deb ataladi:

F . I T O
n

buyerda, N} -  j  grappa hajmi; n=YJNj -umumiy to‘plam hajmi.
j

Masalan, 8-misolda gruppalar ichki dispersiyasini quyidagicha 
topamiz:

—  25^6 + 50-3,84Dn =--------------- -— =4,56
p 75

9-ta’rif. Grappa o'rtachalarining umumiy to‘plam o‘rtachasiga 
(bosh to'plam o‘rtachasi) nisbatan dispersiyasi gruppalararo 
dispersiya deb ataladi:

Dp(^ )  =

bu yerda, T j - j  gruppaning grappa o‘rtachasi; Nj - j  grappa hajmi; 
Xj. umumiy o‘rtacha; n='£lNJ umumiy to‘plam hajmi.

Y N jix j-x )2

Masalan, 7-misolda gruppalararo dispersiyani topsak:

D 25' (4 ~ 3>6>2 + 50 • (3.4 ~ 3,6)2 _ 4+2 _ 
pK J 75 75

Endi bu tushunchalardan foydalanib, tanlanma korrelatsion 
nisbat tushunchasini aniqlaymiz.
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KM a’rif. Y ning X  ga tanlanma korrelatsion nisbati deb,

»7*=- (2,34)

h. Ini! bilan aniqlanuvchi kattalikka aytiladi.
ly 1 n (y — y)2

Пи yerda, or- = у -----------shartli yoki gruppalararo o ‘rtacha

I vmlralik chetlanish: cr„ _ l'£nJ,C y-y)2 -  o ‘rtacha kvadratik

* In ilimish; n tanlanrnahajmi; nx -  X  belgining jc qiymatichastotasi;
Y belgining y  qiymati chastotasi; y  -  Y  belgining umumiy

n iluchasi; yx -  Y belgining X = x ga m os shartli o'rtachasi ( x  
y i uppaning gruppa o ‘rtáchasi).___________________________________

X  ning Y  ga tanlanma korrelatsion nisbati ham shu kabi 
niiu]lanadi:

cr-
П*у=- (2.35)

11-m isoi. n = 50 hajmli quyidagi korrelatsion jadval bo'yicha Y 
lu-lgining X  belgiga korrelatsion nisbati ij ni toping.

X 10 20 30 ny

15 4 28 6 38
25 6 - 6 12
n\ 10 28 12 я=50
V, 21 Î5 20

Yechish: y  -umumiy o ‘rtachani topämiz:
-  38-15+ 12-25 870y = — -----= ------------------ = ----- = 17,4

n 50 50
i int Im kvadratikchetlanishnitopamiz:

'Z"y( y - y )2 38(15 -1 7 ,4)2 +12(25 -1 7 ,4)2
50

= 4,27.
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er--shartli o‘rtachaning o'rtacha kvadratik chetlanishni (yoki 
gruppalararo o‘rtacha kvadratik chetlanish) topamiz:

T ^10(21-17,4)2 + 28(15—17̂ 4)* +12(20 -1 7 ,4)2 ^
n

or- 2,73Topilganlami (2.35) formulaga qo‘yamiz: r>yx = -^ = — ^=0,64.
CTy 4 ,z /

Tanlanma korrelatsion nisbat uchun quyidagi xossalar o‘rinli. 
tj)X va r]v kattaliklar uchun aniqlangan xossalar bir xil boiganiigi 
sababli tanlanma korrelatsion nisbat xossalarini 7  kattalik uchun 
sanab o'tamiz.

1-xossa. Tanlanma korrelyatsion nisbat quyidagi qo‘sh 
tengsizlikni qanoatlantiradi: 0  < /7 < 1 .

2-xossa. Agar 7 7 = 1  boisa, belgilar funksional bogianishda, 
ya’ni Y—f(X)  boiadi.

3-xossa. Tanlanma korrelatsion nisbat tanlanma korrelatsiya 
koeffitsiyentining absolyut qiymatidan kichik emas: ?7>j^|-

4-xossa. Agar rt=\rT\ bo‘lsa, belgilar orasida chiziqli bogianish 
bo‘ladi.

5-xossa. Agar 7 7 = 0  boisa, belgilar korrelatsion bogianishda 
boimaydi.

Tanlanma korrelatsion nisbatning afzalligi uning istalgan 
korrelatsion bogianish, shu jumladan, chiziqli bogianish 
zichligining ham oichovi boiib xizmat qilishidadir. Shu bilan birga 
tanlanma korrelatsion nisbat kamchilikka ham ega: u bogianish 
shakli haqida hech qanday maiumot bermaydi.

Agar X  va Y belgilar orasidagi korrelatsion bogianish 
o‘rganilayotgan boiib, yx = f(x)  regressiya grafigi egri chiziq bilan 
tasvirlanadigan boisa, u holda bu korrelatsiya egri chiziqli deyiladi.

Egri chiziqli korrelatsiyada ham chiziqli korrelatsiya kabi 
korrelatsion bogianish shakli va uning zichligini aniqlash bilan 
skug‘ullaniladi. Egri chiziqli korrelatsiyada Y ning X  ga regressiya 
funksiyalari quyidagi ko‘rinishda boiishi mumkin:

yx =axz +bx+c (ikkinchi tartibli parabolik korrelatsiya);
yx — ax’ +bx2 +cx+d (uchinchi tartibli parabolik korrelatsiya);
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г, “ (giperbolik korrelatsiya).

Regressiya fimksiyasining ko‘rinishini aniqlash uchun Dekart 
11X»rdinatalar sistemasida (x,y) nuqtalaming o‘mi topiladi va ulaming 
(oylnshishiga qarab regressiya fimksiyasining taxminiy ko‘rinishi 
liaqida gipoteza qilinadi; o‘rganilayotgan masalaning mohiyatidan 
I - lib chiqqan holda oxirgi xulosa qabul qilinadi. Belgilar orasidagi 
korrelatsion bogianishni ifodalovchi regressiya funksiyalarining 
iioina’lum parametrlami aniqlash yoki statistik baholash masalalari 
luim muhim hisoblanadi. Regressiya fimksiyasining nomaium 
parametrlari ham eng kichik kvadratlar usuli yordamida topiladi. Egri 
chiziqli korrelatsiya zichligini baholashda tanlanma korrelatsion 
nisbatdan foydalanamiz.

Egri chiziqli korrelatsiyaning sodda hollaridan biri ikkinchi 
Inrtibli parabolik korrelatsiya ko‘rinishdagi korrelatsiyaning 
nomaium parametrlarini tanlanma maiumotlari yordamida topamiz. 
Aniqlik uchun Y ning X  ga regressiya tanlanma tenglamasini 
qaraymiz. Bunda regressiya tanlanma tenglamasi

yx=ai^+bx+c (2.36)
ko'rinishda bo‘lib, a,b,c nomaium parametrlami tanlanma maiu- 
motlari bo‘yicha topish kerak boiadi. Nomaium koeffitsiyentlarni 
v, ~y, -  (ax] +bx, + c) chetlanishlar kvadratlarining yigindisi eng 
kichik boiadigan qilib, tanlaymiz. Shu maqsadda, quyidagi

я
limksiyani kiritamiz: F(a, b, c) = Y v! ■ Bu funksiyani ekstremumga

/=1
lokshirib va tegishli almashtirishlardan so‘ng quyidagi sistemani 
hosil qilamiz.

aí v < +bÍLn* +с2Хл2 и м* Я

/= 1 i=1 í = i 7=1

/= 1 / = i

ft

xï +cY ,nx,xi :м
п __

ы\
(2.37)

ai % xf /=i
п

*,+c«=5>*к,

Кuzatish natijalari (xn y)  juftliklardan foydalanib (2.37), tenglamalar 
i .lcmasidan a,b,c  nomaium parametrlar topiladi.
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12-misol. Korrelatsion jadval maiumotlari asosida 
yx -a x 1 -hbx+c ko‘rinishdagi Y  ning X  ga regressiya tanlama 
tenglamasini toping. __________________________________

X
У

1 1,1 1,2 ПУ

6 8 2 - 10
7 - 30 - 30

7,5 - 1 9 10
И* 8 33 9 и = 50

Yechish: Korrelatsion jadval maiumotlari asosida quyidagi 
jadvalni tuzamiz.

X п* л njc пххг пхх3 пххл п,Ух

1 8 6 8 8 8 8 48
1,1 33 6,73 36,3 39,93 43,93 48,32 222,09
1,2 9 7,5 10,8 12,96 15,55 18,66 67,50
2 50 - 55,1 60,89 67,48 74,98 337,59

Bu jadvalning s qatoridagi sonlarni (2.37) ga qo‘yib quyidagi 
tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

74,98a + 67,48* + 60,89c = 413,93
• 67,48a+60,896+55,10c =373,30 

60,89a + 55,106 + 50c = 337,59 
Bu sistemadan a = 1,94, 6 = 2,98, с = 1,10 yechimlami topamiz. U  

holda regressiya tenglamasi
^=%94хг +2,98^+1,10 

ko‘rinishda boiadi. Tekshirish uchun tenglama bo‘yicha hisoblangan 
yx ning qiymatlari bilan jadval bo‘yicha topilgan yx ning qiymatlarini 
taqqoslash mumkin.

Yuqorida keltirilgan boshqa turdaga egri chiziqli regressiya 
tenglamalarining koeffitsiyentlarini topishda ham eng kichik 
kvadratlar usulidan foydalanish mumkin, ammo ba’zi hollarda oldin 
ma’lum bir almashtirishlarni amalga oshirish zarur. Masalan, 
y  -■= ax' (a > 0,6 > 0) regressiya tenglamasidagi noma’ lum a, 6
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koeffisiyentlami topishda avvalam bor bu tenglamani ]ny=\na+b\nx 
ko‘rinishda yozib olamiz, so‘ngra u = lnx, z = \ny  belgilashlar 
yordamida z = bu + Ina chiziqli funksiyani hosil qilamiz.

Ba’zi amaliy masalalarda ikklta emas, balki ikkitadan ko‘proq 
belgilar orasidagi bogianishni o‘rganish zaruriyati tugiladi. Bu 
holda belgilar orasidagi korrelatsion bogianish to ‘plamiy (fco ‘plik) 
korrelatsiya deb ataladi.

To‘plamli korrelatsiyaning eng sodda holi boigan uchta belgi 
orasidagi chiziqli korrelatsiyani qaraymiz. Bu holda X ,  Y va Z 
belgilar orasidagi korrelatsion munosabat

z=ax+by+c  (2.38)
tenglama ko‘rinishida ifodalanadi. Bunda quyidagi:

1) kuzatish maiumotlari bo'yicha regressiyaning a,b,c noma’- 
lum koeffitsiyentlami topish, ya’ni z = ax + by+c tanlanma tenglamani 
topish;

2) z  belgi bilan ikkala Y va Z belgilar orasidagi bogianish 
zichligini baholash;

3) y  fiksirlanganda (o‘zgarmaganda) Z va X  orasidagi, X  
fiksirlanganda Z va Y orasidagi bogianish zichligini topish 
masalalarini hal qilish zarur.

Birinchi masala eng kichik kvadratlar usuli bilan hal qilinadi. 
Anälitik geometriyadan maiumki, (2.38) chiziqli bogianish 
tenglamasini:

z - z = a ( x - x ) + b ( y -  y) (2.39)
ko‘rinishda yozib olish mumkin. Bu ko‘rinishda esa 1-masalani hal 
qilish osonroq.

Ba’zi elementar hisoblashlardan so‘ng a va J koeffitsiyentlar 
uchun quyidagi formulalami topamiz:

a az f ¿= V lV k.£k  (2.40)

Bunda ra,rr ,r^ -  mos ravishda X  va Z, F va Z, X  va F belgilar 
orasidagi korrelatsiya koeffitsiyentlari; ax,ay,crz -  o‘rtacha kvadratik 
chetlanishlar.

Z belgining X  va F belgilar bilan bogiiqlik zichligi quyidagi:
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—  ' X v  V  V  ■+-

JS.— JLSJL 0SR<1 (2.41)

umumiy tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti bilan baholanadi.
Shuningdek, Y  fiksirlanganda (o‘zgarmaganda) Z va X  

orasidagi, X  fiksirlanganda Z va X  bogianish zichligi mos 
ravishda:

(2.42)

■ -■ ' “ T m & h S  ( 2 ' 4 3 )

xususiy tanlanma korrelatsiya koeffitsiyentlari bilan baholanadi.
Tabiatda turli-tuman jarayonlami o‘rganishda, tasodifiy jara- 

yonlaming o‘zaro bogiiqlik qonunlarini ochishda hamda umuman 
prognozlash masalalarida korrelatsion va regression analizning 
xulosalari katta ahamiyatga egadir. Xususan, iqtisodiy jarayonlami 
tadqiq etishda turli iqtisodiy ko'rsatkichlaming bir-biriga bogiiq- 
ligini aniqlash va shu asosda muhim xulosalar chiqarishda kor
relatsiya nazariyasi muvaffaqiyatli tatbiq etib kelinmoqda.

2.3. Statistik gipotezalar. Statistik kriteriy

Amaliyotda, texnikada va iqtisodiyotda ko‘pincha tasodifiylik 
bilan bogiiq bo‘lgan biror faktni aniqlashtirish uchun statistik usul 
bilan tekshirish mumkin bo‘lgan gipotezalarga tayanib ish ko4riladi.

Maiumki, har qanday ilmiy asoslangan farazni gipoteza deb 
aytishimiz mumkin, ammo har qanday gipotezani stastistik gipoteza 
deb ayta oimaymiz, chunki uning alohida ajralib turadigan 
xususiyatlari bor, bu xususiyatlami alohida ta’kidlash uchun biz 
quyidagi ta’rifni keltiramiz.

1-ta’rif. Statistik gipoteza deb, kuzatilayotgan tasodifiy 
miqdorning (bosh to‘p!amning) nomaium taqsimot qonuni yoki 
ma’lum taqsimot qonunning nomaium parametrlari haqidagi 
gipotezaga aytiladi._______________________________
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Masalan, quyidagi gipotezalar statistik gipotezalarga misol boia 
oladi:

1) bir xil ishlab chiqarish sharoitlarida bir xil ishni bajarayotgan 
ishchilaming mehnat unumdorligi normal taqsimot qonun bo‘yicha 
taqsimlangan;

2) parallel ishlayotgan stanoklarda tayyorlanayotgan bir xil 
turdagi detallaming o‘rtacha oichamlari bir-biriga teng;

3) normal taqsimot qonuniga bo‘ysinuvchi ikki to‘plamning 
dispersiyalari o‘zaro teng.

1-gipotezada taqsimotning ko‘rinishi haqida, 2 va 3-gipöteza- 
larda esa parametrlar haqida faraz qilingan.

“Ertaga yomgir yog‘adi”, “Bu yil mo‘1 hosil olamiz” kabi 
gipotezalar statistik gipotezalar bo ia  olmaydi, chunki ularda na 
taqsimot qonunining ko‘rinishi haqida, na uning parametrlari haqida 
so‘z boradi.

Bosh to‘plam haqida oldinga surilgan gipoteza tanlanma 
natijalarga asoslanib tekshiriladi va natijada qabul qilinishi yoki rad 
qilinishi mumkin. Bunda quyidagi tushuncha va belilashlardan 
foydalaniladi:

H„ -asosiy (yoki nolinchi) gipoteza deb, maium faktlarga yoki 
tadqiqot natijalariga asoslanib, ilgari surilgan statistik gipotezaga 
aytiladi;

//, -konkurent (yoki alternativ) gipoteza deb, asosiy gipotezaga 
zid boigan har qanday boshqa gipotezaga aytiladi.

Masalan, “X tasodifiy miqdor Puasson taqsimot qonuniga 
bo'ysunadi” gipotezasi yuqoridagilarga asoslanib quyidagicha 
yoziladi:

HB:P(X = k) = ̂ ~  Ä>0, k=  0,1,2,3,...; k\

Hx:P{X = k ) * ~ ~ .

Faqat bitta da’voni o‘z ichiga oigan gipoteza oddiy gipoteza; 
bittadan ortiq sondagi da’volarni o‘z ichiga oigan gipoteza esa 
murakkab gipoteza deyiladi.
Masalan, X  tasodifiy miqdor ko‘rsatkichli taqsimot:
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( 0, agar x< 0 ,
F (x )H  ,(l — e , agar x>0. 

qonuniga bo'ysinib, uning A parametri nomaium boisin. U holda 
quyidagilar o‘rin!i:

H0:A -2 asosiy gipotezani oddiy gipoteza;
Hj-.A*2 altemativgipotezaniesamurakkabgipoteza.
Ilgari surilgan gipoteza tekshirib ko‘riladi va so‘ngra xulosa 

chiqariladi. Gipotezani tekshirish natijasida ikki turdagi xatolikka 
y o i qo‘yilishi mumkin.

Agar to‘g‘ri gipoteza rad etilsa, qilingan xatolikni I tur xatolik, 
agar noto‘g‘ri gipoteza qabul qilinsa, qilingan xatolik II tur xatolik 
deb ataladi. Bu xatoliklami jadvalda quyidagicha tasvirlash mumkin.

Hn -  gipoteza to‘g‘ri noto‘g‘ri
Rad qilindi I tur xatolik To‘g‘ri qaror

Qabul qilindi To‘g‘ri qaror II tur xatolik

Amaliyotda I va II tur xatoliklarning oqibatlari har xil boiishi 
mumkin. Masalan, agar samolyotga “uchishga ruxsat berilsin” degan 
to‘g‘ri qaror rad etilgan boisa, u holda bu I tur xatolik boiib, bunday 
xatolik moddiy zararga olib kelishi mumkin; agar samolyotning 
nosozligiga qaramasdan “uchishga ruxsat beriisin” degan noto‘g‘ri 
qaror qabul qilinsa, u holda bu II tur xatolik boiib, bunday xatolik 
halokatga olib kelishi mumkin.

Albatta, I tur xatolik II tur xatolikka qaraganda ogirroq 
oqibatlarga olib keladigan misollami ham keltirish mumkin.

To‘g‘ri qaromi ikki holda qabul qilish mumkin:
1) agar ilgari surilgan gipoteza haqiqatan ham to‘g‘ri boisa, 

gipoteza qabul qilinadi;
2) agar ilgari surilgan gipoteza haqiqatan ham noto‘g‘ri boisa, 

gipoteza qabul qilinmaydi.
I tur xatolikka y o i qo'yish ehtimoli a  bilan belgilanadi va u 

muhimlilik darajasi deb ataladi. Ko‘p hollarda muhimlilik darajasi 
a  = 0,05, a =0,01,... sifatida qabul qilinadi.
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liiz maium taqsimot qonuniga bo‘ysinuvchi belgining 
in ima' lum parametrlari haqida ilgari surilgan gipoteza Statistik usulda 
qnnday tekshirilishini ko‘rib chiqamiz. : ^ar: s :

Asosiy gipoteza ilgari surilgandan so‘ng, uning to‘g‘ri yoki 
noto‘g‘ri ekanligini tekshirib ko‘rish kerak boiadi. Shu maqsadda 
inaxsus tanlangan, aniq yoki taxminiy taqsimoti ma’lum boigan 
tasodifiy miqdor ishlatiladi. Bu tasodifiy miqdomi k bilan 
belgilaymiz.

2-ta’rif. Statistik kriteriy (yoki oddiygina kriteriy) deb, asosiy 
gipotezani tekshirish uchun xizmat qiladigan tasodifiy miqdorga 
aytiladi. _______________________

Bu tasodifiy miqdor odatda K  bilan belgilanadi va K kriteriy 
deb ataladi. Masalan, agar normal taqsimot qonuniga ega X, Y bosh 
to‘plamlaming dispersiyalari tengligi haqidagi gipoteza tekshi- 
rilayotgan boisa, u holda K  kriteriy sifatida “tuzatilgan” tanlanma 
dispersiyalar nisbati olinadi:

F = 4  (s2x>s2y) (2.44)
Sy

Turli tajribalarda dispersiyalar har xil, oldindan maium 
bo‘lmagan qiymatlar qabul qilganligi uchun F tasodifiy miqdor 
boiib, u Fisher-Snedekor qonuni bo‘yicha taqsimlangan.

Gipotezani tekshirish uchun kriteriyga kirgan miqdorlarning 
xususiy qiymatlari tanlanma bo‘yicha hisoblanadi va shunday qilib 
kriteriyning kuzatiladigan (xususiy) qiymati hosil qilinadi.

Khaol -kuzatiladigan qiymat deb, statistik kriteriyning 
tanlanmalar bo‘yicha hisoblangan qiymatiga aytiladi. Masalan, ikkita 
tanlanma asosida topilgan dispersiyalar: sl = 20, s2y = 15 boisa, u holda

K = F = ^ = !  
hvmt 15 3'

Gipotezani tekshirish mobaynida K kriteriyning mumkin 
boigan barcha qiymatlari to‘plami kesishmaydigan ikkita qism 
to‘plamlarga ajratiladi; K  = Kr u  K*. Bu yerda K  n  K + = 0 .
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Ulardan biri H0 -  asosiy gipoteza rad qilinadigan qiymatlami, 
ikkinchisi esa asosiy gipoteza qabul qiladigan qiymatlarini o‘z ichiga 
oladi.

3-ta’rif. Kriteriyning HQ -  asosiy gipotezani rad qiladigan 
qiymatlar to‘piami kritik soha deb ataladi._____________________

4-ta’rif. Kriteriyning //„-asosiy gipotezani qabul qiladigan 
qiymatlar to‘plami gipotezani qabul qilish sohasi deb ataladi.______

Statistik gipotezalami tekshirishning asosiy prinsiplarini 
quyidagicha ta’riflash mumkin: agar kriteriyning kuzatiladigan 
qiymati kritik sohaga tegishli boisa, asosiy gipoteza rad qilinadi, 
agar kriteriyning kuzatilayotgan qiymati gipotezaning qabul qilinish 
sohasiga tegishli boisa, asosiy gipoteza qabul qilinadi. Kriteriy bir 
oichovli tasodifiy miqdor boigani uchun uning mumkin boigan 
barcha qiymatlari to‘plami biror intervaldan iborat boiadi. Shu 
sababli, kritik soha va gipotezaning qabul qilinish sohasi ham 
intervaldan iborat boiadi, demak, ulami ajratib turuvchi nuqtalar 
to‘g‘risida gapirish mumkin.________________________________

5-ta’rif. Kritik nuqtalar deb, kritik sohani gipotezaning qabul 
qilinish sohasidan ajratib turuvchi nuqtalarga aytiladi.____________

Agar kritik soha K > kb tengsizlik bilan aniqlansa, u holda uni
o ‘rig tomonli kritik soha.

Agar kritik soha K  < kkr tengsizlik bilan aniqlansa, u holda uni 
chap tomonli kritik soha.

Agar kritik soha K>k'tr , K  < k'ir tengsizliklar bilan aniqlansa, u 
holda uni ikki tomonli kritik soha deyiladi.

Chap tomonli va ikki tomonli kritik sohalami aniqlash o‘ng 
tomonli kritik sohani topishga o‘xshash boiganligi sababli biz faqat 
o‘ng tomonli kritik sohani aniqlash bilan tanishib chiqamiz.

Kritik sohani aniqlash uchun kritik nuqtani topish yetarli. Bu 
nuqtani aniqlash uchun esa a  ning qiymati berilishi kerak. So‘ngra, 
quyidagi talabga asoslanib, nuqta topiladi: //„-asosiy gipoteza
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>> mili hoiadigan K kriteriyning kb nuqtadan katta boiishi ehtimoli 
. i tniihiinülik darajasiga teng boisin:

P(K >kb ') -a .  (2.45)
llar bir kriteriy uchun (2.45) shartni qanoatlantiruvchi kritik 

mu|tulurni topish jadvallari mavjud.
Kritik nuqta topilgandan so‘ng, x„x2,...,xn tanlanma 

maiumotlari bo'yicha kriteriyning kuzatilgan qiymati topiladi. 
Ilunda agar K > k kr boisa, u holda asosiy gipoteza rad qilinadi; äks 
holda asosiy gipotezani rad qilishga asos yo‘q deyiladi.

1-eslatma. H0 gipoteza qabul qilingan boisin. Shu bilan bu 
gipoteza isbotlandi deyish xato boiadi. Aslida “kuzatilgan natijalar 
//„ gipotezaga mos keladi va demak, uni rad qilishga asos yo‘q” 
deyish to‘g‘riroq boiadi. _________________ ' _____

Amalda gipotezani katta ishonch bilan qabul qilish uchun 
boshqa statistik usullar bilan tekshiriladi yoki tanlanma hajmi 
orttirilib tajriba takrorlanadi. Gipotezani qabul qilishdan ko‘ra 
ko‘proq uni rad qilishga harakat qilinadi. Haqiqatan, maiumki biror 
umumiy da’voni rad qilish, bu da’voga zid boigan bitta misolni 
keltirish kifoya. Shu sababli kriteriy quwati tushunchasi kritiladi.

6-ta’rif. Konkurent gipoteza tocg‘ri boiganda kriteriyning 
kritik sohada boiish ehtimoli kriteriy quwati deb ataladi._________

Agar II tur xatolikka y o i qo‘yish ehtimoli ß  boisa, u holda 
kriteriy quwati l - ß  ga teng boiadi. Buridan ko‘rinadiki, kriteriy 
quwati qancha katta boisa II tur xatolikka yo i qo‘yish ehtimoli 
shuncha kam boiadi. Yuqoridagi ta’riflardan ko'rinib turibdiki, a  
ning kamayishi ß  ning o‘sishiga olib keladi, va aksincha. Masalan, 
a = 0 bo‘lsa, u holda barcha gipotezalar qabul qilinadi, jumladan 
noto‘g‘rilari ham. Shu sababli, ikkala parametmi bir paytda 
kamaytirib bo‘lmaydi. I tur va II tur xatoliklarga y o i qo‘yishning 
oldini olishning yagona yoii tanlanma hajmini oshirishdir.

Statistik gepotezani tekshirish qanday amalga oshirilishini
• inyidagi misolda ko‘rib chiqamiz.
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Normal taqsimlangan ikki bosh to‘plamning dispersiyalarini 
taqqoslash masalasi. Dispersiyalar haqidagi gipotezalar, ayniqsa 
texnikada muhim ahamiyatga ega, chunki tarqoqlik xarakteristikasi 
boigan dispersiya mashina va uskunalaming, o ichov  asboblarining, 
texnologik protsesslarning aniqligini baholashda juda muhim 
ko‘rsatkich hisoblanadi.

Normal taqsimlangan bosh to‘plam dispersiyalarining tengligi

haqida gipoteza ilgari surilsa, kriteriy sifatida F = ~ \  kattalik olinishi-i2y
ni aytib o‘tgan edik. Bunda F tasodifiy miqdor bo'ysunadigan 
Fisher-Snedekor taqsimotining erkinlik darajalari quyidagicha 
aniqlanadi: £,=«,-1, = «2 -1 , bu yerda «, -hisoblanganda qiymati 
katta boigan “tuzatilgan” dispersiyagamos tanlanmaninghajmi, «2 -  
hisoblanganda qiymati kichik boigan “tuzatilgan” dispersiyaga mos 
tanlanmaning hajmi. Kritik nuqta kkr = Fia-Jt^k^ tenglik bilan 
jadvaldan aniqlanadi.

1-misol. Normal taqsimlangan X, Y bosh to‘plamlardan mos 
ravishda nl = 11, «2 =14 hajmli erkli tanlanmalar olinib, ularning 
“tuzatilgan” dispersiyalari: =0,76, sj =0,38 topilgan. «=0,05
muhimlilik darajasida quyidagi gipotezani tekshiring:

f.H0:D(X) = D(Y)
1 H \ : D ( X ) * D ( Y )

Yechish: Gipotezani tekshirish uchun kriteriyni
s..

tanlaymiz. U holda

X = ,F = % = ^ =  2. 
s2y 0,38

Fisher-Snedekor taqsimotining flg-itik nuql^lärjadyalidan 
a  =0,05, k, =11-1 = 10, L  —i'4 —1 = 13 => kkr = F(0.05;10,13) = 2,67 

kritik nuqtani topamiz. Bu yerda K < kkr boigani uchun gipotezani 
rad qilishga asos yo‘q.

Maiumki, s2 -tuzatilgan tanlanma dispersiya bosh to‘plain 
dispersiyasi uchun siljimagan baho boiadi. Biz bu tuzatilgan 
tanlanma dispersiyasi bilan cr^X)-bosh to‘plam dispersiyasi 
opasidagi farq e’tiborga olinishi kerakmi yoki yo‘qmi degan savolga
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I¡1 vob beramiz. Amaliyotda a]s(X)  tajriba natijasida yoki nazariy 
liliiitdanamqlanadi.

Buning uchun bosh to‘plamdan « hajmli ianlanma ajratib 
olamiz. Bu tanlanmadan k = n ~ l erkinlik darajasida / -tuzatilgan 
dispersiyani topamiz. U holda asosiy gipoteza H0:er2B= M ( s 2) 
ko‘rinishda boiadi. Bu kabi gipotezalar priborlar, instrumentlar, 
stanoklaming aniqligini tekshirishda, texnologik jarayonlarni

o‘rganishda tekshiriladi. Asosiy gipotezani tekshirishda («-!)
<rl

tasodifiy miqdordan foydalanamiz. kattalik haqiqatan ham
°/<

tasodifiy miqdor, chunki s2 kattalik turli tajribalarda har xil 
qiymatlami qabul qiladi. Bu tasodifiy miqdor k = n - \  erkinlik 
darajasida %- (xi kvadrat) taqsimotga ega boiganligi uchun asosiy

gipotezani tekshirish kriteriysini ^2 = ( « - l ) ~  bilan belgilaymiz.
'B

Kritik soha alternativ gipotezaga bogiiq  holda quriladi:
I. H0 :a l  = a 2; //, \<j2b < a 2 gipotezani tekshiramiz. Bu holda 

Fixing. > x l.(a ,k)) = a  ehtimollikdan foidalanib o ‘ng tomonli kritik 
soha quriladi. (or; £ ) - kritik nuqta esa j 2 taqsimotning kritik 
nuqtalari jadvalidan foydalanib topiladi. U holda kritik soha 
XLa,>Xl.  tengsizlikdan, asosiy gipotezani qabul qilish qiymatlari esa 
X L ,.< X l. tensizlikdan topiladi. Demak,

Agar Xkuzat. < xtr. boisa, u holda asosiy gipotezani rad etishga 
asos yo‘q;

Agar xLa,. > x l. boisa, u holda asosiy gipotezani rad etishga 
asosbor. ■■■A i )  .

2~misol. Normal taqsimlangan bosh to‘plamdan « = 13 hajm li; 
tanlanma ajratib olinib, i 2 =14,6 ‘̂ uZatilgari” dispetsiyä «Ibftilgan. 
a  = 0,01 muhumlilik darajasida H0 :<x2 =<x2 =12; Hl :l2<cr2 gipotezani 
tekshirmg.

Yechish: Kuzatilgan qiymatini topamiz:

/ = ( « - 1 ) 4  = 14,6.
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Jadvaldan xl. (0,01;13—1 = 12)=26,2 qiymatni topamiz. Bu yerda 
xL*. < x t. boigani uchun asosiy gipotezani rad etishga asos yo‘q.

II. H0:a 2B =cr2; Hx :a\ * a 2 gipotezani tekshiramiz. Bu holda 
P(X2 > x l .(a;*))=cc ehtimollikdan foydalanib ikki tomonli kritik soha

quriladi. < x l .(~;k  1] = ̂  tengs'zlikdan foydalanib chap kritik
f

soha, P x 2> x l \  tenSs*z<̂ an foydalanib o‘ng kritik soha
\

.2quriladi. x  taqsimotning kritik nuqtalari jadvalida faqat o‘ng kritik 
nuqtalar berilgan. Chap kritik nuqtalami topishda yuzaga keladigan
qiyinchlikdan x 2 j  va x 2 > xl. hodisalaming qarama-

qarashiligidan, ya’ni

tengliklardan foydalanib qutilamiz.
Bundan ko‘rinib turibdiki, chap kritik nuqtani o‘ng kritik nuqta 

kabi izlanadi. Shunday qilib, H0:cr2B=cr2; Hx:cr2B^cr2 gipotezani
s 2tekshirish uchun xL,„ =(«-!)— kuzatilgan qiymati topiladi. So‘ngra

^ ¿ .^ ~ ^ j-o ‘ng kritik nuqta va |^ l-^;* j-chap  kritik nuqta

topiladi, Bunda:
Agar Xchap kr. < Xkuzat. < xlnS *, bo‘lsa> u holda asosiy gipotezani rad 

etishga asos yo‘q;
Agar x'L,.>xl„gkr. yoki x liapb>xLa, bo‘Isa, u holda asosiy 

gipotezani rad etishga asos bor.
3-misoI. Normal taqsimlangan bosh to‘plamdan « = 13 hajmli 

tanlarsma ajratib olinib s2 =10,3 “tuzatilgan” dispersiya topilgan. 
or = 0,02 muhumlilik darajasida H0 :a2= a 2 =12; Ht : l2 ^ a 2 gipotezani 
tekshiring.

Yechish: Kuzatilgan qiymatini topamiz:
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/ = ( « - 1 ) 4  = 10,3.
a B

'........... Mvnlriiui xL„kr=  3.57, xlngkr= 26,2 qiymatlami jadvaldan
iti|itmii/. Mu yorda x l pkr. < x L , , < x l „ gk,  boigani uchun asosiy 
i• i | . /uní imlclishga asos yo‘q.

MI //„ o,' < t’ \ H¡ : a l > a 2 gipotezani tekshiramiz. Bu holda 
l iiiil iuu|ta /,. (I a\k)  topiladi. So‘ngra:

Agí» xL„i. < x l .  bo‘lsa, u holda asosiy gipotezani rad etishga 
HHON bor;

A)->iir xLn  '■ XÍ boMsa, u holda asosiy gipotezani rad etishga 
i in o n  yo‘q.

I misol. Normal taqsimlangan bosh to‘plamdan « = 13 hajmli
i.inl.iiinui ftjratib olinib, j2 =14,6 “tuzatilgan” dispersiya topilgan. 
>i 0.01 imihumlilik darajasida H0 :a l  = a 2 =12; Hl : \ 2 > a 2 gipotezani
Ickihirlng.

YccIiínIi: Kuzatilgan qiymatini topamiz:

/ = ( „ - 1 ) 4  = 14,6.

Imlvnldan /(0,99; 12)=3,57 qiymatni topamiz. Bu yerda 
Ito'lgani uchun asosiy gipotezani rad etishga asos yo‘q.

Agar nr tanlanma dispersiyasi topilgan boisa, u holda

inNodifiy miqdor sifatida /  = «—  kattalik olinadi.
^ B

Agar erkinlik darajasi k > 30 bo‘lsa, u holda kritik nuqta sifatida 

, ^<D(zj=—~ J  kattalikning taxminiy 

i|iymati olinadi.

2.4. Muvofíqlik kriteriysi

Mn’lumki, statistik gipotezada kuzatilayotgan belgining 
lni|.'iimol qonuni haqidagi faraz ham ilgari surilar edi. Biz ko‘pgina 
ni mi iy masalalar o‘rganilayotganda uchraydigan X  tasodifiy miq-
• I. * i iim|- taqsimot qonuni noma’lum boiib , bu taqsimot to‘gcrisidagi 
i-i)«•(■/.mi statistik usulda tekshirishni ko‘rib chiqamiz.
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X  tasodifiy miqdor F(x) taqsimot qonuniga egaligi haqida 
da’vo qiluvchi //„: P(X < x) = Fix) gipotezani tekshirish talab etilsin. 
Buning uchun X  tasodifiy miqdor ustida n  marta erkli kuzatish 
oikazib x,,x2,...,x„ tanlanma olamiz. Bu tanlanma bo‘yicha F*(x) 
empirik taqsimot funksiyasini qurish mumkin. Empirik taqsimot 
funksiyasi va nazariy (gipotetik) taqsimot funksiyasini taqqoslash 
maxsus tanlangan tasodifiy miqdor-muvofiqlik (moslik) kriteriysi 
yordamida bajariladi.

1-ta’rif. Muvofiqlik kriteriysi deb, bosh to‘piam nomaium 
taqsimotining taxmin qilinayotgan qonuni haqidagi gipotezani 
tekshirish uchun xizmat qiluvchi kriteriyga aytiladi.

Bir qaneha muvofiqlik kriteriylari mavjud: /  (“xi”-kvadrat”) 
K.Pirson, Kolmogorov, Smirnov va boshqalar.

Normal taqsimot haqidagi gipotezani tekshirishda qoilanila- 
digan Pirson kriteriysiga batafsil to‘xtalamiz. Shu maqsadda empirik 
va nazariy chastotalarni taqqoslaymiz.

Odatda, empirik va nazariy chastotalaming farqi bo‘ladi. 
Masalan:

empir.chast 6 13 38 74 106 85 30 10 4
nazar.chast 13 14 42 82 99 76 37 11 2
Bunda quyidagi savollar tug‘iladi: Chastotalaming bunday 

farqlanishi tasodifiymi? Farqlanish sabablari nima? Bu kabi 
savollarga Pirson kriteriysi javob beradi. Bu kriteriy ham boshqa 
kriteriylar kabi gipoteza to‘g‘riligini tasdiqlamasdan, balki qabul 
qilingan a-muhimlilik darajasida kuzatilgan ma’lumotlari bilan 
uning mos yoki mosmasligini o‘rnatadi.

X  1 X  X  . . .  X
n hajmli tanlanma asosida: 1' 1 2 k empirik taqsimot

nt b, n2 ... nk
olingan boisin.

Bosh to‘plam normal taqsimlangan farazi asosida n* nazariy 
ehastotalar hisoblangan boisin. a-muhimlilik darajasida.

H0 : bosh to‘plam normal taqsimlangan gipotezani tekshirish 
uchun kriteriy sifatida
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liisodifiy miqdorni olamiz.
Bosh to‘plam qaysi taqsimot qonuniga bo‘ysunishidan qat’i 

u n /,ur (2.46) tasodifiy miqdor »->oo da k erkinlik darajali /  
(uc|sirnot qonuniga intilishi isbotlangan. Bu yerda £ = s - 1  -  r . s -  
tanlanma gruppalari (xususiy intervallar) soni, r-faraz qilinayotgan, 
ya’ni lanlanma maiumotlari asosida baholanayotgan, taqsimot 
parametrlari soni. Masalan, normal taqsimotda r - 2 va hokazo.

()‘ng tamonü kritik sohani quramiz. Asosiy gipotezani to‘g‘ri 
dob lara/ qilganimizda kriteriyning kritik sohaga tushish ehtimoli;

P (x2 > xl.(pc-,kj)=a (2.47)
Slmnduy qilib, j 2 tengsizlik kritik sohani, j 2 <%l(a;k)
t<-u,v;r/.lik csa asosiy gipotezani qabul qilish sohasini aniqlaydi.

(2.48)
i n,

lormula yordamida kriteriyning kuzatilgan qiymatini, jadvaldan
i, i. t. A ) kritik nuqtani topamiz va quyidagi xulosalami chiqaramiz. 

A(,'ur x 1 < xi.(fi';k) boisa, u holda gipotezani rad etishga asos
yo'q;
Af’.ai x ' ■ xl.(a \k) boisa, u holda gipotezani rad etishga asos bor.

l-m iso l. a =0,05 boisa bosh to‘plam normal taqsimlangan 
l'ipolezasini quyidagi jadval asosida tekshiring:

empir.chast 6 13 38 74 106 85 30 14 
nazar.chast 3 14 42 82 99 76 37 13 

Yechish: xlmt qiymatni hisoblash uchun quyidagi jadvahii 
tuzamiz.

I ni

i n. *

»/ n, -  «,* (h, - h*)2 (»/ -  «D2 
«;

1 6 3 3 9 3
2 13 14 -1 1 0,07
3 38 42 -4 16 0,38
4 74 82 -8 64 0,78
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5 106 99 7 49 0,49
6 85 76 9 81 1,07
7 30 37 -7 49 1,32
8 14 13 1 1 0,08

I 366 366 Xkmat. ~

Erkinlikdarajalari soni: fc= s -r- i= 8 -2 -i= 5 . Jadvaldan:
xLat. < x l. boigani uchun asosiy gipotezani rad etishga asos 

yo‘q. Demak, kuzatilgan maiumotlar gipoteza bilan mos.
Yuqoridagilardan ko‘rinadiki, Pirson muvofiqlik kriteriysining 

asosini empirik va nazariy chastotalami taqqoslash tashkil etadi. 
Empirik chastota tajribadan topiladi.

Bosh to‘plam normal taqsimlanganda nazariy chastota topish 
usullaridan birini quyida keltirairiiz:

1. X  tanianmaning barcha mumkin boigan qiymatlar sohasi k  
ta bir xil uzunlikdagi {xt,xM) xususiy intervallarga boiinadi va har 
bir xususiy interval x‘ o‘rtasi topiladi va i intervalga tushgan 
variantalar soni x' variantaning chastotasi deb hisoblanadi. Natijada

* * + * xt : JC, x2 ... 
n, «, n2 ... nk

taqsimot hosil qilinadi. Buyerda =«.
i

2. Tanlanma x" o‘rtachasi va a  o‘rtacha kvadratik chetlanishi 
hisoblanadi.

3 2 =--------- miqdor bilan X  tasodifiy miqdor normalanadi vacr*
, , .  , • (*<-**) (**.-*’)

(z„zM) mtervalnmg chetki nuqtalan: z, = -— 7- L, zM=±---- ;—-
a  cr

topiladi. Bunda Z  ning eng kichik qiymati z, -<», eng katta qiymati 
Zk —» OO deb olinadi.

4. pt = <s>(zM)-Q>(zl) formula bilan X  ning (*„%,) oraliqqa 
tushish ehtimoli hisoblanadi. Bu yerda <t>(z)-Lapias funksiyasi. U 
holda nazariy chastota: «* = n,pt . Shuni ta’kidlash kerakki, har bir 
oraliq kamida 5-10 ta variantani o‘z ichiga olishi lozim. Tanlanma
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inii'ii 11ani yeturlicha katta, 50 dan kam bo‘lmasligi lozim. 
hi iiintnlnri soni kam oraliqlarni birlashtirish kerak.

I misol. Bosh to‘plam normal taqsimlangan deb, jadval asosida 
mi in iv chastotalami toping. Tanlanma hajmi « = 200.

.0
1 x, */+i «/ i x, XM n,
1 4 6 15 6 14 № 21
') 6 8 26 7 16 18 24
\ 8 10 25 8 18 20 20

10 12 30 9 20 22 13
$ 12 14 26

Ycchish: 1. Xususiy intervallar o‘rtasini topamiz va quyidagi 
(iu|Nimotni hosil qilamiz:

x, 5 7 9 11 13 15 17 19 21 
15 26 25 30 26 21 24 20 13

2. Tanlanma o‘rtachasi va o‘rtacha kvadratik chetlanishini 
lopumiz: x =12,63, cr* = 4,695.

3. (z„zM) intervallami topamiz va quyidagi jadvalni hosil 
qilamiz:

1 X , XM X, -  X * xM - x ' X, -X* _ . xm ~ x
cr* ZM -  " .cr

1 4 6 - -6,63 -00 -1,41
2 6 8 -6,63 -4,63 -1,41 -0,99
3 8 10 -4,63 -2,63 -0,99 -0,56
4 10 12 -2,63 -0,63 -0,56 -0,13
5 12 14 -0,63 1,37 -0,13 0,29
6 14 16 1,37 3,37 0,29 0,72
7 16 18 3,37 5,37 0,72 1,14
K 18 20 5,37 7,37 1,14 1,57
0 20 22 7,37 - 1,57 oo

4. />, ehtimollikni va n,p, nazariy chastotani topib quyidagi 
jmlvalni tuzamiz:
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i î+l 0>(z,) <J>0w) pt =<l*(2i+1)-<I>(zi) n,p,
1 —00 -1,41 -0,5 -0,4207 0,0793 15,86
2 -1,41 -0,99 -0,4207 -0,3389 0,0818 16,36
3 -0,99 -0,56 -0,3389 -0,2123 0,1266 25,32
4 -0,56 -0,13 -0,2123 -0,0517 0,1606 32,12
5 -0,13 0,29 -0,0517 0,1141 0,1658 33,16
6 0,29 0,72 0,1141 0,2642 0,1501 30,02
7 0,72 1,14 0,2642 0,3729 0,1087 21,74
8 1,14 1,57 0,3729 0,4418 0,0689 13,78
9 1,57 00 0,4418 0,5 0,0582 11,64

Nazorat savollari

1. Statistik gipotezani ta’riflang.
2. I tur va II tur xatoliklami misollar yordamida tushunturung.
3. Kritik sohani qurishning qanday usullarini bilasiz?
4. Statistik kriteriynita’riflang.
5. Kriteriy quwätini qanday oshirish mumkin?
6. Pirson kriteriysini ta’riflang.

Mustaqil yechish uchun misollar

1. Quyida beriigan tanlanma uchun variatsion qator hamda 
chastotali taqsimottuzing: {5,3,7,10,5,5,2,10,7,2,7,7,4,2,4}.

2. Tavakkaliga tanlangan 30 ta talabalaming bo‘y 
uzunliklaridan iborat quyidagi tanlanma beriigan. Bu tanlanma uchun 
interval statistik taqsimot tuzing.

178 160. 154 183 155 153 167 186 155 163
157 175 170 166 159 173 182 167 169 171
179 165 156 179 158 171 175 173 172 164

3. Chastotali taqsimoti beriigan tanlanmaning empirik 
taqsimot funksiyasini toping:
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»)
15 16 17 18 19
1 4 5 4 2

X, 2 3 4 5 6 7 8
", 1 3 4 6 5 2 1

4. Quyidagi tanlanma uchun nisbiy chastotali gistogramma
yasang.

X, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
", 8 14 20 25 30 24 16 12 7 4

5. Quyidagi tanlanma uchun poligon yasang.

X, -3 -2 -1 0 1 2 3
n, 2 4 5 6 5 2 1

6. Quyidagi tanlanmaning o‘rta qiymati va dispersiyasini 
i i soblang._______ _______ •_______ ______________ _______
Interval

chegarasi 34-36 36-38 38-40 40-42 42-44 44-46
n, 2 3 30 40 20 5

7. Talabalardan 24 savoldan iborat test sinovi o‘tkazildi. Ushbu 
lest natijalariga ko‘ra talabalar quyidagicha taqsimlanishdi. Tan- 
liinma sonli xarakteristikalarini hisoblang.

To‘g‘ri
jnvoblar

soni
10-12 12-14 14-16 16-18 18-20 20-22 22-24

Titlnbalar
Noni 2 4 8 12 16 10 3

8. Tanlanmaning quyidagi berilgan taqsimoti bo'yicha uning 
cmpirik funksiyasini toping.
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X 1 4 6
n 10 15 25

9. Tanlanmaning quyidagi berilgan taqsimoti bo‘yicha nisbiy 
chastotalar poligonini yasang.

X 2 4 5 7 10
w 0,15 0,2 0,1 0,1 0,45

lO.Quyidagi ma’lumotlar asosida empirik taqsimot fimksiyasini 
toping va grafigini yasang.

X 4 7 8
n 5 2 3

11.Chastotalar poligonini yasang.

X 15 20 25 30 10
n 10 15 30 20 25

12. Nisbiy chastotalar poligonini yasang.

X 20 40 65 80
w 0.1 0.2 0.3 0.4

13. Tanlanmaning quyidagi berilgan taqsimoti bo‘yicha 
chastotalar gistogrammasini yasang.

№ x , - * m »/ H
h

1 2-7 5
2 7-12 10
3 12-17 25
4 17-22 6
5 22-27 4
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14. Bosh to‘plamning miqdoriy belgisi normal taqsimlangan. n 
liajmli tanlanma bo‘yicha tuzatilgan o‘rtacha kvadratik chetlanishi to
pi Igan. Agar « = 10 va .? = 5,1 bo‘lsa, / = 0 , 9 9 ,  ishonchlilik ehtimoli 
hiian:

a) dispersiyani qoplaydigan;
b) o‘rtacha kvadratik chetlanishni qoplaydigan ishonchlilik 

oralig‘ini toping.
15. Biror fizik kattalikni bog‘liq boimagan bir xil aniqlikdagi 

9 ta oichash ma’lumotlari bo‘yicha, oichashlaming o‘rta arifmetik 
qiymati xn =30,1 va o‘rtacha kvadratik chetlanishi <j=6 topilgan. 
Oichanayotgan kattalikning haqiqiy qiymatini ishonchli oraliq 
yordamida v=0,95, ishonchlilik bilan baholang.

16. Bosh to4plamdan « = 10 hajmli tanlanma olingan va bosh 
to‘p!am normal taqsimlangan boisa, a matematik kutilmasini 
tanlanma o‘rtacha qiymat bo‘yicha 0,95 ishonchlilik bilan o‘z ichiga 
olishi mumkin boigan oraliqni toping.

-2 1 2 3 4 5
n 2 1 2 2 2 1

17. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida xy,ax ni toping.

X
Y

4 5 6 7 ny

10 2 11 3 2 18
20 1 13 2 10 26
30 3 6 27 6 42
40 2 9 3 - 14
«x 8 39 35 18 « = 100

18. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida yx,ax ni to-
ping.
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X
Y

4 5 6 7 ny

I 2 11 3 2 18
2 1 19 2 4 26a
3 3 9 27 3 42
4 2 - 3 9 14
nx 8 39 35 18 « = 100

19. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida yx, a y ni toping.

X
Y (

4 5 6 7 • ny

10 2 11 3 2 18
20 1 19 2 4 26
30 3 6 27 6 42
40 2 3 3 6 14
nx 8 39 35 18 и = 100

20. Jadvaldagi ma’lumotîar asosida yx =ax2 +bx+c regressiya 
tanlanma tenglamasini toping.

X
Y

0 4 6 7 10 ny

7 19 1 1 - - 21
13 2 14 - - - 16
40 "W 3 22 2 - 27
80 - - - 15 - 15

200 - - - - 21 21
«x 21 18 23 17 21 ООТ-4II«

21. Jadvalda keltirilgan ma’lumotlar asosida ~ху =ауг +by + c 
regressiya tanlanma tenglamasini va t}  ̂ tanlanma korrelatsion 
nisbatni aniqlang.
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36
hajmlari

a Y boshto'piamlard^. gan%
22. Nornial taqsimlang^^Vjta erkii tanlanma ajratib 0 

mosravishda «, va «, boigan s2xS, lar topilgan. 
ulaming “tuzatilgan” dispersi/^ . gipotezani teksi^1’*'1 
darajasida y/0 ;jd(x) = ¿>(7), / /  « = 0,05;

a) «, =10, «2 =15, =2,4, i /  ^ g or = 0,05;

b) «,=13, «2=17, J2 =3,6, ^ = °’01; 
d) «, = 9, n2 = 12, 2̂ =3,6, S2y *  ’ f = 0,05.

’ '  „  U i * < , Iordan quyi*x  va r  bosh to Plan, ar
r #  an. or = 0,01 muhimliliK

e)  «! =13, Hj =  15.. 52

23. Normal taqsimlang^gafl 
?i erkli tanlanmalar ajratib47 ■
: D (X) = Z)(7), / / , : D(X) > D <P

X T 3 4
n 4 2
YT 3 6
Yl 4 4

'  5 i 6
■" 3 3

<f~ 12
^  3 3

40
Tayancl*

va iboraiar

o‘rtachasi, bosh to‘plam 0‘rt^JLpersiy3?1’ nuqtaviy b a h ^ ,  „ 
gan” dispersiya, boshto‘plarH , bah°n*nS aniqligi, * f i• i 
baho, bahoning ishondililift s ta t is t  bogianish, K 
inlervali, funksional bogiaP^ ^



bogianish, korrelatsion panjara, shartli o‘rtacha. tanlanma regressi- 
yasi, tanlanma regressiya tenglamasi, egri chiziqli korrelatsiya, 
to‘plamli korrelatsiya, xusüsiy tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti, 
umumiy tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti, tanlanma korrelatsion 
nisbat, shartli varianta, statistik gipoteza, oddiy gipoteza, murakkab 
gipoteza, statistik kriteriy, kuzatiladigan qiymat, kritik nuqtalar, 
muhimlilik darajasi, kriteriy quwati, muvofiqlik kriteriysi, %2 ~ 
kriteriy, empirik chastota, nazariy chastota, normal taqsimot, erkinlik 
darajasi, Laplas fimksiyasi, kritik soha.
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Ш  BOB. CHIZIQLI PROGRAMMALASHTERISH 
MASALALARI

3.1. Iqtisodiy masalalarning chiziqli modellarini tuzish

Cbiziqli programmalashtirish matematik programmalashtirish- 
ning bir boiimi bo‘lib, u chegaralartgan resurslar (xomashyo, texnika 
vositalari, kapital qo‘yilmalar, yer, suv, mineral o‘g‘itlar va 
boshqa!ar)ni ratsional taqsimlab eng ko‘p foyda olish yoki eng kam 
xarajat qilish yo'llarini o‘rgatadi.

Chiziqli programmalashtirishning shakllanishi XX asming 
ikkinchi yamiidagi iqtisodiy fikrlaming takomillashishiga katta ta’sir 
ko‘rsatdi. 1975-yilda chiziqli programmalashtirish nazariyasini birin
chi bor kashf qilgan rus olimi L.V.Kantorovichga va matematik iqti- 
sodiyot bo‘yicha mutaxassis, “Chiziqli programmalashtirish” termi- 
nining birinchi muallifi, amerika olimi T.Kupmansga Nobel muko- 
fotining berilishi chiziqli programmalashtirishning iqtisodiy naza- 
riyaga qo‘shgan hissasini tan olishdan iborat deb hisoblash mumkin.

Chiziqli programmalashtirish chiziqli funksiyaning, uning 
tarkibiga kiruvchi nomaiumlarga chegaralovchi shartlar 
qo‘yilganda, eng katta va eng kichik qiymatini izlash va topish 
uslubini o‘rgatuvchi boiimdir.

Noma’lumlarga chiziqli chegaralashlar qo‘yilgan chiziqli 
funksiyaning ekstremumini topish chiziqli programmalashtirishning 
predmetini tashkil qiladi. Shunday qilib, chiziqli programmalashtirish 
chiziqli funksiyaning shartli ekstremumini topish masalalari 
turkumiga kiradi.

Iqtisodiy jarayonlarning o‘ziga xos qonuniyatlarini o‘rganish 
uchun, birinchi navbatda, bu jarayonlami tavsiflovchi matematik 
modellarini tuzish kerak. 0 ‘rganilayotgan iqtisodiy jarayonning
• isosiy xossalarini matematik munosabatlar yordamida tavsiflash 
(cgishli iqtisodiy jarayonning matematik modelini tuzish deb ataladi.

Iqtisodiy jarayonlarning (masalalarning) matematik modelini 
tuzish uchun quyidagi bosqichlardagi ishlarni bajarish kerak:
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1) masalaning iqtisodiy ma’nosi bilan tanishib, undagi asosiy 
shartlar va maqsadni aniqlash;

2) masaîadagi ma’lum parametrlarni belgilash;
3) masaîadagi nomaiumlami (boshqaravchi o'zgaruvchilami) 

belgilash;
4) masaîadagi cheklamalami, ya’ni boshqaravchi o‘zgaruv- 

chilaming qanoatlantirishi kerak boigan chegaraviy shartîarni 
chiziqli tenglamalar yoki tengsizlikiar orqali ifodalash;

5) masalaning maqsadini chiziqli funksiya orqali ifodalash.
Boshqaravchi o‘zgaruvchilarning barcha cheklamalami qanoat-

lantiruvchi shunday qiymatini topish kerakkî, u maqsad funksiyaga 
eng katta (maksimum) yoki eng kichik (minimum) qiymat bersin. 
Bundan ko‘rinadiki, maqsad funksiya boshqaravchi nomaium- 
îaming barcha qiymatlari ichida eng yaxshisini (optimalini) topishga 
yordam beradi. Shuning uchun ham maqsad ftmksiyani foydalilik 
yoki optimallik mezoni deb ham ataladi.

Iqtisodiy masalalaming matematik modelini tuzish jarayonini 
amaliyotda nisbatan ko‘p uchraydigan quyidagi iqtisodiy masaiaiar 
misolida o‘rganamiz,

Ishlab chiqarishni tashkil qilish va rejalashtirish masalasi. Faraz 
qilaylik, korxonada m xil mahsulot ishlab chiqarilsin; ulardan 
ixtiyoriy birini i bilan belgilaymiz. Bu mahsulotlami ishlab chiqarish 
uchun n xil ishlab chiqarish faktorlari zarur boisin. Har bir xom- 
ashyoning umumiy miqdori va bir birlik mahsulotni ishlab chiqarish 
uchun sarf qilinadigan normasi haqidagi maiumotlar quyidagi 
jadvalda berilgan boisin.

— Xomashyolar 
Mahsulot turïari 1 2 3 ... n Daromad

1 «n a\2 «B . .. cx
2 «21 2̂2 aa o . • «2 . Cl
,,, a • . ,,, . . . ,,, . . . . . .

m «.i aml .. . ®mn
Xom ashyolar zaxirasi h h h K

Jadvaldagi har bir: b} -  j  xomashyoning umumiy miqdori 
(zaxirasi); atj -  i mahsulotning bir birligini ishlab chiqarish uchun sarf
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' 111 i nadigan j  xomashyo miqdori; cy-korxonaning j  mahsulotning 
bir birligini sotishdan oladigan daromadi.

Masalaning iqtisodiy ma’nosi: korxonaning ishini shunday 
rcjalashtirish kerakki:

a) hamma mahsulotlami ishlab chiqarish uchun sarf qilinadigan 
bar bir xomashyoning miqdori ulaming umumiy miqdoridan 
oshmasin;

b) mahsulotlami sotishdan korxonaning oladigan daromadi 
maksimal bo‘lsin.

Rejalashtirilgan davr ichida ishlab chiqariladigan i mahsulot
ning miqdorini x, bilan belgilaymiz. U holda masaiadagi a) shari 
quyidagi tengsizliklar sistemasi orqali ifodalanadi:

'oiA +  a2lx2 + . • + ö»A,;
oi2x1 +  a22x2 + -+amixm

+ amxi + " m̂nXm
Masalaning iqtisodiy ma’nosiga ko‘ra noma’lumlar manfíy 
boimasiigi kerak, ya’ni: x, >0,(i=\,m).

Masaiadagi b) shart uning maqsadini aniqlaydi. Demak, masa
laning maqsadi mahsulotlami sotishdan korxonaning oladigan umu
miy daromadini maksimallashtirishdan iborat bo‘lib, uni 
y = с,*, r c2x.2 +...+cmxm funksiya orqali ifodalash mumkin. Shunday 
qilib, ishlab chiqarishni rejalashtirish masalasining matematik modeli 
quyidagi ko‘rinishda boiadi:

О.Л +a2Xx2+ . 1Л J?*-

anxi +^цХ2+ .- + ая1хтü b , ,

a\A +«2¡Л + . V
I

x,>0, i= \m , 
y=clxi +c2x2+...+cmxm m ax 

Iste’mol savati masalasi. Faraz qilaylik, kishi organizmi uchun 
bir sutkada n  xil А^Аг,...,Ап oziqa moddalari kerak bo‘lsin, jumladan 
bir sutkada A, oziqa moddasidan kamida b, miqdorda, A2 oziqa 
moddasidan b2 miqdorda, A3 oziqa moddasidan b3 miqdorda va 
hokazo, 4 , ozuqadan b„ miqdorda zarur bo‘lsin va ularni m ta
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3 liB2,...,Bm mahsulotlar tarkibidan olish mumkin boisin. Har bir B, 
mahsulottarkibidagi A, oziqamoddasiningmiqdori av biriikni tashkil 
qilsin.

âzu g a  moddalari 
Mahsulot turiari — A A A A

Mahsulot
bahosi

an an an «1 » ■ «1
a2l aT2 «23 a2n C2

. . . ... • « » •  * * •  » » ...
a»x aml ««3 a,m

Ozuqa moddasining 
minima! normasi K b3 K

Masaîaning iqtisodiy ma’nosi: iste’mol savatiga qanday 
mahsulotlardan qancha miqdorda kiritish kerakki, natijada:

a) odam organizmi qabul qiladigan turli oziqa moddasining 
miqdori belgilangan minimal miqdordan kam boimasin;

b) iste’mol savatining umumiy bahosi minimal boisin.
Iste’mol savatiga kiritiladigan ¿-mahsulotning miqdorini x,. bilan

belgilaymiz. U holda masaîaning a) sharti quyidagi tengsizliklar 
sistemasi orqali ifodalanadi:

«11*1 + Q21X2 '
a]2Xi + a22*2 + • ■+a»2x»

. V i + a2nx2 +- + amnxm
Masaîaning iqtisodiy ma’nosiga ko‘ra, undagi noma’iumlar manfiy 
bo‘la olmaydi, ya’ni: xi > 0, (/ '= 1  ,m ).

Masaîaning b) sharti uning maqsadini ifodalaydi. Demak, 
masaîaning maqsadi iste’mol savatiga kiritiladigan mahsulotlaming 
umumiy bahosini minimallashtirishdan iborat boiib, uni quyidagicha 
ifodalash mumkin:

y  = c\x, + c2x2 +... + cmxm -> min.
Shunday qilib, iste’mol savati masalasining matematik modeli 
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi
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an̂  + OjiATj + ...+ > é;,
_ 1̂2̂1 + öjjXi + ... + am2Xm —̂ 2’

al„xi + a 2ltx2 +... + armxm>bn 

^> 0 ,0=l,iw),
F = c,xt + c2x2 + ... + cmxm -» min

Optimal bichish masalasi, Optimal bichish masalasining eng 
sodda usuli bilan tanishamiz. Faraz qilamiz, uzunligi l  boigan xo- 
maki materiallardan uzunliklari A, (i=\,m) boigan m xil detallaming 
har biridan c, miqdorda tayyorlash kerak boisin. Bundan tashqari, 
xomaki materiallarni n usul bilan kesish mumkin hamda har bir j  
usul bilan kesilgan xomaki materialdan av miqdorda / detal tayyor
lash va bj miqdorda chiqindi hosil qilish mumkin ekanligi aniqlangan 
boisin. Xomaki materiallardan qanchasini qaysi usul bilan kesganda 
tayyorlangan detallar miqdori rejadagiga teng boiadi va hosil 
boigan chiqindilarning umumiy miqdori eng kam (minimal) boiadi.

Tayyorlanadigan
detailarning
uzunliklari

Kesish
usuliari

Detallar ish- 
lab chiqarish 

rejasi1 2 ... n

A, <hi %. ... C1

a2 ai\ a21 ... *2
... ... ... ...

am\ am2 ... amn Cm

Chiqindilar A b2 ... K

/ usul bilan kesiladigan xomaki materiallar miqdorini bilan belgi- 
laymiz. U hoida masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:
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«11*1 + 0¡ 2x2 + ... + а1пх„ >с,,
a2xxx+ ÖjjJCj + .. + а2„х„>с2,

+ ö«2*2 +-
■X, >0,0‘ = 1,ю),
Y = bjXy + b2x2 + ... + bnxn min

1-misoL Uzunligi 110 sm boigan poiat xipchinlardan 
uzunliklari 45 sm, 35 sm va 50 sm boigan xomaki mahsulotlar 
tayyorlash kerak boisin. Talab qilingan xomaki mahsulotlar miqdori 
mos ravishda 40, 30 va 20 birlikni tashkil qilsin. Poiat xipchinlami 
kesish yoilari va ularga mos keluvchi xomaki mahsulotlar va 
chiqindilar miqdori quyidagi jadvalda keltirilgan.

Xomaki
mahsulotlar

uzunligi

Kesish usuliari Xomaki 
mahsulotlar 
i/ch. rejasi1 2 3 4 5 6

45 sm 2 1 1 - - - 40
35 sm - 1 - 3 1 - 30
50 sm - - 1 - 1 2 20

Chiqindilar 20 30 15 5 25 10

Har bir kesish usuli bo‘yicha qancha poiat xipchinîar 
kesilganda tayyorlangan xomaki mahsulotlar miqdori rejadagiga teng 
boiadi va chiqindilaming umumiy miqdori minimal boiadi?

Yechish: y-usul bilan kesiladigan poiat xipchinîar sonini xs 
bilan belgiîaymiz. U holda uzunligi 45 sm boigan xomaki 
mahsulotlardan ja ’mi 2xt + x 2+ x3 miqdorda tayyorlanadi. Rejaga 
ko‘ra, bunday mahsulotlar soni 40 taga teng boiishi kerak, ya’ni

2x, +jc2 + ж3 =40.
Xuddi shuningdek, uzunliklari 35 sm va 50 sm boigan xomaki 

mahsulotlarni ishlab chiqarish rejasini to ia  bajarilishidan iborat 
shartlar mos ravishda x2 +3x4 + x 5 =30 va x3 + x5 + 2x6 = 20 tengîamaiar 
orqali ifodalanadi.

Iqtisodiy ma’nosiga ko‘ra belgilangan nomaiumlar manfiy 
bo ia  olmaydi, demak,
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je, ¿0, Xj >0,...,x6 >0. , 1
Kcjadagi xomaki mahsulotlami ishlab chiqarishda hosii boigan 

. Iii<|indilaming umumiy miqdorini quyidagi chiziqli funksiya 
ko'rinishida ifodalaymiz:

Y = 20jc, + 30x2 +15x3 + 5x4 + 25jc5 + 10xé.
Masalaning shartiga ko‘ra, bu funksiya minimum qiymatni 

qabul qilishi kerak, ya’ni
Y  = 20x, + 30x. + 15x, +5x4 + 25x5 + 10x6 -» min.

Shunday qilib, quyidagi chiziqli programmalashtirish 
masalasiga ega bolamiz:

2Xj + x2+ x3=40,
■ x2 + 3x4 +x5= 30,

Xj +xs +2x6 =20 
xt > 0, (i = 1,6)

Y = 20x, + 30x2 + 15x3 + 5x4 + 25xi + 10jc6  -> min.
2-misol. Konditer fabrikasi uch turdagi A, B, C  karamellami 

ishlab chiqarish uchun uch xil xomashyo: shakar, qiyom va quraq 
mevalar ishlatadi. 1 tonna karamel turlarini ishlab chiqarish uchun 
sarf qilinadigan xomashyolar miqdori (me’yori), xomashyolaming 
zaxirasi hamda l tonna karamelni sotishdan olinadigan daromad 
quyidagi jadvalda keltirilgan.

Xomashyo
turlari

1 tonna mahsulotj 
ashyo sarfi (tonna

ga xom- 
lisobida)

Xomashyo
zaxirasi
(tonna)A B C

Shakar 0,8 0,5 0,6 800
Qiyom 0,4 0,4 0,3 600

quruq mevalar - 0,1 0,1 120
1 1 karamel 
sotishdan 
olinadigan 

daromad (shartli 
birlik)

108 112 126
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Fabrikaga maksimal foyda keltiruvchi karamel ishlab chiqarish 
rejasini toping.

Yechish: Konditer fabrikasida A iurdagi karameldan x, miq- 
dorda, B turdagi karameldan x2 miqdorda va C turdagi karameldan 
x, miqdorda ishlab chiqarilsin deb belgilaymiz. U holda fabrikada 
ishlab chiqariladigan barcha karamellar uchun 0,8x, + 0,5x2 + 0,6.x, 
miqdorda shakar sarf qilinadi. Bu miqdor shakaming zaxirasidan, 
ya’ni 800 tonnadan oshmasligi kerak. Demak, 0,8.x, +0,5x2 +0,6x3 
tengsizlik o‘rinli bo'lishi kerak. Xuddi shunday y o i bilan mos ra- 
vishda qiyom va quruq mevalar sarfini ifodalovchi quyidagi tengsiz- 
liklarni hosil qilish mumkin: 0,4.x, +0,4x2 + 0 , 3 x3 ¿600, 0,lx2  +0,lx 3 <120 
Fabrika ishlab chiqargan A karameldan 108x,, b  karameldan I02x2, C 
karameldan I26x3 birlik va jami 108x,+112x2 +126x3 birlik daromad 
oladi. Bu yig‘indini Y bilan belgilab uni maksimumga intilishini 
talab qilamiz. natijada quyidagi funksiyaga ega boiamiz:
Y = 108xi + 1 1 2 x2 + S26.x3 max. Shunday qilib, berilgan masalaning 
matematik modelini quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

0 , 8 x, + 0,5x2  + 0 , 6 X3  ¿800,
0,4x, + 0 , 4x2 +0,3x, <  600,

0 ,lx2  + 0 ,lx3 < 1 2 0  

x1 > 0 ,x2 > 0 ,x3 > 0 ,
F = 108x, + I 1 2 x2  + I 2 6 X3  -+max

3.2. Chiziqli programmalashtirish masalasining yechimi

Chiziqli programmalashtirish masalasi (ChPM) umumiy holda 
quyidagicha ifodalanadi:

a i lXl +  «21*2 +  “■ +  a \nXn ~  >

JU n 
.naif"

' amxi + anx2 + •■•+ ah ,\ (3-0

%l*l + «„2*2 + -  + amrX„ Z K
x .> 0 ,( i= l,n ) , (3.2)

F = qx, + c2x2 +... + cmxm -» (max)min (3.3)
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Demak, (3.1) va (3.2) shartlarni qanoatlantiruvchi noma’- 
lumlaming shunday qiymatlarini topish kerakki, ular (3.3) chiziqli 
funksiyaga minimum (maksimum) qiymat bersin.

Masalaning (3.1) va (3.2) shartlari uning chegaraviy shartlari,
(3.3) chiziqli funksiya esa masalaning maqsadi yoki maqsad 
funksiyasi deb ataladi.

Muayyan masalalarda (3.1) shart tenglamalar sistemasidan, “>” 
yoki “<” ko'rinishdagi tengsizliklar sistemasidan yoki aralash 
sistemadan iborat boiishi mumkin.

Ko‘p hollarda ChPMsida qatnashyotgan tengsizliklaming 
ishoralarini bir xil ko‘rinishga keltirib olinadi. Shu sababli 
ChPMsining quyidagi shaklini

'anxl + anx1 + ... + alnxn<b„

' anxi + «tA +- + V .  (3-la)

(3.2a)
(3.3a)

(3.4)

(3.5)
(3.6)

ko‘rinishda boisa, u holda (3.4)-(3.6) masala kanonik ko‘rinishdagi 
chiziqliprogramm alashtirish m asalasi deb ataladi.

ChPMsini (3.4)-(3.6) shaklini turli ko‘rinishlarda yozish 
mumkin. Bu ko‘rinishlarni keltirib o‘tamiz. up.-.

1. CisPMming vektor ko‘rinishi. (3.4)-(3.6) masalani vektor 
ko‘rinishda quyidagicha ifodalash mumkin:

xf >0, i= l,n , 
y  = CjXj + c2x2 +... + cmxm -»  max 

uning standart shakli deb qabul qilingan.

ChPMsi
auXj + al2x2 +... + ainxn = 1\,

■ + a k 2 X 2 + ~  +  V » , = h >

+ am2x2 +...+  amnx„ = bm 

xt >0, i= l,n , 
y  = ctXy + c2x2 + ... + cmxm -»  max
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Pixi + Ргхг Р Л  -  Ро>
x¡>0, i = l,n (3 .7)

Y = CX  -> min
bu yerda

/„  \  
«11 Ч 2 ' r o V
«21

» P i~
« 2 2

» • • 4  Pn~
«2» II *2 II

* * 2

A i / v«*>2> к.атпу A ,

С — (с,,c2>.
2. ChPMning matrisa ko‘rinishi. (3.4)-(3.6) masalaning 

matrisa ko‘rinishdagi ifodasi quyidagicha yoziladi:
AX =  P„
xt >0, /=1,2,...,«, (3.8)
Y — CX  -»min.

bu yerda A=(atJ).
Ba’zi hollarda (3.4)-(3.6) masala quyidagacha ifodalanadi:

/=i
> 0, (3.9)

и
У = Y ,cjxj “^min.

Har qanday cbiziqli programmalashtirish masaiasini (3.4)-(3.6) 
ko‘rinishga keltirîsh mumkin. Buning uchun quyidagilarni am alga 
oshirish zarur: ChPMda qatnashayotgan tengsizliklarni tenglamaga 
keltirish kerak. Bu quyidagicha amalga oshiriladi.

Masalan, alxx+a2x2+...+anxn<b ko‘rinishdagi tengsizlikni 
olamiz. Bu tengsizlikning chap tomoniga qandaydir nomanfiy xn+l 
o‘zgaruvchini shunday qiymat bilan qo‘shamizki, natijada tengsizlik 
tenglikka aylansin:

« Л  +a1x2+...+a„xn +  x„+1 =  b,
bu yerda

= b -a lxl - a 2x2-...-a„x„Z0 
o‘zgaruvchi qo‘shimcha o‘zgaruvchi deb ataladi.
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I (roreina. Berilgan a,*, + a2x2 + ... + a„xn < b tengsizlikning har 
l>ii \ „ (a,,a2,...,a„) yechimiga alx ,+a2x2+... + a„xB+x„H = b, 
t* urlnmaning bitta va faqat bitta yagona Y„ =(a1,«2,...,«„,a„+1) yechimi 
inii'i kcladi va aksincha.______________ ______________________

I,shot: Faraz qilaylik, X0 tengsizlikning yechimi bo‘lsin. U
Imlda

ata¡ + a2a 2 +... + a„a„ < b , 
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Tengsizlikning chap tomonini o‘ng 
it»nionga o‘tkazib, hosil bo‘lgan ifodani a„+l bilan belgilaymiz:
0  /> -(a ,a ,+ a2a 2+...+a„a„) = a„+l.

Endi Y0 = (a,,a2,...,a„,al!+l) vektor tenglamaning yechimi
с kanligini koi'satamiz:

а д  +a2a2 +... + ЛД +a„+, =
= а д  + a2a 2 +... + ana n + (b -  а д  -  a2a 2 - . ..  -  ana n) = b 

Endi agar Y0 tenglamani qanoatlantirsa, u holda u tengsizlikni 
ham qanoatlantirishini ko‘rsatamiz.

Shartga ко‘га: а д  + a2a 2 +...+ana n + a„+1 = b, at„+1 > 0. Bu 
ionglamadan anA >0 sonni tashlab yuborish natijasida 

а д j + a2a 2 +... + a„a„ < b 
lengsizlikni hosil qilamiz. Bundan ko‘rinadiki, X0=(al,a2,...,a„) 
lengsizlikning yechimi ekan.

Shunday yo‘l bilan chiziqli programmalashtirish masalasining 
chegaralovchi shartlaridagi tengsizliklami tenglamalarga aylantirish 
mumkin. Bunda shunga e’tibor berish kerakki, sistemadagi turli 
tengsizliklami tenglamalarga aylantirish uchun ularga bir-birlaridan 
larq qiluvchi nomanfiy o‘zgaruvchilami qo‘shish kerak.

Masalan, agar chiziqli programmalashtirish masalasi quyidagi 
On*, + а2Ххг + ...+  cilnxl¡ < b¡, 
a11xl + a22x2 +... + a2nx„ <b2,

Ч Л  + «гЛ + •••+a»»xn ¿ К
x¡>0, i = \,n, (3.10)

. y  = cíxl + c2x2 + ...+ cl¡xt¡-+  min ::;p Uc;o.i
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shaklda boisa, bu masaladagi tengsizliklarning kichik tomoniga 
x„+1 > 0, x„+2 > 0 , jc„+m > 0 qo‘shimcha o‘zgaruvchilar qo‘shish yordu 
mida tenglamalarga aylantirish mumkin. Bu o'zgaruvchilar ) 
fimksiyaga 0 koeffitsiyent bilan kiritiladi. Natijada (3.10) masala 
quyidagi ko'rinishga keladi.

anXl a2ix2 "*■ a\nXn '*■*/1+1 = A’
^12*1 **22*2 +  +  a 2nX n *n+2 ~  ^2>

« ta * l  +  a 2„X 2 +  - +  a ,m X „ +  * „ « ,  =  К

x, >0, i = í,n + m, (3.11)
y  = c,x, + c2x2 +...+ c„x„ + 0(x„ +1 + . . .+Xñ+m) -» min

Xuddi shuningdek,
allxi + a21x2 + ...+ alnxn> b], 
üy¡Xy +ct22x-í + .. .+ а2„хп .̂Ъ2,

'

«1л*1 + «2А  + - +атЛ ^ К
х, SO, i = l,n, (3-12)

у  = с,х, + сгх2 + ...+  спхп -»m in  
shaklda berilgan chiziqli programmalashtirish masalasini kanonik 
shaklga keltirish mumkin. Buning uchun qo‘shimcha 
x„+1 > 0, jc„+2 > 0,...,xn+m > 0 o'zgaruvchilar tengsizliklarning katta 
tomonidan ayriladi. Natijada quyidagi masala hosil boiadi:

auxl + a 2lx2+... + ahlxll—xlt+l=bl,

a i2 X l  +  a 22X 2 +  —  +  a 2nX n ~  X n+2 ~  ^ 2  >

ü̂ jc, + aux2 + ...+ amx„ -  x„+m = bm

x(>0, i = l,n+m, (3.13)
У = ci*i + c2x2+...+  c„x„ + 0 (x„ +1 + ...+ x„+m ) -> min 

Agar ChPMda maqsad funksiyasi
у  -  c,x, + c2x? + ...+ c„x„ -> min

ko'rinishda boisa, uni kanonik shaklda yozish uchun сД/=1,и) 
qarama-qarshi ishora bilan yozib olinib

Y =-c,x, -c 2x, —...—c„x„ ->min 
ifodani hosil qilamiz.



I iiiInoI. Quyidagi chiziqli programmalashtirish masalasini
i  ink ko'rinishga keltiring va uni turli ko‘rinishlarda ifodalang:

2 x, -  Ъх3 £  - 1 ,
(I)• 3x¡ + 4x2 + 2x3 = 6, 

x¡ -  2x2 - x 3>6  
x, äO, x2 >0,x, >0,

Y = 3x¡ -  2хг + -> max.
Yccliish: Masaîaning cheklamalaridagi birinchi va uchinchi 

bn (l’s ¡/.I i к laming kichik tomoniga x4  >0, x5 > 0  qo‘shimcha o‘zga- 
Iиvt hilar kiritib, ulami tenglamalarga aylantiramiz hamda birinchi
ii nglamaning ikki tomonini -1 ga ko‘paytirib, undagi ozod hadni 
inimbat songa aylantiramiz va (I) masalaga teng kuchli boigan 
( |iiyidagi masalani hosil qilamiz:

-2x¡ + Зх3 -  x4 = 1,
• 3x, + 4x2 + 2x3 = 6, (И)

X, -  2x2 - x 3 + xs = 61 •ьл2 л3
> 0 , х2 > 0 , х3 ä:0 ,х4  > 0,х5 £  0  

Y - Зх, - 2 х2 +JC, -»шах.
Ushbu masalada Y -»max ifodani qarama-qarshi ishora bilan 

olib, uni Y - » min bilan almashtiramiz. Natijada berilgan masalaning 
kanonik shakliga ega boiamiz:

-2x, + 3x3  — x4  = 1,
■ 3x, + 4x2  + 2x3 = 6 , (III)

x¡- 2 x2 - x3 +Xj = 6  

X, > 0 , x2 > 0 , x3 > 0 ,x4  > 0 ,Xj > 0

Y = 3x, —2x2  +Xj +0(x4  +x5) —»min.
(Ill) masalaning matrisa ko‘rinishini yozish uchun quyidagi 

belgilashlami kiritamiz:

x =

Il holda (III) masalaning matrisa shakli quyidagi ko‘rinishda 
ilodalanadi:

2 0 3 -1 0N (V
A = 3 4 2 0 0 , B = 6

U - 2 -1 0 0

V -3 s

* 2
2

*3 , C= - 1

JC4 0

, 0  ,
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AX —B,

X j > 0  ,y = Ü, (IV)
Y = C T X  —> min

(III) masalani vektor ko‘rinishlarda yozish uchun quyidagi 
belgilashlami kiritamiz:

'-2" "0 > '3 ' f - l ) 'o' T

Pl = 3 *0 N> ii 4 » P3 = 2 , Pa ~ O II 0 > Po = 6l1 > V-2 - l 1° J <6y
X  ~ {xx,xv x~,xA,x5), C = (-3 ,2 ,-1 ,0 , 0).

U holda (III) masala quyidagi kosrinishga keladi:
P l* l  +  P 2X2 +  P3*3_+ P aX4 +  P í Xi  =  P o ’

X j> 0 ,j  = \,5, (V)
7  - C X  min.

Endi chiziqli programmaíashtirish masalasi yechimlari va 
ulaming xossalari bilan tanishamiz.

1-ta’rif. (3,4)-(3.6) masalaning joiz yechimi (joiz rejasi) deb, 
(3.4), (3.5) shartlami qanoatlantiravchi har qanday X  = (x1 ,x2 ,...,jc)1) 
vektorga aytiladi. ________

(3.4)-(3.6) masaianing joiz yechimlar to‘plami uning mumkin 
boigan (joiz) yechimlar to'plamini tashkil etadi:

K m = [X (x t,...,xt,):A X T = p0, x, > 0 ,i = l,«j . Bu yerda r(A) = m<n.

2-ta’rif. Agar biror bir X o =(xx,x¡,...,x°n) e K m joiz rejaning n - m  
ta koordinatasi (m<n) nolga teng boiib, qolgan x¡,x2,...,xm 
koordinatalariga mos p¡,p2,...,pm vektoríar chiziqli erkíi boisa, u 
holda X o e  Km joiz reja bazis reja deyiladi.

3 - ía ’rif. Agar X o = {x 0x,xl,...,x°n) bazis rejadagi musbat koor- 
dinatalar soni m ga teng boisa, u holda bu reja aynimagan bazis reja, 
aks holda esa bu reja aynigan bazis reja deyiladi. ___________
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4-ta’rif. (3.4)-(3.6) masalaning (3.6) chiziqli funksiyasigaeng 
kichik qiymat beruvchi X° = ( ^ ° , x°) bazis reja masalaning 
optimal rejasi (optimal yechimi) deyiladi._____________________

(3.4)-(3.6) masalaning joiz yechimlari to‘plami xossalarini 
o‘rganish uchun ba’zi tushunchalami kiritamiz.

4 ,4,...,4 chiziqli erkli vektorlar sistemasi berilgan boisin. 
Maiumki, R" fazoda har bir A = (at,a2,...,aj vektorga koordinatalari 
(a,,a2,...,a„) boigan nuqta mos keladi. Shuning uchun bundan keyin 
A=(al,a1,...,a„) vektomi R" fazo nuqtasi deb qaraymiz.

5-ta’rif. A==a1Al + a2Az + ... + a nAr,--m iq ta l& t,to ''p lm n  Ax,A2,...,An 
nuqtalaming qavariq kombinatsiyasi deb ataladi. Bu yerda

n

= L

CeR" to‘plam berilgan boisin.

6-ta’rif. Agar ixtiyoriy 4  e C  va A, e C  nuqtalar bilan bir 
qatorda bu nuqtalaming
A =alAi +a2A2 (0<«,<i 0<a2 <1, q+û^=l) qavariq 
kombinatsiyasidan iborat nuqta ham C  to‘plamga tegishli boisa, 
ya’ni 4  eC, A2 eC=>AeC  boisa, u hokfa C  to‘plam qavariq 
to‘piam deb ataladi._______________________________________

Qavariq to‘pîamning geometrik ma’nosini tushuntirish uchun Ai 
va Ä, nuqtalarni tutashtiruvchi kesma tushunchasini kiritamiz.

Maiumki, 4  va A1 nuqtalar orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqning 
parametrik tenglamasi

A(oc)=A2 +(Ai - A 2)a  
ko‘rinishda boiadi. Bu yerda 4 ~ A  to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi 
vektori.

Agar a = 0 boisa, u holda A(0)~A2;
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Agar a = ï  boisa, u holda A(1)=4-
Agar ()<«<! boisa, u holda A(a) Ai v& A2 nuqtalarni 

tutashtiruvchi kesmadagi nuqtalarni aks ettiradi.

2-teorema. Chiziqli programmalashtirish masalasining joiz 
yechimlaridan tashkil topgan to‘plam qavariq to‘plam bo‘ladL

Isbot: Chiziqli programmalashtirish masalasining ixtiyoriy 
ikkita yechimining qavariq kombinatsiyasi ham yechim ekanligini 
ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, Xx va X 2 chiziqli programmalashtirish 
masalasining yechimlari boisin. U holda

A X \ = P0, xtJ > 0, j  = u>, (3.14)
AXt2 = P0, x2] > 0, j  = 1 ,n, (3.15)

munosabatlar o‘rinli boiadi. X. va X 2 yechimlarning qavariq 
kombinatsiyasini tuzamiz.

X = a X l + (\~ a )X 2, 0 < a < \  
hamda uni yechim ekanligini ko‘rsatamiz:

AXT = A\_aX\ + (1 -  a ) X l  ]a A X [  + (1 -  a )A X \,

(3.14) va (3.15) tenglamalami inobatga olsak:
AXT=aPB+ ( l - a ) P 0 = P0.

Bu munosabat x  vektor ham yechim ekanligini ko‘rsatadi. 
Demak, chiziqli programmalashtirish masalasining yechimlaridan 
tashkil topgan to'plam qavariq to‘plam boiadi.

Quyidagi teoremalami isbotsiz keltiramiz.

3-ieorema. Agar k ta o‘zaro chiziqli bogiiq boimagan 
Pv P2,...,Pt  vektorlar berilgan boiib, ular uchun

Ptxj +i^Xj ...+Pkxk —P0 
tenglik barcha xi >0 lar uchun o'rinli boisa, u holda 
X = (x l,x2,...,x/c,0,0,...,0) nuqta K qavariq to‘plamnmg burchak nuqtasi 
boiadi.
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I Icorema. Qavariq to‘plamning ixtiyoriy nuqtasini uning 
I.tin link nuqtalarining chiziqli kombinatsiyasi orqali ifodalash 
ttmmkin.

S-teorema. Chiziqli programmalashtirish masalasi o‘zining 
i i mini qiymatiga shu masalaning joiz yechimlaridan tashkil topgars

11 viii'iq to‘plamning burchak nuqtasida erishadi. Agar masala birdaa
> >111*| burchak nuqtada optimal qiymatga erishsa, u shu nuqtalaming 
. (¡ivariq kombinatsiyasidan iborat boigan ixtiyoriy nuqtada ham 
n /ining optimal qiymatiga erishadi.________________ _________

Yuqorida keltirilgan teoremalardan quyidagi xulosalarni 
i liiqarish mumkin.

1-xulosa. X ~ (x l,x1,...,xn) K to‘plamning burchak nuqtasi 
ho'lishi uchun musbat xt komponentalar Pixi +P2x2+.,.+Pnxn=P0 
yoyiimada o‘zaro chiziqli bogiiq boimagan Pi vektorlaming 
koeffitsiyentlaridan iborat boiishi zarur va yetarli.

2-xulosa. Chiziqli programmalashtirish masalasining bazis 
ycchimiga Km qavariq to‘plamning burchak nuqtasi mos keladi va 
nksincha.

3-xnlosa. Chiziqli programmalashtirish masalasining optimal 
yechimini Km to‘plamning burchak nuqtalari orasidan qidirish kerak.

3.3. Chiziqli programmalashtirish masalasining geometrik
talqini -

Chiziqli programmalashtirish masalasini geometrik nuqtayi 
n;i/.ardan tahlil qilish uchun quyidagi standart masalani ko‘ramiz:

A x<B

Xj> 0 j  = \,n (3.15)
Y = CX max

Ma’lumki, (3.15) masalaning har qanday rejasini «-oichovli 
la/oning nuqtasi deb qarash mumkin. Bizga yana shu ham maiumki, 
i lii/.iqli tengsizliklar bilan aniqlangan bunday nuqtalar to‘plami
• |.ivariq to‘plamdan iborat boiadi. Bu holda qavariq to‘plam (qavariq
I ¡»burchak yoki ko‘pyoq) chegaralangan yoki chegaralanmagan
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boiishi, bitta nuqtadan iborat boiishi yoki bo‘sh to‘pIam boiishi 
ham mumkin. Masalan,

a) quyidagi rasmda keltirilgan qavariq to‘pi am chegaralangan:

b) quidagi rasmda keltirilgan qavariq to‘plam chegaralanmagan:

(3.15) masalani geometrik nuqtayi nazardan tahlil qilamiz. Buning 
uchun quyidagi

alxl +a2x2+...+anxn<b, (3.16)
tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalaming geometrik o‘mi bilan 
tanishib chiqamiz.

Maiumki, koordinatalari
+a2x2+...+anxn =b, (3.17)

teriglamani qanoatlantiruvchi xv x7,...xn nuqtalar to‘plami gipertekislik  
deb ataladi. Demak, (3.15) masalada (3.17) kabi tengliklar qatnashsa 
uiar gipertekisliklami ifodalaydi. Har qanday gipertekislik fazoni ikki
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y Ml! m la/.oga ajratadi. Bu yarim fazolardan faqat bittasigina (3.16) 
i up i. itkni qanoatlantiradi. (3.16) tengsizlikni qanoatiantiradigari 

ini liizoni aniqiash uchun 0(0,0,...,0) koordinata boshidan 
fitvtlnliinamiz, ya’nk

• agar 0(0,0,...,0) nuqia (3.16) tengsizlikni to‘g‘ri tengsizlikka 
tylitnfirsa, u holda 0(0,0,...,0) nuqtani o‘z ichiga oluvchi yarim fazo 
i K>) tengsizlikni qanoatlantimvchi nuqtalaming geometrik o‘rni
I to11 Adi;

* agar 0(0,0,...,0) nuqta (3.16) tengsizlikni noto‘g‘ri tengsizlikka 
nvlaiitirsa, u holda 0 (0,0,...,0) nuiqtani o‘z ichiga olmaydigan yarim 
In/o (3.16) tengsizlikni qanoatlantimvchi nuqtalaming geometrik 
ti'ml boiadi.

I Jundan ko‘rinadiki, (3.15) masalada nechta tensizlik qatnashsa,
II lar shuncha yarim fazoni ifodalaydi. Bu yarim fazolaming 
k i ashmasi esa (3.15) masalaning barcha joiz yechimlarini o‘z ichiga 
« ilnvchi qavariq to‘plamni tasvirlaydi. Bu qavariq to'plam masalaning 
I'M/ yechimlar sohasideb ataladi.

(3.15) masalaning optimal yechimini topish uchun 
l c,xl +c2x2+...+c„x„ maqsad funksiyasidan foydalanamiz. Buning 
'it bun

qx, +c2x2 +...+cnxn - const (3.18)
iftiglik bilan aniqianuvchi gipertekisliklar oilasini qaraymiz.

Maiumki, bu yerda const ning har bir qiymatiga bitta 
l-ipertekislik mos keladi. ChPM ning qavariq to‘plami bilan ikkita 
uinumiy nuqtaga ega bo‘lgan gipertekisliklar “sath gipertekisliklar” 
tli-yiladi. ChPM ning qavariq to‘plami bilan bitta umumiy nuqtaga
• r a boigan gipertekislik, ya’ni urinma gipertekislik tayanzh  
KUH’rtekislik deyiladi. Tayanch gipertekislikni hosil qilish uchun 
i '■ 18) tenglikdagi const ga turli qiymatlar berib uni gipertekislikning 
in >i mal vektori bo‘ylab parallel ko‘chiramiz va urinma gipertekislikni 
I m is  il, qilamiz.

Shuni ta’kidlaymizki, Y fiinksiyaning maksimal qiymatini 
(tipish uchun normal vektorning yoiiaîishi bo‘ylab, Y funksiyaning 
minimal qiymatini topish uchun normal vektorning yo‘nalishiga 
' |amma-qarshi harakatlanish kerak.
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n = 2 oichovli fazoda, ya’ni tekislikda ChPM ni geometrik 
nuqtayi nazardan ko‘rib chiqamiz.

(3.19)

?miXi+amlx2Zb.m
xl,x2 SO (3.20)
r=qj^+cy^->max (3.21)

Faraz qllaylik, (3.19) sisiema (3.20) shartnl qanoatlantiruvchi 
yechimlarga ega va ulardan tashkil topgan to‘ plain chegaralangan 
bo‘lsin. Maiumki, (3.19) va (3.20) tengsizliklaming har biri

«, I Xy + ̂ i2X2 “  ̂  f i. W),
*1=0, *2=0

to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan yarim tekisliklami ifodalaydi. 
Bu tekisliklami ko‘rib chiqamiz

a ^ + a ^ ^ b i ,  (i- \ ,m ) (3.22)
tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalar to'plamini aniqlash uchun 
0(0,0) nuqtadan foydalanamiz. Agar 0 (0,0) nuqta (3.22) tengsizlikni 
qanoatlantirsa, u holda qidirilayotgan tekislik 0 (0,0) nuqtani o‘z 
ichiga oiadi, aks holda qidirilayotgan tekislik 0 (0,0) nuqtani o‘z 
ichiga olmaydi. Yuqoridagi mulohazalar asosida (3.19) sistemarsing 
yechimlaridan iborat qavariq ko'pburchakni topib olganimlzdan 
so‘ng (3.20) tengsizliklarni e’tiborga olamiz. (3.20) tengsizliklar 
(3.19) yordamida topilgan qavariq ko‘pburchakning I chorakdagi 
qismini ajratib olishga yordam beradi. (3.19) va (3.20) cheklamalami 
qanoatlantiruvchi qavariq ko‘pburchakni reja k o ‘pburchagi deb 
ataymiz.

(3.19)-(3.21) masalaning optimal yechimini topish uchun (3.21) 
ifodada qatnashayotgan chiziqli funksiyadan hosil qilinadigan

clxl +c2x2=const (3.23)
to‘geri chiziqlar oilasidan foydalanamiz. Maiumki, (3.23) ifodadagi 
har bir maium o‘zgarmas C0 -const qiymatida bitta 

« clxt +c2x2=C0
saih to‘g‘ri chizigi to‘g‘ri keladi.
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So'ngra, bu sath to‘g‘ri ehiziqlardan birini, masalan,
I c l.x2 =C0  to‘g‘ri chiziqni chizib olamiz. +c2x2 =C0 chiziqni 

>Hi-r f2) normal vektor bo‘ylab parallel ko‘chirib, reja ko'pburchagiga 
., v, I c2x2 = C° tayanch (urinma) to‘g‘ri chiziqni topib olamiz. Bu yerda 
( " (3.19)-(3.21) masalaning optimal yechimi yoki qiymati; 
urinish nuqtasi esa (3.19)-(3.21) masalaning optimal rejasi deb 
ataladi.

Ba’zi xususiy holiami ko'rib chiqamiz.
Faraz qüaylik, rejako‘pburchagi ABCDE beshburchakdan iborat 

bo‘1 sin (Inrasm).

1-rasm.

1-rasmdan ko'rinib turibdiki, chiziqli funksiya o‘zining minimal 
qiymatiga ABCDE qavariq ko‘pburchakning A nuqtasida erishadi. C  
nuqtada esa, u opining maksimal (eng katta) qiymatiga erishadi.

Yechimlardan tashkil topgan qavariq ko'pburchak chegaralan- 
magan boisin. Bunday ko‘pburehaklardan ba’zilarini ko‘rib 
chiqamiz.

i-hol. l~rasmdagi hoîatda c,x +c2x2 =C0 to‘g‘ri chiziq n vektor 
bo ‘ y lab siljib borib, har vaqt qavariq ko‘pburchakni kesib o‘tadi.
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Bu holda qxt+c2x2=C0 fimksiya minimal qiymatga ham, 
maksimal qiymatga ham erishmaydi. Bu holda chiziqli funksiya
(3.20) va (3.21) cheklamalar bilan aniqlangan sohada quyidan ham, 
yuqoridan ham chegaralanmagan boiadi.

1-misoL Quyidagi masalani grafik usulda yeching.

-2x, + x2< 2
■ - x x + x2 < 3 
jc, ¿3 

Z - - x x- 2 x2 - » min
Xx,X2 >(}.

Yechish: Yechimlardan tashkil topgan qavariq ko‘pburchak 
yasash uchun koordinatlar sistemasida

chiziqlar bilan chegaralangan

2-rasm

-2x t + x2- 2  
-x, + x2 = 3 
x, =3
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--2X( +Xj ¿2,-jc, <3,x, ̂ 3 
vi i rim tekislikiarni koordinatalar sistemasining I choragida yasaymiz,
< Imnki

Berilgan tengsizliklarni qanoatlantiruvchi yechimlar to‘plami 
bo‘yalgan OABCD  beshburchakni tashkil qiladi. Natijada Z=~xt -7x1 
chiziqli funksiyaga minimal qiymat beruvchi C(3;6) nuqtani topamiz. 
Bu nuqtaning koordinatalari masalaning optimal rejasi, 
/(C ) = -15 ->• min esa masalaning optimal yechimi boiadi.

2-misoI. Berilgan chiziqli programmalashtirish masalasini 
grafik usulda yeching.

(x[ + 2x2 < 3  

\ x1- x2 < 2

Y -  2x, + 2x2 -> max 
xl,x1 > 0 .

Yechish: Bu yerda ham yuqoridagidek yechimlar ko‘pburchagini 
hosil qilamiz.
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Rasmdan ko‘rinadiki, yechimlar ko'pburchagi yuqoridan 
chegaralanmagan. Koordinata boshidan n(2;2)  vektomi yasaymiz va 
unga perpendikulär boigan 2x, +2x2 =0 to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Bu 
to4g‘ri chiziq 2xt +2x, = const to‘g‘ri chiziqlar oilasidan biri boiadi. 
Shakldan ko‘rinadiki, masalada maqsad funksiyaning qiymati 
yuqoridan chegaralanmagan.

3-misoi. Masalani grafik usulda yeching.
{2xl - x 2 <4,  
jx ,> 0 , x2>l ,

Y=xI-2x2 -»max
Yechish: Masalani yuqoridagi usul bilan yechib quyidagi 

shaklga ega bo‘!amiz.

Rasmdan ko‘rinadiki, yechimlar to'plami chegaralanmagan, 
lekin optimal yechim mavjud va u X°(2,5;l) nuqta koordinatalaridan 
iborat.

Shuni alohida ta’kidlash kerakki, agar ChPMda nomaiumlar 
soni n = 2 boiganda uning optimal yechimini grafik usulida topish 
maqsadga muvofiq.

Agar ChPM kanonik ko'rinishda berilgan boiib, tenglamalar 
sistemasida nomaiumlar soni tenglamalar sonidan 2 taga ko‘p boisa, 
ya’ni n -m  = 2 boisa, bunday ChPMlarining optimal yechimlarmi 
ham gtafik usulida topish maqsadga muvofiq.
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Iqtisodiy masalalarning optimal yechimSarining tahlili. Endi 
ChPMsining optimal yechimini geometrik nuqtayi nazardan tahlil
< I i 1 i b chiqamiz. Bulling uchun quyidagi iqtisodiy masalaning optimal 
yechimini quramiz va tahlil qilamiz.

Faraz qilaylik, korxonada ilcki xil bo‘yoq ishlab chiqarilsin. Bu 
bo‘yoqlami ishlab chiqarish uchun 2 xil xomashyodan foydalanilsin. 
Xomashyolarning zaxirasi 6 va 8 birlikni tashkil qilsin. Ikkinchi 
bo‘yoqqa boigan talab 2 birlikdan oshmasin va u birinchi bo'yoqqa 
boigan talabdan 1 birlikka katta boisin.

Har bir bo6yoqning bir birligini ishlab chiqarish uchun kerak 
boigan xomashyolar miqdori hamda korxonaning har bir birlik 
bo‘yoqni sotishdan oladigan daromadi quyidagi jadvalda keltirilgan.

'~~~~~~-~'----_Xomaslsyolar 
Bo‘yoqIar ........- 1 2 Foyda

I 1 2 3
II 2 1 2

Zaxira 6 8

Har bir bo‘yoqdan qanchadan ishlab chiqarilganda ularga sarf 
qilingan xomashyolar miqdori ularning zaxiralaridan oshmaydi, 
daromad eng yuqori boiadi hamda talab bo‘yicha shartlar bajariladi? 
Masalaning optimal rejasini toping.

Masaladagi nomaiumlarni belgilaymiz: *
x, -  ishlab chiqarish rejalashtirilgan I mahsulotning miqdori;
Xz -  ishlab chiqarish rejalashtirilgan II mahsulot miqdori.

U holda masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda boiadi
x, + 2x2 < 6 
2xt +x2<8

■ X2 - X , < 1

xt>0 
0 <x2 ¿ 2

Y = 3*1 + 2x2 -» max.

Masalani grafik usulda yechib, optimal nuqta ekanligini

aniqlaymiz.
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1 1  2Optimal yechim quyidagicha boiadi: xl = 3 -;x 2= i-;Y mx=l2^

Demak, korxona birinchi bo‘yoqdan 3 j  birlik, ikkinchisidan 1̂
2birlik ishlab chiqarishi kerak. Bu holda uning oladigan daromadi 12--

birlikka teng boiadi: X°(3^,l^), Y = 12~.

Endi masalaning optimal yechimini tahlil qilamiz. Buning 
uchun D-optimal nuqtani qaraymiz. Bu nuqta 2x, +Xj =8 va 
x ] + 2 x 2 = 6  to‘g‘ri chiziqlaming kesishgan nuqtasi. Bu esa, bo‘yoq 
ishlab chiqarish uchun sarf qilinadigan ikkala xomashyoning ham 
kamyob ekanligini ko‘rsatadi. Optimal nuqta bilan bogiiq boigan bu 
shartlar aktiv shartlar, optimal nuqtaga bogiiq bo‘lmagan shartlar esa 
passiv shartlar deb ataladi. Biz ko‘rayotgan masalada mahsulotlarga 
boigan talabgaqo‘yilgan -x, ¿1 va x2 < 2 shartlar optimal nuqtaga 
bogiiq emas va shu sababli, bu shartlar passiv shartlar.

Passiv shartlarga mos keluvchi resurslar kamyob boimaydi va 
ulaming maium darajada o‘zgarishi optimal yechimga ta’sir 
qilmaydi.

Aksincha, aktiv shartlarga mos keluvchi resurslarni bir birlikka 
oshirilishi optimal yechimning o‘zgarishiga olib keladi.

Masalan, birinchi xomashyo zaxirasini bir birlikka oshirilishi 
optimal yechimga qanday ta’sir ko‘rsatishini ko‘rish uchun uning 
zaxirasini 7 ga teng deb olamiz. U holda CD to£g£ri chiziq o‘ziga 
parallel ravishda yuqoriga ko‘tariladi va D C K  uchburchak reja



ko'pburchagiga qo‘shiladi. Natijada K  nuqta optimal nuqtaga 
aylanadi. l/oldf

Bu nuqtada ^  -2; x, +2x  ̂=7; 2jq +x2 =8 to‘g‘ri chiziqlar kesi- 
shadi. Shuning uchun endi masalaning <2; ̂  + 2x2 <7; 2.xt +x7 <8 
shartlar aktiv shartlarga aylanadi. Demak, yangi optimal yechim: 
*°(2,3), 1^=13.

Xuddi shunday yo i bilan ikkinchi xomashyoni bir birlikka 
oshirish optimal yechimni qanday o‘zgartirishini ko'rsatish mumkin.

Bundan tashqari, kamyob bo‘lmagan xomashyolar miqdorini, 
optimal yechimga ta’sir qilmagan holda, qanchalik kamaytirish 
mumkinligini ham ko‘rsatish mumkin.

Yuqoridagi 8-shaklda BC  kesma xj =2  chiziqni, ya’ni masa
laning 4-shartini ifodalaydi. Ma’lumki, bu -  passiv shart. Maqsad 
funksiya qiymatini o‘zgartirmagan holda passiv shartni qanchalik 
o‘zgartirish mumkin ekanligini aniqlash uchun B C  kesmani o‘ziga 
parallel ravishda pastga, D  nuqta bilan kesishguncha siljitamiz. Bu

4
nuqtada x2 =— boiadi.

Demak, ikkinchi bo‘yoqqa bo'lgan talabni optimal yechimga 
4ta’sir qilmasdan — gacha kamaytirish mumkin ekan.

Shunday y o i bilan masalaning optimal yechimiga ta’sir 
etmasdan, uning boshqa passiv shartning o‘ng tomonini qanchaga 
kamaytirish mumkin ekanligini ko‘rsatish mumkin.

3.4. Chiziqli programmalash masalasmi yechishning 
simpleks usuli

Simpleks usuli eng keng foydalaniladigan barcha raqamli algo- 
ritmlardan foydalanadigan keng tarqalgan chiziqli dasturlash usul- 
laridan biri. Bu 1940-yilda ishlab chiqilgan boiib, chiziqli dasturlash 
modeli sifatida iqtisodiy, ham harbiy rejalalami amalga oshirish 
uchun ishlatilgan.

Simpleks usuli faqat chiziqli dasturlash muammolarini 
yechishga qaratilgan boisada, uning yechish texnikalari umumiy 
qiziqishga sazovordir. Bu texnika chiziqsiz optimallashtirish
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muarnmolarini chiziqii chekiovlardan foydalanish va chiziqsiz 
cheklovlami umumiylashtirishi mumkin.

Dansig yaratgan simpleks usul bilan chiziqii programmalash 
masalasi (ChPM)ning optimal yechimini topish uchun ChPM 
kanonik shaklda va cheklamalar sistemasi keltirilgan tenglamalar 
sisteraasi shaklida boiishi kerak. Simpleks usuli ChPMning optimal 
yechimini chekli qadamdan so‘ng topishga yordam beradi.

Bizga quyidagi ChPM berilgan boisin.
Z = CTx —> rnin
A x~ b
x>Q.

Bu yerda x quyidagicha ko‘rinishda ifodalanadi:

Bu bazis o‘ zgaruvch ilarning vektori esa nolga teng boigan 
bazis boimagan o‘zgaruvchilaming vektori. Maqsad funksiya 
quyidagicha yoziladi:

Z = CgXg + CNXN,

bu yerda bazis o‘zgaruvchilaming koeffitsiyentlari va bazis 
bo‘hnagan o‘zgaruvchilaming koeffitsiyentlari orqali bu tenglikni 
quyidagicha yozishimiz mumkin:

BxB+NxN=b.
Qaytadan yozilganda quyidagicha boiadi:

xx = B Ab~B^NxN.
Bazis boimagan o‘zgaruvchilami qiymati o‘zgartirish orqali 

Ax= b tenglikka barcha mumkin boiishi boigan barcha yechimlami 
qoiga kiritamiz.

Bu formulani z  formulaga almashtirsak, quyidagi formula kelib 
chiqadi

Z = CTBB~'b + (C% -  ClB 'N)xN,.

Agar biz y=(ClB"')r = B Tc B, ni aniqlasak, z  ni quyidagicha 
yozishimiz mumkin:

Z = y Tb+(CTN- / N ) x N.
Bu formula samaraliroq. y vektor simpleks vektoming ko‘paytimv~ 
chilaridir. Maqsad funksiya va bazis o‘zgaruvchilaming qiymati 
xN -0  qiymatga qo‘yish orqali topiladi.
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xB = b=B~lb  v a  Z -  C TBB~xb.

Bazis xB xN h

-z C T C TN 0
xB В N b

va bazis asosda jadvai quyidagicha boiadi.

Bazis xB XN h  j
-Z 0 c tn - c ¡ b -'n 0
xB I b~'n B~lb

Bu simpleks jadvalining rasmiy formulalari hisoblanadi. Bizga 
quyidagi ChPM berilgan boisin.

X l "*■ ̂ mm+iXm+! +  ■ • • +  &ЫХГ. ~  Â ’

x2 + àmm+lxm+1 + —+п2„хп=Ьг, (3 24)
........ ...................................... .

X m ^  & !rm + lX m +l +  — +  Ö m X r, =  ï>m ,

xj > 0, j  = l,n, (3.2:5)
Y --c\x, +clx2+...+cnxn -»min (3.26)

Ko‘rinib turibdiki, bu masalada cheklamalar keîtirilgan teng- 
lamalar sistemasi ko‘rinishidadir. Sistemani vektor shaklida yozib 
olamiz:

РЛ  + P2X2 + -  + PA  + PmHXm+\ +-+P„X = P0, 
bu yerda, Pv P2, - ,P m vektorlar sistemasi /w-oichovli fazoda chiziqli 
erkli birlik vektorlar sistemasidan iborat boiib, bazis vektorlar 
sistemasini tashkil etadi. Ular от-oichovli fazoning bazisini tashkii 
qiladi. Ushbu vektorlarga mos keluvchi x¡, x» ..., xm o‘zgaravchJar 
“bazis (erksiz) o‘zgaruvchilar” deb ataladi. xm+v xm+2, x n o‘zga- 
ruvchilar bazis boimagan (erkli) o'zgaravchilar. Agar erkli 
o‘zgaruvchilarga 0 qiymat bersak, bazis o‘zgaruvchilar ozod hadlarga 
teng boiadi. Natijada Xo=(bl,b2!...,bm,0,...,0) bazis yechim hosil 
boiadi. Bu yechimni boshlangich bazis yechim deb ataymiz. 
Quyidagicha belgilashlar kiritamiz: Ph -bazis vektorlar sistemasi; 
Q -maqsad funksiyasida bazis o'zgarüvchlar oldidagi c, koefll- 
tsiyentiar.
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Yuqoridagilardan foydalanib, quyidagi jadvalni hosil qilamiz.

n C”
0̂ ci С2 Ст+1 • * *

Рг Рг рт Р . • • р*
Pi ci 1 0 0 а1пМ % . . . Чп
Рг Ьг 0 1 0 й2и+1 °2 к °2п
. • • . . . . . . . . . • «. ... , , , • . . • • • . . .

Pi c, Ь, 0 0 0 а 1т+\ % . . .  ■

. . . . . . • « • , ,  , • •. . . . . . . « • • . . . • • •

Pm К 0 0 1 ^шт-1 а тк а тп

Bu jadval sim pleks jadva li deb ataladi. 
boshlang‘ich bazis rejani optimallikka tekshirish uchun bu jadvalga 
qo‘shimcha А={д0, Ay], j=\~n  satrkiritamiz.

Jadvalning P0 ustiniga mos \  ni quyidagicha hisoblayniiz:

Ao-i; = SSVi. (3.27)/=1
Jadvalning Ps ustinlariga mos Ay larni esa quyidagicha hisoblaymiz:

A ^ ± a l f - c r  (3.28)
Z=1

U holda yuqoridagi jadval quyidagi ko‘rinishga keiadi.

Рь Сь 0̂
с2 Ст+\ ck . . . 4,
Рг Рт Р Pk . . . Pn

Рг с. \ 1 0 0 % • • • 4»
Р2 С2 0 1 0 °2m+1 a2к • • • û 2„

. . . • • • . . . ... • • • . . . • • •

Р, с, Ъ, 0 0 0 a tm+l % . . .

. . . , .  » . . . . . . . . . • ■ • . . .

Рш К 0 0 1 ^tnm¥1 a*k . . . tm

А, До А, А. дт AßH-i \ . . . .

(3.28) formuladan ko‘rinib turibdiki, simpleks jadvaldagi bazis 
vektorlarga mos A; lar har doim 0 ga teng.
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Agar Cj ustunlarga mos barcha A7 lar uchun A; <0 shart 
Imjarilsa, u holda X 0Q\,bv  ...,bm, 0,...,0) yechim optimal yechim 
Ixt ladi. Y chiziqli funksiyaning minimal qiymati Y0 gatengboiadi.

Shunday qilib, Ay<0 shart (3.24)-(3.26) ChPM uchun 
uptimallik sharti deyiladi.

Agar kamida bitta j  uchun Ay > 0  boisa, u holda 
X0Q\, b2, ..., bm, 0,..., 0) masalaning optimal yechimi boia olmaydi.

Bunday holatda topilgan X0(bx, b2, b m, 0 , 0 )  bazis rejani 
optimal rejaga yaqin boigan boshqa bazis rejaga ahnashtirish kerak. 

Yangi bazisga kiritiladigan vektomi
maxA. (3.29)
Ay>0 3

shart asosida aniqlaymiz.
Masalan, maxA,. = At boisin. Demak, yangi bazislar sistemasida

Pk vektor bazis vektor sifatida qatnashishi kerak. Agar Pk vektor bazis
vektorlar sistemasiga kiritilsa, u holda eski P, -bazis vektorlardan
birortasini bazisdan chiqarish kerak, chunki (3.24) sistemaning asosiy
matritsasi A matrisaning rangi: rang(A) = m. Bazisdan chiqariladigan

__  i
Pn i=l,m  vektomi aniqlash uchun —  nisbat orqali aniqlovchi

aik
koeffitsiyent tushunchasini kiritamiz. Bazisdan chiqariladigan 
Pn i- l ,m  vektomi

%>° aik
shart asosida aniqlaymiz.

Masalan. mir3-=-^. boisin. Demak, P, vektor bazisdan
% %

chiqariladi. Bu holda % element hal qiluvchi element sifatida 
belgilandi. Shu element joylashgan / satrdagi P, vektor o‘miga u 
joylashgan k ustundagi Pk vektor bazis vektor sifatida kiritiladi.

Buning uchun simpleks jadvalida quyidagi elementar 
almashtirishlar bajariladi.
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1. / satrdagi barcha: b„ at] elementlarni % hal qiluvchi

elementga bo‘lib, bu satrda — , — , 1, elementlarni
a lk  a lk  %  %  a lk  

hosil qilamiz. U holda jadval quyidagi ko'rinishga keladi:

n Q Po c i C2 Cm+1 . •  . c u 4, a.k
Рг Pfit

P
m+-l . .  . Pk P.

% ci k l 0 0 ^»1 . . . % Ця A

p2 C2 h 0 1 0 ChmH . . . a 2n
A
"2*

. . . • • . •  • • «•» . . . ... ... ...

Pi Cl A
% 0 0 0 a fci+l

% . . . 1 a in

%
A
%

. • . . . . . . . • . . ... . » . ... ... ...

pm К 0 0 1 ^ U m -I . . . a mk a mn
TYl

a mk

A, A, A, A, Amm A,„+1 A* A„

2. Pk vektomi bazis vektorga aylantirish uchun, ya’ni jadvalni 
quyidagi _____ _ _ _ ________

5 Q 0̂ . . . ct c* Сщ+1 с* ...
P; ... Pi £ p*т+1 Pk ... Pя

ci 1 ... —Ък.
% 0 0 ...

Pi ¿2 0 ... a2k
aik

0 a2m+l 0
... ... • • • ... ... ... ... ... ...

p, c/ A
<% 0 ...

1
% 0

%
1 ... aln

Oíi
... ... ... ... • • . ... ... ... ...

Pm 0 ... flu
% I ß»mfl 0 ...

Ao A, ... A, AM A„+i Ä* Ä„
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ko'rmishga keltirish uchun jadvalda quyidagi elementar almash- 
tirishlami bajaramiz:

%; i * i -  (3.31)
% alk 

Bu jarayonni barcha A7 lar uchun Ay <0 shart bajarilguncha
davom ettiramiz. Har bir qadamda A , <0 optimallik shartini tekshirib
boramiz.

Shunday qilib quyidagi teoremalar o'rinli.

1-teorema. Agar biror bir X°=(x,°, x®,..., 0,..., 0) bazis reja 
uchun Aj < 0, tengsizlik o‘rinli boisa, u holda bu reja optimal 
reja boiadi. _____________________ _______ _

2-teorema. Agar X o bazis rejada biror bir j  uchun Ay >0 shart 
o‘rinli boiib qolsa, Xo optimal reja boimaydi va u holda shunday X[ 
rejani topish mumkin boiadiki, uning uchun

F(X!)<7(X°)
tengsizlik o‘rinli boiadi. __________________________

Agar biror bir j  uchun Ay >0 tengsizlik o‘rinli boiib, bu 
ustundagi barcha elementlar uchun av < 0 (i = l,m; j=l,ri) boisa, u 
holda masalaning maqsad funksiyasi chekli ekstremumga ega 
boimaydi.

Shuning uchun quyidagi shartlarga:
1. Aj>0;  2. a¡j<0 = j  = \,n)

(3.24)-(3.26) masalaning optimal yechimga ega boimaslik sharti 
deyiladi.

Agar ChPMda maqsad funksiyasi
Y =<\Xy +clx2 +...+cnxn -^max 

ko‘rinishda boisa, u holda masalaning optimallik sharti sifatida: 
Aj > 0, 0=1,«) tengsizlikni; masalaning optimal yechimga ega
boimaslik sharti sifatida esa:

1. Ay > 0 ; 2. atJ < 0 (i = l,m; 7=1,«)
tengsizliklami qabul qilamiz.
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1-misoL Quyidagi masalani simpleks usul bilan yeching.
—2x¡ +X, < 2 ;

■ -or, + 2x> 5 7;
•*î 3;

Xj'z0 0=1.2)
F=-л, ~ 2 * 2  -»min.

Yechish: Bu chiziqli tenglamani standartlashtirish uchun 
qo‘shimcha o‘zgaruvchilar kiritamiz.

- 2 x,+x¡ +x¡ = 2 ;
- -jc1 + 2x!+jc4=7;
X, +x5 = 3; 

x,!>0 O'= 1Д-,5)
У= -ж, -  2 x¿ —> min.

рь с„
-1 -2 0 0 0 а.к.0̂ Р3 р* Ps

Рг 0 2 -2 1 1 0 0 S
Р, 0 7 -1 2 0 1 0 7

2
Ps 0 3 1 0 0 0 1 -

Д/ 0 1 11 0 0 0
Р2 -2 2 -2 1 1 0 0 -

Р< 0 3 3 0 -2 1 0 0
Ps 0 3 1 0 0 0 1 3

-4 а 0 -2 0 0

Рг -2 4 0 1 1
3

2
3 0 -

А -1 1 1 0 2
3

1
3 0 -

Р5 0 2 0 0 2
3

1
3 1 3

¿у „9 0 0 4
3

5
3 0

Рг -2 5 0 1 0 1
2

1
2
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A -1 3 1 0 0 0 1

p3 0 3 0 0 1 1
2

3
2

h -13 0 0 0 -1 -2

Simpleks usulning I bosqichida bazis vektorlar sistemasiga Pt 
vektor kiritilib P2 vektor bazisdan chiqarildi, II bosqichida PA bazisga 
kiritildi va Px bazisdan chiqarildi. Simpleks jadval (3.31) formulalar 
asosida almashtirilib borildi. Ill bosqichda optimal yechim topildi: 
X0 =(3,5,3,0, 00 ,7 *  =-13.

2-misoL Quyidagi masalani simpleks usul bilan yeching.
-2x, + x2 < 2;

- -x , + x2 < 3; 
x,<3;

Xj>0 0  = 1,2) "  -
Z = - x 1

Yechish: Bu chiziqli tenglamani standartlashtirish uchun
qo‘shimcha o‘zgaruvchilar kiritamiz.

-2 x i + x 2 + x3 = 2;
■ —X[+x2+ x 4 =3; 

x, + x5 = 3;

Xj^O 0  = 1,2,...,5)

Z  = -x , min.

Pb Cb
-1 0 0“ 0 0 a.k.

Pc Pi p2 p3 p. Ps
n 0 2 -2 1 1 0 0
p4 0 3 -1 1 0 1 0 -
Ps 0 3 1 0 0 0 1 HI

0 I 0 0 0 0
P2 0 8 0 1 1 0 1 -
P< 0 6 0 1 0 1 1
Pi -1 3 1 0 0 0 1

-3 0 0 0 0 -1
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X0 =(3,0,8,6,0,), J^= -3 .

3.5. Sun’iy bazis usuii 

ChPM masalasi quyidagi ko‘rinishda bo‘isin:

«11*. +  anx2 +  ... +  «!„*„ = K

«21*1 +  «22*2 +  " +  «2»*» =~ 2̂>

«»1* +  «m2*2 +  ‘ II

x, >0, x2> 0, xn > 0, (3.32)
Y = C[X, + c2x2 +... + c„xn -» msn.

Bu masalada tenglamalar sistemasi keltirilmagan. Shu sababli 
undagi tenglamalarga xn+l, xn+2, ..., xn+m -sun’iy o'zgamvchilar kiritib, 
uni kengaytirilgan sistemaga aylantiramiz. U ho!da quyidagi masala 
hosil boiadi:

«11*1 +  ß 12x 2 +  • ' + « ! „ * „ +  * „ + ! = A »

« 2 1 * + « 2 2 * 2  +  ■ ■ + « 2  A +  * B+2  = ¿ 2 .

« „ I * +  « » 2 * 2  + ’ • • +  « » „ * „ + *„-t™ ntn n n-vm = K >

x ,> 0 , ..., x„ >0, x„+l> 0 ,...,xn+a> 0 , (3.33)
Y = c,x,+c2 x2  + ...+ c„x„ + M (xn+l +...+x„+,„)-» min.

Bu yerda, M-yetarlicha katta musbat son.
Sun’iy bazis o£zgaruvchilariga mos Pn+V PmV ..., P„+m vekiorlar 

“sun’iy bazis vektorlar” deb ataladi. Berilgan (3.32) masalaning 
optimal yechimi quyidagi teoremaga asoslanib topiladi.

1-teorema. Agar kengaytirilgan (3.32) masalaning optimal 
yechimida sun’iy bazis o‘zgaruvchilari nolga teng bo‘lsa, ya’ni: 
xmi = 0 (/'=1,1«) tenglik o‘rinli boisa, u hoida bu yechim berilgan 
(3.33) masalaning ham optimal yechimi boiadi._________________
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Agar kengaytiriigan masalaning optimal yechimida kamida bitta 
sun’iy bazis o‘zgaruvchi noldan farqli boisa, u holda boshlangich 
masala yechimga ega bo‘lmaydi.

Sun’iy bazis usuli maqsad funksiyaga jarima(penalty) termini 
kiritiladi qaysiki bazisga sun’iy o'zgaruvchilar kiritishga moijal- 
langan. Biz yana shartni minimailashtirish namunasidan metodni 
oydinlashtirish uchun foydalanamiz:

3x, + 2x2 = 14
• 2x, -  4x2 > 2 

4x, + 3x2  < 19 
x,,x2 > 0  

Z = 2x, + 3x2 —>■ min 
Oldingidek, standart shakîga keltiramiz va sun’iy o‘zgaruvchlar 

kiritiladi, Lekin bu holatda qo‘shimcha 1 muammo bosqich tashkil 
qilish o‘rniga, maqsad funksiya qo'yilgan shartni minimumga 
aylantiriladi.

Z' -2 x t 4-3XJ +Mdy +Ma2 —>min 
Bu yerda M eng katta musbat sonni ifodalaydi. Umuman, har bir 
sun’iy o‘zgaruvchini ifodalovchi bitta penalty termin bor. Kompyuter 
hisoblari uchun M programma chizig'ining yechimlari orasida 
vujudaga kelishi mumkin bo‘lgan boshqa hamma sonlar uchun 
dominât yetarli katta son.

Agar M  katta boisa, musbat sun’iy o‘zgaruvchini o‘z ichiga 
olgan qandaydir bazis maqsad funksiya Z' qiymatini ham katta 
musbat songa olib boradi. Agar qandaydir bazis dastlabki chiziqli 
programmalash masalasining mumkin boigan javobi boisa, u holda 
o‘rganilayotgan bazis o‘z ichiga hech qanday sun’iy o‘zgaruvchil^jni 
olmaydi va uning maqsad qiymati kichikroq boiadi. Chunki sun’iy 
o‘zgaruvchilar ular bilan katta qiymatii bogiiqlikka ega, simpleks 
usul, agar bu mavjud boisa, ulami bazisdan oxirida olib tashlaydi. 
Qandaydir ba’zis jarima muammosi boigan yechim boiadi qaysiki 
bazis emas hamma sun’iy o‘zgaruvehilar (va bundan buyogiga nol) 
ham orginal muammoga mumkin boigan yechim boiadi.

Sun’iy bazis usulida maqsad funksiya 1 muammo bosqichida 
maqsad funsiyaning chegarasi sifatida olinishi mumkin. Sun’iy bazis 
usulining maqsad funksiyasi mavjud:
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Z' = cTx + M Y,a ,
. t

Bu maqsaddan foydalanishga teng:
Z = M~lcTx + Y ai 

i

Chegaralarni M -»ao sifatida olish 1 maqsad bosqichini beradi. 
Natijada 1 muammo bosqichi ko‘rinishi Sun’iy bazis usuli ko‘rinishi- 
dan faqat tepa qatordan farq qiladi. Shu sababli, biz simpleks usulini 
misollarda tezroq ko‘rib chiqamiz, ikki bosqich usulini tekshirishni 
amalga oshirishga nisbatan.

Bizning misolda, jarima (penalized) muommo uchun dastlabki 
bazis bilan sun’iy o‘zgaruvchilar quyidagini beradi.

Bazis *1 *3 *4 «1 2̂ \
-z ' 2 3 0 0 M M 0
°i 3 2 0 0 1 0 14
«2 2 -4 -1 0 0 1 2
*4 4 3 0 1 0 0 19

Oldingidek, sun’iy o'zgaruvchilar uchun qisqartirilgan qiymatlar 
nol boimaydi va muammo doimiy bazis terminida yozilishi mumkin.

Bazis *3 *4 «1 <h
-Z' -5M+2 2M+3 M 0 0 0 -16M
a, 3 2 0 0 1 0 14
<h 2 -4 -1 0 0 1 2
*4 4 3 0 1 0 0 19

Birinchi takrorlashda, x, kirayotgan o'zgaruvchi va a, chiqa- 
yotgan o‘zgaruvchi. Ikki bosqich usulidagidek, sun’iy o‘zgaruvchi 
bazisni tark etsa, u ahamiyatsizga aylanadi va muammodan olib 
tashlanadi. Tayanch nuqta muvozanatlashgandan keyin (va a2 olib 
tashlangandan), biz quyidagicha bazis yechim olamiz:
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Bazis *2 x4 <h h

-Z' 0 -8M+7 - - M  +1 2 0 0 -11M-2

0 8 3
2 0 1 11

b 1 -2 1
2 0 0 1

X4 0 EJ 2 1 0 15

Ikkinchi takrorlashda, x2 kiritilayotgan o‘zgaruvchi va x4 chiqib 
ketayotgan o'zgaruvchi. Tayanch nuqta muvozanatlashgandan keyin 
(va a, ustun olib tashlangandan keyin u ahamiyatsiz), biz quyidagi 
yangi bazis javobni oiamiz:

Bazis *> *2 *3 *4 « i h

-Z' 0 0 M  + 6  

2 2

8AÍ-7
11 0 м + т

и
« i 0 0 1

2 2

8
11 1 i

il
X, 1 0 3

2 2

2

11 0 41
11

*2 0 1 2

11
1

11 0 15
11

Uchinchi takrorlashda, x, kiritilayotgan o'zgaruvchi va a, chiqib 
ketayotgan o'zgaruvchi. Tayanch nuqta muvozanatlashgandan keyin 
(va a, ustun olib lashlangandan keyin chunki u ahamiyatsiz), biz 
yangi bazis yechimni oiamiz:

Bazis *2 *3 X4 К
-Z' 0 0 0 -5 -11
*> (» 0 1 -16 2
*1 1 0 0 -2 4

0 1 0 3 1

Joriy bazis o‘z ichiga hech qanday sun’iy o‘zgaruvchini 
olmaydi, shuning uchun bu haqiqiy muammo uchun mumkin boigan
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maqsad. To‘rtinchi takrorlashda, x4 uchun qisqartiriigan qiymat 
boiishsiz shuning uchun u optimal bazis emas. Muvozanatlashish 
quyidagini beradi:

Bazis X, *4 h
5 28

-Z' 0 0 03 3
16 220 1 03 3
2 141 3 0 0

y
1 1

x4. 0 0 13 3

Bu bazis optimal. Kutilgandelc, bu ikki -  bosqich usuldan 
olingan optimal bazis bilan bir xil.

Programmalarda bajarishda penalty uchun mos qiymatni tanlsh 
qiyin boiishi mumkin.

M  muammoda boshqa qiymatlar uchun dominant boiishi 
uchun yetarlicha katta boiishi zarur, lekin u juda katta boisa, uni 
aylana bo‘ylab hisoblashda jiddiy muammolar kelib chiqadi.

l-misol. Masalani sun’iy bazis usuli bilan yeching: 
j x l + 3x2 + 2x3 + 2x4 =3,
[2x ,+2x2 + x3 + x4 =3, 
xl >0,x1> 0,x3 > 0,x4 > 0 ,
Z = 5x{+3x2 + 4x3 - x 4 —> max.

Yechish: Masalada maqsad funksiyasiga qo‘yilgan shartni 
rninimumga aylantirib, sun’iy x5 >0, x6>0 o‘zgaruvchilar kiritamiz 
va uni quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:

Îx, + 3x2 + 2x3 + 2x4 + x5  = 3 ,

2x [+2x2  + x3 + x4 + x6 = 3,

Xy > 0 ,x 2  > 0,x3 > 0 ,x 4 > 0 , x5 > 0 , x6 > 0,

Z  = - 5 x j - 3 x 2 -  4x3  + x4  + M (x5 + x6) —> irtin.
Hosil boigan masalani simpleks jadvaliga joylashtirib, uni 

simpleks usul bilan yechamiz.
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I

1

M

M

A’,
-5 -3 -4 1 M M a.k.

p2 Pr 3 PS p6
3 1 3 2 2 1 0 0
\ 2 2 1 1 0 1 3

2
A, <*M m 5M 3 M 3 M 0 0

» »3

M

1 l
3

Î 2
3

2
3

1
3

0 3

1 3
4 0 1

3
1
3

2
3

1 3!
41

A/ M -M3 0 - - M
3 3

- - M
3

0

1 -.1 £
4 0 1 3

4
3
4

1
2

1
4’ ffl

)I -5 3
~4 1 0 1

4
1
4

■ 1 
2

3
4 -

A./ -6 0 0 13 -2 -M -M
»1

11

-4

-5

1 0 4
3

1 1 2 1
3

1 1 1
3

0 0 1
3

2
3

A, -9 0 -4 0 -5 -M

k mgaytirilgan masalaning optimal yechimidagi sun’iv 
«• inuvt hilar 0 ga teng. Shuning uchun (1-teoremaga asosan) 
I h 111)*«iii masalaning optimal yechimi:

X0(l, <U0), Zmm - - 9 ,  2 ^ = 9 .

Aynigan chiziqli programmaîashtirish masalasi. Sikllanish va 
I nu Inn qui ilish usuli (s-usul). Agar ChPM da P, bazis vektorlarga mos
I ' lm I hi birorta x'i = o boisa, ya’ni

P0 =Plxi ->rP2x2 +...+Pmxm (3.34)

\ *. 111 n. n Ij I ; i \( lardan kamida bittasi nolga teng boisa, chiziqli 
|ni>l'i;iiiini:il;isli(iii,sli masalasi aynigan chiziqli programmaîashtirish
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masalasi deyiladi va P¡ bazis vektorlarga mos keluvchi bazis reja esa 
aynigan reja boiadi.

Yuqorida, simpleks usulni asoslash jarayonida chiziqli program- 
malashtirish masaialarini aynimagan deb faraz qilgan edik. Bu 
farazga ko‘ra simpleks usulning har bir iteratsiyasidan so‘ng chiziqli 
funksiyaning qiymati kamaya borishini va chekli sondagi iteratsiya- 
dan so‘ng u o‘zining optimal qiymatiga erishishi mumkinligini 
ko‘rsatgan edik.

Agar masalaning bazis rejasi aynigan reja bo isa,

# = A - = 0  (3.35)
aik

boiishi mumkin. U holda bir bazis rejadan ikldnchisiga oiganda, 
chiziqli funksiyaning qiymati o‘zgarmaydi. Ba’zan bunday 
masalalarni yechish jarayonida sikllanish holati, ya’ni maium 
sondagi iteratsiyadan so‘ng oldingi iteratsiyalardan birortasiga 
qaytish holati ro‘y berishi mumkin. Sikllanish holati ro‘y bergan 
masalalarda optimal reja hech qachon topilmaydi. Sikllanish odatda, 
bazis rejadagi birdan ortiq x¡ =0 boigan holatlarda ro‘y berishi 
mumkin. Birdan ortiq vektorlar uchun 0 = 0 boiganda bazisdan 
chiqariladigan vektorni to‘g‘ri aniqlash sikllanish holatini oldini 
olishda katta ahamiyatga egadir. Bundan ko‘rinadiki, aynigan 
masalalarni yechishga moslashtirilgan usullar masalaning optimal 
yechimini topishga ishonch bildirib bazisdan chiqariladigan vektorni 
tanlashning yagona yoiini ko‘rsatishi kerak.

Aynigan chiziqli programmalashtirish masalasining geometrik 
tasvirini 3-rasmdan ko‘rish mumkin. Bunda P0 vektor P¡, P2, Pt 
vektorlardan tuzilgan qavariq konusning sirtida yotibdi. Shuning 
uchun P0 vektor Pv P2, P3 vektorlarning qavariq kombinatsiyasi 
sifatida ifodalab bo‘lmaydi, lekin uni Pl v&P2 vektorlarning qavariq 
kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin. P0 ni P¡, P2, P3 vektorlarning 
qavariq kombinatsiyasi orqali ifodalash uchun Pxxl +P2x2+P3x3 
yoyilmadagi P3 vektorning koeffitsiyenti x3=0  boiishi kerak.
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Agar P3 vektorni £->0 ga siljitib PVP2,P3 vektprlardan tashkil 
(крепи qavariq konusning ichiga kiritsak, u holda uni PVP2,P3 
v<klni laming qavariq kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin 
IX. Lull. /’ vektorni qavariq konusning ichiga siljitish uchun ixtiyoriy 
kubik / о son olib, Pv P2,P3 vektorîaming

ePl +£2P2+ s 3P3 
К111 и b i i и 11 s i y a s i n i tuzam iz va uni masalaning

/|X[ + Rfa +P3x3 —PQ 
. 11. ИптпЬмшщ' < > ' 111 •, (omoniga qo‘shib yozamiz:

/;», i t'.y, i /;, it:!] + s P 2+ e P .  = ¡ \ ( e ) . (3.36)
IIo.mI bo' Ijmii P0(e) vektor /,, /,, P3 vektorlardan tashkil togan 

» 111 vin i(| konusning ichida yotadi (3-rasm). Demak, Po ni PVP2,P¡ 
v. I bn I.иiiing qavariq kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin. 

Xuddi shuningdek, umumiy holda berilgan masalaning
Plxi +P2x2+...+xinPm+...+Pnxn=P0 (3.37)

' brklamalarini quyidagicha yozish mumkin:
P¡x¡ + P2x2 + ...+  xmPm +...+ P„xn =
= P0 + £PX -V £ %  +... + sTPm + ... + £"P„ = P0(£)

I’araz qilaylik, Pv P2,...,Pm bazis vektorlar bo‘lib, ular В 
mal l isant tashkil qilsin. U holda

X  = B~lP0> 0 (3.39)
berilgan masalaning yechimi va

(3.38)
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Х (£) = В~1Р ^ ) >  о (3.40)
o‘zgartirilgan (3.6) chegaralovchi shartli masalaning yechimi boiadi.

х /ш В -'Р , (3.41)
tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun (3.39) ni ushbu ko‘rinishda ifodalash 
mumkin.

X( g)  = B' P0 +еВг'Рг + е 2В~'Р2 + ...+ £ mB~1Pm +... + е пВл Рп =

= X + e X t + s 2X 2 +...+£mX m +... + £nXn. (3.42)
Demak, sistemaning o‘ng tomoni b,(£) quyidagicha aniqlanadi:

b,(e) = bl + ' ¿ e Jav (3.43)
м

bt(£) = bt + £ ¡ + ¿  e jav (3.44)
j=m+l

e  kichik son bolgani uchun ¿>,(f) > 0.
Simpleks usulini qoilash jarayonida bazisdan chiqariladigan P¡ 

vektomi aniqlash uchun
n

— b ,+ £ l + У  £Ja,
0o=M£>=minM£) =------------------ >0 (3.45)

a tk ‘  a ik  a ik

formuladan foydalanamiz. Farazga asosan nisbat / = / da
ab

minimumga erishadi.
Agar

6Q =  m i n ) (a¡. >  0)
'

qiymat, i = l indeks uchun o‘rinli boisa, u holda P, bazisdan 
chiqariladi.

Bazisga kiritiladigan Pk tanlangandan so‘ng, simpleks jadval 
ma’lum y o i bilan almashtiriladi. Natijada topilgan yangi X{s) bazis 
reja yetarli darajada kichik s  uchun aynimagan reja bo‘ladi.

Amalda aynigan chiziqli programmalashíirish masalasi juda 
kam uchraydi. Quyida biz keltiradigan masala amerikalik matematik 
Bil tomonidan tuzilgan.
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—x, -  60x, -  —  x, + 9x. + x- = 0,4 1 2 25 3 4 5
• — x. — 90x, — — x, + 3x, + x,. = 0,

2 50
jc3+jc7=1,

*,>0, J = Ü ,
3 17= — x. +150x,---- x, + 6x, -¥  min.
4 ' 2 50^ 4

I tu masala aynigan masala boiib, uni yuqorida keltirilgan
i.. ' j ■ rilash” usulini qoilamasak yechganda sikllanish holati ro‘y 

lut,ali. Simpleks usulning 7-iteratsiyasidan so‘ng 2-iteratsiyaga 
■ laylish holati ro‘y beradi. Agar yuqorida ko‘rilgan “to‘g‘rilash” 
usulini qoilamasak, bu sikllanish holati cheksiz ravishda 
ukrorlanishi mumkin, demak, masalaning optimal yechimini topish 
mikoniyati bo‘lmaydi. Endi masalani “to‘g‘rilash” usulini qoilab 
yeohamiz. Eng awal berilgan masaladagi sistemani quyidagi 
ko'rinishda yozib olamiz:

1 1  1 ,—x, — 60x,-----x, + 9x, + x, = 0 + — s — 60s  ,
4 1 2 25 3 4 5 4

• —x. — 90x, —— x, + 3x, + x, = 0 + — s  -  90s2,
2 50 2
X3+ X l = 1,

Bu yerda s  kichik musbat son boiib, uni shunday tanlash 
mumkinki, natijada tenglamalarning o‘ng tomoniga s  ning faqat 
hiiiiuhi va ikkinchi darajasini qo‘shish yetarli boisin. Masalani 
simpleks jadvalga joylashtirib yechamiz :

I

n Q Po
3
4 150 1

50
6 0 0 0

A P, P, P, Ps P6 p-,

0 — -  (lOfc-2 
4

1
4 -60 1

25
9 1 0 0
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p6 0 - - 9 0 s 22
1
2 -90 1

"so 3 0 1 0

Pi 0 1 0 0 1 0 0 0 1

II.

Px
3
4 s -  240e2 1 -240 4

25 36 4 0 0

p* 0 30 s2 0 30 3
50 -15 -2 1 0

Pj 0 1 0 0 1 0 0 0 1

- — + 160 s2 4 0 30 7
50 -33 “3 0 0

III.

Pt 3
4 s 1 40 8

25

0
0I -12 8 0

p2 150 s 2 0 1 1
500

1
2

1
15

1
30 0

P-, 0 1 0 0 1 0 0 0 1

<4ОT"~<

+3
bi 0 0 2

25 -18 -1 -1 0

IV.

Pi
3
4 £-160гг2 1 -160 0 -4 4

3
8
3 0

p3
1

50 500гг 0 500 1 -250 100
3

50
3 0

p7 0 1 -  500ít2 0 -500 0 250 100
3

50
3 1

-3i+110ff24 0 -40 0 2 5
3

7
3 0
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V .

P\
3
4

—  + s - l 6Ss2 125 1 -168 0 0 4
5

12
5

2
125

p3
1

50 1 0 0 1 0 0 0 1

p* 6 —— 2 s2 250 0 -2 0 1 2
15

_1
15

1
250

1 3 s 
125 4 

-114 s '2
0 -36 0 0 7

5
11
5

3
125

VI.

Pt
3
4 — + e-l80e2 

125 1 -180 0 6 0 2 1
25

P3
1

50 500s2 +1 0 0 1 0 0 0 1

Ps 0 —— 15£2 
100 0 -15 0 15

2 1 1
2' ■

3
100

135c2—-—— 20 4 0 -15 0
21
5

0 3
2

1
100

Shunday qilib, yuqoridagi “to‘g5irlash” usulini qoiiab masalani 
yechganda 6-bosqichda optimal yechim topiladi.

180e2+ £ + —  ; 0; 5 Ш 1+\\ 0; —— 15s1 \, 
25 100 1

(s)= -135s2 - — ——. 
mmW 4 20

Berilgan masalani yechimini topish uchun s = 0 deb qabul 
qilamiz. Javob:

3.6. Ikkilanish nazariyasi 

Quyidagi ChPMni qaraymiz:
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О.Л + a l2X2 '•,+a1„x„<b1,

+ al2x2+. ■+ aknxn<bk,

«»1* + a m2X2 + ..+  <b„ mn n m

F +CjXj +...+cnxn —»max
Bu masala matrisa shaklida quyidagicha yoziladi:

A X < B ,
F  = CX —> max.

(3.46)

(3.47)

(3.48)

1-ta’rif.
ачУ1 +  апу 2 + ...+ ат1у т= с 1,

• ЯиУ\ +  а21Уг +  — +  ат1Ут ~  Cl> (3.49)

« ^ 1  +  «2Л  +  - + ö- ä  =

y t >  0 , i = l , m (3.50)
jF =  V i +  Va +  -  +  - >  min (3.51)

masala (3.46), (3.47) masalaga ikkilangan masala deyiladi.

U holda (3.48) masalaga ikkilangan masala quyidagicha yoziladi:
AT Y = C T,

y, >0, i= \ ,n,  (3.52)
F  = BTY - >  min.

Bu yerda YT = (v, y2 ...y m) , C=(c, c2 . . . c j .
Yuqoridagidan foydalanib ikkilangan masalani qurish qoidasini 

keltiramiz:
1. Berilgan masala koeffitsiyentlaridan tashkil topgan asosiy 

matrisa
aU a\2 — a\n 

Д _ a2l a7Z •" a2a

\ am\ am2 ■" amn)
ko‘rinishda boisa, u holda ikkilangan masalaning asosiy matrisasi
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AT =

1a \\ a 2\ ■" a m\ ^

Kain
ko‘rinishdaboiib,y4 matrisagatransponirlangan boiadiv

2. Ikkilangan masaladagi noma’lumlar son! berilgan masaladagi 
cheklamalar soniga teng. Ikkilangan masaladagi cheklamalar soni esa 
berilgan masaladagi nomaiumlar soniga teng boiadi.

3. Ikkilangan masalaning maqsad funksiyasi koeffitsiyentlari 
berilgan masalaning ozod hadlardan iborat boiadi. Ikkilangan 
masalaning ozod hadlari esa berilgan masalaning maqsad funksiyasi 
koeffitsiyentlaridan iborat boiadi.

4. Agar berilgan masalada x} > 0 boisa, u holda ikkilangan 
masaladagi unga mos /-cheklamaga > ko‘rinishdagi tengsizlik 
qo‘yiladi. Agarda Xj nomaiumning ishorasi noaniq boisa, u holda 
ikkilangan masaladagi j-cheklamaga tenglik qo‘yiladi .

5. Agar berilgan masaladagi i -  cheklama tengsizlikdan iborat 
boisa, u holda ikkilangan masaladagi bu cheklamaga mos 
nomaiumning ishorasi yj >0 boiadi. Agarda berilgah masaladagi i -  
cheklama tenglikdan iborat boisa, u holda ikkilangan masaladagi bu 
cheklamaga mos yi nomaiumning ishorasi noaniq boiadi.

Har qanday chiziqli programmalash masalasi uchun ikkilangan 
masala mavjud va uni berilgan masaladagi maqsad funksiya va 
nomaiumlarga qo4yilgan cheklamalar orqali to ia  aniqlash mumkin.

Biz quyida ChPMlarining ba’zilariga ikkilangan masalani 
qurish qoidasi bilan tanishib chiqamiz.

Standart ChPM berilgan boisin:
AX <B,
Xj^O, 7 = 1 , ( 3 . 5 3 )
F = CX —)• max.

A = A B = I B j belgilashlar kiritamiz, bu yerda E - n x n  o‘Ichovli
-jE)  { o j

birlik matrisa, 0- n oichovli nol matrisa. U holda (3.53) masalani 
quyidagicha yozish mumkin:
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(3.54)
Y = CX  —»max.

Bu masalaning ko‘rinishi (3.48) masala bilan mos tushadi. 
Demak, ikkilangan masalani yozishda ta’rifdan foydalanish mumkin. 
Shunday qilib, ta’rifga asosan (3.54) masala uchun ikkilangan masala 
quyidagicha yoziladi:

ATP - C T,

p ,> 0, i=l,n+m, (3.55)
F = B r P  -» min.

Bu yerda, P r  = ( P l P l  ... p Mm )  = ( y t , Z t )  ~ { yi y 2 ... y m z, z2 ... z j , 

Ar = [ a t , - e )  ekanligini hisobga olib, oldingi belgilashlarga qaytsak 
(3.55) quyidagicha yoziladi:

Al Y —Z - C T, :
y, SO, Zj>0, i = l,m, j  = 1 ,«, (3.56)
F = BrY -» min.

Zj >0 boigani uchun A Y —Z - C  tenglik Jl Y>C  boigandagina
o‘rinli boiadi. Shuning uchun (3.53) masalaga ikkilangan masala

ArY Z C T,

y ,^ 0, i = l,m, (3.57)
F = 5rF-»min

ko‘rinishda boiadi.
ChPM quyidagicha berilgan boisin:

A X  = B,

Xj > 0, j  = 1,n, (3.58)
F = C X  —>max.

Maiumki, q = k<?>\q ~ k’ U holda (3.58) masalani quyidagicha|q>L
yozish mumkin:

AX<,B, - A X < - B ,  

vo r. ■ XjZO, 7 = 1,«, (3.59)
F - C X - > m a x . ‘

rB

quyidagicha yozib olamiz:

belgilashlar yordamida (3.59) masalani
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A X < B ,

Xj>0, j  = l,n, (3.60)
F - C X  -»max.

(3.60) masalaga ikkilangan masalani, (3.57) ga asosan, yozamiz:
ÄTS ä  CT,

Sj > 0 , i = 1 ,m,

F = BTS-*min.
Buyerda, ST = (s, s2 ... slm) = { p T,c f )= (Pl p2 ... qy q2 ... g„).
Oldingi belgilashlarga qaytamiz, u holda

ATP - A TQ ^C T,
pt > 0 , q , >  0 , i = \,m,

F  = BTP -  BTQ -»  min.
Y = P -Q  belgilashdan so'ng

f YkcT> (3.61)
F = i?rF -> min

masalani hosil qilamiz. Bu yerda F ikkita matrisaning ayirmasi 
boigani uchun uning ishorasi noaniq boiadi.

Berilgan masala va unga ikkilangan masala birgalikda o ‘zaro 
qo‘shma masalalar deb ataladi. Agar qo‘shma masalalardan birortasi 
yechimga ega boisa, ulaming ikkinchisi ham optimal yechimga ega 
boiadi.

0 ‘zaro qo‘shma masalalarni ko‘z oldiga keltirish va ulami 
iqtisodiy ma’nolarini tahlil qilish uchun quyidagi ishlab chiqarishni 
rejalashtirish masalasini ko‘ramiz.

AX<,B,
Xj > 0, j  = l,n, (3.62)
F -C X  -»max.

Yuqoridagilardan xulosa qilib, o‘zaro qo‘shma masalalarning 
matematik modellarini quyidagi ko‘rinishda ifodalash mumkin:

Simmetirik boimagan qo‘shma masalalar
Berilgan masala Ikkilangan masala

I
AX =  B,

Xj>0,  7 = 1,«, 
F - C X  -»max.

ATY Z C T,

F =  BTY  -»min.
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AX = B,

II
.... ATY < CT,

Xj> 0, j  =  l,n,
F = BrY - ï  max.

F  = CX  —»min.

Berilgan masala Ikkilangan masala

I
A X < B ,

Xj> 0, j  = 1,71, 
F = CX  —» max.

AT Y > Cr , 

y j > 0 , 7  = 1,m, 

F  = Br Y -»Hiin.

II
A X > B ,

X j > 0 , 7  = 1,« , 
F — CX  —»min.

ЛгГ <С г,
3^ > 0 , 7 = 1,1», 

F - B TY —»max.

1-misoí. Berilgan masalaga ikkilangan masalani tuzing.
-x ,+3x2 — 5xj S12,

■ 2xl — x2 + 4x3 < 24,
3x¡ + x2 + x3 < 18,
X[ ä O, x2 0 ,x3 > O,

Z = 2x¡ + x2 + 3x3 -» max.
Yechisli: Masalada barcha cheklamalar “<” ktVrinishdagi 

tengsizliklardan iborat. Demak, berilgan masalaga simmetirik 
boigan qo‘shma masala 4-ko‘rlnishda tuziladi. Natijada quyidagi 
simmetirik qo‘shma masalani hosil qilamiz:

~Ух+2у2 + З у г >2,

■ЗУ1-У2+ Уз'£1’

Г 5У1+ 4 У2+ Уз ^ 3>
у , > 0 , у 2 > 0 , у 3>0,

F  = 12у } + 24у 2 + 18^3 —» min.
2-misol. Berilgan masalaga ikkilangan masala tuzing.

x, — x2 + 4x3 <12,
■ je, + 3x2 -  2x3 -  x4 = 13, 

хг + 5x¡ ~ 6x3 < 11,
X, > 0 , x2 > 0 ,x3 :> 0 ,

Z -  4 x ,+ x 2 +4x 3 —»max.
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Yechish: Berilgan masaladagi ikkinchi cheklama tenglamadan 
iborat, birinchi va uchinchi cheklamalar esa tengsizliklardan iborat. 
Shuning uchun qo'shma masalani tüzishda yuqoridagi 5-punktda 
keltirilgan qoidaga rioya qilamiz va quyidagi masalaga ega boiamiz:

'y i+ y2+ y3^
• -J i+ 3 j2+5j3>i,

4y,~2y2 - 6 y 3>4,
y1 > 0, y 2 < 0, y 3> 0,

F -  \2yx + i3y2 +1ly3 -> min.
Ikkilangan masaíalar yechimlari oíasida mavjud boigan 

bogianishni ikkilanish nazariyasining asosiy tengsizligi va birinchi 
teoremasi orqali aniqlasb mumkin.

Ikkilanish nazariyasida berilgan masalaning ixtiyoriy X  joiz 
rejasi hamda ikkilangan masalaning ixtiyoriy Y joiz rejasi uchun

F( X)< F(Y )
tengsizlik o‘rinli boiadi. Bunday tengsizlik. ikkilanish nazariyasining 
asosiy tengsizligi deb ataladi.

Agar X* va 7* joiz rejalar uchun
F(X") = F(7*)

tenglik o‘rinli boisa, u holda bu joiz rejalar mos ravishda berilgan va 
ikkilangan masalaning optimal rejasi boiadi.

Bu tengsizlik ixtiyoriy joiz ishlab chiqarish rejasi hamda xom- 
ashyolaming ixtiyoriy joiz baholari uchun ishlab chiqarilgan 
mahsulot bahosi xomashyolar bahosidan oshmasligini ko‘rsatadi.

Ikkilanish nazariyasining asosini ikki teorema tashkil etadi. 
Ulardan biri ikkilanish teoremasi, ikkinchisi esa muvozanatlik 
teoremasi deb ataladi.

Muvozanatlik teoremasidan ikkilangan masalaning iqtisodiy 
tahlilidan foydalanamiz, shu sababli, biz bu teoremani keyinchalik 
keltiramiz.

Ikkilanish teoremasini keltirish uchun berilgan va ikkilangan 
masaíalar orasidagi bazi bogianishlami aniqlab olamiz.

2-ta’rif. X  = {x\Ax < b ) to‘plam (3.48) masalaning mumkin 
boigan yechimlar to‘plami deyiladi.___________________ _
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3-ta’rif. Agar (3.48) masalaning mumkin boigan yechimlar 
to‘plami X  =  \ x \A x < b } bo‘sh boimasa, u holda masala birgalikda 
deyiladi. 

Quyidagi teoremalarni isbotsiz qabul qilamiz:
1-teorema (ikkilanish teoremasi). Agar (3.48) va (3.52) o‘zaro 

qo‘shma masalalarning har biri birgalikda boisa, u holda ulaming 
ikkalasi ham yechimga ega boiadi hamda bu masalalardagi maqsad 
fimksiyalaming ekstremal qiymatlari o‘zaro teng boiadi, ya’ni 
F ^ r ^ F ^ Q T ) .

Bu teoremadan quyidagi xulosalami chiqarish mumkin.______
2-teorema. Agar o‘zaro ikkilangan masalalardan biri yechimga 

ega boisa, u holda ikkinchisi ham yechimga ega boiadi._________

3-teorema. Agar o'zaro ikkilangan masalalardan biri birgalikda 
boiib, ikkinchisi esa birgalikda boimasa, u holda birinchi masala 
o‘zining yechimlar to‘plamida chegeralanmagan boiadi.______ ___

Bu teoremalar ikkilangan masalalarda quyidagi holatlar boiishi 
mumkinligini ko'rsatadi:

1. Quyidagi ikkala masala ham birgalikda (ikkalasi ham 
yechimga ega).

2jC[ + x2 < 4,
X, + 2 x2 <  4,

F  = x¡ + x2 -> max.

1 3  3

2y ,+ y2= l
y ¡ + 2 y 2=h  

F  = 4y t + 4 y2 —> min.

I Г
3 ’ 3 j

Г  :

2. Quyidagi ikkala masala ham birgalikda emas.
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COVI1

x ,  + x2 < -4,
F = x{ + 3x2 —»  max. F =  3_v, - 4y 2 —> min.

X = 0 X = 0

3. Quyidagi masalalardan biri birgalikda, ikkinchisi birgaiikda
etnas.

{*, -  x2 < 1, \ y j= l
u = > ,F - x j -»max.

Masala birgalikda F =yl —> rnin.
7 = 0

Agar berilgan masala yechimga ega boisa, u hoida ikkilangan 
masalaning yechimi

r° =C?B~1
formula orqali topiladi.

Xuddi shuningdek, agar ikkilangan masala optimal yechimga 
ega boisa, u holda berilgan masalaning optimal yechimi

X° = B -' B 0
formula orqali topiladi.

Bu formulalarda:
-simpleks jadvalning oxirgi qadamidagi Cb vektor;

B° -ikkilangan masala simpleks jadvalining oxirgi qadamidagi 
B vektor;

jS'1 -matrisani aniqlash uchun 
AX  <B,

Xj> 0, j  = l,n,
F  = CX  ->max.

masala simpleks jadvalining oxirgi qadamini yozamiz:

n Q
(X°) C, C2 . . . Cm Cm+1 ck
Po Pi P2 . . . Pnm Ptn+l pk p.
h 1 0 . . . 0 «U a\n
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Рг C2 b2 0 1 0 a2m*\ a2k <hn

P, C1 h 0 0 0 aim+\ ... % am

Pm К 0 0 1 П.пт-'Л <**

Pk vektomi Xе =(х?,х£,...,х°, 0,...,0) (P0=(bl,b2,...,bm) optimal 
yechim bazislari Pv P2, P m bo‘yicha yoyiimasini yozamiz

Pk ~X\kP\+Xlhfii +••■ +ХшьРт1 k = 0,n.
Bu yoyilmani quyidagicha yozish mumkin:

an a\2 ■ аы

Pk =
a%\ a22 " a2„ X2k

a„2 ' ®mm j \ Xmk;
D  matrisaga teskari D  1 matrisani B~l bilan belgilaymiz, ya’ni 

D"1= ß-'. U holda B° = P0; C° = Cb.
3-misoL Berilgan masala va unga ikkilangan masalaning 

yechimini toping:
x{ + 3x2 ~ x 3 + 2xs = 7,

• -2 x 2 + 4x3 + x4 -12,
- 4 x 2 + 3x3 + 8jc5 + x6 =10,

Xj > 0, j  = 1,6,
F=x2-3Xj +xs ->min.

Yechish: Berilgan masalani simpleks jadvalga joylashtirib, uni 
simpleks usul bilan yechamiz:

Pb С К
0 1 -3 0 2 0

а.к.
Pi р2 п p, Р$ h

Pi 0 i 1 3 -i 0 2 0
p.1 0 12 0 -2 4 1 0 0
Pe 0 10 0 -4 3 0 8 1 10/3

Ai 0 0 -1 i 0 -2 0
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0 10 1 5/2 0 1/4 2 0 Rl
-3 3 0 •1/2 1 1/4 0 0

p6 0 1 0 -5/2 0 -3/4 8 1
Ai -9 0 M 0 -3/4 -2 0

P2 1 4 2/5 1 0 1/10 4/5 0
Pi -3 5 1/5 0 1 3/10 2/5 0
Ps 0 11 1 0 0 -1/2 10 1

Ai -11 -1/5 0 0 -4/5 -7/5 0

Ill bosqichda optimal yechimga ega boiamiz:

C° = ( l,-3 ,0 ) , B° ~ (4,5,11), b -

y °=C°B~l =(1 -3 0)

— 0 
10

— 0 
10

- 1 1

11 .
r2 1
5 10
1 3
5 10

11
V ~2

( - 1-
4

l  5 5

Keltirilgan ikkilanish nazariyasining 1-teoremasi iqtisodiy nuq- 
tayi nazardan shunday talqin qilinadi: agar tashqaridan belgilangan q  
bahoda sotilgan mahsulotning pul miqdori y f ichki bahoda oichar- 
gan xarajatlar (xomashyolar) miqdoriga teng boisa, u holda mahsu
lotning ishlab chiqarish rejasi hamda xomashyolaming baholari 
optimal boiadi. Bundan ko'rinadiki, ikkilangan masaladagi 
noma’lumlar (ulami ikkilangan baholar deb ataymiz) sarf qilingan 
xarajatlar va ishlab chiqarilgan mahsulotlaming pul miqdorlarini 
o‘zaro teng boiishini ta’minlovchi vosita boiib  xizmat qiladi.
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3.7. Iqtisodiy masalalarmng yechimlarini tahlil qilish

Maiumki. chiziqli programmalash usullari va, jumladan, 
simpleks usul iqtisodiy masaialaming eng yaxshi (optimal) yechimini 
topishga yordam beradi.

Lekin biz uchun buning o‘zi kifoya emas. Optimal yechim 
topilgandan so‘ng iqtisodiy obyektlar (zavod, fabrika, firma) boshqa- 
ravchilari oldida quyidagiga o'xshagan masalalarni yechishga to‘g‘ri 
keladi:

1. xomashyolaming ba’zilarini oshirib, ba’zilarini qisqartirib 
sarf qilinsa, optimal yechim qanday o‘zgaradi?

2. optimal yechimni o‘zgartirmasdan xomashyolar sarfini qan
day darajaga o‘zgartirish (kamaytirish) mumkin?

3. mahsulotga boigan talab bir birlikka kamayganda (oshganda) 
optimal yechim qanday o‘zgaradi?

Shunga o‘xshash boshqa muammolami hal qilishda ikkilanish 
nazariyasi teoremalaridan foydalaniladi. Bunda ikkilanish nazariya- 
sining quyidagi teoremalariga asoslaniladi. Quyidagi o‘zaro qo'shma 
masalalarni qaraymiz:

Berilgan masala:
AX- B> (3.63)
F = CT->-max.

Ikkilangan masala:
ATY=CT,
y, >0, i=l,n, (3.64) 

______ _______ ___________ F  = Br Y ->min.____________.______________
1-teorema (muvozanatlik teoremasi). X*=(xî,xl,...,xl) beril

gan masalaning, Y* = (yj, y*2,...,ym) ikkilangan masalaning optimal 
yechimi boisin.

Agar y] > 0 boisa, u holda 
_________________ anxi +ai2x'1+... + atX=t>t-_______________ (3-65)

Ikkilanish va muvozanatlik teoremalaridan quyidagi xulosalarni 
chiqarish mumkin.
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2-teoreina. X* =(x*, x'2, ..., x'n) (3.63) berilgan masaianing,
Y" = 0Î> y» —> y'm) (3-64) ikkilangan masaianing joiz yechimi boisin. 

Agar y* > 0 tengsizlik bajarilganda
a , X  +  a i2x 2 + • • • + a i X  =  b , (3 -66)  

tenglik o‘rin!i boisa, u holda X’, T  mos ravishda (3.63) va (3.64) 
rnasaialarning optimal yechimlari boiadi._____________________

Ikkilanish teoremalari ChPM ning standart, kanonik va boshqa 
turdagi masalalari uchun ham o‘rinli. Masalan, muvozanatlik 
teoremasini standart ChPM:

Berilgan masaia:
AX <B ,

Xj>0, 7 = 1,«, (3.67)
F  = CX -»  max.

Ikkilangan masaia:
ATY>CT,
yt >0, i=l,m, (3.68)
F  =  BTY  -»  min

uchun keltiramiz.

3-ieorema. X* =(*,*, x\, ...,x'n) (3.67) berilgan masaianing, 
Y*=(yl,yl> - ,y * m) (3.68) ikkilangan masaianing optimal yechimi 
boisin. U holda, agar y] > 0 boisa,

anx* + aax\ +... + a,X =bt. (3.69)
Agar x'j > 0 boisa,

____________________ a , M  + a 2jy2 + - + < yC = V _________(3-7Q)

Bu shartlarni quyidagicha talqin qilish mumkin: agar birinchi 
masaia yechimidagi nomaium musbat qiymatga ega boisa, u holda 
ikkinchi masalada tegishli shartlar optimal rejada tenglikka aylanadi.

Bundan ko'rinadiki: optimal yechimning ikkilangan bahosi -  
resurslar tanqisligi darajasining oichovidir. Mahsulot ishlab 
chiqarishda to ia  ishlatiladigan xomashyo “tanqis (defitsit) xom-
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ashyo” deyiladi. Bunday xomashyoni oshirib sarf qilish korxonada 
mahsulot ishlab chiqarish darajasini oshiradi. Mahsulot ishlab 
chiqarishda to ia  ishlatilmaydigan xomashyo “notanqis (kamyob 
boimagan) xomashyo” hisoblanadi, Bunday xomashyolami ikkilan- 
gan bahosi nolga teng boiadi. Ulaming miqdorini oshîrish ishiab 
chiqarish rejasini oshirishga ta’sir qilmaydi.

l-masala. Deylik, korxonada bir xi! mahsuiotni 3 ta texnologiya 
asosida ishlab chiqarilsin. Har bir texnologiyaga bir birlik vaqt ichida 
sarf qilinadigan xomashyolar miqdori, ularning zaxirasi, har bir 
texnologiyaning unumdorîigi quyidagi jadvalda keltirilgan. Har bir 
texnologiya bo‘yicha korxonaning ishlash vaqtini shunday topish 
kerakki, natijada korxonada ishlab chiqarilgan mahsulotlarning 
miqdori maksimal boisin.

Resurslar Texaologiyalar
Zasira

T, T2 T
Ish kuchi (ishchi/soat) 15 20 25 1200

Birlamchi xomashyo (t) 2 3 2,5 150
Elektroenergiya (Kvt/ch) 35 60 60 3000

Texnologiyaning
unumdorîigi 300 250 450

Texnologiyalarni ishlatish 
rejalari *1 x2 *3 Z-^max,

Masalaning matematik modeli:
15x, + 20x2 + 25x3 <1200,

• 2xt + 3x2 + 2 ,5 X3 -  150,
35x, + 60x2 + 60x3 < 3000,

Xj > 0, ( /  = 1,3),
Z = 300X[ + 250x2 + 450x3 —> m ax .

Masalani simpleks usuli bilan yechamiz.
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X h

■V„

Q В
300 250 450 0 0 0 a.k.X, X2 X3 x 4 *5

0 1200 15 20 25 1 0 0
0 150 2 3 2,5 0 1 0 60
0 3000 35 60 60 0 0 1 50

A 0 -300 -250 ^450 0 0 0
x 3 450 48 0,6 0,8 1 0,04 0 0 80

0 30 0,5 1 0 -0,1 I 0 Ц0
x 6 0 120 -1 12 0 -2,4 0 1 -

Ai 21600 1-30 110 0 18 0 0

Z3 450

300
0

12

60
180

0

1
0

-0,4

2
14

1

0
0

0,16

-0,2
-2,6

1,2
2
2

0

0
1

A 23400 0 170 0 12 60 0

Jadvaidan ko‘rinadiki, X * = (60,0,12, о, о, 180), Z (X ’) =23400.
Jumladan Tx texnologiyani 60 soat, T3 texnologiyani 12 soat 

qoilash kerak. T2 texnologiyani esa umuman qoilamaslik kerak. 
Ikkilangan masalaning yechimi: JT=(12,60,0), Z(F*) = 23400.

Masalaning yechimidan ko‘rinadiki, 1-va 2-resurslar (ish kuchi 
va birlamchi xomashyo) to ia  ishlatiladi. Demak, ular kamyob 
resurslardir. 3-resurs (eiektroenergiya) kamyob emas.

Berilgan masala yechimini uning cheklamaiariga qo‘yganda 1- 
va 2-shartlar tenglikka aylanadi.

3-shart qat’iy tengsizlikka aylanadi.
(3.67) va (3.68) masala misolida ikkilanish nazariyasining ba’zi 

tatbiqlarini ko‘rib chiqamiz. Buning uchun quyidagicha belgilash 
kiritamiz: d = Fnm = Fmin. Biz d ningqiymati BT vektorga bogiiqligini 
aniqlaymiz. Shu maqsadda d = F(BT) deb qaraymiz.

F(BT) funksiya quyidagi xossalarga ega:
1. F(ß7)-bir jinsli, ya'ni F(ÄBT) = ÄF(BT), Л>0;
2. F(Br) funksiyaaing aniqlanish sohasida botiq.
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Qavariq fonksiyalar nazariyasidan rnaiumki botiq funksiya 
aniqlanish sohasining ichida uzluksiz. Demak, F(BT) funksiya ham 
aniqlanish sohasida uzluksiz.

F(BT) funksiyaning differensiallanuvchanligi ikkilangan masala 
yechimlarining strukturasiga bogiiq.

4-teorema. Agar ikkilangan masala yagona Y* yechimga ega 
boisa, u holda F(B')  funksiya B r nuqtada differensialanuvchi boiib,

tenglik o‘rinli boiadi.

Agarda ikkilangan masala yechimi yagona boimasa, u holda 
yuqoridagiga o‘xshash tasdiqni keltirish qiyinroq. Ammo bu holda 
ham yechimlar to‘plamining ko‘pyog‘ida chetki nuqtalar yagona 
F(Br) funksiyaning differensial xarakteristikaiari boiib qoladi.

Quyidagi ishlab chiqarishni rejalashfirish masalasi yechimini 
tahlil qilamiz.

2-mas a la. 3 ta A, B, C, mahsulotlami ishlab chiqarish uchun 3 
xil xomashyolar (resurslar) ishlatilsin, I tur xomashyoning zaxirasi 
180 kg, II tur xomashyoning zaxirasi 210 kg va III tur xomashyoning 
zaxirasi 244 kg bo ism. Har bir mahsulotning 1 birligini ishlab 
chiqarish uchun sarf qilinadigan turli xomashyoning miqdori 
(normasi) va mahsulot birligining bahosi (narxi) quyidagi jadvalga 
joylashtirilgan. Ishlab chiqarilgan mahsulotlar pul qiymatini 
maksimallashtiruvchi ishlab chiqarish rejasini toping. _________

'''\X o m a sh y o
Mahsuloi I II III

Mahsulot
birligi
bahosi
(p.fo.)

A 4 3 1 10
B 2 1 2 14
c 1 3 5 12

Xomashyo zaxirasi 
(kg)

180 210 244
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Bu masala bor resurslardan optimal foydalanish masalasi boiib, 
uning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda boiadi:

4x, + 2 x2 + x3 <180,
• 3xl + x 1+3x3<>2\Q,

+ 2x2 + 5x3 < 244,

* ,£ 0 , 0=1 ,3 ),
Z = 1 Ox, +14;t2 + 12x3 -> max.

Bu masalaga ikkilangan masalani tuzamiz.
4 y , + 3 y 2 + y 3 > l0 ,

■ 2yl + y 1 + 2y3Zl4,
^  + 3̂ 2 + 5^3^12,

^£>0, (/ = 1,3),
F = 180 ,̂ +210y2 + 244j3 -> min.

Berily.nii mnsulani kanonik ko‘rinishga keltiramiz va simpleks 
jadvalgn joyhshtirib uni simpleks usul bilan yechamiz.

X,
X*

“Y, 
X, 
X ,

O,

0
0

*6 0

14
0
0

14
0
12

10

4
3
1

-10
2
1

-3
18

19/8
23/8
-3/4
57/4

14
X 2 
2 
1 
2

î=M

0
0

1
0
0

12

1
3 
5

-12
1/2
5/2
4

0
0
1

X$
1
0
0
0

1/2
- 1/2
-1
7

5/8
1/8

-1/4
23/4

A
0
1 
o

0 
î

_0_
0
0
1 
0

A
0
0
1

0 
0 
1 
0 

- 1/8 
-5/8 
1/4 

' 5/4

*0

¡80
210
244

90
120

1260
82
80
16

1340
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Optimal yechim berilgan masala uchun X* = (0, 82,16),
Z(X*) = 1340; ikkilangan masala uchun 7*=^—, °> ~J> FCO=1340.

Endi berilgan masala yechimini tahlil qilamiz.
Ikkilangan masala yechimida y ¡ = ~ ,  ^  = f ' Demak, 3-

teoremaga asosan I va III tur xomashyolar to ia  ishlatilgan. Chunki, 
bu yerda

4 ■ 0 + 2 • 82 + 16 = 180, 0+2-82 + 5-16 = 244.
Shu sababli, bu xomashyolar kamyob hisoblanadi. y*2= 0. 

Demak, II tur xomashyo to ia  ishlatilmagan. Shu sababli, bu xom- 
ashyo kamyob emas.

Ikkilangan masalaning yeehimi “shartli optimal yechim” 
deyiladi. Ular yordamida xomashyolar 1 birlik ortiqcha sarf 
qilinganda maqsad funksiyasining qiymati, ya’ni daromad qanchaga 
o‘zgarishi ko‘rsatiladi.

Masalan, 1-tur resursni 1 kg ortiqcha sarf qilish natijasida 
maqsad fimksiyaning qiymati 5,75 birlikka oshadi.

Agar 1-tur resursdan ishlab chiqarishda 1 kg ortiqcha sarf 
qilinsa, uning ishlab chiqarish rejasi o'zgaradi. Bu yangi rejaga 
muvofiq ishlab chiqarilgan mahsulotlarningpul miqdori 5,75 ko‘proq 
boiadi. Jadvaldagi x4ustunga qarab quyidagilami aniqlaymiz. Yangi
rejada B mahsulotni ishlab chiqarish j  birlikka oshadi va c  mah- 

sulotni ishlab chiqarish i  birlikka kamayadi. Birning natijasida 2-tur

xomashyoni sarf qilish — birlikka kamayadi.
8

Xuddi shuningdek, x6 ustungá qaraymiz. 3-tur xomashyo 
xarajatini 1 birlikka oshirib sarf qilish natijasida yangi reja topiladi va 
bu rejaga ko‘ra ishlab chiqarilgan mahsulotlarning pul qiymati 1,25 
birlikka oshadi va daromad 1340+1,25=1341,25 birlikni tashkil
qiladi. Bu natija B mahsulot ishlab chiqarishni — birlikka

8

kamaytirish, C mahsulot ishlab chiqarishni ~  birlikka oshirish

hisobiga boiadi. Bu holda 2 tur resurs — kg ko‘proq sarf qilinadi.
8
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TH. IUk¡lniij>iiii sim pleks usuii

IIm H fi pi» yl f-:u-lia ehiziqli programmalashtirish masalalarining 
ii|<iitmtI yi ihimiiii lopish ucliun foydalangan simpleks usulioi biz 
ii ni 11 in i}1 h li ampleks usuli deb ataymiz. Maiumki boshlangich 

11111 • I • I h.ulula kanonik masala uchun optimallik sharti A,. >0 
i h tun lul i lio’lib, undan ikkilangan masalaninng optimal yechimini
....lin ilula lutin Ibydalanish mumkin edi.

Mi i 111 iq I i programmalashtirish masalalarining optimal 
\i i I ni h h h miqlashda yanada umumiy usul ikkilangan simpleks 
h mil luían Innishib chiqamiz.

il k ilangan simpleks usul oddiy simpleks usulga o‘x:shash boisa 
11 * 1111, tinga nisbatan ba’zi qulayliklarga ega. Masalan, ikkilangan 
.impléis ; tisul bo‘yicha yechilayotgan masala shartlaridagi ozod 
lunllar musbat boimasligi ham mumkin.

< )ddiy simpleks usul singari ikkilangan simpleks usulining har 
im qadamida n -oichovli x  vektor boshqasiga almashib boradi va 
i Iwkli qadam lardan so‘ng masalaning optimal yechimi topiladi yoki 
lining yechimi mavjud emasligi aniqlanadi.

l ’aqat shunga e’tibor berish kerakki, simpleks usuldan farqli 
iavi:;hda, ikkilangan simpleks usul bilan har qadamda topilgan X reja 
j i n /• reja boimasligi ham mumkin. Churtki ikkilangan simpleks usul 
luían topilgan bunday reja masalaning hamma shartlarini
• 1.11 u 1.111;1111 irgani bilan musbat boiishlik shartini qanoatlantirmasligi 
11 n un k in, lUtnday reja chala joiz reja deb ataladi.

Ikkilangan simpleks usul bo‘yicha chala joiz rejalami 
11 ni ; i •. 11 ( i ri sh j arayoni joiz rej a topilguncha takrorlanadi. Topilgan j oiz 
i • • Ia esa optimal reja, ya’ni masalaning optimal yechimi boiadîi.

l araz qilaylik, kanonik formadagi ehiziqli programmalashtirish 
masalasi berilgan boisin:

a i \ X \ +  a n X l  +  ■■•+  a in X n =  ^1>

Q2lxl ¿lj2X2 •*•+ &2nXn ~ 2̂>
"„i*i + a„,2xz + -+a„,„x„ = bm>
v, 0, x2 >0,..., x„ >0, (3.71)

/  oyv, + c2x¡ + ... + cnxn -> min.
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Bu masaladagi fr,- ozod Iiadlarning ba’zilari yoki hammasi manfiy 
ishorali boisin.

Bunday masalalarni ikkilangan simpleks usul bilan yechish 
uchun eng awalo masalaga qo‘shma

ATY<CT,
F  - B TY —»max.

masala tuziladi, So‘ngra berilgan (3.71) masalani quyidagi koii- 
nishda yozib olamiz

(3.72)

(3.73)

x„+a_

x^>0, x2> 0 , x n>0, (3.74)
F=clxl +c2x2 +...+cnxn ->min. (3.75)

(3.73)-(3.75) masalaning koeffitsiyentlari va ozod hadlari simpleks 
jadvaligajoylashtiriladi.

p„ C„ Po
ci ^2 Cm Cm+\ % ...
Pi P2 ... Pm P1m+\ Pk Pn

% cx h 1 0 0 a ik . . . a in

Pi 0 1 0 a2m+\ aik . . . ain
... • . * ... ... ... ’ ... ...
p, C, h 0 0 0 aim+\ aik
... ». . ... ... ... ... ... * . . ... ,,,
pm K 0 0 ... 1 anWM-1 amk anmnm

A, Ac A, Aa Am Am-I A* \

Agar bt (i = \,m) ozod hadlar uchun 6; 2:0 shart bajarilsa., masalaning 
optimal yechimini topishda simpleks usulidan foydalanamiz.

Agar b, (1=1,7») ozod hadlaming ba’zilari yoki hammasi uchun 
2$ <0 shart bajarilsa, masalaning optimal yechimini topishda 
ikkilangan simpleks usulidan foydalanamiz. Bunda quyidagi ishlarni 
amalga oshiramiz:
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I ....  i ) slmrt asosida {PVP2, . . . ,P „ P m} bazis vektorlar
I it <11 i-.i.I.m cliicpirilishi kerak boigan bazis vektomi aniqlaymiz.

i liiMihm, min ib,} = b, boisin. Demak, P, bazis vektomi bazis
. i i ..i i.ii sisleimisidan chiqarishimiz kerak.

' /: I>n/is vcktor o‘miga yangi bazis vektorlar sistemasiga

I 11 in I i .l 11 kcM iik boigan vektomi min — shart asosida aniqlaymiz.
J

Ma nikin, m i n
au< 0

f A \
±L

\ UVJ
= —*- bo1 ¡sin. Demak, Pk vektor yangi bazis 

%
■ i lorlni sistemasiga kiritilishi kerak. Ya’ni {Pv P2,...,Pk, P j  bazis 

vi*klorlar sistemasini hosil qilamiz.
IÍU holda a!k element boshlovchi (hal qiluvchi) element boiib,

ii joylashgan / qatordagi P, vektor o‘rniga k usiundagi Pk vektor 
kirililadi. Simpleks jadvalda ham almashtirish oddiy simpleks 
n uildagidek bajariladi. Bu jarayon masalaning optimal yechimi 
lopilguncha yoki uning mavjud emasligi aniqlanguncha takrorlanadi.

Ikkilangan simpleks usulda berilgan masalaning optimal 
yechimini mavjud emaslik va chala yechimning optimal yechim 
bo*lishlik sharti quyidagi teoremalar orqali aniqlanadi.

I -teorema. Agar masalaning chala rejasidagi koordinatalaridan 
kmnida bittasi, masalan, bk <0 boiib al} koeffitsiyentlardan birortasi 
lum i manfiy boimasa, u holda masala optimal yechimga ega 
b o im a y d i .____________ _____________ _________________

Shuday qilib, ikkilangan simpleks usulida masalaning optimal 
yechimga ega bo‘lmaslik sharti:

[bk<0, k~l.m,
W  >0, j=T,n.

2-teoreraa. Agar masalaning chala rejasi uning joiz rejasidan 
¡burnt boisa, u holda bu reja optimal reja boiadi._______________
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l-misol. Quydagi berilgan masalani ikkilangan simpleks usul 
bilan yeching.

2x, + x2 — x¡ + 5*4 > 5,
Зле, -  2 x 2 +  x 3+ 4 x 4 > 4,

X, > 0 , x 2 >  0, x3 >  0, x4 >  0,

Z = 3x, + 4 x2 + 5*3+6лг4 -» mm.
(I)

Yechish: Berilgan masalaga ^  va x6 qo‘shimcha o‘zgaruvchi- 
lar kiritamiz va ayrim teng kuchli almashtirishlami bajarib, uni 
quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiramiz:

-2x, -  x2 + x¡ -  5xa + x5 =  -5,
-3jc, + 2x2 -  x 3-4x4 + x6 — -4,

X, > 0,x2 > 0,л'3 > 0,x4 > 0, x5 > 0, x6 > 0, 
Z = 3jCj + 4x2 + 5x3+6x4 ->min.

(II)

Bu masalaga ikkilangan masalani tuzamiz:

- 2 y , - 3 y 2 <3,
- y , + 2 y 2 <4,
y l - y 1 <5,
-5y, 4 y 2 <6,  

y ¡ < 0 , y 2 <0,
F = - 5 y l -  4 y 2 -» max.

(П) masalani ikkilangan simpleks usul bilan yechamiz.

(Ill)

pb Q 0̂
3 4 5 6 0 0

~P> P2 P3 P4 Ps P6

Ps 0 -5 . -2 -1 1 1 0
p6 0 -4 -3 2 ~1 -4 0 1оII л,=-з Д2= - 4 A3=-5 Д4= - 6 4=0 4=0

Pa 6 1 2
5

1
5

1
5

1 l
5

0
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**mii|<1. I |.i«Iviildan ko‘rinadiki, I bosqichda har bir / l.ôuclum 
v l'Mihik v" (0,0,0,0,-5,-4) vektor (II) masalaning chala 

11 jil | lltl" llllll
illli il kilungun masalaning yechimi esa Ya = (0,0)boiadi. Xo-  

hil.i 1.11111 n j ■ rng kichikmanfîy elementigamoskeluvchi /’ vektorni

i i i iilmi i hiqarib 0 = mm— =1,2 shart asosida P4 vektorni bazisga

I It Ktlinl/i.
Simpleks jadvalni almashtirishlar bajarib yangi simpleks jadva- 

lien i. i.'imi/. x' =(0; 0; 0;1;0;8) vektor yangi chala joiz reja bo‘ladi.
v ' vcktorning barcha koordinatalari nomanfíy boigani uchim 

h hi nlgan masalaning joiz rejasi. Demak, (2-teoremaga. asosan) u 
mnNuInning optimal yechimi boiadi.

Yangi bazisdagi qo‘shma masalaning yechimi

vektordan iborat boiadi. 0 ‘zaro qo‘shma masalalar uchun 
Km-Zmm tenglik o‘rinli boiadi.

Masaladagi maiumotlarnirig o‘zgarishi chiziqli programma- 
lushtirish masalasi yechimiga ta’siri bilan tanishib chiqamiz. Bu kabi 
tahlil masaladagi ko‘rsatkichlarga maium bir vaqtdan keyingi 
iiillatsiyaning ta’sirini o‘rganishda yoki maiumotlar 700000 + 5000 
kabi berilganda kerak boiadi.

Yuqoridagi tahlillar yordamida qyidagi savollarga javob berish 
mumkin.

1. Maiumotlarga optimallik shartiga ta’sir etuvchi o‘zgartirish 
mumkinmi?

a<j <0



2. Optimallik sharti buziigan boisa, uni qanday tiklash mum-
kin?

Quyidagi misolni ko‘ramiz.
2-misol. Quyidagi masalaning optimal yechimini toping va 

tahlil qiiing.

—2xj + x2 < 2,
•< — x ,  +  2 x 2 <  1 ,  

xx <3.
Xp x2 > 0,
F — ~xx -  2x2 -> m ill

Yechish: Bu masalani simpleks usuiida yechamiz va oxirgi 
jadvalni keltiramiz:

p Ch p Pi p2 p p4 Ps a.k.rb 0 -1 -2 0 0 0

p2 -2 5 0 1 0 1
2

1
2

Pi -1 3 1 0 0 0 1

p3 0 3 0 0 1 1
2

3
2

-13 0 o 0 -1 -2

Demak, quyidagi pi =(pi ,pl,pi f  bazis vektorlarga tavanib 
optimal yechim topiladi. Bu quyidagicha amalga oshirilgan.

/ 1 V) ' I 0
1

-2 0 2 2 '0 o' 2 2

2

-1 0 ,  5-' = 0 0 1 , N — 1 0 ,  B~'N- 1 1
U 1 1

i 3 ,0 k 1 3
~ ~ 2 2j „ 2 2,



&ЛЪ =
v3y

Hu yerda y  ikkilangan masalaning optimal yechimi.
Biz endi boshîangich maiumotlardagi o‘zgarishlarning 

ycchimga ta’sirini o‘rganib chiqamiz.
Birinchi boiib, ozod had Pr =(i, b2 Ъъ)т o‘zgarishining 

tn’sirini va o‘zgarish oraîigini ko‘rib chiqamiz. b2 =b2 +3  boisin. U 
holda yangi masalaning o‘ng tomoni P=P + AP. Bu yerda 
AP = (0 S O f. Ma’lumki b~'p>0. Uholda

B~[P = B~l{P + AP) > 0 B~lP>-B-'AP
f - M25̂

3 > 0
3 1V / - 5  

\ 2 ;

(~2) f3l
xb =xb +B~lAP = 3 + 0 = 3

4 ^  ,

-10<S  <6 => F=F + AF = F + yTS = F + y20 = - l3 -0 .
Demak, masalaning ikkinchi shartidagi ozod had - \ 0<S <6 

oraliqda o‘zgarsa bazis o‘zgarmaydi. Haqiqatan ham agar â = -4  
bo‘Isa, u holda

2:0, F = -13 + 4 = -9.

Bu yerda bazis o‘zgarmaydi, chunki B~'P > 0 shart bajariladi; agar 
<? = 8 boisa, u holda

, F = -13-8 = —21.

Bu yerda bazis o:zgaradi chunki в~'Р > о shart bajarilmadi.
Endi c = ( c ,  c2 c3)  vektoming o‘zgarishini qarab chiqamiz. 
c - c  + Ac = (c, c2 +S  c3У bo‘lsin. Uholda

4  -  (cb + ACj У BT'N > 0=> crN =cTN-  c[B-'N > (Ac, f  B~lN 
shartdan quyidagiga ega boiamiz:

'5Л ( 4 ) ' 9 '
h  = *» + В'АР = 3 + 0 = 3

,3; -4 " I
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(1 2 )>(6  0 0) -(1 2)>J |<5|=><5<2.
2 2
0 Ï
I  3

~ 2 2,/
Demak, 5 <2 boiganda oldingi bazis optimal bazis boiib 

qoladi. Aks holda esa bazis o‘zgaradi.
Masalan, <5 = 1 da boshlangich bazis optimal bazis boiib qoladi, 

<5 = 4 da esa boshlangich bazis optimal bazis boia olmaydi, shu 
sababli, masalaning optimal yechimini topish uchun yangi bazisga 
oiishimiz kerak.

Nazorai savoilari

1. lkkiiangan masalani ta’riflang.
2. Qanday masalani standart masala deb ataymiz?
3. Qanday holatlarda ikkilangan masala optimal vechimga ega 

boimaydi?
4. Qanday holatlarda ikkilangan masala optimal yechimga ega 

boiadi?
5. Ikkilanish teoremasini keltirimg.
6. Qanday masala kanonik masala deb ataiadi?
7. Muvozanat teoremasini misollar yordamida tushuntiring.
8. Ikkilangan masalaning optimal yechimini aniqlashga yordam 

beradi.
9. Ortiqcha xomashyolar qanday aniqlanadi.
10. Kamyob xomashyoni aniqlash yoiini tushuntiring.

MsisteqM yecMsfa mcîïhsî masalalar

1. Fermada qo‘ng ir va sariq quyonlar parvarish qilinadi. 
Ulaming normal parvarishi uchun 3 turdagi oziqa ishlatiladi. 
Qo‘n g ir va sariq quyonlar uchun har kungi zarur boigan har bir 
turdagi ozuqalar miqdori jadvalda keltirilgan. Hayvon fermasi 
ishlatishi mumkin boigan har bir turdagi ozuqaning umumiy miqdori 
va 1 ta qo‘ng‘ir va sariq quyon terisini sotishdan keladigan daromad 
quyidagi jadvalda berilgan.
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Ozuqa iuri
KunHk zarur boigan ozuqa 

biriigi miqdori
Ozuqaning

umumiy
miqdoriqosng‘ir quyon sariq quyon

1 2 3 180
2 4 Î 240
3 6 7 426

1 ta terini sotishdan 
keladigan daromad 

(sh.p.b.)
16 12

Ferma eng katta daromad olishi uchun ishni qanday tashkil 
eíishi keralc?

2 .
x , - x 2> l  
x, -  2хг > 2 

Z ~ - x x - x 2 -»min 
x„x2> 0 .

xl — 2хг ä  4
3-,| x, +x2 <8 
Z = .ж, -  2Xj -> min 
x„x2 > 0 .

4.
—3x, + 2x2 < 30
-2x¡ + x 2 < 12

Z = -5x , -  7x2 
x„x2 >0.

• mm

X, + x2 < 5
5. ,

[x, +  2x2 < 6

Z = 2x¡ + 13x2 min 
x„x2 >0.

2x, + x2 >12  

x, + x2 à  5 
-x, + 3x2 < 3 
6 x, - x 2 > 12 

Z -  x¡ +  2x2 max 
xl,x2>Q.

Quyidagi misoläarni simpleks usulda yechiiag

Z = 5x, + 3xj + 2x3 -» max 
j  Í4x, + 5x2 + 2x3 +x4 < 20 

I 3x, + 4 x 2 - jc3 + x 4 <30 
xy > 0.0'= 1,2,3,4)

Z — 3x¡- 2x2 — 4x3 —> min 
4x, + 5x2 -  2x3 < 22 

Xj -  2Xj + x3 < 30 

Xj>  0 . 0  = 1,2,3)
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Z  =  7,х, +  8 x 2 — >  max
Z = 3x, + 9x2 —> min4x¡ + x2 < 100

^  Í-5jc, + 2x2 < 309. • x¡ + x2 < 80 
jc,<40 [ -3x1 + x2 <12 

■*/ -0 - O' = 1,2)x,>0.0  = 1,2)

Z = - 6 л, -  14jc2 -13^3 -> min 
, j ix, + 4x, + 2jc3 < 48 

[x  + 2x2 + 4x3 < 60 
Xj> 0 .0  = 1,2,3)

12. Jadvalda berilgan ma’lumotlarga asoslanib, mebel ishlab 
chiqarish rejasini shunday tuzingki, bunda mehnat zaxiralaridan 
toiiq foydalangan holda ishlab chiqarilgan jami mahsulotning pul 
qiymati maksimaliashtirilsin. Simpleks usulda optimal yechim 
topilsin.

Ishlab chiqarish 
faktorlari

Faner,
<У),

Taxta,
(m3)

Mehnat,
(kishi/smena)

Narxi
(ming
so‘m)

Sarflash normalari:
1 ta servantga 0,2 0,1 2 150
1 ta shifonerga 0,1 0,2 1 120

Ishlab chiqarish 
faktorlari zaxirasi 60 40 500

Quyidagi misollarni sun’iy bazis usuli bilan yeching

Z = -4xl -  2x2 -  8x3 —> min Z = ~4x, -  2x2 -> min

15. Tikuv fabrikasida 4 turdagi mahsulot ishlab chiqarish uchun 
3 artikuldagi gazlamalar ishiatiiadi. Turli mahsulotning bittasini

x,,x1,x1 >0 x1,x2 > 0
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i il i h uchun sarflanadigan turli artikuldagi gazlamalar normasi
I ii. I vu Ida keltirilgan. Fabrika ixtiyoridagi har bir artikuldagi 
. * I imalarning umumiy miqdori va mahsulotlar bahosi ham ushbu 
i i.lv.ilda berilgan. Fabrika bar bir turdagi mahsulotdan qancha 
mlqdorda ishlab chiqarsa, ishlab chiqarilgan mahsulotlar bahosi 
nmksimal boiadï? Masalaning matematik modeli tuzilsin.

Gazlama artikuli

1 ta mahsulotga 
sarflanadigan gazlama. 

normasi (m)

GazlamaJaming 
umumiy 

miqdori (m)ï II III IV
1 1 - 2 1 180
2 ~ 1 3 2 210
3 4 2 - 4 800

Malxsulotîar bahosi 
... _ J s h  p.b:) _____ 9 6 4 7

16. Mexanika zavodi 2 turdagi detalni ishlab chiqarish uchun 
tokarlik, frezerlik vapayvandlash jihozlarini ishlatadi. Shu borada har 
bir detalni 2 xil texnologik usul bilan ishlab chiqarish mumkin. Har 
bir jihozning samarali vaqt fondi berilgan. Har bir texnologik usul 
bilan turli moslamada detallar birligini ishlab chiqarish uchun 
sarflanadigan vaqt normasi va detallami sotishdan olinadigan 
foydalar quyidagi jadvalda keltirilgan. Korxonaga maksimal foydani 
ta’minlovchi jihozlar yuklanishining optimal rejasini topish 
masalasining matematik modelini tuzing.

Jihoz turi

Detallar Samarali vaqt 
fondi (stanok- 

soat)
1 2
fexnologik usullar

1 2 1 2
Tokarlik 3 2 3 0 20
Frezerlik 2 2 1 2 37

Payvandlovchi 0 1 1 4 30
Foyda (sh.p.b.) 11 6 9 6
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Quvidagi masaialarda dastlab ChPMning biror tayanch rejasini 
toping va simpîeks usulini qoilab optimal yechimni aniqlang.

Matematik model, chiziqli va chiziqsiz programmalashtirish, 
stoxastik programmalashtirish, dinamik programmalashtirish, chi
ziqli programmalashtirish, chegaralovchi shartlar (cheklamalar), 
maqsad funksiya, joiz reja (yechim), bazis yechim (reja), xos va 
xosmas bazis reja, optimal reja, qo‘shimcha o‘zgaruvchi, qavariq 
kombinatsiya, qavariq to‘plam, qavariq to‘plamning burchak nuqtasi, 
gipertekislik, gipertekisliklar oilasi, yechim lar ko‘pburchagi, sath 
to‘g‘ri chizigi, aktiv va passiv shartlar, kamyob xomashyo, kamyob 
boimagan (ortiqcha) xomashyo, simpleks usul, optimallik bahosi, 
sun’iy o‘zgaruvchilar, sun’iy bazis; sun’iy bazis usuli; kengaytirilgan 
masala; aynigan chiziqli programmalashtirish masalasi; aynigan reja 
(yechim); sikllanish, £~usul, o‘zaro qo‘shma masalalar, simmetrik 
qo‘shma masalalar, simmetrik boimagan qo‘shma masalalar, 
ikkilamchi baholar, ikkilangan masala, shartli optimal baho, shartli 
optimal yechim, muvozanatlik teoremasi, ikkilangan simpleks usul, 
chala joiz yechum, optimallik mezoni.

17- Xj >0,j = 1,2,3,4. 18 . X j  > 0, / = 1,2,3,4,5.

F = x, +x2-x 3+3x4 --»max. F = 2x¡ -  x2 -  X-. + x4 -  4x¡ -> min.

[2x, ~x2 +x3 +2x4 =6,
(4x, - 4 x 2 - 6x3 +2x4 =-12,

19. Xj >0, /  = 1,2,3,4,5.
F=x, +x2 +x3 +x4 +xs —>min.

20. X j > 0,j = 1,23,4.
F = 2x, +4x2 - x 3 + 3 x 4 -»max

21. xj 2:0,7 = 1,2,3,4.
F = x , - 2 x 2 - 3 x 3 + 1 3x4 - »  min.

22. Xj > 0, /  = l,23,4.
F = 2x¡ ~4x2 +9x3 +x4 -»max.

Tayanch so‘z va iboralar
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IV BOB. CHIZIQLI PROGRAMMALASHTIRISHNING
MAXSUS MASALALARI

4.1. Transport masalasi

Transport masalasi -  chiziqli programmalashtirishning alohi- 
da xususiyatli masalasi bo‘lib, bir jinsli yuk tashishning eng tejamli 
rejasini tuzish masalasidir. Bu masalaning qoilanish sohasi juda 
kengdir.

Zaxirasida b¡ birlik mahsuloti bo‘lgan / -ta’minotchidan mavjud 
bo‘lgan iste’molchilarga zaxirasidagi mahsulotni to‘la realizatsiya 
qiiish shatri

Z x¡j = bi 
j

bu yerda, xtJ -  -, -ta’minotchidan 7 -iste’molchiga tashilgan mahsulot 
hajmi.

Masalaning qo‘yilishi va uning matematik modeli. m ta Д 
ta’minotchiiarda a, miqdordagi bir xil mahsulotni n ta B¡ 
iste’molchilarga mos ravishda bj miqdordan yetkazib berish talab 
qilinsin. Har bir i ta’minotchidan har bir j  iste’molchiga bir birlik 
mahsulotni tashishga sarf qilinadigan yo‘l xarajati cÿ pul birligini 
tashkil qilsin.

Mahsulot tashishning shunday rejasini tuzish kerakki, ta’minot- 
chilardagi barcha mahsulotlar olib chiqib ketilsin, iste’molchilaming 
barcha talablari qondirilsin va shu bilan birga yo‘l xarajatlarining 
umumiy qiymati eng kichik bo‘lsin.

Masalaning matematik modelini tuzish uchun i ta’minotchidan 
/ iste’molchiga yetkazib berish uchun rejalashtirilgan mahsulot 
miqdorini xy orqali belgilaymiz. U holda masalaning shartlarini 
quyidagi jadval ko‘rinishda yozish mumkin:
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ra’minotchilar Iste’molchilar Zaxiralar
miqdoriA Вг . . . Bn

A cn
% *12

. . .

*1«
ax

А г °1\
*21

C22
X22

. . . C2„

Xlr,
• 9 О • • • ... « • • .. .

A»
Cm\

xmi
Cm2

Xm2

. . . cm

Talablar
miqdori h h . .. К M II M V?

-

Bunda xarajatlaming umumïy qiymati
m n

M  j=l

ifoda bilan aniqlanadi.
Masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishni oladi:

Y . x i j ~ a „  i - l y f t t

(4.1)m ----
Z xij=bj, j  = l,n
J=l

chiziqli tenglamalar sistemasining
xy > О, (¿ = 1,/и; 7 = 1,ri) (4.2)

shartlarni qanoatlantiruvchi shunday yechimini topish kerakki, bu 
yechim

m n
z  = (4.3)

chiziqli funksiyaga eng kichik qiymat bersin.
Jadvaldan va masalaning modelidan 0<хи <mm(a,,

tengsizlikning bajarilishi ko‘rimb turibdi.
Transport masalalari ikki turga ajratib o'rganiladi:
Agar mahsulotga bo‘ Igan talab taklifga teng, ya’ ni

m n
2>,. = I (4. 4)
Ы  J=1
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tengiik o‘rinli boisa, u holda bunday masala yopiq modetti transport 
masalasi deyiladi.

Agar mahsulotga boigan talab taklifga teng boimasa, ya’ni
t a ^ t h j  (4.5)
i~l 7=1

munosabat o‘rinli boisa, u holda bunday masalalar ochiq modelli 
transport masalasi deyiladi.

(4.1)-(4.3) masala uchun quyidagi teorema o‘rinii.

l-ieorema. Talablar hajmi takliflar hajmiga teng boigan 
istalgan transport masalasining optimal yechimi mavjud boiadi.

Transport masalasi matematik modeli tenglamalar sistemasidagi 
bazis vektorlar sistemasining oichovini aniqlaymiz. Buning uchun 
sistema asosiy matrisasining rangini aniqlash kerak.

Agar xv o'zgaruvchilami
x \l> XÎ2 ’ x bi> X l b  * 7 1 ’ — > -*2« ’  x m\> x m2> — > x mn

ko‘rinishda joylashtirsak, u holda transport masalasining cheklamaiar 
matrisasi quyidagi kosrinishga ega boiadi.

n 71__ n

f î t 7 î  o ô . . . 0  . . 0 0 . . .

. 0 0 . . 0 1 1  . .. 1 . . 0 0 . . .

0 0 . . 0 0  0 . . 0 . . 1 1 . .

1  0 . . . 0 1 0 . . 0 . . 1 0  ..

0  1 . . . 0  0  1 . . 0 . . . 0  ! . .

 ̂ [0 0... 10 0... 1 ...0 0 ... l j  
Bu matrisaningrangi: rang(A) = m + » - 1 ekanliginiko'rish qiyinemas. 
Haqiqatan ham, matrisada m+n ta satr bo iib  ular chiziqli bogiiq. 
Chunki birinchi m ta satrni qo‘shib undan oxirgi n ta satr yigindisini 
ayirsak nol vektorni hosil qilamiz. Bu matrisaning ixtiyoriy m + n - 1 
satrini olsak chiziqli erkli vektorlar sistemasi hosil boiadi.

Demak, masalaning optimal yechimida musbat xtJ lar soni ko' pi 
bilan m + n - 1 ta boiadi.
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Transport masalasi rejalari ko‘p takrorlanish xususiyatiga ega.

1-ta’rif. Pt nuqtalarning (punktlaming) chekli P-{PX,P1,..., Pt ) 
to‘plami va har bir elementi yoy deb ataluvchi tartiblanmagan (/■;, pf) 
juftliklaming Q to‘plami berilgan boisin. (p,Pj) yoy Pt va Pj 
nuqtalami tutashüradi, bu nuqtalar esa (P}, PJ) yoyning oxiri deb 
ataladi. (P, a) juftlik esa transport tarmogi deb ataladi.

Masalan,

Pi Pi

rasmda elementiari 7 ta nuqtadan iborat P = {Pi,P2, . . . ,P1} to‘plam va 
oltita:

(%, P5), (P2, P5), (P2, Pà Pel <&, Pil (P4> p6) 
yoylarni o‘z ichiga oluvchi Q to‘plam tasvirlangan.

2-ta’rif. Pj^-. P,k (Ptl e P, 1=0, ixtiyoriy chekli ketrna-
ketlik berilgan bo4lsin. Agar har qanday (P^P^), r = o ,l,...,k - l,  
juftlik yoy boiib ((P;r, P,rti)eQ ), bu juftlik P ^ -P ,t ketma-ketlikda 
ko‘pi bilan bir marta uchrasa, u holda PioPh-  Pik ketma-ketlik marshrut 
(yo‘nalish) deb ataladi.

Yuqoridagi rasmda ikkita marshrut bor: PJ^PJ*^, P^^P ^P j.

3-ta’rif. P,0Ph-  PtkPio ko‘rinishdagi marshrut sikl deb ataladi.

Demak, marshrutda boshlang‘ich holatga qaytilsa, u sikl deb 
ataladi.
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Rasmdagi marshrutda sikl yo‘q, ammo unga (PA, P7) yoy qo'shil- 
sa, u holda bu marshrutda P3P7P4P6P3 ko‘rinishdagi sikl hosil boiadi.

Maiumki, ixtiyoriy chiziqli programmalashtirish masalasining 
optimal yechimini topish jarayoni boshlangich tayanch rejani 
topishdan boshlanadi.

Yopiq transport masalasining boshlang‘ich tayanch rejasini 
topishning turli usullari mavjud bo‘lib, ulardan ikkitasi bilan tanishib 
chiqamiz.

Boshlang‘ich joiz rejani topish usullari. Masalaning aynimagan 
joiz rejasi m + n - l  ta musbat komponentalami o‘z ichiga oladi.

Shimday qilib, transport masalasining aynimagan joiz rejasi 
biror usul bilan topilgan boisa, matrisaning m + n - l  ta kompo- 
nentalari musbat boiib, qolganlari nolga teng boiadi.

Agar transport masalasining shartlari va uning joiz rejasi 
yuqoridagi jadval ko‘rinishda berilgan boisa, noldan farqli xj} lar
joylashgan kataklar “band ka tak la f\ qolganlari “b o ‘sh kataklar” 
deyiladi.

Yechim aynimagan bazis yechim boiishi lichun band kataklar 
soni m + n - l  ta boiib, u yerda sikllanish ro‘y bermasligi kerak.

Shimoliy-g‘arbiy burchak usuli, Quyidagi transport masalasi 
berilgan boisin.

bJ

<h
h h . . .

ch ° i i °12 . . . Cb,

°2 \ C22 . . . C2n

• • • ,,, » e • • ••

a m Cml Cm2 . . . Cjrm

Maiumki, har bir bo‘sh kaiakka xv nomaiumlardan biri to‘g‘ri 
keladi. Bu usulda bo‘sh kataklmi xj} qiymaiîar bilan toidiriladi deb 
faraz qilamiz.

Jadvalning shimoIiy-g‘arbiy burchagiga xn o‘zgaruvchi to‘g‘ri 
keladi. m inify} boisin. Agar x,0, ~ a x (ax < t \ )  boisa, u holda
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birinchi ta’minotchining barcha mahsuloti birinchi iste’molchiga 
jo ‘natilgan boiadi. Demak, xaXj = 0, j  = \n  bo‘iadi.

II qadamda x2l --min^ -a,, a j  shart asosida x21 ning qiymatini 
aniqlaymiz. Bunda, agar xli =bl - a l (6, - a x <aA) boisa, u holda 
x°si = 0, s=3,m boiadi. Bu jarayonni davom ettirib band kataklardagi 
x,j larning qiymatlarini aniqlab olamiz.

Agar X®, = b{ (ôj <a,) boisa, u holda birinchi ta’minotchida c^-h 
miqdorda mahsulot qoladi. Demak, x°, =0, i=2,m boiadi. II qadamda
x0l2 =mm{al - b l,b2}  shart asosida x21 ning qiymatini aniqlaymiz va 
hokazo.

2-misol. Shimoliy-g‘arbiy burchak usulidan foydalanib, 
transport masalasining boshlangich yechimini toping.

Ta’miiiotcMIar ïste’molchiïar Zaxira
haimi3 B? B, B,

A
10

100
7 4 1 4 100

4
2

100
7

150
10 6 11 250

4
8 5

50
3

100
2

50
2

200

A
11 8 12 16

50
13

250 300

Taiab hajmi 200 200 100 100 250

Minimal xarajatlar usuïi. Bu usulda boshlangich yechim 
qurish uchun x,° qiymat awalam bor y o i xarajati eng kichik boigan 
katakka, ya’ni min {c„} shart o'rinli boiadigan katakka yoziladi.

Masalan, min {c„} = cDa boisin. U holda x°=mm{a„,bj qiymat
l £ f £ l » , l £ / £ R  J  r H  FH P H * *

aniqlanadi. x°pq = mm{ap, bq} (ap <bq) boisin. Demak, 
xpj = ap, j  = l, 2, 1, q+ 1, ...,n boiadi. Bundan keyingi qadamlarda 
ham f m in ^ {c j } =c pq, i*-p,  j # q  shart asosida x qiymatlar aniqlanib
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boriladi. Bu usulda tuzilgan boshlangich yechimni sikllanishga 
tekshirish shart.

3-misoL Minimal xarajatlar usuli bilan boshlang‘ich yechimini 
toping.

Ta’minotchilar Iste’molchilar Zaxira
hajmiB, B, 2?, B,, B,

A
10 7 4 1

100
4 100

2
200

7
50

10 6 11 250

4 8 5 3 2 2
200 200

A
11 8

150
12

100
16 13

50 300

Talab hajmi 200 200 100 100 250

4.2. Transport masalasining optimal yechimini topish

Potensiallar usuli -  transport masalasini yechish uchun 
qoilangan birinchi aniq usul boiib, u 1949-yilda ms olimlari 
L. V.Kantorovich va M.K.Gavurin tomonidan yaratilgan. Bu usulning 
asosiy g‘oyasi transport masalasiga moslashtirilgan simpleks usuldan 
iborat boiib, birinchi marta chiziqli programmalashtirish masala- 
larini yechish usullariga bogiiq boimagan holda tasvirlangan. 
Keyinroq, Xuddi shunga o‘xshash usul amerikalik olim Dansig 
tomonidan yaratildi. Dansig usuli chiziqli programmalashtirishning 
asosiy g‘oyalariga asoslangan boiib, Amerika adabiyotida bu usul 
modifitsirlangan taqsimot usuli deb yuritiladi.

Transport masalasining optimal yechimini topishda foyda- 
laniladigan potensiallar usuli simpleks usulining soddalashtirilgan 
variant! hisoblanadi.

Bu usul bilan tanishishdan oldin aynigan va aynimagan 
transport masalasi tushunchalarini ldritishimiz kerak.
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iv /** il
Z= YJJta, + X Vjbj max. (4.10)

i=i >1
Ikkilanish nazariyasiga asosan, agar (Ult Vj) ikkiiangan baholar 

mavjud boisa, u holda ixJ tayanch reja optimal boiadi. Bu yerda U, 
va Vj ikkiiangan baholar mos ravishda “ta ’minotchi va iste’~ 
molchilarningpotensiallar?’' deyiladi.

Bu nazariyaga asosan transport masalasi uchun quyidagi 
teoremani keltirish rnumkin.

2-teorema. Agar transport masalasining X" ={xl) tayanch 
yechimiuchun

4 > °  =>u/ + vj =cv, (4.11)
4 = 0  =>ut + vyscff (4.12)

shartlar o‘rinli boisa, u hoida X*=(xy) tayanch yechim optimal 
yechim boiadi.
(4.11) va (4.12) shartlar transport masalasi uchun optimallik shartlari 
deb ataladi.

Shunday qilib, navbatdagi tayanch yechimni optimallikka 
tekshirish uchun, avval, (4.11 ) shart yordamida potensiallar sistemasi 
quriladi va soiigra (4.12) shartning bajarilishi tekshiriladi.

Masalaning optimal yechimini topish uchun quyidagi bel- 
gilashlar kiritamiz: S) -la’minotchilar joylashgan nuqta; £?.- 
iste’molchilar joylushgan nuqta. p = S v Q , xv >0=>(S„QJ)e Q > (P, Q)
juftlik transport tarmogi.

Potensiallar usulida optima! yechimni topish aigoritmi: 
boshlangich tayanch yechim topiladi.

Masalan,
Qj S ^ Q ^ Q j S, (4.13)

marshrut topiladi;
(4.11) shart asosida va V} potensiallardan

Vk * U' , ‘ cW  V1,+U^ V , ....... ri . + u ^ u -  VJ ,+Ui,= % ,-  (4 1 4 )
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tenglamalar sistemasi tuziladi. Bunda n + m -l  ta band katak uchun 
n + m - 1  ta chziqli tenglama va n+m ta nomaium hosil boiadi. 
Nomaiumlax soni tenglamalar sonidan bittaga ortiq boigani uchun 
bitta erkli nomaiumga ixtiyoriy qiymat, masalan nol, qiymat berilib 
qolganlari mos tenglamalardan topiladi;

Bo 'sh kataklar uchun (4.12) shart tekshiriladi:
a) agar barcha bo‘sh kataklar uchun (4.12) shart bajarilsa, u 

holda tayanch yechim optimal boiadi va masalani yechish jarayoni 
tugaydi;

b) agar ba’zi bo‘sh kataklar uchun (4.12) shart bajarilmasa, u 
holda tayanch yechim optimal bo'lmaydi va tayanch yechimni 
almashtirish jarayoni amalga oshiriladi.

Tayanch yechimni almashtirish jarayonini amalga oshirish 
uchun = o => Ut + Vj < Cy shart o‘rinIi boimagan bo‘sh kataklardan 
biri

max(A,7 = ¡7,- +V} -  cy) (4.15)

shart asosida tanlanadi va u band katakka aylantiriladi. Masalan,
max A« =  A , ,
A?>0 V '0J°

boisin. Demak, (4.13) marshurtga (Sio,QJo) yoyni qo‘shish kerak. U 
holda (Sio, Qk ) yoyni o‘zida saqlovchi

x a s f t s  ...Q, S, Qj Sjh h  ^Jt-i 'o
sikl hosil boiadi. Bu siklga

\k>  XU, ’ X'ih’ XW XM-
ketma-ketlik mos keladi. Quyidagicha almashtirish bajaramiz:



Boshqa barcha (i, j) juftliklar uchun 4  = 4* (4-16) formula yor- 
damida topilgan [x*j yechim tayanch yechim boiishi uchun 9 ni

Q<r<k

shart asosida tanlash yetarli,
Bu jarayonni tayanch yechim uchun (4.11), (4.12) optimallik 

sharti bajarilguncha davom ettiramiz.
Bu jarayon chekli son marta qaytarilgandan so'Tig optimal 

yechim hosil boiadi. Chunki transport masalasi uchun quyidagi 
teoremalar oiinli.

3-teorema. Har qanday yopiq modelii transport masalasining 
optimal yechim i mavjud.___________________________________

4-teorema. Agar barcha a„ bj sonlar butun boisa, u holda 
transport masalasining ixtiyoriy tayanch yechimi butun sonlardan 
iborat boiadi

1-miNol. <.) u y i < I j i i transport masalasining optimal yechimini 
toping.

b> 200 200 100 100 250

100 10 7 4 1 4

250 2 7 ¡0 6 11

200
8 D 3 2 2

300
11 8 12 16 73

Yccliish: Boshlangich tayanch yehimni minimal xarajatlar 
usuli bilan topamiz.
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1-jadval
\  bJ 

a : ..
200 200 1 0 0 Î00 250

100
10 7 4 1

1 0 0

4

0

250
2

2 0 0

7

50
10 6 u

200
8 5 3 2 2

2 0 0

300
11 8

150
12

1 0 0

16 73

50

Bu jadvaida band kataklar soni n+rn- 2  ta. Stoning uchun 
(q, b5) katakka 0 yozib uni band katakka ayîantiramiz. So‘ngra band 
kataklardan foydaianib U¡ +Vj = c¡¡ potensial tenglamalar sistemasini 
tuzib, U¡ va Vj qiymatlaiini va bu asosida д(>. =u, + Vj- c¡j ning 
qiymatini hisoblaymiz.
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Hu V « »In шик Atl Av  -3 bo‘lganligi sababii (a2> bA) katakka в sonni

I и мним/ vu ( I I ()) formula asosida aimashtirish bajaramiz. Natijada 
' i ■!< к iiliii Ilo.si I qilamiz.

i ntli о min (100,50,50) = 50 asosida yangi bazis rejaga o‘täb, 
i 1 1 , cu potensial tengiamalar sistemasini tuzib U, va Vj

■ |t Vinnlliuini v;i hu asosida A j =U i + Vj - c lj ning qiymatini 
hlMililiivmi/ I ) holda quyidagi 3-jadval hosiî bo‘ladi.

3-jadval
Л,

" l
2 0 0 2 , 0 0 1 0 0 1 0 0 2 5 0 u ,

1 0 0

10

-13

7

-5

4

2

i

5 0

4

5 0 0

2 5 0

2

2 0 0

7

0

10

1

6

5 0

и

-2

5

2 0 0

3 0 0

y ,

8

-13

5

-5

3

j

2

-3

2

2 0 0 - 2

11

-14

8

2 0 0

12

1 0 0

16

-9

73

-3

6

- 3 2 6 1 4

ОII

I Ui ycidii max ДЙ = Д,3 = 2. Shuning uchun (av  b¡) katakka в  paramétraiД(/>0
kiritamiz va (4.16) formula asosida aimashtirish bajaramiz. Natijada 
'ki -jadvalni hosil qilamiz. Bu jadvalda

в  = min {0, 50,100} = 0. 

lin nsosda yangi bazis yechimni 4~jadvaiga joyiashtiramiz. 4- 
I ¡ i. I \ i  I d  : i kcltirilgan bazis yechim optimal yechim boiadi, chunki 
hnrc lia bo‘sh katakchatarda &9 < 0.
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4-iadva
h

ai
200 200 100 100 250

100
10

-13

7

-7

4

в

1

50- в
4

50

250
2

2 0 0

7

0 ~ û

■2

10

-1

б

50+ в
il

-2

200
8

-13

5

-7

3

-9

2

-3

2

200

300
11

-6

S

2 0 0 + 0

12

100-6»
16

-7

73

-1

ega bo‘îdik:



<.........>. In.| modelli transport masalasi. Agar talab va takliflarning 
............. nnc|iloilmi teng bo‘lmasa, yaiii

m n

i >1
li m lni|iiiilsn, ii liolda bu masala “ochiq modelli transport masalasf'

• It \ (liuli ( )t Iu<| modelli masalaning optimal yechîmini topish uchun 
y ipi>[ miidolga keltiriladi va potensiallar usuli qoilaniladi.

( )ehiq modelli masalani yopiq modelliga keltirish uchun 
<l<>‘*:liiincha “soxta” ta’minotchi yoki “soxta” iste’molchi kiritiladi, 
illuming zaxirasi yoki talab hajmi

n m m n

« m +i =  i L b , - Z « /  y o k i  K l  - I « /  -  U > J  M /=1 /=1 y=l
hoiadi. Soxta ta’minotchidan real iste’molchilarga yoki real 
lu’ininotchilardan soxta iste’molchilarga amalda mahsulot 
lnshilmagani uchun yo i xarajatlari nolga teng qilib olinadi. Natijada 
I>u ycrda yopiq modelli masala hosil boiadi.

2-inisol. Quyidagi ochiq modelli transport masaiasini yeching.

1 a'uiiiiotchilar Iste’molchilar Zaxira
hajmiBl B2 B3 B4 B5

A
10 7 4 1 4 100

4 2 7 10 6 11 250
A

8 5 3 2 2 200
A  \

11 8 12 16 13 300
I'nlal) hajmi 200 150 100 100 200

m n , ,
Yechish: XA  > boigan hoi uchun masalam yopiq modelli 

/-i ) i
masalaga aylantiramiz: Æ6=1(X). So'ngra potensiallar usulini 
qo'llaymiz.



Ta’mmotchilar Iste’mokhilar Zaxsra
% ¿2 B4 Bs B,

A 10 7 4 1 4 0 1 0 0
2 7 10 6 11 0 2 5 0

A , 8 5 3 2 2 0 2 0 0
.. ___ ... :■__  .. . . 11 8 12 16 13 0 3 0 0

Talab hajmi 2 0 0 150 100 100 200 100

Aynigan transport masalasi. ¿r-potensiallar usuii. Aynigan 
transprot masalasida tayanch rejasidagi rausbat komponentalar soni 
k < m + n -l boiadi va bu tayanch reja aynigan reja boiadi. Bunday 
rejani aynimagan rejaga aylantirish uchun unga m + n -l-k  ta noi 
element kiritish mumkin. Ammo bu nol elementlarga mos xy 
nomaiumlair band kataklarga mos xfJ nomaiumlar o‘zaro chiziqli 
bogiiq vektorlar esa chiziqli erkli boiishi kerak. Bu holatni nazorat 
qilish qiyin. Shu sababli aynigan transport masalasidagi siklni 
yo‘qotib uni aynimagan transport masaiasiga aylantirish kerak. 
Bunga erishish uchun quyidagi .s-potensiallar usulini qoilash 
mumkin.

£-potensiaIlar usuli. Maiumki, bir nechta a, laming yig‘indisi 
(hammasi emas) bir nechta flaming yig‘indisiga teng bo‘îsa 
transport masalasini aynigan transport masalasi deb ataymiz.

Masalada ayniganlikni yo‘qotish uchun a, va b} lardan tuzilgan 
xususiy yig‘mdilaming o‘zaro teng boimasligiga erishish kerak. 
Buning uchun a¡ va b¡ laming qiymatini biror kichik songa 
o‘zgartirish kerak. Masalan, yetar!icha kichik e > o sonni olib, o, va 
bj lami o‘zgartiramiz, ya’ni s  masala tuzamiz: 

a¡=a, + s ,  (i = l,m),
Fj^bj, 0 = M ), • (4.18)
b„ =b„ + me,

s  yetairlicha kichik son boiganligi sababli hosil boigan masalaning 
X{8) optimal rejasi s=0 da berilgan masalaning optimal yechimi 
boiadi.
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\ iiiInoI. llcrilgan aynigan transport masalasining optimal
* > > lilmini (Oping.

hl 3 4 5 3

■I 4 s 6 3

3 2 7 6
K 5 9 1 3

Vtihish: (4.18) munosabatlärdaii foydalanib, quyidagi s

bJ 3 4 5 3+3 s

A+e 4 5 6 3

3+£ 3 2 7 6

S+e 5 9 1 3

Ushbu masalani yechib, x(e) rejani topamiz. Bundan lim X(e)=X°.

4.3. Butun sonli programmalashtirish

0 ‘zgaruvshilariga butun boiishlik sharti qo'yilgan chiziqli
I >iogrammalashtirish masalalari katta amaîiy ahamiyatga egadir. 
Itutun sonli programmalashtirish masalalariga sayyoh haqidagi 
inasala, optimal jadva! iuzish masalasi, optimal boiish masalasi, 
transport vositalarini marshrutlarga optimal taqsimlash masalasi, 
lx)‘linmaydigan mahsulot ishlab chiqaruvchi korxonaning ishini 
optimal rejalashtirish masalasi va boshqa masalalar misol bo‘la oladi. 
Bu masalalaming ayrimlari bilan tanishamiz.

Sayyoh haqida masala. shaharda yashovchi sayyoh n ta 
. A, , ..., 4, shaharlaming har birida faqat bir martadan boiib, eng 
qisqa yoi bilan A0 shaharga qaytib kelishi kerak boisin.
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Bu masalaning matematik modelini tuzish ushun A¡ va A¡ 
shaharlar orasidagi masofani ctJ bilan belgilaymiz. Bundan tashqari, 
quyidagicha belgilash kiriíamiz:

fl, cigca- sayyóh A¡ dan A, ga borsa, i * j, 
iJ [0, agar sayyohA, dan A, ga bormasa.

Bu yerda ¿, j  = i, 2, n.
Bu holda masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda 

boiadi:

2 X  = 1> 7 = 1,2,...,«, (4.19)
í = l

=1, i = 1 , 2 , n, (4.20)
M

u¡ - U j  + nXy á n - 1 ,  i ,j =  1, 2 , . . . ,  n ,  (4,2i )

xt] = 0 yoki x,j = 1, (4.22)

F = fl1L ctixj rain • (4.23)/=i j=i
Bu yerda (4.21) shart sayyoh yo‘naüshining bogiiqligini ta’min- 
laydi. Aniqroq aytilsa, bu shart A0 dan o'tmaydigan liar qanday t 
sikllami yo‘qqa chiqaradi. Masalan,

ko'rinishdagi yo‘nalishlar bu masalada boiisfii mumkin emasligini 
(4.21) shart ta’minlaydi.

T o it rang masalasi. 1976-yilda ajoyib teorema isbotlangan: 
ko‘pi bilan to'rtta turli rangdan foidalanib, ixtiyoriy geografik xari- 
tani bo‘yash mumkin.

Bu masaia quyidagicha qo‘yíladi: Har birning chegarasi yopiq 
uzluksiz egri chiziqdan iborat davlatlar tasvirlangan geografik xarita 
berilgan. Agar ikki davlatning umumiy chegarasi uzunligi musbat 
boigan egri chiziqdan iborat boisa, u holda bu davlatlar qo'shni
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davlatlar deb ataladi. Bu geografik xaritani to il  rangdan foydalanib 
shunday bo; у ash kernkki qo‘shni davlatlar turli xil rangda bo‘lsin.

Bu rnasalaning matematik modeli quyidagicha bo‘ladi:
\x, — Xj + 4ии>\, .
\x l - x J-4uIJ>-, 3,
Xj = 0,1,2,3; j  = 1 , 2 , n, (4.24)
u,j = 0,1; (i,j) € Г.

Bu yerda Г = {(Í,y)| Í , j  -  q o 'sh n i davlatlar; i , j  ~ 1, 2 , и}.

Boiinmaydigan mahsulotlar ishlab chiqarishni rejalashtirish 
masalasi. Deylik, korxona n xil boMinmaydigan mahsulotlar ishlab 
chiqarsin va buning ushun m  xil resurslardan foydalansin. Korxona- 
dagi resurslar zaxirasî chegaralangan va ular k, b2, ..., bm birliklarni 
tashkil qilsin. Har bir turdagi mahsulot birligini ishlab chiqarishga 
sarflanadigan turli resurslar miqdori hamda har bir mahsulotdan 
korxonaning oladigan daromadi quyidagi jadvalda keltiriigan.

— Л/chfaktorîars 
Mahstiloi 1 2 3 *** n Daromad

1 an a¡3 c i

2 a 21 a 21 a 2¡ а 2 п с2
• • « « » . . . . ».  * * . .

m °»il a m2 am г «ш, Cm
I/ch faktorining

zaxirasi
ьг b, . . . к

Korxona daromadini maksimallashtiruvchi ishlab chiqarish rejasini 
aniqlang.

Ushbu rnasalaning matematik modeliga noma’ lumlaming butun 
boiishlik shartini kiritish kerak:

J^cijXj <b:, (1 = 1,да), (4.25) 
№
Xj> 0 0  = 1, n), (4.26)

Xj e  Z ,  ( 4 .2 7 )
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Y = '£ cjXj —»min, (4.28)
M

Agar butun sonli programmalashtirish masalalaridagi noma’- 
himlaming hammasi uchun butun boiishlik sharti qo‘yi!sa, bunday 
masalalar to'la butun sonli programmalashtirish masalalari deb 
ataladi.

Noma’iumlaming ma’lum bir qismi uchun butun boiishlik 
sharti qo‘yilgan masalalar qisman butun sonli programmalashtirish 
masalalari deb ataladi.

Agar butun sonli programmalashtirish masalasidagi nomaium- 
lar faqat 0 yoki 1 qiymatlami qabul qilishi mumkin boisa, u holda bu 
masala Bulprogrammalashtirish masalasi deb ataladi.

Butun sonli programmalashtirish masalasining geometirik 
talqini bilan tanishamiz.

Buning uchun quyidagi ikki o'zgaruvchili butun sonli 
programmalashtirish masalasiga murojaat qilamiz:

19. 2^+x2< y
x, +3x2 <10 

Xj >0, xt eZ, (i=1,2)
Y = 2xl + 4x2 ->max.

Ushbu masaladagi noma’lumlaraing butun boiishlik shartiga 
e’tibor bermasdan uni grafik usulda yeshamiz (1-shakl).
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Natijada OABC qavarlq ko'rburchakni, joiz rejalar toilamirii, 
hosil qilamiz. Bu ko‘pburchakka tegishli boigan nuqtalar ichida 
berilgan butun sonli programmalashtirish masalasining yechimi bo ia  
oladigan nuqtani topish uchua bu ko‘pburchakni OKEMNF 
ko‘pburchak bilan almashtiramiz. Bu ko‘pburchakning burshak 
nuqtalarining koordinatalari butun sonlardan iborat boiadi. Ana shu 
burchak nuqtaiaridan birida maqsad funksiya maksimum qiymatga 
erishadi. Bunday nuqtani topish uchun 2^ +4x^0 to‘g‘ri chiziqni 
yasaymiz, Bu chiziqni normal vektor yo‘nalishida o‘z-o‘ziga parallel 
ko‘chirib, shu yo‘nalishdagi burchak nuqta £(1,3) ni toramiz. Bu 
nuqtada maqsad funksiya maksimumga erishadi. Demak, berilgan 
masalaning yechimi % = 1; X2 = 3; =14 boiadi.

R.Gomori usuli. Nomaiumlarga butun boiishlik sharti 
qo‘yilganligi sababli chiziqli programmalashtirish masalalarini 
yechish usullarini butun sonli programmalashtirish masalalarini 
yechish uchun qo4 îlab bo ‘ lmaydi.

Butun sonli programmalashtirish masalalarini yechish uchun 
ulaming xususiyatlarini nazarga oluvchi usullar yaratilganl boiib, 
ular orasida amerikalik olim R.Gomori yaratgan usul optimal butun 
sonli yechimni beruvchi eng aniq usullardan biri hisoblanadi. Gomori 
usuli yordami bilan to ia butun sonli hamda qisman butun sonli 
masalalarni yechish mumkin.

Quyida biz Gomori usuli bilan to ia  butun sonli 
programmalashtirish masalasini yechish jarayonda tanishamiz.

Bu usulning g‘oyasi quyidagidan iborat:
1. Berilgan (4.25)-(4.28) masalani nomaiumlarning butun 

boiishlik shartiga, XjeZ,  e’tibor bermasdan, simpleks usuldan 
foydalanib yechamiz va quyidagi jadvalni hosil qilamiz. Bu jadvalda 
(4.25)-(4.28) masala uchun optimallik sharti bajarilgan boisin. U 
holda masalaning optimal yechimi X° = (£,, b2, ..., bm, 0,0,... ,0) boiadi.

n Q ?0
<h C2 ... Cm Cm+l . . . Ck
Pi p2 ... pm Pm+1 . . . Pk Pn

Px h 1 0 0 «ton-1 ... <** ... «1»
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Pi c 2 h 0 1 0 a 2m+1 a ln

. . . » • • . . . . . . . . . • • • . . . . . . . . . . . . . . .

Pi c , b t 0 0 0 % . . . a ln

. . . • . » » • , .*. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

pm Cm K 0 0 1 a nk a nn

A0 A, Aj Afi+i A, K

Agar topîlgan = (&,, b2, ..., bm, 0,0,... ,0) yechimda b, e Z  boisa, 
u holda bu yechim butun sonli programmalashtirish masalasining 
ham yechimi boiadi.

2. Agar X° = (b{, b?, ... , bm, 0,0,... ,0) yechimda b, laming ba’zilari 
yoki hammasi kasr sonlardan iborat boisa, u holda Xj eZ shartning
bajarilishi uchun kesuvchi tenglama deb ataluvchi qo‘shimcha 
tengiama tuziladi.

Buning uchun quyidagi tushunchalarni kiritamiz:
Ixtiyoriy a ratsional sonhi

a-[a] + {a) (4.29)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda [a] -  a  sonning butun qismi; 
{a} ~  a sonning kasr qismi (o <{«}< !, a  -butun boisa, {a} = o').

"50 ? 
Masalan, — = 4 + - ,  chunki 

7 7 ---
---

---
---

--1

0] 2 
7 J 7 ’

- — = - 5 + - ,  chunki 
7 7

.30'
i

V

= -5, f 301_ 5 
1 7 ] “ 7

Jadvaining P0 ustunidagi kasr sonlardan iborat boigan
satrlarclan max{è,} shart asosida kerakli satrni ajratib olamiz. Masalan,

i
max{A,} — qt boisill. i
Demak, jfc-satr ajratib oiindi. Bu satr uchun {aki} = qkj belgilash kiritib 
quyidagi tengsizlikni hosil qilamiz:

Va* + M + - + M  M k- (4 .30)
Bu tengsizlikdan

- - - ‘Ikrtn =-<*k (4.31 )
kesuvchi tenglamani hosil qilamiz va bu tenglama asosiy tengiama lar 
sistemasiga kiritib yoziladi. So‘ngra bazis yechim almashtiriladi. 
Bunda ikkilangan simpleks usuiidan foydalaniladi. Bu jarayon



masalaning yechimda faqai butun sonlar hosil boiganicha yoki 
yechimning mavjud emasligi aniqlanguncha takrorlanadL

Har bir bosqichda tuziigan qo‘shimcha tenglama kesuvchi 
tenglama deb ataiishiga sabab, bu tenglama yordamida beriSgan butun 
sonli programmalashtirish masalasi yechimlar to‘plamidagi kasr sonli 
yeehimni o‘z ichiga oluvchi qismi kesib boriladi.

Agar kasr sonli xt ga mos keluvchi qatorda barcha x0 lar butun 
sonli boisa, u holda masala butun sonii yechimga ega boimaydi.

I-mfsol. Quyidagi chiziqli programmalashtirish masalasining 
butun sonli yechimini toping:

p ,+ jc2 Hjr3 = 15 
[2x, + 3x3 + x4 = 8 

Xj > 0, Xj e Z, 7 = 1,4,
-3x2 + + 2 4 -»max.

Yechish: Masalani oddiy simpleks usul bilan yechamiz;

n Q P0
I -3 5 2
Pi Pi P3 I P*

Pi -3 37/3 173 1 0 -1/3
P:1 5 8/3 2/3 0 1 1/3
A, -71/3 4/3 0 0 2/3

Jadvaldan ko‘rinadiki, topilgan yechim butun sonli program- 
malashtirish masalasining yechimi boMmaydi. Bu yeehimni butun 
sonii yechimga aylantirish uchun kesuvchi tenglama tuzamiz,

Demak, 2-satr tanlandi



munosabatlardan foydalanib

tengsizlikni hosiJ qilamiz. Bu tengsizlikning ikki tomonini (-1) ga 
ko‘paytiramiz va qo‘shimcha noma’lumni kiritib, quyidagi 
tenglamani hosil qilamiz:

2 1 2 - t ^ - - x4+x5= -- .

Bu tenglamani simpleks jadvaliga joylashtiramiz.

Pb Cb 0̂
1 -3 5 2 0
P i Рг Рг P \ p$

Рг -3 37/3 1/3 1 0 —1/3 0
Рз 5 8/3 2./3 0 1 1/3 0
Ps 0 -2/3 -2/3 0 0 -1/3* 1
AJ -71/3 4/3 0 0 2/3 0

Bazisdan P5 vekíomi chiqarib, o‘miga Рл vekíomi kiritamiz. 
Natijada simpleks jadval almashadi va quyidagi ko‘rinishga keladi.

3 Cb 0̂
1 -3 5 2 0

P¿ ■ ^3 P* Ps

p¿ -3 13 1 1 0 0 -1
4 5 2 0 0 1 0 1
p* 2 2 2 0 0 1 -3
A J -25 0 0 0 0 2

Demak, Xo =(0,13,2,2,0), Yni¡¡x =-25.
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1. Numa uchun transport masalasining optimal yechimini 
topishda simpleks usulidan foydalanilmaydi?

2. Transport masalasining rnatematik modelida bazis vektorlar 
sistemasining rangi qanday aniqlanadi?

3. Potensiallar usulini tushuntiring.
4. Transport masalasida sikl qachon paydo boiadi va u qanday 

yo‘qotiladi?
5. Aynigan transport masalasini tushuntiring va uning optimal 

yechimini topishni izohlang.
6. Qanday masalaiar butun sonli programmalashtirish masa- 

lalari deb ataladi
7. To‘rt rang masalasini tushuntiring.
8. Kesuvchi tenglama qanday hosil qiîinadi?
9. Boshlang‘ich tayanch rejani izohlang.
10.Sayyoh masalasini tushunturing.

Mustaqil yecliish uchun misoîlar

Quyidagi masalalaming rnatematik modelini tuzing hamda 
“shimoliy-g‘arb burchak” usuli va “minimal xarajatlar” usulidan 
foydalanib, boshlang‘ich bazis yechimlarini toping.

N a z o r a t  s a v o l î a r i

1.

Ta’minotchilar iste’molchilar Zaxira
hajmiB, B2 B3 B4

Ai 2 1 4 1 90
A2 2 3 3 2 55
A3 3 2 3 2 80

Talab hajmi 70 40 70 45

2.

Ta’minotchilar Iste’molchilar Zaxira
Bi B2 B3 B4 hajmi

A, 6 7 3 5 100
A2 1 2 5 6 150
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A3 8 10 20 i 50
Talab liai».« 75 80 ' : 60 85

3.

Ta’sninotchilardagi 
mahsulot zaxirasi

Iste’inol«:hilaiuing mahsulotga 
»o‘lgan talabi

120 160 120
90 9 8 10

85 11 12 8

75 7 10 13

150 12 7 10

4,

Ta ’1 minotchilardagi 
mahsulot zaxirasi

Iste’molchilarning mahsulotga 
bo‘!gan talabi

400 380 120
330 6 5 3

270 s 9 8

300 8 3 7

5.

Ta9 minotchilardagi 
mahsulot zaxirasi

ïste’moScMlarniag mahsulotga 
bo‘lgan talabi

300 ■.,.300 - 220
270 5 3 2

290 1 6 7

■ 2 6 0 3 i 3

Quyidagi transport masalalarining boshlang‘ich bazis yechim- 
larini hamda optimal yechimi potensiallar usuii bilan topilsin.

6 .

Ta’minotchilar Iste’molehilar Zaxira
B i B2 B3 B 4 hajmi

Ai 8 1 9 7 110
A 2 4 6 2 12 190
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Аз 3 5 8 9 90
Taîab hajmi 80 60 170 80

7.

Ta’minotehilar Iste’molchilar Zaxira
hajmiBi B2 B3 B4

A, i 2 3 4 60
A 2 4 3 2 0 80
Аз 0 2 2 1 100

Talafe hajmi 40 60 80 60

8.

Ta’mlnotchilar iste’molchilar Zaxira
hajmiBi B2 B¡ B4

Ai i 7 9 5 120
A.2 4 2 6 S 230
Аз 3 8 1 2 160

Talab hajmi 130 220 90 70

9.

Ta’misiotchilar Iste’molchilar Zaxira
hajmiBi B2 B3 B4

A, 5 4 3 4 160
a 2 3 2 5 S 140
Аз 1 6 3 2 - 60

Talab hajmi 80 100 80 100

10.

Ta’minotchilar Iste’molchslar Zaxira
hajmiBi B2 B3 B4

Ai 4 2 3 1 70
A2

6 3 5 6 140
A3 3 2 6 3 80

Talab hajmi 80 Г 50 50 110
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Toia butun sonli chiziqli programmalash masalasini grafik 
usuîda yeching.

Yopiq modelli transport masalasi, band katakchalar, ochiq 
modelli transport masalasi, “shimoHy-g‘arb burchak” usuli, “minimal 
xarajat” usuli, butun sonli programmalashtirish, to‘la butun sonli 
programmalashtirish, qisman butun sonli programmalashtirish, Bui 
o‘zgaruvchili programmalashtirish, kesuvchi tenglama.

2xj + 3 x 2 < 36 4xj +  3x2 <10

12.4 0
Xj +  2 x 2 <  8

X, > 0 ,x2 > 0 ,Xj e Z , j ~  1,2.

4xí +x2 < 10
14. • 2xj + 3x2 <8

Xj > 0, x2 > 0,Xj e Z , j ~  1,2

Xj > 0, x2 à 0,Xj € Z, j  = 1,2 

2xj + 3x¿ á 5
13.<x¡ <2

x1 > 0, x2 > 0,Xj e  Z, j  = 1,2

Tayaacfa so‘z va ifooralar
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V BOB. CïUZIQSIZ PROGRAMMALASHTIMSH 
MASALALARI

5.1. Chiziqsiæ programmalash masaiasi va lining geometrik
talqini

Chiziqsiz programmaiashtirish masaiasi va uning turlari. 
Quyidagi

qi(xv x2,...,xn) < b t, = (5.1)
Z = f(x l,x2,...,jcn)-»max (5.2)

masala matematik programmaiashtirish masalasini tashkil etadi.
Bu yerda, g,(x¡,x2,...,x„) va f(xl,x2,...,xn) berilgan funksiyalar; ty, 

(/=1,от) o‘zgarmas sonlardir. (5.1) shartlar masalaning chegaraviy 
shartlari, z=/(x[,xj,...,xn) fimksiya esa “maqsad fimksiyasF deb 
ataladi.

Matematik programmaiashtirish masalalarida xl,x2,...,xl1 
о ‘ zgaruvchilaming ba’zilariga yolci hammasiga nomanfiylik sharti 
qo‘yilgan boiadi. Ba’zi masalalarda esa nomaiumiaming bir qismi 
yoki hammasi butun bo‘lishligi talab qilinadi.

1-ta’rif. Agar (5.1), (5.2) masaladagi barcha q f a x 2,-,x„) va 
f(xl,x2,...,xn) funksiyalar chiziqli boisa, bu masala chiziqli 
programmaiashtirish masaiasi deyiladi._______ ________________

1-misol. Chekmalari

/ (x) = 2xx + x2 max(min)
• xi + x2 á 1, 

x, > 0, x2 > 0
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sistemada!! iboraí masalani qaraymiz. Bu masaladagi chegaraviy 
shartlari chiziqli tengsizlikdan, maqsad funksiyasi chiziqli 
íunksiyadan iborat va uning grafígi quyidagi 1 -chizmada tasvirlangan

í-chizma.

Bu masaianing optimal yechimi X=(1;0)7 dan iborat boiadi.

2-ta’ríf. Agar (5.1), (5.2) masaladagi va
funksiyalardan kamida bittasi chiziqsiz funksiya boisa, 

u holda bu masala “chiziqsiz programmalashtirish masalasi” deyiladi.

2-misoI. xl +x1- 2  chizigidagi nuqtalardan (2;2)J markazga eng 
yaqin boig;an nuqtani topish masalasini ko‘ramiz. Bu masaiani 
yechish quyidagi chiziqsiz programmalashtirish masalasiga keladi.
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f {x )- {x i - 2)2 + (jc2 - 2)2 -> min 
x, + x2 = 2.

v

\
\

2-chizma.

Chizmadan ko‘rinib turibdiki, bu masala X= (U )3’ nuqtada 
optimal yechmga ega. Bu masaia chiziqsiz programmalashtirish 
masalasiga misoi boia oladi. Chiziqsiz programmalashtirish 
rnasalasi odatda S -joiz nuqtalar to‘plamida / maqsad fimksiyasini 
minimallashtiradi yoki maksimallashtiradi. Odatda, joiz nuqtalar 
to‘plami o!zgaruvchilarga qo‘yilgan shartlar asosida aniiqlanadi. 
Ushbu masalada bizning maqsad funksiyamiz f(x ) = (x, -2)2 -f (x2 -2)2 
- chiziqsiz funksiya va joiz nuqtalar to‘plami S bitta xl+x2=2 
chiziqli shart orqali aniqlanadi.

Joiz nuqtalar to‘plami bir qancha shartlar orqali ham aniqianishi 
mumkin. Masalan:

f(x )~ x l ~>min 
¡xl< x2i 
\ x f  +x% < 2 .

Bu masala uchun joiz nuqtalar to‘plami S quyidagi 3-chizmada 
ko‘rsatilgan.
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Bu masala X =(-l,l)r nuqtada optimal yechimga ega.
Bazida shartlar (cheklovlar) boimagan paytda Shartsiz 

optimailashtirish masalasi ham uchrashi mumkin.
Masalan:

/ (x)=(eX| -1)" + (x2 -1)2 ~-> rnin 
Demak. s  --joiz niqtalar to‘plami bu yerda ikki oicham li fazodadir. ‘ 
Minimallashtiruvchi nuqta X =(Q,IY ga teng va funksiyaning qiymati 
bu nuqtada nolga teng va boshqa o‘rinlarda musbai.

Biz ushbu misollardan shuni koiishim iz mumkinki, masalaning 
maqsad funksiyasi hamda shartlari chiziqli yoki chiziqsiz boiishi 
mumkin. Yuqoridagi misollar ba’zi shartlar chiziqsiz boiganligi 
sababli chiziqsiz optimailashtirish masalalari hisoblanadi.

-i -

3~clsiz010.

3-ta’rif. Agar (5.1), (5.2) masalada m=o boisa, ya’ni 
chegaraviy shartlar qatnashmasa, u holda bu masala “ shartsiz 
optimailashtirish masalasi”  deyiladi.
Shartsiz optimailashtirish masalasi quyidagicha qo‘iladi:

f(,xY,x2,...,xn) -¥ max(min), ^
(xl,x2,...,x„) e E d  Rn.
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Bu yerda X= (x1,x2,...,xn) ??-oichov!i (vektor) nuqta, R" w-oichovJi 
fazo.

Faraz qilamiz, (5.1) sistema tenglamalar sisiemasidan Iborat 
boiib, noma’lumlarga nomanfiylik sharti qo‘yi!masm hamda m<n 
boiib, va f(x l,x2,...,xn) fimksiyalar uzluksiz va kamida
ikkinchi íartibli xususiy hosiiaga ega boisin. U holda 
programmalashtirish masalasi quyidagi ko‘rinishda boiadi:

q¡(xl,x2,...,xn)=bl, (5.4)
Z= f(x l,x2,...,x„)-*rtin (5.5)

Bunday masaía “ehegaraviy shartlari tenglamalardan iborat 
bo‘ígan sharíli minimum masalasi”  deyiiadi,

Shartsiz optimaíiashtirish va ehegaraviy shartlari tenglama
lardan iborat boigan shartli minimum masalalami differensial 
hisobga asoslangan klassik usullar bilan yechish mumkin boigani 
ushun ularni “optimallashtirishning klassik masalalarF deyiiadi.

Quyidagi masalani koiam iz:
qi(xi,xí,...,x„)<b¡, (i-\,m ), (5.6)
X(X[,x2,...,xn)^ G czR \ (5.7) 
Z = f ( x (5.8)

Bu yerda, /(^,x2,...,*„) - maqsad funksiyasi; 9,(^,xJ ,...,x„) - 
ehegaraviy funksiyalar (5.6) sharílami qanoatlantiruvchi X e G  
nuqtalar esa, masalaning joiz rejalari deb ataíadi,

Chiziqsiz programmaiashtirishda lokal va global optimal reja 
tushunchalari mavjud boiib, uiar quyidagicha ta’riflanadi.

Faraz qílamiz, z = f(X),  X(xl,x2,...,xn)eG<zlV boisin.

4-ta’rif. X ’ nuqta (5.6)-(5.8) masalaning rejasi boiib, uning 
ixtiyoriy kichik e >0 atrofída nuqtalar to‘plami Us(X ”)czG  mavjud 
boisin. Agar ixtiyoriy X  eUJX' )  uchun

f ( X ) < f ( X *) [ f {X)>f {X' j )  (5.9)
tengsizlik o‘rinli boisa, X* reja f (X)  maqsad funksiyaga loka! mini- 
mum (maksimum) qiymat beruvehi lokal optimal reja deb ataladi.
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5-ta’rif, Agar f(X )<  f(X * ) [/(A^)</(X4)] tengsizlik ixtiyoriy
X  <= G uchim o‘rinli boisa, u holda x ’ reja maqsad funksiyaga global 
minimum (maksimum) qiymat beruvchi global optimal reja yoki 
global optimal yechim deb ataladi.______

Chiziqsiz programmalashtirish masalalarim yechish uchun 
chiziqli programmalashdagi simpleks usuliga o'xshagan universal 
usuî kashf qilinmagan. Bu masalalar q fa x 2,...,xn) va f(x 1,x2,...,xn) 
ixtiyoriy chiziqsiz funksiyalar boigan hollardajuda kam o‘rganilgan. 
Ko‘proq o‘rganilgan chiziqsiz programmalashtirish masalarining 
ba’zilari bilan tanishib chiqamiz.

Hozirgi davrgacha eng yaxshi o‘rganilgan chiziqsiz prog- 
rammalashtirish masalalari $(^,x2,...,xH) va /(х„х,,...,хй) funksiyalar 
qavariq (botiq) boigan holdir. Bunday masalalar “qavariq 
programmalashtirish m asalalarf’ deb ataladi.
Qavariq programmalashtirish masalalarining asosiy xususiyatlari 
shundan iboratki, ularning har qanday lokal optimal yechimi global 
yechimdan iborat boiadi.

Iqtisodiy amaliyotda uchraydigan ko‘p masalalarda 
ç;(^,x!,...,xiî) funksiyalar chiziqli boiib, /(^,^,...,x„) maqsad 
funksiyasi kvadratik formada, ya’ni

f(x l,x2,...,xn) = f lcjxj + jt'£diJxixJ (5.10)
M  i= ly = I

ko‘rinishda bo‘ladi. Bunday masalalar kvadratik programma- 
lashtirish masalalari deb ataladi.

Chegaraviy shartlari yoki maqsad funksiyasi yoki ularning har 
ikkisi n ta bir o‘zgaruvchili funksiyalarning yig‘indisidan iborat 
boigan, ya’ni

(Xi,x2,...,x„) - qn(Xl) +qi2(x2) + ...+qm(xn),
f{x i,x2,...,xn)= fx(xl)+ f2{x2)+ ...+ fn(xn), 

koi'inishda boigan masalalar “separabel programmalashtirish 
m asalalar Г  deb ataladi.

Kvadratik va separabel programmalashtirish masalalarini ye
chish uchun simpleks usulga asoslangan taqribiy usullar yaratilgan.

Chiziqsiz programmalashtirishga doir boigan ishlab chiqa- 
rishni rejalashtirish va resurslami boshqarishda uchraydigan muhim
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masalalardan bin stoxastik programmalashtirish masalalaridir. Bu 
masalalarda ayrim parametrlar noaniq yoki tasodifiy miqdorlardan 
iborat boiadi.

Chegaraviy shartlari haqida to iiq  maiumot boimagan 
optimallashtirish masalalari “ stoxastik masalalar”  deb ataladi.

Parametrlari o‘zgaruvchan miqdor boiib, ular vaqtning 
funksiyasi deb qaralgan masalalar “dinamik programmalashtirish 
m asalasf ’ deyiladi. 0 ‘zgaruvchilar faqatgina butun qiymatlardan 
iborat boigan masalalar diskret programmalashtirish masalalari deb 
yuritiladi yoki ko‘p hollarda qo‘yi!gan inasalaning barcha funksi- 
yalari chiziqli boisa, bunday masalalar butun sonli program
malashtirish masalasi deb yuritiladi. Bazan masalani yechish uchun 
muhim chegaralarini tashlab ketish va yechimga ega boigandan 
keyin, butun songa yaqin boigan o‘zgaruvchilarni tanlab olishning 
o‘zi kifoya. Lekin olingan so‘nggi yechimhar doim ham optimal 
yechim boia olmaydi.

Chiziqli programmalashtirish masal alarming asosiy xusysiyat- 
larini takrorlab o‘tamiz:

Birinchidan, uning joiz rejalar to‘plami, ya’ni masalaning 
chegaraviy shartlarini va nomaiumlarning nomanfiylik shartlarini 
qanoatlantiruvchi X=(x1,x2,...,xjJ) nuqtalar to‘plami qavariq boiadi.

Ikkinchidan, maqsad funksiyasi «-oichovli fazo-
ning gipertekisliklar oilasini tashkil etadi.

Uchmchidan, maqsad fixnksiyaning joiz rejalar to‘plamidagi har 
qanday minimumi (maksimumi) global minimumdan (maksimum- 
dan) iborat boiadi.

T<; rlinchidan, agar maqsad funksiya chekli qiymatga ega 
boisa, joi/. rejalar to‘plamini ifodalovchi ko‘pburchakning kamida 
bitta m In oplimal yechimni beradi.

Kcjnlar ko'pburchagining uchlari (burchak nuqtalari) bazis 
yechim deb utaladi. Bazis yechimdagi hamma nomaiumlar (bazis 
o‘zganivcliiliir) qat’iy musbat boigan holdagi yechim aynimagan 
bazis yci'him  va agar ulardan kamida bittasi nolga teng boisa, 
aynii’ti/i bn is yechim  deyiladi.

Hit/,is yechim optimal yechim boiishi uchun maqsad funk- 
siyaniuf.-. bu yechimdagi qiymati boshqa bazis yechimlardagi 
qiymnllni ¡dim kam (ko‘p) boimasligi kerak.
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Chiziqsiz programmalashtirish masalalarining geometrik talqi- 
ni. Chiziqsiz programmalashtirish masalaiarida yuqoridagi chiziqli 
programmalashtirishga doir xususiyatlaming ayrimlari (yoki ham- 
masi) bajarilmaydi:

1) chiziqsiz programmaiashtirishda rejaiar to‘plami qavariq 
boim asligi ham mumkin.

2-mtisol, Quyidagi cheklamalari
(xx-\)x2<\

• je,-i-*2>3,5 
x1 > 0, x2 > 0 

sistemadan iborat masalani ko‘ramiz.

4-chizma.

Masalaning joiz rejaiar to‘pi ami ikkita alohida qismlarga 
ajralgan boiib , u qavariq emas.

Agar joiz rejaiar to‘plami qavariq boimasa, maqsad funksiya 
chiziqli boigan holda ham masalaning global optimal yechimidan 
farq qiluvchi lokal yechimlari mavjud bo‘ladi.

Masalan, quyidagi masalani ko‘ramiz:



/  f (x !, x2) = 25(x, - 2) 2 +(x2~ 2) 2 —> max. 
iiu masalaning cheklamalarini qanoatlantiruvchi nuqtalar 

i l>l uni qavniiq A BCD  to'rtburshakdan iborat boiadi.
Mu.saladagi maqsad funksiya markazi (2;2) nuqtadan iborat 

h- I, in dlipslaroilasidantashkiltopgan.
I in masalaning optimal yechimi joiz rejalar to‘plamming C 

in lu.I.in iborat boiadi. IJmumiy holda, chiziqsiz programma-
I a 1111111 - , 1111111 sa I a s in ing maqsad fiinksiyasiga optimal qiymat beruvchi
... |ln (Im/is yccliim ) mumkin boigan rejalar to‘plamining faqat
..... I i d miqtasida emas, balki ichki nuqtasida ham, chegaraviy
111ii |i,i i< 1.1 ham boiishi mumkin.

5-cfaizma.

Umuiniy holda berilgan chiziqsiz programmalashtirish masa- 
Iji nu ko'rainiz va bu masalaning geometrik taîqini bilan tanishamiz. 
Masaladagi shartlar Evklid fazosida joiz rejalar to‘plamini beradi. Bu 
i<>' planming nuqtafari orasidan maqsad funksiyaga minimum qiymat 
I» h i m  In mw|iani (optimal nuqtani) topish kerak. Buning uchun joiz 
i* |j11111 to' |>li>iiiiiiiii|’ /'(x,,x,,...,x„)-const gipersirtlar oilasi bilan 
kiM.ilifan nuqlalari idudan optimal nuqtani, const ga eng kichik 
qiymat beruvchi nuqtani, topish kerak.
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3-misoL Quyidagi masalaning optimal yechimini grafik usulda 
toping.

, x,x2 < 4  

äj + x2 ä 5
- X, <7 
x2< 6
Xy > 0, jc2 > Ö

Z = f(x i,x2)=xf +xl~> max(mm).

YecMsh: Bu masalaning joiz rejalar to‘pîami qavariq io ‘plam 
boimaydi, aksincha, ikkita ayrim ABCD va PQKL qismlardan iborat 
boiadi. Maqsad funksiya o‘zining minimal qiymatiga D(l, 4) va

P(l, 4) nuqtalarda erishadi. Bunuqtaiarda Zinin =17. cj ej va Q \l,

nuqtalarda z funksiya lokal maksimum qiymatlarga erishadi.

4 16 16Z(C )=36—, Z(0) = 49— , Z  = 49-—.
9 ’ 49’ “  49

6-chizma.
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S.2. Shartsiz minimum masalasi. 
Lagranj ko‘paytuvchi!ar asuli

Nliurtsi/. optimallashtirish masalasi ekstremumi mavjudligining 
iiiuriy va yetarlilik sharti. Shartsiz minimum masalasida

hml .iviiningminimumini X e E c z R "  nuqtalardatopishtalabqiiinadi. 
Mn luniki, buholda f ( X )  funksiyadan birinchi tartibli barchaxususiy 
ho .i Inl.n i bilan birgalikda uzluksiz boisin

iniiRula oi'ganiladi.
Agar X o nuqta (5.11) masalaning optimal rejasi (ekstremum 

i и u 11:isi ) boisa, u holda bu nuqtada f ( X )  fimksiya quyidagi 
(englnmalar sistemasird qanoatlantiradi;

I ».mil Im ul)-,ui /(V) funksiya A/0 nuqtada ekstremumga ega 
Iio Í íhIii m him bn nuqta

.sistomaning yechimi boiishi zarur.
(5.1 3) sistemaning yechimlari statsionar nuqtalar deb ataladi. 

lUrilgnn д х ) fimksiya ekstremumga erishadigan nuqta statsionar 
iniqhi boiadi, lekin har qanday statsionar nuqtada ham funksiya 
okMlremumga erishavermaydi. Demak, (5.13) shart fimksiya 
ekstremumi boiishining zaruriy sharti, lekin u yetarli shart emas.

(5.11)

(5.12)
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Quyidagi teorema statsionar nuqta birinchi va ikkinchi tartibli 
xususiy hosilalari uzluksiz boigan f (X )= f (x i,x2,...,xn) funksiyaning 
ekstremal nuqtasi boiishi uchun yetarli shartni ko‘rsatadi.

Gesse matrisasi va uning fimksiya ekstremumini tekshirishdagi
roli.

1-teorema. X °  statsionar nuqta lokal ekstremal nuqta boiishi 
uchun shu nuqtada quyidagi

H[X°y-

um •& dxn8x1 8xn8x2

d2f ( x ° )  d2f ( x ° ) 82f ( X ° )
ôxf dx}dx2 8x1dx„

d2f { X ° )  d2f ( X ° ) d2/ ( x ° )
dx2dxl dx2 dx26xn

d2f ( X ° )  d2f ( X ° ) d2f ( X ° )
dx„

matritsaning (Gesse matrisasi) ishorasi aniqlangan boiishi yetarli.

Agar H[X°]  musbat boisa, u holda x °  nuqta minimum nuqta; 
Agar H[X°]  manfiy boisa, u holda x °  nuqta maksimum boiadi. 
Ishorasi aniqlangan matrisalar haqidagi ba’zi tushunchalarni 

keltirib o‘tamiz. nxn  tartibli kvadrat A = (atJ) simmetrik matrisa 
berilgan boisin.

1-ta’rif. A = (afj )  matrisaning yuqori chap burchagidan boshlab 
hosil qilingan quyidagi 1, 2, n -  tartibli minorlar, ya’ni

an au ...
an an
Oji a22

a 2 i a n  ■■■ a 2l

an\ an2
minorlar bu matrisaning bosh minorlari deyiladi.

2-teorema. /i=(af/) matrisaning ketma-ket joylashgan bosh 
minorlari qat’iy musbat sonlar ketma-ketligini tashkil qilganda va 
faqat shundagina, bu matrisa musbat boiadi.________ _____
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A f jii A (,ay) matrisaning toq nomerda joylashgan bosh minor- 
l it i 1*1» urns son manfiyjufit nomerda joylashgan bosh minorlariga mos 
mm imisluit boisa, uholda A-(ay) matrisamanfiy boiadi.

1 imisol. Berilgan funksiyaga ekstremal qiymat beruvchi 
uuqliilnr topilsin.

f (x l,x2,x3)=xl +2x3+x2x3 — xf-x%- iq 
Yechish: Funksiya ekstremumi mavjudligining zaruriy shartiga

uraiMiin;
d f

d x t
=  1 -  2x t =0

=  x 3 -  2x 2 =  0
dx2

--- = 2 + x, -- 2x, = 0
d x 3 2 3

1 2I tu lenglamalardan tazilgan sistemaning yechimi X ° 

nuqta Iniiadi. Demak, X°\ - j - statsionar nuqta.
2 3 3

,2 3 3,
Yetarlilik shartining bajarilishini tekshirish uchun X ° miqtada 

( ¡c ssc matrisasini tuzamiz:
/ -2 o oN

H [X °] 0 -2 1 
0 I -2,

Itn mull I'.iiiinif bush minorlari mos ravishda -2, 4, -4. Demak, X ° 
iiii<|i,i<l.i /(v,, t v, )  lunksiya maksiinumga erishadi.

\ 11<l<>ii<In keltirilgan teoremadagi ekstremum mavjudligining 
yi laililik sharli bir argumentli f(x ) funksiya uchun quyidagicha 
boiadi.

I ’araz qilaylik, x° statsionar nuqta boisin.
Agar f'(x °)< 0  boisa, u holda x° nuqta funksiyaning maksimum 

lilli/in ',■/.. .igar/"(x°)>0 boisa, uholda x° nuqta funksiyaning 
minimum nuqtasi deb ataladi.
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Agar /0 ) fiinksiya x° statsionar nuqtada f ’(x °)= 0 boisa, u
holda yuqori tartibli hosilalaming x ° nuqtadagi qiymatlarini 
tekshirish kerak. Bu holda quyidagi teorema o‘riniidir.____________

3-teorema. x° statsionar nuqtada f '( x ° )  = 0, 
/ (""1)(x°)=0 va f (n)(x °)^ 0  boisa, u holda bu nuqta

a) n toq son boiganda burulish nuqta;
b) n juft son boiganda ekstremal nuqta boiadi.

/"(Xo) =0,

2-misoL /(x)-x4 funlcsiyaning ekstremumi topilsin.
Yecfoish: /'(x) = 4x3 =0. Demak, x° - 0  statsionar nuqta boiadi. 

f (0 )= f " (0 )= r (0 )= 0 , / (4,(0) =24^0. 
n = 4 juft son. Demak, x° =0 nuqta f(x )- x 4 fiinksiya uchun ekstremal 
nuqta boiadi. / (4)(0) = 24>0 boigani uchun x°=0 nuqtada beriîgan 
fiinksiya minimumga erishadi.

/(x)=x4

Lagranjning aniqmas ko£paytuvchilar usuli. Faraz qilaylik,
qi(xi,x2,...,xn) = b„ (i = l,m ) 
Z  = f (x ux2,...,xn) -» min 

masalani yechish talab qiîinsin.

(5.14)
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(5.14) masalani yechishniiig eng sodda klassik usuli 
iiomaiumlami yo'qotish usulidir. Bunda

qi(xi,x2,...,xn)=bj, (i=l,m)
k'iiglamalar sistemasidan m ta noma’lumlami, masalan,

X\=hl (xnl+i, xm+2 ,...,xn),
x 2 ~  ^ h ( x m+l’ x m+2’ ' " ’x n')’ 

xm = (xm+l > Xm+2 >•■•>•*»)
noma’lumlar topilib Z= f(x l,xz,...,x„)->am fiinksiyaga keltirib 
qo‘yiladi va n-m ta xm+l,xm+2,...,xn nomaiumiarga nisbatan shartsiz 
optimallashtirish masalasi
<P ( X m+\’ X m+2’ , " ’ X n )  ~  I

“  f  ( h \ ( .x m+\>x m+2’ — ’ Xn)> ■■■» K n(.x m+\’ X m+2’ — ’ Xn)> x m+\’ X m+2’ — ’ X n')

hosil qilinadi. Bu masala (4) masalaga ekvivalent:
1. Agar (x?,x%,...,x°) (5.14) masalaning yechimi boisa, u holda 

(xi+i’xi+2>-’x°)  (5-15) masalaning yechimi boiadi;
2. Agar (x °+„x °l+2,...,x°) (5.15) masalaning yechimi boisa, u 

holda (x?,x%,...,x°) (5.14) masalaning yechimi boiadi.
(5.14) masalainig optimal yechimini topishning ikkinchi klassik 

usuli I -ngninj ko'paytuvchilari usulidir.
</,(Aj.v,.. ,xn) vu f(x l,x2,.:,x„) funksiyalar va ulaming xvx2,...,xn 

in>iuii luiiiliir bo'yicha xususiy hosilalari uzluksiz boisin. No- 
niuiumliii).’,;! nomanllylik sliarti qo‘yilmaganda (5.14) masalani 
I ii)'iaiijn iii)’ aniqmns ko'paytuvchilar usuli bilan yechish mumkin.

(5.14) masalaning elementlaridan umumlashgan (kengaytiril- 
gnn) (m + i) --Lagranj vektori Ä-{Ag,X} (/i0-skalyar, X - { \ , Ä J

Lagranj vektori; 4, - Lagranj ko‘paytuvchilari) yordamida
— m

F= (X , Ä) = A0f(X )+ Z M bi - a W ) (5-16)/=1
umumlashgan Lagranj funksiyasini tuzamiz. Shunday qilib (5.14) 
masala F= (X ,Â ) -  Lagranj funksiyasining oddly ekstremumini 
o‘rganishga keltiriladi.
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4-teoreina (umumlashgan Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasi).
(5.14) masalaning har bir x °  lokal optimal rejasi uchun shunday 
A0 ^0 umumlashgan Lagranj vektori mavjud boiadiki, uning uchun

' (5.17)dX v '
boiadi, ya’ni x°  (5.16) umumlashgan Lagranj funksiyasining A=A° 
boigandagi statsionar nuqtasi bo‘ladi.

X °  nuqtada (5.17) tenglik bajariiadigan A0 *0 vektor x °  
nuqtaga mos umumlashgan Lagranj vektori deb ataladi. x °  nuqtaga 
bir nechta umumlashgan Lagranj vektorlari mos kelishi mumkin.

(5.17) tenglikni -A0 vektor ham qanoatlantiradi. Shu sababli 
A0 >0 deb olinib, Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasiga aniqlik kiritiladi.

Ko‘p hollarda
F = (X ,A )= k x )+ t* ,(b - g t(X )), (^=1) (5.18) 

/=1
klassik Lagranj funksiyasidan foydalaniiadi.

(5.18) Lagranj funksiyasi uchun, umuman olganda, Lagranj 
ko‘paytuvchilari qoidasi o‘rinli emas.

(5.14) masalani tekshirishda (5.18) Lagranj funksiyasidan 
qachon foydalanish mumkinligini aniqlaymiz.

2-ta’rif, Agar x°  optimal rejaga mos umumlashgan A={/^, A} 
Lagranj vektorlari ichida Aq =0 kabilar boimasa, u holda (5.14) 
masala va uning l °  optimal rejasi normal deb ataladi.

3-ta’rif. Agar x °  rejada
dgi(X°) dq,„(X°)

dX dX
vektorlar chiziqli erkli bo‘isa, u holda x°  oddiy reja deb ataladi

(5.19)

4-teorema. Optimal reja x°  normal boiadi faqat va faqat shu 
holdaki, agar u oddiy joiz reja boisa. Agar (5.14) masala normal 
boisa, u holda m<n boiadi.
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Endi asosiy natijani keltiramiz. Bundan keyin (5.14) masalada 
soddalik uchun bf -0 deb qaraymiz.

5-teorema (Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasi). Agar (5.14) 
masalaning x ° optimal rejasida (5.19) vektorlar chiziqli erkli boisa, 
u holda shunday yagona A0 Lagranj vektori topiladiki, {X°,A0} 
juftlikda

8F(X°, 1°) dF(x°,A°) 0 
dX ’ 8A 

tengliklar bajariladi._____________________________________________

Masai an, (5.14) masalada i= l, j  = 2, boisa, (5.18) funksiyaning 
(X °,  A0) statsionar nuqtasini topamiz. So‘ngra

o gxi(X ° )  g J X ° )

A = - g Xi(X ° )  FXiXi(X ° ,A ° )  FXiXi(X ° ,A ° )  

gX2(X ° )  F¥ i( I 0, / )  FXiXi(X °,  A0) 

determinantni tuzamiz. Agar A > 0 X° -  f (X)  funksiyaning shartli 
minimum nuqtasi, agar A<0=>X° - f (X)  funksiyaning shartli 
maksimum nuqtasi.

3-misoI. z = xy funksiyaning x + y  = 6 dagi ekstremumini toping.
Yecfaish: Lagranj funksiyasini tuzamiz 

Z = xy+A,(6-x —y).
Bu funksiyadan x, y  va X larbo‘yichaxususiyhosilalam iolib, ularni 
nolga tenglaymiz. Natijada quyidagi sistemaga ega boiamiz

Zx =6--x~y = 0 
Zx= y-A  = 0 
Zy =x — A = 0

X  + y  = 6 
-A+y = 0. 
—A■+*x — 0

Sistemani yechish natijasida berilgan masalaning optimal 
yechimini aniqlaymiz:

1*=3, x*=3, /=3.
Demak, X* = (/ ,/ ) = (3;3) nuqta z = *.y funksiya uchun statsionar
nuqta boiadi. Topilgan qiymatni Z*=z*= 9 maksimum yoki 
minimumini ayta olishimiz uchun tekshirib ko‘rishimiz keralc. Ushbu
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nuqtani ekstremumga tekshirish uchun ikkinchi tartibii hosilalardan 
tuzilgan A determinantni tuzamiz:

0 i
1 0

d z= -l<0> A <0, M  = - 4  = 0.
dx

Demak, x*=(3;3) nuqtada z funksiya ekstremumga erishmaydi.
4-misoS. z=jcf + xl funksiyaning %  + = 2 dagi ekstremumini 

toping
Yechish: Lagranj funksiyasini tuzamiz 

Z =xf + xl + A(2—jq - 4xj)
Lagranj funksiyasidan quyidagi xl,x2 va A lar bo‘yicha xususiy 
hosilalami olib, ularni nolga tenglaymiz.

Zx= 2 —xl — 4x2 = 0 
Z*, = - A = 0 
ZXi =  2x2 — 4A = 0

x, + 4x2 = 2 
—A + 2-Xj = 0 . 
-4A + 2.v2 = 0

Sistemani yechib quyidagirti topamiz:
. 2

17

Demak, X *  =(jc*,jc2*) =
17 17

17
nuqta

17
funksiya uchun

statsionar nuqta boiadi. Topilgan qiymatai Z*=z*=—  maksimum
yoki minimumini ayta olishimiz uchun tekshirib ko‘rishimiz kerak. 
Ushbu nuqtani ekstremumga tekshirish uchun ikkinchi tartibii 
hosilalardan tuzilgan A determinantni tuzamiz:

2 0
A =

0 2
d2z= 4>0, A>0, M  = - 4  = 2>0.
dx2

Demak, x* =f nuqtada z funksiya minimumga erishadi.

(4) masalada funksiyalar o‘zgaruvchili ikkitadan ko‘p boisa, u 
holda lokal ekstremum mavjudligining zaruriy sharti quyidagi 
tenglamalar sistemasidan iborat boiadi.

d F(X ,s l)
dXj

d F (X .X )
dsi,

- = 0
(5.20)

= &(*)= o
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I lu fiistemadan (X °,A °) statsionar nuqtani topamiz.
Masalaning shartli ekstremumining mavjudligi Lagranj 

liinksiyasining d2F  -  ikkinchi differensialini o‘rganish bilan bogiiq:
;tgar ( X <J,A°) nuqtada ]T 8g№ - ^dxy = 0 (i=l,2,...,m) boiib,

>1. y=i
t1*F(X°, A°)<0 boisa, u ho Ida bu nuqtada /(Ar) funksiya shartli 

maksimumga erishadi; agar (X °,A °) nuqtada V -sii— J-dxt -0
M ÔXj

n
0 = 1,2,...,«) boiib, d2F (X ° ,A ° )> 0 boisa, u holda bu nuqtada

. M
fÇ X )  funksiya shartli maksimumga erishadi.

Shuni alohida ta’kidlash kerakki, (X °,A °)  nuqtada d2F (X ° ,  A°)=d  
boisa, u holda (X °,A °) nuqtani ekstremumga boshqa usul bilan 
qo'shimcha tekshirish kerak boiadi.

5-misol. Lagranj usulidan foydalanib, quyidagi chiziqsiz 
programmalashtirish masalasini yeching

xf + x2 + x\ = 9, 
u-x  ̂-2xj +2x, —»rrrinCmax)

Yechish: Lagranj fvmksiyasini tuzamiz:
F (X , A) = x, - 2x2 + 2x3 + A(x? + x2 + x2 - 9)

F(xli x2, A) = x, +x2 - \ f- (x 2- ï)2].
Bu funksiyadan xususiy hosilalami olib, uîami nolga tenglaymiz

[Fr =1+ 2Ax, = 0 *1 1
F  — ~-2 + 2Âxy = 0 
F = 2+2Ax, = 0Xj 3
xf + Xj + x2 — 9 

Sistemani yechib quyidagini topamiz:
Al =—, xn = —1, x21 =2 . = —2,

Al -- ¿12 ~ 1? %22 ~ 2, X32 — 2.
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Bundan d2Jç \ , 2,-2,ij= l> 0; 2,-~j = -l<0.

Demak, ^-1,2,-2, - nuqta shartli minimum nuqta, иЫп~-9;

1,-2,2, --ij - shartli maksimum nuqta, мпвх =9.

5.3. Qavariq programmalashtirish m asalalari

Qavariq programmalashtirish optimallashtirish masalasming bir 
boMimi boiib, u qavariq fimksiyani qavariq to‘plamda minimal- 
lashtirish (maksimallashtirish) nazariyasini o'rgatadi. Qavariq 
programmalashtirish masalasi

& (x ) = a  (x,,x2,...,x„) < Z>„ (i = l,m)
Xj>0, ( j  = Û \  X  eG czR ”, (5.21)
Z  = f ( X )  = f (x 1,x2,...,xn)-> min 

ko‘rinishda boiib, bunda g¡(X ), f (X ) funksiyalar G с  R” qavariq 
to‘plamda aniqlangan va qavariq funksiyalardir.

(5.21) masalaning yechish usullari bilan tanishishdan oldin 
qavariq funksiyalar haqidagi ayrim tushunchalar bilan tanishamiz.

1-ta’rif. Agar
GczR", X x g G, X 2eG  => X (X )  = XXx + (1 - Â )X2 e G, Л е[0 ,1] 

boisa, u holda G - qavariq to‘ptam boiadi.

2-ta’rif. Agar f ( X )  funksiya G с  R” qavariq to‘plamda 
aniqlangan boiib , ixtiyoriy X, e G, X 2eG  nuqtalar va 0<a<l son 
uchun

• f(a X 2 + a-a)X [)< a f(X 1)+ Q - a )f(X l) (5.22)

f ( a X 2 + (1 -  a )X , ) > a f ( X 2 )+ (1 -  a ) f ( X x ) (5.23)
tengsizliklardan biri o‘rinii boisa, f ( X )  funksiya qavariq funksiya 
deyiladi.

254



3-ta’rif. Agar ixtiyoriy X x eG, X 2e.G nuqtalar va 0<«<1 son 
uchim

f(a X 2 + (l-á )X x)« x f(X 2)+ (\-á )f(X x) (5.24)

f(a X 2+ (\-a)Xx)> a f(X 2)+ (\-a )f(X x) (5.25)
tengsizliklardan biri o'rinli bo‘Isa, u holda G с  R" qavariq to‘plamda 
aniqlangan f ( X )  fimksiya qat’iy qavariq ftmksiya deyiladi.

Agar f ( X )  ftmksiya G qavariq to‘plamda aniqlangan qavariq 
fimksiya boisa, ixtiyoriy chekli sondagi X v X 2, ..., Xn eG  nuqtalar 
uchun quyidagi

/ l ¥ /  H Z  W AV/=i • )  j-1

/=i

(5.26)

/ w=> У >1
Ay>°, ¿A ,= l. 

м
munosabatlardan biri o‘rinli boiadi.

(5.27)

Qavariq fimksiya va to‘plamlar quyidagi xossaíarga ega:
G qavariq to‘plamda aniqlangan g¡(X)= const fimksiyalar 

qavariq boisa, ularning nomanfiy chiziqli kombinatsiyasidan iborat 
boigan

m _
g(X) = ̂ A ,g¡(X), Л>0, (i=l,m)

/=1
fimksiya ham qavariq boiadi.

Ixtiyoriy chekli sondagi qavariq to‘plamlaming kesishmasi ham 
qavariq to‘plam boiadi.

Qavariq f (X ), X eR " fimksiyaning sath to‘plamlari
{A'' : f ( X ) < c }  ({X : f (X ) > c}) bo‘sh yoki qavariq to‘plam boiadi.
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G  qavariq to‘plamda aniqlangan f ( X )  funksiyalar qavariq 
boiishi uchun u o‘z ichiga olgan nomaiumlaming ixtiyoriy biri 
bo‘yicha, qoiganlarining tayin qiymatlarida qavariq boiishligi zarur 
va yetarlidir.

Agar f x(X ), f 2(X ),...,fn(X )  funksiyalar qavariq G  to‘p!amda 
aniqlangan qavariq funksiyalar boisa, f ( X )  = max f , (X )  funksiya hamISi&n
qavariq boiadi.

4-ta’rif. f { X )  qavariq funksiyaning G c  R" to'plamdagi global 
maksimumi (minimumi) deb, har qanday X  e G nuqtada

/ (X °) > / (* ), ( f { X » )< f { X ) )  (5.28) 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi X ° e G nuqtaga aytiladi.________

Agar (5.28) tengsizlik X ° eUs(X °)  nuqta uchun o‘rinli bo‘lsa, x ° 
nuqta f { X )  funksiyaga lokal maksimum (minimum) qiymat beruvchi 
nuqta boiadi. Bu yerda: b\(x °) = {x : \x~x°\<sj.

Qavariq funksiyaning ekstremumiga doir quyidagi teoremalar 
o‘rinlidir.

1-teorema, Agar f ( X )  funksiya G  qavariq to'plamda aniq
langan qat’iy qavariq funksiya boisa, u ozining ixtiyoriy global 
ekstremumiga faqat bitta nuqtada erishadi.

2-teorema. Agar f ( X )  funksiya G  qavariq to'plamda qavariq 
boiib. bu to'plamga tegishli ikkita X v X 2, ... , X n eG nuqtalarda ham 
global ekstremumga erishsa, shu nuqtalaming qavariq kombinat- 
siyasidan iborat boigan ixtiyoriy nuqtada ham global ekstremumga 
erishadi.

3-teorema. Agar f ( X )  funksiya G  qavariq to'plamda aniq
langan qavariq va differensiallanuvchi funksiya boiib , ixtiyoriy 
x ° e G nuqtada V / (X °) = 0 boisa, u holda f ( X )  funksiya X °  nuqtada 
global ekstremumga erishadi._______  ...___________________
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(5.21) masala uchun Lagranj funksiyasini tuzamiz.
m

F(xl,X2j";X n> Al, 2̂,...,Am) = f  (bl — gj(xi,x2,...,xn}) (5.29)
/-i

Agar (X o,A0) nuqta (5.21) masala uchun tuzilgan F(X,A ) 
funksiyaning egar nuqtasi bo isa, u holda X  eUe(X °)  va AeUs(A°) 
(A > 0).

(U s(A°)={A:\á - A°\<s} -  A0 nuqtaning ixtiyoriy kichik <5>o 
airofi) uchun

F(X °,A ) < F (X °,A °) < F (X ,A °) (5.30)
munosabat o‘rinli boiadi.

g,(X) = gl(xl,x2,...,xa)  > b„ (i = 1 ,m)
Xj > 0, (j= hri), X e G cz F , (5.31)
Z ~ f  (X ) = /(x,,x2,..,x„) -» max.

masala qaraymiz.
Agar (X o,A0) nuqta (5.31) masala uchun tuzilgan F(X ,A ) 

Lagranj funks iyasining egar nuqtasi bo isa, u holda X s U £{X 'r) va 
AeUs(A °), (A > 0) uchun

F(X ,A °)< F(X °,A a)< F(X °,A ) (5.32)
munosabat o‘rinli boiadi.

4'•teorema. Agar (X o,A0), X e G , I a>0 Lagranj funksiyasining 
egar nuqtasi boisa, u holda X o (5.21) masalaning optimal rejasi 
boiadi va (bt- g ¡(X ))^  = 0 shart bajariladi.

Bu teoremada G to‘plam va f (X ) ,  g ,(X ) funksiyalar qavariq 
boiishi shart emas.

(5.21) masalaga ham yuqoridagidek teorema isbotlash mumkin. 
Demak, (5.21) va (5.31) masalalaming optimal rejasini topish uchun 
Lagranj funksiyaning egar nuqtasini topish yetarli ekan.

f {X )  va g,(X) funksiyalar differensiaJlanuvcM boigan hoi 
uchun Lagranj funksiyasining egar nuqtasi haqidagi mavjudlik 
teoremalariga ekvivalent teoremalar dastlab G.V.Kun va A. V.Takker 
tomonidan olingan.
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f (X ) va g ,(X ) funksiyalar differensiallanuvchi boisa, u holda 
Lagranj funksiyasi egar nuqtasi mavjudligining zaruriy va yetarlilik 
shartlari (5.21) masala uchun quyidagicha ifodaianadi:

(5.33)

o, Xj > 0, (5.34)

dXj
,5F(X0,A°)

<0, (5.35)

1 dXj
dF(X °,Ä °)

Щ

= ^>0. (5.36)

(5.31) masala uchun esa bu shartlar quyidagi ko‘rinishga ega boiadi:
(5.37)

хо / п ^ 1 =0> x°>0, (5.38)

дР(Х°,Л ° ) .
дЯ, ->0, (5.39)

^ l o ,  Л о ^ 0  ( 5 4 0 )

dA,
(5.33)-(5.36) va (5.37)-(5.40) munosabatlar Lagranj funksiyasi egar 
nuqtasi mavjudligi haqidagi Kun-Takker shartlari deb ataladi.

5-teorema. F(X ,À ) funksiya egar nuqtaga ega boiishi uchun
(5.21) masala uchun (5.33)-(5.36) shartlarning, (5.31) masala uchun
(5.37)-(5.40) shartlaming bajarilishi zarur va yetarlidir._____________

(5.31) masalani ko‘ramiz. Agar kamidabitta X e G  nuqtada g¡(X)<b¡ 
tengsizlik (Sleyter sharti) bajarilsa, Kun-Takkeming quyidagi 
teoremasi o‘rinlidir.

Kun-Takker teoremasi. X o nuqta (5.31) masalaning optimal 
yechimi boiishi uchun bu nuqtada (5.37)-(5.40) munosabatlaming 
bajarilishi zarur va yetarlidir. __________ _____________
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(5.21) tnasala uchun ham bu kabi teorema o 'rin li boiadi. Faqat 
bu yerda Sleyter sharti g,(X)<bt ko'rmishida boiadi.

1-misol. Grafik usul bilan quyidagi
2x, +x2ä2 
2x, + x2 < 8 

xl +x2<6 
Xj > 0, x2 2:0 

Z  = f(x l, x2) = -xf -x\ ->max. 
masalani yeching va Kun-Takker shartlarining bajarilishini 
tekshiring.

Yechish: Masalani grafik usulda yechib, uning optimal yechimi 
X ° (0,8; 0,4) ekanligini ko‘rish mumkin. Bunda f ( X ° )  = -0,8.

Berilgan masala uchun Lagranj ftxnksiyasini tuzamiz
F (X ,  A) = ~xf - x2 + Aj(2xj +x2 -2) + A2(8-2xl - x 2)  +  A3(6-xi —x2) .
X °  nuqtada masalaning 2-3-chegaraviy shartlari qat’iy 

tengsizlikka aylanadi. Demak, masala uchun Sleyter sharti bajariladi.
(5.33)-(5.36) shartlarni tekshiramiz.

Lagranj funksiyasidan xususiy hosilalar olarniz va Lagranj 
shartlarining bajarilishini tekshiramiz

-^• = -2x1 +2\-2A1-Ai, -  = -2x1+Ai -A2-A3,
dxx ' dx2

— ■=2^+*¿-2, —  = 8-2xcrx!, — : dA, 1 2 DA, 1 2 dA}

® '1 X . > Ä 1  = 2-0,8 + 0,4-2 = 0, dF(<X ,Ä   ̂=8-2-0,8-0,4 = 6>0, 
d\ dA, ■

dF(X ,A ) =6_ 08_ 0)4_4jg>0
SA,

Demak, /1, =0, ^  =0,
3A1 dA3 /

boiganligi sababli A ^0 boiishi mumkin. x]~F~ X .-=o tenglikdadxj
x°j>0.

Demak, -* = 0, <j = i, 2) boiadi, ya’ni

Ö/i, =o
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f-2 • 0,8 + 2Al + 2/1, - 2A, = 0 
| —2 • 0,4 + 4- /ij — — 0 

Bundan /i,=0,8. Demak, (X°,A °)= (0,8; 0,4; 0,8; 0; 0) egar nuqta boiadi.
Endi Kun-Takker teoremasidan foydalanib qavariq program- 

malashtirish masalasining optimal yechimini topish jarayoni bilan 
tanishamiz. Buning uchun quyidagi masalaga murojaat qilamiz:

+ 2 x 2 <, 8 
2 x, -x2<lZ ,
Xy > 0, x2>0 

Z - f  (x,, x2) = 2xy+ 4x2 -  xf -  2x1 max- 
Bu masaladagi maqsad funksiya chiziqli f l =2xl +4x2 va 

f2 = -x\-Tx\ kvadratik funksiyalarning yigindisidan iborat. Bunda 
f 2 = -xf- 2x\ funksiya manfiy aniqlangan kvadratik formadan iborat 
boigani uchun botiq funksiya boiadi. Chiziqli f l ~2x[+4x1 
funksiyani ham botiq fimksiya deb qarash mumkin. Shunday qilib, 
berilgan masala chegaraviy shartlari chiziqli tengsizliklardan, 
maqsad funksiyasi esa botiq funksiyadan iborat boigan qavariq 
programmalashtirish masalasidan iborat. Ushbu masalaga Kun- 
Takker teoremasini qoilash mumkin.

Lagranj funksiyasini tuzamiz:
F(xv x2, A,, Ai) = 2x1+4x2-x*~2xl +Ai(8-x1-2x2) + A2(l2-2xi +x2). 

Lag;ranj funksiyasining egar nuqtasi mavjudligini ifodaiovclii 
Kun-Takker shartlarini yozamiz:

dF 
dxt 
dF_ 
dx2 
9F 
dAl ' 
dF  
8A2 '

= 2-2xl -Ai ~2A2<0

= 4 — 4x2 ~2A[ -A2<0

- 2x2 > 0

•■12-2xl + x2>0

(I)
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dF „
x! ~~ = xi(2-2xl -Ä l -2Äz) = 0

dF
- *2 (4 - 4л, - 2 Л, - ̂  ) = 0

dF
X ¡- j-  = M s - xi - 2x 2) - 0  

QF
A gj* - AO-2 “  2x¡+x2)=o

(II)

jq>0, x2>0, Д >0, ^>0, (H I)
(I) sistemaga v„v2, w„ w2 nomanfiy qo‘shimcha o‘zgaruvchilar kiritib, 
uni tenglamalar sistemasiga aylairtiramiz:

2x, + A¡ + 2/ij — у, = 2 
4x2 + 2Aj + /¡2 — v2 = 4 
*1 + 2 x 2 + w ¡ = 8  

2x, —x2 +w2 =12 
. x, >0, X , >0, Д>0, 4>0, 

v,>0, V ,>0, и; >0, w2 > 0.

(IV )

(V )

Ushbu sistemani quyidagicha yozib olamiz:
vi —(2~2х1~А1~2Л2) 
v1~ (4 ~ 4 x2-2 ä1~ ä2)
w , =  ( 8 - x , ~ 2 x 2)  

w2-(12-2x1+x2)
Ushbu tengliklami va (IÍ) sistemani nazarga oiib quyidagini hosil 
qilamiz:

XiV,=0, x,v2 = 0, ^Wj-0, ^w2=0. (V I)
Endi (IV ) sistemaning (V I) shartlami qanoatlantiruvchi bazis 

yechimini topamiz. Bu yechim ifodalovchi nuqta Lagiranj funksi- 
yasining egar nuqtasi va beriigan xnasalaning optimal yechimini 
beradi.

(IV ) sistemani sun’iy bazis usulidan foydalanib yechamiz. U 
hoida
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2x, + Ay + 2Â  — Vj ~f" z2 “  2 

4x2 + 2Aj + /ij - v2 + z2 = 4 
x, +2x2 + w, -8 
2x,-x2+w2 =12 

jq>0, Xj>0, ^,S;0, A1> 0, 
vj>0, v2 >(), w, > 0, w2 > 0, Zy> 0, z2 > 0. 

. Z=Mr,+M2-»min.

pb Cb 0̂
0 0 0 0 0 0 M M 0 0
Px 4 A, A2 r, V2 Zt Z2 wx w2

2, M 2 2 0 1 2 -1 0 1 0 0 0
¿2 M 4 0 11 2 -1 0 -1 0 1 0 0
W, 0 8 1 2 0 0 0 0 0 0 1 0
W2 0 12 2 -1 0 0 0 0 0 0 0 1

6M 2M am " 3 M M -M -M 0 0 0 0
2. M HI 2 0 1 2 -1 0 1 0 0 0
Pi 0 I 0 1 1/2 tI/4 0 -1/4 0 1/4 0 0
wx 0 6 1 0 -1 1/2 0 1/2 0 -1/2 1 0
W2 0 13 2 0 !/2 -1/4 0 -1/4 0 1/4 0 1

A; 2 M* 2M 0 M 2M -M 0 0 -M 0 0
Px 0 1 1 0 1/2 1 -1/2 0 1/2 0 0 0
Pi 0 1 0 1 1/2 -1/4 0 -1/4 0 1/4 0 0
Wx 0 5 0 0 -3/2 -1/2 1/2 1/2 -1/2 -1/2 1 0
W2 0 11 0 0 -1/2 -9/4 1 -1/4 -1 1/4 0 1

A; 0 0 0 0 0 0 0 -M -M 0 0

Bujadvaldan otimal yechimni topamiz:
jcf = 1, 4  = 1, ^°= 0, A  = 0, 

v,° =0, v2 =0, w,° = 5, w“ = ll.
Bu yechim (IV ) sistemaning (V I) shartlarni qanoatiantiruvchi bazis 
yechimi boiadi. Demak, (X °,A °) = (1;1;0;0) Lagranj fimksiyasining 
egar nuqtasi boiadi. X °  = (1; I) berilgan masalaning optimal yechimi 
boiib, unda f ( X a)= 3 boiadi.
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Kun-Takkeming yetarlilik teoremalari. Yuqorida biz Kun- 
Takker shartlari bilan tanishdik va tengsizliklar bilan beriîgan 
masalalarni optimallashtirishda zaruruiy shartiami ko‘rib o‘tdik. 
Ba’zi bir holatlarda Kun-Takker shartlari uchun yetarlilik shartlarini 
o‘zi ham yetarli hisoblanandi. _______________________________

Klassik optimallashtirish masalalarida maksimum va minimum 
uchun yetarlilik sharti asosan ikkinchi tartibli hosilalar orqali 
aniqlanandi. Bu yerda esa, chiziqsiz programmalashtirishda, qavariq 
va botiq flsnksiyalar uchun yetarlilik shartlari ham to‘g‘ridan-to‘g‘ri 
olinishi mumkin. Masalani maksimallashtirish uchun, Kun va Takker 
quyidagicha yetarlilik teoremasini taklif qilishgan:

Teorema. Quyida berilgan chiziqsiz programmalashtirish 
masalasini qaraymiz:

g‘(x)<r„ ( i=1,2,...,ni)
jc>0  

7Ç-— /(x)-»min.

Yuqoridagi masala uchun quyidagi sharilar bajarilsa:
a) f(x ) funksiya differensiallanuvchi va botiq boisa;
b) s'(x) funksiya differensiallanuvchi va qavariq boisa;
c) x nuqta Kun-Takkerning maksimumlik shartlarini 

qanoatlantiradi; u holda x nuqtada n = f(x ) funksiya maksimum 
nuqtaga erishadi.

Demak, yuqoridagi teoremaning (a), (b), (c) shartlari bajarilsa 
x* nuqta masalaning optimal yechimi hisoblanadi.

Boshqa tomondan qaraganda, (a) va (b) shartlar bilan va Kun- 
Takker shartlari masalani maksimallashtiradi. Agar nazarda tutilgan 
tengsizlik va (a), (b) shartlar hisobga olinsa, u holda Kun-Takker 
shartlari funksiyani maksimallashtirish uchun zaruriy va yetarli shart 
hisoblanadi.Yuqorida ko‘rilgan teorema qavariq programmalshtirish 
deyiladi. Yetarlilik sharti faqat maksimallashtirish uchun kerak 
boiadi.
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Qisman botiq programmaíashtirish masalasi uchun Arrow- 
Enthovenning yetarlilik nazariyasi:

Kun-Takkerning yetarlilik nazariyasiga yuzlanadigan boisak, 
ayrim qavariq-botiq holatlarga duch keiamiz. Bular esa bir qancha 
murakkab shartlarni keltirib chiqaradi. Arrow-Enthoven yetarlilik 
nazariyasi deb nomlangan boshqa nazariyada esa bu holatlar maqsad 
va chekli ñinksiyalarda qisman qavariqlik va qisman botiqlik 
shartlarining o‘zi qanoatlantiradi. Shartlar orqali ular osonlashtirilishi 
bilan bir qatorda. yetarlilik holatlarini o‘rganish imkoniyatlari 
kengayadi.

Arrow-Enthoven ishining asi kelib chiqishi f '(x ) va g'(x) 
funksiyalari maksimallashtirish masalasi va nomanfiy (>) shaklidagi 
cheklovlar bilan bir vaqtda qisman botiq bo‘lishi kerak. Bu esa 
qisman botiq programmaíashtirish masalalarini keltirib chiqaradi. Bu 
muhokama jarayonida nomusbat (<) tengsizligidan maksimal
lashtirish masalasining chekloviari va (>) tengsizligidan 
minimallashtirish masalasida foydalanamiz.

Berilgan chiziqsiz programmaíashtirish masalasini qaraymiz

g‘(x)<,r¡} = 

jc>0;

7V= f 'íx )  max.
x>0; J  x ’

Yuqoridagi masala quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:
a) /(jc) maqsad funksiyasi differensiallanuvchi va nomanfíy so- 

hada qisman botiq;
b) s '(x) funksiya differensiallanuvchi va nomanfiy sobada qis

man qavariqdir;
d) x nuqta Kun-Takkerning maksimumlik shartlarini qanoat

lantiradi;
e) Quyidagilaming ixtiyoriy bittasi qanoatlantiriladi:
(d i) kamida bitta Xj o‘zgaruvchi uchun /)(*)<0 boisa;
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(ch) musbat qiymatga erishadigan x, o‘zgaruvchi uchun

(d3) f j  (V ) ning barcha «-tartibli hosilalari noldan farqli va f(x ) 

funksiya x nuqtada ikki marta differensiallanuvchi [ya’ni f (x )  ning 
x da barcha ikkinchi tartibli hosilalari mavjud];

(d4) f {x ) funksiya botiq.
Demak, x nuqta n - f (x )  funksiyaning maksimum nuqtasi 

boiadi.
Bu nazariyaning isboti juda uzun boiganligi sababli, uni shu 

yerda to‘xtatamiz. Biroq shunga e’tibor qaratish kerakki, Arrow va 
Enthoven o‘zlarining qisman botiqlik qisman qavariqlik nazariyasida 
botiqlik qavariqlik holatlarini kamaytirishga erishgan vaqtda, ular 
yangi (d) shartni kiritishni muhim deb topishdi. Shunga qaramasdan, 
(d) shartda berilgan to‘rtta holatdan faqat bittasi to iiq  yetarlilik 
shartlarini shakllantirishi kerak. Shuning uchun natijada yuqoridagi 
nazariya maksimum uchun to itta turli yetarlilik shartlari guruhidan 
tashkil topgan. Botiq f ' ( x )  funksiya bilan (d4) shart bajarilganda, 
Arrow-Enthoven yetarlilik nazariyasi Kun-Takker yetarlilik 
nazariyasi bilan bir xil boiib qoladi. Lekin bu to‘g‘ri emas. Shu bilan 
birgalikda, Arrow va Enthoven g'(x) chekli funksiyani qisman 
qavariq bc?‘lishini (alab qiladi, uning yetarlilik shartlari shunda ham 
kamroq boiadi. Demak, nazariya (a) dan (d) gacha boigan barcha 
yetarlilik shartlarini qamrab oladi. Lekin buni boshqacharoq tarzda 
izohlash ham mumkin, ya'ni (a), (b) va (d) shartlar bajarilsa, u holda 
Kun-Takker shartlari maksimum uchun yetarli shartlar boiadi. 
Bundan laslujari, agar cheklanganlikxususiyatiqanoatlantirilsa, unda 
Kun-Takker shartlari maksimum uchun zarariy va yetarli boiadi. 
Kun- Takker nazariyasiga o‘xshab, Arrow-Enthoven nazariyasi mini- 
mallashlirish shakliga osonlik bilan oikazilishi mumkin. Opti- 
mallashlirish yo'nalishini saqlab qolish uchun zarur boiadigan aniq 
oV.garishlar bilan birgalikda, (a) va (b) holatlarida qisman botiq va 
qisman qavariq so‘zlarini almashtirishimiz kerak, Kun-Takker mak- 
siimini holatlarini minimum holatlariga almashtirish, (4 ) va ( du) dagi 
tengsizliklami saqlab qolishimiz va (d+) da botiq so‘zini qavariqqa 
o'/gartirishimiz kerak boiadi.

f j { x ) < 0;
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Nazorat savoîlari

1. Chiziqsiz programmalashtirish masalasining umumiy qo‘- 
yilishi qanday?

2. Chiziqsiz programmalashtirish masalasining qanday turlari 
mavjud?

3. M ahalîiy va global optimal reja nima?
4. Chiziqsiz programmalashtirish masalasi geometirik nuqtayi 

nazardan qanday talqin qilinadi?
5. Chiziqsiz programmalashtirish masalasi grafik usulda qan

day yechiladi?
6. “ Slhartsiz optimallashtirish masalasi”  deganda qanday ma- 

salani tushunasiz?
7. Shartsiz optimallashtirish masalasining umumiy qo‘yilishi 

qanday?
8. Chiziqsiz programmalashtirish masalasining geometrik 

talqinidan foydalanib, masalaning optimal yechimlari haqida nima 
deyish mumkin?

9. Chiziqsiz programmalashtirish masalasini grafik usulda 
optimal yechimini topish algoritmi qanday?

10. Statsionar nuqta nima?
11. Gesse matrisasi va uni ekstremal nuqtani aniqlashdagi roli 

qanday?
12. Gesse matrisasi bosh minorining aniqlangan qiymati orqali 

funksiya haqida qanday xulosa chiqarish mumkin?
13. Cheklamaiari tenglama ko'rinishda bo‘lgan chiziqsiz 

programmalashtirish masalasini yechish uchun Lagranjning aniqmas 
ko‘paytuvchilar usuli qanday?

14. Lagranj funksiyasi qanday tuziladi?
in

15. F(X,A)= A0f(x)+ ^Ä i(bi -gi(x)) -  Lagranj funksiyasidagi 4 -/=1
Lagranj ko‘paytuvchisming iqtisodiy ma’nosi nimadan iborat?

16. funksiya ekstremumini aniqlashning zaruriy 
sharti nimadan iborat?

17. Qavariq funksiyani (pastga va. yuqoriga qavariq funksi- 
yalarni) ta’riflang.

18. Qat’iy pastga (yuqoriga) qavariq funksiyani ta’riflang.
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I •>. Qavariq funksiya qanday xossalarga ega?
'il “Qavariq funksiyaning mahalliy va global maksimumi 

i mmiiiHimi)”  deganda nimani tushunasiz?
.'I. Qavariq funksiya qachon yagona global minimumga 

(miik .iinumga) erishadi?
Qavariq programmalashtirish masalasi uchiin Lagranj 

limksiyasi qanday ko£rinishga ega boiadi?
ЛЗ. Lagranj fimksiyasining egar nuqtasi nima va u qanday 

niiit|lii.nadi?
M Lagranj funksiyasi egar nuqtasining mavjud ekanligining 

iiui iy va yetarlik shartlari.
,’Л. Kun-Takkerteoremasini ta’riflang.
.',6. S ley ter sharti nimadan iborat?

Mustaqil yechish uchun misoilar

Grafik usulidan foydalanib, quyidagi chiziqsiz programma- 
lashtirish masaialarini yeching:

A', -4- 2 ^ 2  — 2  

*1 + X2 á 6
2jC| i Xj á 11 
JC, :• 0, x2 it 0.

’ ( » i  ' / ) '  i 4(,*2 3) ' ’ - > m in (m a x )

2.

V, i X )  •- 7
2x{ -x2ZH 
xt l> 0 , *2  £ 0 .

Z  = 4(x, - 2) 2 + 2(x2 - 2) -> min(max)

3.

X\ + 2x2 S 8 

ЗЯ| +x2 ¿15 
xt + Х2 2:11 

xl > 0 , x2 > 0.

Z  = (xj - 6 )2 + (x2 - 2Ÿ  —> min(max)
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Quyidagi funksiyalarning qavariq yoki qavariq emasligini 
ko‘rsating.

4. f (x l,x2) =  2x  ̂+ x2 ~x1x2 +5jc, - 6 x 2  +8;
5. 5 ) —X] " f * -hX2I
6. / (x ^ )=x%+x^-4xl +Sx2.
Quyidagi masalalarda Kun-Takker shartlaridan foydalanib, 

berilgan nuqta qavariq programmalashtirish masalasining yechimi 
ekanligini aniqiang.

x l +  2 x 2 <  8

3x, +x-> <15
Xj+X2 > 1

xx>Q,x2>Q

Z  = (x1 -  6 )2 + (x2 - 2) 2 -> max 
2x} + 3x2 < 24 
x1+2x2 <15 
3jcj + 2x2 > 24 
x2 <4
xj ^0,x2 >0

Z  = x2 + 6x1 ~ 6-̂ 1 + 6 -> max

8 .

9.

—2^1 + x2 < 0
- 2x2 < 0

JCj + x2 > 1 
xx 2:0 ,X j 2 :0

Z  = xl + 4x% -» min

Tayansh so‘z va iboralar 
Chiziqsiz programmalashtirish, mahalliy optimal reja, global 

optimal reja, qavariq programmalashtirish, kvadratik programma
lashtirish, gipersirtlar oilasi, gipersirtlar sathi, statsionar nuqta, Gesse 
matrisasi, Lagranj funksiyasi, shartsiz optimallashtirish masalasi, 
egar nuqta, qavariq funksiya, qat’iy qavariq funksiya, qavariq 
funksiyaning mahalliy va global maksimumi, Lagranj funksiyasining 
egar nuqtasi, Kun-Takker shartlari, Kun-Takker teoremasi.
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VI lu Ht. 1)1 NAMTK PR O G R A M M A LA SH T IR ISH  
M A SA LA LA R I

(». I . Dinamik programmalashtirish eîem enilari

I »uniniik optimallashtirish masalast. Shu paytgacha o‘rga- 
m111mii i . 1111111 i va chiziqsiz programmalashtirish masalalarida iqtiso- 
.Ily j111iiyi>11 vaqtga bogiiqmas deb qaraldi, shuning uchun masala- 
Minr <<|>i1111.11 yechimi rejalashtirishning faqat bir bosqichi uchun
i. >|m1111 l tmiîlay inasalalar bir bosqichli m asalalar deb ataladi.

Dinamik programmalashtirish masalalarida iqtisodiy jarayon 
vin|l|’,a bog'liq deb qaraladi hamda butun jarayonning optimal
11 \ > > 11.111 i -.h i ni ta’minlovchi bir qator (ketma-ket, har bir davr uchun)
i >1 il iinul yechimlar topiladi. Dinamik programmalashtirish masalalari 
k<> '/> bosqichli yoki ko ‘p  qadamli m asalalar deb ataladi.

Dinamik programmalashtirish — vaqtga bogiiq va ko‘p bos- 
qichli boshqariluvchi iqtisodiy jarayonlami optimal rejalashtirish 
usullarini o‘rganuvchi bo‘limidir.

Agar i()(isodiy jarayonning rivojlanishiga ta’sir ko^satish mum-
l m l>< > Imi, bmulay jarayon boshqariluvchi deb ataladi. Jarayonga 
in n i il'.li m htm qnbul qilinuvchi qarorlar (yechimlar) to‘plamiga 

,.\h ilrli .11;11;t<h Iqlisodiy jarayonlarni boshqarish bir bos-
■ lu lnl.ifi voMialnriii l.i<l'.iiiil.i ili. niablag‘larajratish, direktiv hujjatlar
• pii>ul i|ili ;li kuMIai bilan ilbdalanishi mumkin.

Ma:.alan, ixliyoriy korxonada ishlab chiqarish - boshqariluvchi 
jjtrnyondir, chunki u ishlab chiqarish vositalarining tarkibi, xom- 
ashyo ta’minoti, moliyaviy mablag'lar miqdori va hokazo bilan 
oniqlanadi. Rejalashtirish davridagi har bir yil boshida xomashyo 
bilan la’minlash, ishlab chiqarish jihozlarini almashtirish, qo‘shim- 
cha mablagiar miqdori haqida qarorlar qabul qilinadi. Bu qarorlar 
to'plami jarayonni boshqarishdir. B ir qarashda, eng ko‘p miqdorda 
niahsulot ishlab chiqarish uchun korxonaga mumkin bo‘lgan 
vositalarning hammasini berish va ishlab chiqarish jihozlaridan 
(stanoklardan, texnikadan va hokazolardan) to ia  foydalanish
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zarurdek tuyuladi. Lekin, bu jihozlami tezda eskirishiga (ishdan 
chiqiishga) va kelgusida mahsulot ishlab chiqarish hajmining 
kamayishiga olib kelishi mumkin. Demak, korxonaning faoliyatida 
noma’qul oqibatlardan holi bo‘lgan holda eskirgan jihozlami 
almashtirish yoki o‘mini to‘ldirish choralari belgilanishi lozim 
bo‘ladi. Bu esa dastlabki bosqichda mahsulot ishlab chiqarish hajmi 
kamaysa ham, keyingi bosqichlarda korxonaning butun ishlab 
chiqarish faoliyatini kuchayishiga olib kelishi mumkin.

Shunday qilib, yuqoridagi iqtisodiy jarayon, har bir qadamda 
uning rivojlanishiga ta’sir etuvchi, bir qancha bosqichiardan iborat 
deb qaralishi mumkin. Ko‘p bosqichli iqtisodiy jarayonlami 
rejalashtirish uchun, har bir oraliq bosqichda alohida qaror qabul 
qilishda, butun jarayonning tub maqsadi ko‘zlanadi. Butun 
jarayonning yechimi o‘zaro bog‘langan yechimlar ketma-ketligidan 
iborat bo‘ladi. 0 ‘zaro bog‘langan bunday yechimlar ketma-ketligi 
strategiya deb ataladi. Oldindan tanlangan mezonga ko£ra eng yaxshi 
natijani ta’minlovchi strategiya optimal strategiya deb ataladi. 
Boshqacha aytganda, optimal strategiya ko‘p bosqichli iqtisodiy 
jarayonning optimal rivojlanishini ta’minlovchi strategiyadir.

Dinamik programmalashtirish ko‘p bosqichli tuzilishga ega 
bo‘lgan yoki bunday tuzilishga keltiriladigan masalalaming optimal 
yechimini topish uchun ishlatiladigan matematik vositadir. Dinamik 
programmalashtirish masalasiga o'tishdan oldin bu masala bilan 
uzviy bogiiq bo‘lgan dinamik optimallashtirish masalasi bilan 
tanishib chiqamiz:

Iqtisodiy jarayon t0 <t<ty vaqt oralig‘ida ro‘y bersin. U holda bu 
jarayon harakatini ifodalovchi tizimni x(t) - (x^t), x2(t),...,xl!(t))T ustun 
vektor yordamidayozib olamiz. M a’lumki, bu vektorlar E "  fazo nuq- 
talaridir. U  holda xt(t), i-=\,n funksiyalarni uzluksiz deb faraz qilib,

vektomi hosil qilamiz va bu vektorlaming geometrik o‘rni =x(t0) 
nuqta va x, =x(i,) nuqta oralig‘idagi niqtalar to‘plami hosil qilgan 
trayektoriyadan iborat boiadi. U  holda bu tizimni boshqarish vektori 
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
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ii(l) — I ;<"(/) 6 E‘ \t0 < t < t ,j ,  u(t) =  (ux(t), u2(t),...,ur(t))J .

Bu vektorlarning geometrik o‘mmi boshqarish trayektoriyasi 
.1.1) ntaladi. Boshqarish vektori odatda qandaydir Q-kompakt sohada 
niiiqlangan bo‘ladi:

f/-barcha mumkin bo'Igan boshqarish trayektoriyalar to‘plami 
bo'lsin. U  holda {u (()}e U а П a E r. {2{t)} trayektoriya harakat 
Icnglamasini ifodalaydi va boshqarish trayektoriyasi bilan 
quyidagicha bog‘langan bo‘ladi:

Agar (6.1) differensial tenglamalar t vaqtga bog‘liq boimasa, u 
holda ular avtonom tenglamalar deb ataladi. Chiziqli avtonom 
tenglamalar quyidagi ko'rinishda boiadi:

Bu yerda A-nxn  oHchamli, B - n x r  o‘lchamli matritsa. (6.2) 
tenglama XQ=x(t0) boshlang‘ich shart bilan yechiladi. x - harakat 
vektori, ii-  boshqarish vektori va t-vaqt orasidagi bog‘lanishni 
ko'satuvchi funksionalni l(x,û,t) bilan, x¡ va orasidagi bog'lanish 
ko‘rsatuvchi funksionalni F fâ ,Q  bilan belgilaymiz. Bu yerda

/(x,ú,0-l(x¡(0>---,x„(í);ul(t),...,ur(t);t), F(xi,t1)= F(xl(tl),...,x„(ti);t) ■

Dinamik optimallashtirish masalasi umumiy holda quyidagicha 
yoziladi:

Ü(f) E Û C  E r.

=f(x l(t),...,xn(t);ul(t),...,uXt);t) . (6.1)
dt dt

(6.2)dt
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I i
max \ j=  j  I  (5, ü, t)dt + F(x ,, t, ) k

* (6.3)
dx \—  = f(x,u,t), x(t0) = x0, t = i, => (* ,i) € r , {¿/(i)} s  i/

Bu masalani geometrik nuqtayi nazardan quyidagicha tasvirlash 
mumkin:

Bellman funksional tenglamalari. Dinamik optimallashtirish- 
ning tat'oiqlaridan bin bo‘lgan dinamik programmalashtirish masalasi 
(6.3) bilan atroflicha tanishamiz:

Faraz qilamiz, x*(t), t0<t<tx optimal trayektoriya boiib, u ikki 
qismdan iborat bo‘lsin. U  holda trayektoriyaning 1-qismi t0< t<r 
oralîqda x(t0)  boshlang£ich shart bilan, 2-qismi esa v<t<tx oraliqda 
x(r) boshlang1 ich shart bilan aniqlanadi.

Faraz qilamiz, J ‘ (x,t) funksiya (6.3) masalaning yechimi 
bo'lsin. U  holda J*(x ,t) ni (x,t) nuqtadagi optimal qiymat deb qarash 
mumkin. Xuddi shunday (x + Ax, t + At) nuqtadagi optimal qiymat 
J * ( x + M ,  t+At) ifoda bilan aniqlanadi. U  holda [t, t + Af] oraliqdagi 
qiymat quyidagi rekurent formula bilan aniqlanadi:

J*(x, t) = max { I(x, ü,t)At + J*{x  + Ax, t + A /)}. (6.4){»(')} *■ 1
J*(x+ M ,t+ A t) funksiyani (x,t) nuqta atrofida Teylor qatoriga
yoyamiz:
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(6.4) va (6.5) dan foydaîansak

11 holda üm— -ДхДг)  tenglikni hisobgaolib quyidagi Bellman 
tenglamasini hosil qilamiz:

Ko‘p bosqichli iqtisodiy masalalarni yechish uchun ularni 
yagona matematik modelini yoki bo‘!masa, har bir bosqichga mos 
keluvchi statik modellar sistemasini tuzib, so‘ngra uni dinamik 
programmalashtirish usullari bilan yechish mumkin. Shu sababli, 
ko‘p bosqichli jarayon sifatida ifodalanuvchi matematik program
malashtirish masalalarini yechish ham dinamik programmalashtirish 
predmetini tashkil etadi.

Ko‘p bosqichli jarayon vaqtga bogiiq ravishda rivojlanuvchi va 
o‘z taraqqiyotida bir necha bosqichlarga bo‘linuvchi jarayondir.

Dinamik programmalashtirish quyidagi xususiyatlarga ega:
1) dinamik programmalashtirish ko‘p bosqichli jarayonning 

birdan-bir yagona yechimini emas, balki har bir bosqichga mos 
keluvchi va tub manfaatni ko‘zlovchi yechimlar ketma-ketligini 
topishga yordam beradi;

2) dinamik programmalashtirish yordami bilan yechilayotgan 
ko‘p bosqichli masalaning ma’lum bir bosqichi uchun topilgan 
yechimi undan oldingi bosqichiarda topilgan yechimga bog'liq 
boMmaydi. Unda faqat shu bosqichni ifodalovchi faktlar nazarga

3) dinamik programmalashtirish yordami bilan ko‘p bosqichli 
masalani yechish jarayonining har bir bosqichida tub maqsadni 
ko‘zlovchi yechimni aniqlash kerak, ya’ni yechimlar orasida provard

(6.6)

olinndi;



maqsadga erishishga maksimal hissa qo‘shuvchi yechimni topish 
kerak.

Demak, ma' lum bir bosqichda topiigan optimal reja faqat shu 
qadam nuqtayi nazaridan emas, balki butunjarayonning tub (provard) 
maqsadi nuqtayi nazaridan optimal reja bo‘lishi kerak. Bunday 
prinsip “dinamik programmalashtirishning optim allik prinsipi” deb 
ataladi.

Optimallik prinsipiga amal qilish har qadamda qabul qilingan 
yechimni kelgusida qanday oqibatlarga olib kelishini nazarga olib 
borish demakdir. Bundan tashqari, optimallik prinsipini yana 
quyidagicha talqin qilish mumkin.

Har bir bosqichdan avval sistemaning holati qanday boiishidan 
qat’i nazar shu bosqichdagi optimal vutuq bilan undan keyingi 
bosqichlardagi optimal yutuqlaming yig‘indisini maksimallash- 
tiruvchi boshqarishni tanlash kerak.

Demak, boshqarishning optimal strategiyasini topish uchun eng 
avval ra-qadamdagi optimal strategiyani topish kerak, keyin n va 
(n-l) -qadamlardagi optimal strategiyani va hokazo, barcha 
qadamlardagi optimal strategiyani topish kerak.

Bu prinsipga asosan dinamik programmalashtirish masalasini 
oxirgi «-qadamdagi optimal strategiyani topishdan boshlash kerak. 
Buning uchun undan oldingi qadamdagi yechim haqida ayrim 
taxminlar qilinadi va bu asosda W  mezonni maksimallashtiruvchi 77„9 
boshqarish tanlanadi. Bunday boshqarish shartli boshqarish deb 
ataladi.

Demak, optimallik prinsipi har qadamda undan oldingi 
qadamning mumkin bo‘lgan ixtiyoriy bir natijasi uchun shartli 
optimal boshqarishni topishni talab qiladi. Ko‘p bosqichli masalada 
Bellman funksionai tenglamasi bilan tanishamiz.

Vaqtga bog‘liq ravishda o‘zgaruvchan va boshqarish mumkin 
bo‘lgan sistemani ko‘ramiz. Bu sistemani T  ta bosqichlarga ajratish 
mumkin deb faraz qilamiz, ya’ni t = i, 2 , T . Har bir bosqichning 
boshidagi sisitemaning holatini x( bilan belgilaymiz. U  holda

Har bir jarayonida sistemaning holati o'zgaradi. lining x,_, 
holatdan x, holatga o‘tishiga u, boshqarish ta’sir qiladi. Demak,
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x,=(p(xtA,ut).
Bu yerda u, mumkin bo‘lgan G. — boshqarishlar to‘plamiga tegishli, 
ya’ni ut&Gt.

Bunday aniqlashlarda sistemaning butun [0; T] davr ichidagi 
taraqqiyoti x>,..., x ^ x?  vektorlar ketma-ketligi orqali aniqla- 
nadi. X (() sistemaning t bosqichda mumkin bo'lgan holatlar 
to'plami. Sistemani boshlangich %  holatdan xT holatga o‘tkazish 
uchun u0,uv u2, ...,uTA,ur boshqarishlar ketma-ketligi, ya’ni 
strategiyalar xizmai qiladi. Sistemaning eng yaxshi xT holatga 
o‘tishini ta’minlash uchun f T(x) maqsad funksiyani kiritamiz.

T

fr(x)=YJz,(x,-i>x,)Í=1
bu yerda, Zt =(xM, x ) sistemaning x,_, holatdan xt holatiga o‘tishida 
hisoblanadigan va bu holatlami solishtirib baholovchi funksiyadir.

Agar sistemaning t bosqichdagi holatlar to'plami X (t) mumkin 
bo‘lgan boshqarishlar to‘plami Gt va sistemani bir holatdan ikkinchi 
holatga o‘tkazish qoidasi hamda bu holatlarni solishtiruvchi funksiya 
Zx =(xM, xt) berilgan bo1 Isa, T bosqichda sistema to4la aniqiangan 
bo‘ladi. Bunday sistemani ifodalovchi dinamik programmaiashtirish 
masalasi quyidagicha boiadi.

Sistemani boshiang‘ich holati x0 ma’lum boiganda shunday
( ^ p  ^ 2 ?  ■ * *5 ^ ¡ f ’)

strategiyani tanlash kerakki, u
x, =<p(xt_l, «,), x, eX (t), U'<=G„ (t=\,T) (6.7)

shartlami qanoatlantirib,
f T(x) = fz ,(x l̂ x,) (6.8)

1=1
funksiyaga ekstremal qiymat bersin.

Bu munosabatlardan ko‘rinadiki, dinamik programmaiashtirish 
masalasi ko‘p bosqichli tanlash masalasi bo‘lib, uning u optimal 
yechimi bir nechta bosqichlarda topilgan, mumkin bo‘lgan u, 
boshqarishlar asosida tanlanadi.

Geometrik nuqtayi nazardan, dinamik programmaiashtirish 
masalasini quyidagicha talqin qilish mumkin: Umumiy holda 
sistemaning boshlang‘ich x0 holati va oxirgi xk holati aniq
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berilmaydi, balki boshlang‘ich holatning X '0 sohasi va oxirgi 
holatning x [ sohasi ko‘rsatiladi.

Bu masala quyidagicha ta’riflanadi: biror boshqariluvchi X  
sistema boshlang‘ich x0 e'X* holatda boisin. Vaqt o‘tishi bilan 
sistemaning holati o‘zgarib xkeX*k oxirgi holatga o‘tadi, deb 
hisoblaylik. Sistema holatiarining o‘zgarishi w mezon (kriteriy) 
bilan bog‘liq boisin. Sistemaning o'zgarish jarayonini shunday 
tashkil etish kerakki, bunda W mezon o‘zining optimal qiymatiga 
erishsin.

U murnkin boigan boshqaruvlar to‘plami boisin, u ho Ida 
masala X  sistemani x0 e X\ holatdan xk e X*k holatga oikazishga 
imkon beruvchi shunday u e u  boshqaruvni topishdan iboratki, 
bunda v/(u) mezon o‘zining W* eW (u ) optimal qiymatiga erishsin.

Odatda sistemaning x0 holatini sonli parametrlar bilan, masalan, 
ajratilgan fondlar miqdori, jalb qilingan invéstitsiyalar miqdori, 
sarflangan yoqilg‘i miqdori va h.k. bilan ifodalash mumkin. Bu 
parametrlami sistemaning koordinataiari deb ataymiz.

(6.7), (6.8) masalani yechishdan avval
Cjj. , j y ,-, C/; 2  ̂J  G

belgilashlar kiritamiz. Bu yerda Gf - masalaning oxirgi T bosqich- 
dagi aniqlanish sohasi, GT_ir -T  va T-\ bosqichlardagi aniqlanish 
sohasi, G1A T_lT = G -berilgan masalaning aniqlanish sohasi.

Maqsad funksiyaning oxirgi bosqichdagi optimal qiymatini 
f̂ x-r-ù bilan belgilaymiz:

fi (xt-i ) = { Zj (xj-_i , X T )}. (6-9)
r-1 qadamdagi shartli optimal qiymatni f 2(xT_2) bilan belgilaymiz:

f 2̂ X7-2) ~ {/̂ 1-1 (-*T-2’^T-\) f\ ("''/‘-I)}' (6.10)

Bu jarayonni davom ettiramiz
f k  ( X T - k  )  =  {  Z T _ k  ( X r _ k  ,  X T ^ t _ ! )  )  +  f k A  ( X T _ , k _ ^  ) j  ,  ( 6 . 1 1 )

fr (*o) = min{Z, (x0, x, ) + f T_x (x, )}. ( 6 . 1 2 )ûeCr
Bu yerda (6.9)-(6.12) ifodalar optimallik prinsipining matematik 
formadagi yozilishidan iborat boiib , ular Bellmanning funksional
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iniyjamalari” yoki “dinamik programmalashtirishning asosiy 
/unksional tenglamalari” deb ataladi.

Dinamik programmalashtirishning optimallik prinsipiga asosan 
liar bir qadamda topilgan yechim faqat shu qadam nuqtayi nazaridan
■ mas, balki so‘nggi, tub maqsad nuqtayi nazaridan optimal boiishi 
kerak ekanligini ko‘rgan edik. Dinamik programmalashtirish 
masalalarini yechish usullari uchun ana shu prinsip asos qilib olingan.

Dinamik programmalashtirishga keltiriladigan masalalar. 
Dinamik programmalashtirish usullari bilan yechiladigan ba’zi 
iqtisodiy masalalar bilan tanishib chiqamiz:

Sanoat birlashmasini optimal rejalashtirish masalasi. Faraz 
qilaylik, n ta korxonani o‘z ichiga oluvchi sanoat birlashmasining T 
yillik  ishlab chiqarish rejasini tuzish talab qilinsin. Rejalash- 
tirilayotgan T davrning boshida birlashma uchun Kq miqdorda 
mablag‘ ajratilgan boisin. Bu mablag‘ korxonalararo taqsimlanadi. 
Korxonalar ajratilgan m ablagiii to‘la yoki qisman ishlatadi va 
maium miqdorda daromad oladi. Keyingi bosqichlarda mablagiar 
korxonalararo qayta taqsimlanishi mumkin. Shunday qilib, quyidagi 
masala hosil boiadi: korxonalararo kapital mablag‘ni shunday 
taqsimlash va qayta taqsimlash kerakki, natijada birlashmaning T y il 
davomida olgan daromadlarining yig'indisi maksimal bo‘lsin.

Har yilning boshida birlashmadagi har bir korxonaga ajra- 
tiladigan xomashyo, kapital mablag‘ va yangilanishi kerak boigan 
uskunalarning soni haqida yechim qabul qîlmadi.

Bu yechimlar to‘plami boshqarish deb ataladi. Demak, t— 
qadamdagi boshqarish

U‘ =(U[, U‘2,..., U'n)
vektor orqali ifodalanadi, bu yerda i/J. -  j  korxona uchun i-nqadam-
ning boshida ajratilgan xomashyo, kapital mablag' va hokazolarning 
miqdorini ko‘rsatuvchi vektor.

Butun birlashmaning T davr ichida boshqarishni
U = (U \U \... ,U T)

vektor orqali ifodalash mumkin. Bundan tashqari, birlashmadagi har 
bir j  korxonaning holatini ko‘rsatuvchi X j  vektor kiritamiz.
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Bu yerda V  -  f-qadamnmg boshidagi j  korxonaning moddiy- 
ashyoviy va m oliyaviy ahvol darajasini ko£rsatuvchi vektor boiib, 
uning komponentaiari korxonadagi mehnat resurslari, asosiy fondîar, 
m oliyaviy ahvol daraj asini ko'rsatadi, y a’ni

X l] =(X'jV X ,n ,...,X ,Jl\
Demak, yuqoridagilardan xulosa qilib aytish mumkinki, boshqarish 
vektori birlashmadagi korxonalar sistemasining t qadam boshidagi 
holatini ko‘rsatuvchi vektordir, ya’ni

U’ = U \X ,A) .
Sistemaning boshlangich holati X 0 berilgan deb faraz qilamiz. 

Maqsad funksiya sifatida birlashmaning T davr ichida oladigan 
daromadiari yigindisini ifodalovchi

T
Z  = y .Z ‘ —»max

M
funksiyani kiritamiz. Har bir t qadamning boshida sistemaning X ‘ 
holat darajasiga va u ! boshqarish vektoriga. chegaralovchi shartlar 
qo‘yiladi. Bu shartlar birlashmasini G bilan belgilaymiz va uni 
murnkin boigan boshqarishlar to‘pîami deb ataymiz.

Shunday qilib, quyidagi dinamik programmalashtirish masala- 
siga ega boiamiz:

U 'eG , (6.13)
Z = ̂ Z '- » m ax (6.14)

l-\
Hosil boigan (6.13), (6.14) model ishiab chiqarishning dinamik 

modeli deb ataladi. Bu modelga asosan har bir t qadamdagi u ' 
boshqarishni shunday aniqlash kerakki. natijada sistemaning reja- 
lashtirilayotgan davr ichida erishgan daromadiari yig indisi maksimal 
boisin.

Mahsulot ishiab chiqarish va uni saqlashni rejalashtirishning 
dinamik modeli. Vaqtga bogiiq ravishda o‘zgaruvchan talabni 
qondirishga qaratilgan ishiab chiqarishni rejalashtirish masalasini 
ko‘ramiz. Rejalashtirilayotgan davming uzunligi T boisin. Bu 
davming har bir t qadamida mahsulotga boigan talab V(t) maium 
deb faraz qilamiz. Xuddi shuningdek, / qadamdagi ishiab chiqarish 
rejasini x (t) bilan belgilaymiz. T davr davomida korxonadagi 
mahsulotlar zaxirasi kamayib yoki ortib borishi mumkin.
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Faraz qilaylik, boshSang1 ich t = 0 qadamda korxonadagi 
mahsulot zaxirasi z(0) boisin. U holda X(t)>V(t) boigaiKja t 
qadamdagi mahsulot zaxirasi quyidagicha aniqlanadi

Z(t) = X(t)-V (t) + Z(0).
Agar t qadamda ishlab chiqarilgan mahsulot 'talabdan leam • 

X(t) < V(t) boisa, u holda t qadamning boshida korxonada mavjud 
boigan mahsulot zaxirasi V(t)-X(t) ga kamayadi, ya’ni zaxira 

Z(f) = Z (f- l) + X(t)-V(t)
ifoda bilan aniqlanadi.

txtiyoriy qadamdagi mahsulot zaxirasi noldan kichik enias deb 
faraz qilamiz hamda t=0 boshlangich qadam bilan t qadam 
orasidagi mahsulotga boigan umumiy talabni V(t) bilan, umumiy
ishlab chiqarish hajmini X (t) bilan belgilaymiz. U holda

t __ t
V(t) = ¡V(s)ds, X (t) = \x(s)ds.

0 O '
Faraz qilaylik, mahsulotni bir-birligini saqlash uchun sarf 

qilingan xarajat C birlik va ishlab chiqarish xarajatlari fiinksiyasi 
K(t) boisin. Ishlab chiqarish xarajatlari fiinksiyasi ishlab 
chiqarilgan mahsulotlar miqdori X(t) ga bogiiq boiadi, ya’ni 
K (t) = f (X (t ) ) .  Ishlab chiqarishni shunday rejalashtirish kerakki 
nafijada mahsulot ishlab chiqarish va saqlash uchun sarf qilingan 
xarajatlar minimal boisin, ya’ni

Y =J  f(X {t ))d t+c j  (X (t) - V(t) + Z(0))dt rain. (6 ] 5)
0 0

Maqsad funksiya ikki qismdan iborat boiib, lining birinchi 
qismi mahsulotlami ishlab chiqarish uchun ketgan xarajatlami 
ikkinchi qismi esa mahsulotlami saqlash uchun sarf qilingan 
xarajatlami ko‘rsatadi.

Bundan tashqari, masaladagi nomaiumlar quyidagi shartlami 
qanoatlantirishi kerak:

Z(0)>0;
X (t) — V(t) + Z(0)>0; (6 ,16)
X (T )-V (T ) = Z(T). -

Bunda birinchi shart rejalashtirilayotgan davrning boshidagi 
mahsulot zaxirasi manfiy emasligini ko‘rsatadi. Ikkinchi shart

279



ixtiyoriy t  bosqichdagi mahsulot zaxirasining manfiy emasligini 
ko‘rsatadi. Uchinchi shart rejalashtirilayotgan davming oxirida 
korxonada ortib qolgan mahsuîot miqdori Z(T) ga teng ekanligini 
ko‘rsatadi.

Hosil boigan (6.15)-(6.16) model mahsulot ishlab chiqarish va 
saqlashni rejalashtirishning dinamik m odeli deyiladi.

Bu modelga asosan har bir qadamdagi mahsulot ishlab 
chiqarishni shunday rejalashtirish kerakki, natijada uni ishlab 
chiqarish va saqlash uchuu sarf qilingan xarajatlar yigindisi minimai 
boisin.

l-misol. Xaridorgir mahsulot ishlab chiqarishni kengaytirish 
uchun mahsulot ishlab chiqaruvchi n ta korxonalarga S ming so‘.m 
kapital mablag4 ajratilgan. Agar i korxonaga x, ming so‘m kapital 
mablag4 ajratilsa, u holda bu korxonadagi mahsulot ishlab chiqarish 
hajmi f,(x,) miqdorga oshadi. Barcha korxonalarda ishlab 
chiqariladigan mahsulot hajmini maksimal oshirish uchun kapital 
mablag‘ni korxonalarga qanday taqsimlash kerak?

Yecltiish: Masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda 
bo‘ladi:

¿ x , =5', x, >0;
** . (6-17)
^ = Z/(*;)-»m in./=4

Bu masalada F(x) - maqsad funksiyasi va g{x) -  asosiy 
cheklashlar funksiyasi separabel funksiyadir.

Agar /¡(xi) qavariq fiinksiya boisa, u holda masalani qavariq 
programmalashtirish masalalarining optimal yechimini topish 
usullaridan foydalanib yechish murnkin.

Agar f,(xt) ixtiyoriy chiziqsiz funksiya boisa, u holda (6.16) 
masalani dinamik programmalashtirish usulini qoilab yechish kerak 
boiadi. Buning uchun masalani ko‘p bosqichli masala sifatida 
ifodalash kerak. Kapital mablag‘ni n ta korxonaga taqsimlash 
variantlarini o‘rganish va har bir variantga mos keluvchi samara- 
dorlik darajasini aniqlash oiniga S miqdordagi kapital mablag‘ni, 
aw al, bitta korxonaga, keyin ikkita, va hokazo, n ta korxonaga
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laqsimlash samaradorligini aniqlaymiz. Shunday y o i bilan masala 
ko‘p bosqichli dinamik programmalashtirish masaiasiga aylanadi.

Masalan, (6.17) ixtiyoriy k, 0<k<n va q, Q<q<s uchun 
yozamiz:

k

w t (6.18)
Bk(q)=y£ f ,(x,)-+™i=l

Bu yerda Bk(q) - Bellman fiinksiyasi deb ataladi.

Nazorat savollari

1. Optimal trayektoriyani tushuntiring.
2. Harakat trayektoriyasini ta’riflang.
3. Dinamik optimallashtirishni misollar yordamida tushun

tiring.
4. Bellman tenglamasini keltirib chiqaring.
5. Qanday fimksiya Bellman fiinksiyasi deb ataladi?
6. Bellman funksional tenglamalarini tushuntiring.
7. Funsional tenglamaning yechimi qanday topiladi.
8. Investitsiyani optimal taqsimlashni qanday tenglama yorda

mida amalga oshirish mumkin.

Mustaqil yeehish uchun m isollar

1. 5000 shartli birlikdagi investitsiyani 3 ta korxonaga shunday 
taqsimlash kerakki, natijada olinadigan umumiy daromad maksimal 
bo‘lsin. Har bir korxonaning o‘ziga ajratilgan mablag1 miqdoriga 
bogMiq ravishda oladigan daromadi quyidagi jadvalda keltirilgan.

Korxonalarga 
ajratiladigau 

investitsiyalar miqdori

Korxonalar daromadi

Z i(x ) Z2(x) Z3(x)
1000 1500 2000 1700
2000 2000 2100 2400
3000 2500 2300 2700
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4000 3000 3500 3200
5000 3600 4Ö00 3500

2. iS=100 ming sh.p.b.dagi investitsiyani 4 ta korxona orasida 
shunday taqsimlash kerakki, natijada oimadigan umumiy daromad 
maksimal boisin. Наг- bir korxonaning ajratilgan mablag‘ miqdoriga 
bog‘iiq ravishda oladigan daromadlari quyidagi jadvalda keitirilgan:

Investitsiya hajm i 
(да) (sh.p.b.)

Korxonalar daromad!
Z ,(x ) Z2(x) Z3(x) Z4(x)

0 0 0 0 0
20 12 14 13 18
40 33 28 38 39
60 44 38 47 48
80 64 56 62 65
100 78 80 79 82

3. Masalaning dastlabki shartlari quyidagi jadvalda keitirilgan. 
100 mln.so‘m pulni 4 ta korxona orasida shunday taqsimlash kerakki, 
olingan umumiy daromad maksimal boisin.

Investitsiya hajmi 
(m ln. so‘m)

Korxonalar daromadi
Z,(x ) Г Z2(x) Z3(x) Z4(x)

20 10 12 11 16
40 31 26 36 37
60 42 36 45 46
80 62 54 60 63
100 76 78 77 80

4. 120 mln. so‘m investitsiyani 4 ta korxonaga shunday 
taqsimlash kerakki, natijada olingan umumiy daromad maksimal 
boisin. Investitsiya hajmiga bogiiq ravishda korxonalaming 
oladigan daromadlari quyidagi jadvalda keitirilgan.
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Investitsiya hajmi 
(m in. so4m)

Korxonalar daromadi
Z i(x ) Z2(x) Z3(x) Z<i(x)

20 9 11 13 12
40 17 33 29 35
60 28 45 38 40
80 38 51 49 54
100 46 68 61 73
120 68 80 81 92

5. 200 min. so‘m kapital mablag'ni 4 ta korxonaga shunday 
taqsimlash kerakki, natijada olingan umumiy daromad maksimal 
bo‘lsin. Ajratilgan mablag‘ hajmiga bog‘3iq ravishda korxonalarning 
oladigan daromad! quyidagi jadvalda keltiriigan.

Kapital 
mablag‘ning hajmi 

(m in. so‘m)

Korxonalar daromadi
Z i(x ) Z2(x) Z3(x) Z4(x)

0 0 0 0 0
50 10 9 4 6
100 J1 11 7 8
150 12 13 11 13
200 18 15 18 16

Xayaneh so‘z va iboralar

Dinamik optimallashtirish, programmalashtirish, ko‘p bosqichli 
jarayon, boshqarish, boshqariluvchi jarayon, strategiya, optimal 
strategiya, optimallik prinsipi, shartli boshqarish, Bellman fimksional 
tenglamalari.
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v n  BO B. 0 ‘Y IN L A R  N A Z A R IY A S I

7.1. 0 ‘yin lar nazariyasi elementlari. M atrisali o‘yin

0 ‘ym lar nazariyasi haqida dastlabki tushunchaiar. Mate- 
matikaning konfliktii (mojaroli) holatlarini, ya’ni qatnashuv- 
chilaming (o‘ ynovchilarning) manfaatlari qarama-qarshi yoki bir- 
biriga mos kelmaydigan holatlami o‘rganuvchi boiim i - “ o‘yinlar 
nazariyasi”  deb ataladi. 0 ‘yinlar nazariyasi - konfliktii holatda 
qatnashayotgan har bir “ o‘ynovchi” ga eng katta yutuqqa (yoki eng 
kichik yutqazishga) erishish uchun qilinadigan harakatlaming eng 
yaxshisini (optimalini) aniqlashga, yoilanm a berishga imkon 
beruvchi matematik nazariyadir.

Ko'pgina iqtisodiy jarayonlarga ham o‘yinlar nazariyasi nuqtayi 
nazaridan qarash mumkin. Masalan, o‘yin ishtirokchilari - bir xil 
turdagi mahsulot ishlab chiqaruvchi korxonalar, ta’minotchilar va 
iste’molchilar boiib , o‘yining yutug‘i - ishlab chiqarish fondlarining 
samaradorligi, daromad mablagiari, mahsulotning bahosi yoki 
tannarxi boiishi mumkin.

0 ‘yinlar nazariyasining yaratilishi X X  asming buyuk mate- 
matklaridan biri Jon von N ’yuman bilan bogiiq. Uning Morgensh- 
tern bilan hamkorlikda 1944-yil nashr etgan “ Iqtisodiy jarayonlar va 
o ‘y in la r n azariyasi monografiyasi o‘yinlar nazariyasining rivojla- 
nishida fundamental asos boidi. Keyinchalik o‘yinlar nazariyasi 
amaliy tatbiqlarga ega boigan mustaqil yo‘nalish sifatida rivojlandi. 
Shuni ta’qidlash lozimki, o‘yinlar nazariyasining usullari va 
xulosalari ko‘p marta takrorlanadigan konfliktii holatlarga nisbatan 
ishlatiladi.

Amalda, konfliktii holatlami matematik usullar yordamida 
tadqiq etishda, muhim boimagan faktlami tashlab yuborib, holat- 
laming sodda modeli tuziladi. Bunday model o ‘yin  deb ataladi. 
0 ‘yinda konfliktiiholat maium qoida asosida rivojlanadi. 0 ‘yinning 
mohiyati shundaki, har bir ishtirokchi (o‘yinchi) o'ziga eng yaxshi 
natijani beruvchi yechimni tanlashga harakat qiladi.
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0 ‘yinda ikkita yoki undan ko‘p ishtirokchilarning manfaatlari 
lo'qnashishi mumkin. Shunga muofiq, u ikki o‘ynovchili va ko‘p 
o'ynovchili boiishi mumkin.

Yutuqlaming xarakteriga ko‘ra o‘yinlar noi summali va nol 
summali boimagan o‘yiniarga boiinadi. Nol summali o‘yinda 
o'yinchilaming umumiy kapitali o‘zgarmaydi, faqat o‘yin davomida 
qayta taqsimlanadi va shu sababli yutuqlar yig‘indisi nolga teng 
boiadi, ya’ni vl +v2+...+v„=0, bu yerda v} 7 -0 ‘yinchiningyutugi.

Nol summali boimagan o‘yinlarda o‘yinchilarning yutuqlari 
yigindisi noldan farqli. Masalan, lotoreya o£yinida, o‘yinchilardan 
to‘plangan badalning bir qismi lotoreya tashkilotlariga beriladi. 
Shuning uchun Vj +v2 +...+v„ < 0  boiadi.

Biz bu yerda amaliy ahamiyati katta boigan o‘yinlar, ya’ni juft 
o'yinlaî'ni qarash bilan cheklanamiz. Eng sodda va keng tarqalgan 
o‘yinning ta’rifini beramiz.

1-ta’rif. Ikki ishtirokchidan iborat nol summali o‘yinning 
strategik formasi (X ,Y ,A ) uchlik ko‘rinishida beriladi.

Bu yerda, X - I o‘yinchming, Y - II o‘yinchining strategiyalari, 
A - X x Y  da aniqlangan iunksiya boiib, A(x,y), xe X , y e Y  
koiinishda yoziladi.

Bunda I o‘yi.nchi x e X  strategiyani, I I  o‘yinchi esa yeY  
strategiyani bir-biriga bogiiq boimagan holda tanlaydi. Ular 
tanlagan strategiya maium boiganda esa o‘yin natijasiga ko‘ra I 
0 ‘yinclîi I I  o‘yinchidan oladigan yu tig i yoki I I  o‘yincM beradigan 
to iovi A.(x,y) bilan aniqlanadi.

M asalan, Ikki shaxmatcMdan iborat o‘yiada I  shaxmatchi 
birga barcha shaxmaî programmalari uning strategiyasi hisoblanadi 
va hokazo.

Yana bir o‘yinni ko‘rib chiqamiz, U  toq yoki juft deb ataladi. 
Bunda I va I I  o‘yinchilar bir paytning o‘zida {1 }, {2 } raqamlardan 
birini aytadi. I o‘yinchini toq deb nomlasak, u holda yuqorida I va II 
oyinchilar tomonidan aytilgan raqamlar yigindisi toq boigandagina 
shu yigindiga teng miqdorda pu! birligi yutadi. Aks holda esa I
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o‘y inchi yutqazib II o‘yinchi yutadi. Chunki II  o‘yinchining nomi 
jufit.

Strategik formani aniqlaymiz: X = {i,2 };Y {l,2 }; A(x,y) - I 
o‘yinchi uchun yutuq II  o‘yinchi uchun esa to io v boiib, u quyidagi 
jadvalda ifodalangan.

II (juft) - 1 2
w X 1T-2 +3"|I(.o ,V  - ^

Bu yerda ikki o‘yinchi ham teng imkoniyatli.
Bu o‘yinni I  o‘yinchi nuqtayi nazaridan tahlil qilamiz. Faraz

3qilamiz, u ixtiyoriy ravishda {2 } raqamni vaqtning — qismida {2 }5
2raqamm esa vaqtning — qismida tanlasin. U  holda,

31. Agar II o‘yinchi {1} ni tanlasa, u holda I  o‘yinchi vaqtning —
2qismida 2 birlikda pul yutqazadi, vaqtning — qismida esa 3 birlikda

pul yutadi. U  holda uning o‘rtacha yutug4i quyidagicha aniqlanadi:
3 2 -2-—+3-—=0.5 5

3
2. Agar II o'yinchi {2 } ni tanlasa, u holda I  o‘yinclii vaqtning —5

2qismida 3 birlikda pul yutadi, vaqtning — qismida esa 4 birlikda pul
yutqazadi. U  holda lining o'rtacha yutug‘i quyidagicha aniqlanadi:

3 2 13 .£ _4.£ =I
5 5 5

Shunday qilib, II o‘yinchi qanday strategiya tanlashidan qat’i 
nazar har bir o'yinning oxirida I o‘yinchi ~ birlikdagi pul yutiqqa ega 
boiadi.

Endi yuqoridagi umumiy holatda ko‘rib chiqamiz. Vaqt 
taqsimoti proporsiyasini p bilan belgilaymiz va p ning qiymatini I 
o‘yinchining har qanday holatdagi yu tig i bir xil boigan holda 
topamiz. M aium ki I o‘yinchining o‘rtacha yutug‘i quyidagicha 
aniqlanadi: I. _-2p + 3(l-p ); 2. 3P -4 (l-P ). U  holda I o‘yinchining
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yutigini o‘zgarmaganligini e’tiborga olsak, quyidagiga ega boia- 
miz: —2 p  + 3(1 - p )  = 3p  - 4(1 - p )  => 12 p  = 7 => p  = ■—  ■

7 5Demak, agar vaqt taqsimotini /? = —, y = — kabi olsak I
o‘yinchining yutig‘i har doim bir xil, ya’ni o‘zgarmas boiib, 
quyidagiga ieng bo‘iadi:

„ 7 , 5  1—2 --- 3---— — .
12 12 12

Shunday qilib, I o'yinchining har bir holatda o‘rtacha yutig‘i —
7 5boiishi uchun {1 } raqamni — ehtimollik bilan, {2 } raqamni esa ■—

ehtimollik bilan tanlash kerak.
Sof va aralash siraiegiyalami bir-birindan farqlash kerak 

bo iad i. Masalan, yuqorida keltirilgan (x,Y,A) uchlikdagi l  va Y 
strategiyalar alohida-alohida qaralganda sof strategiyalar hisoblanadi. 
Agarda sof strategiyalar qandaydir proporsiyada qoilanilsa, u holda 
biz aralash strategiyani hosil qilamiz. Shunday qilib, toq yoki juft 
o‘yindagi I o'yinchining optimal strategiyasi aralash strategiyadir.

7 5Unda sof strategiyalar ^  va — nisbat bilan qoilanilmoqda. Har
qanday x e X  strategiyani ham 1 ehtimollik bilan qoilanilgan x sof 
strategiyaning aralash strategiyasi sifatida qarash mumkin.

0 ‘yinning quyi va yuqori bahosi, egar nuqtasi va optimal 
bahosi. 0 ‘yinchining strategiyasi deb, o‘yinchi mumkin boigan har 
qanday holatda tanlaydigan rejasiga aytiladi.

Strategiyaning soniga qarab, o'yinlar chekli yoki cheksiz 
o‘yinlarga boiinadi.

Optimal strategiya deb, berilgan o‘yinchiga, o‘yin bir necha 
marta takrorlanganda eng katta mumkin boigan o'rtacha yutuqni 
ta’minlovchi strategiyaga aytiladi.

Faraz qilamiz, A o‘yinchi rn ta strategiyalarga, B
o‘yinchi esa n ta /^,£,,...,0, strategiyalarga ega boisin. Agar A 
o‘yinchi 4  strategiyani B o'yinchi Bj strategiyani tanlasin. U holda 
A o‘yinchimng (4 ,B j) juftiikka mos keluvchi yutugini atj bilani 
belgilaymiz.
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Matrisa satrlarini 4  strategiyalarga, ustunlarini Bj strategi- 
yaiarga rnos

f  \ an a, 2 ...
_ Ojj a22 ... ^

Vawl am2 «m» y
keltirib /4 - o‘yin matrisasini hosil qilamiz. Bu matrisa to'lov 
m atrisasi yoki yutuq m atrisasi deb ataladi.

0 ‘yin matrisasini qurishning mohiyatini tushunib olish uchun 
quyidagi misolni ko'ramiz.

Ikki o‘yinchining har biri 1 yoki 2 sonlardan birini tanlaydi va 
shu bilan bir paytda raqib qaysi sonni tanlaganini topishga harakat 
qiladi. Agar o'yinchilardan ikkalasi ham raqibining tanlagan sonini 
topsa yoki adashsa o‘yin durang boiadi. Agar faqat bitta o‘yinchi 
raqib tanlagan sonni topsa ikkinchisi esa raqib o‘y!agan sonni topa 
olmasa, u holda birinchi o‘yinchining yutig‘i tanlangan ikki sonning 
yig‘indisidan iborat boiib ikkinchi o‘yinchi esa shunchaga 
yutqazadi.

(s, t) sonlar juftligini o'yinchining strategiyasi deb ataymiz. Bu 
yerda s -  o‘yinchi tanlagan son; t -  o‘yinchining nazarida raqib 
tanlagan son. Shuday qilib, har bir o‘yinchining 4 ta strategiyasi 
mavjud: (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2). Bu o'yin haqidagi barcha 
maiumotlarni quyidagi matrisaga joylashtirish mumkin:

II
(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

(1,1). 0 2 -3 0
I (1,2) o 0 0 3

(2,1) 3 0 0 -4
(2,2) 0 -3 4 0

Matrisa elementlari I o‘yinchining yutiqlarini bildiradi. 
Masalan, agar I o‘yinchi (2,2) strategiyani tanlaganda (I o‘yinchi 2 
sonni o‘ylab II o‘yinchi ham 2 sonni o‘yladi deb faraz qilmoqda) II 
o‘yinchi (2,1) (II o‘yinchi 2 sonni o‘ylab I o‘yinchini 1 sonni o'yladi 
deb faraz qilmoqda) strategiyani tanlasa, u holda I o‘yinchming
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A =

vulig'i 4 birlikka teng boiadi, churiki I o‘yinchi II o‘yinchi o‘ylagan 
sonni, ya’ni 2 ni topgan II o‘yinchi esa I o‘yinchi o‘ylagan sonni, 
ya'ni 2 ni topa olmagan. Agar I  (1,2) strategiyani tanlaganda II 
o'yinchi (1,1) strategiyani ianlasa, u holda I  0 ‘ymchining yutig‘i -2 
birlikka teng boiadi.

Bu misol uchun o‘yin matrisasi quyidagi ko‘rinishga ega 
boiadi:

0 2 -3 O''
-2  0 0 0
3 0 0 -4 

v 0 -3 4 0 ,  
0 ‘yintugashiningmobiyati quyidagicha: Io 'yinchi quyidagicha 

fikr yuritishi kerak: agar Ah strategiyani tanlasa, u holda I I  o‘yinchini 
B: strategiyasini shinday tanlashi mumkinki, natijada a,xh = maxmin a,,
munosabat bajarilishi kerak.

Optimal strategiyani bunday aniqlash minimax usuli deb ataladi. 
Bu usul bilan tanishib chiqamiz. Buning uchun

0,2 ... 0 ,„
^ al2 — a2n

o‘yin matrisasini qaraymiz. Bu matrisada quyidagicha tanlash 
ishlarini amalga oshiramiz:

A =
«ii aXn 0 ,3

mm a,, .
\a<n J

Bu yerda liar bir satr bo‘yicha eng kichik sonlar tanlab olinib
mma,j = {aVi,a21,...,ams}  hosil qilingan; har bir ustun bo‘yicha eng katta1 SjSn
sonlar tanlab olinib maxa„ = {al3>a21,...,axls} hosil qilingan.

]<i<n
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Bizning misolimizda bu tanlashlar mm.aÿ ={-3,-2,-4,-3}, 
maxa., = 13,2,4,0} ko‘rinishda amalga oshirilgan.
\Я<А '

Umuman olganda, в  o‘yinchi Bh strategiyani A o‘ymchming 
strategiyasini bilmagan hoida tanlaydi. Shu sababli, yuqoridagi 
tanlashlar bir-biriga bogiiq emas.
Endi 2-marta tanlashni quyidagicha amalga oshiramiz:

max\imnaiJ={a3Va52,...,aht} \=a,

m ini max = {а,3,а27,...,аш} =Д

Biz qarayotgan misolimizda bu quyidagi ko'rinishda boiadi: 
max j min ah = (-3, -2, -4, -3} j = -2 => a  ~ -2,
1<ÍS4 1 Ы й 4  u 1 ’ )

minimax a„ = {3,2,4,0}) = 0 => /? = 0,
l</<4 i  ia '<4 "  1 ’ )

Demak, yuqoridagi fíkrlash bo‘yicha I o‘yinchi % - (l;2 ) 
strategiyani tanlaydi va u «  = -2 birlikdan kc‘p yutqazmaydi.

Agar xuddi shuday fikrlashni II o‘yinchiga nisbatan yuritsak II 
o'yinchida ß  = 0 b o iib o ‘yin durang boiadi.

Ammo A o‘yin matrisasi ikki o‘yinchiga ham maium bolib, I  
o‘yinchi faqat o‘zi uchun emas, balki I I  o‘yinchi uchun ham o‘ylashi 
mumkin va aksincha. Natijada strategiya tanlash cheksiz davom 
etishi mumkun.

Bu sa volga javob berish uchun quyidagi о‘yin matrisasini 
ko‘ramiz:

r  2 -3 8 O'
6  4 5 5

A —
7 2 - 3  6 

-10 -3 1 7,
Bu yerda

a,, = max min a,( = max{-3,4,-3,-10} = 4,,л WS41Sj<A ]
ya’ni. \  =2, Л =%

O a, , = min max a, i = max{7,4,8,7} = 4,’г1г l£j<4lä<4 4 1 ’ ’ ’ > ’
ya’ni ¿2=2, /2=2.
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'.Iiiiday qilib, i =2, j=2 juftlik ikki o‘yinchi uchun ham 
M|i(|innl strategiya.
Mu пн lii misolda bar bir o‘yinchi karri ida -2 birlikda yutiq mavjud,
... no tilar ko‘proq yutiq olishga umid qilishadi.

Ikkinchi misoida esa ikki o‘ymchi ham qanoatiantiradigan eng 
ipiiinal strategiya topilgan. Bu ikki holatni farqlash uchun quyidagi 

Im zi bir tushunchalami kiritamiz.

2-ta’rif. Matrisaii o‘yin uchun Й=тах min% = k,,i7s ,->ai}l<ysn (¡<i<m 1 )
Non o‘y inning quyi qiymati, /?= minimaxaij = {an ,aS2,...,ahl}\ son esaj<M ( \<jún J )
o‘yinningyuqor i qiymati deb ataladi._____________________________

1-teorema. Matrisaii o‘yinning quyi va yuqori qiymatlari uchun 
quyidagi munosabat o‘rinli: a á ß .

3-ta’rif. Agar matrisaii o‘yinda a = ß  bo‘Isa, u holda о‘yin egar 
iitiqlaga egadeyiladi. Bu yerda a= ß= V  o‘yinning bahosi deb ataladi.

•Mn’rif. Agar a  = mma,, = maxrnina¡¡ boisa, u holda A° 1 <.j<n ы  КййиК/á» j

<•' vin» IИнин' /„ '¡li.ilcgiyasi maksimin deb ataladi.

*• <>' i ll Agar ß = mina¡, = max mineu, boisa, u holda В1 <i<m Uo lij<n\<j<m ,J
o ’y un1.hining ./„ strategiyasi minimales deb ataladi.

Bu ikki strategiya garantiyalovchi strategiyalar (yutuqni 
garantiyalovchi strategiyalar) deb ataladi.

2-teorema. Agar garantiyalovchi strategiyalaming ixtiyoriy 
(/„,/„) juftliklari uchun

ait < a , < a ,  .•
Uo Wo *0/

tengsizlik bajarilsagina matrisaii o‘yin egar nuqtaga ega boiadi.
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Demak, agar to iov matrisasi egar nuqtaga ega boisa, u hoida 
o‘yinning yechimi ma’lum va har bir o‘yinchi o‘zining optima! 
strategiyasini qoilaydi.

Biz quyida minimax teoremasini keltirish uchun ba’zi 
tushunchalarni kiritib olamiz. Agar X  va Y strategiyalar chekli 
boisa, u holda nol summali (x,Y,A ) o‘yin chekii boiadi.

3-teorema. Har qanday nol summali chekli o‘yin uchun 
quyidagilar o‘rinli:

1. bunda o‘yin qiymati deb ataluvchi chekli V son mavjud;
2 .1 o‘yinchi uchun shunday aralash strategiya mavjudki, unda I 

ning oitacha yutugi V ning qiymati I I  o‘yinchining harakatiga 
bogiiq emas;

3. II o‘yinchi uchun shunday aralash strategiya mavjudki, unda 
uning o‘rtacha to iovi V ning qiymati I o‘yinchining harakatiga 
bogiiq emas.

Bu yerda, agar V >0 demak, o‘yin foydali; agar V <0 demak, o‘yin 
foydasiz; agar F = () demak, o‘yin durang deyiladi.

7.2. M atrisali o‘yinni chiziqli prograsnmalash raasalasiga
keltirish

2-tartibli matrisali o‘yinning egar nuqtasini topish. (2x2) 
oicham li

o‘yin matrisasini qaraymiz. Har bir o'yinchi uchun hech boimaganda 
bitta optimal strategiya va V o‘yin qiymatini topish uchun quyidagi 
ishlami amalga oshiramiz:

1. Egar nuqtani topamiz.
2. Agar egar ntiqta bo‘lmasa, u holda optimal strategiyani topib, 

o‘yinning yechimini aniqlaymiz.
Faraz qilamiz, o‘yinning egar nuqtasi mavjud boimasin. Agar 

a>b boisa, u holda b<c boiadi. Aks holda b egar nuqta boiib 
qoladi. b<c boigani uchun c>d aks holda c egar nuqta boiib qoladi.
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HHmtk, <1 ■ a, a > b. Boshqa tomondan agar a>b boisa, u holda 
,i ' . . •</  a. Agar a<b  boisa, u holda a < b > c < d < a . Bu shuni
i n iHitladiki:

A:'!ir cgar nuqta mavjud boimasa, u holda a>b, b<c, c>d va 
1/ .1 Vdki a < b, b> c, c <d va d>a.

\j-;ir I o‘yinchi (p ,l-p ) aralash strategiyani tanlasin. U  holda
ap+d(l-p)=bp+c(l-p)=>p= - — — — , 0  <p<l,.(a-b) + (c-d )

HumI:iii Ibydalanib, I o‘yinchiningo‘rtachayutugini topish mumkin:
,,, v ac-bdV = ap+ d(l-p) =---

a —b+c—d
c ~~bII o' vinchining strategiyasi q = — ----- 0<q<l.

a -b + c - d

I -misol. A

Mu yorda

'o -10 
J  2

matrisa uchun optimal strategiyani toping.

2 -1  1 2+10 12
T-0 + 10+2 -1  11 0 +10+2 -1  11

i 1.1 luniki, o- <i< I boiishi kerak, ammo bu misolda yuqoridagi 
1. 111*m/1il\ biijarilmayapdi. Chunki biz, bu yerda egar nuqtani 
i' I 1......Ill Itu mnliisaning egar nuqtasi m avjudboiib, u F = l.B u
SI I « III /• II, (/ I .

Ii,i i hull.ml.i yuqori oicham li martisani kichraytirib (2x2) 
n li I mu 11 >it ImIih iludi so‘ngra uning egar nuqtasi yoki optimal 
iii ih |*i\ ir.i lupiliidi. Bu jarayon quyidagicha amalga oshiriladi:

A ) .ii l («!/) matrisada barcha j  lar uchun ai} >akj tengsizlik
...... . Iki l.:a, u holda A-satr i -satrga dominant deyiladi. Xuddi shuda
ii'.uldii i -ustunga dominant A-ustunni ham aniqlash mumkin (a? <%)

Dominant ustun yoki dominant satmi matrisadan o‘chrish 
mmnkin. Itu jarayonni takrorlab matrisani (2x2) oicham li matrisaga

r2 0 4s)
kollinb olish mumkin. Masalan, 1 2 3

v4 1 2j
o yin matrisasmmg

uplimal strategiyasini topamiz. Bu matrisada 3-ustun 2-ustunga 
dominant. U holda 3-ustunni o‘chirib matrisani quyidagicha yozib
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olishimiz mumkin: Ä-
2 0 
1 2 

,4 1,
. Yangi hosil boigan matrisada esa 1-

satr 3-satrga nisbatan dominant. U  holda boshlang‘ich matrisa
( l  2̂\quyidagi ko‘rinishga keladi: A" = j. Bu matrisa egar nuqtaga ega
V V

boimaganligi sababli unga mos o‘yinning optimal strategiyasim va
3 1 7qiymatim aniqlaymiz: p = -, q=-, V =—. Shunday qilib, boshlang‘ ich4 4 4

o'yinda I o‘yinchining optimal strategiyasi teng boiadi: [ 0,-,-j; II
I  4 4/

o‘yinchi uchun esa 1 1 
4’4’0 .

Matrisaning satriga (ustuni) boshqa satrlaming (ustuniar) 
ehtimollar orqali kombinatsiyasi dominant boisa ham bu satmi 
(ustun) o‘chirish mumkin.

Bunda satr uchun pakJ +(1 - p)ahk>akj, o< p < i ;  ustun uchun 
pajt +( 1  - p)ay2 <afk, o < p < l tensizliklardan foydalaniladi. 

r0 4 6)
2-misoL A - 5 7 4 

9 6 3
o‘yin matrisasini qaraymiz. p = — ehti-

"0,5-0 + 0,5-6' f4l
mollik orqali kombinatsiyasidan 0,5-5 + 0,5-4 > 7

v0,5-9 + 0,5-3, ,6,
tengsizlik hosil

qilamiz va 2-ustunni tashlab yuboramiz. Yangi hosil boigan

A’ =
0 6̂  
5 4 
9 3y

1 2matrisadan p=~, ehtimollar yordamida 2-satmi

0 6 
9 3

matrisani hosil qilamiz. Uningtashlab yuboramiz va A’ =

9qiymati v  = —.
M atrisali o‘yinni chiziqli programmalashtirish masalasiga 

keltirish. Egar nuqtaga ega boimagan matrisali o‘yinlarda a  < ß 
boiadi. Minimaks strategiyalami qoilash har bir o‘ynovchiga a  dan
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oshmaydigan yutuqni va /5 dan kam boimagan yutqa2;ishni beradi. 
Bunday hollarda o‘yinchilar bitta emas, balki bir nechta 
strategiyalami qoilaydilar. Strategiyani tanlash tasodifan amalga 
oshiriladi.

Tasodifiy tanlash y o ii bilan aniqlangan strategiyalar aralash 
strategiya deb ataladi.

(mxn) tartibli matrisali o‘yinda, A o‘yinchining strategiyasi 
X(xl,x2,...,xm) vektor orqali aniqianadi. Bun da A o‘yinchi o‘ zining 4 
sof strategiyasini x,. ehtimollik bilan qoilaydi, deb hisoblanadi. 
X(xl,x1,...,xn)  vektor komponentlari uchun

m

*¡¿0, X * f=1
1=1

shart bajariladi.
Xuddi shuningdek, B o‘yinchi uchun Y = (y„y2,- ,y„) vektor 

aniqianadi:

yj*°>  2 > ,=1M
x, va y} ehtimolliklari noldan farqli boigan strategiyalar aktiv
strategiyalar deb ataladi.

A o'yinchining aralash strategiyalami qoilagandagi yutug‘i 
üilatida yutuqlarning matematik kutilishi olinadi, ya’ni

m n

F=2 I w r
_____________ . ______________________ _____________ '= 1  M __________________________________________________________________________________

1-teorema. Aralash strategiyalarda har bir chekli matrisali o‘yin 
egar nuqtaga ega._________ ___________________ . _____________

A o‘yinchi tomonidan X(xvx2,...,xm) optimal strategiyaning 
qoilanishi, unga B  o‘yinchining har qanday harakatida ham 
o'yinning bahosi V dan kam boimagan yutuqni ta’minlash kerak.
‘Winning uchun quyidagi munosabat bajarilishi kerak:

m __
j j  = l,« (7.1)
/=1

Xuddi shunga o‘xshash, B  o‘ynovchi uchun Y*■■=(yl,y2,...,yn) 
optimal strategiyasi, A o‘ynovchining har qanday strategiyasida v  
il;m oshmaydigan yutqazishni ta’minlashi zarur, ya’ni
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Z ‘V ,* - F’ i = \m  (7.2)
M

munosabat bajarilishi kerak.
Eng sodda matrisali o ‘yinda yutuqlar matrisasi 

j  _ i
V«2i «2:

bo‘lib, matrisa egar nuqtaga ega boimasa, X=--{x,x2) va Y = (yx,y %) 
aralash strategiyalarni va v  -  o ‘yinning bahosini topish uchun

«22 ~ «51 «11 — <3,1

■JV

«11 + «22 «12 «21 
«22 ~«12 . 

«11 «22 — «12 — «21 y2 =
«11  “* " « 2 2  « 1 2  « 21

«11«22 «12«21
« l l + « 2 2  « 1 2  « 21

formulalardan foydalaniladi.
m x n  tartibii matrisa bilan berilgan quyidagi o‘yinni qaraymiz:

A =

«11 «12 

«21 «22

Matrisa egar nuqtaga ega emas, deb hisoblaylik va shuning 
uchun o‘yinning yechimini X(xl,x2,...,xm), Y(yl,y2,...,yn) -  aralash 
strategiyalar shaklida izlaymiz. A -  o‘yinchining optimal 
strategiyasida (7.1) munosabat va B - o ‘yinchining optiinal 
strategiyasida (7.2) munosabat bajariladi. Shuning uchun, quyidagi 
chegaraviy shartlami qanoatlantiruvchi ( A  -  o‘ynovchining) optimal 
strategiyasini topish masalasini qo‘yish mumkin.

anX\+a2\X2 + ...+ amlxm>V 
al2xx+ a 22x2 + ... + am2xm> V (7.3)

ainxl + a 2nx2 +. . .+aimxm> V
0 ‘yinningbahosibo‘lgan V kattaliknomaium, lekindoim F>0  

deb hisoblash mumkin. Bunga, agar A matrisa eiementlariga bir xil 
musbat son qo‘shish sharti bilan erishish mumkin. (7.3) sistemani 
hamrna cheklamalarini V ga boiib, quyidagi sistemani
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a¡ ¡t¡ + a2lt2 + — + arJ m ¿ 1
a \zh  +  °22?2 +  — + a m’/m  — ^ (7.4)

P t i t l  +  a l : h  +  - + а тпгт ~  1

hosil qilamiz. Bunda t} =x¡ / V, t2 =x2 / V , t m =xm / V.
^+л:2+...+х,н=1 shartdan

tl +t2+ - + tm= l/V  (7.5)
tenglik kelib chiqadi.

0 ‘yining yechimi V ning qiymatini maksimallashtirish kerak. De- 
mak, Z = tx+t2+...+tm funksiya minimal qiymat olishi kerak. Shunday 
qilib, quyidagi chiziqli programmalashtirish masalasi hosil bo‘!adi:

a u (i +  fl21í 2 +  ••• +  a m\*m — ^

o,2/, + a22t2 + ... + am2tm > 1

a \nh  +  a 2 n h  +  -  +  a m ,fm  -  1

t¡>0, i = \,m 
Z = tl +t2+...+ tm ->min

(7.6)

Bu masalani yechib, t¡ qiymatlar va l/V  kattalik topiladi hamda 
undan foydalanib xt =Vti qiymatlar topiladi. В o‘ynovchining optimal 
strategiyasini topish uchun quyidagi shartlami yozib olamiz:

a!ly ,+ a l2y 2 +... + al„r/, < v  
a2ly i+ a 22y 2 +...+ a2nyn <V (7.7)

0*Л +й» Л +- +я* Л ^
yoki tengsizliklarni y  ga bo‘lib,

ßj jи, + anu2 +... + Я\„ч„ S 1

<*?ЛЩ 2̂2̂ 2 + — + ®2иМи — ' (7.8)

.û«tMl + am2U2 + -  + «  -  1
••Islcmani hosil qilamiz. ц , %...,ми -  noma’lumni shunday olish 
ki-iakki, hunda (7.8) shart bajarilib,

W=u¡ +u2 +...+u„ =1 / V
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fimksiya maksimum qiymaiga erishsin. Shunday qilib, matrisali o‘yin- 
ning yechimini topish simmetrik boigan ikkiîangan ikkita chiziqli pro- 
grammalashtirish masalasiga keltiriladi. Bu ikkiîangan masalalardan biri- 
ni yechib, ikkinchisining yechimini undan foydalanib hosil qilish mumkin.

3-misol. Quyidagi maîrisa bilan berilgan osyinning yechimini 
toping.

4 3 4 2 
3 4 6 5 

v2 5 1 3y

Yeclîish: 0 ‘yinning optimal strategiyasini topish uchun 
quyidagi ChPMni hosil qilamiz.

4 /1 4- 3/2 4- 2?з 1 
3/, + 4/2 + 5?з ~  1 
4/j + St2 "H ~ 1
2ij 4- 5?2 + 3?з 1 

/,>0, t2 > 0 ,  #3>0 
Z = i, + i2 + f3 rain 

В o4ynovchining optimal strategiyasini topishning ikkiîangan 
masalasi quyidagicha bo‘ladi:

4m, + 3n2 + 4u3 +  2 uA < 1 

• 3m, + 4u2 + 6и3 + 5и4 < 1 
2М] + 5и2 + Mj + Зи4 á  1 

м( >0, (г = 1,4)
W -щ  +u2 +щ+и4 max

Bu ikkiîangan masala yechimi £ /= ^ ,0 ,0 ,~ j ,  

boiadi. Demak, v  = F = 0,0, i j .  Dastlabki masalaning yechimi

г = ( |* 7 * ° )va X = bo<iadi'

7.3. Noaniqlik та tavakkaichilik sharoitída qaroriar qabul qilish

Bu o‘yinda tabiat va yechim qabul qiluvchi shaxs (YQQSh) 
qatnashadi. Tabiatda l],T2,.,.,Tn holatlar mavjud bo‘íib, ularga qarshi
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YQQShda m ta .Ai,A2,...,Ain tadbirlar mavjud. Tabiatga qarshi o'yinni 
quyidagi matrisa koi'inishida ifodalash mumkin:

B,
4  \

T2 ... Tn

4 % al2 ...

a2 a21 a22 ... a2*

... ... ...

ami am2 &mn

Bu yerda av tabiatning 2} hoSatida YQQSh Ai tadbimi amaiga 
oshirganda uning ko‘radigan foydasi yoki zararini ko‘rsatadi. Agar 
alt foyda (yutuq) boisa, bu matrisa “yutuqlar m atrisasF  deyiladi. atj
zarar boiganda esa bu matrisa “to ‘lovlar m atrisasF  deyiladi.

Bu matrisa asosida YQQSh o'zining foydasini (zararini) 
maksimallashtiruvchi (minimallashtiruvchi) yoini (sof strategiyani) 
tanlaydi.

Birnday strategiyani tanlash uchun minimax, Vaid« Laplas, 
Sevidj va Gurvis mezonlaridan foydalanish mumkin. Bu mezonlar 
bilan tanishamiz.

Laplas mezosii. Bu mezonda tabiatning barcha 7J, T2, T n 
liolatlari teng ehtimoliik bilan ro‘y beradi degan fikr asos qilib

I
olingan. Shu sababli tabiatning %  T2, h o l a t l a r i  p1- p 2

ehtimoliik bilan ro‘y beradi. U holda agar YQQSh Al yoini taniasa, 
uning yutugi,

1 1  1 1 ” Ql = - a n +~an + ...+ -a l„, yoki ß ,= --E ^  
n n n n j=i

Im>‘ rirrishda boiadi. Agar YQQSh Ä2 yoini taniasa, uning yutugi,

Ql ~ ~~ i az in j=\ ■'
v;i hokazo. Agar YQQSh Am yoini taniasa, uning yutugi, 

1 n
Qm ~ L arnj-n j=\
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YQQSh maximum yutuq beruvchi yo‘lni, ya’ni

max - I > u> -“IX /n j  n / П j
= m ах-ЗГа,!, 

1 n i

yo‘lni tanlaydi.
1-misol. Quyidagi iabiatga qarshi o‘yinning optimal yechimini

A Tx T2 т4

4 7 14 14 24 1 (7 + 14+ 14+ 24) = 14,75

4 20 16 14 22 ¿(20+16 + 14 + 22) = 18

4 ■ 9 8 10 23 -(9  + 8 +10 + 23) = 12,5

A 18 26 18 14 i ( l 8 + 26+18+14) = 19

Pj l
4

1
4

l
4

1
4

1 , . 
max—(a,, + an + ,..+ain)~  19 

i 4

Yechish: Laplas mezoniga ko‘ra YQQSh A4 strategiyani 
tanlasa, uning yutug‘i eng katta, ya’ni 19 ga teng bo‘iadi.

Bayes mezoni. Bu mezonda tabiatning har bir 7} holati ma’lum
bit q} ehtimollik bilan ro‘y berishi aniqlangan boiadi. Bu holda 
YQQSh o‘z yutug‘ini maksimal qiluvchi yo‘lni, ya’ni тах^ад,

1 j

beruvchi yo‘lni tanlaydi.
2-misoL Quyidagi jadval ko‘rintshida berilgan o‘yinning

4  :tj 
4  \

Ту T2 T, n о ,й + 0 А + -+ а д ,

A 2 о 3 4 7 4,2
a2 3 6 5 4 4,8
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A3 5 8 7 3 6,2

0.1 0.2 0.5 0.2 max, («¿¡g, + a.2q2 + ... + amq„ ) = 6,2

Yechish: Bu misoida optimal strategiya A3. Bu yoini
tanlaganda YQQSh 6,2 yuîuqqa ega boiadi.

Vald mezoni. Bu mezon o‘yinlar nazariyasidagi maximin-
minimax usuliga o‘xshaydi, Agar ai} yutuq boisa, u holda YQQSh
max(min<%) shartni ta’minlovchi yoini tanlaydi. atj zarar boisa, u 

i j
mm(max au) shartni ta’minlovchi Ai yoini tanlaydi,

< j
3-misoL ( üj zarar). Quyidagi jadvalda beriîgan o‘yinni Vald

mezoni bilan yeching.
Yechish:

m in(m ax a, ) = min(24, 22, 23, 26) = 22. 
j  i

Demak, optimal strategiya Â2 va unga mos keluvchi yutugi 22
boiadi.

TJ
A Tx T2 T3 T,

A 7 11 14 24 24
A 20 16 r 14 22 22
4 9 8 10 23 23
A 18 26 18 14 26

min {max(iî, )} = 22
' J /

Sevidj mezoni Sevidj mezoni ham minimax prinsipiga 
asoslangan. Faqat blinda (a tj)  -  toiovlar yoki yutuqlar matrisasi 
o‘miga tavakkalchilik matrisasi deb ataluvchi (r0)  matrisa ishlatiladi. 
Bu matrisa elementlari quyidagicha topiladi:

t)j = ra-àxüj -  üj = fij -  a,y, agar ay -  yutug' bo’lsa, (7.9)
ry -  atj -  mincty = dy -  a„ agar atj -  yutqazuv bo'lsa. (7.10)

Bu yerda #  -  av tabiatning 7} holatidagi YQQShning maksimal 
yutugi, (minimal yutqazuvi).
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Гу YQQSh “tabiat” níng 7} holatida to‘ia chora ko‘rmagani 
oqibatida íavakkalchüikdan ko‘rgan zarari yoki uning “afsuslanishi” 
sonini biîdiradi.

4-misoh Quyidagi o‘yinni Sevidj mezoni bilan yeching.

TJ
4:

Tx T2 max(a,y)
J

A 110000 900 110000
A î 00000 100000 100000

тт{тах(<%)} = ÎOOOOO / j  J

Bu o‘yinda YQQSh A2 yo‘lni tanlasa, uning minimal yutqazuvi 
100000 bo‘ladi. Lekín bu yerda tabiatning TJ holati ham, T2 holati 
ham bo‘lishi mumkin. Tabiatning aniq holati haqida tasawurga ega 
boiish uchun tavakkalchilik matrisasini tuzamiz:

TJ
A

7; T2 max (r¡j)
J

A 10000 0 10000
4 0 99100 99100

mm{max(/¡,)} = 10000
1 j

Demak, optimal straíegiya 4  ekan.

Güirvis mezoni. Bu mezon yasama mezondan iborat boiib, 
unga asesan atj miqdor daromadni bildirganda optimal síxategiya 
sifatida quyidagi shartni qanoatlantiruvchi straíegiya tanlanadi:

max a  max aÿ +(1 -  or) min aÿ a e [ОД]
a„-yutqazuvni bildirganda esa,

mm œminûiÿ,+(1-or) maxatJ j a e  [0,1]
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natijani ta’minlovchi A strategiyani tanlaydi. Bu yerda a-yechim  
qabul qilish jarayonini subyektiv baholovchi parametr. Agar a = l 
boisa, vaziyat og‘ir va uni to‘g‘rifash uchun choraiar ko‘rish 
kerakligi taiab qilinadi. a = 0 da vaziyat yaxshi (optimal) hech qanday 
chora ko‘rmasa ham boiadi deb faraz qilinadi. a  ni [0;l] oraliqdagi 
qiymati optimistik yoki pessimistik nazarga qarab belgilanadi.

5-misol. Tabiat biSan boigan o‘yin quyidagi ioiovlar matrisasi 
bilan berilgan boisin. a  = 0 ,4

Bu o'yinga Gurvis mezonini qoilab optimal strategiyani 
topamiz. Buning uchun quyidagi ko'rinishdagi jadval chizamiz va 
optimal strategiyani yuqoridagi shart bo‘yicha tekshiramiz:

y=mm armin an + (I -  a) max c l
j j

a e [0,1]-

TJ

4
T\ T2 %; min (a«) 

j
max(a„)

j 7

4 71 24 23 23 71 51,8
4 l 24 75 23 23 75 54,2
4 70 16 20 16 70 48,4

A 16 27 13 13 27 21,4
m in/ = 21,4
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Demak, au -  yutqazuv boiganda optimal strategiya 4} dan 
iborat ekan. Agar ai} -  daromad boisa, u hoida yechim quyidagi 
ko‘rinishda topiladi:

Tj
4

1] T2 n min(a,y)
j

¡nax(aii)
j Y

4 71 24 23 23 71 42,2

4 24 75 23 23 75 43,2

4 70 16 20 16 70 37,6

4 16 27 13 13 27 18,6

Optimal strategiya A2 miny = 43,2i

6-mlsol. Savdo korxonasida 500 birlik mavsumiy mahsulot 
sotilmay qoigan boisin. Bu mahsulotning oldingi narxi 20 birlikni 
tashkii etgan boisin. Endi savdo korxonasi oldida mahsulotning 
narxini tushirish masalasi turibdi. Mahsulot narxini necha foizga 
tushirganda uning ko‘radigao zarari minimal boiadi?

Savdo korxonasi mahsulot narxini 20% ( 4  yoi), 30% (A2 yo i), 
40% (-4 yo i), 50% (4t yo i) tushirishga moijallaydi. Bu voilarni 
YQQSh ning strategiyalari deb qaraymiz. “Tabiat”ning ikkita y o ii 
bor:

1) talabning kam egiluvchan boiishligi (7] yoi).
2) talabning ko‘p egiluvchanligi (T2 yoi).

Ana shulami nazarga olib quyidagi jadvallami tuzamiz:

YQQSh
strate-

giya

Narxiiing
tushishi

(%)

Eski
bahosi

Yangi
bahosi

Sotiiadigan
tovar

iniqdori

Ko‘riladigan
zarar

4 20 20 16 100 4400
4 30 20 14 150 3900

4 40 20 12 220 3360
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A^ 50 20 10 230 3700
4400=500-12-16-100, 3 900=500-12-14-150 
3360=500-12 -12-220, 3700=500-12-10-230

Bu yerda bir birlik mahsulotni savdo korxonasiga keltirish 
uchun sarf qüinadigan xarajat 12 birlik, deb qabul qilingan.

Xuddi shuningdek, jadval talab egiluvchanligi kuchli boigan 
hol uchun tuziladi.

YQQSh
sfrate-

giya

Narxning
tushishi

(%)

Eski
bahosi

Yangi
bahosi

Sotiladigaii
íovar

miqdori

Ko'riladigan
zarar

A 20 20 16 150 3600
A2 30 20 14 350 1100
A 40 20 12 400 1200

A 50 20 10 450 1500

I va II jadvaldan foydalanib, toiovlar matrisasini tuzamiz va 
yuqoridagi usullami qo‘îlab yechamiz:

tj

A Ti T2 m ax(a¡j)

A 4400 3600 4400
A 3900 1100 3900
A 3360 1200 3360
A 3700 1500 3700

min max a¡; = 3360
' i

Demak, savdo korxonasi mahsulot narxini 40% ga tushirganda 
zarar minimal boiadi, ya’ni 3360 ga teng boiadi.

Masalani Laplas mezoniga asosan yechamiz:

TJ
A z¡ T¿ aaq{ +al2q2 + ...+aínqn

A 4400 3600 4000
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4 3900 1100 2500
4 3360 1200 2280
4 3700 1500 2600

1
2

1
2

Tmn,(an9i + ai2q2 + ...+a,nqn ) = 2280

Bu mezon bo‘yicha ham narx 40% tushirilsa zarar 2280 boiadi. 
Sevidj mezonini qoilash uchun (rÿ) matrisa tuzamiz va optimal 

strategiyani topamiz.

TJ

A 2Î T2 max (ay)
j

A 1100 2500 2500
A 600 0 600
A 0 100 100

A 400 400 400

........... .
min max =100

i j

Bu mezonga ko£ra ham narx 40% ga tushirilishi ma’qui.

Nazorat savollari
1. 0 ‘yinlar nazariyasining asoschisi kim?
2. 0 ‘yinning ta’rifini bering.
3. 0 ‘yin strategiyasini tushuntiring.
4. Sof strategiya deganda nimani tushunasiz?
5. Minimax usulini tushuntiring.
6. Tabiat bilan o‘yin deganda qanday o‘yinlarni tushunish 

mumkin?
7. Tabiat bilan o‘yin raqiblar orasidagi o‘yindan qanday farq 

qiladi?
8. Vald mezoni bo£yicha optimal strategiya qanday topiladi?
9. Laplas mezonini ta’riflang.
10. Sevidj mezoni bo‘yicha optimal strategiya qanday topiladi?
11. Gurvis mezoni qanday mezon?



Mustaqil yechish uchuij misollar

Quyidagi matrisali o‘yinlarni min(max) va max(min) usullari 
bilan yeching.

1. A =

3. A =

"8 4 3 7'
6 2 5

7 6 8 94 3 7 2. A =
8 2 4 6

5 5 6
,6 3 2 -v

3 2 3' '3 7 6N f5 6 8

6 2 7 4. A = 2 3 1 5. A = 9 7 8

5 1 4y 7 4y I? 6 6

6. Quyida berilgan jadvaldagi maiumotlar asosida yutugiami 
maksimallashtiruvchi strategiyani toping.

7. Quyidagi keltirilgan daromadlar matrisasidan foydalanib, 
YQQSh ning optimal strategiyasini Laplas mezoni asosida 
toping.

8.
TJ

A Ti T2 T3 T4

A 17 21 24 34

A 30 26 24 32

A 19 18 20 33

A 28 36 28 24

8. Tabiat bilan o‘yin quyidagi toiovlar matrisasi orqali berilgan.
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TJ
A T2 T3

A 61 14 13

A 14 65 13
A 60 6 10
A 6 17 3

Vald, Sevidj va Gurvis mezoniari asosida optimal strategiyani 
toping.

9. Deylik, fermer xo‘jaîigi paxta yetishtirishga ixtisoslashgan 
boisin. Paxta bosildorligiga “tabiat” ning 4 xil holati ta’sir ko‘rsatishi 
mumkin boisin. Tabiatning bu holatlariga qarshi fermer 3 xil chora- 
tadbiriami ko‘rishi oqibatida turli miqdorda daromad olishi mumkin. 
Quyida daromadlar matrisasi keltirilgan.

TJ
A Tt T2 T3 T ,

A i 2 3 6

A 2 5 4 3

A 4 7 6 2

p 0,3 0,3 0,2 0,2

Bayes mezoniga asosan maksimal daromadni ta’minlovchi 
optimal strategiyani toping.

Tayanch so‘z va iboraîar
0 ‘yin, konflikt holat. nol summali o‘yin, matrisali o‘yin, 

strategiya, optimal strategiya, chekli va eheksiz o‘yin, toiovlar va 
yutuqlar matrisasi, o‘yinning quyi va yuqori bahosi, maxirnin va 
minimax strategiyalar, egar nuqta, o‘y inning yechimi, aralash va sof 
stategiyalar, rnatrisä, chiziqli programmalashtirish, strategiya, optimal 
strategiya, tabiat bilan o‘yin, yechim qabul qiluvchi shaxs (YQQSh), 
yechim qabul qiiish mezoniari, “tabiat”ga qarshi o‘yin, yechim qabul 
qiluvchi shaxs (YQQSh), yechim qabul qiiish mezoniari.
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GLOSSARIY

1. Ata- 
majsing 

o‘zbekeha 
aomi

2. Ata
man ing 

mgiizcha 
uomi

3. А4а- 
тазшщ 
гвдсЬа 
вою!

4. Atamaning qisqacha 
ma’nosi

Hodisa Event Событие Tajriba natijasi, eksperi- 
ment

Tasodifiy
hodisa

Random
event

Слу
чайное

событие

Tajriba natijasida ro‘y be- 
rishi oldindan aniq boima- 
gan hodisa tasodifiy hodisa 
deyiladi.

Muqarrar
hodisa

Certain
event

Досто
верное

событие

Tajriba natijasida har gal 
ro‘y beradigan hodisa mu- 
qarrar hodisa deyiladi.

Mumkin
bo‘lmagan

hodisa

Impossible
event

Невоз
можное
событие

Birorta ham elementar 
hodisani o‘z ichiga olmagan 
hodisa mumkin boimagan 
hodisa deyiladi.

Birgalikda
bo‘lmagan
hodisalar

Incompatib 
ie events

Несов
местные
события

Bitta tajribada biror tayin 
hodisaning ro‘y berishi taj- 
ribaning qolgan hodisalari- 
ning ro‘y berishini yo‘qqa 
chiqarsa, bunday hodisa- 
larga birgalikda boimagan 
hodisalar deb aytiladi.

Ter.g
imko
niyatli

hodisalar

Equally
likely
events

Равно-
возмож

ные
события

Amalga oshishi bir xil im- 
koniyatli boigan hodisalar 
teng imkoniyatli hodisalar 
deyiladi.

Ehtimol-
ning

klassik
ta’rifi

Classical 
definition 

of pro
bability

Класси
ческое
опре

деление
вероят
ности

A hodisaning ro‘y berish 
ehtimoli deb, hoclisa ro‘y 
berishiga qulaylik. tug‘di- 
ruvchi elementar hodisalar 
sonining, teng imkoniyatli 
yagona mumkin boigan 
elementar hodisalarning
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umumiy soniga nisbatiga 
aytiîadi.

Ehtimol-
ning

statistik
ta’rifi

Statistical 
definition 
of proba

bility

Статис
тическое
опреде
ление

вероят
ности

Agar tajribalar son! yetar- 
licha ko‘p bo‘lib, shu 
tajribalarda qaralayotgan a  
hodisaning ro‘y berish 
nisbiy chastotasi -  W(A) 
biror o‘zgarrnas pe[0,1] son 
atrofida turg‘un ravishda 
tebransa, shu p sonni A 
hodisaning ro‘y berish 
ehtimoli deb qabul qilamiz. 
Bunday usulda aniqlangan 
ehtimol hodisaning statistik 
ehtimoli deyiladi.

Geometrik
ehtimollik

Geometric
probability

Геомет
рические
вероят
ности

Tashlangan nuqtaning g 
sohaga tushish ehtimoli 
uning yuziga proporsional 
boiib, g  soha G sohaning 
qayerida joyîashganligiga 
bog‘liq boimasin. Bu shart- 
larda qaralayotgan hodisa
ning ehtimoli „ for-

G (yuzi)
muia yordamida aniqlanadi. 
Bunday usuldagi ehtimol- 
likga geometrik ehtimollik 
deyiladi.

Tasodifiy
miqdor

Random
variable

Слу
чайная

величина

Tasodifiy miqdor deb, taj- 
riba natijasida mumkin 
bo‘lgan, oldindan noma’- 
lum va tasodifiy sabablarga 
bogiiq boigan qiymatlar- 
dan bittasi va faqat bittasini 
tayin ehtimol bilan qabul qi- 
ladigan kattalikka aytiladi.
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Diskret
tasodifiy
miqdor

Diskret
random
variable

Дискрет
ная слу
чайная 

величина

Agar tasodifiy miqdor qabul 
qiladigan qiymatlami chekli 
yoki sanoqli ketma-ketlik 
ko‘rinishida yozish mumkin 
boisa, bunday tasodifiy 
miqdorga diskret tasodifiy 
miqdor deyiladi.

Uzluksiz
tasodifiy
miqdor

Continuous
random
variable

Непре
рывная 
случай

ная вели
чина

Biror chekli yoki cheksiz 
sonli oraliqdagi barcha qiy
matlami qabul qilishi 
mumkin boigan tasodifiy 
miqdor uzluksiz tasodifiy 
miqdor deyiladi.

Matematik
kutilma

Mathe
matical 
expecta

tion, mean

Математ 
ическое 
ожида
нием 

дискрет
ной слу
чайной . 

величины

Agar x  biror bir qimmat- 
baho qog‘ozning daramod- 
liligi boisa, matematik ku
tilma uning o‘rtacha daro- 
madliligini bildiradi.

Dispersiya Variance Диспер
сия

Agar X  biror bir qimmat- 
baho qog‘ozning daramod- 
liligi boisa, dispersiya 
uning riskini bildiradi.

0 ‘rtacha
kvadratik
chetlanish

Standard
deviation

Средне
квадра

тическое
откло
нение

0 ‘rtacha kvadratik chetla- 
nishi deb, dispersiyadan 
olingan arifmetik kvadrat 
ildizga aytiladi.

Taqsimot
qonun

Law of 
distribution

Закон
распре
деления

Diskret tasodifiy miqdor- 
ning mumkin boigan qiy- 
matlari va ulaming ehti- 
mollari orasidagi moslikni 
tasodifiy miqdoming taq
simot qonuni deb ataladi.
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Binomial
taqsimot

qonun

Binomial
distribution

Бино
миальное
распре
деление

Agar x  tasodifiy miqdor 0, 
1,2, ..., n qiymatlami

p{x=k)=c"nPk( \ - Pr \
0 < p < l ,  0 <k<,n

ehtimolliklar bilan qabul 
qilsa, bu tasodifiy miqdor 
Binomial qonun bo‘yicha 
taqsimlangan deyiladi.

Puasson
taqsimot

qonun

Poisson
distribution

Пуассоно
вское

распре
деление

Agar X  tasodifiy miqdor 0, 
1,2, ... qiymatlami
P(X = k) = —  <rA, A>0,  ¿  = 0,1,2,,.. 

k\
ehtimolliklar bilan qabul 
qilsa, uni Puasson qonuni 
bo‘yicha taqsimlangan taso
difiy miqdor deyiladi.

Geometrik
taqsimot

qonun

Geometric
distribution

law

Геомет
рические

закон
распре
деления

Agar X  tasodifiy miqdor 1, 
2 , ... qiymatlami
P(X = k ) = ( \ - p ) p k~\ pe(0 ,l), A = l,2
ehtimolliklar bilan qabul 
qilsa, uni Geometrik qonuni 
bo‘yicha taqsimlangan ta
sodifiy miqdor deyiladi.

Normal
taqsimot

qonun

Normal
distribution

Нор
мальное
распре
деление

Agar uzluksiz tasodifiy 
miqdoming zichlik funksi- 
yasi

ko‘rinishda boisa, bu taso
difiy miqdor nornial taqsi
mot qonuniga bo‘ysunadi 
deyiladi va u N(a,a) ko'ri- 
nishda belgilanadi.

Tekis
taqsimot
qonun

Uniform
distribution

Равно
мерное
распре
деление

Agar uzluksiz tasodifiy 
miqdoming zichlik funk- 
siyasi
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/(•*)=■

ko‘rinisl 
difiy mi 
tekis ti 
bo‘ysun£

0, agar x< a,

----, agar a<,x<b,
b - a

0, agar x<ib.

ida bo‘Isa, bu taso- 
qdor (a,b) oraliqda 
iqsimot qonuniga 
idi deyiladi.

Ko'rsat-
kichli

taqsimot
qonun

Expo
nential

distribution

Показа
тельное
распре
деление

Agar uzluksiz iasodifiy miq- 
doming zichlik funksiyasi

f( \ _ f  °’ a8ar x- 0’
{X' agar x>().

ko‘rinishda boisa, bu taso- 
difiy miqdor ko‘rsatkichli 
taqsimot qonuniga bo‘ysina- 
di deyiladi. (bu yerda X  > 0 -  
o‘zgarmas musbat son)

Katta
sonlar
qonuni

Law of 
large 

numbers

Закон
больших

чисел

Amaliyot uchun juda ko‘p 
tasodifiy sabablarning birga- 
likdagi ta’siri tasodifga de- 
yarli bogiiq boimaydigan 
natijaga olib keladigan shart- 
larni bilish juda muhimdir, 
chunki bu hodisalaming 
qanday rivojlanishini oldin- 
dan ko‘ra bilishga imkon be- 
radi. Bunday shartiar umu- 
miy nomi “Katta sonlar qo
nuni” deb ataluvchi teorema- 
iarda keltiriladi.

Chebishev
tengsizligi

Chebyshev’s
inequality

Нера
венство
Чебы
шева

Ixtiyoriy s > 0 son uchun
p {\x - m {x )\^s) < ^ -

yoki
p(\x -M {x ) \<S) > 1 - ^ 1
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Laplasning 
lokal limit 
teoremasi

A local 
limit 

theorem of 
Laplace

Локаль
ная

предель
ная

теорема
Лапласа

Agar n ta bogiiq boimagan 
tajribalarning har birida 
biror A hodisaning ro‘y 
berish ehtimolligi p (0 < p 
<1) boisa, u holda m ning 
ushbu \m-np\ _ (c_  

Jnpq
o‘zgarmas son) shartni qa- 
noatlantiruvchi barcha qiy- 
matlari uchun tekis ravishda

ĴZxnpq  ̂ K'JnJJ
tenglik bajariladi.

Laplasning
integral

limit
teoremasi

Integral
Laplace

limit
theorem

Интег
ральная
предель

ная
теорема
Лапласа

Agar A hodisaning n ta 
bogiiq boimagan tajriba- 
laming har birida ro‘y 
berish ehtimolligi o‘zgar- 
mas va p (0<p<l) ga teng 
boisa, u holda yetarlicha 
katta n larda A hodisaning 
mi dan m2 tagacha ro‘y 
berish ehtimolligi P(mi< m 
< m2) taqriban quyidagicha 
hisoblanadi:
P(mi< m < m2) ~<!>(xi) -  0(x2).

Puasson
teoremasi

Poisson
theorem

Теорема
Пуассона

To‘g‘ri chiziqdagi har 
qanday B to‘plarn uchun

X = np
n

Markaziy
limit

teorema

Central
limit

theorem
O

Цент
ральная
предель

ная
теорема

Agar X  tasodifiy miqdor 
juda ko‘p sondagi o'zaro 
bogiiqmas tasodifiy miq- 
dorlaming yigindisidan 
iborat boiib, har bir had- 
ning yigindiga ta’siri e’ti- 
borga olinmaydigan dara-
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jada juda kam boTsa, u hol- 
da X  ning taqsimoti noimal 
taqsimotga yaqin bo‘ladi.

1 limit 
In plum

General
population

Г ене- 
ральная 

совокуп
ность

Bosh to'plam deb tanlanma 
ajratiladigan obyektlar to‘p- 
lamiga aytiladi.

Hi mb 
tu'plnm 
tll’.pll
N1 yiisi

Population
variance

Гене
ральная
диспер

сия

Agar N  hajmli bosh to‘p- 
lamning mumkin bo‘lgan 
xv x2, x N -  qiymatlari 
takrorlanmaydigan bo‘Isa, 
bosh to‘plam dispersiyasi

D (X) = DB= ± - f j( x , - x s f  
M i-l

formula bilan topiladi.
1 iiiiliinina Sample Выборка Tanlanma to‘plain (bundan

I'nnlnmna
to'plam Sample set

Выбо
рочная
сово

купность

keyin tanlanma) deb umu- 
miy to‘plamdan tasodifiy 
ravishda ajratib olingan ob- 
yektlar to‘plamiga aytiladi.

Viiiinlsinii
(|iilni

Variation
•iorios

Вариацио 
1ШМЙ ряд

Kuzatilgan x, qiymatlaming 
ortib yoki kamayib borish 
tartibida yozilgan ketma-ket- 
lî i variatsion qator deyiladi.

Vnt luntti Variation Варианты

Kuzatilgan x, qiymatlaming 
ortib yoki kamayib borish 
tartibida yozilgan ketma- 
ketligining xt -  hadlari va- 
riantalar deyiladi.

Vtiiinnln 
nlebly 

i Imslolnsi

The 
relative 

frequency 
of variant

Относи
тельные
частоты
вариант

Kuzatishlar soni n, -chas- 
totalar, ulaming tanlanma
hajm iga nisbati wt = —~ 

nisbiy chastotalar deyiladi.
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Empirik
taqsimot
funksiya

Empirical
distribution

function

Эмпири
ческая

функция
распреде

ления

Empirik taqsimot fiinksi- 
yasi (tanlanmaning taqsi
mot fimksiyasi) deb har bir 
x qiymatuchun X < x  hodi- 
saning nisbiy chastotasini
aniqiaydigan

n
funksiyaga aytiladi.

Statistika Statistic Статис
тика

Tanlanmadan tuzilgan ixti- 
yoriy L{xv  x2,... ,x„) funk
siyaga statistika deyiladi.

Statistik
baho

Statistical
estimate

Статис
тическая
оценка

Nazariy taqsimot noma’lum 
parametrining statistik ba- 
hosi deb kuzatilgan taso- 
difiy miqdorlardan tuzilgan 
funksiyaga aytiladi.

Siljimagan
baho

Unbiased
estimate

Несме
щенная
оценка

Agar o* baho va e  noma’
lum parametrlar uchun
¡imM(0') = ö munosabat«->00
o‘rinli boisa, u holda 6" 
baho asimptotik siljimagan 
baho deb ataladi.

Asosli
baho

Consistent
estimate

Состоя
тельная
оценка

Agar 0n baho uchun har 
qanday s> 0  da 
limP(j0„ -0 \>  ¿,'J = 0 shart ba-

jarilsa, ya’ni 0n baho 6 ga 
ehtimol bo‘yicha yaqin- 
lashsa, u holda 0„ asosli 
baho deyiladi.

Optimal
baho

Optimal
estimation

Опти
мальная
оценка

Agar d parametrning 0̂  va 
9H siljimagan baholari 
uchun biror n hajmli tan- 
lanmada D(On)) < D(0ni)
o‘rinli boisa, u holda 0n 1n\ 1
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faaho &n2 bahoga nisbatan n 
hajmli tanlanma uchun sa- 
maraliroq (optimalroq) 
baho deyiladi.

1 I Irl. IIV
1 »lit н *

1 hii|lnvly 
I'llllO

llicctive
estimate

Эффек
тивная
оценка

Berilgan n hajmli tanlan- 
mada eng kichik disper- 
siyaga ega b o ig a n  baho, bu 
hajmda eng samarali baho 
deyiladi.

Point
estimate

Точечная
оценка

Agar nom aium  parametr 
bitta 9 son bilan baholansa, 
u holda bu baho nuqtaviy 
baho deyiladi.

luiorvnl
IhiIio

Interval
estimation

Интервал
ьная

оценка

Ikkita son (interval chetlari) 
bilan aniqlanadigan baho 
intervalli baho deb ataladi.

bholldi-
Illlk

ni'llligi

1 И1 till III HI
oi'liu lilt

Confidence
intervals

Доверите
льная

оценка

(§ -  5 , S + (?) interval noma’-
lum parametrni berilgan y  
ishonchlilik bilan qoplovchi 
ishonchlilik intervali deb 
ataladi.

Sample
mean

Выбо
рочная
средняя

Agar n hajmli tanlanma- 
ning mumkin boigan  
xr x2, x „  -  qiymatlari tak- 
rorlanmaydigan b o isa , xT -  
tanlanma oitacha  

_ x , + x 2 + ...+.x„ 1 A
*T= ' = 2 > ,n

formula bilan topiladi.

liinlnnma
tlispci'.siya

Sample
variance

Выбо
рочная
диспер

сия

Agar n hajmli tanlan- 
maning mumkin boigan  
xv  x2, x „  -  qiymatlari 
takrorlanmaydigan bo ‘ lsa, 
tanlanma dispersiya
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D{X) = DT= ~ f j (xi ~xT}1 
n /=l

formula bilan topiladi.

Tuzatilgan
tanlanma
dispersiya

Corrected
sample

variance

Исправ
ленная 

выбороч
ная дис
персия

Bosh to‘plam dispersiyasi 
uchun statistik baho sifatida
DT = — -  xTf  tanlanma

n /=i
dispersiyasini olish mumkin 
emas. Chunki bu baho 
siljigan baho boiadi, ya’ni 
M(DT) * D B. Bu holda biz
M(DT)= — -  DB tenglikni 

n
bosh to‘plam dispersiyasi 
uchun siljimagan statistik 
baho sifatida olamiz va uni
s2 =~^—DT ko‘rinishda bel-

n — 1 r
gilab “tuzatilgan” disper
siya deb ataymiz.

Mediana Median Медиана

Mediana deb, variatsion 
qator variantalarini son ji- 
hatidan teng ikki qismga 
ajratadigan variantaga ayti- 
ladi va Me kabi belgilanadi.

Funksional
bogianish

Functional
depen
dence

Функцио
нальная
зависи
мость

Agar X  belgining har bir 
mumkin boigan qiymatiga 
Y belgining bitta mumkin 
boigan qiymati mos kelsa, 
u holda Y belgi X  belgining 
fimksiyasi deyiladi:

Y = f { X )

Statistik
bogianish

Statistical
Depen
dence

Статис
тическая
зависи
мость

Agar belgi lardan birining 
o‘zgarishi ilckinchi belgi 
taqsimotining o‘zgarishiga 
olib kelsa, u holda bu ikki
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belgi orasidagi bogianish 
statistik bog‘ lanish deyiladi.

Korrel
atsion

hog‘lanish
Correlation

Корре
ляцион

ная
зависи
мость

Agar bir-biriga statistik 
bogianishda boigan ikki 
belgidan birining o‘zgarishi 
ikkinchi belgi o‘rtacha qiy- 
matining o'zgarishiga olib 
kelsa, u holda bunday sta
tistik bogianish korrelat- 
sion bogianish deb ataladi.

Shartli
o‘rtacha

Condi
tional

expectation

Условны 
е средние

X = x qiymatga mos ke- 
luvchi Y ning kuzatilgan 
qiymatlari arifmetik o‘r- 
tachasini shartli oitacha 
deb ataymiz va yx ko‘- 
rinishda belgilaymiz. Xuddi 
shunday usulda ^-shartli 
o‘rtacha tushunchasi ham 
aniqlanadi.

Uügrcssiya
It'MKlllinMSi

The
regression
equation

Урав
нения

регрес
сии

Y ning X  ga to;g‘ri chiziqli 
regressiya tanlanma teng- 
Iamasi

(y*-y) = P>«(x-x)

1 an In 1 и 1 и t
Kol I I  I 
lllillytt 
koclïl” 
siycnti

The sample 
correlation 
coefficient

Выбо
рочный
коэф

фициент
кор

реляции

Tanlanma korrelatsiya ko- 
effitsiyenti deb, ,r =

n<jxay
(maiumotlar gmppalanma- 
sa), yoki .

(maiumotlar gruppalansa) 
ga aytiladi.

Timkmma 
korrelatsi- 
on nisbat

Sample
correlation

ratio

Выбо
рочное

корреля
ционное

y  ning x  ga tanlanma 
korrelatsion nisbati deb,

er—
=  nisbat bilan aniq- 

lanuvchi kattalikka aytiladi.
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отно
шение У\ ( у х- у \

■ О , ,  (У 'ой теша о — дV и
-  shartli yoki gruppalararo 
o‘rtacha kvadratik chetla-

nish; <ry = _

o‘rtacha kvadratik chetia- 
nish; « -  tanlanma hajmi; nx
-  x  belgining x qiymati 
chastotasi; ny - Y  belgining y 
qiymati chastotasi; у — y  

belgining umumiy o‘rtachasi; 
л  -  r  belgining x  = x ga mos 
shartli o‘rtachasi (x  grup- 
paning gruppa o‘rtachasi).

Egri
chiziqli
korrel-
atsiya

Nonlinear
correlation

Криво
линейные

кор
реляции

Egri chiziqli korrelatsiyada 
y  ning x  ga regressiya 
funksiyalari quyidagi ko‘ri- 
nishda boiishi mumkm: 
yx = ax2 +bx + c (ikkinchi tar- 
tibli parabolik korrelatsiya); 
yx = ax' + bx% +cx + d  (uchin- 
chi tartibli parabolik kor
relatsiya); у  = — (giperbolik.

X

korrelatsiya).

To‘plamiy
korrel-
atsiya

Multiple
correlation

<3

Множест
венная

кор
реляция

Ba’zi amaliy masalalarda 
ikkita emas, balki ikkitadan 
ko‘proq belgilar orasidagi 
bog'lanishni o'rganish za- 
ruriyati tug'iladi. Bu holda 
belgilar orasidagi kor- 
relatsion bogianish to‘p- 
lamiy (ko‘plik) korrelatsiya 
deb ataiadi.
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To‘plamiy
korrel-
atsiya
koeffi-
siyenti

Total
correlation
coefficient

Сово
купный
коэф

фициент
кор

реляции

z belgining x  va y  belgilar 
hilan bogiiqlík zichiigi 
quyidagi:

T I - , l  • 
0 <R <1  

umumiy tanianma korrel- 
atsiya koeffitsiyenti bilan 
baholanadi.

Statistik
gipoteza

Statistical
hypothesis

Статиста
ческая

гипотеза

Kuzatilayotgan t.m. haqida 
aytilgan ixtiyoriy fikrga 
síatistik gipoteza deyiladi.

Alternativ
gipoteza

Alternative
hypothesis

Конкури
рующая 
или аль

тернатив
ная 

гипотеза

Asosiy gipotezadan qara- 
ma-qarshi boigan ixtiyoriy 
gipotezaga raqobatlashuv- 
chi yoki alternativ gipoteza 
deb ataladi.

Sodda
gipoteza

Simple
hypothesis

Простая
гипотеза

Faqat bitta da’voni o‘z 
ichiga oigan gipoteza oddiy 
gipoteza deyiladi.

Murakkab
gipoteza

Composite
hypothesis

Сложная
гипотеза

Bittadan ortiq sondagi da’- 
volarni o‘z ichiga oigan 
gipoteza esa murakkab 
gipoteza deyiladi.

Birinchi 
tur xatolik

Error of the 
first kind, 

type 1 error

Ошибки
первого

рода

Statistik yechim asosida 
asosiy faraz u to‘g‘ri b o i
gan holda ham rad etilishi 
mumkin. Bunday xatolik 
birinchi tur xatolik deyiladi.

Ikkinchi 
Iih xatolik

Errors of 
the second 

kind, 
type 2 error

Ошибки
второго

рода

Statistik yechim asosida 
alternativ gipoteza to‘g‘ri 
boisa ham rad etilishi 
mumkin. Bunday xatolik 
ikkinchi tur xatolik deyiladi.

321



Statistik
kriteriya

Statistical
tests

Статис
тическая
критерия

Statistik kriteriy (yoki od~ 
diygina kriteriy) deb, asosiy 
gipotezani tekshirish uchun 
xizmat qiladigan tasodifiy 
miqdorga aytiladi va bu 
tasodifiy miqdor odatda K  
bilan belgilanadi va K  
kriteriy deb ataladi.

Kritik soha Falls in the 
region

Крити
ческая

область

Kriteriyning H0 -  asosiy gi
potezani rad qiladigan 
qiymatlar to‘plami kritik 
soha deb ataladi.

Gipotezani
qabul

qilinish
sohasi

Region of 
acceptance

Область
принятия
гипотезы

Kriteriyning H0 -  asosiy gi
potezani qabul qiladigan 
qiymatlar to‘plami gipo
tezani qabul qilish sohasi 
deb ataladi.

ßir 
tomonlama 
kritik soha

One-tailed 
tests-region 
of rejection

Одностор
онняя
крити
ческая

область

Agar kritik soha K > kkr 
tengsizlik bilan aniqlansa, u 
holda uni o‘ng tomonli kri
tik soha;
Agar kritik soha K < kkr 
tengsizlik bilan aniqlansa. u 
holda uni chap tomonli 
kritik soha;

Ikki 
tomonlama 
kritik soha

Two-tailed 
tests-region 
of rejection

Двусто
ронняя
крити
ческая

область

Agar kritik soha 
K > k'kr, K < k 'kr tengsizliklar 
bilan aniqlansa, u holda uni 
ikki tomonli kritik soha 
deyiladi.

Kriteriya-
ning

quwati
Power

criterion

Мощ
ность

критерия

Konkurent gipoteza to‘g‘ri 
boiganda kriteriyning kritik 
sohada boiish ehtimoli 
kriteriy quwati deb ataladi.
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Muvo-
fîqlik

kriteriyasi

Goodness 
of fit

Критерий
согласия

Muvofiqlik kriteriysi deb, 
bosh to‘plam nomaium 
taqsimotining taxmin qili- 
nayotgan qonuni haqidagi 
gipotezani tekshirish uchun 
xizmat qiluvchi kriteriyga 
aytiladi.

“xi-
kvadrat”

muvofiqlik
kriteriyasi

Chi-square 
goodness 
of fit test

Критерий
согласия

«хи-
квадрат»

H0 : bosh to‘plam normal 
taqsimlangan gipotezani 
tekshirish uchun kriteriy

sifatida х г = Y  --
« »/*

tasodifiy miqdor qaraladi.

Matematik
model

Mathema
tical model

Матема
тическая
модель

0 ‘rgani!ayotgan iqtisodiy 
jarayonning asosiy xossa- 
larini matematik munosa- 
batlar yordamida tavsiflash 
tegishli iqtisodiy jarayon
ning matematik modelini 
tuzish deb ataladi.

Chiziqli
program-

ma-
lashtirish

Linear
program

ming

Линейное
программ
ирование

Agar
ql(xl,x2,...,xn) < bn (i = \m ) ,
Z = f (x,, x2,..., xn ) -■> max ma- 
saladagi barcha qi(xJ,x1,...,x!t) 
va f ( x t,x  2, x „ )  funksi- 
yalar chiziqli boisa, bu 
masala chiziqli programma- 
lashtirish masalasi deyiladi.

Chiziqli
program-
malashti-
rishning
umumiy
masalasi

The overall 
objective 
of linear 
program

ming
i

Общей
задачей
линей

ного
программ
ироваиия

Chiziqli programmalashti- 
rish masalasi (ChPM) umu
miy hoida quyidagicha 
ifodalanadi:
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к=

aux, + anx2 +... + a,„x„ = b„

atlXi+atxx2 + ...+aknxn <.bk,

am]xl +amlx1 + ...+ amnx„>bm, 

Xj> 0, j  = \,n , 

c, xl + сгх2 +..,+c„ xn —> max (min)

Kanonik
shaklda
yozish

Canonical
form

Канони
ческая
форма
записи

Ch
ris
kai

7 =

iziqli programmalashti- 
l masalasi (ChPM) 
lonik ko‘rinishi:
a, + aQx2 +... + ainxa = 

aklxt +at2x2+...+ahlx„=b!t,

A A +a»2xi +- +V .  =bm> 
Xj> 0, j  = l,n ,

CjjPj + с2x2 +... + cnxn min

Tayanch
reja

Reference
plan

Опорный
план

Kanonik ko‘rinishda beril- 
gan ChPIvining joiz yechimi 
(joiz rejasi) deb, masalaning 
shartlarini qanoatlantiruvchi 
har qanday x  = (x1,x i ,...,xn) 

vektorga aytiladi.

Aynima-
gan

tayanch
reja

Non
degenerate
reference

plan

Невырож-
денны

опорный
план

Agar X o = (x?,x°,...,x°n) bazis 
rejadagi musbat koordi- 
natalar soni m ga teng 
boisa, u holda bu reja ay- 
nimagan bazis reja deyiladi.

Aynigan
tayanch

reja

Degenerate
reference

plan

Вырож
дении

опорный
план

Agar X o = bazis 
rejadagi musbat koordi- 
natalar soni m ga teng 
boimasa, u holda bu reja 
aynigan bazis reja deyiladi.

Qavariq
toplam Convex set

Выпук
лое мно
жество

Agar ixtiyoriy A, eC  va 
A2eC  nuqtalar bilan bir
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с

с

t
}
h
с

jatorda bu nuqtalarning
4 = a, A¡ + а 2Аг
0 < «j < 1, 0 < a2 < 1, a¡ + a2 = 1)
javariq kombinaísiyasidan 
borat nuqta ham С 
o‘piamga tegishli boisa, 
ra’ni A¡eC, eC=> A e С 
>oisa, u holda С to‘plam 
avariq to‘plam deb ataladi.

Yechimlar
ko‘pbur-

chagi

Creating
polygons

Много
гранник
решений с

г
г
а

GÛ! 4* С1Л1Х2 < bi,
а2Л + а21х2<Ь2, уа ^

Л Л +Й. А ^ .  
heklamalam i qanoatlanti- 
uvchi qavariq ko‘pburchak 
eja ko‘pburchagi deb 
taladi.

Simpleks
usul

Simplex
method

Сим
плексный

метод

Simpleks usuli eng keng 
foydalaniladigan barcha ra- 
qamli algoritmlardan foy- 
dalanadigan keng tarqalgan 
chiziqli dasturlash usulla- 
ridan biri. Bu 1940-yiida 
ishlab chiqilgan boiib chi
ziqli dasturlash model 
sifatida ham iqtisodiy ham 
harbiy rejalalarni amalga 
oshirish uchun ishlatilgan.

Optimaliik
shard

Optimality
condition

Условие
опти
маль
ности

Agar biror bir
X°=(x¡,
bazis reja uchun 
A < 0, ( j  = i,«) tengsizlik 
o'rinli boisa, u holda bu 
reja optimal reja boiadi.
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Chiziqli 
tengla- 
malar 

sistemasi- 
ning bazis 
yechimlari

Basic 
solution of 
the linear 
equation

Базисный 
решение 
системы 
линей

ных урав
нение

Chiziqli tenglamalar siste- 
masida erkli o‘zgaruvchi- 
larga 0 qiymat bersak, bazis 
o ‘zgaruvchilar ozod had- 
larga teng boiadi. Natijada 
X 0 =  (b1,b2,...,bm,0, : ; d )  bazis 
yechim hosil boiadi. Bu 
yechimni boshlangich 
bazis yechim deb ataymiz.

Sun’iy
bazis

induced
basis

Искусст
венный
базис

Sun’iy bazis o‘zgaruvchi- 
lariga mos Pn+V Pn+2, Pmm 

vektorlar “sun’iy bazis 
vektorlar” deb ataladi.

Berilgan
masala

The
original
problem

Исходная
или

прямая
задача

AX = B,
Xj >o, j ~\,n, yoki
F = CX  ->  max.
A X  =  B,

Xj ;> o, y = i,» , masalaga 
F  =  CX  —> ra in .

berilgan masala deyiladi.

Ikkilangan
masala

Dual
problem

Двойст
венная
задача

A ^ C \  y o k j 

F ~ B TY ->m  in.
ArY < c T, masalaga
F - B rY->  max.
ikkilangan masala deyiladi.

Nosimmet- 
rik masala

Non-
symmetric
problem

Не
симмет
рическая

задача

AX<B,
xjzo. y=u  masalaga
F=CX  -»max.
nosimmetrik qo‘shma

ATYZCT,
masala ^  > q_ j  _

F  = BTY m in.

Resurslar
holati

Resource
status

O

Статус
ресурсов

Optimal yechimning ikki- 
langan bahosi -  resurslar 
tanqisligi darajasining o i-  
chovidir.
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Kamyob
resurslar

Deficient
resources

Дефицит
ные

ресурсы

Mahsulot ishlab chiqarishda 
to ia  ishiatiladigan xom- 
ashyo “tanqis (defitsit) 
xomashyo” deyiladi.

Kamyob
boimagan
resurslar

Non
deficient
resources

Неде
фицит

ные
ресурсы

Mahsulot ishlab chiqarishda 
to ia  ishlatilmaydigan xom
ashyo “notanqis (kamyob 
bo: Imagan) xomashyo” 
hisoblanadi.

Ikkilangan
simpleks

usuli

Dual
simplex
method

Двойст
венный 

симплекс
ный метод

Sunday masalalami ikki
langan simpleks usul bilan 
yechish uchun eng avvalo 
masalaga qo‘shma
ATY < C r masala tuzi-
F  = BTY  -» max. 
ladi. So‘ngraoddiy 
simpleks usulida yechiladi.

Transport
masalasi

The 
transportati 
on problem

Транс
портная
задача

Transport masalasi -  chi- 
ziqli programmalashtirish- 
ning alohida xususiyatli 
masalasi boiib, bir jinsli 
yuk tashishning eng tejamli 
rejasini tuzish masalasidir. 
Bu masalaning qoilanish 
sohasi juda kengdir.

Ochiq
modelli

transport
masalasi

The balan
ced trans
portation 
problem

Транс
портная 
задача с 

закрытой 
моделью

Agar mahsulotga boigan 
talab taklifga teng boima-

m n
sa, ya’ni muno-

/=1 j=A
sabat o‘rinli boisa, u holda 
bunday masalalar ochiq 
modelli transport masalasi
deyiladi.

Yopiq
modelli

The
unbalanced

Транс
портная 
задача с

Agar mahsulotga boigan 
talab taklifga teng, ya’ni
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transport
masalasi

transportati 
on problem

открытой
моделью

m n
£,ai = 'Zbj tenglik o‘rinli
/=i
boisa, u holda bunday 
masala yopiq modelli 
transport masalasi deyiladi.

Aynima-
gan

transport
masalasi

A non 
degenerate 
transportati 
on problem

Не
вырож
денная
транс

портная
задача

Agar talablaming yig'ndisi 
takliflarning yigindisiga 
teng emas, ya’ni

ieG jsH

HczN={1,2,..■■-,nj boisa, u 
holda bu transport masalasi 
aynimagan transport masa
lasi deyiladi.

Aynigan
transport
masalasi

A dege
nerate 

transportati 
on problem

Вырож
денная
транс

портная
задача

Agar talablaming qismiy 
yig‘ndisi takliflarning qis
miy yigindisiga teng, ya’ni

/eG Jeff
HaN={\2,...,r\ boisa, u hol
da bu transport masalasi ay
nigan transport masalasi 
deyiladi.

Potensial- 
lar usuli

Potential
method

‘ c

Метод
потен
циалов

Potensiallar usuli -  trans
port masalasini yechish 
uchun qoilangan birinchi 
aniq usul boiib, u 1949- 
yilda rus olimlari L.V.Kan- 
torovich va M.K.Gavurin 
tomonidan yaratiigan. Bu 
usulning asosiy g'oyasi 
transport masalasiga mos- 
lashtirilgan simpleks usul- 
dan iborat boiib, birinchi 
marta chiziqli program- 
malashtirish masalalarini 
yechish usullariga bogiiq
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bo‘îmagan holda tasvirlan- 
gan. Keyinroq, xuddi shun- 
ga o‘xshash usul amerikalik 
olim Dansig tomonidan 
varatildi. Dansig usuli 
chiziqli programmalashti- 
rishning asosiy g‘oyaIariga 
asoslangan boiib, Amerika 
adabiyotida bu usul modi- 
fitsîrlangan taqsimot usuli 
deb yuritiladi.

s- usul
Epsilon-

constraint
method

е- метод

Aynigan transport masala- 
sida ayniganlikni yo'qotish 
uchun a¡ va bj lardan tu- 
zilgan xususiy yig‘indilar- 
ning o'zaro teng boimas- 
ligiga erishish kerak. Bu- 
ning uchun ctj va bJ larning 
qiymatini biror kichik songa 
o‘zgartirish kerak. Masalan, 
yetarîicha kichik s>  0 sonni 
olib, a, va bj lami o‘zgar- 
tiramiz, ya’ni s  masala 
tuzamiz: s  yetarîicha kichik 
son boiganligi sababli hosil 
boigan masalaning X(s) 
optimal rejasi s  = 0 da beril- 
gan masalaning optimal 
yechimi boiadi.

To‘la 
butun sonli 
program- 
malash- 

tirish

Fully
integer
linear

problem
program

ming

Полностью 
целочис

ленная за
дачи линей

ного 
програм

мирования

Agar butun sonli prögram- 
malashtirish masalalaridagi 
noma’ lumlaming hammasi 
uchun butun boiisihlilik
sharti qo‘yilsa, bunday ma- 
salalar toia butun sonli

329



programmalashtirish 
masalalari deb ataladi.

Gomori
usuli

Gomoiy
method

Метод
Гомори

R.Gomori usuli, Nomaium- 
iarga butun boiishlilik 
sharti qo‘yiiganligi sababli 
ChPMlarini yechish usul- 
larini BSPlarini yechish 
uchun qo411 ab bo ‘ Imaydi. 
BSPMIarini yechish uchun 
ulaming xususiyatlarini na- 
zarga oluvchi usullar yaratil- 
gan boiib, uiar orasida ame- 
rika olimi R.Gomori yarat- 
gan usul optimal butun sonli 
yechimni beruvchi eng aniq 
usullardan biri hisoblanadi. 
Gomori usuli yordami bilan 
to ia  butun sonli hamda qis- 
man butun sonli masalalami 
yechish mumkin.

Statsionar
nuqta

Stationary
point

Стацио
нарная
точка

W a0 ' j= \n  sistemaning
dXj.

yechimlari statsionar nuqta- 
lar deb ataladi.

Logranj
funksiyasi

Lagrangian
function

Функция
Лагранжа

F(X,X)=f(X)+%{bt~S,{)C)X «,=!) 
klassik Lagranj funksiyasi.

Nochiziqli
program-

ma-
lashtirish

Nonlinear
program

ming

Нели
нейное

программ
ирование

Agar
ql(xl,x2,...,xn)< b l, ( i  = lm ) ,
Z  = f ( x i,x2,...,x„)-+ max 
masaladagi q fa ,  x2, x „ )  va 
f ( x l, jc2 ,..., x„) funksiyalar- 
dan kamida bittasi chiziqsiz 
funksiya boisa, u holda bu 
masala “chiziqsiz program
malashtirish masalasi” de- 
yiladi.
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Dinamik
program-
rnaiash-

tirish

Dynamic
program

ming

Дина
мическое
програм
мирова

ние

Parametrlari o‘zgaruvchan 
miqdor bo‘îib, ular vaqtning 
funksiyasi deb qaralgan ma- 
salalar “dinamik programma- 
lashtirish masalasi” deyiiadi.

Qavariq
program-

ma-
lashtirish
masalasi

Convex
program

ming

Выпук
лое

програм
мирова

ние

Hozirgi davrgacha eng yax- 
shi o‘rganilgan chiziqsiz 
programmalashtirish masa- 
lalari qi(x „ x 2,.:.,xJ  va 
f (x „ x lt...,xm) iunksiyalar qa
variq (botiq) boigan holdir. 
Bunday masalalar “qavariq 
programmalashtirish 
masalalari” deb ataladi.

Kvadratik
program-

ma-
iashtirish
masalasi

Quadratic
program

ming
problem

Задачи
квадра
тичное

програм
мирова

ния

Iqtisodiy amaliyotda uch- 
raydigan ko‘p masalalarda 
qX x„x2,.. . ,xJ  funksiyaiar 
chiziqli boiib, f ( Xl,x2,...,x„) 
maqsad funksiyasi kvad
ratik formada, ya’ni

— _n

f (x ux2,...,x„) =
/=1 M 1=I

ko‘rinishda boiadi. Bunday 
masalalar kvadratik prog
rammalashtirish masalalari 
deb ataladi.

Strategiya Strategy Страте
гия

Butun jarayonning yechimi 
o‘zaro bogiangan yechimlar 
ketma-ketligidan iborat 
boiadi. 0 ‘zaro bogiangan 
bunday yechimlar ketma- 
ketligi strategiya deb ataladi.

Optimal
strategiya

The
optimal
strategy

Опти
мальная

стратегия

Oldindan tanlangan mezon- 
ga ko‘ra eng yaxshi natijani 
ta’miniovchi strategiya op
timal strategiya deb ataladi.
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0 ‘yinda
strategiya

The 
strategy in 

game 
theory

Страте
гия в 

теории 
игр

0 ‘yinchining strategiyasi 
deb, о‘у inchi mumkin bo‘l- 
gan har qanday holatda tan- 
laydigan rejasiga aytiladi.

O'yinda
optimal

strategiya

The 
optimal 

strategy in 
game 
theory

Опти
мальная 

стратегия 
в теории 

игр

Optimal strategiya deb, be- 
rilgan o‘yinchiga, o‘yin bir 
necha marta takrorlanganda 
eng katta mumkin boigan 
oitacha yutuqni ta’min- 
lovchi strategiyaga aytiladi.

Toiov
matrisasi

Pay off 
matrix

Платеж
ная

матрица

Matrisa satrlarini 4  stra- 
tegiyalarga, ustunlarini Bj 
strategiyalarga mos

an an ■■■ aln 
 ̂_ a2\ a22 a2n

кР'тХ am2 *•■ m̂n J 
keltirib Л - o ‘yin matrisasini 
hosil qilamiz. Bu matrisa 
to‘lov matrisasi yoki yutuq 
matrisasi deb ataladi.

0 ‘yinning
cjuyi

bahosi

The lower 
price of the 

game

Нижняя
цена
игры

Matrisali o‘yinning quyi va 
yuqori qiymatlari uchun 
quyidagi munosabat o‘rinli: 
a < p .

0 ‘yinning
yiiqori
bahosi

The top
price o f the 

game

Верхняя
цена
игры

0 ‘yinning
bahosi Game price Цена

игры
a = p  = V o ‘yinning bahosi 
deb ataladi.

Maitrisali 
o‘yinda 

egair nuqta

A saddle 
point in the 

matrix 
game

Седлова 
точка в 
матрич
ной игре

Agar matrisali 0 ‘yinda 
a  = p  bo‘Isa, u holda o‘yin 
egar nuqtaga ega deyiladi.

Aralash
strategiya

Mixed
strategy

Смешан
ная стра

тегия !

Tasodifiy tanlash yo‘li bilan 
aniqlangan strategiyalar ara
lash strategiya deb ataladi.
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O 0,

02
90 Os

o
o

o(X
O
o

i
j o  ¡ <nr—HO
O

t>ot-Ho
o

OSoo
o

T*“*40oo
o

40
OO
o

C-r.
OO
o

O)Oo
o

oo
oo
o

1 enI
Ojo

jo

04ooo
o

40Ooo
o

"si"ooo
o 0,

00
03

i-H0040o
o

C<l40mo
cT 0,

04
59

0,
03

71
t-OS<NO
O

unen<N¡CD
O 0,

01
84

0,
01

43
0,

01
10 0©oo

o

en40oo
o" 0,

00
47

0,
00

35
0,

00
25

8Í00‘0 0,
00

13

6000*0
¿000‘0 0,

00
05

0,
00

03

Os40<o
O 0,

05
73

0,
04

68 OstrenO
o"

enoen
o

r-H
<NO
<D 0,

01
89

'0
,0

14
7 enr-H

O
o

98Q
0‘0 0,

00
65

0,
00

48
 

1 9£00'0
9Z00'0
6I00‘0 0,

00
14

I 
0100*0

| ¿000‘0
SOOO'O 0,

00
03

0,
07

07
0^

05
84

0,
04

78
0,

03
87 o

eno
o

10
,0

24
6

0,
01

94
0,

01
51

0,
01

16 00oooo
o

r-40oo
o"

Oir>O<D
o" 0,

00
37

0,
00

27
0,

00
20 V“*Hoo

o"

0I00‘0 0,
00

07
0,

00
05

0,
00

03

0,
07

21
0,

05
96 ©0GO

O
cT 0,

03
96

i 0
,0

31
7

| 0
,0

25
2

0,
01

98
0,

01
54 OsT—i

o
í-HOsoo
o

Os40oo
o

r“H
o
o ' 0,

00
38

0,
00

28 oCnJO
cT 0,

00
15

0,
00

10 s>oo
o ' 0,

00
05 ooo

o'

0,
07

34
0,

06
08

0,
04

98 'ÑÍ"O
<D
cT

CNienO
o 0,

02
58

0,
02

03
0,

01
58 OJ

O
O

enoso
CD 0,

00
71

0,
00

53
0,

00
39

0,
00

29
0,

00
21

 
I

i-!Oo
o' 0,

00
11

0,
00

08 ooo
o"

ooo
o"

O©
r-O
O 0,

06
20

¡ 0
,0

50
8

0,
04

13
0,

03
32

0,
02

64
| 0

,0
20

8
0,

01
63

0,
01

26
0,

00
96

0,
00

73
0,0

05
5 

1

O'3-oo
cT 0,

00
30

0,
00

22
 

I
0,

00
16

0,0
03

 1
0,

00
08 unooo^

o"

rtooo
o"

0,
07

61
0,

06
32

0,
05

19
0,

04
22

0,
03

39
0,

02
70

0,
02

13 r-40
O
o ! 0

,0
12

9
0,

00
99

0,
00

75
0,

00
56

0,
00

42

>?—i 
en o<D
O 0,

00
22

0,
00

16
 

I
0,

00
12

0,
00

08
0,

00
06

0,
00

04

0,
07

75
0,

06
44

0,
05

29
0,

04
31

t-
enO
O 0,

02
77

0,
02

19
0,

01
71

0,
01

32
0,

01
01

0,
00

77
0,0

05
8 

!
---

---
---

---
---

---
---

---
-2

---
---

1

en'ñí*OO
o 0,

00
32 en

OO
o 0,

00
17

0,0
01

2 
i

0,
00

08
0,

00
06 ooo

o"

0,
07

90
0,

06
56

0,
05

40 Ort
O
cT 0,
03

55
0,

02
83

0,
02

24
0,

01
75

0,
01

36
0,

01
04

0,
00

79
0,

00
60

0,
00

44
0,0

03
3 

I

CNioo
o 0,

00
17

0,
00

12
0,

00
09

0,
00

06
0,

00
04

oo
f-4 Os

r-H
O
<N cf 2,

2 en
oí csToí 2,

6

o í
oo
o í 2,

9
3,

0

en' en' 3,
3

en' 3,
5

3,
6

en'

334



'н'
© 0,

41
15

 
1

0,
41

31
0,

41
47

 
1

0,
41

62
0,

41
77

0,
41

92
 

!
0,

42
07

0,
42

22
0,

42
36

0,
42

51
 

i
0,

42
65

 
;

0l'es
ч
О 0,

42
92

! 
0,

43
06

! 
0,

43
19

 
1

0,
43

32
0,

43
45

 
!

0,
43

57
0,

43
70

 
1

к
WO
со юсо

Г—1

Г-СО̂ оосо
Т-Н

елсо О
ч Ч

(N
ч

со
ч

i
ч ч

•Р~Н

40
Ч
V—M

Г-
Ч
Г—i

СО
ч
т—н 1,

49 Оi n
г Н

г-н
« О

( N  
* п  
i— i

СО
1 П
Т““ 1

3
©

ON
W~>
V-—(

со
o ’

40
0 0

со
o ' 0,

32
12

0,
32

38
0,

32
64

0,
32

89
 

i
0,

33
15

0,
33

40
 

1
0,

33
65

O nоососо
о 0,

34
13

0.
34

38

Í—H
ю

СО
о

* T iоо
r j -со
о 0,

35
08

t— 1 
со w~> 
со 
о" 0,

35
54

0,
35

77
0,

35
99

к

0,
90

 
I

у—<
о \
о 0,

92
0,

93
0,

94
0,

95
0,

96
0,

97
0,

98

O nON4

o '

0
0

1

■г-Ч

о
f H

OÍо соо
Г-Н

О
ч*"Н

40
Я

О'
.О

0 0

Ячг—t

$
© 0,

17
36

ОД 
77

2 СОосо
о" 0,

18
44

0,
18

79
 

I
0,

19
15

0,
19

50

1ПООO n
Г-Н

o ' 0,
20

19
0,

20
54

оооооÇS
о 0,

21
23

0,
21

57
1 

0,
21

90
0,

22
24

! 
0,

22
57

0,
22

91
0,

23
24

0,
23

57

H
‘П
ЧО 0,

46

г-
Чо"

ОО
Чо"

O n
ЧÖ'

О
i n

o'
г~<
» О

о" 0,
52

0,
53 1П 4

о"
»-П
i n

0 " 0,
56

0,
57

оо
i n

о 0,
59

О
4 0

О
T— Í
s o

о" 0,
62

0,
63

3
©

ООоо
Q

О
О
о
o '

Оо©ОО
О

ОCS
О
О 0,

01
60

0,
01

99
0,

02
39

0,
02

79
0,

03
19

0,
03

59
0,

03
98

0,
04

38
0,

04
78

0,
05

17
0,

05
57

0,
05

96
0,

06
36

0,
06

75 2С—
о
о

*
о
°*о

О
о"

(NО
o '

со
°«ч
О

.

0,
04

WO
° л
О 0,

06

Г-
o ' 0,

08
60‘0

О
т-Н

o '

>"■4

О
(S
1«*Н

о
СО
Г-Н

О

п
‘о ОД 

5
0,

16

С—
У-Нг~о

00
о

335





со -t юсо г- 1
vo OS ■ >
ч Tt "■to ' о о

»•,
со

Os

A

i
Ö

5
o'

r-i

$

I
о

00 о  ‘Л vq
cs cs

г'» 40 «Л

OS 40 

О
Vo

CS
cs
CS ci

ОО 4 0  
С— ОО

io 40

(N  ГО 00 ОО 00

ГО Os 40 OS ~ ~ 40
чо

OS. О  40 Г-
ГО

С"- rí-
o'J o'

«
о

о  оОО О
со' Tf

ОО г- г—VOOS OsOS C7S OSOS OSos OS OSTf- Tt
о o о

40 СО о  40 40 О; 
es c i  c  i

OS SOcs

00 os00 ОО Cs

'О  00cs cs 
ci cf

COt—
OS
4o'

Os

o'

00CO
cs

4  о о" о

г-vo

Os
Os

337



= 
t(y

;n
) 

mn
g 

qi
ym

at
la

ri 
ja

dv
al

i

0,
99

9

3,
88

3
3,

74
5

3,
65

9 ооVO
e n 3,

55
8

3,
52

7
3,5

02
 

I

40
Чч
c n 3,

43
9

3,
41

8
3,

40
3

3,
39

2

cn̂
cn 3,

29
1

O nON
•г—4 r- VO Os CO <N OS CN ON О СП С— t— ЮЮ Os in CN о Os Г—■ 40 •'Ñi СП CnI Т-Ч Г—oo Г- Г- Г- r- VO 40 VO 40 vo 40 O n 40 «ЛО <N <N <N CN CN CN CN CN CN CN CN CN CN CN

;....

in
Os

cn m (N cn 40 ON ч-Н 40 r-Ч Г- Tj- О ОOs 40 rt* cn ГЧ v—( О О OS О оо oo GO 40О О О о о o о О Os О ON Os os OS
CN CN CN CN CN CN CN v-4 Г“—) г-Н t— <

20 25 оСП 35 40 m 50

09 70

08 ОOs
©о о  <N i—< 8

/  «

Os.
Os
Os

T—H40 40 r~< "Sfr oo Os ■n- CN CN г- fN c-
VO OOOs ■*fr o r- in ■** cn CNJ т~Ч о О O n

О oo 40 m Ш «О ,̂j. 'Ñi ^г -^Г "Ñf- cn

OS о m r-Ч О 40 in г— r—t vo Ч— I ОО in CN о
Os 40 о г- m CH fN l— l *— ( о о OS OS OS O n
О Tfr СП СП cn cn cn СП С*'. СП CN CN CN CN

to 00 r- in r—V—( 40 cn о 00 40 in СП CN y~4
Os f—- in Tt СП cn <N CN CN т"Нг—<Т—<7—1V—1V“1

CNО CN CN CN CN CN CN CN CN CN CN CN <N

^ У

/ in 40 O' OOOs Оr™t T—1r<—4 CN!r-HСПт—«г—i кпг~Ч 40r—t Г—T—t OO

/  «

338



: 
nin

g 
qi

ym
at

bm
 

¿d
ri

ü
*)« *

i

t • * 1 1 • \f j »M • •M » n 1 00
< i  o П.O

r-Hen
o '

On
<4o

r—<N
Ö'

\—1 r-Hes
o" ОД 

85

1
ijtj ( \ o 69 •r»-t 40Cl r—1 ooON o 40enIf 1 1 ‘ 1 [rl ri en en ri <N es es r-H ч-«

o o ' o ' O o*' o ' o ' o 4о '

1 - 1 i ■«t
; ! ; i

00oo -t r-H40 en 1Г)r—h ONOn
"1 r,ï, f i f 1 r—H r-H r-H r-H 1—4 ОL̂l . . O O o o ’ o^ o 4o' o ' o '

f
К  /

f
o »O o »/*> o ir> o o o o o oo CDVN ОО

f <4 (N en m T* »n 40 r- oo O n r“Hr-H es

!  «

0\ rf oo oo CS 40 o o »o en en wn Г- 4040 oo Os Tt °„ oo vo 4 en es 4 o Ол а\
o in en r í es' es' r-H r-H r*H r-H J—1 О

8 5

1 r-H es со o OO oo o en oo en o 40 en
so o 40 en c \ o ON ON oo r—- Г- ¡> 40 40

o CS* es r-H ,—1 o o o o o o О О

ir> t- On <N o r-H '.«O Ол Oí ©0 40 íN О
Os en o O n oo r- 40 <n •̂ r Tj-
o ' r—< r—Ho o o o o o o o o o О о

^  /

1Г) ve r- oo ON o v*Hr-H esr-~4 enT—1 er>t—H40 
1—i 1> 

V— ( оо

/  Sí

339



X1 
ta

qs
im

ot
ni

ng
 

kr
itik

 
nu

qt
al

ar
i

О.On
ю
Оо

о(Nо
»nт—Hо-04О*

Ttin i П
О)O'-СО

Tf04 in4С OnO 40in iП O O'in 4040 СП04 oo OО °го о o О О о Т-Н 02 04 cn СП «о in 40 t'

inO'On

ОС04оо
г-нvnО

40
т -Н04 со *-нСПСО-з-04 On40 ОООО- in04 0400 о о СП40 40OJ 04 40in en04

О о
о О О о о т—H04 Ol cn СПrt *n in 40 40 O' СО

¡3
3
F 0,9

5

0,
00

39 СИО
г -Н

о"
04•-Пси
o'

г -Нt*»He'
er

in
г -Н

г-Н
4°л
т -Н

O'
oí 2,7

3
3,

33
3,

94 O'in

5,2
3 On,00л

in 6,
57

7,
26

7,
96 O'40

ОО
04СП
On4

&43
»paj
Si«•л in оо О со 40 т -Н in Oncn o- О O' О cn Ю04
53

§
o' СП40 о- Оч т—■ ( 04 'ÑÍ- in

Т-Н
40 ОО

Г-Н
On 04 OÏ04 СП04 in04 4004 O'Oí оо04

in04 о "sf »—<оо ч3* о in О in 04 СПO' т - Ч in oo 04 inО
о" in о- 04 *—Н

04
7 -Н т -Н

40
Т-Н

О- O n о04 т -Н04 СП04 04 4004 O'OH00OÍ:Ocn т -НСП

г-нОл
о" 6,

6 (N
оС г-Н

СП
СП
т -Н

in'
г -Н 16

,8 in
со'
т -Н 20

,1 О;
т -НOl 23

,2
24

,7
26

,2
27

,7 On"04 30
,6 о

oíСП 33
,4

34
,8

Er
ki

nl
ik

da
ra

ja
ía

ri
 

so
ni

 Л

г~Н 04 СИ in 40 O' СОOn O

1

- H

.

OJ
т -Н

СП
r~H

tn 40
т -Н

O'
r -H

оо
т -Н

340



СПчо
“

О 03 04 *л <N 04 40 СПо40 <N 04 »л о Оr*HCS с! СП »лI- оо ООONт—н 1—1 г—(

»—нOn го о г- г—Hоо 40 СПо оо
о\ •Л о т—Нт—<<N со со 1Л 40 4000 о \ г-н г - н r-H r-H Г-Н т—Н г -Н т~Н

Os 40 го г-НОО40 04 04 С- *л
о о г-НCN СОсо »л 40 40 г> сог-Н г-Н 1—Н г -Н Г -Н . т—Н г -Н г -Н г —Н

г-н г* С" On ON-3- Г- 04 СП40 оо
О Т-Н (N со 40 Г- ООО 1— 1 <N СПГО го ГО СОСОСОсо СП -vh Tt

On<1
»Л ООг-Н 'О 04 С<1 «л о- о

< \ -rf- »л 40 оо On о г -Н со rfr «лГО ГОсо СОсо СО "3 " r t Т Г •XI

< N 40 0\ СО40 О со 40 о сп 40 ON
40 Г - 00 О г -Н со 1Л г - оо ON ого го го ■ ^ г ' З - »л

ON о ( N го *л 40 г - с ю On о
Г-Н С 4 * « N ( N ( N < N г м ( N O l < N CMСП

341



St
yu

de
nt

 í
aq

sim
oí

m
in

g 
kr

itik
 

nu
qt

al
ar

i
i

я
©aa

«

" E

3
a©
s
©

-(->

0,
00

1

63
7,

0 40
СО

ON
СМгЧ

т -н
v o
о © 6,

86 40ON
* 0 5,4

0 
•

5,
04

4,
78

4,
59

4,
44

4,
32 смсм г-Н

O -о О л

3,
96

3,
92

CMОО
О 31

8,
3

22
,3

3
10

,2
2 t >  

г —4

5,
89

r-ЧCM
v n

ON

4,
50

4,
30 г-Н

T t 4

соО СОONсо 3,
85

3,
79

3,
73

3,
69

3,
65

т-Н40со

0,
01 C'

en"чо 9,
92 оо

*п 4,
60

4,
03

v—HIOСО 3,
50

3,
36

3,
25

3,
17 г-Н

СО 3,
05

т-Н

ЯСО
0©0\
r i 2,

95
2,

92 ОONci 2,
88

Ö
s
I«8
VI

0,
02

31
,8

2
6,

97
4,

54
3,

75
3,

37 Tf
t-H

со" 3,
00

2,
90

1 
2,

82 40см" 2,
72

2,
68

2,
65

2,
62

2,
60

2,
58

2,
57

2,
55

3
S
2s
s

1Поо
ÏOoí
г - H 4,

30 ООТ—Н

со" 2,
78

2,
57

2,
45 40СОci

г-НСОлci 2,
26

2,
23

2,
20 ООг-Н

ci 2,
16 ci

СО
т-Н

ci
CM
т-Н

ci
Г-Н
г -н

ci 2,
10

ого

Т-НСП40" 2,
92

2,
35 (ОТ“Н

см
г-НО
СМ

•чС
т-Н

Onoe>
т—H

VOоо
г-Н

со
0 0 ^

1,
81 О0© ^

г-Н

со
г -н 1.

77
1,

76 «nto
т-Н

inо
ч—i О; СО

т-*Н

Er
ki

nl
ik

 
da

ra
ja

ia
ri

 
so

ni
 k CM

о
СО 1П40 С- ООON О

Т“ Н
т-Н см

г - н
СО■'S-

t-H
m
т Н

40 О-
Г“Н

ОО
т-Н

342



00ÛO
en

1ПOO
СП

r^oo
en'

ON
en

r-ï>
en' en 3,

72

r~H
спГ 3,

69
3,

66
3,

66 wn40,
en4 3,

55 404en
t-en
en"

ONCN
en 0,

00
05

00‘f)
rn

>•n
СП

rnin
en

Y-H
en

ON
4C*“T

r-
4en4

m
4en

rt
чСП

04
4sen

о
ЧчСП

о
чen'

O n.en
en

-r-H
en
en

enCN
en

Г-И
en

O nО
en

r-H
О
°лчo'

's?г£5О00

НЗ

40oo
ci

m00
ri

enoo
ri

CN00
rî

r-H
00
ri

о00
<N

O nt>
rî

oo
of ri

VOo-
ri

40
ri

«n
t̂ 4
ri

о
l>
rî

40vo
ri

CN40
ri

ooШ
ci

inОО л
о

.Й 
* ГМ
1
в
в
-Ь,£>

rf*n
ri

en1П
ri

CN•n
ri

r-H
»П
ci

о1П
ci

ON
4ri

O n
4ri

oo
чrî

c-~
4rî

40
чri

40
Ччri

40
Ччri

CN
ri

ONen
ri

40en̂
ri

enen
ci

Г-НCD
o'

*55
а
‘с?
Й"Ö

ГЧ
s
ГЧ

oo • • 
ri

1■ • 
< \

°.ri £  С 1
s
с ¡

40
CN

mо
ri

«nо
rî

«nо
ci

4tО
ri

CNО л
ri

о<o
ri

oo 40ON
in04о
о

133

СЛ
r-H

СПt";
r-H

CNll> CN Г; 
>—i

r-H
t-
r-H

r-H
c-

r—Ч
Г;
r-H

Ht>
r—I

ос-
н

о
4—i

оr-̂
r-H

oo40̂
r-H

t>40 
i—i

4040 rf40
r-H

«пО л
о

O nr-H ОCN cN CNCN enCN CN inCN 40<N r-CN ooCN O nCN оen О̂
j-

О40
ОCN 8

343



F
 F

ish
er

-S
ne

de
ko

r 
ta

qs
im

ot
in

in
g 

kr
irt

ik 
nu

qt
al

ar
i

(/c,
 -d

isp
er

siy
si 

ka
tta

 
tas

od
ifi

y 
m

iq
do

m
ni

g 
erk

inl
ik 

da
ra

jal
ar

i 
so

ni
, 

-d
isp

er
siy

as
i 

kic
hik

 
tas

od
ifi

y 
m

iq
do

nm
ig

 
erk

inl
ik 

da
ra

jal
ar

i 
so

ni
)

íu
hi

m
lil

ík
 

da
ra

ja
si 

a 
= 

0,
01

i— i 61
06

99
,4

2 uno
t-Tes 14

,3
7 ONOO

O n 7,
72

6,
47 40̂

un
t—i
l/“T 4,

40 40
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CO

со40
со"

osin
co

(— 1 т—M
40

pH
1П
00Г-Н 10

,1
3 V— i 

ï>  
t>

40
so

OsOS
in'

OSITJn
in

04СОл
in'

04
г Н

т "

soO n
T t

00

4,
75

s >.40 О40

4,
54

4.
49

m

Ч ч

л Г  /  

/  *

y—H 04 co in so ! > • OO os о г - н
r™ l £3 со «n

■e-H
40
т—Н

•n»n in

CO со

H
40̂
со" 3,

52

Ch40 OS*n
со со

со

со" 3,
6S
 

п

OsOO
со" 3,

79

соо соOS
тг со

о
04 о

Ч̂ ГTJ- со

о-
î'-40
Tf

Chсл СОч-H
in К'-,

со04 T-H
40 sc

СО•п о
00 OO

so
Т~Н

»
»rH

345



MUND ARIJA

KIRISH................ ........................................................................  3
I. BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI

1.1. Elementar hodisalar fazosi. Ehtimollikning ta’riflari.......  5
1.2. Ehmollarni qo‘shish va ko‘paytirish qoidalari.................. ...16
1.3. Erkli sinovlar ketma-ketligi. Bernulli sxemasi....................26
1.4. Tasodifiy miqdorlar va ulaming taqsimot funksiyalari.... 37
1.5. Tasodifiy miqdorlaming sonli xarakteristikalari................. 45
1.6. Amalda ko‘p uchraydigan taqsimot qonunlari. Katta 
sonlar qonuni. Markaziy limit teoremasi.................................... 54

II. BOB. MATEMATIK STATISTIKA
2.1. Statistik baholar va ularga qo‘yilgan talablar................... ..74
2.2. Statistik va korrelatsion bog'lanishlar. Regressiya 
tenglamasi..................................... ................................................91
2.3. Statistik gipotezalar. Statistik kriteriy......... .,........................110
2.4. Muvofiqlik kriteriysi........................................................... ...119

n i .  BOB. CHIZIQLIPROGRAMMALASHTIRISH
MASALALARI

3.1. Iqtisodiy masalalarning chiziqli modellarini tuzish......... ...131
3.2. Chiziqli programmalashtirish masalasining yechimi....... ...138
3.3. Chiziqli programmalashtirish masalasining geometrik 
talqini............................................................................................ ..147
3.4. Chiziqli programmalashtirish masalasini yechishning 
simpleks usuli........................................ .........................................157
3.5. Sun’iy bazis usuli........................................... ................ ....... 166
3.6. Ikkilanish nazariyasi................. .......................................... ..177
3.7. Iqtisodiy masalalarning yechimlarini tahlil qilish................188
3.8. Ikkilangan simpleks usuli................................................... ....195

IV. BOB. CHIZIQLI PROGRAMMALASH- 
TIRISHNING MAXSUS MASALALARI

4.1. Transport masalasi............................................................... ..207
4.2. Transport masalasining optimal yechimini topish...............213
4.3. Butun sonli programmalashtirish......................................... ..223

346



V. BOB. CHIZIQSIZ PROGRAMMALASHTIRISH
MASALALARI

5.1. Chiziqsiz programmalashtirish masalasi va uning 
geometrik talqini.......................................................................... 23 5
5.2. Shartsiz minimum masalasi. Lagranj ko‘paytuvchilar 
usuli ................................................................................ 245
5.3. Qavariq programmalashtirish masalalari.......... ......... ........  254

VI. BOB. DINAMIK PROGRAMMALASHTIRISH
MASALALARI

6.1. Dinamik programmalashtirish elementlari.............. ........... 269
VIT. BOB. 0 ‘YINLAR NAZARIYASI

7.1. O'yinlar nazariyasi elementlari. Matrisali o‘yin................ 284
7.2. Matrisali o‘yinni chiziqli programmalashtirish masalasiga 
keltirish................. .......................................................................  292
7.3. Noaniqlik va tavakkalchilik sharoitida qarorlar qabul
qilish........................................................ ........ ............................  298
Clossariy................................ .......... ....... ..................................  309
Iiovalar.................................................................................... 333

347



СОДЕРЖАНИЕ

ВВЕДЕНИЕ.............. ............... ............................................... 3
I.
1.1. Пространство элементарных событий. Определения 
вероятности.......... .................................................................. 5
1.2. Правила сложения и умножения вероятностей...........  16
1.3. Последовательность независимых испытаний............ ..26
1.4. Случайные величины и их функция распределения.. 37
1.5. Числовые характеристики случайных величин......... ... 45
1.6. Часто встречающиеся законы распределения. Закон 
больших чисел Центральной предельной теоремы.... . . . . .  54
II.
2.1. Статистические оценки и требования к ним..................74
2.2. Статистическая и корреляционная зависимость. 
Уравнение регрессии.................................................................91
2.3. Статистические гипотезы и критерий.............................110
2.4. Критерий согласие...............................................................119
III.
3.1. Линейные моделирования экономических задач........ ..131
3.2. Свойства решений задач линейного программи- 138 
рования................................................................. ....................
3.3. Геометрические интерпретации задач линейного 
программирования............................. ....................................... 147
3.4. Решения задач линейного программирования ме
тодом симплекса........................... ..............................................157
3.5. 166
3.6. Теория двойственности................................................... ...177
3.7. Анализ решений экономических задач........................ ....188
3.8. Метод двойственного симплекса.......... ...........................195
IV.
4.1. Транспортная задача......................................................... ...207
4.2. Нахождение оптимального решения транспортных 
задач........................................................................................... ... 213
4.3. Целочисленное программирование.............................. ... 223

348



V.
5.1. Задачи нелинейного программирования и ее гео
метрические интерпретации.................................................. 235
5.2. Задачи безусловного минимума. Метод множителей 
Лагранжа................................................. ............. ...................  245
5.3. Задачи выпуклого программирования.........................  254
VI.
6.1. Элементы динамического программирования............  269
VII.
7.1. Элементы теории игр. Матричная игра........................  284
7.2. Сведение матричных игр к задачам линейного про
граммирования ........................... ............................................  292
7.3. Принятие решения в условиях неопределенности и
риска................................................ ..........................................  298
Глоссарий..................................................................................  309
Приложение......................... ............. ......................................  333

349



CONTENT

INTRODUCTION.................... . . ............ ............................... . 3
I.
1.1. The space of elementary case. Definitions of the 
probabilities.............................. ....................... ..................... . 5
1.2. Rules of addition and multiplication of probabilities...... 16
1.3. Sequence of independent experiences....................... 26
1.4. Random variables and their functions of distributions.... 37
1.5. Characteristics o f random variables................. ...............  45
1.6. Distributions of random variables in coming on 
applications. Law of large numbers. Central limit theorem... 54
II.
2.1. Statistical estimates and requirements to them...............  74
2.2. Statistical and correlation dependency. An equation of 
regression.......................................................... . ......... . 91
2.3. Statistical hypotheses and criterions................ ........ . 110
2.4. Acceptance criterion.......... ................................. .............  119
III.
3.1. Constructing to linear modeling of economic problems.. 131
3.2. Properties o f solutions of linear programming problems. 138
3.3. Geometric interpretation of linear programming 
problems.............................. ................ = ....................... 147
3.4. Solutions of linear programming simplex method........ . 157
3.5. 166
3.6. Theory duality........ ........................... .................... .........  177
3.7. Analysis of solutions to the economic problems..... . . . .  188
3.8. Dual simplex method.......... ...................................... . 195
IV.
4.1. Prooblems of logistics........... ................ .........................  207
4.2. Finding optimal solutions of transportation tasks.........

213
4.3. Integer programming........................................................  223
V.
5.1. The problem of nonlinear programming and geometric
interpretation.............................. ................ ................. ...........  235

350



II" |mi'Ii| i 111 ill mu«uuliitiontil minimum. The method of
i i"• .111, . imilt 11>111 i .................................................. 245

ii" |m ili'uml'convex programming..................... .......  254
i

'•i I l> mi ill/. >1 ilyuuniii programming.................................. 269
VII,

i i i' mi. hi . ni (In- iheory games. Matrix games.................. 284
' IN .In. I it Mi** ol matrix games to the problem of linear

............ .. ................................................................... . 292
i '• * i .........i n I 1111■. umlor uncertainty and risk....................  298

\p|" mils....... . .........................................................  333

351



A.R.XASHIMOV, N.K.OCHILOVA, M.l.AXMEDOV, 
A.I.SOTVOLDÏYEV

IQTISODIY 
MATEMATIKA

Toshkent — «Faß va texnologiya» -  2018

Muharrir:
Tex. muharrir:
Musawir:
Musahhih:
Kornpyuterda
sahifalovchi:

M.Hayitova
F.Tishabayev
A.Moydmov
Sh.Mirqosimova

N.Rahmatullayeva

E-mail: tipografiyacnt@maiI.rH Tel: 245-57-63, 245-61-61. 
Nashr.Iits. ALNsl49,14.08.09. Bosishga ruxsat etilds 05.10.2018. 

Bichimi 60x84 Vie. «Timez Uz» garniturasi.
Ofset bosma «salida bosildi.

Sliartli bosma tabog‘i 21,75. Nashriyot bosma tabog‘i 22,0. 
Tiraji 300. Buyurtma № 420.

«Fan va texnologiyalar Markaziniug bosmaxonasi» da chop etildi. 
100066, Toshkent sh., Olmazor ko‘cfaasi, 171-uy.

mailto:tipografiyacnt@maiI.rH


ISBN 978-9943-11-855-3


