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Тошкент Д авлат  университетининг 
75 й и лли ги га  багиш ланади .

СУЗ Б О Ш И

Узбекистоннинг М устакил  Республика булиб ш акллан иш и, ундаги 
туб ижтимоий узгари ш лар ,  тил хаки даги  конуннинг кабул  килиниши 
олий таъли м  олдига катор  янги вази ф ал ар н и  куйди. Х алк  хуж алиги- 
нинг хам м а  сохалари  учун хозирги замон талаб и га  ж авоб  берадиган  
мутахассисларни т ай ёр л аш  д олзарб  м а с а л а л а р  катори дан  ж ой олди. 
Олий укув ю ртларида  н азари й  билимлари пухта, айни лайтда ундан 
ам али ётда  кенг ф ой далан а  оладиган  м утахассислар  етиштириш 
зарур. Бундай  мутахассисларни т ай ёр л аш д а  олий укув  ю ртларида 
уки ти ладиган  олий математиканинг ахам ияти  каттадир. Ш уни )^ам 
т аъ к и д л аш  лозимки, олий математикани уРгатиш  т ал аб ал ар н и  
ф а к а т  катор  м атем атик м аълум отлар  билан таниш тириш дан иборат 
булм асдан , балки мантикий ф икрлаш га, бинобарин уни татб и к  
этиш га хам к,аратилгандир. Бу  эса уз н авбати да  с ам ар ал и  укитиш да 
мухим ом иллардан  бири хисобланган д арсли клар ,  укув  кулланм а- 
ларни  яратиш ни так о зо  этмокда.

К упчилик олий укув ю ртларида  тай ёр л ан ади ган  мутахассислик- 
л а р га  к,араб матем атика  турли х а ж м д а  укитилади.

Олий математиканинг турли сох,аларини уз ичига оладиган , 
деярли б ар ч а  мутахассисликларга  мос келадиган  дарсликнинг 
заруриятини  эътиборга  олиб куп ж и лдли к  «Олий м атем атика  
асослари »  ни ёзиш га ж а з м  этилди.

М азку р  биринчи ж и лд  беш та булимдан  иборат. Д астл аб к и  
м аълум отлар  деб атал ган  булим да олий м атем атикани кури ш да асос 
буладиган  туплам, сон, функция, тен гл ам ал ар  х,амда тенгсизликлар  
баён этилади.

Олий алгебра  булимида детерм инантлар , м атри ц алар  тушунчала- 
ри ва уларнийг хоссалари  келтирилади. Кейинчалик бу тушунча- 
л а р д а н  ф ойдалани б  тен гл ам ал ар  системасини ечиш урганилади. 
А лгебранинг асосий теоремаси, юкори д а р а ж а л и  тенглам аларни  
р ад и к а л л а р д а  ечиладиган х ам да  ечилмайдиган  холлари  хам  шу 
булимда каралади .

А налитик геометрия булимида асосий геометрик объектлар  — 
тугри чизик, эгри чизик, текислик, сирт ва хо к азо л ар  аналитик  усул 
ёрдам и да  урганилиши баён этилади.
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М атем атик ан али з  булими ф ункция лимити, узлуксизлиги, 
функциннинг косила ва диф ф еренц иаллари , хосилалар  ёрдам и да  
функцияларни текш ириш  м авзуларини  уз ичига олади.

М азкур  китобни ёзиш да м у ал ли ф л ар  олий м атем атиканинг асосий 
туш ун чалар  ва тасдикларини  мумкин к а д а р  содда, айни пайтда 
м атем атик к атъ и я т  ва изчиллик билан  баён этилиш ига эътиборни 
кар атди л ар .  Бунда у л арга  куп йиллар  м обайнида олий м а те м а т и к а 
нинг турли сохалари буйича укиган м аърузалари  катта ёрдам берди.

М у ал л и ф лар  дарсли к  кулёзм асини укиб, унинг сифатини янада  
ошириш- борасидаги  фикр ва м у л о х азалар и  учун профессор- 
л а р  X. Р . Л ати п о в  х ам да  Р. Р. А ш уровга  уз миннатдорчиликларини 
изхор ки л ад и л ар  ва китобнинг камчиликларини б а р т а р а ф  этиш га  оид 
таклиф лари  учун китобхонларга аввалдан  таш аккур билдирадилар.



Д А С Т Л А Б К И  М А Ъ Л У М О Т Л А Р

Олий м атем атика  урта м актаб  матемагикасининг узвий давоми 
б^либ, уни урганиш да урта м актаб  м агематикаси  таянч  вазиф асини 
утайди. Айни вактда  математиканинг асосий туш ун чалари  (тенглама, 
функция ва х,. к.) урта м актаб  доирасидан  кенгайтирилиб, м а те м а 
тик к атъ и ят  ва изчиллик билан баён этилади.

Ш у вазиягни эъгиборга  олиб, мазкур булимда хакикий сонлар, 
функция, тенглам а ва тенгсизликлар , шунингдек геометрик ш акллар-  
нинг мухим хоссалари  келтирилади.

1 - Б О Б  ■

Х Д К И К И Й  С О Н Л А Р

1-§. Туплам. Тупламлар устида амаллар

1. Туплам  тушунчаси. Туплам тушунчаси . математиканинг 
бошлангич, айни пайтда мухим туш ун чаларидан  бири. Уни мисоллар 
ёрдам и да  тушунтириш кийин эмас. М асал ан ,  аудиториядаги  тал аб а -  
л ар  туплами, ш каф даги  китоблар туплами, бир нуктадан  утувчи 
тугри чизиклар  туплами, ушбу х 1 — Ьх +  6 =  0 квад р ат  тенгламанинг 
илдизлари туплами. Д ем ак ,  туплам  м аълум  бир белгиларга  эга 
булган н арсаларнин г м аж м уаси д ан  таш кил  топилар экан. Тупламни 
таш кил  этган н арсал ар  уиинг элементлари дейилади.

М атем ати к ада  туплам бош х а р ф л а р  билан, унинг элементлари 
эса кичик х а р ф л а р  билан белгиланади. М асал ан ,  А, В , С — 
туплам лар ,  а, Ь, с — тупламнинг элементлари . Б а ъ з а н  туплам лар  
уларнинг элементларини курсатиш  билан хам ёзилади. М асал ан ,  2, 4, 
6 , 8 , 10 сонлардан  таш кил топган туплам

А  =  {2, 4, 6 , 8 , 10}

куриниш да ёзилади.
Агар а  бирор А  тупламнинг элементи булса, а ^ А  каби ёзилади  ва 

«а элемент А  туплам га  тегишли» деб укилади. Агар а  шу туплам га  
тегишли б улм аса , унда а ^ А  каби ёзилади  ва «а элемент А  туплам га  
тегишли эмас» деб укилади. М асал ан ,  ю коридаги А  туп лам да  Ю 6 Л,
is  ел. '

Агар А  туплам  чекли сондаги элем ентлардан  таш кил топган булса, 
чекли  туплам, акс холда у чексиз туплам  дейилади. М асал ан ,  А = { 2, 4,
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6 , 8 , 10) — чекли туплам, бир н у ктад ан  утувчи турри ч изиклар  
туплами эса чексиз туплам  булади . Б и тта  хам элементга эга  б улм аган  
туплам  буш туплам  дейиладй ва у 0  каби белгиланади. М асал ан , 
л г -f-jr +  1 =  0 квад р ат  тенглам анинг хаки ки й  илдизларидан  иборат  
туплам  буш туплам  булади (чунки бу тенглам а битта хам  хаки кий  
илдизга эга эм ас) .

И ккита Е  ва F  туп лам ларн и  карай ли к .  А гар  Е  тупламнинг х ар  бир 
элементи F  тупламнинг хам элементи б^лса , Е  туплам  F  тупламнинг 
к,исми дейилади  ва £ c f  каби белгиланади.

А гар E d  F  ва  уз н авб ати да  F c z E  булса , у холда Е  ва F  туп л ам лар  
бир-бирига тенг тупламлар  д ейилади  ва E — F  каби ёзилади.

2. Т у п л ам л ар  устида а м а л л а р .  И ккита Е  ва F  т у п л ам лар  берилган 
булсин.

1 - т а ъ р и ф  . Е  ва  F  т уплам ларнинг барча  элементларидан ташкил  
топган А туплам Е  в а  F  т упламлар йигин диси  (б и р л а ш м а с и )  
д ей и ла д и  ва

A = E \ J F

каби  белгиланади .
2- т а ъ  р и ф . Е  ва  F т уплам ларнинг ум ум и й  элементларидан  

ташкил топган В туплам Е  ва  F тупламлар кС/пайтмаси (кесиш м аси)  
д ей и ла д и  ва

B = E f ] F  ■
каб и  белгиланади .

3 - т а ъ р и ф .  Е  тупламнинг F тупламга тегишли б улм а га н • 
элемент ларидан ташкил топган С туплам F  тупламнинг Е  тупламдан  
айирм аси  д ей и ла д и  ва

C = E \ F
каб и  б елгиланади .

4 - т а ъ р и ф .  Б и р и н ч и  элементи Е  тупламдан ( а £ Е ) ,  иккинчи  
элементи F тупламдан ( b ^ F )  о ли н и б  уо си л  к,илинган барча  (а, Ь) 
к у р и н и ш д а г и  ж уфтликлардан тузилган туплам Е ва  F т уплам лар
ни н г  TijFpu (Декарт ) купайтмаси д е й и ла д и  ва

E X F

каб и  б елги ла н а д и .  Д ем ак ,

E X F  =  { ( a , b ) :  а £ Е ,  b£F) .

Хусусан, E  =  F  б улган д а  Е Х Е — Е 2 булади.
1- м и с о л. Ушбу

А = {  1, 2, 3, 4, 5, 6}, В  =  {2, 4, 6 , 8(, С =  {1, 3} 1 

ту п лам ларн и  карай ли к . Б у  туп л ам лар  учун

Л и в  =  {1, 2, 3, 4, 5, 6 , 8},
А ( \ В  =  {2, 4, 6},
Л \ В  =  {1, 3, 5},

5 V 4 = { 8 ) ,  •
^ U C  =  {1, 2, 3, 4, 5, 6},
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л п с = { 1, 3[.
В { ] С = 0 ,$хс={(2 , 1), (2 , 3), (4, 1), (4, 3 ) ,  (6 , 1), (6 , 3), (8, 1),  (8, 3)|.

!' Ю кори да  келтирилган  таъ р и ф л ар д ан

Е{ ] Е =  Е,  E f ] E  =  E,  Е \ Е = 0 ,
шунингдек E a F  булганда

E { ) F  =  F, E f ] F  =  E
б^лиш и келиб чикади. •**
,, Б а р ч а  1, 2, 3 , .....п, ...— натурал  сонлардан  иборат  туплам  натурал

сонлар  туплами  дейилади ва у N  х,арфи билан белгиланади:
.V =  {1, 2 , 3, ..., п, ...}.

' Б ар ч а  ..., —2, — 1, 0, 1, 2, ...— бутун сонлардан  иборат туплам 
бутун сонлар  туплами  дейилади ва у Z харф и билан белгиланади:

Z =  {..., - 2 ,  - 1 ,  О, 1, 2, ...}.

Р ав ш ан к и ,  .
, ' N  <z :. Z• . »

булади.
3. Т уплам ларн и  солиш тириш . Ихтиёрий иккита Е  ва  F  туплам лар  

берилган  холда, табиийки, уларнинг кайси бирининг элементи «к^п» 
деган  савол тугилади. Н а т и ж а д а  туп лам ларн и  солиштириш (эле
ментлари сони ж и х ати дан  солиш тириш ) м асаласи  ю зага  келади. 
О д атд а  бу м асал а  икки усул билан хал килинади:

1) туплам ларн инг элементларини бевосита сан аш  билан уларнинг 
элементлари сони солиш тирилади, .

2 ) бирор кои дага  кура бир тупламнинг элем ентлари га  иккинчи 
тупламнинг элементларини мос к^йи ш  йули. билан уларнинг 
элем ентлари  солиш тирилади.

М асалан ,  £=={1, 2, 3}, F =  { 1, 4, 9, 16} туплам ларн инг  элементлари 
сонини солиштириб, F  тупламнинг элем ентлари  сони Е  туплам 
элем ентлари  сонидан куп эканини аниклайм из. Ёки, Е  тупламнинг 
хар бир элементига F  туплам нинг битта элементини

2 ^ 4 ,  3 -^ 9  ■

т а р з д а  мос к^йиб, F  туп лам да  Е  туплам  элементига мос куйилмай 
колган  элемент борлигини (у 16) хисобга олиб, яна  F  нинг 
элем ентлари  сони Е  нинг элем ентлари  сонидан куп деган хулосага 
келамиз. А гар  туп лам лар  чексиз булса, равш ан ки , уларни 1-у су л  
билан солиштириб булмайди. Б ун дай  в а зи я тд а  ф а к а т  2- усул 
билангина иш курилади . М а с а л ан ,  Л/ =  {1, 2, ..., п, ...} натурал  сонлар 
тупламининг хар бир п элементига ( п =  1, 2 , . . . )  ж у ф т  сонлар  туплами 
N | — {2, 4, ..., 2п, ...} нинг 2п  элементини ( n =  1, 2, ...) мос куйиш  билан 
( п ^ 2 п )  солиштириб, уларнинг элем ентлари  сони «тенг» деган  
хулосага  келамиз.

5- т а ъ  р и ф. А га р  Е  тупламнинг %ар бир а элементига  
F тупламнинг битта Ь элементи мос щ уйилган б ули б ,  б ун д а
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F тупламнинг %ap бир элементи у ч у н  Е тупламда ун га  мос кела д и га н  
биттагина элемент бор булса , у  у о л д а  Е  ва  F  тупламлар элементлари  
орасида $заро  бир  к;ийматли м о сли к  урнатилган дейилади-

2- м и с о л. Р ад и услари  1 ва 3 га тенг булган конЦентрик 
ай л а н а л а р  берилган булсин ( 1- чи зм а) .

Е  туплам  радиуси 1 га тенг ай лан а  н укталаридан , 
F  туплам  эса радиуси 3 га тенг ай лан а  нукталари дан  
иборат булсин. Бу Е  ва F туплам ларн инг элем ент
л ари  орасида узаро  бир кийматли мосликни куйида- 
гича урнатиш  мумкин: а й л ан ал ар  м ар к ази д ан  чик- 
кан  хар  бир нур радиуси 1 га тенг айланани  а  нукта- 
да, радиуси 3 га тенг айланани  b нуктада  кесади. Е  
тупламнинг а нуктасига  F  тупламнинг b нуктасини 
мос куям и з  ва аксинча. Н а т и ж а д а  Е  ва  F  туплам

1- чизма элементлари ораси да  у за р о  бир кийматли мослик 
Урнатилади.

6 - т а ъ  р и ф. А га р  Е  ва  F туплам элементлари орасида у за р о  бир  
щ йм ат ли  м о сли к  Урнатиш м ум кин  б$лса, у л а р  бир-бирига  эквивалент  
тупламлар деб аталади ва

E ~ F
каби  белгиланади .

М и с о л л а р .  1. Ушбу

£  =  {1, 2, 3, 4, 5}, £  =  {1, -1. -1, ± ,  ± \

туп лам лар  эквивалент туп л ам лар  булади. Бу  туплам  элементлари 
орасида  у зар о  бир кийматли мослик м авж уд . Уни куйидагича

1 , 2 ■*-*- —, 3 -j-, 4 —, 5 -*-*■ —
2 3  4 5

урнатиш  мумкин. Д ем ак ,  E ~ F .
2. Ушбу

£  =  {2, 4, 6 , 8), F =  {2, 4, 6 , 8 , 10}

т у п л ам лар  эквивалент туп лам лар  булмайди. Чунки бу туплам 
элементлари орасида узаро  бир кийматли мослик урнатиб булмайди.

3. Ушбу

E =  N  =  {\, 2, 3, ...,п, ...}, F =  { 1, 1  | ........ ±  ...}

туп л ам лар  эквивалент  туп лам лар  булади. Бу туплам  элементлари 
орасидаги  ^ з ар о  бир кийматли мослик хар бир п га ( п в  N)-
~  ни ( ~ € F ^  мос куйиш  билан урнатилади. Д ем ак ,  E ~ F .

4. Ушбу - . , .
E  =  JV =  { 1, 2, 3, ..., п,  ...}, N\  = {2 , 4, 6 , ..., 2п,  ...} - ,

ту п л ам лар  у зар о  эквивалент  булади. Б у  туплам  элементлари орасида' 
у зар о  бир кийм атли  мосликни куйидагича урнатиш  мумкин: хар бир  
натурал  п (n £ N ) сонга 2п  сон (2n £ N t ) мос куйилади  (п-*+2п). 
Д е м ак ,  E  =  N ~ N , .
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Р ав ш ан к и , N i c z N .  Бу  эса тупламнинг кисми узига  эквивалент 
булиши мумкин эканлигини курсатади . Б ун дай  в ази ят  ф а к а т  чексиз 
т у п л ам лар гаги н а  хосдир.

Ю корида келтирилган  таъ р и ф  ва мисоллардан  икки чекли 
тупламнинг у зар о  эквивалент  булиши учун уларнинг элементлари 
сони бир-бирига тенг булиш и зар у р  ва етарли  эканлигини курамиз. 

Э кви вален тлик муносабати куйидаги хоссаларга  эга булади:
1°. £ ~ £  (рефлексивлик хоссаси).
2°. E ~ F  булса, F ~ E  булади  (симметриклик хоссаси).
3°. £ ~ / 7, F ~ G  булса , £ ~ G  б улади  (транзитивлик хоссаси). 
Т уплам ларнин г  эквивалентли к  тушунчаси туп лам ларн и  синфлар- 

га а ж р а т и ш  имконини беради.
7- т а ъ р  и ф. Натурал сонлар  трплами N  га  эквивалент б у л га н  

Хар к,андай туплам с а н о ^ л и  туплам дейилади.
' М асал ан ,

W ,= { 2, 4, 6 , ..., 2п, ...},
N 2 =  { 1, 3, 5, ..., 2л — 1, ...},

* з Н ' 1, 1 - i  - }

т у п л ам лар  санокли  тУпламлардир, чунки

N t ~ N  (2п++п, л = 1 ,  2, 3, ... ), 
N 2~ N  (2п — « =  1, 2, 3, ... ),

N 3~ N  « =  1, 2, 3, ... ) .

4.  М а т е м а т и к  б е л г и л а р .  М а тем а ти к а д а  тез-тез учрайдиган  
суз ва суз бирикм алари  урнига  махсус белгилар  иш латилади . 
У лардан  энг мухимларини келтирамиз.

1°. «Агар ... булса, у холда ... булади»  ибораси «=^» белгиси 
оркали  ёзиЛади.

2°. Икки иборанинг эквивалентлиги  у ш б у  « о »  белги оркали  
ёзилади.

3°. «Х,ар кан дай» , «ихтиёрий», «барчаси  учун» сузлари  урнига 
«V» умумийлик белгиси иш латилади.

4°. «М авж удки » , «топиладики» сузлари  урнига «3» м ав ж у д л и к  
белгиси иш латилади.

2- §. Х,акикий сонлар
' Сон м атем атикан инг асосий тушунчасидир. Бу  туш унча укувчига  

м актаб  м атем атика  курсидан таниш . А ввало  натурал  ва бутун сонлар, 
кейинчалик ■ умумий ном билан, х аки ки й  сонлар деб аталувчи  
раци онал  хам да  и ррац ионал  сонлар  Урганилган. Б и р о к  хаки ки й  
сонларнинг олий м атем ати к ад а  мухимлигини эътиборга  олйб, улар  
тугрисидаги  м аъ лум отлар  олий м атем атика  талаб и  д а р а ж а с и д а  
к,ат;ьий баён этилиши лозим.

<• 1. Р ац и о н ал  сонлар. М аъ лум ки , - -  куриниш даги  сон оддий каср  

дейилади , бунда р —  бутун сон ( p £ Z )  касрнинг сурати, q — натурал
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сон ( q £ N )  касрнинг м ахраж и. Хусусан, хар  к а к д а й  натура  л хам  да  

бутун сон ~  куринишида и ф о д ал ан ад и  (м асалан , р  бутун сон учун

р = ^  булади ).

Биз -  касрда р  ва q сонларни ^ з ар о  туб сонлар деб караймиз.

Б ар ч а  г =  — куриниш идаги сонлар  тупламини, яъни оддий 

касрлар  тупламини Q билан белгилаймиз:

Q =  {г : r =  ̂ -, <7 6 ^ } .

Р ав ш ан к и

jV c  Q, Z c Q .
Q туплам  катор  хоссаларга  эгадир.
ю  л  .  .. „ Р [  Р2J . Q туп лам дан  олинган ихтиерии икки —  ва —

<?1 <?2
элементлар

учун

Ч P i Р2 P i  Р 2 Р I Р2а) — = — , — > — , — <  —
Q\ *?2 Ч\ 1̂

м у н осаб атлардан  биттаси ва ф а к а т  биттаси Уринли,

те^гсизлик лардан

Р> Р2 „ Р2 рзб) — < —  ва — <  —  
Ч\ Я2 ^2 Уз

P i  Р з

Я\ ' Чз

тенгсизликнинг уринли булиши келиб чикади. Бу  хол Q тупламнинг 
тар ти бл ан ган  туплам  эканини билдиради.

2°. Q туплам да  куш иш , айириш, купайтириш  ва булиш  ам ал лар и  
ушбу

Р\ , Р 2  _  Р\Я2 +  Р2<1\

Ч1 <?2 Ч\Я2
Р_\_____ Р2_ _

91 <?2 ~ 
Р\_ _ Pi 
Qt <?2 

Pi . Р2 

<7i Чг

Р \ Я 2 ~ Р 2 Я \

_ Р \ - Р г  

? Г ?2 
_ Pi ’ Я2 

Ч\-Рг

Коида буйича киритилган булиб, бу а м а лл а р  куйидаги хоссаларга  
эга:
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П _ 4 - — —-----(коммутативлик хоссаси),
' Я] Ч 2 <72 ^2 <?2 <7l

2 ) = — +  Г— + — V'  <7 <72 /  <7з Я, \ Я 2 ' Я3 /

/ > L Z l .  (J jL.J-L  \  (ассоциативлик хоссаси),
\  <71 <?2 /  <7з 1̂ V 2̂ <7 /

3 ) ^  -  j _ Р2Л . =  (дистрибутивлик хоссаси),
\<7l <?2 /  <7з Чъ <72 <7з

4 ) j ^ _ | _ o = —, -^-0  =  0 (нол сонининг хусусияти),
Ч Q <7

5 ) 1= -^ -  (бир сонининг хусусияти),
<7 <7

6 ) V-^-gQ учун ш ундай — сон м авж удки , ~  +  ( — "- ) = 0  

(к а р а м а -к а р ш и  элементнинг м авж удли ги ).

7) ^ - € Q  ( р ^ О )  учун ш ундай 'g Q  сон м авж удки ,

= 1  (тескари элементнинг м авж уд ли ги ) .

8 ) V — £Q, V - ^ 6 Q, V ^ 6 Q сонлар учун ■
<7i Яг Яз

Pi Рг Pi . Рз ^  Р2 , Рз 

*71 <72 ‘71 <7з Я-2 Я з

9 ) V — (— >  0 ) сонлар  учун
<7i <72 <7з <7з

P U  Р2 ^  Pi _ Рз > Р2 _ Рз 
<71^ <72 <71 <7з <?2 <7з’

10) Ихтиёрий икки мусбат —  ва — оддий к асрлар  учун ш ундай
<71 <?2

натурал  я  сон м авж удки ,

Pi Рг
/г----->  —

<71 <7г

булади. Бу  10) хосса А р хи м ед  аксиом аси  деб юритилади.

3°. Ихт'иёрий иккита —  х,амда —  оддий к аср л ар  берилган
<7| <7 2

булиб, —  < —  булсин. У холда
<7i <7г

_ L Y A + A \
2 \ < 7 i <72 /
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сущий к;jср учун

h  2 \ 4l
PL  <  _L ( f ±  -L .pl \ < : p±  
4\ 2 V'?! 42 )  <?2

булади. Бундан P] х,амда —  оддий каср л ар  орасида оддий каср 
i\ lh

борлиги ва демак, улар орасида и сталган ча  куп оддий касрлар  
борлиги келиб чикади. Бу Q тупламнинг зичлик хоссасидир.

8 - т а ъ  р и ф. Q тупламнинг элементлари р а ц и о н а л  сонлар , Q эса  
р а ц и о н а л  сонлар туплами дейилади.

Д е м ак ,  — куриниш даги сон (p£_Z,  q d N )  раци онал  сон булади.

2. Х аки кий  сонлар. Биз юкорида раци онал  сон — к^риниш ида
ч

булишини курдик. А гар касрнинг м ах р аж и  q = \ 0 k ( k£. N)  булса,

уни у н л и  каср  дейилади. Унли каср м ах р аж си з  куйидагича 
ёзилади: касрнинг суратидаги  р а к а м л а р  унгдан чапга к а р а б  каср 
м ах р аж и д аги  нолларнинг сонича сан ал ади  ва вергул куй илади  (агар  
сурати да  р а к а м л а р  етиш м аса, улар урнига ноллар  ёзилиб, сунг

вергул ку й и л ади ) .  М асал ан ,  - ! ^ - = 1 7 ,1 ,  - ^ ^ = 2 , 1 7 3 ,  -'—= 0 , 6 1 ,

- 13 = 0 ,0 0 1 3 .in* к к) 1

Унли ка с р л а р д а  вергулдан олдинги сон унли касрнинг бутун кисми, 
кейингиси эса каср кисми булади.

Ф а р а з  килайлик, ~  бирор мусбат рационал  сон булсин. Арифме-

ти када  урганилган  кои дага  кура р бутун сонни q га булам из. Бунда 
к олд и к  0, 1, 2, ..., q — 1 булиши мумкин. Агар р  ни q га булиш 
ж а р а ё н и д а  бирор к а д а м д а н  кейин колдик  0 га тенг булса, у *олда

булиш  ж ар а ё н и  тухтаб, каср  унли касрга  айланади . О датда

бундай унли касрни чекли  у н л и  каср  дейилади. М асал ан ,  каср-

59д а  59 ни 40 га булиб, 1,475 булишини топамиз: ^ - = 1 ,4 7 5 .  Агар р

ни q га  булиш  ж ар а ё н и  чексиз давом  этса, м аълум  ка д а м д а н  кейин 
ю корида айтилган  ко л д и к л ар д ан  бири яна бир м арта  учрайди, сунг 
ундан олдинги р а к а м л а р  мос тарти бда  такрорлан ади . О д атд а  бундай 
каср чексиз д а вр и й  у н л и  каср  дейилади. Т акр о р л ан ад и ган  р а к а м л а р  
(р а к а м л а р  би рлаш м аси ) унли касрнинг даври  булади. М асалан ,

-у касрд а  1 ни 3 га булиб, 0,333... булишини топамиз:
!

I  =  0,333 ... .
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Ушбу 0,333..; , 1,4777... , 2,131313... каср л ар  чексиз даврий ^нли 
касрлардир . Уларнинг даври  мос р авиш да 3, 7, 13 булиб,

0 , (3 ) ;  1 ,4 (7 ) ;  2, (13)

каби ёзилади:
0 ,(3 )  = 0 ,3 3 3 . . .  , 2,4 (7 )  =  1,4777... , 2 , ( 1 3 ) = 2 , 131313... .

Э с л а т м а. Д а в р и  9 га тенг булган  чексиз даври й  унли касрни 
чекли унли каср  килиб ёзилади. М асал ан ,

0,4 9 9 9 . . .= 0 ,4 (9 )  = 0 , 5 ,  2 ,71999 . . .= 2 ,71  ( 9 ) = 2 , 7 2
Р ав ш ан к и ,  х,ар кан д ай  чекли унли касрни ноллар  билан  давом  
килдириб чексиз даври й  ^нли каср куриниш ида ёзиш мумкин. 
М асал ан ,  1 , 4 =  1 ,4 0 0 0 . . .=  1 ,4 (0 ) ,  0 ,7 5 = 0 ,7 5 0 0 0 . . .= 0 ,7 5 ( 0 ) .

Д ем ак ,  д ар  кан д ай  - -  раЦионал сон чё'Ксиз даври й  унли каср

куриниш ида ёзилади.

Аксинча, х,ар кан дай  чексиз даврий унли касрни -£■ каср ^ к у р и -

нишида ёзиш мумкин.
М асал ан , уш бу 0 ,(3 )  = 0 ,3 3 3 . . . ,  7,31 ( 0 6 ) = 7 , 31060606... чексиз 

даври й  унли касрларн и  карайлик.
А ввало  уларни

0 - ы = 0 + - т + - & + ^ + - ’

7,3! (06,  = 7  + i L + _ i T +  J _ + _ i +  ...

кури ниш да ёзиб, сунг чексиз кам аю вчи  геометрик прогрессия 
йигиндисини топиш ф орм уласидан  ф ой далан ам и з:

_3

0 ,(3 )  = 0 , 3 3 3  ... = — - — = — . L ° = l ,

1 Го
6

7,31 ( 0 6 ) = 7 , 31060606 ... = i 2 i + _ I 5 L - = i 3 i + - ji r . i =

1 ю2
1 /  . 2 \  24152 _  965 

‘ —  100 V  33 /  100-33 _  132 '

Ш ундай  килиб ихтиёрий раци онал  сон чексиз даври й  унли каср 
о р кал и  и ф о д ал ан ад и  ва  аксинча, ихтиёрий чексиз даври й  унли каср 
рационал  сонни ифодалайди.

Би рок , чексиз даври й  б улм аган  унли к асрлар  х,ам м авж уд . 
М асал ан ,  0,1010010001 ... ; 0 ,1 2 3 4 5 . . . ;  1 ,4142135 . . . .

Ю кори да  айтилганлардан , бундай чексиз даври й  б улм аган  унли



9- т а ъ  р и ф. Чексиз даврий  б р лм а га н  у н л и  каср и р р а ц и о н а л  сон  
дейилади.

М асалан , д / 2 =  1,4142135 ... , л = 3 , 141583 ... иррационал  сонлар- 
Дир.

Р аци онал  хамда иррационал  сонлар умумий ном билан ^ а ^ и ^ и й  
сонлар  дейилади. Б а р ч а  хаки кий  сонлар  туплами R  харф и билан 
белгиланади.

Х аки кий  сонлар туплами R  хам  рационал  сонлар туплами 
хоссалари каби хоссаларга  эга.

3. Х акикий сонларни геометрик тасви рлаш . Бирор тугри чизик 
олиб, бу тугри чизикда ихтиёрий нуктани О харф  билан белгилайлик.
О нукта тугри чизикни икки кисмга — иккита нурга аж р а та д и .  Бу 
нурлардан  бирининг йуналишини, одатда  О нуктадан  унг томонга 
йуналишини мусбат йуналиш, иккинчисини (О нуктадан  чап томонга 
йуналйшини) манфий йуналиш  деб оламиз. Сунг м аълум  бир кес- 
мани улчов бирлиги сиф атида (бу кесманинг узунлиги 1 деб) кабул  
киламиз. Й унали ш и  ва бирлик кесмаси (м асш таби ) ан и кл ан ган  
бундай тугри чизик сонлар уки дейилади (2- ч и з м а ) . С онлар  укидаги

О нуктани нол сонининг геометрик
1 Yfi) тасвири деб атаймиз. Улчов бир

лиги сиф атида кабул  килинган ОЕ
2- чизма кесмани О нуктадан  бош лаб  унг

ва чап том онларга  куямиз. Б у  бирлик кесманинг учлари А  (1) ва 
А  ( — 1) нукталарни белгилайди. А  (1) нукта 1 сонининг геометрик 
тасвири, Л ( — 1) нукта э с а — 1 сонининг геометрик тасвири булади.

Ш у усул билан бирлик кесмани кетма-кет О нуктадан  унг ва чап 
томонда ж о й л аш ган  нурларга  куйиб А  (2 ) ,  А  (3 ) ,  ..., А  ( —2) ,  
А  ( —3), ... нукталарни  топамиз ( 3 - ч и зм а) .
_____________________________________ _ А  (2 ) ,  А  (3 ) ,  ... нукталар

Afs) Af2) ' о а (г) а (5) 2, 3, ... сонларнинг геометрик
тасвирлари , А  ( — 2) ,  А

3- чизма (— 3 ) ,  ... н у кталар  эса —2 ,
—3 , ... сонларнинг геометрик тасви рлари  булади.

А гар  улчов бирлигини q та ( q £ N )  тенг булакка  булиб, уларнинг 
р  тасини ( р >  0) олиб, О нуктадан  $шг ва чап том онларга  юкоридаги-

дек ж ой лаш ти рсак ,  унг томондаги нурда --  сонга мос # ( [ ■ )  нукта, 

чап  томондаги нурда — — сонга мос в (^— нукта  хосил булади.

Ш у усулда хар  бир рационал  —  сонга мос келадиган  нукта топила- 

ди. Б ундай  н у к тал ар  раци онал  сонларнинг геометрик тасви рлари
5

булади. М асал ан ,  — рационал  сонни тасвирловчи нуктани топиш

учун ав в ал о  улчов бирлигини О нуктадан  унг томонга бир м арта  
ж ой лаш тириб , хосил булган  н уктадан  бош лаб  улчов бирлигининг

касрларни ~  рационал сон куринишида ифодалаб булмайди.
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ловчи нуктани топамиз.

Ш ундай килиб, раци онал  сонлар тупламидан олинган хар  бир 
рационал  сонга тугри чизикда  битта нукта мос келади. О датда  
бундай нук талар  р а ц и о н а л  нукталар  дейилади.

Бирок, тугри чизикда ш ундай нукталар борки, улар бирорта хам  
рационал  соннинг геометрик тасвири булмайди. *

Томони бир бирликка тенг О А В С  квад- 
ратни к а р ай ли к  ( 4 - ч и зм а) .  Бу  квадрат- 
нинг диагонали  ОВ  нинг узунлиги, П и ф а
гор теоремасига кура д/2 га тенг булади.
Ц иркулнинг учини О нуктага  куйиб, ра
диуси ОВ  га тенг булган  ай л ан а  чизилса, 
бу ай лан а  тугри чизикни D  нуктада  кеса- 
Ди. O B — OD  булганлиги сабабли  D  нукта 
мос келадиган сон д/2 булади. (бош кача

айтганда  д/2 нинг геометрик тасвири D 

нукта б у лад и ) .  М аълум ки , д/2 сон ра- 4- чизма

ционал сон б улм асдан  иррац ионал  сон эди.
Тугри чизикда шунга ухш аган  нукталар  чексиз куп булиб, улар 
иррац ионал  сонларнинг геометрик тасвирлари  булади.

Д ем ак ,  рационал  сонлар туплами билан тугри чизик нукталари  
туплами орасида узаро  бир кийматли мослик м ав ж у д  эмас. Х аки кий  
сонлар туплам и тугрисида в ази ят  б ош кача  булади. Х аки ки й  сонлар 
туплами R  билан тугри чизик нукталари  туплами орасида у зар о  бир 
кийматли мослик м авж уд, яъни хар бир хакикий сонга тугри чизикда 
уни геометрик тасвирловчи битта нукта м авж уд , ва  аксинча, тугри 
чизикнинг хар  бир нуктасига  R  да  унга мос келувчи хаки ки й  сон 
м авж уд.

Келгусида, тугри чизикнинг нуктаси деганда  хаки ки й  сонни, 
Хакикий сон деган да  тугри чизикнинг нуктасини туш унам из ва 
з а р у р а т  тугилса, уларнинг бири урнига иккинчисини иш латам из.

Куйидаги хаки кий  сонлардан  таш кил  топган туп л ам лар  м а те м а 
тика курсида ж у д а  куп иш латилади.

1. Ушбу

(x £ R : a ^ . x ^ . b )  
туплам  сегмент дейилади ва [а, Ь] каби белгиланади:

■ [a, b] =  {x£R'. asS^xf Cb}.
2. Ушбу

{х£R:  a < x < . b }

туртдан бир кисмини куйиб, рационал сонни геометрик ифода-

туплам  интервал  дейилади ва (а, Ь) каби  ёзилади .

(a, b ) = { x £ R :  a < x < b ) .
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Ушбу
(x £ R :  a ^ x < b ) ,  {x£R:  a < C x ^ b }

тупламлар ярим интервал дейилади ва улар мос равишда [а, Ь ) , (а, Ь] 
каби белгиланади:

[u, b ) = { x £ R :  a ^ x < i b } ,  (a, b] =  {x6R:  a < x ^ b j .

4. Тупламнинг чегаралари . Ф а р а з  ки лай лик  Е  =  {х] бирор хакикий 
сонлар туплами булсин.

1 0 - т а ъ р и ф .  А га р  ш унд а й  у зга р м а с  М  сон м авж уд булсаки ,  
V x £ E  у ч ун  х ^ . М  тенгсизлик баж арилса, Е туплам ю коридан  
чегаралан ган  туплам дейилади , М  сон эса Е  тупламнинг юк^ори 
чегараси дейилади.

М асалан ,  £  =  [0, 1] булсин. Бу тупламнинг хар бир элементи 1 дан 
катта эмас. Д ем ак ,  £  =  [0, 1] туплам  юкоридан чегараланган .

Агар туплам  юкоридан ч егар ал ан ган  булса, унинг юкори 
чегаралари  чексиз куп булади. М асал ан ,  £  =  [0, 1] туплам  учун 1 ва 
ундан катта  хар бир хаки кий  сон шу тупламнинг юкори чегараси 
булади.

11- т а ъ  р и ф. Ю коридан  чегаралан ган  Е ~ { х )  тупламнинг юк,ори 
чегараларин инг  энг кичиги  Е  нинг аник, ющори чегараси дей и ла д и  ва  
sup  £  (супрем ум  Е )  каби белгиланади .

М асал ан ,  £  =  [0, 1] тупламнинг ани к  юкори чегараси 1 га тенг 
булади: sup  £ = 1.

1 2 - т а ъ р и ф .  А га р  ш унд ай  у зга р м а с  m  сон мавж уд булсаки ,  
Уде 6£  у ч у н  х ^ т  тенгсизлик баж арилса, Е  туплам щуйидан чегара
л а н га н  д ейилади , m  сон эса Е  тупламнинг к,уйи чегараси дейилади.

М асал ан ,  £  =  (0, 2) булсин. Бу  тупламнинг хар бир элементи 0 дан 
катта. Д ем ак ,  £ = ( 0 ,  2) туплам  куйидан чегараланган .

А гар туплам  куйидан чегараланган  булса, унинг куйи чегаралари  
чексиз куп булади. М асал ан ,  £ =  (0, 2) туплам  учун 0 ва ундан кичик 
хар кан дай  сон (яъни манфий сонлар) шу тупламнинг куйи чегараси 
булади.

13- т а ъ  р и ф. К уй и д а н  ч егаралан ган  Е  =  {х} тупламнинг щуйи 
чега р а ла р и н и н г  энг каттаси Е  нинг аник, к,уйи чегараси дейилади  ва  
inf £  (инф им ум  Е )  каби  б елгиланади .

М асал ан ,  £ = ( 0 ,  2) тупламнинг аник куйи чегараси 0 га тенг 
булади: i n f £  =  0 .

Тупламнинг ан и к  юкори хам да  аник куйи ч егар ал ар и  х аки да  
куйидаги теорема уринлидир.

Т е о р е м а .  Х,ар щ н д а й  ю коридан (ц уй и дан )  чегараланган  туплам 
учун  уни ю коридан (ц уй и да н ) чегараловчи сонлар орасида энг кичиги  
(эн г каттаси) мавж уд.

5. Х,акикий соннинг абсолю т киймати. Бирор х  хаки ки й  сон 
берилган булсин. Агар бу сон мусбат булса, шу соннинг узига, 
манфий булса, унга к а р а м а -к а р ш и  иш орали — х  сонига х  соннинг 
абсолю т киймати дейилади  ва \х\  каби белгиланади. Нол соннинг 
абсолю т киймати | 0 | = 0 .
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Д ем ак ,

( х, а гар  х ^ О  булса,
I* 1 = 1 А Л -I — х, а гар  х < 0  булса.

М асалан ,

| - 5 | = 5 ,  | л | = я ,  | — д/2 | =  д/2,  | 1 ,5 |  =  1,5.

Х аки кий  соннинг абсолю т киймати катор  хоссаларга  эга.
1°. Ихтиёрий х  хаки кий  сон учун ушбу

|* |  > 0 , U |  =  | — х \ , x s g l \ х \ , — j c ^ | j c |
м уносабатлар  уринли булади.

2°. Бирор мусбат а  хакикий сон берилган булсин. Агар х  хакикий
сон

■ \х\ с а
тенгсизликни кан оатлан ти рса ,  у

— а с х < а
тенгсизликларни хам к ан оатлан ти рад и  ва аксинча. Д ем ак ,

|* |  < с а о — a < i x < a .  I
3°. Икки хаки ки й  х  ва у  сонлар учун

а) U  +  i / K  \х \  +  \у\ ,
б) \ х — у\  >  \х\  — \у\ ,
в) \ х - у \  =  \ х \ - \ у \ ,

r> Ifl -  ж  «+<»■
4°. Ушбу

=  lei

муносабат  уринли.
Ю корида  келтирилган хоссаларни исботлаш  кийин эмас. Биз 

улардан  бирини, масалан , 2°- хоссанинг исботини келтирамиз. 
2 ° - х о с с а н и н г  и с б о т и .  Айтайлик,

\х\  <  a
булсин. Ундан 1°-хоссага  кура

\ х\ ,  д ем ак  х < с а ,

— x ^ U I ,  дем ак  — х < а ,  яъни х > — а 
булади. Бу м уносабатлардан  эса

— а с х с а
булиши келиб чикади.

Энди



б у л п ш .  Ьу хд>лда
* < а ,

— а< сх ,  яъни — x<Za

булади.  Н а т и ж а д а
х > 0  булганда  \х\ =  х < а ,  
л:< 0  булганда  \х\  =  — х < а

булади, улардан
\х\  < а

булиши келиб чикади.
Ш ундай килиб

| jc j < _ а о  — a < Z x < a

булиши курсатилди.
Х аки кий  соннинг абсолю т киймати ёрдам и да  тугри чизикда икки 

нукта орасидаги масоф а тушунчаси киритилади.
Айтайлик, х  ва у  х,акикий сонлар тугри чизикда А ( х )  ва В  (у)  

нукталарни тасвирласин.
Ушбу

\ х  — у\
микдор А ( х ) ,  В  (у)  н у к тал ар  орасидаги масофа дейилади ва р (х, у)  
каби белгиланади:

()(*, у)  =  \ х — у |.

3-§. Текисликда Декарт хдмда к,утб 
координаталар системаси

М азку р  бобнинг 2- § ида х,ар бир х хаки ки й  сон ( x £ R )  сонлар уки- 
да  битта нуктани тасви рлаш ин и  айтдик. О д атд а  бу х  сон шу нукта- 
нинг координатаси дейилади.

Х аки ки й  сонлар  туплами R  нинг геометрик тасвири сонлар  укидан 
иборат.

Энди R  X  R  Д е к а р т  купайтм ани карай ли к . М аъ лум ки  бу туплам  
(х, у)  ж у ф тли кл ар д ан  (x(zR,  y € R )  таш кил топган:

R  X  R  =  {(x,  у) :  x ( :R ,  yER}-
Бу тупламнинг геометрик тасвири текислик булади.

Текисликда геометрик объектларни урганиш  учун унда Д е к а р т  
координ аталари  системаси туш унчаси киритилади.

Текисликда у за р о  перпендикуляр булган  икки тугри чизикни 
олайлик. У лардан  бири горизонтал, иккинчиси вертикал  ж ой лаш син  
( 5 - ч и з м а ) . .

Бу  тугри ч изикларнинг кесиш ган нуктасини О харф и  билан 
белгилаб , уни координ ата  боши деймиз. О нукта  горизонтал  тугри 
чизикни икки кисм га аж р ати б ,  ул ар дан  унг томондагисини мусбат 
йуналиш, чап томондагисини эса манфий йуналиш  деб карай м и з.
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Ш унга ухш аш  О нукта вертикал  тугри чизикни хам икки кисмга 
аж р атади .  Ю коридаги кисми мусбат йуналиш да, пастдаги кисми 
манфий йун али ш да деб к ар ай м и з  (5 : чизм ада  мусбат йуналиш лар  
стрелкалар  ёрдам и да  курсати лган ) .

О датда  горизонтал чизик ОХ  уки ёки абсцисса  ук,и, вертикал 
чизик O Y  уки ёки ордината у ^ и  дейилади. Абсцисса ва ордината 
уклари  координата у к л а р и  дейилади.

К оордината  у клари  текисликни туртта  чоракка  а ж р атади .  Бу 
чораклар  5- чизм ада курсатилган  тарти бда  номерланади.

У

м

0 Мх х

5- чизма 6- чизма

М асш таб  бирлигини тайинлаб , текисликда бирор М  нуктани 
оламиз. Бу нуктадан  ав в ал  абсцисса укига, сунг ордината  укига  
перпендикулярлар  туш ирамиз. Уларнинг координата  уклари  билан 
кесишган нукталарини мос рави ш да  М х ва М у оркали  белгилаймиз 
(6 - ч и з м а ).

ОХ  укидаги М х нуктани и ф од алаган  сонни *  дейлик (jc сон М х 
нукта О нуктадан  унгда булса, мусбат, чапда булса, манфий б у лад и ) .  
Ш унга ухш аш  O Y  укидаги  М у нуктани и ф од алаган  сонни у  деймиз 
(у  сон Му  нукта О нуктадан  юкорида булса, мусбат, пастда булса, 
манфий б у лад и ) .  М х ва М у нук талар  сонлар уки да  х  ва у  сонларни 
аниклайди. Бу х  ва  у  сонлардан  тузилган  (х, у )  ж у ф тли к  М  нуктанинг 
координаталари: х  га М  нуктанинг биринчи координатаси ёки 
абсциссаси, у  га М  нуктанинг иккинчи координатаси ёки ординатаси 
дейилади. М  нукта координ аталари  оркали

М  =  М( х ,  у)
каби ёзилади.

Э с л а т м а . Абсцисса укидаги  нукталарни нг координ аталари  
(х , 0 ), ордината  укидаги нукталарни нг координ аталари  (0 , у ) ,  коор
дината  бошининг координ аталари  (0 , 0 ) булади.

Ихтиёрий иккита а- ва у  хаки кий  сонлар берилган  булиб, улардан  
тузилган  (х,  у)  жуфтликни карай ли к . Бу  ж у ф тли к  текисликда битта 
нуктани тасвирлайди . Буни курсатиш  учун абсцисса  уки да  х  сонга 
мос келадиган  нуктани, ордината  у ки да  у  сонга мос келадиган 
нуктани топиб, бу н ук талардан  мос р ави ш да  асбцисса  ва ордината  
уклари га  перпендикуляр чикарам из. П ерпендикулярларни нг ке 
сиш ган нуктаси координ аталари  (х, у)  булган  нуктани иф одалайди 
(7- ч и з м а ) .
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Ш ундяй к и л и б  гекнсликдан олинган дар  бир нукта иккита х  ва
II хакикий сонлардан  тузилган  (х, у)  ж уфтликни х,осил килади. 
Аксинча ижтиёрий иккита х  ва у  хаки ки й  сонлардан  тузилган (х, у)

ж уф тли к  текисликда битта нуктани 
ифодалайди.

Ю корида келтирилган тадби рлар  
нуктанинг текисликдаги- вазиятини ту- 
л и к  ан и клаш  имконини беради. О датда  
бундай тадб и р л ар  натиж аси  турри бур-

У

У (*,у)

0 к

7- чизма

маси, ки скач а  Декарт координаталари  
системаси дейилади.

Д е к а р  координ аталари  системаси 
билан бир каторда  кутб к о о р д и н а та л а 
ри системаси хам мухим урин тутади.

Кутб координаталари , кутб нукта деб аталувчи О нук,та ва ундан 
чикувчи ОЕ  нурдан — кутб уки дан  иборат (8- чизма) .

Кутб координ аталари  системаси берил- 
ган булиб, Р  текисликдаги бирор нукта 
булсин. Ф а р а з  килайлик р Р  нуктадан
О н уктагача  булган  масофа, ф эса кутб 

укини О Р  нур билан таш кил этган бурчаги булсин.
Н уктанинг кутб координ аталари  деб р ва ф сонларига  айтилади. 

Бунда р биринчи координата  булиб, у кутб радиуси, ф эса иккинчи 
координата  булиб, кутб бурчаги дейилади. Кутб координ аталарида  
Р  нукта Р  (р, ф) каби белгиланади ( 9 - ч и зм а) .

8- чизма

9- чизма

Р авш ан ки , 0 ^ р <  +  оо, 0 ^ ф < ; 2 л .
Энди нуктанинг Д е к а р т  координ аталари  билан кутб коорди н ата

лари  орасидаги  богланиш ни курайлик. Бунинг учун координата  бо- 
шини кутб нукта  билан, абсцисса  укининг мусбат йуналишини эса 
кутб уки билан устма-уст туш адиган  килиб оламиз. Д е к а р т  коорди- 
н атал ар  системасида Р  нукта  (х , у)  координ аталарга  эга булсин 
( 10- ч и з м а ) .

Равш ан ки , л: =  р с о э ф ,  у =  р 5Шф.  Бу ф о рм улалар  нуктанинг 
Д е к а р т  координ аталари  билан ку тб  координаталарини богловчи 
ф орм улалардир .
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i> *) ь

Ф У Н К Ц И Я

1 - §. Ф у н к ц и я  т у ш у н ч а с и  (

1. Узгарувчи ва узгарм ас  микдорлар . Т аби атдя .  фан  ва 
техниканинг барча  со.-.з.'ырндн хар хн т м нкдорларпи (узу ил и к, и в а ,  
вакт, масса  ва к к . ) у ч р а ым м з  I >vh,3.;iii микдорлар  влзиятга  ка раб 
турли кнйматларни к а б у . i кглппи: мумкин.  М асал ан ,  хар кан дай

• учбурчакннпг бурмакларн йипшчнс и  Чар доим ШО' i а тенг булса , 
учбурч аклар  пернмстрн аса (\л ,аршин томонл арп узунлигигя 
к а р а б )  турлича булади. Бундай учбурннч бурчаклари  йигипднен 
узгарм ас  микдор, учбурчак периметри аса улгарупчн мнкдор э к а н и ' 
куринади. Н а т и ж а д а  икки ли i уз; арувчи чэмдд узга< ч ас  мнк* 
д орларга  дуч келамиз.

Узгарувчи микдорлар  у, ■ на хоказо х а р ф л а р  билан бол г ил а- 
нади.

Агар узгарувчи микдорнннг  ка бсл  кап ац иг ан  кийма тла ри 
туплами маълу м 6y. u a, узгарувчи берилган дейилади ( масалан,  
барча  мусбат сонлар  туплами узгарувчи микдор сяфатиди олингая-  
ай л ан а  . радиуси г hhih к а с т  киааднгнн ки йма тла ри гчнлнми 
б у л а д и ) .

М а тем ати к ада  бир нсага у.ч арувчи мпк до рл ар  в а ул ар  орасидаги  
бо гл ан и шлар урганиллди.  Миспа гарикаси да  радиуси г га тенг 
булган  ай л ан а  узунлигнни оааилнк.  Бундай айл ана  узунлш и

('. ■■■■--- 2 л/' ( I I

булади. А йлана радиуси г хамда айлана  узунлнги С  узгарувчи 
м нкдорлардир. Улар (1) муносабат билан боглаш  ан. Бу o o fл а ■ 
ниш дан куринадики, айлана  радиуси эркли р ави ш да  мусбат 
Кнйматларни кабул килса, айлана  узунлиги эса у ига боглн к  (дсмак, 
эрксиз) рави ш да  кнйм атларни кабул  к н л а д н . .

КейиНчалнк,  узгарувчи микдор,  у зг ар м ас  л чк лор  иборалари 
урнига  ( ки ска  аилиш м а к с а д и т а )  мос равш и да  у а.* арувчи.  уз гарм ас  
с у з л а р и н и hui.ii ат  а м из.

2. Функция таъ ри фи.  Функциянинг  берилиш уе.удллри. Иккита  
х  ва у  узг арувчиларнн каранаик .  а  узгарунчинииг кабул киладитан 
ки йм атлари туплами X , у  уа* арувчнниш кабул кил адиган киймат- 
Лар туплами Y хакикий сонлар  туи.чамларндан иГ>орат булсин.

1 - т а ъ р и ф  А га р  А тупламОаи олин гач  кар бир  v гонга  бирор  
f  к,оидага ёки допинга кура  К г^п я н м п и н г  оигта и сони мос  /суйилган  
б улса , у  у о лд а  X тцпламс^ Ф ункция  а н и к л а н г а н  ( б е р и л г а н ) 
дейилади.
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Бунда X туплам функциянинг ан и кланиш  (берилиш) сох,аси,
Y туплам эса функциянинг узгариш  сохаси, х — функция аргументи, 
у  н а х нинг ф ункцияси  дейилади. f  хар  бир х  га битта у  ни мос куюв- 
чи кондаки билдиради.

Келтирилган гаъриф даги  х, у  ва /  бирлаш тирилиб, у  узгарувчи 
х  пинг функцияси дейилиши —

У — f ( x )
тарзида  ёзилади ва «игрек тенг эф икс» деб укилади.

Агар х,ар бир х  ( х £ Х )  га б ош к а  кои дага  кура  битта у  ( y E Y )  мос 
куйилса, табиийки бош ка ф ункция хосил булади, ва уни, м асалан , 
у  =  (р(х)  каби ёзиш мумкин.

М и с о л  л а р. 1. X  =  R,  Y =  R  т у п л ам лар  берилган булиб, f  — хар 
бир х  хаки кий  сонга { х £ Х )  унинг квадратини (*26 Y)  
мос куювчи коида булсин. Бу холда

у =  х*
функцияга  эга буламиз.

2. М ос куйиш коидаси куйидагича булсин: х,ар бир мусбат х  сонга
1, манфий х  сонга — 1 ва х =  0 сонга у  —  0 мос куйилади . Н а т и ж а д а  
y  =  f ( x )  функция хосил булади. Уни куйидагича

' 1, а гар  х > 0 , булса, 
у  =  f ( x )  — 0 , а гар  х =  0 булса,

. — 1, а гар  * < 0  булса 

ёзиш мумкин. О д атд а  бу функция
у  =  sign х

каби белгиланади. Бунда sign — лотинча s ig n u m  сузидан олинган 
булиб, «белги» деган  маънони англатади.

y  =  f ( x )  функция берилган булиб, унинг ан и кланиш  сохаси 
X  булсин. X  туплам дан  бирор х 0 нуктани оламиз. Р ав ш ан ки , х 0 
нук тага  битта у0 сон мос келади. Бу у0 сон берилган y =  f ( x ) 
функциянинг х 0 нуктадаги  киймати дейилади ва y 0 =  f ( x 0) каби 
белгиланади.

Энди х  аргументнинг X  туплам даги  х,ар бир кийм атига  мос у  =  
=  f ( x )  функциянинг кийматини топиб, ушбу

{/(*): * € * )

тупламни хосил килам из. О датда  бу туплам  ф ун к ц и я  кийматлари  
туплами  дейилади ва Yf каби белгиланади. Равш анки , Yf cz Y  булади.

Текисликда Д е к а р т  координ аталар  системасини олайлик. Абсцис
са уки га  y  =  f ( x )  функциянинг аникланиш  сох,асини ж ой лаш тирам из. 
Сунг X  тупламнинг х  н укталари да  функция ки йм атлари  f ( x )  ни 
Хисоблаб, уларни  ордината  укига  ж ой лаш тирам из . Н а т и ж а д а  
(х,  f ( x ) )  ж уф тли клар  хосил булади. Текисликнинг (х,  f ( x ) )  кури- 
нишдаги нукталари  туплами

{(X, f ( x ) ) \  =  {(x,  f ( x ) ) : x e x ,  f ( x ) e v )
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га берилган функциянинг граф иги  дейилади. Ф ункция графиги 
тугрисида  кейинрок б атаф сил  тухталам из.

Ф ункция таъ р и ф и д аги  хар  бир х га битта у  ни мос кую вчи коида 
турли усулда: аналитик, ж а д в а л ,  график ва бош ка усулларда  булиши 
мумкин. ■

1) Аналитик усул .  Б у  усулда, купинча х ва у  у згарувчи лар  
орасидаги  богланиш  ф ор м у лал ар  оркали  булади. Бун да  аргумент 
х нинг кийматига  кура у  нинг киймати куш иш , айириш, купайтириш , 
булиш  ва бош ка а м а л л а р  ёрдам и да  топилади. М асал ан ,  уш бу

у  =  ' у  =  V I  — х 2
I -\-х

ф ункц иялар  аналитик  усулда берилган ф ункциялардир . Куп холда 
аналитик  усулда берилган функциянинг ан и кланиш  сохаси курса- 
тилмайди. Бу  усулда берилган ф ункцияларни урганиш  уларнинг 
ани кланиш  сохаларини топиш дан бош ланади.

А налитик усулда берилган  функциянинг ан и кланиш  сохаси 
узгарувчининг ш ундай к и й м атлари дан  иборат туплам  буладики, бу 
туплам дан  олинган хар  бир х нинг кийм атига  мос келувчи у  нинг 
Киймати м аънога  эга  (яъни чекли, х аки кий ) булсин.

М  и с о л . Ушбу

функциянинг ан и клан и ш  сохасини топинг.
Р ав ш ан ки ,  бу функциянинг ани кланиш  сохасига  х  =  5 нукта  

кирмайди, чунки х =  5 га мос келадиган  у  нинг киймати чекли 
булмайди.

Иккинчи томондан, к а р а л а ё т га н  ф ункциянинг ани клан и ш  со х аси 
га х нинг — 3 дан кичик ки йм атлари  хам кирмайди, чунки х < — 3 
булган  х нинг ки йм атлари га  мос келувчи у  нинг ки йм атлари  
хакикий булмайди. Д емак, берилган функциянинг аникланиш  сохаси

X  =  {х: — 3 ^ х - <  +  о о , х ^ 5 )
туп лам дан  иборат. •

2) Ж а д в а л  усули .  Бу  усулда х  билан у  у згарувчи лар  орасидаги  
богланиш  ж а д в а л  куриниш ида булади. М асал ан ,  кун д авом и да  хаво  
хароратини кузатганим и зда , ti в актд а  хаво  харорати  Т \, /2 в актд а  
Хаво х арорати  Т2 ва X- к. булсин. Н а т и ж а д а  куйидаги ж а д в а л  хосил 
булади:

1 — вак,т >2 (з . tn

’ Т — харорат Т | т> Тз ТА т п

Бу ж а д в а л  t в а к т  билан хаво  хар о р ати  Т орасидаги  богланиш ни 
и ф одалайди , бунда t — аргумент, Т эса t нинг функцияси булади.

3) Г раф ик  усул .  Бу усулда х ва у  у згар у вч и лар  орасидаги 
богланиш  текисликдаги бирор эгри  чизик оркали  булади. М асал ан ,  
текисликда 11- чизм ада  тасви рлан ган  эгри чизик берилган булсин.
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х  у згарувчи  X =  ja, b] туп лам да  уз- 
гарсин. Бу  X  туплам дан  ихтиёрий 
х  нукта  оламиз. Ш у н уктадан  пер
пендикуляр чикариб  унинг берилган 
чизик билан кесишиш нуктасини т о 
памиз ва х  га кесишиш нуктасининг 
ординатаси у  ни мос куямиз. Н а т и 
ж а д а  хар  бир х  га ( х £ Х )  битта у  мос  
куйилиб функция хосил булади. Б у н 
да  х  билан у  нинг орасидаги  богла- 
нишни берилган эгри чизик б аж а -  
ради.

Олий м атем атикада , асосан аналитик  усулда берилган  функция- 
л а р  кар ал ад и .

2- §. Чегараланган функциялар

Бирор X  ту п л ам да  f ( x )  функция берилган булсин.
2 - т а ъ р и ф. А га р  ш унд ай  у зга р м а с  М  сон. топилсаки, V x  £ Х

уч ун

тенгсизлик баж арилса, у  х,олда f ( x )  ф у н к ц и я  X  тупламда ю коридан  
чега р а ла н га н  ф ун к ц и я  дейилади.

М и с о л. Ушбу

f i x ) '■ +Х*

функцияни карай ли к . Бу функция Х = (  — оо, + о о ) д а  аник- 
ланган . Р авш ан к и , Vx: £ ( — оо,  + о о ) д а

булади. Д ем ак ,  берилган  функция ю коридан ч егаралан ган .
3 - т а ъ  р и ф. А га р  ш унд а й  у зга р м а с  m  сон топилсаки, У х £ Х  

уч ун

f ( x ) ^ m  ■■

булса ,  у  х;олда f ( x )  ф у н к ц и я  X  тупламда щуйидан ч егаралан ган  
ф у н к ц и я  дейилади.

М и с о л. Ушбу ,

f ( x ) = x 2+ l

функцияни карай ли к . Бу  функция X = ( — оо,  + ° ° )  Да аник- 
ланган . У х £ (  — оо, + о о )  учун
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f  (x) =  x 2-j- I ^  1

булади, Д ем ак ,  берилган функция куйидан чегараланган .
4 - т а ъ  р и ф. А га р  f ( x )  ф ун к ц и я  X  тупламда х,ам ю коридан,  

щ м  куй и д а н  ч ега р а ла н га н  ф ун к ц и я  б$лса, я ъ н и  ш ундай  узгарм ас  
m  ва  М  сонлар  топилсаки, Ух £Х  у ч у н  t

m ^ f ( x )  ^ М

тенгсизлик баж арилса, у  ц о лд а  f ( x )  ф ун кц и я  X  тупламда чегара
л а н га н  ф ун к ц и я  дейилади.

М и с . о л л а р .  1. Ушбу

>м  - 1 + 7

функцияни карай ли к . Бу функция Аг= ( — оо,  +  о о ) да ани кланган . 
Р авш ан ки , * 6 ( — оо, +  оо) да

f {x )  =  .1 ± 4 > 0  
1 + х 4

булади. Д ем ак ,  берилган функция куйидан чегараланган .
Бери лган  функцияни

1 +  х 1 +  х 1 +  х

т а р зд а  ёзиб оламиз. Бу  тенгликнинг унг томонидаги биринчи 
куш илувчи б арч а  х £ ( — оо, - + о о ) д а  бирдан катта  булмайди:

' С  I .
I + * 4

Энди иккинчи куш илувчи

1 + х 4

ни бавдлайм из. Агар

(I — х 2) 2— 1 — 2х'2- \ - х 4 

эканини эътиборга  олсак, унда

• 1 - | -x 4> 2x W  — — <  -1
1 + х ' 1 *

га эга булам из. Н а т и ж а д а  барча х £ ( —  оо, + о о )  учун

1 - \ - х * _ 1 • , х* I  | I __ 3
о о1+х4 1 + х 4 1 1 + х 4 " "  2 2

* /1 I ‘

булиши келиб чикади. Д ем ак ,  берилган функция ю коридан  ч ега р а 
ланган.

Г ̂
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г/ v 1+**f(x,= 7Т7
функциянинг хам куйидан, хам ю коридан чегараланганлиги  исбот- 
ланди.

2 . Ушбу

( аг а р х ф О  булса, 
f (x)  =  *

1о, а га р  д: =  0 булса

функцияни карайлик. Бу функция X  =  ( — оо , +  ° ° ) да  аникланган. 
Агар ихтиёрий мусбат А  сон олинса хам, ундан катта  булган

н атурал  п сони топиладики, - 6 .Y булиб,

булади. Бу берилган f ( x )  функциянинг ю коридан чегаралан м аган ли - 
гини билдиради. Айни пайтда ка р а л а ё т га н  функция куйидан 
ч егаралангандир: f ( x ) Z ^ 0 .

Ф а р а з  ки лай лик  f ( x )  ва g ( x )  функцияларнинг хар бири 
X  туп лам да  ан и клан ган  булиб, улар  шу туплам да  ч егаралан ган  
булсин. У холда

f ( x ) + g ( x ) ,  f ( x ) — g ( x ) ,  f ( x ) - g ( x )  
ф ункц иялар  х а м ’А туплам да  ч егар ал ан ган  булади.

3- §• Жуфт ва ток, функциялар
Бирор X  хаки ки й  сонлар тупламини карайлик. Агар Ух £Х  учун

— х  £ Х  булса, у холда X  туплам О нуктага  нисбатан симметрии 
туплам  дейилади. М асал ан ,

* = ( - о о ,  + о о ) ,  [ - 2 ,  2],  ( - 6 ,  6 )

туплам лар  О нуктага  нисбатан симметрик туплам лар  булади. Ушбу

* = ( 0 ,  + о о ) ,  ( - 2 ,  2] ,  [ - 6 ,  6 ) ,  [1,  2]

т у п л ам лар  О нуктага  нисбатан симметрик туп л ам лар  эмас.
Айтайлик, О нуктага  нисбатан симметрик булган  X  туплам да  y= t

— f ( x )  функция берилган  булсин.
5- т а ъ  р и ф. А га р  ихтиёрий х ^ Х  учун

f ( — x ) = f { x )  (2 )
тенглик баж арилса, f ( x )  жуфт ф ун к ц и я  дейилади.

М асал ан ,  ушбу

Шундай килиб,



ф ункц иялар  ж у ф т  ф ункциялардир.
6- т а ъ  р и ф. А га р  ихтиёрий х ^ Х  уч у н

f ( - x )  =  - f ( x )  (3)
тенглик баж арилса, f ( x )  ток, ф ун кц и я  дейилади.

М асал ан , ушбу

ф ункц иялар  ток ф ункц иялар  булади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

f i x )  =  У * 2- и

функцияни карайлик. Бу функциянинг аникланиш сохаси ( — оо, оо) 
булади. Берилган  функцияни ж уф т  ёки ток  булиш ига текш ирамиз:

f i — x)  =  V  ( — * ) 2+ 1  =  д / х 2-\- 1 =  f i x )

Д ем ак ,  f ( x )  ж у ф т  функция.
2. Ушбу

f ( x )  =  х д / х 2— 9

функцияни карайлик. А ввало  берилган функциянинг ани кланиш  
сохасини топамиз:

х 2 — 9 ^ 0  =>- х 2^ 9  ==>- — оо — 3 ва 3 ^ х - < - ( - о о  .
Д ем ак ,  берилган  функциянинг аникланиш  сохаси

X  =  ( — оо , — 3] (J [3, +  оо )
туплам дан  иборат. Р авш ан ки , бу туплам  О нуктага  нисбатан 
симметрик туплам.

Энди f (  — х ) ни топамиз:

f ( — x)  =  ( — x)  д /  ( — х ) 2— 9 == — jc д / х 2— 9 =  — f ( x )  . ■

Д ем ак , f ( x )  ток. функция.
3. Ушбу

f ( x )  =  х 2 — X

функцияни карайлик. Равш ан ки , бу функциянинг ан и кланиш  сохаси 
( — оо,  —|— оо ) булади.

f i ~ x )  =  ( — х ) 2— ( — х)  =  х 2 +  х.
Энди

f ( x ) = x 2 — x,  / ( — х ) = х 2 +  х
ларни солиштириб, берилган функция учун (2 ) ва  (3 ) ш артларнинг 
бирортаси хам б аж ари лм асли ги н и  курамиз. Д ем ак ,  берилган 
функция ж у ф т  функция хам, ток функция хам  эмас.
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Ж v<J*i (|ivuK!i:iwMiuii’ графи! и ордината  уки га  нисбатан симметрик
Oi 1.1 г i 1 булали.

Гик ф м 1.чшшнш<г графиги као рд на ата  б о ш ш а  нисбатан симмс т - 
p.и. жим. i.наган Пула ли.

Ф а р а  I м | л а н л и 1\ / (  к) к*а и( х )  функц иял арпнш '  хар бнри О нуктага  
a a a o a i a a  с им Me;. ли б у л га и X т у н л а я л а  ани кла нга н булсин

;" .Aiai) f i x )  ui : • ( х | Функциялар ж уф г функц иял ар  булса,  
у чолла

/ ( V) t- {X ), Ц  х > — я  (л ), I (Л') • я  ( х ), *‘ *r’( (g  {х ) ф  ())

функ ц ия лар  хам ж у ф т  булали.
‘ Т .  Агар \ ( х )  на а \  х)  функциялар  ток функциялар  булса,  у холда

f [ x)  4  a U j ,  /(.v) — Й (л )
функ ц ия лар  ток  булади,

f i X i - R i x ) ,  ' 1 ‘ ' Ki,'l.v / П|
V X  )

фу н кц и ял ар  sea жу ф т  булади.

4- §. М онотон функциялар

y ~ - f ( x )  функц ия X  тупла мда  ани кла нга н булсин.
7- т а ь р и ф. А га р  аргумент х  нинг X тупламдан о лин ган  

ихтиёрий  ж. ва  х? кийматлари учун  дг, < л г 2 булш и и д а н
f i x , )  <  / IV ) ( f i x , )  ! ( v .) I

тенгсизлик у р и н л и  б у л и ш и  к ел и б  ч/щео, у -\олда f i x )  ф ун к ц и я  
X тупламда усуг.чи ( к а м а й м а й д и га н ) ф ун к ц и я  дейилади.

8- т а и [) и ф Агар  аргумент х  нинг X тупламдан о лин ган  ихтиёрий 
Х\ на х-, кийматлари у ч ун  .ti < ; х-: б ул ш и и д а н

} (А, ) . / ( .4 : i ([(А, ) . / ( \ i )

тенгсизлик у р и н л и  б у л и ш и  келиб  шщеа, и цолОа f i x )  ф ункция  
X тупламда кам аю вчи  ( у см а й д и ги н )  ф ун кц и я  дейилади.

.'vVyn'iii хам да  камаювчи функ ц ия лар  монотои функ ц ия лар  
дейилади

М и г о -i л а [) . I. Ушбу

f i x )  == А--
фу ак ц ия  (0. -}- оо  ) тупл ам да  усувчи булали.  Д а р х а к и к а т ,  [0, -ф оо ) да  
ихтиёрий xi  ва х ,  ну к та л а р  олиб, д ; < л а  булсин дейлик.  Р авш ан ки ,
I) <■; ,<j <~,х> <  -{- о о . У нда

/(ал) — f ( x _.) — х \ — ( а ;4  лу,) (а,  — х 2) < 0

булади , чунки х\  +  x-i >  0, Х\ — х* <с 0.
Н а т и ж а д а  f { \ , \  • / ( '• ) • . (> = ^ / (x t ) <J(x--,) тенгсизликка эга 

буламиз .
Д е м а к ,  х , <  х?=> f{x. i) С  / (х >,). Б у аса 7* га ьр иф га  кура берилган



функциянинг [0, +  о о ) да  усувчи функция эканини билдиради.
2. Ушбу

f ( x )  =  ^ х + 1
функцияни карайлик.

Бу функциянинг ан и клан и ш  сохаси [ — 1, -(- о о ) булади. Ш у [ — 1,
о о ) ту п л ам да  ихтиёрий х\ ва  хп нукталарни  олиб, х , < х >  дейлик. 

Р авш ан ки , — 1 sglxi < Х 2<  +  оо . Унда

____  - ____ ( \ /  х '> +  1 — д /  х ; +  1 )
1 ы - н * л =  v ^ + i  -  - Ж + 1 =  ^ : + г + ^ г х

х ( v * = + 1 +  \ Л ' + 1 > -= v, , a , ,  t: j x;-+T>0
булади, чунки хо —  Х | > 0 ,  \ j x 2+ l  -(- у .v |- 1 > 0 .  Д ем ак,

x i < x 2=>f(x2) —  f ( x i )  > 0=>f{x, )  < f ( x 2).
Бу эса берилган ф ункция [ — 1, - f -о о ) д а  усувчи функция эканини 
билдиради.

3. Ушбу

l w  -  тЬ
функция [1, - f -oo)  туп л а м д а  кам аю вчи  функция булади.

Х а к и к а т а н  х,ам, [ 1, -f- 00 ) туплам да  ихтиёрий х\ ва х 2 нукталарни 
олиб, х,  < х 2 дейлик. Унда

X, X.) Х, +  Х|Х',— <2— х2х2
r ( x l) — f { x 2) = -  —  ■„ = ---------- ,--------- , - =

1+ ^ |  I ~hx2 ( ̂  "t-V ) (1 Н- ^ )

х \ ~ Х2 ^ Х\Х2̂ Х2~~Х\) (х [ ~ х2̂  0  ““*1*2)
(1 +  X [) ( I +  X?) ( 1 Х̂ ) ( 1 4~ *2)

булади. Р а в ш ан к и  х , — х 2< 0 ,  (1 + x f )  (1 + х 2) > 0  ва [1, +  оо ) да
1 — Х| Х2 < 0 .  Д ем ак ,  / ( x i )  — f(x?)  > 0 .  Кейинги тенгсизликдан  / ( х j ) ;>  
> / ( х 2) булиши келиб чикади. Ш ундай  килиб л:] Слг2 булиш идан 
f ( x i ) > f ( x 2) ни топдик. Бу эса берилган ф ункциянинг [ 1, +  о о ) да 
кам аю вчи эканини билдиради.

Айтайлик, f ( x )  ва g ( x )  ф ун кц и ялар  X  ту п л ам да  усувчи 
(кам аю вчи) булиб, С у згар м ас  сон булсин. У вдлда:

1°. f ( x ) + C  функция усувчи (кам аю вчи) булади.
2°. С > 0 булганда  C - f ( x )  функция усувчи булади,

С < 0  булганда  C- f ( x )  функция камаю вчи булади.
3°. f ( x ) + g ( x )  ф ункция усувчи (кам аю вчи) булади.

5- §. Даврий функциялар
y  =  f ( x )  ф ункция X  туплам да  ан и к л ан ган  булсин.
9 - т а ъ р и ф .  А га р  ш ун д а й  дзга р м а с  Т ( Т ф О )  сон мавж уд  

бул са ки ,  ихтиёрий х £ Х  уч у н
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1) x — т е х ,  x + т е х ,
2 ) f ( x  +  T ) = f ( x )

б улса ,  у  х,олда f ( x )  д аврий  ф у н к ц и я  дейилади . Б у н д а ги  Т сон f ( x )  
ф ун к ц и я н и н г  даври  дейилади.

М асалан ,

у =  sin х, у  =  cos х . 
ф ун кц и ялар  даври й  ф ункц иялар  булиб, уларнинг д аври  2л  га тенг,

У  =  i g x

ф ункция хам даври й  функция, унинг даври  л  га тенг.
М  и с о л . Ушбу

f ( x )  == {*}
ф ункцияни карай ли к , бунда {х\ оркали  х  нинг каср  кисми белгиланган  
(м асалан ,  {1,5}=0,5, {0,75} =  0,75, (2 } = 0 ) .  Бу  ф ункция ( — оо, +  о о ) 
да  аникланган . Айтайлик, Т — ихтиёрий ( Т Ф 0 )  бутун сон булсин: 
Т - m .  ( т =  ±  1, ± 2 ,  ± 3 ,  ... ). Унда ихтиёрий х £  ( — сю, +  00 ) УЧУН

X --- 7’6 (  --- ОО, - ) - о о ) , х + 7 ’6 (  --- °°> +  ° ° )
булиб,

f ( x + T )  = { x + T ) = { x }  =  f ( x )
булади. Д ем ак ,  берилган  функция даври й  функция, унинг даври  Т =  
=  т  булади.

1°. А гар  f ( x )  д аври й  функция булиб, унинг даври  Т га ( Т Ф 0 )  тенг 
булса,

Тп — п Т  ( м =  ±  1, dz2, i t 3 ,  ...)
сонлар  хам  шу ф ункциянинг даври  булади.

2°. А гар  Т\  ва  Т2 сонлар  f ( x )  ф ункциянинг д авр и  булса , у холда 
Т] - \ - Т2( Т ]- \ - Т2ф О )  хам да  Т\ — Т2{ Т \ ф Т 2) сонлар х,ам f ( x )  ф ун кц и я
нинг д ав р и  булади.

3°. Агар f ( x )  ва g ( x )  д аври й  ф ун кц и ялар  булиб, уларнинг х,ар 
бирининг даври  Т булса ( Г ^ О ) ,  у холда

f ( x )  +  g ( * ) .  f { x )  — g ( x ) ,  f ( x ) - g ( x ) ,  ( g (x )  =7̂ 0 )

ф ункц иялар  хам  даври й  ф ун кц и ялар  булиб, Т сон уларнинг хам даври 
булади.

6- §. Тескари функция. Мураккаб функция

y  =  f ( x )  ф ункция X  да  ан и кл ан ган  булиб, У, эса бу функция 
ки й м атлар и дан  иборат туплам  булсин:

У, =  {/(%):
Айтайлик, У/ туп лам даги  хар  бир у  сон X  туплам даги  биттагина х  нинг 
ки йм атига  мос келсин. Р ав ш ан к и ,  бу холда  У/ туилам дан  олинган хар 
бир у  та X  ту п л ам да  битта х  мос келиб, бу мослик н ати ж аси да
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функция хосил булади. О датда  бу функция y  =  f ( x ) функцияга 
нисбатан тескари функция дейилади ва у x  =  f ~ [ (у)  каби бел ги л ан а 
ди.

М и с о л . Ушбу

у  =  f ( x ) = - ‘- * + 1

функцияни [0, 1] да карайлик. Бу функция кийм атлари  туплами

' . - M l
булади. Y [ =  j l ,  да ан и кланган  ушбу

х  —  2 у  — 1

функция берилган у  — ф ункцияга  нисбатан тескари функция

булади.
Ю корида  ай тилганлардан  y  =  f { x ) да х — аргумент, у  эса 

функцияси, тескари

* =  Г 1 (у)
ф ункцияда эса у  — аргумент, х  эса унинг функцияси булиши 
куринади. Д ем ак ,  берилган функция х,амда унга тескари функцияда 
аргумент билан функциянинг роллари а л м аш и ш ар  экан. К,улайлик 
учун куп холларда  тескари функция аргументини хам х, унинг 
функциясини у  каби белгиланади: y  =  g ( x ) .

y  — f ( x )  га нисбатан тескари булган y  =  g ( x )  функция графиги, 
y  =  f ( x )  функция графигини I ва III чораклар  биссектрисаси 
атрофида 180° га айлантириш натиж асида хосил булади ( 12- чизма).

y  =  f ( x ) функция X  да а ни
клан ган  булиб, Yf эса шу функция 
кийм атлари  туплами булсин:

Y , =  {/(х) : х € Х} .

Бу Yf туп лам да  z =  F ( y ) функция 
ан и клан ган  булсин. Н а ти ж ад а  
X  туплам дан  олинган хар бир х га 
Yf туплам да  битта у:

f  ■ Х ^ у  (y =  f ( x ) ) ,

ва Yf туплам даги  бундай у  сонга 
битта z:

F ' . y ^ Z  ( Z — f ( y ) )  12-чизма

сон мос куйилади. Д ем ак ,  X  туплам дан  олинган вдр бир х  сонга битта 
г  сон мос куйилиб, янги функция х,осил булади:

г =  F ( f ( x ) ).
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О датда б у н д а м  функция м ур а кка б  ф ун к ц и я  дейилади. Бу  м ураккаб  
функция // - / ( * )  хам да  z  =  F ( y ) ф ункциялар  ёрдам и да  хосил 
булган.

М агадан ,

(функция у  =  х - \ -1 ва z  =  y 2 ф ункц иялар  ёрдам ида  хосил булган 
м ураккаб  функциядир.

куринишдаги функция бутун р а ц и о н а л  ф ун к ц и я  дейилади. Бунда а0, 
а\,  ... , ап — узгарм ас  сонлар, п эса натурал сон. Бу  функция R  =  
=  ( — оо, + ° ° )  Да аникланган.

Бутун рационал  функциянинг б аъ зи  бир хусусий вдллари: 
а) Ч и з и к л и  ф у н к ц и я .  У

куриниш га эга, бунда а, b — у згар м ас  сонлар.
Ч изикли функция:
1) .( — оо,  о о ) да  аникланган ,
2 ) а > О  булганда  усувчи, а < 0  булганда  камаю вчи,
3) графиги текисликда тугри чизикдан  иборатдир. Ушбу

у  =  2 х — 1, у = — 2х +  2 , у =  1 
чизикли ф ункцияларнинг графиги 13- чизм ада тасви рлан ган .

б) К в а д р а т и к  ф у н к ц и я .  У 
У у  =  а х 2-)- Ьх +  с ( а ф 0 )

у  — а х 2 Ьх +  с ф ункция графигининг текисликда ж ой лаш иш и 
и ха'! да d  =  b2 — 4ac  микдорларнинг иш орасига  ботлик булади 

ш а ) :

г  =  ( х + 1 ) 2

7- §. Элементар функциялар
1°. Б у т у н  р а ц и о н а л  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу 

у =  а 0+ а 1х +  а 2х2+  . . . ‘- f  а,рс"

у  =  ах  +  b (а ф О )

куриниш га эга. Бун да  а, Ь, с — у з 
гарм ас сонлар. К в ад р ати к  ф унк
ция R =  ( — оо , +  о о ) да  а н и к л а н 
ган. Унинг графиги п араболадан  
иборат. П ар або л ан и н г  текислик
даги вазиятини ан и кл аш  учун 
к вадрати к  функцияни куйидаги 
куриниш да ёзиб оламиз:\/ '



14- чизма

2°. К а с р  р а ц и о н а л  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу

ацХп -\~а\Хп 1 +.. .  +  а„_ [Д:-)-ап 

Ь0х т +  Ь^хт 1 + . . .  +  bm_ lx  +  bm

к^риниш даги  функция каср  р а ц и о н а л  ф у н к ц и я  дейилади . Бун да  а 0, а ь 
... , а„ ва 60, &i, л а р  у згар м ас  сонлар, «, w  — натурал  сонлар. Б у
ф ункция

* = (  — 00, + o o ) \ { x  : M m +  b Ixm- ' + . . .  +  bm =  0)

туп лам да , яъни касрнинг м ахраж и н и  нолга айлантирувчи нукта- 
л а р д а н  ф ар к л и  булган  барча  х,акикий со н лард ан  иборат ту п л ам д а  
ани кланган .

К аср  раци онал  функциянинг б аъ зи  бир хусусий х,оллари:
а) Т е с к а р и  п р о п о р ц и о н а л  б о р л а н и ш н и  иф одаловчн 

уш бу

( Х Ф О )

ф унцияни карай ли к . Бунда а  — у згар м ас  сон. Б у  функция:
1) Х =  ( — оо, 0) IJ (0, + ° ° )  Да ани кланган ,
2) ток, функция. Д ем ак ,  унинг графиги  координата  бош ига 

н исбатан  симметрик,
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3 ) а  нинг мусбат ёки манф ийлигига  к а р а б  функция ( — оо,  0 ) ва 
(0 , - f  0 0 ) ораликларн инг  х,ар бирида камаю вчи ёки усувчи булади.

Равш ан ки , у =  — ф ункция графигининг текисликда ж ой лаш иш и

15- чизма

а  нинг иш орасига  боглик булади  ( 1 5 - ч и зм а) .  О датда  1 5 - чизм ада  
тасви рлан ган  эгри чизи клар  тенг ён л и  ги пербола  дейилади.

б) К а с р  ч и з и к л и  ф у н к ц и я .  У
ах +  Ь

y - ^ + d

куриниш га эга. Бу функция Х =  ( — о о , оо ) \  | — j  | т у п л а м д а  а н и 

кланган .
К аср  чизикли функцияни куйидагича ёзиб оламиз:

(  , b \  l  d ь dal -----I x-\--------1---------------
__ ax-\-b  __ \  a /  __  а с a с _

У cx +  d  /  d \  с d

/  be — ad  \  
a (  , , ac \  be — ad  1 . о

_TV +^ T r ~ ' ^ f +T-
Д е м ак ,  к а р а л а ё т га н  функция ушбу

а .

У -  7 + t  + V

u /  be — ad n a  a \куриниш да б улар  экан fa -— ----- ^— , p = - - ,  y  =  —  \

К аср  чизикли функциянинг графиги тенг ёнли гипербола каби 
булади . М асал ан ,

х+1  * + 3 - 2  , 2и = — ■— = — '--------= 1 -------------
х +  З лг +  З х +  З

функциянинг графиги 1 6 - ч изм ада  тасвирланган .

ЗА;



3°. Д а р а ж а л и  ф у н к ц и я .  Ушбу

у  =  х а ( х ^ О )

куриниш даги функция дараж али ф ун к ц и я  дейилади. Д а р а ж а л и  
функциянинг ани кланиш  сохаси а  га боглик булади. Агар а >  
> 0  булса , у  =  х а функция (0 , - f-oo) д а  усувчи, а < 0  да  камаю вчи 
булади. Д а р а ж а л и  функция графиги текисликнинг (0, 0) х ам да  (1,
1) нукталари дан  утади. М асал ан ,

У =  х \  у  — Х 2

функция граф и клари  1 7 -ч изм ада  тасви рлан ган .
4°. К у р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я .  Ушбу

У =  ах

куриниш даги функция курсаткичли ф у н к ц и я  дейилади, бунда 
а хаки кий  сон, а > 0 ва  а ф  1.

Курсаткичли функция:
1) ( — оо,  +  00 ) Да ани кланган ,
2 ) ихтиёрий х  д а  у  =  ах >  0 ,
3 ) а >  1 булганда  у  =  ах усувчи, 0 < а < 1  булганда  у  =  а х 

камаю вчи.

18- чизма 19- чизма



К урсаткичли функция графиги О Х  ^к и дан  юкорида ж о й л аш ган  ва 
доим текисликнинг (0, 1) нуктасидан  утади. М а с а л ан ,  у  =  Т  ва

у =  * функцияларнинг графиги 1 8 -чизм ада  тасви рлан ган .

5°. Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я .  Ушбу

у  =  loga*

куриниш даги функция ло га р и ф м и к  ф ун к ц и я  дейилади, бунда
а > О  ва а ф  1.

Л о гар и ф м и к  функция:
1) (0 , + ° ° )  Да ани кланган ,
2 ) у  =  ах функцияга  нисбатан тескари функция,
3) а > 1  булганда y  — \ogax  усувчи, 0 < a <  1 булганда камаювчи. 
Л о гар и ф м и к  функция графиги O Y  укининг унг томонида

ж о й л аш ган  ва доим текисликнинг ( 1 , 0 )  нуктасидан утади. М асал ан ,  
у  =  lo g2* ва j/ =  log  | х  ф ункц ияларнин г графиги 1 9 -ч изм ада  тасвир- 

Т
ланган. -

6°. Т р и г о н о м е т р и к ф у н к ц и я л а р .  Ушбу 

t/ =  sin*, у  =  cosx, у  —  tgx , y  =  c tgx , у  =  sec*, у  =  cosec.*:, 
ф ункц иялар  тригонометрик ф у н к ц и я л а р  дейилади.

у  =  sirur д а м д а  у  — cosx  ф ункц иялар  / ? = (  — оо,  + о о )  да 
ан и кл ан ган  2л  д авр л и  ф ункц иялар  булиб, ихтиёрий х  да

— 1 jg: sinjc ̂  1, — 1 ^ c o s * ^  1 
тенгсизликлар  уринли булади.

V

y-COSA
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tgx ,  c tgx , secx, cosecx ф ункц иялар  sinx, cosx ф ункц иялар  оркали

siruc, cosx, tg x  х,амда c tg x  функцияларнинг граф и клари  20 - ч и зм а
да  тасви рлан ган .

7°. Т е с к а р и  т р и г о н о м е т р и и  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу 
y =  a rcsinx , t/ =  a rccosx, у ~  a rc tg x ,  y =  a rcc tg x  

ф ункц иялар  тескари тригонометрик ф у н к ц и я ла р  дейилади.
;Д \асалан , _(/ =  a rc s in x  функциянинг ан и кланиш  сох,аси [ — 1, 1]

,>ораликдан иборат булиб, ки йм атлар  туплами эса Г— —, — I дан
I.,'.:>l L 2 2 J
1;нбрратдир.

Ю корида  кай д  этилган arcs inx , arccosx, a rc tg x  х,амда a rc c tg x  
ф ункцияларнинг граф и клари  21- ч изм ада  тасвирланган .

куйидагича и ф одаланади :

secx =
cosx ’

cosecx =  -

f

21 - чизма



3- Б О Б

Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Олий матем атиканинг турли со х алари даги  м а с а л а л а р  куп 
х ол л ар да  м аълум  тенглам аларн и  ечиш билан  хал килинади. Шуни 
эътиборга  олиб уш бу бобда тен гл ам ал ар  х аки даги  м аълум отларни 
ки ск ач а  баён этамиз.

1-§. Умумий маълумотлар

f ( x )  функция F  ту п л ам да  ( Fc =R) ,  g ( x )  ф ункция эса G туп лам да  
( G a R ) берилган булсин. Бу  ф ункцияларнинг ани кланиш  сохаси 
булган F  ва  G туплам ларн инг  купайтмасини (кесишмасини) М  билан 
белгилайлик: •

F f \ G  =  M.
А гар М  туплам дан  олинган х 0 учун f ( x 0) ва g ( x 0) сонлар бир- 

бирига тенг булса , яъни f ( x 0) = g ( x 0) булса , у холда л:0
f ( x ) = g ( x )  ( ! )

тенглам анинг и лд и зи  (ечи м и )  дейилади. О датда  (1) муносабат  бир 
номаълумли тен глам а  дейилади.

Тенглам анинг б ар ч а  илдизларини (илдизлар  тупламини) топиш 
билан тен глам а  ечилади. Агар илдизлар  туплам и буш булса, (1) тенг
л а м а  ечимга эга  булмайди.

Берилган  (1) тен глам а  билан бир каторда  уш бу

f i ( x ) = g i ( x )  (2 )
тенглам ани хам карайлик.

А гар (1) тенглам анинг хар бир илдизи (2) тенглам анинг хам 
илдизи булса, у холда (2 ) тенглам а ( 1) тенглам анинг натижаси 
д ейилади  ва

f ( x )  = g ( x ) = > f i { x )  = g i ( x )
каби белгиланади.

А гар  (2) тен глам а  (1) тенглам анинг нати ж аси  булса, ва аксинча,
( 1) тен глам а  уз н авбати да  (2 ) тенглам анинг натиж аси  б^лса, 
у холда  ( 1) ва  (2 ) т ен гл ам ал ар  тенг к у ч л и  (эквивалент ) тенгламалар  
дейилади ва

f ( x ) = g ( x ) o f , ( x ) = g  , (* )
каби белгиланади .



Д ем ак ,  тенг кучли тенглам аларни нг  илдизлари туплам и бир хил 
б ^л ар  экан.

Тенг кучли тушунчаси тенглам аларн и  ечиш да кенг куллани лади . 
О датда , берилган тенглам ани ечишда уни тенг кучли, айни пайтда 
ундан соддарок  булган  тен глам а  билан алм аш тирилади . Б у  ж а р а ё н  
бир неча бор такрорланиш и н ати ж аси да  тенглам а содда тенглам ага  
келади ва уни ечиб берилган  тенгламанинг илдизлари  топилади.

Энди тенглам аларни нг  у зар о  тенг кучлилиги х,акида б аъ зи  бир 
тасдикларни  келтирамиз:

1°. Ушбу

f ( x ) = g ( x )  ва f ( x ) — g ( x ) =  О 
тен гл ам ал ар  тенг кучлидир:

f ( x )  = g ( x ) o f ( x )  — g ( x )  =  0 .

• 2°. Ихтиёрий а  сон учун

f ( x ) = g ( x )  ва  f ( x ) + a  =  g ( x ) + a  

т е н гл ам ал ар  тенг кучлидир:

f ( x )  =  g ( x ) o f ( x )  + a  =  g ( x )  +  а.

ip°. Ихтиёрий а ( а ф 0) сон учун 

г , f ( x )  = g ( x )  ва a f ( x )  = a g ( x )

тен гл ам ал ар  тенг кучлидир:

f ( x )  = g ( x ) o a f ( x )  = a g ( x ) .

4°. Ихтиёрий а  ( а > 0, а ф  1) сон учун 

г  f ( x ) = g ( x ) ва а Пх) =  ае(х)

тей гл ам ал ар  тенг кучлидир:

f ( x ) — g ( x ) o a lix) — agU)

5°. Ихтиёрий натурал  п  сон учун, f ( x 0, g ( x ) ^  0 булганда 
уш бу

f ( x )  = g ( x )  ва f n (x)  = g n(x)  

т ен гл ам ал ар  тенг кучлидир:

!' " ‘ ; f ( x ) — g ( x ) o f n ( x ) = g n(x) .
6°. А гар  а > 0 ,  а ф  1 булиб, f { x ) > 0, g ( * ) > 0  булса, у холда

f ( x ) = g ( x )  ва l0ga/ ( * )  = l o g a g ( x )  

т е н гл ам ал ар  тенг кучли тен гл ам ал ар  булади:

/ м  = g ( x ) ^ o g af ( x ) = i o g ag ( x ) .

к\мка??,' Агар ф(х) функция М  туплам да  ан и клан ган  булиб, V x£A f 
учун ф(х)=й=0 булса , у холда

f { x ) = * g ( x )  ва f ( x ) cp( x)  =g ( x ) q >( x )
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тен гл ам ал ар  тенг кучли тен гл ам ал ар  булади:
f ( x )  = g ( x ) o f ( x ) -  ф(дс) =g-(Jc) -ф(дс).

Бирор
f ( x )  = g ( x )

тенглам а берилган булсин. Текисликда Д е к а р т  коорди н аталар  
системасини олиб, f ( x )  ва g ( x )  ф ункц ияларнин г граф и кларин и  
чизамиз. Ф а р а з  килайлик, f ( x )  ва g ( x )  ф ункцияларнинг граф и клари  
22- ч изм ада  тасви рлан ган  эгри чизикларн и  ифодаласин. Бу  функция

граф и клари  кесишган нукталарин инг абсц иссалари  берилган т ен гл а 
манинг илдизлари булади. М асал ан ,  ушбу

~\j х  =  (л: 1) 2 ( 2')

тенглам ани карай ли к . f ( x )  =  -у/х ва g ( x )  =  ( х —  I ) 2 ф ункцияларнинг

граф и кларин и чизам из (23- ч и зм а) .  Ч и зм ад ан  куринадики, f ( x )  = ^ х ,  
g ( x )  =  ( x — I ) 2 ф ункцияларнинг граф и клари  иккита нук тада  кеси- 
шади. Д ем ак ,  берилган (2 ')  тенглам анинг иккита ечими булиб, улар- 
дан  биттаси 0 билан 1 орасида, иккинчиси 2 билан 3 орасида булади.

2- §. Рационал тенгламалар

Бирор

f ( x )  = g ( x )

тенглам а берилган булсин. Ю корида  айтиб утдикки, у

f ( x ) — g ( x ) =  0 (3)
тен гл ам ага  тенг кучли булади. Агар f ( x ) — g ( x ) — F( x )  десак , унда 
(3) тенглам а уш бу

F ( x ) =  0 (4)

куриниш га келади. А гар  F( x )  рационал  функция булса, (4) тенглам а 
р а ц и о н а л  тенглама  дейилади.



Рац и он ал  тен гл ам ал ар  м азкур  курснинг олий алгебра  булимида 
б атаф сил  урганилади . Бу ерда  биз рационал  тенглам аларни нг баъ зи  
бир хусусий холларинигина келтириш билан кифояланам из.

1°. F( x )  ч и з и к л и  ф у н к ц и я  б у л с и н .  F ( x ) = a x - \ - b ,  бунда 
а  ва  b у згар м ас  хаки ки й  сонлар. Бу  холда (4) тенглам а

а х-\-Ь  =  0 (а ф О ) (5)

куриниш да булади. (5) тенглам а чизикли тенглам а дейилади. Унинг 
ечими а, b сонларга  боглик.

А гар а ф  0 булса, унда
а х  4- Ь =  0 =^ах  =  — b =  — —

а

булиб, (5) тенглам а ягона х =  — ^  ечимга эга ва ечимлар  туплами

£  =  | — ~ j булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
х  — 1 , Зх — 9 __ х  0

5 1 2 — 3 _ *

тенглам ани ечинг.
Бу тенглам а куйидагича ечилади:

J L zL  +  3х- - 1  * — 2 о 6 х  — 6 +  4 5 * — 1 3 5 = 1 0 *  — 6 0 о
0 2 3

о 4 1 х  =  8 \ о х = - ^ ~ .
41

Д ем ак ,  берилган тенглам анинг ечимлар туплами £ = j - | j - J  булади. 

2. Ушбу
(Р — 1)*  +  2 =  р +  1

тенглам ани ечинг. Р авш ан ки , бу тенглам анинг ечими р  нинг 
Кийматига богли к  булади.

Агар р Ф  1 булса, унда

{ р - \ ) х - { - 2  =  р - \ - \ о ( р — \ ) х  =  р — Рр~̂ Т =  *

булади.
А гар р =  1 булса , у холда берилган тенглам а

0-л: +  2 =  2
куриниш га келиб, у номаълум х  нинг хар  кан дай  ки йм атида  уринли 
булади.

, Д ем ак ,  р Ф  1 булганда  тенглам анинг ечим лар туплами £  =  {1} 
булиб, р =  1 б улган д а  эса Е = ( —  оо, + о о )  булади.

2°. F ( х )  к в а д р а т и к  ф у н к ц и я  б у л с и н :  F ( x ) = a x 2-\- 
-|-Ь х - \ -с ,  бунда а, Ь, с у згар м ас  хаки ки й  сонлар. У холда (4) тенг
л а м а  куйидагича

а х 2-\-Ьх +  с =  0 (а ф О ) (6 )
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булади. (6 ) тенглам а квадрат тенглама  дейилади. Унинг ечими а, Ь, 
с сонларга  боглик,- Бу сонлардан  тузилган  ушбу

D =  Ь 2 — А ас

микдор квад р ат  тенглам анинг дискриминанты  дейилади.
Агар Z ) >  О б^лса , унда .

а х 2 -\~Ьх-\-с =  0 { а ф  0 ) 
к в ад р ат  тенглам а иккита

____- 6 + V й  _ ~ ь ~  Vй
2 а ’ "2  2 а

ечим ларга  эга  булиб, ечим лар туплами

f - 6 + у о . - f t - у д  )
I •  2а ’ 2а j

булади.
Агар £) =  0 булса, у холда (6 ) к в ад р ат  тенглам анинг илдизлари 

бир-бирига тенг
___

х \ х 2 2а

ечи м ларга  эга булиб, ечимлар туплами £ = { — } булади.

А гар  D  <с 0 булса , (6 ) к в ад р ат  тен глам а  ечимга эга эмас. Бу  х,олда 
ечим лар туплами буш туплам  булади: Е = 0 .  ,

К в а д р ат  тенглам анинг илдизлари  х а к и д а  Виет теоремасини 
келтирамиз.

В и е т  т е о р е м а с и .  Агар х\ ва  х 2 л ар

а х 2-\-Ь х-\-с  =  0 ( а  =#=0 ) 

к в ад р ат  тенглам анинг илдизлари  булса, у холда

х  1 “4- Хо=—: ------ ♦а
с

Х \ - Х 2=  —
1 z а

булади .
М и с о л л а р .  1. Ушбу !

( р + \ ) х 2 +  2 ( р + \ ) х  +  р —  2 =  0 ( р ф  —  1)
к в ад р ат  тенглам ан и  ечинг.

Бу  тенглам анинг дискриминантини топамиз:

D =  [ 2 { p + \ ) f - A { p + \ )  (р — 2) =  4 ( р  +  I ) 2— 4 ( р  +  1) ( р - 2 )  =
=  4 ( р + 1 )  ( р +  1 — р +  2) =  1 2 (р +  1).

Д е м ак ,  D =  \ 2 ( р - \ - 1). Агар р >  —  1 булса, £ ) > 0  булиб, берилган 
тенглам а :
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_  - 2 ( p + l )  +  V 1 2 0 H - 1 )  , , _  I  3

1 2(р+1)  ' +  V P + l  ’
V- __ - 2 ( р + 1 ) - л / Т 2 ( и г ТУ _  _  Г ~ з ~
" 2 2 ( р + 1 )  1 \  р + 1

ечим ларга  эга булади. Бу холда ечимлар туплами:

Н - ' + д Ш '  - '-л£ет )•
А гар p<L — 1 булса, D < c 0 булиб берилган тенглам анинг ечими 

м ав ж у д  булмайди. Бу  холда  ечим лар туплами буш туплам  булади: 
£ =  0 .  .

2 . Агар х\,  Х2 л ар

2л:2 — 5х  +  1 =  О

кв ад р ат  тенглам анинг илдизлари  булса, x f x 2- i -x ix 2 ни хисобланг. 
Б ери лган  тенглам анинг дискриминанти

£> =  ( -  5 ) 2 — 4 - 2 - 1 = 2 5  — 8 = 1 7 .

Д е м ак ,  берилган  тен глам а  х\  ва  х 2 иккита илдизга  эга. Виет 
теорем асига  кура

5
Х у - \ - Х 2 —  у ,  1

X i - Х 2= \ -

Бу тенгликларни эътиборга  олиб топамиз:

х 2х 2-\-x ix l = x lx 2( x l - \ - x 2) — -J- .

Д ем ак ,

2 I 2 5 
X iX 2- \ - X lX i =  —

3°. F (х)  ф у н к ц и я  к у й и д а г и ч а  б у л с и н :  F ( x ) = a x *  +  
- \ -b x2 -\-с, бунда а , Ь, с у згар м ас  сонлар. Б у  холда (4) тен глам а  ушбу

а х 4 +  Ьх2 +  с =  0 (7)

куриниш да булади . (7) тен глам а  биквадрат тенглама  дейилади.
Б и к в а д р ат  тен глам а  у  =  х 2 ал м аш ти ри ш  н ати ж аси д а  квад р ат  

тен гл ам ага  келади. Уни ечиб берилган  би к вад р ат  тенглам анинг 
ечимлари топилади.

М и с о л. Ушбу

9х4 — 2 5 х2 + 1 6  =  0
тенглам ан и  ечинг.

Бу тен гл ам ад а  у  =  х 2 алм аш ти ри ш  ки лам и з. Унда

9 у 2 — 2 5 г /+  16 =  0

к в а д р а т  тен глам а  хосил булади:
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Д ем ак ,

x2==-f^ (x- i ) { x+i ) =0̂ xi=i ’ *2= -t>
x 2=  l o ( x  —  1) (x +  1) = 0 o x 3=  1, x 4=  — 1.

Ш ундай  к,илиб, берилган тенглам анинг ечимлар туплами

Е — {—  — — 1 — l j1з ’ 3 ’ *’ )
булишини топамиз.

4°. F (х)  ф у н к ц и я  к у й и д а г и ч а  б у л с и н :  „
F( x )  — а х 4 4 - Ьх3 -f- сх2 +  Ьх - f  а,

бунда а, Ъ, с у згар м ас  сонлар. Бу вдлда (4) тенглам а уш бу

а х4 Ьх3 -|- с х 2 +  Ьх а —  0 (8 )

куриниш да булади. (8 ) тенглам а симметрик тенглама  дейилаДи. 
Т енглам анинг х,ар икки томонини х 2 га ( х ф О )  булиб топамиз:

а х 2+ Ь х  +  с +  ̂  + ~ -  = 0 . (1)
* X

Агар

а*2+~ (x2+-V) =а (x + i J - 2a’
bx+ ^ b(x+i) 

булишини эътиборга  олсак, у х,олда (8 ) тенглам а

а ( х + ~ У + ь ( х  +  ± ) + с - 2 а = 0  ,

куриниш га келади. Кейинги тенгликда х-\—j  = у  дейилса,

а у 2 - \ -b y - \ -c  — 2а  =  0

к в а д р а т  тенглам а хосил булади.
Ш ундай килиб, симметрик тенгламани ечиш квад р ат  тенгламани 

ечиш га келади.
Умуман, F( x )  функцияни >

F( x )  = а [ ф ( х ) ] 2- | -6ф(х) + с  I' "и.

куриниш да ёзиш мумкин булса, у  — ц>(х) алм аш тириш  ёрдамида
F( x )  = 0

тенглам а к в ад р ат  тен гл ам ага  келади.



\
М и с о л. Ушбу 

тенглам ани карай ли к . Бу холда

',М=*’+Ь=т)!- 8
булиб, уни куйидагича ёзиш мумкин:

F(x)  = х 2+  ( - ^ - l J - 8  =  x 2+ 2 x - 1^ T  +
х - \

- ш

2 — - г  - 8  =X— 1

2 \2 2
2—^—г  - 8 .  

л:— 1

Н а т и ж а д а

Ш оX — 1 

*2
тен гл ам ага  келамиз. Бунда —— -  = у  белгилаш  кнритнлса

у 2- 2 у - 8  =  0

к вад р ат  тен глам а  хосил булади. Б у  тенглам анинг илдизлари

*/| = 4 ,  1/2==— 2

булади. Д ем ак ,
г2 „

— у  — 4 =>х2—  4л: -(-4 =  0 =*-(* — 2) — 0=^х, =  х 2= 2 ,
2

г  =  — 2 = > х -\-2 х  — 2 =  0=>х 3,4-
— 2 ±  л/4 +  8

X— !
=>-*3=  --  1 +  д/З , * 4=  — 1 — д/3 .

Ш ундай килиб берилган тенглам анинг ечим лар туплами 

£  =  { 2 ; - 1  +  л/3  ; — 1 — л/ЗI
булади.

3-§. Иррационал, курсаткичли ва логарифмик 
тенгламалар

I 0- Иррационал тенгламалар. Н ом аъ лум  х  ради кал  (илдиз) 
иш ораси остида к атн аш ган  т е н гл ам ал ар  иррационал тенгламалар 
дейилади . М асал ан ,

~\jх  — 2 = 5 ,  y j x - 1-5 -|- \ j 2 x - \ - 8  — 7, 

^[х — 2 +  .*== ~\J х 2— 4
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тен гл ам ал ар  иррационал  тенглам алардир .
И рраци онал  тенглам аларни  ечиш дан аввал  тен гл ам ад а  катн аш - 

ган иф одаларни нг м аънога  эга б уладиган  тупламини ан и кл аш  керак  
булади.

И ррац и он ал  тен гл ам ал ар  турли усуллар  ёрдам и да  ечилади. 
Купчилик хол л ар да  тенглам анинг хар икки томони квад р атга  
кутарилади. Бунда чет илдизлар  хосил булиши мумкин. Топилган 
кийматни берилган  тенглам ага  куйиб, унинг ечим ёки ечим эмаслиги 
аникланади .

М и с о л л а р .  1. Ушбу

д/х +  5 д/2х +  8 — 7

тенглам ан и  ечинг.
Тенглам адаги  и ф одалар  м аънога  эга булиши учун 

х  +  5 ^ 0 ,  яъни х ^ — 5,
2х +  8 ^ 0 , яъни 4

булиши лозим. Д ем ак ,  х ^  — 4 булади ган  ечимларни топиш керак. 
Берилган  тенглам а куйидагича ечилади:

д / +  д / 2 7 + 8  — 7=>- д/2х 4^8 = 7 — ^ x ^ f 5 = >

= ^ ( д / 2 х  +  8 ) 2=  ( 7 -  д/х +  5 ) 2=^2х +  8 =

=  4 9 — 1 4 д / Т + 5  +  х +  5 ^ 1 4 д / х  +  5 = 4 6  — х=>-

=► (14 д/х +  5 ) 2=  (46 — х)  2= И 9 6 ( х  +  5) =
=  2116 — 92х +  х 2=»х2 — 288х 1136 =  0=»-

288 ±  V  2882 — 4 - 1! 36 0 0 . .=*-Х\з=*------—2 ------------------ х, =  284, х 2= 4 .

(Р ав ш ан к и , 284 >  — 4, 4 ; >  — 4.)
Энди топилган xi =  284 ва х 2 =  4 нинг берилган тенгламани 

кан оатлантири ш и ни  текш ирам из:
a) Xi =  284 булган  холда:

д / х , +  5 +  д/2л:!Ц-8 =  д /289  -|- д /576  ф 7  ,

б) х2 =  4 булган холда

д / х 2+ 5  +  д / 2 х 2+ 8  =  д/9 +  д/16  = 3  +  4 =  7 .

Д ем ак ,  берилган тенглам анинг ечими х =  4 булади: Е = {  4 j.

2 . У ш бу
д/ 2 1 х | — х 2 =  р

тенглам ани ечинг.
Р авш ан к и , бу тенглам анинг ечими р га богли к  булади. 
А гар р < 0 булса , тен глам а  ечимга эга булмайди: Е = 0 .

Энди р ^ О  булган  холни карай м и з . Бу холда

д /21 х |  — х 2 = р  о  2 1х | — х 2= р '2 I х | 2— 2 1 х|  +  р 2= 0
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булади . Хосил булган  к в ад р ат  тенглам анинг дискриминанта

Агар р > 1  булса, у х,олда Z ) < 0 булиб, | х | 2— 2 | * | - | - р 2 =  0 
тенглам а ечимга зга  эмас. Бинобарин, берилган  тенглам а хам 
ечимга эга булмайди.

Агар р =  1 булса,

I * I 2 — 2 | * I 1 =  0 =*- ( IX I — 1) 2 =  0 =>- I X | =  1 =*- XI —  1, х 2 =  — 1 
булиб, берилган тенглам а иккита ечимга эга булади:

1*1 =  1 +  д/ 1 — Р2 =>- * i = l  +  д / l — /о2, * 2=  — (1 +  А1 [ — Р2) >

1*1 =  1 — У 1 — Р 2 =>- * 3 = 1  — V 1 — Р2’ * 4 =  --  ( 1 — д / 1 — J°2) ■
Бу холда берилган тенглам а 4 та ечимга эга булади:

£ = { i + V > - p 2; — ('1 +  л / 1 — р 2 ); 1 — л/ 1 —р 2; - $ К '  -  V * - p 2 ))■

Агар р  =  0 булса, ю корида келтирилганлардан  куринадики, берилган 
тенглам а учта *i =  2 , * 2= — 2 , х 3 =  0 ечим ларга  эга булади: £  — {2 ; 
- 2 ; 0}.

Ш ундай  килиб берилган иррационал  тенглам а учун
1) р < О  булганда  £ = 0 ,
2 ) р =  0 булганда  £  =  {2 ; —2 ; 0|,
3) р = 1  б улган д а  £  =  {1; — 1), ______

4) 0 < р <  1 булганда  £  =  { ±  (1 +  д / 1 — р 2);  ±  (1 — д / l  — р 2)},
5) р > 1  б улган д а  £ = 0  

булади.
2°. Курсаткичли тенгламалар. Н ом аълум  х  д а р а ж а  курсаткичида 

катн а ш га н  т е н гл ам ал ар  курсаткичли тенгламалар  дейилади. М а с а 
лан,

те н гл ам ал ар  курсаткичли тенглам алардир . К урсаткичли  тенглам а- 
ларни  ечиш да куйидаги ко и д ал ар д ан  ф ойдалани лади :

D  =  ( — 2 ) 2 — 4р2 =  4 — 4р 2 =  4 (1 — р 2) .

1*1 — 1 +  д / 1 — Р2' I * I =  1 — л / 1 — 2
булади. Равш ан ки ,

4 х—  5 - 2 " + 6  =  0, 9 ^ +4ж- 4'5= 3  ,

V —  ъ 2 =  з ' +г — 2 гх- '

1) а° =  1 ( а ^ О ) ,



Ш унингдек, ушбу бобнинг 1-§  да  келтирилган

a tix) =  a g(x)o f ( x )  =  g ( x )  ( а > 0 , а ф \ )  

т асд и к дан  хам  ф ойдаланилади.

М и с о л л а р  . 1. Ушбу
g  X2 +  4 * — 4 ,5  ___  ^

тенглам ани ечинг. Бу  тенглам а куй идаги ча  ечилади:
I

Q ^  +  —4,5 0  ^  +  4х —4,5 ___ 9  2

о х 2- \ - 4 х  —  4 , 5  =  - о  х 2+ 4 х  —  5  = 0  ==>- 

А | 1, ^ 2  ---  5-

Д ем ак , берилган тенгламанинг ечимлар туплами £  =  {1; — 5} булади.
2. Ушбу

-  J- ! 1
4 Д— 3 а =  3 J — 2 а,~ |

тенглам ани ечинг.
Бу  тенглам а куйидагича ечилади:

I I  1 . i 1X----  х-\---  0 . х--— х
X О 2 О 2 О  2 х ~  1 — Л  х  *3 2 - __ 'Я 24 х— 3 2= 3  2 — 2 2х~ '= > 4  х—  3 2= 3  2— 4 г =^

■ 4 * + 4 ^  =  3 ^  +  3 ^ ^ 4 ^ ( l + | )  =  3 * ( д/ 3 + ^ - )  =

=► А 4 - -  _ * _ 3 *=> C I V  =  8 -  Г 2 f  =  ( - М 3=>-
2 _  V3 \ 3 /  Зд/З V л/3 /  V V 3 ) 

= ^ 2х =  3 = ^ х  =  - |- .

Д ем ак ,  берилган тенглам анинг ечими х  =  булади: Е  =  | ■

3°. Логарифмик тенгламалар. Н ом аълум  х  логари ф м  белгиси 
остида ёки логариф м  асосида к ат н а ш га н  т е н гл ам ал ар  ло гариф м ик  
т енгламалар  дейилади . М асал ан ,

log&* +  log / 3  =  1 ,

lg  д/1 + х  +  3 lg  д/1 — х =  lg  д / 1 — х 2 +  2

т ен гл ам ал ар  л о гари ф м и к  тенглам алардир .
Л о га р и ф м и к  тен гл ам ал ар н и  ечиш да, аввал о
1) логариф м  белгиси остидаги ифоданинг х,ар доим мусбат 

б улиш ига,
2 ) логари ф м  асоси эса  мусбат ва 1 д ан  ф ар к л и  булиш ига эътибор 

берилиши керак.
Л о га р и ф м  т а ъ р и ф и д ан  бевосита куй идаги лар  келиб чикади:
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1°. l o g ^  =  1 ,

2°- l o g al =  0 ,
3°. \o g aN , N 2 =  l o g â V, +  l o g ayV2 ,

4°- log<ar-  =  l° g aN i — lo g aA/2 ,
2

5°. lo g aN  11 =  n l o g uyV ,

6°. lo g ifN  =  -n l o g a;V, l o g a„yV n =  lo g ajV ,

7°. l o g uA M og  A-a =  1 ,

8». l o g „N =
logfa

Бу келтирилган ко и далар  адм да  J -§  даги

f { x )  = g ( x ) o \ o g af {x)  = l o g a g ( x )  ( a > 0, а ф  1, f ( x )  > 0 ,  g ( * )  > 0 )
тасдикдан логарифмик тенгламаларни ечишда кенг ф ойдаланилади. 

М и с о л л а р .  1. Ушбу

V l o g  W 3 x - ' o g  э* =  —  1 ( Х > 0 )

тенглам ани ечинг.
Бу  тенглам а куйидагича ечилади:

д/ log хЛ/Зх -log э * =  — 1 => д / log г д/3* =  — - 1—
log 3 X

=> V < og гЛ/ З х  =  — log ,3

Кейинги тенгликнинг чап томонидаги ифода мусбат. Ш унинг учун 

log^3 < 0 , 0 <  л: <  1 
булиши керак. Шуни эътиборга  олиб топамиз:

( V !° g  W 3* ) 2 =  ( ~ log ^ ) 2=^  >°g W 3x =  log

(log  * 3 + 1 )  =  log ?3=^.2 log  *3 — log ;3 — 1 =  0 .

Агар logx3 =  i/ дейилса, унда 2 y 2 — у  —  1 = 0  к в ад р ат  тен глам ага  

келамиз. Р ав ш ан ки , у\ =  1, У2 — — ^  булиб, бу ечи м лардан  у 2

log*3 =  y < 0  ш артни кан оатлан ти ради .
Д ем ак ,

! ° g ^ =  — =  I ’ £  =

2. Ушбу

lg  д/ 1 ^  —(~ 3 lg  д/ 1 — х  — lg д/ l  х ^ 

тенглам ан и  ечинг.
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Бу тенглам а номаълум х  нинг — 1 с  л: с  1 тенгсизликларни 
Кгиюатлантирадиган к и й м атлар и даги н а  м аънога  эга.

Р авш ан ки ,

■g l̂-\~x+3lg V 1-* =1S ~\j \ —x2 -\-2=>
=> lg  V l + * + 3  1g д/ l  — x = \ g  д/ l + x + l g  V 1- x + 2 = >

=*- lg  д/ l  — x  =  1 =>-x*= — 99 .

Бирок, x —  — 99 кж оридаги  — 1 < x < . \  ш артни кан оатлан ти рм ай ди . 
Д е м ак ,  берилган  тен глам а  ечимга эга  эмас.

4- §. Тригонометрик тенгламалар
Н ом аълум  х  тригонометрик ф ун кц и ялар  белгиси остида катнаш - 

[с ?  т ен гл ам ал ар  тригонометрик т енгламалар  дейилади.
М асалан ,

4 t g  y = 3  sin х, sin 3 x ~  sin x  =  — , sin  2x +  cos 2 x =  -\/2sin x.

тен глам алар  тригонометрик тенглам аларди р .
Куйидаги

sin х  =  а  ( | о |  <  1) (9)
cos х  =  а  ( | а |  ^  1) (10)
tg  х  — а ( I I )
c tg  х  =  а  ( 12)

тен гл ам ал ар га  содда тригонометрик тенгламалар  дейилади .
(9) тенглам анинг ечими

х ~  ( — 1 ) "a rcs in  а - \ - п п  (п —  0 , ± 1, ± 2 , . ..),
( 10) тенглам ан инг ечими

х —  i a r c c o s  а -} -2 п л  {п =  0 , ± 1, ± 2 , . ..),
( 11) тенглам ан инг ечими

x =  a r c tg  а +  п п  (п —  0 , ± 1, ± 2 , . . .),
( 12) тенглам ан инг ечими эса

x =  a rc c tg  а +  п п  (п —  0 , ± 1, ± 2 , ...) .

О датда  берилган  тригонометрик тенгламани тенг кучли тенглам а 
б и ла н  а л м а ш тириш н ати ж аси да  содда тригонометрик тенглам ага  
келтирилади. Бу тенглам ани ечиб берилган  тригонометрик тенглам а- 
нииг ечимлари топилади.

Тригонометрик тен глам аларн и  у л а р га  тенг кучли тен гл ам ал ар  
билан ал м аш ти р и ш д а  тригонометрик ф ун кц и ялар  орасидаги  богла- 
ниш лардан  ф ой далан и лади . К уйида бундай богл ан и ш л ар д ан  баъ зи-  
ларини келтирамиз.

ю - 2 . 2 . < sin а . cos оГ .  s in 2a - + c o s  а =  1, t g a  =  ———, c tg  а = —т—— ,
1 cos a  sin а

2°. s i n ( a ± P )  =  sin a  cos p ± c o s  a  sin p ,
3°. c o s ( a ± P )  = c o s  a  cos  P T s i n  a  sin p ,

4°. sin a  +  sin p =  2 s i n - ^ y ^ - c o s ,
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с о • • п г> • ^ ® сс 4- 8э . sin a  — sin р =  2 sin — -  cos  •
2 2

а — 66°. cos а  +  cos р =  2 cos -^ у ^ -  cos 2 , 

7°. cos а  — cos р =  — 2 sin a -̂ - sin ■а  — ̂
2 2 ‘

М и с о л л а р .  1. Ушбу

cos х  — д/2  ■ sin у  =  I
тенглам ани ечинг.

Бу тенглам а куйидагича ечилади:

c o s x — y 2 - s i n y = l  =>- 1 — cos х +  д/2 • sin у  =  0 =>

=> 2 s in 2y +  д/2 • sin у  =  0 =>• sin у  (2 sin у +  д/2 ) =()=► 

s in у  =  0 =>■ у  =  /гл =► х  =  2 /гл ,

.  8'пт=т4 ^ Т =(“ 1)Я+1Т+пя̂ *=(_1)"+НН-2яя'
Д й м а к ,  берилган тенглам анинг ечим лар туплами

Е  =  {2/гл; ( — 1) ,! + |у + 2 п л ;  я  =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  ...}.

2. Ушбу cos 2x +  cos2x =  0 тенглам ан и  ечинг.
А ввало  cos2x ни. куйидагича ёзиб оламиз:

2 1 + c o s 2a:
COS X —  ---- ------------.

1 QQJ 2jt - .
Унда берилган  тенглам а c o s 2 x - | -------- —— = 0  куриниш га кела-

ди. Кейинги тенгликдан cos 2х  = ------ булиши келиб чикади.

Д ем ак ,

2x = ± a r c c o s ^ — ^  +  2я л  (я  =  0 , ± 1, ± 2 , ...) ,
яъни

х =  ± у  a rccos  ^ — ^ ) + пл (п — 0, ± 1, ± 2 , ...) .



4- Б О Б

Т Е Н Г С И З Л И К Л А Р

Ушбу бобда тенгсизликлар  х,акидаги м аъ лум отларни  ки скача  
баён  этамиз.

1-§. Умумий маълумотлар
Икки f ( x )  ва g ( x )  ф ун кц и ялар  мос р ави ш да  F  ва G т ^п л а м л а р д а  

( F c z R ,  G d R )  берилган булиб,

М  — F  П G Ф  0
булсин.

Агар М  туплам дан  олинган х 0 учун f  (х») ва gf-v») сонлар  о р а 
сида

f{xo)  >  g(*o)
муносабат  б аж а р и л с а ,  у х,олда х 0 сон

f ( x ) > g ( x )  ( 1)
тенгсизликнинг ечими  дейилади . О датда  (1) м уносабат  бир номаъ-  
л у м л и  тенгсизлик  дейилади. Тенгсизликнинг б ар ч а  ечимларини 
топиш (ечимлар тупламини топиш) билан тенгсизлик ечилади. Агар 
ечи м лар  тум лам и буш булса, ( 1) тенгсизлик ечимга эга булмайди.

( 1) тенгсизлик билан бирга  ушбу

Ы * )  > £ ■ ( * )  (2 )
тенгсизликни карай м и з.

А гар (1) тенгсизликнинг дар  бир ечими (2) тенгсизликнинг х,ам 
ечими булса, ва аксинча (2 ) тенгсизликнинг х,ар бир ечими 
( 1) тенгсизликнинг х,ам ечими булса, у х,олда ( 1) ва  (2 ) тенгсизлик
л а р  тенг к у ч л и  т енгсизликлар  дейилади ва

f i x )  >  g ( x )  о  f , ( x )  >  g ,  (х)
каби белгиланади .

О датда , берилган  тенгсизликни ечиш да уни тенг кучли, айни 
пайтда ундан со дд ар о к  булган  тенгсизлик билан ал м аш тирилади . Бу 
ж а р а ё н  бир неча бор такрорлан и ш и  н ати ж аси да  тенгсизлик содда 
тенгсизликка келади  ва уни ечиб берилган тенгсизликнинг ечимлари 
топилади.
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Энди тенгсизликларнинг  уз ар о  тенг кучлилиги ха кида  баъ зи  
бир тасдикларни  келтирамиз:

1°. Ушбу f ( x )  >  g ( x )  ва f i x )  — g (х ) >  0 тенгси»ликлп|> тенг 
кучлидир:

f { x ) ^ g ( x )  f i x )  — g ( x )  > 0 .

2°. Ихтиёрий а сон учун f { x ) > g ( x )  ва f i x )  -f a > g ( x )  -j-a 
тенгсизликлар  тенг кучлидир:

j (х)  >  g  (X) -О f { x ) f  о >  t> (х)  4- а.

3°. Ихтиёрий а >  О сон учун [ (х) >{ г ( х )  ва a - f ( x )  > a - g ( x )  
тенгсизликлар  тенг кучлидир-

f ( x ) > g ( x )

4°. Ихтиёрий а < 0  сон учун f (х)  >  g i x )  на u- j  (х) c a - g ( x )  
тенгсизликлар  тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  о  a - f ( x )  < a - g ( x ) .

5°. Ихтиёрий тайин а (1 < а < !  +  ° о ) сон учун f ( x ) y - - g ( x )  ва 
ц й,г) тенгсизликлар  тенг кучлидир:

f ( x ) > g { X )  о  и "  > д  vU>.

6°. Ихтиёрий тайин а ( ( ) < а < ! )  сон учун f ( x ) y > g ( x )  ва 
a j w < a
тенгсизликлар  тенг кучлидир:

f ( x )  > g ( x )  о  a  l(x) c a  K<t> .
; т i, . /  *

7°. Ихтиёрий натурал п. г >н учун, / ( ; < } >  0, g ( x ) ^ 0  { х £ М}  
булг анд а  f ( x ) > g ( x )  ва ( / ( л } ) " >  ( ц { х ) ) ' 1 ( х £ М )  тенгсизликлар  
Тенг кучлидир:

,.к; f i x )  > g ( x )  О  I I ( x ) ) I : I \-) ;•'',
h jV / i ; t

’8s”. Ихтиёрий тайин a  (1 --C l  с  -S- o p  ) сон учун. t ( x)  > 0 ,  g i x )  7> 
> 0  ( x € M )  булга нда  f ( x ) > - g ' v ) в я l o g J { x )  >  log„g(A*) тскг-
сизл иклар  тенг кучлидир:

.■ f ( x ) > g {  x)  . \ (Щ, Цх)  > l o g „ g ( x )  .

,!  f  i - .

.9, .  Ихтиёрий тайин a ( 0 < a <  1) сон учун }{x)  > 0 ,  g { x ) Z >
' ( х б М )  б ул ганда  f  (x) > g ( x i  ва log ,/(.v) C l o g  л ( х )  те нг

сиз лик лар  тенг кучлидир:



f ( x ) > g ( x )  о  l o g ^ o o d o в ^ ( д с ) .

10°. M  туплам да  ан и клан ган  ихтиёрий ф ( х ) > 0  ф ункция учун 
[ { x ) > g ( x )  s a f ( x )  -ц>(х) > g ( x )  -ср(х) тенгсизликлар тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  О  f i x )  -ф(*)  > g ( x ) -ф(*)  .

2- §. Рационал тенгсизликлар
Бирор

f ( x ) > g ( x )  ( 1)
тенгсизлик берилган булсин. У f ( x ) — g ( x ) > 0  тенгсизликка тенг 
кучли булади.

Агар F ( x ) = f i х ) — g (x )  десак, (1) тенгсизликка тенг кучли булган
£ ( х ) > 0  (2 )

тенгсизликка келамиз.
Агар F ( x )  рационал  функция булса, (2) р а ц и о н а л  тенгсизлик  деб 

а талади . Биз куйида рационал  тенгсизликларнинг б аъ зи  бир хусусий 
х,олларини келтирамиз.

1°. F{ x )  ч и з и к л и  ф у н к ц и я  б у л с и н :  F( x )  = а х  +  Ь, бунда 
а  ва  b у згар м ас  хаки кий  сонлар. Бу х,олда (2) тенгсизлик

а х - \ - Ь >  0 (3)
булади  ва у чизикли тенгсизлик дейилади.

Агар а > 0 булса , унда

а х - \ - Ь >  0 =>- х >  — -
а

булиб, (3) тенгсизликнинг ечимлар туплами £ = ( — +  00 )

булади.
Агар а < О  булса , унда

ах  4- b >  0 =>- х  <  — —
а

булиб, (3) тенгсизликнинг ечимлар туплами £ = ( — 0 0 - —

булади.
М  и с о л . Ушбу

( р —  \ ) х > р 2—  1
тенгсизликни ечинг.

Бу тенгсизликнинг ечими р  нинг кийм атига  богли к  булади.
Агар р~ > \  булса , унда

2 _  .
( р — \ ) х > р 2—  1 =ф- =>■ х > р  +  1

б |л а д й  берилган тенгсизликнинг ечимлар туплами Е = { р + \ ,  + о о )  
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Агар p<z 1 булса, унда
2 _ ,

(р — 1 )х > р 2=1 =>• =>- x < p + l
булиб, тенгсизликнинг ечимлар туплами £ =  ( — оо, р +  1) булади.

Агар р=1 булса, тенгсизлик 0-х>0 куринишга келиб, у номаъ
лум х нинг х,еч кандай кийматида бажарилмайди. Демак, бу холда 
Е — 0  булади.

2°. F(x)  к в а д р а т и к  ф у н к ц и я  б у л с и н :  F (х) — ах2 -\-bx-\-c, 
бунда а, Ь, с узгармас хакикий сонлар. Бу холда (2) тенгсизлик

ах2 -\-Ьх-\-с> 0 (4)
'булади ва у квадрат тенгсизлик дейилади.
; Маълумки, ах’’-f-bx-j-c квадрат учхадни

ах2-\-Ьх-\-с- (  ь \ 2 Ь2 — 4ш- "1
И  2а / ----^

куринишда ёзиш мумкин.
Бу муносабатдан куринадики, ах2 -(- Ьх +  с квадрат учхаднинг 

ишораси а хамда й  =  Ьг — Аас нинг ишораларига боглик булади. 
Агар а >  О, D <С0 булса, у холда х нинг барча кийматларида

■ Г. ! их' 4-Ьх -)- с > 0
булади.
: Бу холда (4) тенгсизликнинг ечимлар туплами Е =  ( — оо, +оо )  
булади.

Агар а> 0 , D > 0  булса, у холда ах2 -\-bx-\-c квадрат учхад иккита 
х\ ва х2 илдизларга эга булиб, (4) тенгсизлик а ( х ~ xi) (х — х2) > 0  
куринишни олади. Бу тенгсизлик интерваллар усули билан ечилади.

К,аралаётган тенгсизликнинг ечимлар туплами Е = ( — оо, х\) U 
U С*2, + ° ° )  булади.

Агар а < 0, / )< 0  булса, у холда ах2 -\-bx-\-c квадрат учхад х нинг 
барча кийматларида манфий булиб,

ах2 -\-bx-\- с >  0
тенгсизлик ечимга эга булмайди, Е — 0 -

Агар а с 0, £>>0 булса, у холда (4) тенгсизликнинг ечимлар туп
лами Е = ( х |, х2) булади.

М  и с о л . Ушбу
х2 — 4х +  1 >  2х — х2 — 3

тенгсизликни ечинг.
Равшанки,

’ х2 — 4х+ 1> 2х  — х2 — 3 2х2 — 6х +  4> 0.
Хосил булган квадрат тенгсизликда

а =  2> 0, D =  36 — 4-4-2 =  4 > 0
булиб, 2х2 — 6х +  4 квадрат учхаднинг илдизлари х\ — 1, х2 — 2 га тенг. 
fey холда берилган тенгсизлик ечимга эга ва унинг ечимлар туплами 
Е — ( — оо, 1) (J (2, +оо )  булади.



М и с о л л а р .  1. Ушбу
х3 +  9х2 23л: +  15 >  О

тенгсизликни ечинг.
Агар

х3 +  9х2 +  23*+ 15= (х +  1) (х +  3) (х +  5) =
=  ( * - ( - 1 ) ) ( * - ( - 3 ) ) ( х - ( - 5 ) )

булишини эътиборга олсак, унда берилган тенгсизлик
(х — ( — 1)) (х — ( — 3 )) (х— ( — 5 )) >  О

куринишга келади.
Энди сонлар укида —5, —3, — 1 сонларга мос келувчи нукталарни 

аниклаймиз (24-чизма).
Сунг берилган тенгсизликнинг 

ечимлар туплами £ = (  — 5, — 3) U 
U (1, +  ° ° )  булишини топамиз.

2. Ушбу х j~4* ~ 4 > 0  тенгсиз-
2х — х — 1 23- чизма

ликни ечинг.
Бу тенгсизлик куйидагича ечилади:

- + 4* ~ 4 > 0  =*■ (х2+ 4 х — 4) (2х2— х — 1) >0=>
2 х —х— 1

=> ( х —  ( —  2 +  2 д/2 ) )  ( х —  ( —  2 —  2 д/2 ) )  ( х —  ( — £ " ) ) ( *  1) > 0  .

Энди
х, =  — 2 — 2 д/2 , х2= - \ ,  х3=  — 2 +  2 д/2 , х4=  1

24- чизма

сонларнинг сонлар укидаги тасвирларини аниклаймиз (25- чизма). 
Демак, (5) тенгсизликнинг ечимлар туплами

Е  =  ( оо, - 2 - 2  д/2) U ( ~ у ,  - 2  +  2 д/2) U (1, +оо )  .

3- §. Иррационал, курсаткичли ва 
логарифмик тенгсизликлар

1°. И р р а ц и о н а л  т е н г с и з л и к л а р .  Номаълум х радикал 
(илдиз) ишораси остида катнашган тенгсизликлар иррацион&'л тенг
сизликлар дейилади. Масалан,

д/ 1 +  X  +  д/ 1 —  X  >  1 , : i
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- | = | г <  и У * + 9 У *  +  18>0

тенгсизликлар иррационал тенгсизликлардир.
Иррационал тенгсизликларни ечишдан аввал тенгсизликда кат- 

нашган ифодаларнинг маънога эга буладиган тупламни аниклаш 
керак булади.

М и с о л . Ушбу

д/х +  д/х -  д / х -  -л/х >  4

тенгсизликни ечинг.
Бу тенгсизлик х ^ 1  булгандагина маънога эга.
Равшанки, д/х +  д/х>0. Шуни эътиборга олиб топамиз: 

д/х+д/х (д/х +  д/х -  д/х-'д/х) > -|д/х +  V х

=> х + д / х  — д/х2— х > - |д /х  ^ Х — ^ д/х >  д/х(х— 1) .

Э н д и х ^ 1  булганда д/х > 0  ва д/х— 0 булишини х,исобга

олиб кейинги тенгсизликни, унга тенг кучли ва айни пайтда ундан 
содда булган тенгсизликка келтирамиз:

х — д/х >  д/х(х— 1) - - (х — д/х ) >Z yj X £

=> V х - у >  V х - 1 =*■ ( V* ” { ) 2>

>  (д /х— 1 ) 2= ^Х— д/х +  -^->Х — 1 =»■ д/х < Y = ^ X < ^ | .

Демак, берилган тенгсизликнинг ечимлар туплами Е  =  [1, 
булади.

2°, К у р с а т к и ч л и  т е н г с и з л и к л а р .  Номаълум х даража 
курсаткичида катнашган тенгсизликлар курсаткичли тенгсизликлар 
дейилади. Масалан,

2 х— 1 1-2'  2 х 
4 х с  3 • 2 ^х +х -)- 4 1 +

тенгсизликлар курсаткичли тенгсизликлардир.
Курсаткичли тенгсизликларни ечишда мазкур бобнинг 1-§ ида 

.келтирилган тасдиклардан фойдаланилади.
М и с о л . Ушбу

3-4 ^  +  3 <  10-2 v 2“ 'г
тенгсизликни ечинг.
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Равшанки, мазкур тенгсизлик х^. 2 булганда маънога эга.  ̂
Агар берилган тенгсизликда 2 v 1 ~ ' =  у дейилса, у х,олда

Зу2 — 1 ()у +  3 <  О ;
тенгсизлик х,осил булади.

Равшанки,
3у2-10у  +  3 < 0 = ^ 3 (у - 3 ) (у--д ) <0=>- !

=>- ( у— 3) < 0  =► т < у < 3 .

Демак,
- |< у < 3  =► у < 2  ^ < 3  =►

=>■ — loga3< д/2 — х < 1°g ‘23 ■

Агар д/2 — х ^ 0  булишини эътиборга олсак, унда 

0 <  д/2 — х <  log_,3

тенгсизликка эга буламиз.
Кейинги тенгсизликлардан

0 <  2 — x<z\og 2З ,
яъни

2 — log 3̂ <  х

булиши келиб чикади.
Демак, берилган тенгсизликнинг ечимлар туплами 

Е  =  (2 — log|3, 2] булади.
3°. Л о г а р и ф м и к  т е н г с и з л и к л а р .  Номаълум х логарифм 

белгиси остида ёки логарифм асосида катнашган тенгсизликлар 
логарифмик тенгсизликлар дейилади.

Масалан,
log±(2x +  3) > 0 , 21og 5̂ +  log5;r5 +  31og 25,5>0,

2

log vr+.,(x 2+  I X  I

тенгсизликлар логарифмик тенгсизликлардир.
Логарифмик тенгсизликларни ечишда логарифмнинг хоссалари- 

дан х,амда 1-§ да келтирилган тасдиклардан фойдаланилади.
М  и с о л . Ушбу

- log2^ f < 0 .

тенгсизликни ечинг.



Бу тенгсизликнинг чап томонидаги ифода —— ^ > 0  булгандаги-Х-\- 1
на маънога эга. 

Равшанки,

* 3->0=>- (JC +  2) (лс-З) > 0  .х +  2

Кейинги тенгсизликни каноатлантирувчи х нинг кийматлари
х >  3, х<_ — 2

булишини топамиз.
Демак, х £ ( — оо, — 2) U (3, +  оо) учун берилган тенгсизлик 

маънога эга.
Шуни эътиборга олиб топамиз:

, х — 3  ̂ х — 3 .
< 0 = * ^  + 2 <  ,=^

■ 5 >  0=>х> -  2 .х+ 2

Демак, берилган тенгсизликнинг ечимлар тупла^кГ£= (3, +  ° ° ) 
булади.



А Л Г Е Б Р А

5- БОБ.

Д ЕТ ЕРМ И Н А И Т Л А Р  ВА У Л А РН И Н Г  ХО ССАЛАРИ

. Маълумки, олий математиканинг алгебра булимида асосан 
тгенгламаларни. тенгламалар системаларини ечиш билан шуруллани- 
лади. Чизикли тенгламалар системасини урганишда детерминант 
тушунчаси мухим рол уйнайди. Шуни эътиборга олиб мазкур бобда 
детерминантлар ва уларнинг хоесаларини киск,ача баён этамиз.

1-§. Детерминантлар
Айтайлик, бирор а, Ь, с, d сонлар берилган булсин. Ушбу

а b
с  d

ифода 2 - гартибли детерминант, ad — be айирма эса унинг щиймати 
дейилади. Демак

а b
=  ad — be . ( I I

• c d . 
Бунда a, b, c, d — детерминантнинг элементлари, a, b ва e, d сонлар 
( I )  детерминантнинг мос равишда биринчи ва иккинчи йулларини 
(сатрларини), а , с ва b, d сонлар эса (1) детерминантнинг мос 
равишда биринчи ва иккинчи устунларини ташкил этади.

Одатда детерминантнинг элементларини иккита индекс куйилган 
харфлар билан белгиланади. Бунда биринчи индекс йулни, иккинчиси 
эса устунни билдиради. Масалан, а2\ =  с сон (1) детерминантнинг 
иккинчи йул биринчи устунида турган элемент булади. Шундай килиб
( I )  детерминант куйидагича ёзилади

1- г с г у н 2 -  v o n

1 *

f i v . i a ,  1 a  v i  j

п у л  -*■ (l<2\ a  2i > |

Худди шунга ухшаш учиичи, туртинчи ва х,. к. п тартибли детер
минант тушунчалари киритилади. ч

Соддалик учун биз бу ерда учиичи тартибли детерминантлар ва 
уларнинг хоссалари билан танишамиз. /Юкори тартибли детерми- 
наптларга| келсак, ^уляр кам учиичи тартибли детерминант каби

во



хоссаларга эга булиб, улар тугрисидаги маълумотларга кейинги 
бобда тухталамиз.

а |2Ушбу а, 1
« 2 1

«31

122

‘32

«13
а 23
я  33

ифода 3- тартибли детерминант,
О  1 I £122^33 “ Н  «12^23^31 й  13021(232-- О  13«22«3| —  О ] 102 3^ 32--- 012^21 «33

унинг киймати дейилади. Демак,
а \ 1 а У1 «1.1

«21 а 22 «23 =  ( 2 )

«31 «32 «33

=  fli 1O22QI33 +  а 12а 2заз( Ч- 0 1 3 0 2 1Q32 —  013022031  — « 11« 2зазг —  O i2« 2 i «зз. 
Бу холда хам Детерминант элементларининг биринчи.индексида 

турган сон йул ракамини, иккинчи индексида турган сон эса устун 
ракамини билдиради.

ап, а22, Озз сонлар (2) детерминантнинг бош диагонал элементла
ри, о31, а22, a i3 сонлар эса шу детерминантнинг ёрдамчи диагонал 
элементлари дейилади.

Символ равишда белгиланган
« I  i «12 «13

°2 I «22 «23

«3 ! «32 «33

детерминант 6 та хад йигиндиси оркали ифодаланган булиб, улардан 
учтаси мусбат ишорали, колган учтаси эса манфий ишоралидир.

Мусбат ишорали хадларни ёзишда 26- а чизмада тасвирланган 
схемадан, манфий ишорали хадларини ёзишда эса 26- б чизмада 
тасвирланган схемадан фойдаланса булади.

25- чизма



2- §. Детерминантларнинг хоссалари
Детерминантлар катор хоссаларга эга. Кулайлик учун бундай 

хоссаларни учинчи тартибли детерминантларга нисбатан келтирамиз. 
Бирор учинчи тартибли

Д =
«и
а2| «2 2  « 2 (3)

a n «21 a
A' = a \2 a 22 a

«13 a 32 a

«31 «3 2  а 33

детерминант берилган булсин.
1°. Детерминантнинг бирор йулини унга мос устуни билан 

алмаштирилса, детерминант киймати узгармайди.
И с б о т .  Масалан, (3) детерминантнинг биринчи йулини унинг 

биринчи устуни билан алмаштириш натижасида ушбу
31

23 

33

детерминант хосил булади. Учинчи тартибли детерминантнинг кири- 
тилишига кура

А '  =  й \ 1 «22«33  4 "  « 2 |« 2 3 « 1 3  “ Ь  «3 1 «1 2 « 3 2  —  <^31 ^22^1 3 —  «1  1«32«23  —  0-2 1«12«,33,

булади. Бу тенгликни (2) тенглик билан солиштириб
г 31

132

*33
булишини топамиз.

Худди шунга ухшаш (3) детерминантнинг бошка йулларини унцнг 
мос устунлари билан алмаштириш натижасида детерминантнинг 
киймати узгармаслиги курсатилади.

2°. Детерминантнинг ихтиёрий икки йулини (икки устунини) узаро 
алмаштирсак, детерминантнинг киймати узгармасдан унинг ишора- 
си эса карама-карши ишорага узгаради.

Юкорида келтирилган хоссалардан куйидаги натижа келиб 
чикади. мм

1- н а т и ж а. Детерминантнинг икки йули (устуни) бир хил бйлса, 
детерминантнинг щймати нол булади.

3°. Детерминантнинг ихтиёрий йулида (уСтунида) турган бйрча 
элементларини узгармас k сонга купайтирилса, детерминантнинг 
киймати хам k га купаяди. *

И с б о т .  (3) детерминантнинг биринчи йулида турган барча, 
элементларини k га купайтириш натижасида ушбу ,,, ...

ka  ̂| tza |2 ka l3

а и «12 «1 3 «11 «21 a
«21 a 22 «23 - «12 «22 a
«31 «32 «33 «13 «23 a

a2l
a 3l

a 22

«32

a 23

a 33
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детерминант х,осил булади. Учинчи тартибли детерминантнинг 
киритилишига к^ра:

=  ^Опа22аЗЗ~Н^а 12а23̂ 31-Ь^а 13а 21й32

— ka 13O22O31 — kU\ IЙ2зОз2 — fed 12̂ 21̂ 33 =  k(cii 1CI22O33 -|_ О 12023̂ 31 4" 
О 13021032 — 013022031 — Ol 1̂ 23̂ 32 — 012Й2|0зз)

Бу тенгликни (2) тенглик билан солиштириб

к а  и k a  |2 * а 13

а 2| О 22 О 23

О з1 О 32 О 33

k a  п feo, 2 feo13 0 ,1 0 | 2 О  13

021 а  22 а 23 =  k а 21 0  22 а 23

а 31 а  32 Озз 0 3| O 32 Озз

б^лишини топамиз.
4°. Детерминантнинг бирор нули (устуни)даги барча элементлар 

нол булса, детерминантнинг киймати нолга тенг булади.
Бу хоссанинг исботи юкорида келтирилган 3°- хоссадан бевос.ита 

келиб чикади.
5°. Детерминантнинг ихтиёрий икки нули (устуни) узаро, 

пропорционал булса, детерминантнинг киймати нолга тенг булади.
И с б о т .  Фараз килайлик,

a, j 
а2|

а  12 о , 3

022 Й23
о 31 а 32 Озз

детерминантнинг биринчи ва учинчи й^ллари узаро пропорционал 
булсин. Унда

1̂3
“ 31 “ 32 а 33

булади. Агар бу нисбатни k билан белгиласак,
Оц = 60зЬ Я|2~^032. 0i3 =  fe033

булиб,
Оц 0 12 «1 3 £ 0 3 , k a 32 60;!3 Оз( 032 Озз

0 2| а 22 а 23 == «21 а  2 2 о  23 == k 021 а  2 2 о  23

0 31 О  32 О зз 0 3 | О  32 О зз О з 1 а и Озз

булади. Келтирилган I- натижага кура кейинги детерминант нолга 
тенг. Демак,

а н °i2 а,3
0*1 O22 02з 
Osi О 32 а  зз

: о

<) »



6°. Агар (3) детерминантнинг бирор йули (устуни)даги эле- 
ментлар икки кушилувчилар йигиндисидан иборат булса, масалан,

a2I +  a l«22+a 2«23+a 3
132 *33

булса, у холда
а,, а, 2 а is а „ а \2 «1 з а п а. 2 «13
а2| +  а, 22 —1— & 2 «23 +  «3 = а21 а 22 а23 + а. а 2 «3
«31 а3 2 азз «31 « з г « з з «31 «32 о СО 03

булади. Бу хосса (2) муносабатдан, яъни учинчи тартибли 
детерминантнинг киритилишидан келиб чикади.

Юкоридаги 3°- ва 6°- хоссалардан куйидаги натижага келамиз.
2- н а т и ж  а. Агар

«11 «12 0|3 
а? | а 2з
«31 «32 «33

нинг бирор йули (устуни)ни узгармас k сонга купайтириб, уни бошк,а 
йули (устуни)га щушилса, детерминант киймати узгармайди:

« И  «12  а \3

а,2\ k a  11 a 22+ ^ a i2 а 2з~\~k a l3

«п «12 «13
«21 «22 а23 
«31 а32 « зз

а,, «12 «13
«21 «22 «23
“  31 «32 «33

«31 а32 а33
’ Энди детерминантнинг минорлари хамда алгебраик тулдирувчи- 
лари тушунчаларини келтирамиз. Яна соддалик учун учинчи тартибли 
детерминантларни караймиз.

Айтайлик,

(3 )

учинчи тартибли детерминант берилган булсин. Бу детерминантнинг 
бирор aik(i, k — \, 2, 3) элементини олиб, шу элемент турган йулни 
вдмда устунни учирамиз. Берилган детерминантнинг колган эле
ментларидан иккинчи тартибли детерминант хосил булади. Унга aik 
элементнинг минори деб аталади ва Мщ каби белгиланади. Масалан, 
(3) детерминантнинг а \3 элементи турган йулни хамда устунни 
учириш

ал 2 ( а | ^
а 21 а 22 @23
а з\ а 32 “ зз

64



натижасида иккинчи тартибли ушбу
и 22

av,

детерминант х,осил булади. Бу берилган детерминантнинг а 13 
элементининг миноридир.

Равшанки, (3) детерминантнинг 9 та элементи бор. Бинобарин 
минорлар хам туккизта булади.

Ушбу
( - 1  у + км,к

микдор (3) детерминант а,-* элементининг алгебраик тулдирувчиси 
дейилади ва Aik оркали белгиланади:

А л =  (4)
Масалан,

1 2  0 
4 3 1
2 7 3

детерминантнинг азз =  3 элементининг алгебраик тулдирувчиси

=  ( 1) 3+3М 33=  ( — 1) 1
1 2 ')

1 2
4 3 —

4 3
2 7 - 5

=  — 5

булади.
7°. Детерминантнинг бирор йули (устуни)да турган барча 

элементларнинг уларга мос алгебраик тулдирувчилари билан купайт- 
масидан ташкил топган йигинди шу детерминантнинг кийматига 
тенг.

И с б о т. Бу хоссани биринчи йул учун исботини келтирамиз. 
(3) детерминант

а. 11 а. |2 cl |з41
а21 
а ,

и 23

а-,.*31 и 32 “ 33

нинг биринчи йулида турган оц, а\2, а \3 элементларининг алгебраик 
тулдирувчиларини топамиз:

а
А и= ( ~ 1 ) '  + 'М п =  

а 12= ( - 1 ) ' +2м 12= -

22 а,,
°32 °33 

<̂21 а23
а 31 а зз

Л ,3= ( - 1 ) ‘+'5М 1;) =

5—513

а21
а31

а- 2 
fl j.;

:: ̂ 22̂ 33-032̂ 23,

=  - ( ̂ 2 I Q33-ЙЗ10.23 ) ,

=  а 21а 32—  a 3 la w .
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Унда
ОцА\\ -)-dioAj2-|-G13/I]з =  О] 1 (а‘22С1а — a-i>a-2'i) —)~<31 a[ — (021033 — 03[a-2з)] —{— 

+  a 13 (021  из> —  Q 31 <3 2 2) =  о  11 O22O33 -}- a  12(231023 +  O13O21O32 —  O i 1032023
— О [ 2O21033 — О I.-3031022

булади. (2) муносабатдан фойдаланиб

0,, а I, 0,3
021 O22 о2> =  О м.4п-!- ̂  ,2^12+01.^13 (4')
«31 О 32 Оз;з

булишини топамиз.
Бошка доллар х,ам шунга ухшаш исботланади.
Одатда (4') формула детерминантнинг биринчи йул элементлари 

буйича ёйилмаси дейилади.
8°. Детерминантнинг бирор йули (устуни)да турган барча 

элементлари билан бошка йул (устун)да турган мос элементларнинг 
алгебраик тулдирувчилари купайтмаларидан ташкил топган йигинди 
нолга тенг булади.

И с б о т .  Бу хоссанинг тугрилигини бирор х,ол учун, масалан, 
(3) детерминантнинг биринчи йул элементлари оц, 0|2, Oi3 лар билан 
учинчи йул мос элементлари о3), о32, а33 ларнинг алгебраик 
тулдирувчилари купайтмасидан туяилган ОцЛ3| +  012+12 +  013/133 
йигиндининг нолга тенг булишини курсатамиз.

Равшанки,

ч ,-2 а-и
а,22 о23

= а  12O23 O22013,

т  —
а,,
o2i

«13
О 23

-О j [023 02,0,

^ з ,= = (-1 )3+3М 33= -
а,, а,,

а оо ~Оц022 O12O9

Унда
а, | 31 +  а 12-4 32 +  Oi 3 + 3 3  =  0 1 1  (о  1 о 2з o>oOi 3 ) 0 1 2 ( 0 1 1 0 2 3  0 2 1  о  13 )  +  
+ а|з (011O2 • — о; ш->]) =  Oi 1O12O2.. — Oi 1 Oi3O22 — Oi 1 Oi2O23 +  012013021 + 

+  O i 1 O 13O 22—  0 120] 3O 21 = 0
буладк. Демак,

0| |Л3| +012^ 32 +  0)3/433 =  0.
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холда

Л =  3-

/ - xoccai а асосан
- 2  - 1

\ 3• 1 • < - 1) • — 5 6 
3 7 

булади. Демак, Л — 465.

-  1 1 — 6 3
— 2 0 — 1 4
-  5 0 6 — 1

3 0 7 - 4

4
-1 — — - 3 • ( — 155)
— 4

465



6-БОБ.

М А Т Р И Ц А Л А Р

1-§. Матрица тушунчаси
Бирор т-п  та (m(zN, n^N)

$1 rif̂ l21 yCt'2t2i'‘4̂ '2ny-iCLm \
сонлар берилган булсин. Бу сонлардан ташкил топган ушбу

(и

ап а ,2 . .

CLo\ 0,22 • •
• а,„
■ <22/1

О-т 1 <Jm2

«]- тартибли матрица дейилади ва
а,, а 12 ■■ «и а и а 12 ..■ а,„
а,, а 22 ■■ а2. а22 а 2п (2)ёки

О ml а ;п2 ■•• & пт а,„| а m2 • • а „ .

каби белгиланади. Бунда (1) сонлар матрицанинг элементлари 
дейилади. Матрицанинг элементлари икки индекс билан ёзилиб, 
биринчи индекс шу элемент турган йул ракамини, иккинчи индекс эса 
устун ракамини билдиради. Баъзан (2) матрицани бирор харф билан

Ilartll ‘“ \m. каби х,ам белгиланади:

i —\,m
A =  Waik\\ h ," " k=\ ,n

Равшанки, (2) матрица m та йул п та устунга эга. Агар
(2) матрицанинг барча элементлари нолга тенг булса

0 =

у нол матрица деиилади.
Хусусан матрицанинг йуллари сони устунлар сонига тенг (пг =  п ) 

булса, яъни каралаётган матрица куйидаги

0 0 . . 0
0 0 . . 0

0 0 . . 0

а, | 
а,,

а \2

а 22
А|,
а2п

а „2 .... а„„

(3)
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куринишда булса, у п- тартибли квадрат матрица дейилади.
(3) матрицанинг Оц,а2г, .... а„„ элементлари бош диагонал элементла
ри дейилади.

Агар (3) квадрат матрицанинг бош диагоналида турган эле- 
ментлардан бошка барча элементлари нол булса.

а,, 0 0 . . .  0
0 а 22 0 . . .  0
0 0 . . .  0 (4)

0 0 0 ... а„„
уни диагонал матрица дейилади. Хусусан, (4) матрицада 

аи =  а2> =  . . .  = а „ п=  I
булса,

1 0 0 . . 0
0 1 0 . . 0

Е  = 0 0 1 . . 0

0 0 0 . . 1
х,осил булиб, уни бирлик матрица деб аталади. 
. Квадрат матрица

|, °Г2 а \п
а2] а22 ... а2п

@ п I O '  п2 &  пп

нинг элементларидан ташкил топган viu6y
а п а у1 ... а|„ 
а2| а22 ... а2п

^ п 1 ^ п'2 •* /̂)/(
детерминант А матрицанинг детерминанта дейилади ва deL4 ёки \А\ 
каби белгиланади.

Агар А матрицанинг детерминанти |Л |=0  булса, у холда 
А хос матрица дейилади, акс холда, яъни А матрицанинг детерми
нанти \ А \ Ф 0  булса, у х,олда А хосмас матрица дейилади.

Квадрат матрица А нинг йулларини мос устунлари билан 
алмаштиришдан хосил булгас уибу



матрица транспонирланган матрица дейилади ва А'  каби белгилана
ди.

Квадрат А матрица билан унинг транспонирланган матрицалари 
детерминантлари бир-бирига тенг булади:

\А\ =  \А'\.
Иккита

А =

а и и jа | ■, . . • ^ 1 п ft 12 . . ■ ь и,
С1-) 2 • • ■ 2̂/г Ь2| 6 92 ■ - ■ ь,п

а «г ■ b m2 ■■ ■ b тп
матрицалар берилган булсин.

Агар А матрицанинг дар бир элементи В  матрицанинг мос 
элементига тенг, яъни барча i ва k ( i=  1,2, ..., ли; k =  \,2 , ..., n) лар 
учун

а л= Ь 1к
булса, у холда А ва В  узаро тенг матрицалар дейилади ва А =  В  каби 
ёзилади.

Агар
а м а 12 ■ ■ ■ &\п

А
а21 а22

1п 2

квадрат матрица транспонирланган А ' матрицага тенг булса, у холда 
А симметрии матрица дейилади.

2- §. Матрицалар устида амаллар ва уларнинг 
хоссалари

Иккита [m X  п]- тартибли

А =

а п 012 • • . а | п
«21 О 22 • ■■ 0-2п

От1 0,„2 ■■ ■ & тп

В  =

Ь\\ 6,2 . . ■ &1я
ь21 6 22 ■ ■■ Ъ 2„ (5)

Ьт 1  ̂m2 ■• ■  ̂ш/г
матрицалар берилган булсин. Бу магрицаларнинг мос элементлари 
йигиндиларидан ташкил топган ушбу [ т  X  «]- тартибли

а п +  ̂ 11 а 12+̂ 12 ■ а |П+6|я
а21 +  ̂ 21 а22+^22 а2/г 3  ̂2п

О пг 1  ̂т I  ̂//г2 1 & m2 . а, ".+ Ь„ш
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матрица Л ва В  матрицалар йириндиси деб аталади ва А-\-В каби 
белгиланади.

А ва В  матрицаларнинг мос элементлари айирмаларидан ташкил 
топган ушбу [ т Х 4  тартибли

a n — bn 
a2i — Ь2\

а „ 1 1 b ... I

а,2— 0 ,2

а,.,— Ьт2 

а„,,— Ь ,„-,

а 1п b  In

а2п Ь2п

а  т п  &  mtl

матрица А матрицадан В матрицанинг айирмаси дейилади ва Л — В 
каби белгиланади.

Юкорида айтилганлардан
1°. Л +  0 =  0 +  Л = Л ,
2°. Л + б = В + Л

булишини куриш кийин эмас, бунда 0 — нол матрица.
Бирор к сон ва

Л =

a,, а ,2 

а.„ аТ2

а
а2п

матрицани карайлик. Бу Л матрицанинг хар бир элементини к сонга 
купайтирганда х,осил булган матрицага к сон билан А матрица ку- 
пайгмаси дейилади ва АЛ каби белгиланади. Демак,

ка 1, ка ] 2 ■ ■ ’кО‘,П

кА =
ка21 ка 22 . ■ ка2п

кат] ка ,п2 . ■ • ка,„„

Равшанки, А ва В  матрицалар хамда ихтиёрий к ва р, сонлар учун:
3° Я((хЛ) =  (А,р,)Л, 
4°. к(А +  В ) = к А  +  кВ, 
5°. (Х +  р.)Л==ХЛ +  рЛ.
1- м и с о л. Агар

2 '4 1 
Л =  - 1  0 2

булса, Л +  В, Л — В, 2Л — 3В  матрицаларни топинг.

0 2 1
, В — 1 1 2
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Икки матрица йигиндиси, айирмаси хамда матрицани сонга 
купайтириш коидаларидан фойдаланиб, изланаётган матрицаларни 
топамиз:

А+В--=

2 6 2 
О 1 4

А — В =

2
—  2 -

2 4 1 
—  1 0  2

2 0 
-1 0

2/4— З.В =  2-

+
0 2 I
1 1 2

2 +  0 4 +  2 1-М 
-1 + 1 0+1 2 + 2

0 6 3со 3 6

2 4 1 0 2 1
-3- -

— 1 0 2 1 1 2

4 - 0 8 1С4!О1 3 4
— 2- 3 0- 3 1 — 6 — 5

4 8 2 
- 2  0 4

2 -1  
- 3  - 2

2 4 1 0 2 1 2 — 0 4— 2 1— 1
— 1 0  2 1 1 2 - 1 - 1  0— 1 2— 2

Энди икки матрица купайтмаси тушунчасини келтирамиз. Бу 
амални киритишда купайтириладиган матрицаларнинг биринчиси- 
нинг устунлари сони иккинчисининг йуллари сонига тенг булиши 
талаб килинади.

Фараз килайлик, [ т  X  п\- тартибли

Л =

а п
а.л

й 12

0,22

а ,1,9

а |,
CL о.

матрица х,амда [п X  Щ- тартибли

Ь21

Ь ,9

Ь 29
*1А
2̂*

матрица берилган булсин. А матрицанинг /- йул элементлари а,\. а,2, 
... а,„ ни (г'=1,2, ..., т )  мос равишда В  матрицанинг /-устун 
элементлари Ьц, b2j, ..., bnj га (/=1,2, ..., А) купайтириб ушбу
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dii =  a.i\b\j-\-а(2Ьч)-\- ~\~ainbnj (6)

(t=  1,2, ..., т.; /=1,2, ..., /г) йигиндиларни х,осил киламиз. Бу 
сонлардан тузилган [га Х&]- тартибли ушбу

d 11 d i2 ■ ■ d\k
d-2i d, 2 . ■ d 2k

d,n i d m‘> - ■ - ш̂/.’

матрица берилган /1 ва В матрицалар купайтмаси дейилади ва А-В  
каби ёзилади.

Демак, A -В матрицанинг х,ар бир элементи (6) куринишдаги 
йигиндилардан иборат.

2- м и с о л. Ушбу

2 1 — 1 1 — 1
л = 0 1 0 , B  = 0 1

0 0 - I 1 0

d\\ d 12
A-B — do\ d *2

dv d .

матрицаларнинг купайтмасини тогшнг. Бу матрицалар купайтмаси 
[ З Х 2]- тартибли ушбу

матрица булиб, бунда
d 11 ==2 
dt 2 =  2 
da =  О
С?22 =  0
й?31 =  0
3̂2 =  0

1 +  1 • 0 +  ( — 1) ■ I =  ! .
( - 1 )  +  1- 1 + (  — 1)-0= — 1, 
■1 +  1-0 +  0-1=0,
( — 1) +  1 • 1 +0 -0 = 1, 
1 + 0- 0 +(  — 1)-1 =  — 1,
( — 1)+0-1 +  ( — 1)-0 =  0

булади. Демак,

3-ми со  л. Агар 

А =

А- В  —

7 , 12 
-4 7

1 -  I
О 1 

- 1  О

В-—
26 45 
15 26

булса, А В  ва ВА  матрицаларни топинг.
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Равшанки, 

A -В —
1 7 -.12 1 26 45
| - 4  7 Г

1 15 26

7-26+ ( — 12) -15 7-45+ ( — 12) -26 2 1
— 4-26 +  7-15 -4-45 +  7-26 3 2

26 45 7 -12
15 26 — 4 7

В  А

26-7 +  45-( — 4) 26-(— 12) +45-7 
15-7 +  26-( — 4) 15-( — 12)+26-7

Шундай килиб, берилган матрицалар учун

А В =

В  А =

2 1
-- 3 2

2 1
3 2
2 1
3 2

булиб,

4- м и с. о л. Агар
АВ=-ВА.

2 0 1 — 3 1 0
— 2 3 2 0 2 1

4 - 1  5 О - 1  3

булса, А В  ва ВА матрицаларни топинг.
Берилган матрицаларнинг купайтмасини топамиз:

2 0 1

ОГО1

А В  = — 2 3 2 • 0 2 1 =
4 — 1 5 0 — 1 3

2•(— 3)+0-0+1-0 2• 1 +0 • 2 +1 • ( —1) 2-0 + 0-1 + 1 -3
= — 2• (-3) +,3 -0 + 2-0 - 2• 1 + 3 • 2 + 2 • ( —1) -2-0 + 3-1 +2-3

4•(-3) — 1-0 + 5-0 4■ ! + ( — 1 ) • 2 + 5■(- I) 4 . о + ( — 1) ■ 1 + 5

- 6  1 3
6 2 9 ,

- 12  — 3 14

В  А =
-3 1 О 
О 2 1 
О - 1  3

2 0 1 
-2 3 2 
4 — 1 5
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-3-2+ I • t — 2) +  u-4 -.4-0+ 1-3-( 0- I .
0 ■ 2.+ 2 ■ ( — 2) +1-4 
0-2+ ! - IK  -  2) -4-3-4

0 ■ 0 + 2-3 +1 ■ ( -- I )
0 • 0 +  i --1) • 3 +  3 ( — 1)

-3-1 +  1 -2 +  0-5 
0-1+ 2 - 2 + I -5 
0 • 1 +  < — i ) - 2 +  3 • Ъ

.4
0

3
Г)

— 6
.111
II

{ 'МИ!..
— 6 1 3 — К -  1

А В  = 6 2 9 , /i/1 = 0 *> 9
— 12 — 3 14 14 -6 1 3

Бу х,олда
Л В ф В Л .

Келтирилган мисоллардан куринадики, икки матрица купайтмаси 
учун урин алмаштириш коидаси, умуман айтганда, уринли булмас 
экан.

Бирок,, [п X  п]- тартибли А матрица билан \п X  п\- тартибли 
бирлик

1 0 0 . ° |
0 1 0 . . 0 j

0 0 0 . 3

матрица учун х.ар доим
А Е — ЕА  — А

тенглик уринли булади.
А, В  ва С матркиалар берн.ншн булсин. У х,олда 
6°’. (А 4  В) -С =  АС + ВС  
7 °. (А-В) -С=А ■ (В-С)

булади. Бу тенгликларнчнг уринли булиши матрицалар йнгинднси, 
купайтмаси ,\амда тенглиги тушунчаларидан келиб чик,ади. Мисол 
тарикасида

4 =
«11 а 12 «1:
а21 а 22 «2:

«31 ■«32 О.,
В =

*11 *12 *13

*21 Ь 22 *23

*31 *32 *33

С 11 
C2i 
с31

С 22 с 23

С 32

латриц’алар учун t i’ хоссанинг уринли булишини курсатзмиз. 
Равшанки,

а 114~ * 11 «1г4 '*12 «13+  *  |3

/1 4- В  = «21 4" *21 «22 4“ *22 «2 3+  *23

«314~*3| «32+ *32 «33+ *33

с



Энди (А-\-В)-С ни топамиз.
а и - \ - Ь п  а ]2 - \ - Ь \ п  а , \ з ~ \ - Ь 13

(Л  -\-В) - С =  « 2 1  +  ^ 2 1  « 2 2 + ^ 2 2  « 2 3 + ^ 2 3

« з | +  Ь з 1 а 32 Ь ;!2 а зз f 1>,,

А гар  |

С П С 12 С 13

С2\ С 22 £ 23 

с  .41 С 32 С 33

+

« п с !1 +  а 12с 21 +  « ; 13с 31 • f l l l C i y + « l : / :23+ «1 3C .4 3

a 3 | f  11 +  a~tfC.>\ +  « 33С at ■ Q-MC 13 +  О 32С 2 3 +  а 'Яр33

b l lC II +  ^  12С 21 +  ^  13С 31 • °1 1 С 1 3 + ^ 1 2 С 2 3 + ^ 1 3 С 33

^ 3 |С 11 +  ^32С 21 +  ^33С 31 • ^31С 1 3 + ^ 3 2 С 2 3 + ^ 3 3 С 33

+

А • С —
а 12 а ,,

«21 «22 «23 
«31 «32  «33

С 11 С12 С 13 

С 2! С 22 С 23 

С 31 С 32 С 33

^  1 IС 11 +  43 12̂ ’ 21 +  ^  ! ГзС 31 - «11 С 1 3 + а 12С 2 3 + « 1 3 С

«31 С I 1 +  «32 С 21 +  «33 С 31 ‘ «31 С 1 3 +  «32С 2 3 +  «33е 33

в-с=
by, Ьу, е  И е  12 е  13

е 21 е 22 е 23 

е 31 С 32 С 33

^  11С 1 1 +  ^12^21 +  ^  13С 31 ' ^11С 1 3 + ^ 1 - ' ! Ь ,Х  ,

^ 3 ^ 1 1  +  ^32^21 +  ^3.^31 ' ^31С 1 3 +  ^ 3 2 ^ 2 3 + ^ 3 3 ^ 3 3

булишини эътиборга олсак, юкоридаги тенглик
( А + В )  -С =  А-С +  В-С

куринишга кслишипи топамиз. Бу эса каралаётган матрицалар учун 
6°- хоссанинг уринли булишини курсатади.

Биз кжорида икки матрица купайтмаси учун урин алмаштириш 
конуни, умуман айтганда, уринли эмаслигини курдик. АмМо уларнинг 
детерминантлари учун куйидаги тасдик, уринли булади.

[п X  п\- тартибли А ва В  матрицалар купайтмасининг детерми
нанта шу матрица детерминантлари купайтмасига тенг: ^

\АВ\ =  \В-А\ =  \А\-\В\.

а
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3- §. Матрицанинг ранги
Бирор [тХп\-  тартибли

А =

a Vi 
а 22

a i„
а2„

а,„2
матрица берилган булсин. Л матрицанинг ихтиёрий k та йулини ва 
ихтиёрий k та устунини олиб, (&^min(m,  « ) )  [ЛХ^]-тартибли 
квадрат матрица тузамиз. Бу квадрат матрицанинг детерминанти 
А матрицанинг к- тартибли минори дейилади.

1-м и со л. К,уйидаги [4X5]  - тартибли
2 — 4 3 1 0
1 — 2 1 — 4 2
0 1 1 3 1
4 — 7 4 — 4 5

матрицани карайлик. Ушбу

2 — 4
=  0,

— 2 1 _ __3
1 — 2 1 1

1 — 2 1
0 1 1 =  -1 ,
4 — 7 4

— 4 
1

— 7
— 4 
- 2  -

1
— 7 -

3 
1
4 
1

-4
3

-4

=  0

детерминантлар каралаетган матрицанинг мос равишда иккинчи, 
учинчи хамда туртинчи тартибли минорларидир.

Юкорида айтилганлардан ва келтирилган мисолдан куринадики, 
берилган матрицанинг бир нечтадан k- тартибли (£==2,3, ..., 
min ( т ,  п))  минорлари булиб. уларнинг баъзилари нолга тенг, баъ- 
зилари эса нолдан фаркли булар экан.

А матрица ёрдамида хосил килиш мумкин булган барча минорлар 
орасида нолдан фаркли булган юкори тартибли минсрни топиш 
мухимдир.

Шуни айтиш керакки, агар А матрицанинг барча k- тартибли 
(&^m in (m , п)) минорлари нолга тенг булса, ундан юкори тартибли 
булган барча минорлари хам нолга тенг булади.

А матрицанинг нолдан фаркли минорларининг энг юкори (катта) 
тартиби унинг ранги дейилади ва rank А каби белгиланади.

2- ivj и с о л. Ушбу

А:

матрицанинг рангини топинг.

1 1 
1 1
1 1

а
а

аа т
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Берилган матрицанинг иккинчи тартибли минорлари бир нечта 

 ̂ “ 1 =  — 1 булади. Ш у матрицанинг учинчибулиб, улардан бири 

тартибли минори эса
1

1 1 
1 1
1 1

=  0

га тенг. Шундай килиб А матрицанинг нолдан фаркли минорларининг 
энг катта тартиби 2 га тенг экан. Демак, берилган матрицанинг ранги 
2: rank А — 2.

1 1 1 1
3- м и с о л. [3X4] - тартибли ушбу А = 1 1 2  1

1 1 3  2
матрицанинг рангини топинг.

Бу матрицанинг иккинчи тартибли минорлари бир нечта булиб,

улардан бири
2 1
3 2

Берилган матрицанинг учинчи тартибли минорлари хам бир нечта 
бул^б, улардан бири

яна бири

1

1
2
3

— 0,

Демак, А матрицанинг нолдан фаркли минорларининг энг юкори 
тартиби учга тенг, бинобарин

rank Л =  3.
1- э с л а т м а. Агар каралаётган матрица нол матрица булса,

0 0 0 . . .  0
0 0 0 . . .  О

А —

О 0 0 . . .  О

унинг ранги нол деб олинади.
2- э с л а т м а. Агар [2X2] - тартибли нол булмаган

а,, а,2 
а2| 4-22
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матрицанинг детерминанти нолга тенг булса, унинг ранги 1 деб 
олинади.

Матрицаларнинг рангини топиш куп холларда мураккаб булади, 
чунки унда бир канча турли тартибдаги детерминантларни хисоблаш- 
га тугри келади.

Куйида матрица рангини топишнинг усулларидан бирини келтира- 
миз.

и п а 12Бирор

А =
и» а.к

О  1 п

а2„

матрица берилган булсин. Бу матрицада:
1) икки йулини (устунини) узаро алмаштириш,
2) бирор йулини (устунини) узгармас сонга купайтириш,
3) бирор йулига (устунига) бошка йулни (устунни) узгармас 

сонга купайтириб кушиш
А матрицанинг элементар алмаштиришлари дейилади.

Элементар алмаштиришлар натижасида матрицанинг ранги 
узгармайди. Бу тасдикдан биз куйида матрицаларнинг рангини 
х,исоблашда фойдаланамиз. Аввало диагонал куринишли матрица 
тушунчасини келтирамиз.

Агар [m X «]- тартибли А матрицанинг a ti, а2 2, азз, •••, ass (0 ^  
^ s^ m in (/n , п))  элементларининг х,ар бири нолдан фаркли булиб, 
колган барча элементлари нолга тенг булса, у холда А диагонал 
куринишли матрица дейилади. Равшанки, бундай диагонал кури
нишли матрицанинг ранги s га тенг булади.

Айтайлик, бирор [m X  п\- тартибли

А =

а,, а,2 • . • а 1 „
а2| а 22 . . • а 2»

а  ml а m2 ■• ■ /̂/|/г
матрица берилган булиб, унинг рангини топиш талаб килинсин.

Берилган матрицанинг рангини уни юкорида айтилган элементар 
алмаштиришлар ёрдамида диагонал куринишли матрицага келтириб 
топамиз.

А матрицанинг х,еч булмаганда битта элементи нолдан фаркли 
булсин. Бу элементни матрицанинг йуллари хамда устунларини узаро 
алмаштириш, ёрдамида биринчи йул х,амда биринчи устунига 
келтирамиз. Сунг кейинги матрицанинг биринчи устунини уша сонга 
фулиб, ушбу

(7)

1 0|2 а 13 ■ . а ,

а 21 а 29 а 23 ■ ■■ а2п

^ml ат2 атЪ . .  а
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матрицами хисил киламиз.
(7) матрицанинг биринчи устуннни — а У1 га купайтириб уни

иккинчн устунига кушсак, сунг — а ул га купайтириб учинчи устунига
кушсак ва х. к. биринчи устунини — а [п га купайтириб устунига
кушсак, натижада (7) матрицанинг биринчи йулидаги а\ i =  l, кол- 
ган элементлари ноллар булиб колади.

Худди шунга ухшаш усул билан (7) матрицанинг биринчи 
устунидаги элементлари нолга айлантирилади. Бундай элементар 
алмаштиришл а р ы а тп ж а си д а

О

О U

О
u’j.t
«а*

О

il.in

a 7

матрицага келамиз. Бунда
rank Л — rank А-,

булади.
Л| матрица юкори,.;агч элементар алмаштиришпи бир неча бор 

куллаш билаи диагонал куршшшли матрицага келади. Бу диагонал 
куринишли матрицанинг ранга берилган А м а т р и ц а н и н г -  ранги 
булади.

4- м и с о л. Ушбу
1 0 2 — 4

1 4 5

3 1
7

0 10
i 2 о 0

матриц.-.! НкПГ v, I; с о бл а и г.
Элементар алмашгирншлар ёрдамида берилган матрицани диаго

нал матрниага кел га рамиз. А матрицанинг бириччи ва иккинчи 
устунларннн iyapo алмаиггнрам11з :

} 2 0 — 4
— 1 5

1 3 7
5 0 — 10
3 2 0
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Сунг биринчи йулни ~  га купайтирамиз:

1 0 — 2
— 4 — 1 5

1 3 7
5 0 — 10
3 2 0

Кейинги матрицада,биринчи усгунни 2 га купайтириб, уни учинчи 
устунига кушамиз:

1 0 0
— 4 — 1 - 3

1 3 9
5 0 0
3 2 6

Энди бу матрицанинг биринчи йулини 4 га купайтириб иккинчи 
йулига кушамиз, — 1 га купайтириб учинчи йулига, —5 га купайтириб 
туртинчи йулига ва —3 га купайтириб бешинчи йулига кушамиз. 
Натижада

1 0 0
0 — 1 - 3
0 3 9
0 0 0
0 2 6

матрицага келамиз.
Кейинги матрицада иккинчи йулни 3 га купайтириб учинчи йулга 

кушсак, биринчи устунни аввал —2 га купайтириб иккинчи устунга, 
сунг —6 га купайтириб учинчи устунга кушсак, унда

1 0 0
0 — 1 - 3
0 0 0
0 0 0
0 0 о)

матрица хосил булади.
Нихоят, бу матрицанинг иккинчи устунини —3 га купайтириб, 

учинчи устунига кушсак ва хосил булган матрицанинг иккинчи
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!;'■ ;ини — 1 га купайтирсак, диагонал куринишдаги

1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 о i!

матрицага келамиз. Унинг ранги 2 га тенг. Дсмак, rank /1— 2.

4-§. Тескари матрица

Бирор [пУ.п\- тартибли

А =

II а 12
а21 а 2 2

■ а и
■ а 2п  

• ^  <'

кг-ядрат матрица берилган булсин.
Агар А билан [ п Х п ]— тартибли В матрица купайтмаси бирлик 

ма грицага тенг булса
А В  — В А —-Е,

у холда В  матрица А га тескари матрица дейилади ва А каби 
белгиланади. Масалан, ушбу

1 — 2 1 
А =  2 0 1 

- 2  1 1

латрицага тескари булган матрица

булади, чунки

А-А~'  =

L 1 2
3 1 з"
0 1 1

2 1 4
з 1 ”3

1 - 2  1
2 0 1 •

— 2 1 1
о 1 1

1

a
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2 [I - " • • ' • I 
> f ! - 04 i i )-Л -

Энди берилган ми грин;!! а мплчрп ли,-;5»:«ii.-иг.яг мавжул булкши 
хааддаги теоремами колтрамп

Т е о р е м а .  \ар цандай хосмас матрица А нинг тескари 
матрицаси мавжуд ва у я го на булади,

И с б о т .  Ш ар п а  кура А хосмас матрица. Бинобарнн, унинг 
детерминант» нолдан фаркли булади:

О ; \ (X t о

Бу дет;д.нл!! л т  :*л«мс»тлир'|!1!;мг алгебраик тулдирувчилари 
Aik (/ — 1,2. .. , к \ 2. . a) мм л:пи0: улардан

бир элементини

•;8>

матрицами хосил киламиз. Эя ди А матрицам В  матрицага 
купайтириб, топамиз:

IS

матрицани г у л ; ,  миз. Ke<a:'>.:i «;>трнпанинг хар 
А матрицанна:' a c v ^ p M t i H i i a . М ’ ; j  б у л и б .  \ л п б у

i!

I

i + (■ •:*) .o-f i

? T + o.o+|.-=-

Л J. i . ! — 2 i -f I • ! 

: л O'i i  ( -■ i> •i 

! . ! • : f  ! ■ !

li I 0 0 1
j ' 1 1 0 

!И ‘ 0 !
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А В  С -

а |2 . . .  а,„
а „  а,,

а и \ и „о . . .  dn

21
MlI aI  

 ̂12 2̂2
" Ш  “m i

i/ii /II

пп\
Ml

М|

Апп
Т/ГГ

— - (а | ,/1| | -(-... : а, „А и) (Uu/hi f +й1п-4гп). (опАщ f . I ai„A„;l)I А 1 \/11 I /Я |
I | ] .

"7VT I I + ■■■ + а‘2пЛ |Я) — ~ (021̂ 21 + ... -\'С12п̂ 2п) -••_ГТГ (а2\АгЦ-\- ■■■ -\-CL2nAnn)\Л[ \Л\ \Л\

у̂ --- (ап\Аа п "Ь ■ • "f" 0-пп.А I n ) j r̂ ( On 1Л 21 “|~ • • • "Ь &ПП.А 2п ) - - • , . . ~ {&п\Ап\ “Ь • ■ - ~\~ОппАпп)

Агар а,1А„ +  а,А,,+  ... + а„А„1=\Л\ ( '= 1 ,2 ....... п), хамда

a iH  1/Ч_а2И2/'Ь--- + ОнИп/-О
& =  1,2..../г
j =  1,2 

;V= k
(К,аралсин, 5- боб, 2- §)

булишини эътиборга олсак, унда

Оо

Ml  ' ' 1 0 . . .  0
0 l - l / l l  . . .  0

=
0 1 . . .  о

1 0 0 . . .  1
0 0 . . .  т а -1Л|

келиб чикади. Худди шундек

В-А =

1 0 . . 0
0 1 . . 0

0 0 . . 1

1л 2 п
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булишини х,ам куриш кийин эмас. Демак,
ВА =  А В  =  Е.

Бу эса (8) матрицанинг берилган А га тескари матрица эканини 
билдиради:

А =

А  21 А п  1

" 1A  i Т а Т  ' ' ~ А \

. 4 , , , Л 22
А „  2

" \ А \ ' и Г  ' ' “ M l '

А ы л * , Л „ п

1/11 " M l  • ' м Г

Шундай килиб берилган А матрицанинг тескари матрицаси 
мавжудлиги курсатилди. Энди тескари матрицанинг ягоналигини 
курсатамиз.

Фараз килайлик, А 1 дан фаркли С матрица хам А нинг тескари 
матрицаси булсин. Унда АС — СА =  Е  булади. Ушбу

С А А ~ 1 =  С ( А А - 1) = С £  =  С,
С А А ~ Х =  ( С А ) А ~ [ =  ЕА - - А

экани келиб чикади. Бу эса А матрицанинг 
ягона эканлигини билдиради. Теорема исбот

тенгликлардан С =  А'  
тескари матрицаси А 
булди.

Бу теорема берилган матрицанинг тескари матрицасининг мавжуд 
булишинигина исботлаб колмасдан, уни топиш усулини хам 
курсатади.

М и с о л. Ушбу
1 0 — 2

А = з : 0
— I 2 4

матрицанинг тескари А '* матрицасини тонинг.
Аввало берилган матрица детерминантини хисоблаймиз:

I 0 — 2
\А\ = 3 1 0 =  — 10

- 1 2  4

Демак, юкорида келтирилган теоремага кура берилган матрицанинг 
тескари матрицаси А~~[ мавжуд. А ^ 1 матрицани топиш учун |Л| 
детерминантнинг алгебраик тулдирувчиларини хисоблаймиз:

Ап —
1 О
2 4 --=4,

3 О 
-1 4

=  12, А , ,-
3 1 
1 2
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0

2

—  2 

4
==4, Л 2, =

1

- 1

- 2

4
=  6,

1
Л  23=  j

0

2

0

1

—  2 

0
=  2, Л ; , ,=

1

3

—  2 

0
=  6, 1; 0 1 

1 j
Унда

а 21 А-м 4 4 2
Г а Г ' \Т\ |А| —  Т о ”  10" ”  Го”

А 12 А 22 А 32 12 6 6

Г а Г Та  t Т а Г "  10 10 Т о

А,з Азз 7 2 1

“ |А| \А\ Т а
—  То —  Го ' ”  ПТ

5 5 1
2 2 5

6 4 4
5 5 5

7 1 1
"  10 5 10

Э  с л а т м а. Хос матрицанинг тескари матрицаси мавжуд булмайди.

88



















система п та номаълумли чизикли тенгламалар системаси дейилади, 
бунда а м, а ,2, ... , a ln, а21, ... , а2п, ... , апь ... , апп — шу система 
коэффициентлари, Ь\, Ь2, ... , Ьп — озод хадлар берилган сонлардир.

Агар (12) системадаги х\ нинг урнига х° сонни, х2 нинг урнига х2 
ни, ва х- к. хп нинг урнига x'h сонни куйганда системадаги тенглама
ларнинг хар бири айниятга айланса, унда (я? х2, ... х°п) (12) система- 
нинг ечими дейилади.

Берилган тенгламаларни ечишда унинг коэффициентларидан 
тузилган

а \\а \2 ■

А  =
а2,а22 ■ ■ а Чп

а п\а п2 ■ ■ апп

детерминант хамда бу детерминантнинг /-устунини (/=1, 2, 
п) мос равишда озод хадлар билан алмаштирилган

а \1 а \2 ■ ■ ■ а ч -1 Ь 1 « 1 ,+  ! а in

А , . =1 а 21 а 2 2 . . ■ a 2i~l ь 2 а ■ ■ а Чп
а„ 1 а п2 ■ ■ • a  nj— 1 ь„ f  i апп

=  1, 2, ... п) детерминантлар мухим ахамиятга эга. Агар
матрицалар учун

а 1\ а 12 ■ ■ ■ а \п X, Ь\
А-- - <̂ 2| а 22 ■ • ■ 4 2 п , х х2 , в  = Ь2

а п\ а пЧ ■ ■ ■ а пп *п ь п

матрицалар олинса, унда (12) тенгламалар системаси
А-Х =  В (13)

матрица куринишидаги тенгламага келади.
Фараз килайлик (12) системанинг детерминанта к ф О  булсин. 

У холда А матрицанинг тескари матрицаси мавжуд ва
f i i 2̂1
" а' “ д” ■ ■ ■ а

Л,2 2̂2 А п2

А Т ‘ = д д ' ' д

*,« Л2п Ann
д д • • ■ д

б у л а д и .
(13) те н г л а м а н и н г Хар икки томонини А

А ~ {А Х = А ~ ' В .
Равшанки, А ~ 'А Х  == (А~' 1А ) Х =  Е Х  =  Х.

га купайтирамиз:
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Демак, матрица куринишидаги (13) тенгламанинг ечими
Х =  А ~ 'В  (14)

булади.
А~ '  ва В  матрицаларни купайтириб топамиз:

А ~ 'В  =

^11 А 21

А\2 А 22 
А '

А 2 п
” д“

пп\

Ап2
т

1̂ ' ( Ь\ А и - \ - Ь  Л . 21-\- . • • +^Ип1

у  (^|Л12+^2Л22+ ■• • ~\~Ь„Ап 2

(Ь А  1п+^2Л2„+  •■ • + ,ш)

Агар детерминантнинг ушбу
Д =  ацА 1 ci2jA21 -|- . . .  “Ь QnjAnj (/ =  1, 2, .. 
А.с/ =  Ь1Л|/-|-62Лч/ +  ••• (/ = 1, 2, ..

<2]/;/4 | / - |-< 3 2 *Л  2 /~Ь - ) ~ а я * Л п ;  =  0  

хоссасидан фойдалансак,

д Л

.,  11} . 
.. я ).

булади. Бу тенгликни х,амда X-

ни эътиборга олсак, унда (14) муносабат ушбу

4

Л
Ла
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куринишга келади. Кейинги тенгликдан эса
Д r А ^

X l  =  — ~ ,  Х 2= ~ ,

келиб чикади (Крамер формуласи). Бу х,олда (12) система 
биргаликда дейилади.

Агар системанинг детерминанти А =  0 булиб, А А , Д^ лар-
дан хеч булмаганда биттаси нолдан фаркли булса, (12) система 
ечимга эга булмайди. Бу холда (12) биргаликда булмаган система 
дейилади.

Агар Д =  0 булиб, Д , — А . =  А л. = 0  булса, унда (12) си
стема битта х,ам ечимга эга булмайди ёки чексиз куп ечимга эга 
булади.

6-м и с о л . Ушбу
2х j -[" Х‘2 — 5хл -j- Х4 =  8 
xt — 3x2— 6xt= 9 
2хг— лг3+ 2 х 1 =  — 5 
х, -f- 4х2— 7х3-\- 6х.,= 0

чизикли тенгламалар системасини ечинг. Бу системанинг детерми- 
нантини хисоблаймиз:

1
— 3 

2 
4

- 5  
0 

— 1 
— 7

— 3 0 — 6 1 - 5 1
2 2 — 1 2 — 2 — 1 2 +

4 — 7 6 4 — 7 6

1 - 5  1 1 - 5  1
+  0 — 3 0 — 6 — - 3  0 — 6 =  27

4 — 7 6 2 — 1 2
Демак, берилган тенгламалар системаси ягона ечимга эга. 

Энди А ,, Д Д „ ва А , ни топамиз.*,» *2 *3 *1
A  ̂ = 8 -А,, -)-9 -А21 — 5А31 0-у44, =

3 0 - 6 1 - 5  1 1 - 5 1

8- 2 — 1 2 —  9- 2 - 1  2 —  5- — 3 0 - 6
4 — 7 . 6 4 — 7 6 4 — 7 6

Д *,= — 108, Д * » = - 27, Д , =27.*4

=  81,

Демак,

N  ,  \
|= _ д“  = 3 , - 4 , * з= - +  = - 1 .  *«— £ * - 1 .
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3-§. Бир жинсли чизикли тенгламалар системаси
Ушбу а ЧХ 1~\~а \2Х2~У- ■ -+а 1Дл =  0

d'2\Xi~\~a22X2 +  • • •Л'О’ЧпХц — О
CtniXl~\~an2X2-h■ ■ ■~\~атгХп==̂ (15)

система бир жинсли чизикли тенгламалар системаси дейилади. Бу 
система 2-§ да урганилган системанинг Ь , = Ь 2 =  . . = Ь п =  О булган 
хусусий холидир.

Равшанки, Х[ =0, х2 =  0, . . . , х„ =  0 сонлар (15) сисгеманинг х,ар 
бир тенгламасини каноатлантиради. Бинобарин улар (18) система- 
нинг ечими булади. Одатда бу ечим (15) системанинг тривиал ечими 
дейилади.

Табиий равишда (15) системанинг тривиал булмаган (^еч 
булмаганда хи х2, . . ., хп ларнинг бири нолдан фаркли булган) ечими 
буладими деган савол тугилади.

Агар (15) бир жинсли чизикли тенгламалар системасининг 
детерминанги

а,, а 1 > . ■ а и,

д = 2̂1 а.,, . ■ а 2п

а„ I ■ а,,,,

нолдан фаркли булса ( Д^О) ,  у х,олда бу система факат тривиал 
ечимга эга булади.

Хакикатан хам, (15) система учун

=  0,

0 а |2 - • а и, а п 0 . . а

А , =
0 а 22 - ■ ain II о > 1

а.д 0 . • &‘2п

0 а „г ■ • &пп а„ 1 0 . • п̂п
а п а 12 ■ . 0

4 =
«21 а 22 . . 0

=  0

ап 1 а „2 . .0

булиб, Крамер формуласига кура х, — 0, Хц =  0,. . ., х„ =  0 булади. 
Юкорида айтилганлардан куйидаги хулоса келиб чикади.
Агар (15) система тривиал булмаган ечимга эга булса, у долда

(15) системанинг детерминанти нол булиши зарурдир.
Демак, (15) системанинг тривиал булмаган ечими шу система 

детерминанти нолга тенг булган холдагина булиши мумкин экан.
7-м и с о л. Ушбу —  v . Л- у . =  11

I— *2= 0
(16)

Я
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бир жинсли чизикли тенгламалар системасини карайлик.
Х|=0, х2 =  0 берилган системанинг тривиал ечимларидир.

(16) системанинг детерминанти

Д==
1 — 1

=  0 .

Демак, (16) системанинг тривиал булмаган ечимлари булиши 
мумкин. Хакикатан хам, берилган системанинг чексиз кун тривиал 
булмаган ечимлари мавжуд:

X,] =  /, х-2 — t (бунда t — ихтиёрий хакикий сон).

4- §. Чизик.ли тенгламалар системаси нинг умумий 
куриниши

п та Х|, Х‘2, 
иборат ушбу

. . , хп номаълумли т  та чизикли тенгламалардан

(17)

' a i l x ,  +  a l i x .i + . . • + a i / ^ / 7  =  Ь  ,

а . , ] Х | - \ - а п Ь 2 ~\-- ■ • +  а 2 Л = * 2

. а т \ Х \ ~\~ а  т 2 Х '1~\~ ■ • • ~ \ ~ ^ т п Х п

системани карайлик. Хусусан, п — т  булган холда, яъни номаъ- 
лумлар сони системадаги тенгламалар сонига тенг булганда 
(17) система 3-§ да урганилган (12) системага келади.

(17) системани урганишдаги асосий масалалардан бири унинг 
биргаликда булиши, яъни ечимининг мавжуд булиши масаласидир. 
Буэса (17) система коэффициентларидан тузилган [ т  X  л]-тартибли

А =
а ,,

а  ■ ■а\п

а 2'2 • Щ п

а  m2 • т п

матрица хамда кенгайтирилган матрица деб номланувчи [ т  X  (я +  
+  1)]- тартибли

а,, 
а21

а [2 . л  |
122 ■ "2п

а,„? . .атп * т

матрицаларнинг рангига богликдир. К,уйида бу хакидаги теоремани 
исботсиз келтирамиз.
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Т е о р е м а  ( К р о н е к е р  — К о п е л л и  т е о р е м а с и ) . (17) тен
гламалар системаси биргаликда булиши учун А ва А матрицаларнинг 
ранглари бир-бирига тенг булиши, яъни

rankA — rankA ,
зарур ва етарлидир.

Келтирилган теоремадан куйидаги хулосалар келиб чикади:
1°. Агар А матрицанинг ранги А матрицанинг рангидан катта 

булса, яъни
гапкД >  гапкД, 

унда (17) система ечимга эга булмайди.
2°. Агар А матрицанинг ранги А матрицанинг рангига тенг булиб, 

гапкД =  гапкЛ =  k 
булса, унда (17) система ечимга эга булиб, куйидаги холлар юз 
беради:

a) k< iп да (17) система ечимга эга булади ва у куйидагича 
топилади: гапкЛ=& эканлигидан шундай-нолдан фаркли камида 
битта k- тартибли минор мавжуд. Фараз килайлик улардан бири

а и . . .  a. ik
А =

0̂ 1 • • • CLkk
булсин.

Энди (17) системани бу минорга мос холда ушбу 
[й[ \ Х\ -f~. • . "Ь #1 kXk d\k+ \ Xk . 1 -f-. . . +  CL\nXn — b I

kk + \xk +-!+• • •+04,r»'„— bt
(18)

куринишда ёзиб оламиз ва Xk+\, . . . , хп номаълумлар катнашган 
^адларни унг томонга утказамиз:

|О цХ 1 +  . . .J t~a]kxlt= b l — a lk+lxk+l— . . . — a lnxn ^

+  - • ■-ha kkxk= bk— akk̂ \xk + \—■ • • — aknxn.

x*+i, ..., x„ ларни ихтиёрий тайинланган x{l +1, ..., х„ сонлар деб 
караб, бу системани ечамиз. (19) системанинг детерминанти нолдан 
фаркли булгани учун унинг ечимлари

Xа лар учунv0 v0 v0булади. Демак, хар бир тайинланган х%+\, .
(19) система ягона х'{,. . ., х% ечимга эга булиб, х°\, 
сонлар (18) системанинг ечими булади. Xk+\, . . ., х„ лар ихтиёрий 
кийматларни кабул килиши мумкинлиги сабабли (19) система чексиз 
куп ечимга эга булади. Топилган jc°, . . .  , хи, *б-н, . . .  , х" сонлар 
(17) системанинг колган тенгламаларини хам каноатлантирганлиги 
учун улар (17) системанинг дам ечими булади.

б) k =  n булганда (17) система а) холда айтилганларга асосан 
ягона ечимга эга булади.
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Демак, гапкЛ =  ranL4 =  п булгандагина 
ечимга эга булар экан.

8-м и с о л . Ушбу ,
7х, +  3х2 =  2
х j — 2jc2 -— — 3
4х,+9х2=  11

системани ечинг. Бу система учун

(17) система ягона

7 3 7 3 2
л = 1 — 2 ,А  = 1 - 2  - 3

4 9 4 9 11

булади. Куйидаги иккинчи тартибли детерминант
7 3
1

=  — 17=^0

нолдан фаркли булганлигидан
гапкЛ =  2

булишини топамиз. Агар 
7 3
1 -1
4 9

2
-3
11

=  -172+172 =  0

булишини эътиборга олсак, унда А матрицанинг ранги хам 2 га тенг 
булишини аниклаймиз: rank А — 2, rank A — rank Л =2. Номаъ- 
лумлар сони х,ам 2 та булгани учун берилган система ягона ечимга 
эга. Берилган системанинг биринчи иккита тенгламасини олиб

'7х| +  3х2= 2 >
, — 2*2= —3

системани ечамиз:

х, =

2 3 7 2

- 3 —  2
5 Х 2 =

1 - 3
_  23

7 3
17 ’

7 3
—  17

1 —  2 1 - 2

Бу топилган %\ ва х2 берилган системанинг учинчи тенгламасини хам
к,аноатлантиради:: 4х1 +  9*2=4 - (  — ^ )+ 9 - 4 | = 1 1 .  Ш у17

ндаи ки-
5 23 ••либ, Х |= — |7 , x2= -jy берилган системанинг ягона ечими булади.
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9- м и с о л . Ушбу
*1 +  *2+*3= 1 .
х >-\-х 2-\-2х 3= \ ,  

х  | -1- х  9 З х 3= 2

системани ечинг. Бу система учун
1 1 1

Л = 1 1
1 1

=  0

булгани сабабли Крамер усулини куллаш мумкин эмас. Шунинг учун 
берилган системанинг ечимга эга ёки эга эмаслигини Кронекер — 
Копелли теоремасидан фойдаланиб текширамиз. Системанинг асосий 
А ва кенгайтирилган А матрицаларининг рангини х,исоблаймиз. 
Система учун

1 1 1 1 1 1 1
А = 1 1 2 , А = 1 1 2  1

1 1 3 1 1 3  2

эканлигидан | Л | =А  =  0 ва
1 1 1

1 1
1 2

=  1+0, 1 2 1
1 3 2

=  1 ^ 0

булишидан гапкЛ =  2, гапкЛ =  3 эканлиги келиб чикади. Демак, 
тапкАфтапкА  булгани учун система ечимга эга эмас.

10- м и с о л . Ушбу
х Х 2-\- х 3=  1 

х  | “ I- х  2 “ J- 2х  з —  1 

2х ] -\-2х ,2-\-4х 3= 2

системани ечинг.
Бу система учун

Асосий

1 1 1
1 1 2
2 2 4

1 1 i
А-- 1 1 2

2 2 . 4
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ва кенгаитирилган
А =

1 1 1 1
1 1 2 1
2 2 4 2

матрицаларнинг рангларини хисоблаймиз. 
Агар \А | = Д  =  0,  ̂ *

1 2 =  1 Ф 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 =  0, 1 2 1 =  0, 1 2 1 =  0, 1 1 1
2 2 4 2 4 2 2 4 2 2 2 2

булишини эътиборга олсак, унда гапкЛ=2 ни топамиз.
Кенгайтирилган матрицадан хосил килинган барча (4та) учинчи 

тартибли матрицалар детерминантлари нолга тенг:

=  0.

Бирок, А нинг иккинчи тартибли матрицасидан тузилган детерминант: 

j  ̂ =1=^0. Бинобарин, гапкД =  2. Демак, тапкА =  тапкА =  

=  2 экан.
Энди системанинг ечимини топиш учун бу системадан нолдан 

фаркли 2- тартибли детерминант элементлари Катнашган биринчи ва 
иккинчи тенгламаларни олиб,

Х Х 2~\~ Х3=  1 .
-К 1 + *2 +  2x 3=  1

системани курамиз. Бу системадаги тенгламаларнинг унг томонига 
битта номаълумни шундай утказиш керакки, хосил булган икки 
номаълумли системанинг детерминанти 0 дан фаркли булсин. 
Масалан, бизнинг холимизда унг томонга ёки Х\ ни ёки х2 ни утказиш 
мумкин. Биз х2 ни олиб утамиз:

( х | +  *з=  1 — х.,
" (20 ) 

[ x ] +  2x:i=  1 — х2,

бу системанинг детерминанти

Д' =
I 2

=  1 ^ 0

булГани учун (20) система хар бир тайинланган х2 =  х% да ягона 
ечимга эга-булади:

\— х"2 Г  
i - x ° 2 2

1 \ - х Ч
1 1

*,= -7  = - Г 0 л 2»

Х3 д' ■X 2
=  0,
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Шундай килиб (1— х2, Х2, 0) учлик х2 нинг ихтиёрий вдйматида 
берилган системанинг барча енимларини беради.

Пировардида (17) системада Ь \ ~ Ь 2 =  . . .=  Ьт =  0 булган ^олни, 
яъни ушбу

'а 1|х1 +  а 12г2+. . . +  а 1пхп=О 
a2ix^-\-a22x2-\-. ■ ■-ha2tTxn= 0

(UI)

-a mlXl +  a m2̂ 2 +  - • •+a mnXn= 0

бир жинсли тенгламалар системасини караймиз. Равшанки, бу 
х,олда

rankA =  vankA =  k
булади. Бинобарин, Кронекер — Копелли теоремасига кура (21) сис- 
стема биргаликда булади.

Агар k ~ n  булса, у ^олда (21) система факат х, =  0, х2 =  0, . . . , 
хп =  0 булган ечимларга, яъни тривиал ечимларга эга булади.

Агар k<Cn булса, у ^олда (21) система тривиал булмаган 
ечимларга адм эга булади ва бу ечимлар юкорида келтирилган усул 
билан топилади.
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8- Б О Б

КО М П Л ЕКС  СОН ЛАР
Ушбу бобда комплекс сонлар хдкидаги дастлабки маълумотларни 

келтирамиз. Комплекс сонлар па уларга боглик комплекс узгарувчи- 
ли функцияларни кейинчалик батафсил урганамиз. Математикада 
купчилик масалаларни х,ал килиш хдкикий сонлар тупламини 
кенгайтиришни такозо килади. Мисол учун квадрат тенгламалар ва 
уларнинг ечимларини урганишда биз комплекс сонлар тупламига 
утиш зарурлигини куп курганмиз.

1-§. Комплекс сон тушунчаси
Иккита а ва Ь хакикий сонлар берилган булсин. Ушбу

a-\-ib
куринишдаги сон комплекс сон, i=  \/— 1 эса мавхум бирлик де
йилади.

Одатда комплекс сонлар битта харф, купинча г харфи билан 
белгиланади:

z — a-\-ib.
а сон 2 комплекс соннинг ^аци^ий к;исми дейилиб, Rez каби 
белгиланади, b сон г комплекси соннинг мавхум к̂ исми дейилиб, Imz 
каби белгиланади.

Демак, a =  Rez, b =  lmz.
Масалан, z =  2 +  5r комплекс соннинг хакикий кисми Rez =  2, мавхум 
кисми Imz =  5 булади.

Бирор z =  a-\-ib комплекс сон берилган булсин. Бу соннинг мавхум 
кисмидан ишораси билан фарк килувчи а — ib комплккс сон z га 
к,ушма комплекс сон дейилади ва z каби белгиланади:

z =  a — ib
Иккита Zi=a\-\-ib\, хамда Z2 =  a2-\-ib2 комплекс сонлар берилган 

булсин. Агар а\ =  а,2, Ь\ — Ь2 булса, у холда z, ва z2 комплекс сонлар 
узаро тенг дейилади ва z i= z 2 каби белгиланади.

2- §. Комплекс сонлар устида арифметик амаллар
Иккита z\=a\-\-ib\ ва Z2 =  a2 +  J*2 комплекс сонлар берилган 

булсин. Ушбу
(а | -|-аг) +i(b i  +  b2) 

комплекс сон zi ва гкомплекс сонлар йигиндиси дейилади ва Z| + Z2 
каби белгиланади:

Zi + Z 2 =  (а , -\-а2) + i (b \ -t-b2) ■
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Келтирилган коидага кура
2 +  2 =  2а

булишини куриш кийин эмас. 
Ушбу

(at — а2) +  i ( b , ~ b 2)
комплекс сон z\ комплекс сондан г2 комплекс соннинг айирмаси 
дейилади ва Z\— z2 каби белгиланади:

комплекс сон z\ ва z2 комплекс сонлар купайтмаси дейилади ва Z\Z2 
каби белгиланади:

2, -22=  (a\a2 — b\b2) + i ( a lb2 +  a2bi)
Б.у купайтириш коидаси a\-\-ib\, a2-\-ib2 икки дадларни узаро 
купайтиришдан ва (г=  — 1 эканлигини эътиборга олиб х,осил 
килинган. Хакикатан дам,

(a, -\-ib i) (а2 ib2) =a\ •a2-\-ib\a2~ya\ -ib->-\-ib[ -ib,=
=  a t 2-{-i(a\b\ +  a2b2) +  i'lbi-b2 =  (a2a2 — bib2) -f i { a lb2-\-a2bl) .

Келтирилган купайтириш коидасидан фойдаланиб

комплекс сон zi ва г2 (z2 =ф0) комплекс сонлар нисбати ёки

Бу булиш коидаси a\-\-ib\ икких,адни a2-\-ib2 икких,адга булишдан 
келиб чиккан. Х,акик,атан хам

а 1 + г&1 (а [+ '& | ) (a2 — ib2) a\a>-\-bib2-\-i(a-2b\ — а,Ь2)

Z[ — 22— (а | — а2) -\-i(bt — b2)
Равшанки,

2 — 2 =  2/6.
Ушбу

(a ta2 — Ьф 2) + i(a ib 2 +  a2bi)

z-z =  a2-\-b2
булишини топамиз. 

Ушбу
а г а2 +  Ь,Ь2 _а2Ь { - а 2Ь2
--- т,----т,—  +  I----TV--- т ~Q>) -f* а2 2̂

булинмаси дейилади ва

г а,-а, +  6,-й, а ,й ,— а,й0
( 1)

и bibo cir,bt —cî brf
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М и с о л. Ушбу
21 =  1 — i, Zi  —  1 -\-i

комплекс сонларнинг нисбати —  ни топинг.
г2

Юкорида келтирилган (1) коидага кура:
l —i
i -\-i

I — 1 , ; — I -* 4” i — .....H-1 r  I + 1 о — i =  —i.

3- §. Комплекс сонни геометрик тасвирлаш
Хакикий сонлар туплами Ох укида тасвирланиши бизга маълум. 

Комплекс сонларни геометрик тасвирлаш учуй биз текисликда Оху 
Декарт координаталари системасидаи фойдалаиамиз.

z =  a-\-ib комплекс сон учун а бирликни Ох укига, Ь бирликни эса
О у укига куйиб мос М (а , Ь) нукта оламиз (27-чизма). М  нукта 
z комплекс соннинг текисликда геомет
рик тасвири дейилади. Равшанки, х,ар 
бир комплекс сонга текисликда битта 
М  нукта ва аксинча текисликдаги х,ар 
бир М  нуктага битта комплекс сон мос 
келади. Демак, комплекс сонлар тупла
ми билан текислик нукталари орасида 
узаро бир кийматли мослик ^рнатилган 
булиб, Оху текислик (шу мосликни 
назарда тутиб) комплекс сонлар те- 
кислиги дейилади.

Координаталар боши 0 нукга билан 
М  ни бирлаштирувчи ОМ кесма узунлиги с га z комплекс соннинг 
модули дейилади ва |z| каби белгиланади.

Пифагор теоремасига кура

Izl =  -y/a2-f ft-

эканлигини куриш кииин эмас.
ОМ вектор билан Ох ^ки орасидаги а бурчакка 2 комплекс соннинг 

аргумент дейилади ва argz каби белгиланади. Демак, 0 ^  argz<2n
27- чизмадан куринадики.

а . Ь .. , bcosa=- ,  s m a = — еки tga =  — г г а (2)

булиб, бу формулалар ёрдамида комплекс соннинг аргументини 
топиш мумкин.

М и с о л .  Ушбу z = l — i комплекс соннинг модули ва аргумента 
топилсин.

I:1 =  д/12-М  — 1) '' =  д/2 булиб, сosa = sina = I эка-
V 2 У2

нини куриш кийин эмас. Бу тенгламалар [0, 2я) оралигида ягона
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аж= ечимга эга.  Д е м а к ,  (2) тенгликлардан a =  rco&a, b — rsina  

ифодаларга  эга булиб, бундан эса z =  a-\-ib комплекс сонни
2 =  rc os a  +  /rsina =  г ( c o s a  - f  /sina)

куринишда ёзиш мумкинлигини курамиз .  Комплекс соннинг бу 
куриниши унинг тригонометрии шакли дейилади.  Комплекс соннинг 
бундай куриниши катор кулайликларга  олиб келади.

Ф а р а з  килайлик,  zi ва z2 комплекс сонлар
21 =  г 1 ( cos a i  - j - i s i n a i ) ,  22 =  r2( c o s a 2-H 's ina2) 

тригонометрик шаклда  берилган булсин. Бу ерда
T\ =  \zx\, г 2 =  1221, o c i = a r g z i ,  a 2 =  a r g 22 

г 12 [ • 2 2 купайтма ва  —  нисбатни карайлик .
г 2

21 •22 =  /'i -/^(cosai  + / s in a i )  ( c o s a 2 +  Zsina2) =
=  r2r2[ ( c o s a ,  c o s a 2— s in a i  - s i n a 2) -\-i( c o s a i s i n a 2-f- 

+  s i n a i c o s a 2) ] =  ^ir2[cos ( + a 2) + i s i n  ( a t -\-a2) ]

булиб, бу тенгликдан \zt - 22| = r t - r 2, a r g (zt -z2) =  a r g 2 i -\-argz2 
эканини курамиз .

Юкоридаги коидадан куринадики,  иккита комплекс сон купайти- 
рилганда ,  купайтманинг  модули модулларнинг  купайтмасига ,  а р г у 
мента эса аргументларнинг  йигиндисига тенг булар экан.
М и  с о л .  2 | =  1—г, 22=  — 1+/ комплекс сонлар учун 2 i - 22 топилсин.

I | =  д/2 , 1221 =  д/2 , |2 |2 2| =  д/2 • д/2 = 2  эканлиги равшан.

a r g  2 i==—  a r g  2 | =  - ~  б^либ, a r g  2 , -2 2-r- a r g  2 , +  a r g  г 2=-

7л  , Зл Юл n  г 9 л /  л  , . • л  ч л
=  —̂—|— 4 "=: —Т” ^ е м а к > ■ 2“ =  2 (с os— - (- 1 sin ~ ) = 2 с .

Худди шунингдек биз —  нисбат учун —  j =  J  -,
z2 z2 I I г21

21 . a r g — = a r g 2 , — a r g  2 2 эканини куришимиз мумкин.
Z 2

Энди комплекс соннинг д а р а ж а с и  z'1 ва илдизи дjz  ифодалари 
билан танишайлик.
Таърифга кура  z a =  z -z-.  . .■ z булиб, zn =  r n (cosrca - j - i sin t i a ) эканли-

n nta
ги р а в ш а н .

Д е м а к ,  \z\n= \z\n, a r g  zn =  ti a r g  2 булади.  дjz  микдор дара-
ж а г а  тескари амал  булиб, у куйидагича  а н и м а н а д и :  берилган
2 комплекс сон учун ушбу

W n= z  (3)
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тенгламанинг  ечимлари z комплекс сондан олинган п- Заражали
илдиз дейилади ва д/z каби белгиланади.  (3) тенгламани ечиш учун
2 ни z =  r ( co scc+ / s in  a ) ,  W ни эса \F =  ./?(cos(p +  / sin ф) шаклда  
ифодалаймиз.  У холда (3) тенглама

R "(cosncp +  z sin nip) =  r ( c o s a  +  i s in a )  (4)

куринишини олади. Аввал о  (4) тенгликнинг хар иккала  томонидаги 
комплекс сонларнинг модулларини хисоблаймиз:

I R n (cos гсф +  г sin /2ф| =R",  | г (cos a-\-i  sin a )  | = r .
Д ем ак ,  R " = r .

Энди комплекс сонларнинг тснглиги тушунчасидан фойдаланиб
(4) тенгликдан топамиз:

cos «ф =  соэа ,  s inmp =  s i n a .
Шундай килиб, куйидаги тенгликларга  келдик:

R " = r , c o s ^  =  cos a, s i n ^  =  s i n a .
п ,— u

Бу ерда R "=/- тенглама ягона R =  -Jr  ечимга эга булади.
c o s ^  =  c o s a ,  s i n ^  =  s i n a  тенгликлардан яф =а- | -2 &л ,  A e Z  

булиб, 0 ^ ф < 2 л  шартни каноатлантирувчи барча  ечимлар —,

а-\-2л  a  +  2 ( n  — 1 ) л  ^  гг---------- J——--------------------  л а р д а н  ибора т  Д е м а к ,  (3) т е н г л а м а  п та

ечимга эга булиб, улар  куйидаги формулалар ёрдамида топилади:

I F ,=  д/г (cos-—+  «sin—),v ' п ' п ’

W ,=  \Гг ( c o s - ^ i ^ + Z s i n ^ - 2^ ) ,  (5)v п п
,v , " Г  / a +  2 ( я — 1) л  . . . a +  2 (п — 1 ) л ч
W п=  л]Г  COS-----'---- ---------- ------ h i  s i n ----- !— 5

v п п
3 ,-----------

1-м и с о л .  д/1+г ни хисобланг.
Аввало 1 + г  комплекс сонни тригонометрик шаклда ифодалаймиз. 
Маълумки ,  бу сон учун 2 =  д/2, ф =  демак ,

1 + i =  д/2 (cos-^ +  is in-|) .
з  

. Энди д/1 — г ни хисоблаймиз.

.. ' —  +  2/гл —  -\ -2 k nз ,------- 6 а 4
д/1 + г  =  д/2 (cos—— -̂------1-/sin:-----------) =

й i n  / л  I • • л  +  8 6  л; ,=  д/2 (cos ------j - i s i n - ^ — )

булиб, бу ерда £ =  0,1,2.
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2-м и c o j i .  \j\ ни хисобланг.
Худдн аввал ги  мисолга ухшаш бу ерда хам 1 сонини тригоно

метрик шаклда  ифодалаймиз:
1 =  1 (cosO +  /sinO).

Бу илдизлардан биттаси хакикий сон б^либ, у 6 =  0 да  1 га тенг, 
колган илдизлар эса комплекс сонлардир.

f ( x ) = a  „х п +  а - f  а ,* +  а  0

куп хад  берилган булсин. Бу к у п хад  юкоридаги теоремага  кура  
камида  битта оц илдизга эга.  Шунинг учун.

f(x) =  (x — a i)  -ф! (х)

тенглик уринли булади,  бунда ф, (*)  к у п х а д  булиб, унинг д а р а ж а с и  
п — 1 га тенг.

Агар ц>{(х) нинг д а р а ж а с и  п булиб; п >  1 булса,  бу к у п х а д  хам 
теоремага  кура  камида  битта о.2 илдизга эга булади:

ф, (X) =  (х 0С-2) ф2 (*)  ■

Бу ерда ц>2(х) — купхад .  Н а т и ж а д а  берилган ку пхад  
f(x) =  (x — at) (х — а 2) -Ф2(х) 

куринишни олади. Бу жараённи давом эттириш билан 
f(x) = а п(х — а , )  1х — а 2). ,.{х — а п) 

тенгликка келамиз.  Кейинги тенгликда а ьа 2, . . . ,а„ орасида узаро 
бир-бирига тенглари булиши мумкин. Шуни эътиборга олсак,

f i x ) = a „ {x  — a l) k'{x) — <x2) k\..ix — a s) ks (3)
булади,  бунда Л| +  Лг+--- +  *«==п. i¥=j л арда  a i=̂ =al ( i , j=  l , 2 , . . . . s ) . 
(3) тенглик уринли булганда  а т сон (яг =  1,2, ..., s) f ix )  купхад-  
нинг кт каррали илдизи дейилади.  Н а т и ж а д а  куйидаги теоремага  
келамиз.

Т е о р е м а .  ( А л г е б р а н и н г  а с о с и й  т е о р е м а с и . )  Ихтиё
рий п-даражали ( п ^  1) купхад п та илдизга эга (бунда щ р  бир 
илдиз неча каррали булса, шунча марта уисобланади).



9- Б О Б

ЮК.ОРИ ДАРАЖАЛИ ТЕНГЛАМАЛАР

Ушбу
a n̂ cn-\-an_ ix n ' - ( - • • •  x-\-at)= 0  (1)

куринишдаги тенглама п- даражали тенглама дейилади,  бунда 
а  о, а, ,  а п ихтиёрий хакикий ёки комплекс сонлар ва а пФ  0.

Агар х п сонни (бу сон хакикий  ё комплекс булиши мумкин)
(1) тенгламанинг  чап томонидаги х нинг урнига к\’ йганда ифода 
айнан нолга айланса :

а н— 1 Х0 ' "Ь а I *0~1~ й0 =  0, 
у  х,олда х0 сон (1) тенгламанинг  ечими дейилади.  Берилган 
тенгламанинг  барча  ечимларини топиш уни ечиш дейилади.

(1) тенгламани ечишда купх ад  ва  улар хакид аги маълумотлар 
мухимдир.

1-§. Купх,адлар
Бутун д а р а ж а л и

f ( x ) = a nx n-j-an_ixn ' +  . . .+а|Х +  а 0

функция п- даражали купхад  дейилади,  бунда а,„ а ,........  а„
купхаднинг  коэффициентлари, п эса купхаднинг  дараж асидир .  
Умумиятга  зиён келтирмасдан а п=£0 деб фараз килинади.

Иккита

■ f ( x ) = a rix"-\-an_ lx" 1 -f- ... -\-а{х-\-а(), 
ф(х ) =  b,jcn-{-bn_ ix" +  b +

ку п хадлар  берилган булсин. Бу купхадларнинг  бир хил д а р а ж а л и  
узг арувчилари олдидаги турган коэффициентлар бир-бирига тенг 
булса,

a k= b kk =  0 ,l,2 ,.. .,n),

у  х)олда бу к у п х ад л ар  бир-бирига тенг дейилади ва f(x)  =  ф(*) каби 
ёзилади.

Куп хадлар  устида  кушиш,  айириш ва  купайтириш амалларини 
б аж ар иш  мумкин.
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Икки купха д йигиндиси, айирмаси ва купайтмаси яна  купх ад
булади.

f (x)  ва g( x)  купха дл ар  учун шундай (ягона)  q(x)  ва г ( х ) 
купхадл ар  гопиладики, г(х)  нинг д а р а ж а с и  g(x)  нинг д а р а ж а с и д а н  
катъий кичик булиб,

f ( x ) = g ( x ) q { x ) + r ( x )  ( 2 )

тенглик баж арилади.  q(x)  ку пхад  f (x)  ни g(x)  га булишдан хосил 
булган булинма, г ( х ) га э с а  колдик,  дейилади.

Агар (2) тенгликда г(х)==  О булса ,  у холда f ( х)  куп хад  g( x)  га 
булинади  дейилади.  Бу холда g ( x ) куп хад  f (x)  купхаднинг булувчиси  
дейилади.

Бирор f (x)  купхад  ва бирор с с о н  берилган булсин. Агар f  (с) =  

=  0 булса ,  с сон f (х)  к у п х а д н и н г  илдизи дейилади.
Т е о р е м а , [ ( х )  щпцадни х  —  а кущ адга булишдан л; ос ил булган 

цолдщ берилган купхаднинг х  =  а даги циймати f(a ) га тенг булади.
И с б о т .  f (x)  купхадни х  — а  га булганда  булинма q(x) ,  колдик 

эса г(х)  булсин. Р а в ш а н к и ,  бу х о л д а  г(х)  уз гарм ас  булади.  Уни 
г ( х ) = с  д е б  с х л а й л и к .

Унда
f (x)  =  ( x - a ) q ( x )  + с  

булади.  Бу тенгликда х =  а  дейилса,
с =  /( а )

булиши келиб чикади.  Бу эса теоремани исботлайди.
Бу теоремадан куйидаги натижа  келиб чикади:  
а сон f ( x ) купхаднинг илдизи булиши учун f (x)  нинг х  —  а  га 

булиниши зарур ва етарлидир  (Безу теоремаси) .
Агар f (x)  ку п х а д  х — а  га булиниши билан бирга (х — а ) к га 

Хам булинса ( k > \  булган натурал сон) ,  а  сон f (x)  купхаднинг 
каррали илдизи  дейилади.

Шуни таъкидлаш лозимки, f (x)  купх ад  (х — а ) к га булиниб, 
(х  — a ) k + i га булинмаса ,  а  сон f (x)  нинг k каррали илдизи  дейилади. 
Бу холда f (x)  купхад

f (x)  =  (х — а ) к ф ( х )  

куринишида ёзилиб, ср(х) к у п х а д  х  — а  га  булинмайди.

2- §. Алгебранинг асосий теоремаси

Куйидаги теоремани исботсиз келтирамиз.
Т е о р е м а .  Даражаси бирдан кичик булмаган ихтиёрий купхад 

камида битта, умуман айтганда комплекс илдизга эга.
Ф а р а з  килайлик ,  бирор п- д а р а ж а л и

f (x)  = a nx n-\-a„^iXn ' 1 Н---------------\-atx +  a 0
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к у п хад  берилган булсин. Бу куп \ ад  юкоридаги теоремага  кура  
камида  битта он илдизга эга.  Шунинг учун.

f ix )  =  (х — 0С|) -ф|(х)

тенглик уринли булади,  бунда ф| (х) к у п хад  булиб, унинг д а р а ж а с и  
п — 1 га тенг. "

Агар п >  1 булса,  бу ц>\(х) к упхад  дам  теоремага  кура  камида  
битта а 2 илдизга эга  булади:

ф| (-0 =  (* — а 2)ц>2(х).
Бу ерда  ц>г(х) — купхад .  Н а т и ж а д а  берилган ку пхад

f (x)  =  (х — а , )  (х — а 2) ■ ф 2 (х)

куринишни олади. Бу жараённи давом  эттириш билан

f ( x ) = а „ ( х  — а , )  (х — а 2)...(х — а п)

тенгликка келамиз.  Кейинги тенгликда  а : , а 2,..., а п сонлар орасида 
узаро бир-бирига тенглари булиши мумкин. Шуни эътиборга олсак,

f ix )  = а „ (х  — а  {) к[(х) — a 2) k2...(x — a s) K (3)
булади,  бунда k, +  &2 +  ••• + k s =  n, i=£j л ар да  а , ф а ,  (i,j =  \,2,...,s).
(3) тенглик уринли булганда  а т сон ( т  =  I,2, . . . , s)  f(x)  купхаднинг  km 
каррали илдизи дейилади.  Н а т и ж а д а  куйидаги теоремага  келамиз.

Т е о р е м а  ( а л г е б р а н и н г  а с о с и й  т е о р е м а с и ). Ихтиё
рий п-даражали (п ^ 1 )  кущ ад п та илдизга эга (%ар бир илдиз 
неча каррали булса, шунча марта %исобланади).

3- §. Юк,ори даражали тенгламаларни ечиш

Алгебранинг  асосий теоремаси мухим назарий а х а м и я т га  эга.  
Гарчи у

аоХп diXn 1 ап — 1 х fln =  0 (4)
(a0lai, an£R)

тенгламанинг  п та  ечими мавжудлигини ифодаласа хам,  умумий 
холда тенгламанинг  бу ечимларини топиш алгоритмини аниклаб 
бермайди.  (4) тенгламани ечиш масаласи  хозирга к а д а р  ка тта  
муам м о  булиб,  у  айрим хусусий холлардагина хал этилган.

Одатда,  (4) тенгламанинг  ечими a Q,a l...,an̂ l,an коэффициентлар
устида кушиш,  айириш, купайтириш,  булиш ва илдиз чикариш 
амалларини баж ариш дан  хосил булган ифода билан аникланса ,  
у холда (4) тенглама рад икал лар да  ечилади дейилади.

Шуни таъкидл аш  лозимки, а г ар  a  =  a-\-ib комплекс сон 
Р(х) — а0хп-\-а\хп~ 1 + . . .  +  а л-  ix +  a„ =  0

тенгламанинг  ечими булса,  Р ( а ) = 0 ,  у холда а  соннинг кушмаси 
a  =  a  — ib комплекс сон хам шу тенгламанинг  ечими булади.  
Х,акикатан хам
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Р (г)  = P ( z )  булганлиги сабабли

Р{ а) — Р (а  — ib) = P ( a  +  ib) = P ( a  +  ib) = 0  =  0

булади.  Бу эса а  комплекс сон (4) тенгламанинг  ечими булишини
билдиради.

Н а т и ж а . Агар
a Qxn +  a ix n~l +  ... +  a n_ ]x +  a n= 0

тенгламанинг даражаси п ток, сон булса, у х,олда тенглама камида 
иитта уан^и^ий ечимга эга булади.

Энди (4) тенглама  р ади кал лар да  ечиладиган х,олларни келтира- 
миз.

\°.п=\ булсин. Бу холда (4) тенглама  
а {]х-\-а, =  0 (а0Ф  0)

а \ ■■куринишга келади ва унинг ечими х — ------- булади.
а о

2 ° .п = 2  булсин. Бу \олда (4) тенглама

а ^ 2-\-а,х-\- а ,)=0 (а0фО)

- куринишга келади ва унинг ечимлари

- а ,  +  д / a f  — 4аиа2 ^  — а, — д / a f  — 4а„а2. , . ~4ач“
" 2 а 0 ' 2 а„

булади.
3°.п==3 булсин. Бу ^олда (4) тенглама

a frt 3+ a , x 2- f  а^с-\-аъ — 0 (а о^=0) (5)

куринишга келади.  Бу тенглама куйидагича  ечилади:
1) (5) тенгламанинг  х;ар икки томонини «о га буламиз.  

Н а т и ж а д а  (5) га эквивалент
x i -\-b]x 2-\-b.2x Jr b i = 0  (6)

akт еи гл ам ага  келамиз ,  бунда  bk= —  ( f e = l ,  2, 3)
ао

Ь\2) (6) те н глам ада  х =  у----- - алмаштириш б а ж а р а м и з .  Унда

(6) тенгламанинг  чап томонидаги купх,ад

(У---- 3+ ^ 1 ( У ---------- 2jrb o (y --------- 77") + ^ з  =3 / I -  и »  з / I - ' V» з

о b 2\ b , b 9 2 q
=  У +  ( Ь 2 -----д-) У +  (Ь 3 3 Ь “2^^ 1 )

куринишга келади.  Агар
ь\
3 г ' 3 1 27

, Й1 , I 2 . 2 , з
ь2-----,  Ья------7,— \—Ч7ь \ — Я
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деб олинса, унда  (6) тенглама
y 3+ p y  +  Q =  0 (7)

куринишни олади.
Шундай килиб берилган тенгламани ечиш (7) тенгламани ечишга 

келади.
3) (7) тенгламанинг  ечимини

У =  и +  и ( 8 )

куринишда излаймиз.  Бунда  и ва и

«■£/=— £ (9)

шартни каноатлантирсин.  Юкоридаги (8) ва (9) муносабатларни 
баж арувчи  и ва v ларнинг  мавж удли ги  уларнинг

* * - » / -  | = 0

к в а д р а т  тенгламанинг  илдизлари экаНлигидан келиб чикади (Виет 
теоремасига к у р а ) .

4) Олинган y — u-\-v ни (7) тенглам ад агй у нинг ^рнига ку ям из :

(u +  v ) 3+ p ( u  +  v) + q  =  0.

Бу тенгламанинг  чап томонидаги кавсларни очиб, сунг  уларни 
группалаб

и 3-+3 и 2v-\-3uv 2- f y  3-\-pu-\-pv-\-q =  0
ёки

(и 3_Ь v 3-Ь q) +  (3 u v -\-р) (ы +  v) = 0  (10)
булишини топамиз.

Юкорида келтирилган ии= — ^  муносабатдан Зыо +  р =  0 б>либ,

(10) тенглама  u3-\-v3-j-q =  0, яъни u 3-\-v3= — q куринишни олади. 
Н а т и ж а д а  y i -\-py +  q =  0 тенгламани ечиш

( u ? + v * = - q ,

и^ =  _ Z
I 27

системани ечишга келади.
5) Кейинги u 3+ y 3= — q,

„ v =  - f i

тенгликлардан к^ринадики,  изланаётган и ва v нинг кублари и3 ва vA 
ушбу

z 2 +  q z ---- gy = 0
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кв а д р а т  тенгламанинг  ечимлари булади.  Бу кв адр ат  тенгламани ечиб 
топамиз:

Д е м а к ,

2 = _ 1 , -д [£1 Z г л /У, ^
1 2 у  4 2 7 '? 2 ' V 4 ' 2 7 ’

UJ =  Z , =  — 1  +  (11)

. з _ „  _  Ч -у | Р3
« з= ^ = - ; —  V T + - 2 7 -  <12>

6) (11)  ва (12)  дан

3
I.VV - f + V ^ ' t’- \ / - ! - y ff+£ ,i3’

булишини топамиз.  Д е м а к ,  (7) тенгламанинг  ечими

</ = « + «= д/-|+ V'V+l? + Д /Т- V^+ 27 (14)
булади.  Одатда (14)  тенглик Кардано формуласи дейилади.  Кардано  
формуласи икки х а д  йигиндисидан,  яъни и-\-v дан иборат булиб, х,ар 
бир и ва и лар  уч тадан кийматга  эга.  Бунда и ва v ларнинг  ихтиёрий 
кийматларидан тузилган и-\-и йигиндининг кийматлари 9 та булади.  
Бу кийматлар ичида учтасигина (7) тенгламанинг  ечими булиб, 
бундаги и ва и нинг кийматлари

Рu v = -  з
муносабатда  булади.

7) Айтайлик,  и ва  v нинг (13) муносабатни каноатлантирувчи 
кийматларидан бири и\ ва v\ булсин. Унда:

• 1 +  ( л/ 3 — 1 — /л/3 — 1 — /д/3 Г1 _  - ] + < V 3. 1 V , ,  11 _________________V___ , ,  71 . — _____________I----- 7 1 .  и  о ---------------------: ------------
*'2  ~

булади.
2 и„ = ---------— 1 м„ у 2= ------- - + L- Уз— -------- 2~-------У| -

8) (7) тенгламанинг  ечимлари
«/, =  « ,  +  « ,

г/2=  — у ( м ,  +  У,) + “ - ( « ,  — о, ) ,  (15)

У з =  — 2 ^ и ' +  У|) _  * 2 ' '  У|)
ь,

б^либ, берилган тенгламанинг  ечимлари эса х, =у\

Х-. =  ;/2 ; •*3=У3 — -у- б ул ад и .

М и с о л . Ушбу
* 3 — 9x2 +  2 U  — 5 =  0

тенгламани ечинг.



Берилган т енглам ад а  х — у — 3 алмаштиришни б а ж а р а м и з :  
(у  +  3 ) 3- 9 ( у  +  3 ) 2 +  21 (у +  3) - 5  =  0,

яъни

у л — 6 «  +  4 =  0.

(14)  формуладан фойдаланиб топамиз:

u =  V  -  2 +  \ ‘« " *  =  V - 2  +  2/-

Бу куб илдизнинг кийматларидан бири « i =  1 -)-/ булади.  Унда

булиб, (15)  формуладан фойдаланиб топамиз:

У1 — 2, у 2=  1 д/3 , i/з =  — 1 -f- д/З.

Берилган тенгламанинг  ечимлари:

X I = 5 ,  * 2  =  2 — д/3 , * 3= 2 +  д/3

4° .  п = 4  булсин. Бу холда ( 4 )  тенглама

а 0х4+ а , х я+ а 2* 2+ а :)*  +  а :(= 0  ( а (1̂ 0 )  (16)

куринишга келади.
Аввал о  куйидаги содда леммани келтирамиз.
Л е м м а .  Х,ар кандай

ах2 +  6*  +  с ( а ф  0)

квадрат у ч щ д  чизикли kx-\-l иккиуаднинг квадратига тенг булиши 
учун унинг Ь2— 4ас дискриминанти нол булиши зарур ва етарли. 

И с б о т .  Зарурлиги. Айтайлик,
ах2 -\-bx-\-c= (kx-\-l)2

булсин. Унда
ах1 +  bx -f- с — k2x2 -f- 2 klx + 12

булиб,

a = k \  b ^ 2 k l ,  c = t 2
булади.  Н а т и ж а д а

1 b2 — Aac =  Ak2l 2 — A-k 2- /2 =  0

булиши келиб чикади.
Етарлилиги. Берилган ах2-\-bx-\-с к в а д р а т  учхаднинг  дискри

минанти нол булсин:
Ь2 — Аас =  0.



ax2+ b x  +  c =  ( л/ах +  - ^ ) 2+ с  — ~ =

=  ( д/а х -\----- -) " 4 -  h ■■■ ( д/а jt -f--------- ^ )  ‘
' v ' 2^J а ' 4а V 2 д/а

булади.  Л е м м а  исбот булди.
Берилган (16) тенглама куйидагича  ечилади:
1) (16) тенгламанинг х,ар икки томонини ао га буламиз. Натижада

х4 Ь\хл -(- Ь%х2 ЬзХ-\- Ьа =  0  (17)

тенг лам аг а  келамиз,  бунда bk=  —  {k =  1,2,3,4).
ао

2) (17) тенгламанинг  чап томонидаги купхадни,  хозирча 
номаълум хисобланган у  ни киритиб, куйидагича  ёзамиз :

х 4-f- b \Х *4 " b_х 4~ bуС -j- 4=

=  i v . ^ 4 -  | ) l’— ~ Т  ~ у х ' +■

У х,олда

У \ 2-\-Ь .̂ Х'~\~ Ь 3Х Ь  А— (*  + - 2_-ДС+  2 7

-  [ ( 4  +  У - Й2)Х2+  ( - Т — * э ) * +  ( т ~ Л«) ]
У х,олда (17) тенглама ушбу

( х 2 +  -£-х +  ± У 2-  ( ~  +  У - Ь ^ ) х2+

+

куринишга келади.
3) Юкоридаги (18) тенгламада  к а тн аш га н  у ни шундай 

танлаймизки,  н ати ж ада

(~ 1  +  У — Ь ^ х 2+  (  — b^ х  +  ( - ,  — ь )

кв а д р а т  уч хад  чизикли иккихаднинг  квадрат ига  тенг булсин. Бунинг 
учун,  л емма га  кура ,  к в ад р ат  учхаднинг  дискриминанти нолга тенг 
булиши зарур ва етарли:

Равшанки,
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ь*уг
4 y~- — - j -y  ’-f- b2y~-\- b]b | 4yb4— 4b-,bi=

=  y i j r b 1y - — (b tb ,-f- 4/;, )//+ (b~-\r b \b -  ,).

Н а т и ж а д а  (17)  тенглама

У^Л-Ь^У"— (b{b-л-\-4b,\)у (bЛ-\~Ь]Ь_| — 4b.2,b.\) = 0  (17' )

куринишга келади.  Бу у  га нисбатан учинчи дар аж ал и тенглама дир.
4) Айтайлик,  у\ юкоридаги (17' )  учиичи д а р а ж а л и  тенгламанинг  

бирор ечими булсин. У ,\олда у =  у\ булганда

( ^ -  +  У1 — Ь .^ х -+ (  /'!|/| — Ь^х +  ^  - b ^ =  (kx +  l ) 2

булиб, берилган (17)  тенглама ушбу

( х 2+  ~^х + у± У - ( к х  +  1)- =  0 ^

=>■ (х~-\-— х-\- —  -\-kx-{-l) (х2-\- -—х —-— kx — /) =  0 

куринишни олади. Дар бир купайтувчини нолга тенглаб 

х2-\- ~ х  -'-[у- kx -f- / =  0 ,

■' I Й| I !h  и  1 пх +  - 2-х-Ь -2 — kx — /=.-0

иккита кв адр ат  тенгламага  келамиз.  Бу тенгламаларнинг  4 та ечими 
булиб, улар  берилган (16) тенгламанинг  ечимлари булади.

М и с о л . Ушбу
х4 -f- 2л:3 — 6х2 — 5х +  2 =  0

тенгламани ечинг.
Бу тенгламанинг  чап томонидаги купх,адни куйидагича  ёзиб 

оламиз:

х4 +  2х 3 — 6х2 — Ъх-\-2 =  {х2-\-х-\-~^ —ух2—х 2— 

ху ~ 6j t — Бх -\-2 =  х +   ̂ —

— £(*/ +  7) * “+  (// +  5)x- f -  (^~— 2^

Унда берилган тенглама куйидаги куринишда булади:

( х 2+ * + ! ) 2- [ ( у  +  7 ) * Ч ( У  +  5 ) * + ( - ^ - 2 ) ] = : 0. (19)

Сунг  ( у - ( - 7 ) х 2+  (г/+  5 ) jc +  ^—j---- 2^ кв ад рат  учх,аднинг дискрими-
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/ 2  \
= 0 .w . , W ■ - у 4 7

Равшанки

нантини  н ол г а  т е н г л а и м и з :

(y  +  5 ) 2 _ 4 ( ^  +  7 ) ( Z  — 2 )  =  0. (20)

(У +  5 ) 2—4 ( у  +  7) — 2 )  =  у 2+  Юг/ +  2 5 —у а 

- 7 у 2+ 8 у  +  5 6 =  - у 3-6. г/2+  18г/ +  81 .

Унда (20) тенглама г/3 +  6у2 — 1 8 у — 8 1 = 0  куринишга келади.  Бу 
тенгламанинг  битта ечимини топамиз:

у3 +  бу2 — 18г/ — 8 1 = 0  =>- у 3 +  3</2 +  Зу2 +  9 у — 2 7 у — 81 = 0  => 
=*' У2{У +  3) +  3у (у  +  3) — 2 7 ( у +  3) = 0  =>- 

=► (У +  3) (у2-\-Зу— 27) = 0  =$- y i =  3.
Бу у | =  — 3 ни (19) тенгламадаги  у нинг урнига ку ямиз :

( х 2+ х — [ 4 х2+ 2 х + ( ~  — 2 ) ] = 0 .

яъни

( W * - | )  - ( 2 х  +  - у )  - о .

Кейинги тенгламанинг  чап томонини купайтувчиларга  ажратиб ,
(х2-\-Зх — 1) (х2 — х — 2) = 0 .

тенглам аг а  келамиз.  Равшанки,
х 2 +  3 х — 1 = 0 ,  
х2 — х — 2 =  0

булиб, бу кв а д р а т  тенгламаларнинг  ечимлари:
• - 3 + у т з  , - з - ^ т з  „  „

Х\ = ------- --------, * 2— -------2 ----ва  х,  =  2, х 2=  — 1.

Шундай килиб, берилган x4- j -2x3 — 6х2— 5х +  2 =  0 тенгламанинг  
ечимлари:

■ „ - 3 + V T 3  .. - з - у т з  0 _
Л  2----  S , - * 3 —  ‘■1 д 4 ----  *•1 2 ’ z 2 

п ~^5 бул га нд а  (4) тенгламанинг  ради кал ларда  ечилиши масал а-  
си хд кида  куп изланишлар олиб борилган.  Н а т и ж а д а  куйидаги 
хулосага  келинган.

Агар (4) тенгламанинг  д а р а ж а с и  беш ва ундан ка тта  булса,  
у  холда (4) тенглама умумий холда рад икал лар да  ечилмайди.

Энди юкори д а р а ж а л и  тенгламаларнинг  рад ик ал ларда  ечилади- 
ган айрим хусусий холларини келтирамиз.

а )  И к к и  х а д л и  т е н г л а м а .  Ушбу
ax'l -\-b =  0 {аФ  0) (21)
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куринишдаги тенглама икки %адли тенглама дейилади.  Бу т е н г л а м а 
нинг ечими:

М и с о л .  х 5-)-32 =  0 тенгламани ечинг.
Аввал о  берилган тенгламани х :> = — 32 куринишда ёзиб оламиз.

Ундан:  х =  д/ —32 .
Сунг  —32 сонни комплекс сон сифатида ка раб ,  8- бобдаги

(5) формуладан фойдаланиб, — 32 =  32 (cos я -j-i  sin л )  тенгликка 
келамиз.

Комплекс сондан илдиз чикариш коидасига кура 

д/ — 32 =  д/32 (cos л +  г sin л ) =

=  2 (V'os -j-i sin — (k =  Q, I, 2, 3, 4)

булади.  Д ем ак ,

х  А,= 2  (cos  -\ i sin * ^ 1 ^ )  (fe =  0, 1, 2, 3, 4)

берилган тенгламанинг  илдизлари:
о /  л . . .  я  Л / Зл , . - Зл \ г,Х0 =  2 (COS _ -+-1 Sin — J. X [ =  ( cos —  +  £ sin —  \, x 2~  — 2 ,

п / 7 я . . .  7 л  \ / 9 я  . . . 9 л  \
x ,  =  2 i c o s - t— H s m - - -  1, x 4— (cos _

v 5  ' 5  / V o '  5  /

б) У ч  х , а д л и  т е н г л а м а л а р .  Ушбу
ах2'1 -f- bxn +  с =  0 (а ф  0) (22)

куринишдаги тенглама уч х,адли тенглама дейилади. Бундай 
тенгламани ечиш учун xn — t алмаштириш б а ж ар ам и з .  Нати .хада  
берилган тенглама a t2 bt-j-c — 0 кв адр ат  т ен глам аг а  келади ва

, —b z t y b '  — 4ас ,  u л  „ — ь + л / ь 1 — 4 асунинг ечими t — ---------- ------------ булади.  Д е м а к ,  х —------- — -------------.2 а 2 а
Кейинги тенгликдан

* =  У - - * - # - - "  <2 3 »
булишини топамиз.

М и с о л .  x (l—Зх3 — 2 — 0 тенгламани ечинг.
(23) муносабатдан фойдаланиб топамиз:

‘ / з ± у 9 ^ 8  3 /3±Т
* =  V -------=  '

П j -j -г 1Д е м а к ,  х = — , ~ .
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Рапшоккн,

jc(I) =  д/Т =  1 • ( c o s - ^ p + i  sin U —О, 1, 2 ) .

Бундан эса

.V;'- - T ,  x { "  =  c o s ^ + i s i n ^ ,  x ^  =  c o s - y + i S i n - y

булишини топамиз.  Шунингдек,

*<2> =  ^ 2 =  V 2 ( c o s ^ + i s i n ^ )  (fe =  0, 1, 2)

Ундан

4 2,=  3V 2 .

x,(2) =  д/2 (cos  sin - y  ) .

x f  =  V 2 ("cos sin ~ y )

булишини топамиз.
Шундай килиб берилган тенгламанинг  ечимлари

. 2я  . . .  2п  4л . . . 4 ях 0= 1 ,  x,  =  cos—- + i  sin— , X2= C O S - y  +  J Sin— ,

* 3=  \j2 , x t =  \j2 ( cos— -[-г s i n -y - ) ,  * 5=  \/2 ( c o s - y  +*  s i n 4 "  )  • 

Баъзан

QoXn -f- C liX " 1 <Xn~ \ X  u n =  0  ( 4 )

тенгламанинг  чап томонидаги

P  ( х )  =  Cl qX П-\-{Л ]X П 1 —|— ... —(— 6Z n_\X~\-CL n

купхадни P i ( x ) ,  Р-г{х), ..., Pk(x) ку пхад лар  купайтмаси сифатида
P ( x ) = P t ( x ) -P 2(x)...Pk(x)

ёзиш мумкин булади.  Бундай холла . . (4) тенгламани ечиш д а р а ж а с и
(4)  тенгламанинг  д а р а ж а с и д а м  паст\ булган

Я, (л:) =  0, Р 2( х ) =  0, Рк(х) =  0
тенгламаларни ечишга келади.  „

М и с о л .  хь +  х5 +  х4 — х2 — х — 1 = 0  тенгламани ечинг.

Бу  тенгламанинг  чап томонидаги к^пхадни куйидагича  ёзиб 
оламиз:

х6-j-х 5 х 4 — х 2 — х — 1 — х 4(х2-\-х ~f 1) — (x 2 +  *-f-  1) =
=  (х2-\-х+  1) (х4— 1) =  (х2-\-х-{- 1) ( х — 1) { х +  1) (х2 +  1).
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Н а т и ж а д а  берилган тенглама (х — 1) (jc-J-1) (х 2+ 1 )  (х2 +  *  +  1) =  
=  0 куринишни олади. Уни ечиш х — 1 = 0 ,  х + 1 = 0 ,  л:2- ) -1 = 0 ,  
х2 -|- х +  1 =  0 тенгламаларни ечишга келади.

Равшанки,
1 1 • - 5  1 I ■ У з  1 . л/3

* 1  =  1, х 2 =  — 1, * 3  =  1, * 4  =  — I,  X  = — J  +  1 Х 6 = — 9 —

Булар берилган тенгламанинг  ечимларидир.
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АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ

Аналитик геометрия олий математиканинг  булимларидан  бири 
булиб,  ун да  геометрик шаклларнинг  (чизиклар ,  сиртлар ва  х,. к.) 
хоссалари уларнинг  аналитик ифодалари оркали урганилади.

М аълумки ,  текисликдаги хар бир нукта  икки хдкикий х ва 
у  сонлардан ташкил топган (х, у) жуфтлик (нуктанинг  координ ат ал а
ри) билан аникланади.  Бу жуфтлик нуктанинг аналитик тасвиридир.

Геометрик шакллар  эса н укталар  туплами сифатида карал ади .  
Бунда  нукталарнинг  координаталари м а ъ л у м  муносабат  билан — 
т енглам ал ар  билан богланган булади.  Ну кта  координаталарини 
богловчи бундай тенгламаларни геометрик шаклларнинг  аналитик 
ифодалари деб ка р аш  мумкин.

Аналитик геометрияда  к а р а л а д и га н  м а с а л а л а р  асосан икки хил 
булади.

1. Шаклларнинг  геометрик хоссаларига  кура ,  уларнинг  тенглама-  
ларини тузиш.

2. Шаклларнинг  те нглам ал ари га  кура ,  уларнинг  геометрик 
хоссаларини аниклаш.

10- Б О Б

АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯНИНГ СОДДА М АСАЛАЛАРИ

Ушбу бобда аналитик геометриянинг содда масалаларини:  икки 
нукта  орасидаги масофа,  кесмани берилган нисбатда булиш ха м д а  
учбурчакларнинг  юзини топиш масалаларини келтирамиз.

1-§.  Текисликда икки нукта орасидаги масофа

Текисликда  Д е к а р т  координаталар системаси берилган булсин. Бу 
текисликда  Л ва В нукталарни одайлик.  Уларнинг координаталари 
мос равишда (х\, у |), (х2, у2) булсин:

Л = Л  (х\, г/i) ,  В =  В (х 2, у2).
М а с а л а ,  Л ва  В нукталарнинг  координаталарига  кура  шу 

н укталар  орасидаги масофани, яъни АВ  кесманинг  узунлигини 
топишдан иборат ( 2 8 - чизма) .
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оламиз.  Уларни (7) т ен гл ам ага  ку ямиз .  Н а т и ж а д а

2 х — 5у-|-6 =  0, х , = : 0  =>■ — 5гу\ +  6 =  0 =>- u ( =
- 5

2* — 5у +  6 =  0, дс2= 1  =► 2 — 5(/2 +  6 =  0 =► у 2= - 1

булади.  Топилган (о,  ва ( l ,  ^  нукталар  оркали тугри чизик 

у т к а за м и з  ( 3 5 - чизма)

2 -§ .  Турри чизик,нинг бурчак коэффициентам тенгламаси

Текисликда Д е к а р т  координаталар системасини олиб бирор турри 
чизикни карайлик .  Бу турри чизик Оу укид ан  Ь га тенг кесма 
ажрат иб ,  Ох укннинг  мусбат йуналиши билан а  бурчак  ташкил этсин 
( 3 6 - ч и з м а ) .

Унинг ордината уки билан кесишган нуктасини В, абсцисса 
уки билан кесишган нуктасини А билан белгилайлик.  Унда ОВ =  Ь, 
/LOAB =  a  булади.

Тугри чизикда узгарувчи М — М(х, у) нуктани олиб, ундан Ох 
у кига  перпендикуляр туширамиз.  Бу перпендикулярнинг Ох уки би
лан кесишган нуктаси М\ булсин. Сунг  В нук та дан  Ох укига  параллел 
тугри чизик утказамиз .  Унинг MMi билан кесишган нуктасини 
Р дейлик. Н а т и ж а д а  тугри бурчакли ВРМ  учбурчак  х,осил булади.  
Равш анки,

ВР==ОМ[=х, /L РМВ =  а,
MP — MMi — РМ\ = у  — ОВ — у — Ь.

А В Р М  дан - ^ -  =  tg  а ,  яъни ——  =  t g a  булишини топамиз.  Кей-

ингп тенгликдан эса
y =  t g a - x + b  (8)

булиши келиб чикади.
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Одатда,  тугри чизикнинг Ох укининг  мусбат  йуналиши билан 
ташкил этган бурчагининг тангенсини тугри чизикнинг бурчак 
коэффициента дейилади ва k х,арфи билан белгиланади:

t g  a  =  k.
Н а т и ж а д а  юкоридаги (8) тенглама

y = k x  +  b (9)
куринишни олади. (9) тенгламани тугри чизикнинг бурчак коэффици- 
ентли тенгламаси дейилади.  У иккита параметр k ва Ь га боглик.  
Тугри чизикнинг текисликдаги вазияти шу параметрлар билан тулик 
аникланади.

М и с о л .  Ушбу у =  x-j-2  тенглама билан берилган тугри 
чизикнинг текисликдаги вазиятини аникланг .

Равш анки,  бу тугри чизикнинг бурчак  коэффициентли тенгламаси 
булиб,  бунда :

Ь =  2, & =  t g a =  1 а = ^ .

Д е м а к ,  берилган тугри чизик ордината укидан  2 бирлик аж рат иб  
(ордината укининг (0, 2) нуктасидан утиб) Ох уки билан 45° бурчак  
ташкил этади ( 3 7 - ч и з м а ) . Агар (9) те н глам ада  Ь — 0 булса ,  унда  у =  
=  kx булиб, тугри чизик координата бошидан утади.

Э с л а т м а .  Тукри чизикнинг умумий Ах-\-Ву-\-С =  0 (Вф О)  тенгламасидан  
унинг бурчак коэффициентли тенгламасига  кслиш мумкин:

А х - ( - В у + С  =  0 =>- В у =  — А х — С =>- у = —~ х — =>

* y  =  kx +  b (Л = - 4 -

3-§ .  Т уFpn чизикнинг кесмалар буйича тенгламаси

Текисликда  Д е к а р т  координаталар системасини олиб, бирор тугри 
чизикни караймиз .  Бу тугри чизик координаталар укларини кесиб, 
абсцисса укидан  а =  ОА кесмани,  ордината укидан  эса Ь =  ОВ 
кесмани аж рат син  ( 3 8 - чизма) .
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Аввал о  тугри чизик тенгламаларини бурчак  коэффициентли 
тенгламалар куринишига келтирамиз ва k\, k2 ларни аниклаймиз:

5 х — у 4 -7  =  0 =>y =  bx-\-7, k i = 5 ,
2х — З у +  1 = 0  =► у =  ' х +  !3, k2 =  .

(1) формуладан фойдаланиб топамиз:

5 - |
tg  ф =  — -— — =  1 => ф =  45° .

1 + 5 ' Т

Д емак ,  берилган икки тугри чизик орасидаги бурчак 45° га тенг экан.

2-§.  Икки тугри чизикнинг параллеллик хдмда  
перпендикулярлик шарти

Текисликда икки тугри чизик берилган булиб,  уларнинг  бурчак 
коэффициентли тенгламалари

y =  kix-\-b[, y =  k2x +  b-2
булсин. Бу тугри чизиклар орасидаги бурчакнинг тангенси

k —
<Р =  Т Т “Г“ТГ булади.Т* | ’ 2
Агар икки тугри чизик орасидаги бурчак  ф = 0 . булса,  равшанки,  

бу тугри чизиклар уз аро  параллел булади еки устма-уст  тушади.
k —к.,

Бу х,олда — --- .. =  tg 0 =  0 булиб, уидаи k [= k 2 булиши келиб1 -(- R | • К.,
чикади.

Д е м а к ,  икки тугри чизикнинг параллел булиши шарти уларнинг 
бурчак  коэффициентларининг узаро тенг булишидан иборат экан:

k ,= k > .  ( 2 ) 

Агар икки тугри чизик орасидаги бурчак  ф =  ^  булса ,  унда

тугри чизиклар уз аро  перпендикуляр булади.  Бу х,олда
&1 k2 

1 tZ j • « 2

Л I=  оо булиб, ундан l -f-&1-£2 =  0, яъни k\ =  —

(k 2 =  — ~ ^ булиши келиб чикади.  Д е м а к ,  икки тугри чизикнинг

перпендикуляр булиши шарти уларнинг  бурчак  коэффициентлари 
учун

* • - 4  ( * - Ч )  |3)
тенгликнинг уринли булишидан иборат экан.
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М асалан ,  ушбу у =  2 х + 1 ,  у =  2х-\-7 турри чизик,лар узаро 
параллел булади,  чунки уларнинг  бурчак  коэффициентари (2) шарт-
ни каноатлангиради,  ушбу у — Зх-{-2, у — — -.г*+  8 турри чизивдар

эса у з а ро  перпендикуляр булади,  чунки уларнинг  бурчак  коэффици- 
ентлари (3) шартни каноатлантиради.

Э с л а т м а . Умумий тснгламалари

AiX +B^z +  C t^ O ,
А 2X -(- В2У 4~ С 9 “  0

А | В,
б улган  турри чизиклариинг узаро  п ар а ллеллик  шарти ■ = , перпендиуулнр-

А ̂  Ь
лик шарти эса A +  B\ В~2 — 0 булади.

3- §. Берилган нуктадан берилган 
турри чизиккача масофа

Текисликда бирор Ах-\-Ву-\-С — 0 тугри чизик, ва бу турри 
чизикда  тегншли б улмаган  бирор М = М ( х 0, у0) нукда берилган 
булсин.

Маъ лумк и,  М нуктадан тугри чизикка туширилган перпендику- 
лярнинг  узунлиги М н ук та дан  Ах-\-Ву-\-С =  0 тугри чизиккача 
булган масофа булади.  Уни р билан белгилайлик:  MN =  р ( 4 2 - чиз
ма)  .

Аввал о  берилган Ах-\-Ву-\- С =  0 тутри чизикни нормал кури
нишдаги тенг лам аг а  келтирамиз.  У куйидагича

*cos ос+ у  sin а — р — 0 (4)
булади.  Бу ерда

cos а  = ------ - ----- . (5)
±  л1 А 2 +  В 2

42-  чизма

sin а  — ------ , (6)
±  д/л2 + в2

- Р  =  ---------  (7)
±  V Л2 + в '2

булиб,  р— координата бошидан шу т у г 
ри чизикка  туширилган перпендику- 

лярнинг  узунлиги:  р — ОЕ. Сунг  М нукта  оркали берилган тугри 
чизикка  параллел тугри чизик, ^тказамиз .  Унинг нормал тенгламаси 
ушбу

х • cos ос у • sin <х — с/= 0 (8)
куринишда булиб, бунда q — координата бошидан (8) тугри чизикка  
туширилган перпендикулярнинг узунлиги:  q =  OF■ Модомики,  бу 
тугри чизик М (х0, у о) нукта  оркали утар экан,  М нуктанинг
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координаталари шу тенгламани каноатлантиради
A'ncos а  -|— i/oSin а  — q =  0. (9)

Равшанки,
p =  NM =  E F , O F = O E  +  EF (ОЕ =  р, OF =  q).

Д е м а к ,  p =  q — p. (9) тенгликдаи q — jr0cos a  -|-yusin а  ни топамиз.  
Н а ти ж ад а :

p  =  .V( )COs c z + / / o s i t i  а  —  р. ( Ю )

Шундай килиб, биринчидан, берилган туг ри чизикнинг тенгламасини 
нормал куринишдаги тенг лам аг а  келтириш, иккпичидаи,  бу т е н гл а м а -  
даги х ва  у нинг урнига М нуктанинг  координаталари хп ва г/о ни 
куйиш натижасида  берилган нуктадан берилган тугри чизиккача  
булг ан масофа топплади.

М и с о л .  Текисликда М (5, 2) нуктадан
Зл: +  4(/— 12 =  0

тугри чизиккача  булган масофани топинг.
Изланаётган  масофани (11)  формулага  кура  топамиз:

3 - 5 4 - 4 - 2 — 12 _  11 

V 3 - 4 - 4 -
р =

4- §. Берилган нуктадан утувчи тугри 
чизиклар дасгасининг тенгламаси

Текисликда М0 (х», г/л) нукта  берилган булсин. Шу нукта да н 
утувчи тугри чизиклар тенгламасини топамиз.  М аълумк и,  тугри 
чизикнинг бурчак  коэффициентли тенгламаси »

у =  kx +  Ь (12)  '
куринишда булар  эди. Айтайлик,  бу 
тугри чизик берилган М, )(х0, у п) н у к т а 
дан утсин. Унда нуктанинг  координата 
лари тугри чизик тенгламасини к а н о 
атлантиради:

г/о =  kxo -f- b. (13)
(12)  в а (13)  те н г л и клард а н

y — yn =  k(x — x о) (14)
булиши келиб чикади.  Кейинги тенглик 
берилган Мо нукта да н утувчи тугри 
чизик тенгламаси булади.

Равшан ки ,  k нинг турли кийматларида  M»(xq, г/о) н ук та дан  утувчи 
турли тугри чизикларга  эга  буламиз .  Бинобарин бундай тугри 
чизиклар чексиз куп ( 4 3 - чи зм а ) .  Шунинг учун (14)  тенгламани 
берилган нуктадан утувчи тугри чизиклар дастасининг  тенгламаси 
дейилади.

43-  ч и з м а

141



М а сала н ,  М<, (1, 1) нуктадан  утувчи тугри чизиклар дастасининг  
тенгламаси у — \ = k ( x — 1),  яъни k x — у — булади.

Тугри ч и з и м а р  дастасидан маълум  йуналишга эга булган турри 
чизикни аж рат иш  мумкин. Д а с т а д а г и  бурчак  коэффициенти ko 
булган (Ох уки билан а 0 бурчак  ташкил 3TraH,ft0 =  tg  а 0) турри чизик 
тенгламаси

у — уо =  к0(х — х0) (15)

булади.  Д е м а к ,  (15) тенглама берилган нуктадан  утувчи ва  берилган 
йуналиш буйича тугри чизик тенгламасидир.  М а сала н ,  М ( 1 , 2 )  
н ук тад ан  утувчи х а м д а  Ох укининг мусбат  йуналиши билан 
45° бурчак  ташкил этг.диган тугри чизик тенгламаси у  — 2 =  
=  t g  45° • (х —- 1), яъни у =  х -\-1 булади.

Энди турри чизиклар дастаси

y — y0 =  k(x  — x0) (14)
дан  шундайини аж рати ш  керакки,  у бошка бир берилган Mi (xt, у\) 
нуктадан  утсин. Равшан ки ,  бу холда М\ (xi, у\) нуктанинг  
координаталари (14)  тенгламани каноатлантириши лозим:

y \ ~ y 0 =  k(X[ —Хо)

Бу тенгликдан k ~  - '—— ни топамиз.  Агар k нинг бу кийматини
х\ ~ хо

(14) т енглам ага  куйсак ,  унда  у — у0 =  - ^ —̂ -(х  — х0), яъни
X  | — х 0

U У(\ X  “
— —  = ------- -- (15)
У\~Уо

тенглама хосил булади.  Бу (15) тенглама берилган MQ(xо, (/о) ха м да  
М\(х\, у |) н ук та дан  утувчи тугри чизик тенгламасидир.

М а сала н ,  М0 (1, 1) ва  Mi (7, 3) нукталардан  утувчи турри чизик
тенгламаси ~ р  =  ̂ — р  яъни х — 3(/ +  2 =  G булади.
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Бу тенгликнииг х,ар икки томонини кв адр ат г а  ошириб топамиз:
yh ^ 2p x .  (10)

Бу тенглама параболанинг каноник тенгламаси дейилади.

ГI а р а  б о л а и ин г х о с с а л а р и
1°. Парабола Ох укига писбатан симметрик булган эгри чизикдир.
2°. Парабола  координата бошидан утади.
3°. х узгарувчининг  кийматлари чексиз ошнб борган сари 

у  узгарувчининг  кийматлари ,\ам чексиз ошиб боради.

5-§.  Иккинчи тартибли эгри 
чизикларнинг умумий тенгламаси

Биз кжорида иккинчи тартибли эгри чизиклардан айлана ,  эллипс, 
гипербола,  параболаларни келгирдик ва уларнинг  содда хоссаларнни 
ургандик.

Агар бу эгри чизикларнинг  каноник те нг лам алари га  эътибор 
берсак,  уларни

Ах2 -\-2Bxy ~\-Су2 -\-2Dx-\-2Cy-\- F — 0 ( I I )
тенгламанинг  хусусий холлари эканлигини курамиз.

•Одатда (11)  тенглама иккинчи тартибли эгри чизикларнинг 
умумий тенгламаси дейилади.

Ушбу параграфда иккинчи тартибли эгри чизикларнинг умумий 
тенгламасини каноник куринишга келтириш масаласи  билан шугул- 
ланамиз.  Бу м асал а  координата укларини алмаштириш:

1) Координата укларини параллел кучириш;
2) Координата укларини м а ьл у м  а  бурчакка  буриш натижасида  

дал  килинади.
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п [

Ч

1
I-------- 1
1

1 , ,
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\

о ’ \»х< *
\
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1
1

\ Of 1 Мх
0

----------- !. 1

50- чизма

1. К о о р д  и н а т а у к л а р и н и  п а р а л л е л  к у ч и  р и ш .
Ф а р а з  килайлик,  Д е к а р т  координаталари системасида М(х,у)  

нукта  берилган булсин. Координаталар бошини O'(.to, //о) нуктага  
кучирамиз.  Координаталар уклари Ох, Оу лар  эса параллел 
кучириш н ат и жас ида  0'х\ О'у' координаталар ук ла р и га  келсин.
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Н а т и ж а д а  янги Д е к а р т  координаталар системаси X'O'Y' хосил 
булади.  М нуктанинг  координаталари (х, у) ни янги координаталар 
1х', у') оркали ифодаловчи формулани келтириб чикарамиз.  Бунинг 
учун Ох у кига  ММХ, 0 ' 0 ' х, Оу у к и га  эса  ММУ, О'О'у перпендику- 
л ярла р  туширамиз ( 5 0 - чизма) .  ММХ ва  ММУ чизикларнинг  мос 
равишда О'х' , O'у' у к лар  билан кесишиш нукталарини 
М х- ва  М оркали белгилайлик.  У холда

х =  0 М = 0 0 ' Х+  О 'М  — 0 0 ' , +  0 'M x, = x  0+ х '  , 

у = О М  =  0 0 % +  0 ' ИМУ=  0 0 ' , ,+  0 'М у, = у  о+ у '

булади.
Шундай килиб, (х, у) ва (х', у') нукта  координаталари орасида 

куйидаги муносабат  хосил булди:  х =  х0 +  х', у — уо +  у' ёки х' =  х —
— х0, у' =  у — у0- Одатда  бу формулалар координата щларини  
параллел кучириш формулалари дейилади.

2. К о о р д и н а т а  у к л а р и н и  б у р и ш .
Оху Д е к а р т  координаталар системасини карайлик .  Координата 

укларини соат стрелкасига  карши йуналишда а  бурчакка  бурамиз 
(51 - ч и з м а ) . Н а т и ж а д а  янги Ох'у' Д е к а р т  системаси хосил булади.

Оху системада М нуктанинг  координаталари (х, у ) ,  буриш 
н ати жасида  хосил булган Ох'у' системада  эса (х', у') булсин. 
М нуктанинг  кутб координаталарини (р, 0) оркали белгилайлик.  
Бунда кутб уки  сифатида Ох укининг  мусбат  ярим уки олинган. 
(р, 0 ' ) сифатида эса яна М нуктанинг  кутб координаталари 
белгиланган булиб, бу холда кутб уки сифатида Ох' нинг мусб ат  ярим 
уки олинган. Равшан ки  хар иккала  холда  хам  р =  | ОМ \ булиб, 0 эса 
Ь' +  а  га тенг,  яъни 0 =  0 ' - ! - а.

Равшанки,  (5 1 -ч и з м а г а  к а р а н г ) ,
х =  р cos 0, у =  р sin 0, х' =  р cos 0' ,  у' =  р sin 0' , 0 =  0'  +  а .

Бу тенгликларни эътиборга олган холда  топамиз:

х =  р cos 0 =  р co s ( 0 '  +  a )  = p ( c o s  O'cos a  — sin 0' sin a )  =
=  p cos 0'cos a  — p sin 0' sin a  =  x'cos a —y 'sin a ,  

y =  p sin 0 =  p sin (0'  +  a )  = p ( s i n  B'cos a  +  cos 0 ' s in a )  =
=  p sin 0 'cos a - f -p  cos 0 ' s in a  =  x ' s in  a  +  y 'cos  a  .

Д е м а к ,
( x =  x ' c o s a —y's in  a  ,
[  у =  x ' s in  a  +  y 'cos  a  .

Бу системадан топамиз:
=  *  cos a - f - y  sin a  , ^

y ' =  — x s i n a + y  cos a  .

Одатда  (*) формула координата укларини буриш формуласи 
дейилади.
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Э с л а т м а .  У м у ми й  х о л да ,  к о о рд и н а т а  у к л а р и н и  п а р а л л е л  к учириш в а  ос 
б у р ч а к к а  б у р иш  ф о р м у л а л а р н

( А' =  Ап - ) - x ' c o s  а  — (/ 'sin а  

I У — '/<1 1 - '"'sin а  -| i/ 'cos а  .

{* '  =  (.V — j t ,| )cos  а -(- f y  — y , , ) s i n  a

у (// -- (/,,) C OS IX-- ( л — x n ) s i n  o;

с и с т е м а л а р  бил а н и ф о д а ла н ад и .
К о о р д и н а т а  у к л а р ш ш  п а р а л л е л  к у ч и р иш  па бу риш ф о р м у л а л а р и  к а р а л а ё т г а н  

т у рри б у р ч а к л и  к о о р д и н а т а л а р  с и с те м ас и  билан  бир к , н о р д а  ингп к о о р д и н а т а л а р  
системасини м ш и имк оният ипи  бс ра ди .  Янги ко о р . шна  г а . lap с и е г е м а с и г а  у тиш ( янги 
к о о р д и н а т а л а р  с ис тем асиии  к у р и ш )  к а т о р  Maca.i i ьчрнн х а л  у г ш и д а  а нч а  к у л а й -  
л и к л а р г а  олиб к е л а ди .  Ж у м л а д а п ,  2- т а р ти б ли  эгри ш п н к д а р п и  с и н ф ла р га  а ж р а т и ш д а  
бу  а л м а ш т и р и ш л а р д а н  фон д а  л а ни л а ли.

Л е м м а .  Декарт координаталари системасида (11)  тенглама 
берилган булиб, АС  — В 'г ф 0 булсин. У ,\олда шундай туг ри бурчацли 
координаталар системасини танлаш мумкннки,  бу системада
(11)  тенглама

А'х" - +  С'у" - +  F' =  0 (12)

куринишга эга булади.  Бунда А', С', F' - сонлар ,  (х", у'') эса янги 
системадаги нуктанинг  координаталаридир.

И с б о т .  Ф а р а з  килайлик,  параллел кучириш натижасида  
координата боши О'(х 0, у о) нукта га  утсин Хосил булган янги 
координаталар системаси ни О'х'у' оркали белгилайлик.  У х,олда 
нуктанинг (х,у)  координаталари янги (х',у') координаталар билан

X -= X' —J— Х\),
У ^ У ' +  Уп

формулалар оркали (богланади)  ифодаланади.  Бу алмаштириш 
натижасида  (11)  тенглама куйидаги

Ах' 2+ 2В х 'у '  +  Су' - +  2D'x' +  2B'y' +  F' =  0 (13)

куринишга келади.  Бунда
D'  =  A xq -|- Вуо +  D\ Е' =  В хц +  Суи +  F ;

F' =  Ax  й + 2 Вх цУп+Сг/ о + 2 Dx 0+ 2 hy  , ,+ F .
Энди (хо, уо) нуктани шундай танлаимизки, у

f Ах п + б у  (1+ D  =  0,

| Вх 0-\-Су (1+ Е = 0
те нглам ал ар  системасини каноаглантирсин.  Л е м м а  шартига кура  
АС  — В1 Ф 0 булгани учун (14)  система ягона ечимга эга булади.

Шундай килиб, аг ар  (хп, у {)) (14)  системанинг  ечими булса,  
у  холда  (13)  т енглам ад а  E' — D' =  0 булиб,  у содд;уоок

Ах' 2+ 2 Вх'у' +  Су' ’+  F '- - 0 (15)
куринишга эга  булади.



0'х"у" координаталар системаси О'х'у' координаталар системаси- 
ни а  бурчакка  буриш нат ижасид а  хосил килинган булсин. Ра вш ан ки ,  
у  холда х', у' координаталар х", у " координаталар оркали куйидаги 
формулалар билан ифодаланади:

х' =  х"соъ а  — у"sin а ,  
у ' = х " sin а  + у"sin а .

СУх"у" координаталар системасида (15) тенглама

А'х" 2+2B'x"y" +  C'y"2+ F '  =  0 (16)

куринишга эга  булади.  Бунда

А' =  А co s2a  +  2В cos a - s i n  a  +  C s in2a  ;
B ' =  — A sin a - c o s  a  +  5 ( c o s 2a — s in 2a )  +  C sin a - c o s  a  ,

C '= A  s i n2a  — 2В cos a  • sin a  +  C cos2a  . (17)

Энди a  бурчакни шундай танлаймизки,  н а т и ж а д а  (16) те н глам ада  
В' =  — A sin a  cos a  +  В cos 2 a  +  С sin a  • cos a  

ифода нолга айлансин. Бунинг учун а  ушбу
2 В cos 2 а =  (А — С ) sin 2 a

тенгламанинг  ечими булиши етарли.  Кейинги тенгламанинг  ечими 
А — С ёки А ф С  булишига боглик.

1-Х о л. А =  С булсин. У холда cos 2 a  =  0 булиб, а  сифатида
a  =  7 олинади.

4
2 В2 - х  о л. А ф С  булсин. Бу холда  t g 2 a  =  -^— — булиб,

1 25a  =  —a r c t g y ^  булади.

Шундай килиб, координаталар укини параллел кучириш ва  буриш 
ёр да мид а иккинчи тартибли эгри чизикларнинг  умумий тенгламаси

А'х" 2+  С'у" 2+ F '  =  О

куринишга эга  булди.  Л е м м а  исботланди.
М а ъ лу мк и  (14) те н глам ала р  системаси ягона  ечимга эга  булиши 

учун А С  — В2Ф 0  шартнинг  бажарилиши зарур  ва  етарлидир.  Биз 
леммани исботлаш ж а р а ё н и д а  АС  — В2 ифоданинг координаталар 
укини параллел кучириш нат ижасид а  узгармаслигини (инвариантли- 
гини) курдик .  Энди бу ифоданинг координата укларини буриш 
н ати ж аси д а  ха м  инвариантлигини курсатамиз .

(17) формуладан фойдаланиб А'С' — В'2 ифодани соддалаштира-  
миз:

А'С' — В'2=  (A co s2a  +  2В sin a - c o s  a  +  C s in2a )  X  
X  {A s in2a  — 2В sin a - c o s  a  +  C cos2a )  —

— [ ( C  — A) sin a - c o s  a  +  B ( c o s 2a  — sin*’a ) ] 2.
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Кавсларни очиб ухшаш  дадларни идчамлаш нат ижасид а  А'С ' —
— S /2 =  / lC (co s2a  +  s in2a )  — S 2 (cos2a - f  s i r r a )  =  AC — В 2 булади.  Д е 
мак,  А ' С ' - В ' 2= А С - В 2.

Одатда  АС  — В2 га иккинчи тартибли эгри чизиклар умумий 
тенгламасининг инварианти дейилади.

Бу ифоданинг ишорасига к а р а б  иккинчи тартибли эгри чизиклар 
Куйидаги уч турга  булинади.

1) Агар АС  — Б 2> 0 булса ,  эллиптик тип;
2) Агар  А С  — В2<сО булса ,  гиперболик тип;
3) Агар АС  — В2 =  0 булса ,  параболик тип.
Энди бу уч холни ал одида- алодида  баён этамиз.

1 - д о л .  Э л л и п т и к  т и п .
АС  — В2> 0 булгани учун исбот килинган л ем ма га  кура  иккинчи 

тартибли эгри чизикларнинг  умумий тенгламаси
A x2 +  Cy2 +  F = 0 (18)

куринишга эга  булади.  АС — В 2= А С > 0 булганлигидан Л ва  С лар 
бир хил ишоралидир.  Д е м а к  куйидагича  уч холдан ф а к а т  биттаси юз 
бериши мумкин:

а )  F фО  ва  унинг ишораси А д ам д а  С нинг ишорасига тескари.  Бу 
долда F ни (18) тенгламанинг  унг  томонига утказиб,  тенгламанинг  
дар икки томонини унга  буламиз :

_ F - F
'А С

— 0, — ^ > 0  эканлигини эътиборга олиб, — ! - = а  ‘\ — ~ = Ь 2/1 C л с
• 2 2

белгилашлар н ати жасида  (/- =  1 т ен гл ам ага  келамиз .  Бу эса
d r  b~

эллипснинг каноник тенгламаси эканлиги маълум.
б) Р ф  0 ва  унинг ишораси А д а м д а  С нинг ишораси билан бир хил. 

Бу долда (18) тенглама худди а )  долда к а р а л г а н  усул  билан ушбу
х2 и2—  +  - - --= — 1 куринишга келтирилади.  Одатда бу тенг лам а мавхум  
а“ Ь "

эллипснинг тенгламаси дейилади.
в) F =  0. Бу  долда | Л | = а 2, | С| = с 2 белгилаш нат и жаси да  а 2х2-\- 

-\-с2у 2 =  0 т ен гл ам ага  келамиз .  Бу тенгламани ф акат  (0, 0)  нукта  
каноатлантириши равшандир.  а 2х2 -)- с2у 2 =  0 — узаро кесишувчи 
икки мавхум чизик, тенгламаси  дейилади.

2 - х о л .  Г и п е р б о л и к  т и п .
Бу долда АС  — £ 2< 0  булгани учун исботланган лем ма дан  фойда- 

ланиб,  иккинчи тартибли эгри чизикларнинг  умумий тенгламасини 
яна

A x2 +  Cy2 +  F =  0
куринишга келтирамиз .
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а)  р ф  0, у х,олда F ни (18)  тенгламанинг  унг  томонига утказиб,  
тенгламанинг  хар икки томонипи упга  булиб топамиз:

Бу эса гиперболанннг каноник тенгламасидир.
б) F =  0. Бу Холда (18)  тенглама

а 1 х 2 — с 2у 1 =  0 ёки (а х  — с у } ( а х с у ) =  0
куринишга эга булади.  Бу эса координаталар бошидан утувчи икки 
тугри чизикни ифодалаши равшандир.

3- ,х о л. П а р а б о л и к т и п.
АС  — В 2 =  0 булгани учун кжоридаги лемглани исботлаш жараёни-  

даги мул ох азал ар дан  фопдаланиб координаталар укини а  бурчакка  
буриш нати жасида  иккинчи тартибли э.гри чизикларнинг умумий 
тенгламаси

куринишга келтирилади.  Бу тенглама  учун В =  0, д е м а к  АС — 
=  0 булади.

Ф а р а з  килаилик,  /1 =  0, С ф 0 булсин. Бу холда (19) тенгламани 
Куйидагича узгартирамиз :

л" If dr
Cl b

A x2 -f- C y 2 +  2 E y  -{- 2Dx +  F =  0 (19)

еки

С ( i/+ y . y  +  2D.\'4- F = 0 ,  бунда F =  F

Энди координаталар бошини н ук та га  кучирамиз,  яъни

тенглама

. ' Су' ' \-2Dx'+  F = 0

куринишга келади.
Куйидаги холлар юз бериши мумкин. _

а)  О Ф 0, у холда  (20) тенгламани Су' 2-\-2F)(x' )

куринишда ёзиб,

(20)

0

алмаштириш нати жасида
Су"2 +  2Dx" =  0 ёки у"2 — 2рх
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т енглам ага  келамиз ( р =  — —\  Бу эса параболанинг  каноник тенг-

ламаСидир. ^
б) £) =  0 булсин. У холда (20) тенглама Су' 2 +  F = 0  к у р и 

нишга келади.  Агар С >  0, F < 0  ( С < 0 ,  F > 0 )  булса,
Су' 2+  F = 0  тенглама

{ у ' ~ a) iy' +  а) = 0

куринишда булади ( а 2 — —  Бу эса икки параллел тугри чизикни
ч С /

ифодалайди.
Агар С ва  F бир хил ишорали булса ,  у холда

у ' 2 +  а 2 =  0
тен глам ага  келамиз .  Бу тенглама  икки параллел мавхум тугри чизик, 
тенгламаси дейилади.

в) F — 0 булсин. У холда

у'2 =  0
тенглама у з а ро  устм а- ус т  тушган икки тугри чизикни ифодалайди.

Шундай килиб, иккинчи тартибли эгри чизикларнинг  умумий 
тенгламасига  оид куйидаги теорема исбот килинди:

Т е о р е м а .  Д е к а р т  координаталари системасини иккинчи тартиб
ли эгри чизикларнинг  умумий тенгламаси

А х 2 -\-2Bxy Су2 -\-2Dx-\-2Ey F = 0
берилган булсин. У холда тугри бурчакли координаталар системаси
ни шундай танлаш мумкинки,  бу системада  к а р а л а ё т г а н  тенглама 
куйидаги каноник куринишлардан биттасига  келтирилади:

1) \  ^  =  1 (эллипс) ,  
от 6*
v2 V22) -  +  =  — 1 (м а в х у м  эллипс) ,
а '  Ь~

3) а 2х 2 +  с2У2 =  0 (икки м авх ум  кесишувчи чизиклар) ,
х2 и- ~4) — -----=  1 ( гипербола) ,
а  Ь~

5) а 2х 2 — с2у 2 =  0 (икки кесишувчи чизикла р) ,
6) у2 — 2рх (пар аб ола ) ,
7) у 2 — а 2 =  0 (икки параллел чизикла р) ,
8) у2 -(- а2 =  0 (икки параллел м а вх у м  чизиклар) ,
9) у 2 =  0 (икки у за ро  устм а- ус т  тушувчи чизиклар) .
М и с о л .  Ушбу х2-\-у2-\-2у— 1 0 * +  1 = 0  тенгламани каноник

куринишга келтиринг.
Ка р а л а ё т га н  тенглама учун А =  1, С =  1, В =  0 булиб, АС  — В2>  

> 0  экани равшан.  Д е м а к ,  бу эллиптик типдаги тенгламадир.
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Берилган тенгламани куйидагича  узг артирамиз :
х2 -j- у 2 4~ 2у — 1 Ox -j- 1 4~ 25 — 25 =  0, 

х 2 — 1 Ox +  25 +  i f  +  2 у 4 - 1 = 2 5 ,
(x — 5 ) 2 4- (у 4~ 1 i 2 =  5 2- 

Бу 'м:а маркази (5, — 1) нуктада ,  радиуси 5 га тенг булган айлана  
тенгламасидир.

М и с о л . Ушб\ '-'4-;/2 =  а 2 айлана  генгламасини кутб координата- 
лари системаеида езинг.

М аълумк и,  нуктанинг  кутб координаталари ва Д е к а р т  координа- 
галарини jt =  fjcos<p, г/ =  р sin ф формулалар боглайди.  Бундан 
р"соб2ф4 " p”sin ф =  а 2 ёки р =  а  эканлигини топамиз.  Д е м а к ,  х 24-_У2 =  
~ а 2 айлананинг  кутб координаталаридаги тенгламаси р =  а  кури- 
нишда^булиб,  0 ^ с р < 2 л  булади.







Берилган А ва  В нукталарнинг  координаталари хам да  X сон оркали 
С нуктанинг  х, у, z координаталари

Xj+b-o У\т-'М/'>
х  1+Г  ’ I +>. ’ z ~  1 +1 ~

формулалар билан топилади. Хусусан,  С нукта АВ кесманинг уртаси 
булса,  унда  А С = С В  ва >.= 1 булиб, С нуктанинг  координаталари

xi + -v2 У:+Ум f~i „ „
х  =  — -— , у —  . 2 =  " оулади.

2- §. Фазода текислик ва у н и н г  хоссалари
Ф а р а з  килайлик,  фазода Д е к а р т  координаталар системаси,  P ( a t, 

b |, а )  х,амда Q(a>, Ь2, с2) нукталар  берилган булсин. Бу икки 
н ук та дан  бир хил масофада  жойлашган нукталарнинг  геометрик 
урни текисликни ифодалайди. Бу текисликда ихтиёрий М(х, у,
г) нуктани олайлик. Икки нукта  орасидаги масофани топиш 
формуласига кура

МР =  дl ( x  — a v) 1+ ( y  — b x) ' + { z — c [)\

MQ =  д/ (х — а , ) - ’ +  (у — b,) J+  ( г  — с,) '

булади.  Агар MP =  MQ булишини эътиборга олсак,  унда  
д/ { х  —  а  , )2+  (у — ь , ) 2 +  ( Z —  C , ) -  =

д/ (х — a 2) L' +  (у — b ,)2-\- (z — c,)'J 
тенгликка келамиз.  Бу тенгликпинг хар икки томонини кв а д р а т г а  
ошириб топамиз:

а?  4" b~\ c'i — 2oi х — 2b \у — 2c\z =  a'i -f- b\~f- cj — 2 a2x — 2b aj — 2c 22. 
Уни куйидагича

2 ( « 2  о, [) x -f-  2 ( b? b i ) у  -j- 2 (c> — Ct)z - j - 
+-a| +  6f - f - r j  — ar,— b — с .,— 0

хам ёзиш мумкин. Энди А =  2 (а2 —  а , ) , В —  2(Ь2 — Ь,) , С =  2 (с2 —  С\) , 
D ~ ci] {-b\-\-c, — a l — b l— cl белгнлашлар киритсак,  унда  кейинги 
генглик ушбу

.1л : На ■ (..г 1) ■ u (1)
кури пиши и оладк.  Шундай килиб, узгарувчи /V) (*, у, г) нуктанинг  
координаталарини богловчи тен глам аг а  келдик.  (1) тенглама фазода 
текисликнинг умумий тенгламаси дейилади.  Бу ерда А, В , С, 
D у з г а р м а с  сонлар булиб, улар текисликнинг фазодаги вазиятини 
тула  аниклайди.

Энди (1) тенгламанинг  хусусий холларини карайлик.
1°. А ф  О, ВфО, СфО, Ь =  0 булсин. У холда Ax +  By +  Cz —

=  X- И з л а н а ё т г а н  С  н у к т а н и н г  к о о р д и н а т а л а р и н и  х, у,  г  д ей ли к .Сл
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—О тенглама досил булиб, бу тенглама  билан аникланга н текислик 
координаталар боши — О (0, 0, 0) н ук та дан  утади.

2°. А ф 0, В Ф 0, ОфО, С — 0. Бу холда биз Ах +  Ву-\- D =  
=  0 те нгламага  эга  буламиз .  Бу тенглама  билан аникланган текислик 
Оху координаталар текислигида Ax-\-By-\-D =  0 тугри чизикдан 
утувчи ва  Oz укига  параллел текисликдир.

3°. 6  =  0, Аф О , СфО, й Ф 0 булган холда Ax +  Cz-\-D =  
=  0 текислик Oxz координата текислигида Ax-\-Cz-{-D =  0 тугри 
чизикдан утиб, у  Оу у кига  параллел булади.

4°. А =  0, ВфО, СфО, ОфО. Бу долда (1) тенглама By-\-Cz-\- 
-|-D =  0 куринишга келиб, у  Oyz координаталар текислигида Ву-\- 

Cz-\- 0  =  0 тугри чизикдан утувчи дам да  Ох укига  параллел 
текисликдир.

5°. А =  0, В — 0, СфО, й Ф 0 булсин. У х,олда (1) тенглама Cz +  
-\-D =  0 куринишга эга булиб, у Оху координаталар текислигига 
параллел.

6°. Л =  С =  0, ВфО, О Ф 0 булсин. Бу долда (1) тенглама Ву +  
-|~ В =  0 куринишга эга булиб,  у Oxz текислигига параллел булади.

7°. В =  С =  0, АфО, Б ф О  булган долда  (1) тенглама Ax~\-D =  
=  0 куринишга эга булиб, у Oyz текислигига параллел булади.

8°. A =  B =  D =  0, С ф  
Ф 0 булсин. Бу долда (1) тенг
ла м а  Cz =  0 = ^ z  =  0 куринишга 
эга булиб,  у Оху текисликни 
ифодалайди.

9°. A =  C =  D =  0, В Ф  
Ф 0  булсин. Бу долда (1) тенг
ла м а  Ву =  0 => у =  0 куринишга 
эга булиб,  у Oxz координата 
текислигини ифодалайди.

10°. B — C =  D =  0, А Ф  
Ф 0 булсин. Бу долда (1) тенг
л ам а Дх =  0=^л; =  0 куринишга 
эга булиб, у  Оух координата 
текислигини ифодалайди.

11°. АФО, ВФО, СфО, О Ф  
54- чизма Ф  0 булсин. Бу х,олда (1) тенглама

A +  ^куринишга келади.  Бу ерда а = — —, Ь = —~, с = — ~  (2) тенг-
л а м а д а  у — 0, г — 0 дес ак  х =  а эканлигини курамиз .  Бу эса
(2) текисликнинг Ох укини х =  а н ук та да  кесиб утишини билдиради. 
Худди шунга ухшаш х =  0, у — 0 ёки х =  0, 2 =  0 дейилса,  к а р ала ёт ган  
текисликнинг мос равишда Oz укини 2 =  с н укта да ,  Оу укини эса у =  Ь 
н укп д а -кеси ш и н и  аниклайди ( 5 4 - чизма) .

1 тенглама  текисликнинг кесмалардаги тенгламаси дейилади.



Ф азода

А хх-\- В м С  {z-\-D i — 0 , 

A 2-v — B ji/ -j- C2z-f- D 2= 0 (3)
тенгл ам алар  билан ан икланган T\ ва Т2 текисликлар берилган 
булсин. Бу икки текислик параллел булиши учун

шарт бажарилиши зарур ва етарли.
Т| ва  Т2 текисликлар у з а ро  перпендикуляр булиши учун эса

шарт бажарилиши зарур ва етарлидир.
М  и с о л . Ушбу 2х +  у Cz =  0 текислик С параметрнинг  кандай 

кийматларида  4x +  2 y - j - z  =  0 текисликка параллел ва перпендикуляр 
булишини аникланг.

Берилган текисликлар учун А \ =  2, А 2 — 4, В i =  l ,  В2 =  2, С\ =  С,
С2=  1 эканлигини эътиборга олган долда (*) формуладан фойдала-

2  1 С 1 1ниб топамиз:  — =  — =  — =^С — —. Шундай килиб, С =  — булганда
4 2 1 2 2

текисликлар параллел булади.
Энди бу текисликларнинг  лерпендикулярлик шартининг баж ар и-  

лишини текширамиз.  (* *) формулага кура  2 -4 -| -1 -2 +  С - 1 =  
=  0 булиб, бундан С =  — 10 келиб чикади.  Д ем а к ,  С — — 10 бул ганда  
ка р а ла ё т га н  текисликлар перпендикуляр булар экан.

3- §. Фазода турри чизик, ва унинг тенгламаси

Д е к а р т  координаталари системасида

тенглам алар  билан ан икланган Тi ва Т2 текисликлар берилган 
булсин. К,аралаётган бу текисликлар уз аро  параллел булмасин.  
Равшанки,  бу долда улар  бирор тугри чизик буйича кесишнди. Бу 
тугри чизикни ушбу

системанинг'ечимлари тупламидан иборат деб ка раш  мумкин. Т\ ва  Г2
Ai в \ с \текисликлар узаро параллел булмагани учун тенг-

булсин. Биз 6- бобдаги 4- § д а  (3) куринишдаги тенглам алар  система-

A iA 2-\-B\B2-\-CiC2 =  0

А\ Х-(-В\у -\- C\Z-)-D t =  0, 
А 2х -)- В2у  -)- C2z -f- D2 =  0

j A ,jc- f  В +  С D| =  0,

I A -}X -{- Взу +  С 9Z D 2= 0
(3)
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сини ечиш масаласи  билан шугулланган эдик. Маълумки,  бу система 
чексиз куп ечимга эга.  Бу ечимларни топиш учун номаълумлардан 
бирини, м асалан  z нинг тайинланган zo кийматини оламиз.  z0 
ка тнаш га н  ва озод дадларни тенгламанинг  унг томонига утказиб 
(3) системани

куринишда ифодалаймиз. чв Д
Л,  В| 

А о Во

(4)

м у н о с а б а т н и

эътиборга олиб (4) системани д; ва  у  га нисбатан ечамиз:
— 0 ) - C (z o S, Л 1 - Д , - С , 2 0

— D 2 — С 2г 0 в2 л2 — 0 2 — C 2z 0

1̂ . .V — л.
л2 я 2 А2 В2

г 0 га мос ечимларни х0 ва  у 0 оркали белгилайлик.  Шундай килиб,
(3) системанинг (хо, уо, z0) ечимини топдик. Энди го га турли 
Кийматлар бериш оркали системанинг колган чексиз куп ечимлари- 
нинг топилиши равшан.  Д е м а к ,  (3) система ечимлари оркали 
ифодаланадиган турри чизик нукталарини аниклаш мумкин зкан.  
М а с а л а  шу турри чизик тенгламасини топишдан иборат. К,аралаётган 
турри чизикда  М (х0, у о, z0) нукта  билан бир каторда  ихтиёрий Р (х, у ,
г) нукта  олайлик.  У холда бу нукталарнинг  координата лари Т\ ва  Т2 
текислик тенгламаларини каноатлантиради:

| А \Xq-\-B !у0+  CiZ0+ D , =  0, | А [Х-\-В +  Ĉ z +  D ^ O ,
( Л 2^о+ B 2t/0-|- C2Z0+ Z ) 2 =  0; \ /4аХ-(- С >z-|-D г~ 0  .

Бу системалардан куйидаги системани хосил киламиз :

| Л ,(х  — х 0) — 1/0) + С , ( 2  — z0) = 0 ,
\ Л 2(х — х 0) +  В 2(у  — уо) + С 2(г  — 20) = 0 .  '

Л 1 В,  I
=^0 булгани учун бу системани (х —х0) ва  ( у —уо) га

Л 2 В 2 1 
нисбатан ечиб топамиз:

В, с,
в , с ,

(г — г 0) ,  у — у0 =

с, л,
С'2 А2
л, в, 
Л2 в2

( г  — г„) .

Бу тенгликлардан М (х0, Уо, го) ва Р  (х , у, z) ну кталардан  утувчи 
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куйидаги тугри чизик, тен глам асиг а  эга буламиз

* — *о У - У о  г ~ го
В, С,
в ,

с,

с 2 л.
л, в,

Бу ерда
- D , -С,**, В, л, — — С,г0

- Д 2 в 2 ^2 ^2 — 2̂̂ 0
в. . Уо — -4 i

2̂ в , л 2 в 2

Ушбу

белгилашлар ёрдамида  охирги тенгликлар
X —  X q У —  Уп z ~ zi

б , С 1 =  / С, л , Л 1 в .
=  т ,

В , Со С 2 л 2 Л 2 в 2
=  п

I (5)

куринишига келади.  Одатда (5) тенглама тугри чизикнинг каноник 
тенгламаси дейилади.

А гар  (5) те нг лам ад а  
х—

I
У - У  о 

m

г —
=  t (t£R)

деб олсак

y =  y 0+ m t , 

z =  z 0-|-n2

тен глам ал ар  системаси х,осил булади.  Уни турри чизикнинг пара
метрик тенгламаси дейилади,  бунда  t — параметр .

М и с о л .  Ушбу
Г Зх +  2г/ +  4z — 11=0,
{ 2*  -f- г/ — 3 г  — 1 = 0

тен глам ал ар  системаси билан аникл анган тугри чизикнинг каноник 
тенгламасини топинг.

А ввал о  тугри чизикнинг бирор Л (лг0, г/о, 20) нуктасини топиб 
оламиз.  Бунинг учун z0=  1 деб тайинлаб,  берилган системадан у 0 =  2, 
х 0=  1 эканлигини аниклаймиз.  Д е м а к ,  тугри чизикдаги Л нукта  дг0 =  
=  1, г/о =  2, 20=1  координаталарга  эга.

Энди
Л 1 =3, В ,= 2 , C i=4; 

Лг = 2, В 2 = 1, С г = — 3
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эканлигини эътиборга олиб
Х —  Х0 У — У о

[ S . с ' i 1| Я * с 2 | 1
С { /4, j j -4, В ,
С2 А3 \ | Л2 В2

- „ jc— Iтенгликлардан изланаётган тугри чизикнинг тенгламаси _ у -

м — 2 г — 1
17 -  1

куринишда булишини топамиз.

4- §. Фазода текислик ва тукри чизикларга оид масалалар

Биз бу параграфда фазодаги тугри чизик ва текисликка оид баъзи 
бир масалаларни караймиз.  Бунда келтирилган та сдикл ар да н 
айримларинигина исботлаймиз.

1°. Н у к т а д а н  т е к и с л и к к а ч а  м а с о ф а н и  т о п и ш .  
Фазода

Ах +  By -(- Cz +  D — О
тенглама билан берилган Т текислик ва бу текисликда ётмаг ан Р  (лс0, 
г/о, 20) нуктани карайлик .  Р н ук та дан  Т текисликка туширилган 
перпендикуляр узунлиги бу нукта да н Т текисликкача  масофани 
билдиради.  Бу масофа куйидаги

M.Yn +  fit/n- f  Czlt +  D\ 
р  = -------- ---- • ----  ( 6 )

^ А 2 \-В2 +  С 2

формула билан топилади ( ( 6 )  формулани келтириб чикариш мазкур 
китобнинг 1 2 - бобида нукта дан тугри чизиккача  булган масофа 
формуласининг исботидаги каби мулод азалар  ёрдамида  а м а л га  
оширилади) .

М и с о л .  Ушбу Р (0, 0, 0) нукта дан — -f- ' ' + - ^ = 1  текисли кка

ча булган масофани хисобланг.
Берилган текислик тенгламасини 6x-\-4y-\-3z — 12 =  0 куринишда 

ёзиб олиб, (6) формула ёр дамида  топамиз:
—  I6-0  +  4 - 0  +  3 - 0 — 12| _  _ 1 2 _

^  \j 31> -)- 1 П Ч •)]

12Д е м а к ,  берилган н ук та дан  текисликкача  булган масофа р =
" V 61

булади.
2°. У ч  н у к т а д а н  у т у в ч и  т е к и с л и к  т е н г л а м а с и .
Биз 12- бобда икки нуктадан  утувчи тугри чизик тенгламасини 

келтириб чикардик ва ургандик .  Худди шунга ухшаш  фазода  бир 
тугри чизикка  тегишли бул маган

Р 1 (х  |, у  I, 2|), Р2 (Х2, У 2, z 2),  Р 3 ( х 3, Уз, 2 з)
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куринишда булади.

=  О (7)

нукдалардан утувчи текислик тенгламасини келтириб чикариш 
мумкин.  Бу генглама

X ~ X S У- y ,  2, — Z\
Х2 X | У2 — Уи Zo--Z\
х 3— х, У-Л —У I г  -  г

М и с ол . Ушбу Я| (0, 0, 1), /э2 (О, 2, О), Рл (3, О, 0) н ук талар дан  
утувчи текислик тенгламасини тузииг.

(7) формулага кура  изланаётган текислик
х — 0 у — 0 г  — 1

0 - 0  2 — 0 0 - 1
3 - 0  0 - 0  0 — 1 

тенглама билан ифодаланади.  Бу детерминантни хисоблаб топамиз:

2х -f- 3 у  ~f~ =  6.
3°. Ф а з о д а  и к к и  н у к т а д а н  у т у в ч и  т у г р и  ч и з и к

т е н г л а м а с и .
Ф азода  А (хи у и z i )  ва В (х2, у2, z2) н ук та лар дан  утувчи бирор 

тугри чизик берилган булсин. Бу чизикда  ихтиёрий С (х, у, г) нукта  
оламиз (55 чизма) .  А , -В, С нукта лар  бир тугри чизикда ётганлиги 
сабабли уларнинг  Оху текисликдаги проекциялари булган А', В', С' 
нукта лар  хам бир тугри чизикда ётади.  Бундан эса

х — х 

х.:
У- 

- Х , у ,
У1

УI
О ёки У --У1 

Уо У\

муносабатларга  эга буламиз .  А, В, С нукталарнинг  Oyz, Oxz 
координата текисликларидаги проекциялари учун хам мос равишда

У — У
-у | г,

тонгликлар уринлидир. Хосил 
булган тенгликларнинг бир 
в а к т д а  бажарилишини эътибор- 
га олиб топамиз:

JL~*L 
г.. — г  1

X— Л| 
Х 0 — Х,

У~■УI 
-У\ *•»—г.

Бу фазода берилган икки н у к т а 
дан утувчи тугри чизик тенгла- 
масидир.

4°. Т у г р и  ч и з и к  в а  т е 
к и с л и к н и н г  п а р а л л е л -  
л и к в а п е р п е н д  и к у л я р - 
л !i к а л о м а т л а р и .

лп у—У и г —г»
k 1С / - т  п

т ен гл ам ала р  билан аник- 55- чизма
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ланган тугри чизик ха мда  Ax-\-By-\-Cz-\-D =  0 текислик берилган 
булсин. Бу тугри чизик ва текисликнинг узаро параллел булиши учун

А1-\-Вт-\-Сп =  0 

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.  Уларнинг перпендику-
-1 о с

ляр булиши учун эса -у =  - =  — тенгликларнинг бажарилиши з а 

рур ва етарли.
5°. Ф а з о д а  и к к и  т у р р и  ч и з и к н и н г  п а р а л л е л л и к  в а  

п е р п е н д и к у л я р л и к  ш а р т л а р и .
Бизга ушбу

у —УI У—У 2
( 10 )

тенглам алар  билан ифодаланган икки тугри чизик берилган булсин. 
Иккита  компланар турри чизикларнинг уз аро  параллеллик шарти

L т.г л2 -— =  — =  • тенгликларнинг  бажарилишидан,  перпендикулярлик 
I, т ,  п.

шарти эса
/1 /2 “j-  tTl 1 tTl2 -(" ft]tt2 == 0

тенгликнинг бажарилишидан  иборатдир.
Икки турри чизикнинг компланарлик шарти баж ари лс а ,  у холда 

уларнинг  у з а ро  параллел булиши ёки бирор Р (х0, Уо, 20) нукта да  
кесишиши келиб чикади.

Ф а р а з  килайлик ,  бу тугри чизиклар уз аро  параллел булсин. 
У х,олда б у  параллел турри чизиклар оркали утувчи текислик 
тенгламаси ушбу

X — Xf 
Х 2 X |

У — У1 
У2~У\

т  I

Z —  2 ,  

Z 2 Z \ 

П\
=  о

куринишга эга  булади.  Агар икки тугри чизик Р (х 0, уо, г0) нукта да  
кесишса,  бу турри чизиклар оркали утувчи текислик тенгламаси

0X1 у — У 0 z — z0

/» т х «1 =  0

/2 /По п2

куринишда булади.
6°. Н у к т а д а н  т у г р и  ч и з и к к а  п е р п е н д и к у л я р  т е  

к и с л и к  у т к а з и ш .

Ф азо д а  Р (xi, у\, Z\) нуКта ва у —у»
т -тенгликлар
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билан аникланган  L чизик берилган булсин.
Р  нукта да н утувчи L чизикка перпендикуляр булган текислик 

тенгламаси

l(x  — x i )  ~\-т{у — у\) +  n{z — zi) = 0  
куринишда булади.

7°. Н у к т а д а н  т у г р и  ч и з и к к а ч а  б у л г а н  м а с о ф а н и  
т о п и ш .

_  . . х —  х0 У — Уп г  — г 0
Р (х\, у |, Zi) нукта дан — — - =  — -— =  — -—  тугри чизиккача

булган р масофа ушбу

I х \ ~ хо У\ ~ У о  I 2 I У\ ~ У о  г 1 ~ г о I 2 I г 1 ~ zo х \ ~ хо I 2 
2 _  I I т  I I т ________ п \ +  j____„ I I

■12 +  т 2 +  п2

формула ёрдамида топилади.
М и с о л .  Ушбу Р  (0, 0, 0) нукта дан

х ~  1 У — 1 2 — 1
1 — 2 — з”

тугри чизиккача  булган масофа х,исоблансин.
Юкоридаги тенгликдан

I 1 1 I 2 4- I 1 Ч 2 + I 1 Ч 2
2 __ I 1 2 I ' I 2 3 I 1 3  1 1  _  12 + 12+ 2 2 _  3

Р 12 +  22 +  32 _  14 ~  1 '

Г Гяъни р =  д/ — эканлигини топамиз.



15- Б О Б

ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ С И РТ Л А Р

М а з к у р  бобда иккинчи тартибли сиртлардан — сфера,  эллипсоид, 
гиперболоид, конус, параболоид ва  цилиндрни келтирамиз ва 
уларнинг  хоссаларини урганамиз .

1- §. Сфера

Ф азо да  Д е к а р т  координаталар системасини олайлик.  Шу фазода 
бирор М (а, b, с) нукта  берилган булсин. М (а, Ь, с) н ук тад ан  бир хил 
г масофада  жойлашган  нукталарнинг  геометрик урни сфера 
дейилади.  Бунда М нукта  сфера маркази ,  г эса сфера радиусидир.

Д е м а к ,  сферадаги ихтиёрий Р (х , у , z) н ук та дан  унинг маркази 
М (а, Ь, с) гача  булган масофа х а м м а  в ак т  г га  тенг.  Фаз ода  икки 
нукта  орасидаги масофа формуласига кура

д/ (х — а)'2+  (у — Ь)2+  (z с) 2=  г

булади.  Бу тенгликнинг х,ар икки томонини кв а д р а т г а  кутариб 
топамиз:

(х — а ) 2+  (у — b)2+  ( z - c ) 2 =  r2. (1)
Шундай килиб, сферадаги ихтиёрий нуктанинг  х, у , z координатала- 
рини богловчи тенглам ага  келдик.  Бу тенглама маркази (а ,  b, 
с) нукта ,  радиуси г га тенг булган сфера тенгламасидир.  Агар сфера 
маркази координата бошида,  яъни а =  Ь =  с =  0 булса ,  у  х,олда унинг 
тенгламаси

х2 +  у 2 +  z2 =  г2 (2)
куринишга эга  булади.

2- §. Эллипсоид

Биз мазк ур  китобнинг 13- бобида иккинчи тартибли эгри 
чизикларнинг  каноник тенгламалари ва  уларнинг  содда  хоссаларини 
ургандик .  Ж у м ла д а н  маркази координата бошида,  радиуси г га  тенг 
булган айланани Оу уки буйлаб сикиш нати жасида  эллипс ва унинг 
тенгламасини х,осил килиш мумкинлигини курдик.  Ушбу пар,аграфда 
биз шу усул билан эллипсоид тушунчасини киритиш ва  унинг 
тенгламасини келтириб чикариш билан шугулланамиз .

Сферани у з а ро  перпендикуляр учта йуналиш буйича текис
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деформациялаш (чузиш ёки сикиш) натижас ида  хосил булган сирт 
эллипсоид дейилади.

Бизга ушбу
x2+ y 2 +  z2= r 2 (3)

тенглама  билан аникланган сфера берилган булсин. Ф а р а з  килайлик
юкорида ка йд  этилган деформация Ох, Оу, Ог уклари буйлаб мос
равишда k\, k2, k3 ( 6 i > 0 ,  / = 1 ,  2, 3) коэффициентларга эга  булсин
(Ох, Оу, Oz уклари буйлаб мос равишда k\, k2, k3 марта  чузиш ёки
сикиш а м а л га  оширилсин).  Бу деформация нати жасида  эллипсоид
х,осил булиб, сферанинг М (*-, y,z) нуктаси эллипсоиддаги М' (х, у, z)
н укта га  утади.  Агар нуктанинг  деформациялашдан кейинги янги
координаталарини (X,Y,Z) билан белгиласак,  X =  k\x, Y— k2y , Z — k3z

• X Y Zифодаларга  эга буламиз .  Бу тенгликлардан х =  — , у =  — , z =  —
1 &2  ̂и

булиб,  уларни (3) тенг лам аг а  куйсак ,

X2 , Y2 Z2 2

тен глам ага  эга буламиз .  Агар a =  k\r, b — k2r, c =  k3r белгилашлар 
киритсак,  ушбу

4+̂ +4=*а Ь с
(4)

тенглама  досил булади.  (4) тенглама  эллипсоиднинг каноник 
тенгламаси дейилади.  а, Ь, с сонлар эллипсоиднинг ярим уклари деб 
а та лад и  ( 5 6 - чизма) .

56- чизма 57- чизма

Э л л и п с о и д н и н г  х о с с а л а р и  

Ф а р а з  килайлик Д е к а р т  координаталари системасида ~  +
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+  " y  +  -V = l  тенглама билан аникланган  эллипсоид берилган 
Ь с~

булсин.
1°. Эллипсоид координата ук ларига  нисбатан симметрикдир.
2°. Эллипсоид координата укларини:  Ох укини (а,  0, 0 ) ,  ( — а,  0,

0) нук талар да ,  Оу укини (0, Ь, 0 ) ,  (0, — Ь, 0) н ук талар да ,  Ог укини
эса (0, 0 , с), (0, 0 , — с) нукталарни кесади.

3°. Эллипсоиднинг )z =  h) текислик билан кесишмаси эллипс булиб,
X2 , и2 , h2 .унинг тенгламаси —т--|--=-т-= 1 ------— куринишга эга булади.
а~ Ь~ с

3- §. Параболоид
Охг текисликда ушбу

х 2 =  2pz, у ~  0 (5)

тенглама билан берилган параболани карайлик .  Бу параболани 
Ог уки атрофида айлантиришдан досил булган сирт параболоид
( айланма параболоид) дейилади.

Энди параболоид тенгламасини келтириб чикариш билан шугул- 
ланамиз Параболоидда  ихтиёрий М (хй, у0, го) нукта  олиб, бу 
нук та дан Ог у к к а  перпендикуляр z =  z0 текислик ут казамиз .  Бу 
текислик (5) тенглама билан берилган параболоидни N(x°, 0°, 2°) 
нук та да  к е с а д »  ( 5 7 - ч и з м а ) .

М ва  N нукталарнинг  бир горизонтал текисликда  ётганини 
эътиборга олсак CN =  CM эканлигини, яъни уларнинг  битта айлана  
радиуси булишини топамиз.  Д ем ак ,

х0=  л/х20~\-у20 (6)

муносабат  уринлидир. Бу тенгликни (5) т ен глам аг а  куйсак ,  
x 20+ y 20= 2 p z 0 булади.  Д е м а к ,  параболоиддаги ихтиёрий нуктанинг
координаталарини богловчи

x2-\-y2 =  2pz (7)
тенглам аг а  келамиз.  Одатда (7) тенглама айланма параболоиднинг 
каноник тенгламаси дейилади.

Биз юкорида баъзи бир геометрик шаклларнинг  хусусиятларига  
ка р а б  уларнинг  тенгламаларини келтириб чикардик ва  асосий 
хоссаларини ургандик .

Энди геометрик шаклларни уларнинг  тенгламалари оркали
таърифлаб,  айрим хоссаларини келтирамиз.

2 2
Ушбу 22 =  А г + ~  тенглама билан аникланган сирт эллиптик

' а1 Ь2
параболоид дейилади.

,2 „2
Гиперболик параболоид деб, 2 г =  ' тенглама билан а н и к 

а Ь~
ланган сиртга айтилади.
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П а р а  б о л  о и д н и н г  х о с с а л а р и

1°. Ушбу х2 +  у 2 =  2рг тенглама билан берилган айланма 
параболоид Oz у к и га  нисбатан симметрикдир.Z

.2 „2
2°. 2г =  тенглама билан берилган эллиптик параболоидни

сг Ь
{2 =  / i > 0( текислик билан кссиш нати жасида  ушбу

5  +  и  = 2/1
эллипс хосил булади.

.2 J ,2
3°. 2z =  А с -----тенглама билан берилган гиперболик парабо-

а Ь'

х 2 у 2лоидни [z =  h] текислик ёрдамида кесилса,  кесимда -----■ „ — 2 h
а Ь~

гипербола хосил булади.

4-§. Гиперболоидлар

Ушбу

Z  _i_ Z  _  j L =  j-■I | .1 :i 1а Ь с
тенглама билан аникланган сирт бир паллали гиперболоид дейилади. 
Бу ерда  а,  Ь, с гиперболоиднинг ярим укларидир.

Ушбу

/1 +  А  _  А  =  _|
2 I . *> 2а г

тенглама билан аникланган  сирт икки паллали гиперболоид деб 
аталади.

Г и п е р б о л о и д н и н г  х о с с а л а р и
2 2 2

1°. Ушбу —-  -\- ~  =  1 тенглама билан берилган бир
а Ь с

х 2 i f  h 2паллали гиперболоидни z =  h текислиги - +  --- =  ,, -f- 1 эллипс
сг Ь~ с

буйлаб кесади.  Ж ум ла да н,  h — О га энг кичик эллипс мос келиб, 
\h\ усиши билан унга  мос эллипс хам катталашиб боради (58- чиз
м а ) .

2  2

2°. Ушбу х -----^ г = 1  гиперболани Охг текисликда  Ог уки атро-

X2 U2 Z2 :фида айлантиришдан —т  -f- ------------5- =  1 гиперболоид хосил була-
сг Ь с

ДИ.
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I

r2 ,'Л „2
3°. Ушбу — j  +  A 5 — — i

a b с

тенглама билан берилган бир 
паллали гиперболоидни у= \Н \ф  
ФЬ  текислик билан кесиш нати 
ж а си да  гипербола хосил булади.  

y = \ h \ — b булган холда ке-
:0  ва - — -  =  О

тугри чизиклар хосил булади.  
Худди шунга ухшаш \h \ — а булса ,
кесимда - 4 -  -~ =  0,Ь ' с - г — — =  0b с

£

турри чизиклар хосил булади.
4°. Бир паллали гиперболо- 

иднинг хар бир нуктасидан иккита
турри чизик утади.  ^

Одатда бу турри чизиклар гилерболоиднинг ясовчилари дейилади 
( 5 9 - ч и з м а ) .

58- чизма

59- чизма 60- чилма

5°. Икки паллали гиперболоидни z ~ h  текислик билан кесиш 
н ати жасида  кесимда

х2 I У2 ±2 
,2

эллипс хосил булади ( 6 0 - Чизма) .  Агар булса ,  к а р ала ёт ган
сирт \z=h) текислик билан кесишмайди.
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5- §. Конус
Ушбу

4  + 4 - 4 - 0а' b" с
тенглаада билан аникланган сир г конус деб аталади.

Х о с с а л а р и
1°. Агар Р  (до, г/о, £<i) нукта  конусга тегишли булса ,  у холда шу 

н ук та дан  утувчи
x — xnt, у — y d , z =  znt, (tER) 

тугри чизик х;ам конусга тегишли булади ( 6 1 - чизма) .
Одатда  бу чизиклар конус ясовчилари дейилади.
2°. Агар конусни z =  /z текислик билан кессак,  кесимда

2 /г2—  4- -у-~ =  эллипс хосил булади.
а Ь" с

3°. Конусни {x =  h) ёки {y =  h\ текисликлар билан кесиш ёрдамида 
кесимда гиперболалар х,осил булади.

6- §. Иккинчи тартибли сиртларнинг умумий тенгламаси

Биз аввал ги  параграфларда  иккинчи тартибли сиртларнинг 
каноник тенгламалари ва хоссаларини ургандик .  Агар бу тенглама- 
л ар га  эътибор берсак,  уларнинг

А х2 +  By2 - f  Cz2 2 Dxz +  2 Eyz -f- 2 Fxy +  px +  qy +  rz +  e =  0 (8)
куринишдаги тенгламанинг  хусусий холлари эканлигини к^рамиз.  
(8) тенглама иккинчи тартибли сиртларнинг умумий тенгламаси 
дейилади.



Агар (8) тенгламанинг  чап томони F (х, у, z) оркали белгиланса,  
у  холда уни

F { x , y , z ) =  0 (9)
куринишда ёзиш мумкин.

Д е м а к ,  ум уман  айт ганда  иккинчи тартибли сиртлар F (х, у, 
z) = 0  иккинчи д а р а ж а л и  алгебраик тенглама билан аникланади.  
Худди текисликдаги каби, бу ерда хам (8) тенгламани каноник 
куринишга келтириш масаласини хал этиш мумкин.

Агар 2 - тартибли сирт тенгламаси F (х , у, z) = 0  да  узгарувчи-  
ларда н бирортаси иштирок этмаса ,  бундай сирт цилиндрик сиртни 
ифодалайди. Ма сала н,  цилиндрик сирт F (х, у) = 0  тенглама билан 
берилган булсин. Уни геометрик тасвирлаш учун F (х, у) = 0  чизик 
графиги чизилиб, унинг хар бир нуктасида  Ог ук и га  перпендикуляр 
чизик утказилади .  F (х, у) = 0  тенглама куринишига к а р а б  иккинчи 
тартибли цилиндрлар куйидаги ту рлар га  булинади:



тенглама билан аникланган сирт эллиптик цилиндр деиилади 
( 6 2 - ч и з м а ) .

2°. Ушбу

тенглама билан аникланган сирт гиперболик цилиндр дейилади
(63- ч и з м а ) .

3°. Ушбу
У2 =  2рх

тенглама билан ифодаланган 
сирт эса параболик цилиндр 
дейилади ( 6 4 - чизма) .

64- чизма



16- Б О Б

ВЕКТОРЛ АР

М ате мат ика ,  механика  ва  физиканинг катор булимлари.  
кесмаларнинг  бирор йуналишини тайинлаб к а р а ш  анча кулай  
ликларга  олиб келади.

Одатда йуналтирилган кесма вектор дейилади ва АВ  ёки a, b 
каби белгиланади.  65- чизма йуналтирилган АВ  кесманинг А нук- 
таси унинг бошлант-ич нук,таси, В эса охирги нущтаси дейилади.  
АВ  кесманинг  узунлиги векторнинг узунлиги дейилиб, \АВ\ каби 
белгиланади.

Бошлангич ва охирги нукталари устма-уст  тушган вектор ноль 
вектор дейилади ва  б ёки 0 каби белгиланади.

Битта тугри чизикда ёки параллел чизикларда  ётган а ва  
Ь векторлар коллинеар векторлар дейилади. Шуни таъкидлаш 
лозимки, коллинеар векторлар бир хил йуналишга эга булиши шарт 
эмас.  I

66- чизма

/ /  /

\
Бир хил йуналишга эга  булиб, узунликлари тенг булгак  "а 1 

коллинеар а ва b векторлар тенг векторлар дейилади ва а  =  : 
белгиланади.

66- чизмада а =  Ь, а ф с , сфЪ  эканини куриш кийин эмас.
Ушбу бобда фазода векторлар ва уларнинг  хоссалари урганилади.  

Аслида текисликда  х,ам вектор тушунчаси киритилиб, уларнинг  
хоссаларини урганиш мумкин. Куйида келтириладиган барча 
тасди^лар текисликда  х,ам уринлидир,
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скаляр купайтма шаклида  ёзилиши равшандир.
Ихтиёрий L (х , у, z) 6 Т учун b векторнинг бошлангич нуктаси 

N да ,  охирги нуктаси L да  булишини эътиборга олсак,  (2) ифодадан 
а Х У  эканлиги келиб чикади.

Д е м а к ,  а  ва п векторлар коллинеар булиб, и =  Яа тенглик 
уринлидир. ON вектор х,ам п га коллинеар булганлигидан О N =  
=  ^а  тенглик уринли булади.

Энди N нукта  Т текисликда  ётишини эътиборга олиб топамиз
АХ‘2 -j- By2 ~(~ Cz% -f- D =  О, 

A ■ [iA +  В ■ (.i C +  D =  0.
Охирги тенгламадан:

D ..  D

Â  + B̂  + C1 |a'2 '

Д ем ак ,

\O N  =  |jn| \ a\ =  .

__(л н ук та да н  T текисликкача  бул ган p масофани топиш учун
ОМ векторни я  га проекциясини караймиз .  Равшанки,  J fp  — ~Qp
— ОЛТ булиб, пр,;ЛФ =  пр„ ОМ — np„CW 

тенглик Уринлидир.

г,^  я  О/И А.(а, ОД/) . A x { +  By\ +  Cz\пр -ОМ — ——  =  — ==si gn А,— .
Ini I I Ia I л / д 2 +  В 2 +  С2

^=rj7 n-ON  . |аГ  . np„OW =  - г —  =  s ign  А----------г
— г г  - (а .  “ )

• л  D • , £>=  -  s ign  Aq-r- =  -  s ign  А,---- = = _ — .
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Ш у н д а й  кил иб .

т  ^ A x t +  f i {/[ +  C z ,  + D
=  п р я ^Р  = ------- Н Г ==Г ===2 (3)V л 2 +  в 2 +  с 2

формула хосил булди.

4. И к к и  т е к и с л и к н и н г  п а р а л л е л л и к  в а  
п е р п е н д и  к у  л я р л  и к а л о м а т л а р и .

Фазода  иккита

7 ь  Л (X-j-Biz/-f- C \ Z D 1 =  О,

Т2 - А 2Х -f- В%у C2z -)- D2 =  О

текисликлар берилган булсин. Биз юкорида а,  =  (Л ь В и С 1) ва  а 2 =  
=  {Аз, В2, С2) векторларнинг Т\ ва  Т2 текисликларга  перпендикуляр 
эканлигини курдик.  Бундан а, ва а2 векторларнинг перпендикулярлик 
ва параллеллик аломатлари Т\ ва  Т2 текисликларнинг хам  мос 
равишда параллеллик ва перпендикулярлик аломатлари булишини 
курамиз.  Д е м а к ,  Тi ва  Т2 текисликлар параллел булиши учун 
\аъ а 2] =  0 шартнинг, перпендикуляр булиши учун эса ( а и а 2 ) =
=  О шартнинг бажарилиши зарур ва  етарлидир.  Бу шартлар 
А , Й, С ,
^  ^ = 0  хам да  Л 1Л2 +  В 1В 2-Ь С [С 2 =  0 куринишда ифо-

даланиши равшандир.

5. Т у г р и  ч и з и к  в а  т е к и с л и к н и н г  п а р а л л е л л и к  
в а  п е р п е н д и к у л я р л и к  а л о м а т л а р и .

Ф а р а з  килайлик,  фазода ушбу
*  —  -*0 _  у — У о _ _  Z — z 0 .

I m п

тенглама билан аникланган L тугри чизик х,амда

(4)

Л х -f- By ■4- Cz D =  0 , (5)
тенглама билан ифодаланган Т текислик берилган булсин. Маълумки ,  
(5) тенглик а =  (/, т ,  п) вектор билан (х — х0, у — уо., z — z0) 
векторнинг коллинеарлик шартини ифодалайди. Д е м а к ,  а =  (I, т ,  
п) вектор L учун йуналтирувчи вектор булиб, а  нинг бошлангич 
нуктасида  ётса,  бу вектор тулик L да  ётади ( 7 4 - чизма) .

L тугри чизикнинг Т текисликка параллеллик ва перпендику
лярли к шартлари а = ( ( ,  пг, п) ва  Ь = { А , В, С) векторларнинг 
параллеллик ва перпендикулярлик шартларига  эквивалентдир.

Д е м а к ,  Al-\-Bm-{-Cn~ 0 тенглама L тугри чизикнинг Т т е 
А В Скисликка параллеллик шартини, -- = —= — эса перпендикулярлик 

шартини ифодалайди.
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6. Ф а з о д а  и к к и  т у р р и  ч и з и к н и н г  п а р а л л е л л и к  
в а  п е р п е н д и к у л я р л и к  а л о м а т л а р и .

X — X ,  и — У< Z  —  Z ,  Х  —  Хс ,  у  — у.) Z  —  Z o

Бизга у ш б у ------- ' - = ------L==-------- ва — —-  = --------  = ------ - тенг-
11 т х п | /2 гп,, п.,

л а м а ла р  билан аникланган L\ ва L2 турри чизиклар берилган булсин. 
Бу турри чизикларнинг параллеллик ва перпендикулярлик шартлари 
уларнинг  а,\ — (/ь т.\, п\) ва а2~  (h, m2, п2) йуналтирувчи векторлари 
оркали ифодаланади.  Шундай килиб, бу икки турри чизикнинг узаро 
параллеллик ва  перпендикулярлик шартлари мос равишда :

/| /72 j П[ '
— = — = —  ва 1Л2- { - т {т 2-\-п{п2==0 .1<2 та Пп

J



МАТЕМАТИК АНАЛИЗ

17- Б О Б

НАТУРАЛ АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯ ЛИМИТИ

Функция лимити математик анализнинг  мухим тушунчаларидан 
бири. Д а с т а в в а л  содда холни, натурал аргументли функциялар 
(сонлар кетма-кетлиги)  нинг лимитини караймиз.

1-§.  Сонлар кетма-кетлиги тушунчаси
Биз мазкур китобнинг 2- бобида функция тушунчаси билан 

танишган эдик. Энди, хусусий х,олда, аникланиш сохаси натурал 
сонлар туплами /V =  {1, 2, 3, ...( дан иборат булган функцияларни 
(натурал аргументли функцияларни) караймиз.

Айтайлик,  N ту плам да  бирор f(n )  функция берилган булсин. Бу 
функция кийматларини хп билан белгилаймиз:

/ (п) = х п (|)
( f ( \ ) = X i ,  f ( 2 ) = X i ,  f ( З ) = х 3, ..., f ( n ) = x n, . . .).

К а ра лаё т га н  функция кийматларидан ташкил топган ушбу
X I ,  х2, х3, ..., хп, ...

тупл ам  сонлар кетма-кетлиги дейилади.
М а сала н ,

су 3 4 п -)- 1
’ Т У ’ ' ' ' ’ ' • ' '

сонлар кетма-кетлиги

■ f ( n ) = - r̂ -  (п== 1, 2, 3, ... )

функциянинг кийматларидан ташкил топгандир.
(1) кетма-кетликни ташкил этган хп ( п =  1, 2, 3 ...) сонлар унинг 

%адлари дейилади:  xi — кетма-кетликнинг  биринчи х,ади, х2 — кетма- 
кетликнинг иккинчи х,ади ва  х,оказо, хп — кетма-кетликнинг  п- х,ади 
(ёки умумий х,ади).  (1) кетма-кетлик кискача  хп ёки {хп} каби 
белгиланади.

Куп холда кетма-кетликларнинг  умумий хади формула билан
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ифодаланади.  Унинг барча вддлари шу формула оркали топилади. 
М и с о л л а р .

1- * „ = ' ■ :  1, 1" п ’ 2 ’ 3 ’ ’ п ’ "■ '
2. хп =  п: 1, 2, 3, ..., п, ... .
С! v , I 1 ( - П "

22 ’ З2 ’ - •  7  ........
4. х „ = 1 :  1, 1, 1, .... 1, ...
5. xn =  aq" ~ 1: a,  aq, aq~, ..., aqn~\
Бирор {*„):

* ! ,  * 2, JC3, ... , JC„, ...

кетма-кетлик берилган булсин.
1- т а ъ р и ф. Агар шундай узгармас М сон мавжуд булсаки, {хп) 

кетма-кетликнинг  \ар бир хади шу сондан катт а  бул ма са ,  яъни 
Vng jV учун

х п^ М
тенгсизлик уринли булса, {хп} ющоридан чегараланган кетма-кетлик 
дейилади.

2- т а ъ р и ф. Агар шундай узгармас m сон мавжуд булсаки, {х„\ 
кетма-кетликнинг %ар бир уади шу сондан кичик булмаса, яъни 
VnEiV учун

хп^ т
тенгсизлик Уринли булса, { хп) щуйидан чегараланган кетма-кетлик 
дейилади.

3- т а ъ  р и ф. Агар кетма-кетлик %ам куйидан, %ам юкоридан 
чегараланган булса, яъни шундай узгармас m ва М с о  пар 
топилсаки, Vn£N учун

тенгсизликлар уринли булса, {хп\ чегараланган кетма-кетлик дейила
ди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу х„=  1 -)—
п■

1 +  1, 1 + i  ! + i
кетма-кетлик юкоридан чегараланган ,  чунки ихтиёрий я 6 А' учун

х „ ^  2 (М =  2)
тенгсизлик уринли.

/_I и  +■ *О о _' 1 ' .



кетма-кстлнк кум ила н чегараланган ,  чунки V «( .  /V учун

X ^  , < т  - -  — 4 )

ТСИГСИЗЛИК уринли  

3. Ушбу

.. .ч « /г—I 
Л '4'‘ 0 ........  -

кетма-кетлнк чегараланган ,  чунки V/ifcW учун
0 <  1

тенгсизликлар  у р и н ;им

4- г а ъ  р и ф. Агар  {*„! кетма-кетлилаияг хидлари куйидаги
X I >. <  <  ... • Хп < -  ..

( .V I <  л  2 <  А' Н <  . <  Х „  <  ... )

генгсизликларни кап оп т л ан/ирса. яъни ' i n i  А; учун
М ... М ■ - ! V ’ ' М,' ‘ ‘ )

булса, \х„) усувчи (щатьии ус увч и ) шпхи-кетлик дейилади.
5- т а ъ )> и ф. Агар  {*„} кетма-кетликнинг хадлари щуйиоиги

К ] -- Л •) ;'.'М X;] .-£■ . . . -z ' Х -l . . .
( х , >  Х 2 ■> Х;н >  . . .  >  Х „  >  ...)

тенгсизликларни щаноатлантирса, яъни Yn.f/V учуи
х и^ х п+\ (л „ :> x,i г-1)

б у л с а , {л:,,} камаювчи (щатъий камаювчи} кетма-кетлнк дейилади.
Усувчи (щатъий усувчи), камаювчи (к,атъий камаювчи) кет м а 

кет ликлар макогон кетма-кетликлар дейилади.
! М - 11 ] 2 Ом и с о л .  Ушоу х . ~ п + { : у ,  ... - ;f , . ...

кетма-кетликнинг  усувчи эканини куреатииг .
Бу кетма-кетлнкнинг

и и Н !
’ *"-* '~~'л у :

хадларини олиб, х„ +, — х п айирмаии караймиз :

п -4- i II _  i

/i+ У  л - j -1 (л f  1 ) ( л +  2)  ‘

Равшанки ,  V h ^/V учун г -у ><*
'  ( «  У I ) (Л +  2)

1 на



Д е м а к ,  V n^N  д а  хп+\ — хп> 0 ,  яъни xn< x n+t булади.  Бу эса бе
рилган кетма-кетликнинг  усувчи (хатто катъий усувчи)  эканини 
билдиради.

о  , ,  ,  n !  1! 2 !  3 ! л !2- м и с о л. Ушбу х„ =  -  : , ... — , ...
J  п г»2 о З  ’  п  ’п 1 2  3  л

кетма-кетликнинг  камаювчи эканини курсатинг.
с  н !  ( n  + 1 ) !  -Ьу кетма-кетликнинг  лс„ =  — , х , = —----------- - х а д л а р и н и  олио,

н" (л + 1)я н
уларнинг  нисбагини караймиз :

И + 1)!
хп+1 _  ( п - Ц ) ("+1) _ (п +  1)! п" _  ( __п__Y _______ 1_  у

дг„ _nj_ („ _ | _ 1 ) ^  + И л !  \ я + 1 /  \  л + 1 / ‘

пп

Равш анки,  ихтиёрий n^N  д а  ^1— ^ T j -)  <   ̂ булади.  Дем ак ,

Хп -L |
-------< 1 -  Бу тенгсизликдан эса х п> х п1 , (\/n£N) келиб чикади.

х п

Д е м а к ,  кетма-кетлик камаювчи экан.
Ф а р а з  килайлик,  {хп} ва [уп] сонлар кетма-кетлиги берилган 

булсин: ■
Хп • Х[ ,  Х 2 , Х з ,  . . . ,  Хп,  . . .  , 

Уп ■ У\,  г/2 , Уз ,  у п, . . . ,

Куйидаги

Х \ + У \ ,  * 2  +  1/2, Х л + У п ,  . . . .

* 1  — У \ , Х 2 — У2 ,  Х п — Уп,  . . .

кетма-кетликлар мос равишда { * „ }  ва {г/ „ } кетма -кетликлар йигиндиси 
х ам д а  айирмаси дейилади ва {х,, +  #„}, {*„— у,4 каби белгиланади.  

Ушбу
*i  - г/ь х 2-(/2, ..., Jc„-«/„, ...

кетма-кетлик {хп} ва {г/„} кетма-кетликлар купайтмаси дейилади ва 
{ х п - У п )  каби белгиланади.

Куйидаги
XI JC<4 х„

■ ^  ^ ...........  (укФ 0 , к = 1 , 2 , . . . )

кетма-кетлик {хп\ ва {г/„} кетма -кетликлар нисбати дейилади ва 
(  хп )
■ каби белгиланади.tУп

2- §. Сонлар кетма-кетлигининг лимити

А ввал о  нуктанинг  атрофи тушунчасини келтирамиз .  Бирор 
а нукта  (сон) х ам д а  ихтиёрий мусб ат  е сони ( V e > 0 )  берилган
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1 I '
10’ ю".

булсин. Ушбу ( a  —  e, a - j - e )  интервал a  нуктанинг  а т р о ф и  (e 
атрофи) дейилади (75- чизма) .  Равшанки,  е. турли кийматларга  тенг 
булганда  а нуктанинг  турли атрофлари хосил булади.  Ма сала н ,  а  =
=  1 нуктанинг  £ =  -*- атрофи ^1— ] +  ' )  интервалдан,  яъни

) интервалдан;  а  — 0 нуктанинг  е =  ^  атрофи

интервалдан иборат.
Бирор {х„}: х , ,  х 2 , х 3, . . . ,  х„,  ... кетма-кетлик ха мда  бирор а  нукта  

(сон) берилган булсин. Бу кетмакетликнинг  хадлари а  нуктанинг  
бирор атрофига тегишли буладими,  тегишли булса,  нечта х,ади 
тегишли булади — шуларни аниклаш кетма-кетликнинг  лимити 
тушунчасини киритишда мухим роль уйнайди. Мисоллар келтирай- 
лик:

( — I \" + 1 | 1 1 ( — П " + 1
I. Ушбу х„ = ———------: 1, - 4 ,  4 ,  ......... ------, ... кет-J " п 2 3  4 п

ма-кетлик ва а  =  0 нуктанинг  ■ —, —^ атрофини карайлик.  Бу

кетма-кетликнинг
I I  1 1

* , =  1, Х г , =  —  - у ,  *.ч =  - з -  * 4 = — р  х 5 =  а

х а д л а р и  а  н у к т а н и н г  ^ "5 )

а-е а а*е атрофига тегишли булмайди.
75-чи.-ша Берилган кетма-кетликнинг  хв

хадидан,  яъни 6- хадидан бошлаб кейинги барча хадлари шу атроф- 
га тегишли булади.

Агар а  =  0 нуктанинг  атрофи олинса, унда  х п =
( _  п « + 1

п------ кетма-кетликнинг  1 1 - хадидан бошлаб кейинги барча

Хадлари шу ( — - ~)  атрофга тегишли булади.

Агар а  =  0 нуктанинг  ( — 2, 2) атрофи олинса, унда берилган 
кетма-кетликнинг  барча хадлари шу ( — 2, 2) атрофга тегишли 
булади.  " ’ ‘

2. Ушбу х„ =  ( — 1)" :  — 1, 1, — 1, 1, ... кетма-кетликни ха мда
а =  1 нуктанинг  ^1— ^  1 + , ^ ,  яъни атрофини караймиз.

Бу кетма-кетликнинг
х 2= 1 ,  * 4 = 1 , * 6 = 1 ,  . . . ,  Х2к =  1 ,  ...

хадлари,  яъни жуфт номерли барча х,адлари атрофга те 

гишли булади.  Берилган кетма-кетликнинг

*/ =  1, X j=  1, * 5=  1, ■•., X2h-^[~ 1> ...
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хадлари,  яъни ток, номерли б ар ча  х а д л а р и  f ' ; атрофга те 

! гишли булмайди.
Равшанки,  х „ = ( — 1)" кетма-кетликнинг  бирор х а д и д а н  бош лаб

/ I  3 \кеиинги барча хадлари и — i mi киаиннг  ̂ ^  ̂ J  а т j.; f р; п а гегинк-

ли булавермайди.
3. Ушбу Хп — п: 1, 2, 3, . . п, ... кстма-кет. ; !  икни х а м д а  а =

— 2 нуктанинг  ( 2 —4, 2 {-4) яъни ( -2, 6) атрофии; !  чар зил и к. Бу 
кетма-кетликнинг

*1 =  1, X-i — 2. А;( — 3, А'.( — 4, *5 =  5

х,адлари ( —2, 6) атрофга тегишли булиб, б- хади.тан бошлаб колган 
барча хадлари шу атрофга тегишли эмас.  Агар а - 0  нукта  олинса ва
унинг ^ ^  атрофи карал еа ,  унда берилган х„ =  п кетма-

кетликнинг битта хам хади шу атрофга тегишли булмаслигини 
курамиз.

Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики,  и:, pop нукта 
атрофга кетма-кетликнинг  чекли сондаги хадлари тегишли булиши, 
бирор хадидан бошлаб кейинги барча хадлари,  ж у м л а д а н  кетма- 
кетликнинг барча  хадлари (чексиз сондаги хадлари )  тегишли 
булиши, битта хам  хади тегишли б у л м а с л и т  мумкин икай.

Бирор {хп} кетма-кетлик ха мда  бирор а  сон берилган булсин.
6 - т а ъ  р и ф. Агар а нуктанинг ихтиёрий (а — е, a - f  ?) атрофи 

( V  е >  0)  олинганда х,ам {хп} кетма-кетликнинг бирор х,адидан бошлаб, 
кейинги барча уадлари шу атрофга тегишли булса, а сон {х„} кетма 
кетликнинг лимити дейилади ва

l im х , = а  (ёки 1 i гп хп — а ёки х„—г а )
п-у лэ

каби белгиланади.
{хп) кетма-кетликнинг  бирор хадидан бо шлаб  кеинш ч барча  

, хадлари а  нуктанинг  ихтиёрий (а — г, а  +  е) атрофига  теги шл или ги, 
V g > 0  сон олинганда хам шундай натурал п» сон топилиб, о арча  
п>По  учун

а — е <  хп <  а +  в 
тенгсизликларнинг уринли булишидан иборатдир.

Равшанкки,
а — е <  <  а  -|- г о  — е < хп — а <  ео \  хп — а\ < г;.

Кетма-кетликнинг лимитини куйидагича таърнфлаш хам мумкин.
7 - т а ъ р и ф. ■Агар Vг >  0 сон олинганда %ам шундай натурал 

по сон (tio(zN) топилсаки, барча п^>по учун
\хп — а\ < е

тенгсизлик бажарилса, а сон (*,,} кетма-кетликнинг лимити дейилади.
1 - м и с о л .  Ушбу 1, -V- ... кетма-кетликнинг

/Г 4 •' г Г
лимити а  — 0 эканини куреатинг.



Бунинг учун авв а л о  ихтиёрий мусбат  е сон олинади. Сунг  бу сонга 
кура  шундай натурал по сони топилишини курсатиш керакки,  
берилган кетма-кетликнинг  « 0 — хадидан кейинги барча хадларн 
куйидаги

| Л - 0 | < е  (2)
. П

тенгсизликни каноатлантирсйн.  Одатда бундай по натурал сонни
(2) тенгсизлик бажарилсин деб, ундан фойдаланиб топилади:

, 1 л, 1 1 1|— — 0| < е = ^ « 2 >  ~>п >  -  ■
п" п Е

Агар натурал п0 сонни —т=- дан катта  килиб олинса, унда  барча
Vе

п > п а  учун

бинобарин,

1га V е

|Дг— 01 < е  
п"

тенгсизлик баж арилади.
Шундай килиб, ихтиёрий е > 0  сонга кура  п0 натурал сон 

топилдики, барча га>га0 учун

| Л - 0 | < е
П~

тенгсизлик бажарилди.  Бу эса ,  таърифга биноан 0 сони х п= ~
П

кетма-кетликнинг  лимити эканини билдиради:

l im —- - = 0 .
« -► о о  п

2- м и с о л. Ушбу хп=  ( — 1)" :  — 1,1, — 1, 1, .... ( — 1 кетма-  
кетлнкни карайлик .  Хар канд ай  а нинг ихтиёрий атрофи, ж у м л а д а н

(а — —, а  +  4-) атрофи олинса, кетма-кетликнинг  бирор хадиданО о
бошлаб кейинги барча хадлари шу атрофга тегишли булмайди.  
Бинобарин, а  берилган кетма-кетликнинг  лимити эмас.  Берилган 
кетма-кетлик лимитга эга  эмас.



l im *„ =  0,
п -•*- оо

у холда {хп} чексиз кичик микдор дейилади.

М асалан ,  х = ~  кетма-кетлик чексиз кичик микдор булади,  п
чунки

lim 1 = 0 .
П . «. "

Бирор {Хп} кетма-кетлик берилган булсин. Агар хар кандай  мусбат  
М сон берилганда хам шундай nt,(zN сои тонилсаки, барча п>По учун

I хп | >  М

тенгсизлик уринли булса ,  {xnj кетма-кетликнинг  лимитини с» деб ка- 
ралади ва

l imje„= оо ёки х„-*~оо
п-*- ОО

каби белгиланади.

Агар хар канд ай  мусбат  М сон берилганда хам  шундай « о б N 
сон топилсаки,  барча  н > п 0 учун

х „ > М  (хп<С— М)

тенгсизлик уринли булса ,  {*„} кетма-кетликнинг  лимити -j- оо ( —  оо ) 
деб каралад и.

М а сала н ,  хп=  ( — 1 ) п-п: — 1, 2, — 3, 4, ..., ( — 1 )” п, ... кетма- 
кетликнинг лимити оо булади,  чунки

\ Х П \ =  \ ( - [ ) П - П \ = П

булиб, хар кандай  мусбат  М сон олинганда хам шундай натурал п сон 
топиладики, п > М  булади.

Агар {хп} кетма-кетликнинг  лимити чексиз
l i m x „ =  о о ,
п-ь-оо

булса ,  у холда {х„} чексиз ка тта  микдор дейилади.
Масалан,  хп =  п кетма-кетлик чексиз катта микдор булади,  чунки

l i m n =  о о .
П—*~ оо

8- т а ъ р и ф. Агар \хп] кетма-кетликнинг лимити чекли сон 
булса, уни як,инлашувчи кетма-кетлик дейилади.

Агар кетма-кетликнинг лимити чексиз ёки кетма-кетлик лимитга 
эга булмаса, уни узо/^лашувчи кетма-кетлик дейилади.

Энди кетма-кетликнинг  якинлашувчилигини ифодалайдиган тео- 
ремаларни келтирамиз.

А г а р  {хп} к е т м а - к е т л и к н и н г  л и м и т и  0  га тенг  б у л с а ,
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1 - т е о р е м а .  Агар {хп} кетма-кетлик усувчи булиб, юкоридан
чегараланган булса, у якинлашувчи булади.

И с б от .  \хп) кетма-кетлик усувчи булиб, юкоридан чегараланган 
булсин. Кетма-кетлик юкоридан чег араланган булгани учун барча  
х,адларидан тузилган {хп} туплам  хам  юкоридан чегараланган булади.  
Унда 1- боб, 2- § д а  келтирилган теоремага  ку ра  бу тупламнинг  аник 
юкори чегарасн sup {хп} м а в ж у д  булади:

sup [хп} — а.

Д е м а к ,  VngjV учун
хп^ а  ( 3 )

ва V g > 0  сон олинганда хам  кетма-кетликнинг  шундай х„их,адито- 

пиладики,
х „ > а  — е (4)

тенгсизлик баж арилади.
Шартга  кура  {хп} кетма-кетлик усувчи. Шунинг учун п > п ч  

бул ганда
хп> х % (5)

булади.  Н а т и ж а д а  (3 ) ,  (4) ва (5) муносабатлардан О ^ а  — хпС а ,  
яъни \х„ — а | С е  тенгсизлик келиб чикади.  Бу эса

l im х п =  а
П—г  оо

эканини билдиради.  Д е м а к ,  {л:„} кетма-кетлик якинлашувчи.  Теорема 
исбот булди.

2- т е о р е м а. Агар {*„} кетма-кетлик камаювчи булиб, цуйидан
чегараланган булса, у якинлашувчи бЦлади.

Бу теорема юкоридаги I - т е о р е м а га  ухш аш исботланади.
Бирор {Хп} кетма-кетлик берилган булсин.

9 - т а ъ р и ф. Агар  V e > 0  сон олинганда х,ам шундай na^N 
топилсаки, барча п > п 0, барча m > n 0 лар учун

I Хц Х т  | 8

тенгсизлик бажарилса, {хп} фундаментал кетма-кетлик дейилади.
Хар канд ай  якинлашувчи кетма-кетлик фундаментал кетма- 

кетлик булади.  Шуни исботлайлик.
{х„} кетма-кетлик якинлашувчи булиб, унинг лимити а  булсин:

l im х п— а.
Я—►оо

Лимит таърифига ку ра  V g > 0  сон олинганда хам,  га кура  шун

дай п0£Л/ топиладики,  барча  « > « о  учун \х„ — а \ ж у м л ад ан ,  
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m > n 0 учун хам  \хт — а\<L~ тенгсизлик уринли булади. Равшанки,

I Хп Хт  I == | Хп f l  | Cl Хщ I * ' ;■ | Xn Cl I "I-  I Xtn Cl |  ̂ -j - — —  E. 

Д е м а к ,  {хп} фундаментал кетма-кетлик .
Энди фундаментал кетма-кетликларнинг  якинлашувчилиги 

хакидаги куйидаги теоремани исботсиз келтирамиз:

3 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  Агар {хп\ кетма-кетлик 
фундаментал кетма-кетлик булса, у ящнлаигувчи булади.

М и с о л .  Ушбу х , — (1 +  ■ )"'■

1 + | ,  ( 1 +  -\)г, (I -I- ' ........ d  +  7>". -

кетма-кетлик якиилашувчи эканини курсатинг.
Ньютон биноми формуласидан фойдаланиб топамиз:

/ 1  | т i  ̂ I п ^   ̂ I ff *г!  ̂М л 2) 1 -* „ = ( ! + - )  =  1 + П. - +  — --------—  + ---------- —------------„ з + -

. п (п— 1 ) (п —  2 ) . . .  I 1 _

' я !  пп

= 2 + T L2 0  Ч ) + т к < 1 “ т Н 1

Шунга  ухшаш jc,1 + i =  (1 - + - ~ г ) я+1 ёйилса,  унда :

1) х,1+1 нинг ифодасида хп нинг ифодасидагига Караганда битта 
ортикча мусбат  хад  борлигини;

2) х ,1+1 нинг ифодасидаги хар бир х ад  (иккинчи хаддан бошлаб) 
хп нинг ифодасидаги мос хаддан катта  булишини топамиз.  Д ем ак ,  
Vn£N да  х п<^хп+[ булади.  Бу эса х п— к е тм а -кетлик

нинг усувчи эканини билдиради.
Равшанки,

* « “ 2 +' -Г2  ( 1 ~ т > + т к ^ 7 »

+ Т 2Т Л < !  <■* — ! * ) • • •  о  -  — -> <

< 2 +  ̂ + ~ + . . . + ~ г = 2  +  1 - ~ т  < 3 -
Д е м а к ,  к а р ала ёт ган  кетма-кетлик юкоридан чегараланган.  Унда 
1 - теоремага  мувофик х „ =  (1 -f--1

яъни чекли лимитга эга булади.

1 - теоремага  мувофик х,г =  (1 - Ь ~ ) " кетма-кетлик якинлашувчи,
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Бу  х „ = ( 1  +  у ) "  к е т м а - к е т л и к н и н г  л и м и т и  е сони  д е й и л а д и :

е' е — иррационал сон: £• =  2,718281828459045. . .

Асоси е булган логарифм натурал логарифм дейилади.  М соннинг 
(УИ>0) натурал логарифми LnM каби ёзилади.

3- §. Якинлашувчи кетма-кетликларнинг  
хоссалари

Якинлашувчи кетма-кетликлар катор хоссаларга  эга.  Куйида  бу 
хоссаларни санаб утамиз,  айирмаларининг исботини х,ам келтирамиз.

1 °. Агар (х„) кетма-кетлик якинлашувчи булса,  унинг лимити ягона 
булади.

2°. Агар {х„} кетма-кетлик якинлашувчи булса ,  у чегараланган 
булади.

3°. Агар {х„} ва \уп) кетма-кетликлар якинлашувчи булса ,  у х,олда 
{хп±Уп) кетма-кетлик \ам якинлашувчи ва

lim (х „ ± у „ )  =  l i m x „ ±  limy,,
I I— ►ОО П--+СЮ П—г  оо

булади.
3°- х о с с а н и н г  и с б о т и. {х,,} ва  {у„} кетма-кетликлар я к и н л а 

шувчи булиб,
l im х„ =  а,  l im у„=Ь  булсин. Лимит таърифига биноан, V e > 0  сон

ц - * - о о  п —*~ ОО

олинганда хам,  * сонга кура  шундай n0tN  топиладики, барча 

п >  п„ учун

|х„ — а \ < - -  (6)

булади.  Шунингдек,  -- га кура  шундай n0£N топиладики,  барча 

п > п 0 учун
)у„— Ь\<-~  (7)

булади.  Агар л„ ва я„ натурал сонларнинг каттасини по десак,  унда 
барча п > п 0 учун бир йула (6) ва (7) тенгсизликлар баж арилади.  

Шуларни эътиборга олиб топамиз:
| (хп +  уп) — (a +  b) I =  | (хп а) +  (уп — Ь) ! <

I Хп — и  I +  IУII -\r b | <  4- -у =  ■
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Бу эса а  +  6 сон {хп-{-уп\ кетма-кетликнинг  лимити булишини 
билдиради.  Д ем ак ,

l im (хп +  у п) = a  +  b =  l imx„ +  l imy„.
П~г оо П—*- оо

Худди шунга ухшаш
lim (х„ — у„) =  l im x„— limy, ,
ГС-+ оо Я — ► оо П -* -  оо

экани исботланади.  3°- хосса исбот булди.
4°. Агар {.v„} ва  {у п} кетма-кетликлар якинлашувчи булса,  у долда 

\хп-уп} кетма-кетлик ^ам якинлашувчи ва

lim (х„-у„) =  l imx„- l imу„
п *■ ОО П— <Ю п * (XI

булади.

Н а т и ж а .  Агар jхп} кетма-кетлик якинлашувчи булса,  {с-х J  

кетма-кетлик х,ам якинлашувчи ва

l imc- jcn= c -  l im*,,
оо п-*-оо

булади,  бу ерда с — уз г ар мас  сон.

5°. Агар \хп\ ва \уп) кетма-кетликлар якинлашувчи булиб, у „ Ф О 

( п =  1,2,3, ...) ва \\тупф®  булса,  у долда ( — 1 кетма-кетлик \ам
П̂ОО Уп )

якинлашувчи ва
у■ П

. .  п-*- ооl im —  =  —-------
П-~ оо </„ llm

rt—►  оо

булади.

6°. Агар {хп} ва {уя} кетма-кетликлар якинлашувчи булиб, Vn(zN да 
хп^Уп (Хп^Уп) булса,  у долда l i m x , , ^  l i m гу„ ( l i m x „ >  l i m )

я —►  оо п-*-оо п —*  оо п -  оо 1

булади.

7°. Агар {*„), {z„} кетма-кетликлар якинлашувчи па Iimx„ =
=  Н т г „  =  й булиб, Vn£N  да

П—*~ оо

Х„ <  (/„ <  z„ ( 8 )

булса ,  у долда {у„} кетма-кетлик дам  якинлашувчи ва l imy„ =  а
1 » —*■ оо

булади.
7°.- х о с с а н и н г  и с б о т  и. {хп} ва  {z„} кетма-кетликлар я к и н л а 

шувчи булиб, Y\mxn=\\mzn =  a  булсин. Лимит таърифига биноан
П-*- оо /t—► оо

V e > 0  сон олинганда дам  шундай n0^N сон топиладики,  барча п > п 0 

учун \хп — a j c e ,  |z„ — a| < е  тенгсизликлар баж арилади.
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Равшанки,
| хп — а | <  е=^ — е < х „  — а  <  в=^а — в <  х„ С  а  +  е, (9)

|zn — и | <в= ^  — e < z „  — а < е = ^ а  — e < z „ < a  +  e. (10)
(8) ва (10) муносабатлардан у „ < а  +  е, (8) ва (9) муносабатлардан 
эса а — г < у „  булиши келиб чикади.  Демак ,

СI — В <  уп CL 8 | У п CL | <  В.

Бу эса \у„) кетма-кетликнинг  якинлашувчилигини ва l im у„ =  а

булишини билдиради. 7°- хосса исбот булди.

8°. Агар кетма-кетлик якинлашувчи булиб, l imx„ =  a  булса ,  

у  холда х„ =  а  +  «п булади ва аксинча,  бунда чексиз кичик 
микдор.

4- §. Сонлар кетма-кетликлари лимитини 
х,исоблаш

Сонлар кетма-кетлиги мавзусининг  асосий масал ал ар ида н  бири 
унинг лимитини топишдан иборат. Кетма-кетликларнинг  лимитлари- 
ни топишда гаърифдан, 2- § да  келтирилган хоссалардан фойдалани- 
лади.

1- м и с о л. Ушбу х„ =  с:
с, с, с, ..., с, ... (с =  const) 

кетма-кетликни карайлик.  с нуктанинг  ихтиёрий атрофи (с — в, с-)-в) 
ни (Ve>0) олайлик. Равшанки,  берилган кетма-кетликнинг  барча 
х,адлари шу (с — в, с +  в) атрофга тегишли булади.  Унда кетма- 
кетликнинг лимити таърифига биноан

Игл х „=  l imc =  c
п-*- ОО II -

булиши келиб чикади.
Н I— u

2- м и с о л. Ушбу х „ =  дla ( a >  0) кетма-кетликни караилик.
1) а > 1  булсин. Бу холда

a„  =  '\ja — i (11)

дейилса,  унда  а л> 0  булиб,

а „ — У  а — 1 =>- д/a =  1 +  а„=Ф- а =  (1 + а „ ) "

булади.  Ньютон биноми формуласидан фойдаланиб топамиз:
/1 , sn  , , I Я ( Л — | )  2 . И ( Я - 1 ) ( Я  —  2) з  . , „ ( l + a „ )  = l + n a „ H -------172 a л Н----------77^ -----a„ +  ... +  a„.
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Бу тенгликнинг унг томонидаги хар бир кушилувчи мусбатдир.  
Шунинг учун (1 -f-« „ ) "  >  I -f- п ■ а п тенгсизлик уринли булади.  Д емак ,
а > 1 + / г - а „ .  Кейинги тенгсизликдан эса булиши келиб

чикади. Шундай килиб 0 < а „ 5 С  а~ - -  булади.  Равшанки,  lim 0 =  0, 

цт  i L n i . _ 0 . Унда 7°- хоссага кура l im a„  =  0 булади.  Д е м а к ,  а п —
П-+- оо Я  II - X.

п .--
чексиз кичик микдор. (11)  муносабагдан топамиз:  д/a  =  1 —f— cs„

If ,
3 ° - хоссага мувофик lim \/a =  1 булади.

/I *

2) a =  1 булганда  =  д/l = 1  булиб, lim у а  =  I булади.

3) 0 < a < l  булсин. Бу холда а > 1  булади.  5 ' - х о с с а д а н  

фойдаланиб топамиз:
lim 1

l im У  a  =  lim /  -  ' ' '  л =  ■] =  1-
n оо u~+ •*> / l 1 “д /  — urn Д/ —

V a n -*> V a 

/—Д е м а к ,  a > 0  булганда  lim y a = l .
/I -+ OG

Иккита {.*„} ва {y„} кетма-кетликлар берилган булиб,  lim л:,,— 0 ,
П—*~ оо

l i m г/„ =  0 булсин. кетма-кетликнинг  лимитинн т о п и ш д а - 3 - §
М ■ »  ОС % У  г/ У

даги 5°- хоссадан фойдаланиб булмайди,  чунки маз кур  хоссада  

келтирилган шарт Y\myn=/=0) бажарилмайдн.  п->-оо да  кет 

ма-кетликнинг  лимити {х„\ ва {у„) кетма-кетликлардан хар бирининг 

нолга канд ай  интилишига караб  турлича булади.  Шунинг учун уни 

( ■ у )  куринишидаги аникмаслик деб юритилади.

_ J __

и'3 -4- 13- м и с ол .  Ушбу l im -------- ---------ни хисобланг.
П --*■ оо__ |__

3/г'1 -)- а  -|- /
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Берилган кетма-кетликнинг  лимити куйидагича  топилади: 
1 П“

I- ti -j- I __ i- Ли 4 -л -Ь 1 ,.l im ------- 7------- =  l i m -------— -— — h m -
II—+- ОО____ 1____  оо п" 1 /1->оо - к г3/;’ 4 - П 4 - 1

3 + Л - + - Т  !-■'('•' • • \ )
I j m ______ ' ! _____ fl _  00 V _____ _п______ П6 7  =  _з  о

" 1 + Д - -  ! i m / '  ‘ 1 '
II



ФУНКЦИЯ л и м и ти
18- Б ОБ

1-§.  Функция лимити таърифлари
Биз 17- бобда сонлар кетма-кетлиги па унинг лимитини ургандик.  

Энди хакикий аргументли функция лимити ва уларнинг хоссалари 
билан танишамиз.  Аввало  тупламнинг  лимит нуктаси тушунчасини 
келтирамиз.

Бирор хакикий сонлар туплами А' берилган булсин.
1 - т а ъ р и ф .  Агар a(zR нуктанинг  ихтиёрий е атрофида ( е > 0 )  

X тупламнинг чексиз куп элементлари ётси, а нук,та X туплам
нинг лимит нуктаси дейилади.

М асалан ,  Х =  {~} ( л б /V) туплам учун 0 лимит нуктадир.

A =  j( — 1)"}, n£N туплам учун эса — 1 ва 1 нукталар  лимит 
нукталар  булади.

Агар а нукта  X тупламнинг  лимит нуктаси булса ,  у холда X дан 
а  га якинлашувчи кетма-кетлик аж рат иш  мумкин.

Х а к и к а т а н  хам,  а  нукта  X тупламнинг  лимит нуктаси булсин. 
У холда а  нуктанинг  ихтиёрий г атрофида X нинг чексиз куп 

- I 1 I 1 *элементлари етади.  г нинг 1, ...................... кииматлари учун а н у к 

танинг е атрофларини карайлик .  (--=1 учун ( а — 1, a - f  1) ораликда 
X тупламнинг  чексиз куп элементлари ётади.  Бу атрофдан
V " I 1X тупламнинг  х к элементини оламиз.  в =  — учун а нуктанинг

атрофидан, яъни ( а — a +  ораликдан X тупламнинг  х к> эле

ментини оламиз {ko>k\).
е  =  -~ учун а  нуктанинг  -• атрофидан X тупламнинг  лг*3 (А?з> * г )

элементини оламиз ва х. к. Шу мулохазани да вом  эттириб а нуктанинг
— атрофидан х к элемент оламиз.  Н а т и ж а д а ,  ушбу x ki, х К, х к, ...

кетма-кетлик хосил булади.  Бу кетма-кетлик учун \хк — а | < -1
" П

булади.  Бу тенгсизликдан \хк} кетма-кетликнинг  а нук та га  якинла-

шиши келиб чикади.
Энди X тупламдан  а га якинлашувчи [хп\ кетма-кетлик аж ратиш  

мумкин булсин. У холда якинлашувчи кетма-кетлик таърифига
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биноан а нуктанинг  ихтиёрий е атрофида \хп} кетма-кетликнинг,  
ж у м л а д а н  X тупламнинг  чексиз к^п элементлари ётади.  Д ем ак ,  
таърифга кура  а нукта X туплам учун лимит нукта  булади.  Шундай 
Килиб, X тупламнинг  лимит нуктаси тушунчасини куйидагича  хам 
таърифлаш мумкин.

2 - т а ъ р и ф .  Агар X тупламдан а га якинлашувчи кетма-кетлик 
ажратиш мумкин булса, а нущта X тупламнинг лимит нуктаси 
дейилади.

Биз аввалги  бобда чексиз ка тта  кетма-кетлик тушунчасини 
киритиб, унинг баъзи бир хоссаларини ург анган эдик. Бу туш унчадан 
фойдаланиб куйидаги таърифни киритамиз:

3- т а ъ р и ф. Агар X тупламдан мусбат элементлардан иборат 
(манфий элементлардан иборат) чексиз катта кетма-кетлик ажратиш 
мумкин булса, +  00 ( — 00 ) «нук,та» X тупламнинг лимит нуктаси 
дейилади.

f(x)  функция X тупламида  берилган булиб,  а нукта  X тупламнинг  
лимит нуктаси булсин (умуман  айт ганд а  а  нукта  X т уплам га  тегишли 
булиши шарт эмас ) .

4- т а ъ р и ф. Агар X тупламнинг нущталаридан тузилган, а га 
якинлашувчи %ар щандай {хп} кетма-кетлик олинганда уам, функция 
кийматларидан иборат {f(xn)\ кетма-кетлик ягона (чекли ёки чексиз) 
b лимитга интилса, шу b га f(x) функциянинг а нущтадаги (х нинг а га 
интилгандаги) лимити дейилади ва

lim f(x) =  b
,Г—

каби белгиланади. „
Функция лимитига берилган бу таъриф Гейне таърифи дейилади.
Э с л а т м а  . А гар  а га интилувчи иккита [хп\ ва (x„j кетма-кетликлар олинган

да мос (/ (.v,)) ва |/(х")| кетма-кетликларнинг лимити турлича булса ,  у хат да } (х)

функция х->-а да лимитга эга булмайди.
М и с о л л а р .  1. Ушбу f ( x ) = x 3 функциянинг х =  2 нуктадаги 

лимити 8 га тенг эканлигини курсатинг.
Хар бир хади 2 дан фаркли булган 2 га интилувчи ихтиерий {*,,} 

кетма-кетлик олайлик:
limjc„ =  2 (х„ф 2, п =  1, 2, 3, ...) .

П -+ - оо

У холда
f(x„) =  х I

кетма-кетликни хосил киламиз.  Якинлашувчи кетма-кетликлар 
устидаги арифметик а м а л ла р га  кура

l im / (jc „) — l im л: :i„ =  l imx„- l imx„- Нтл:„ =  2 - 2 - 2 = 8  .
*„--2 *„-2 хП̂2 x„-2 дг„-2

Бу эса 4- таърифга кура  f(x)  — хА функциянинг х->~2 даги лимити 8 га 
тенглигини билдиради.

2. Ушбу f(x) = c o s 2—, х Ф 0, функциянинг х~>~0 даги лимити 

м а в ж у д  эмаслигини курсатинг.
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Н о л г а  и н т и лу в ч и  иккита  {*'}== {--L} ва  {л*^= { - - - к е т м а -к е т м а -

Хп~* О

функциянинг х—>-0 даги лимита  м а в ж у д  эмаслигини курсатади.
Энди функция лимитининг нпа бир таърифини келтирамиз.
5- т а ъ р и ф. Агар V? > 0  сон учун шундай 5 > 0  сон топилсаки, 

аргумент х нинг 0 < | х  — « | < f i  тенгсизликни щноатлантирувчи  
барча кийматларида \f(x)  — !> \ С  г  тенгсизлик бажарилса, b сон f (x)  
функциянинг а нуктада (х-+и даги) лимити дейилади ва

каби белгиланади. Функция лимитига берилган бу таъриф Коши 
таърифи дейилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу f (х) = s i n *  функциянинг х =   ̂ нуктада-  

ги лимити 9 га тенг эканлигини курсатинг.

Дирихле функциясининг ихтиёрий a£R  н ук та да  лимитга эга 
эмаслигини курсатинг.

ТескарЦсини фараз килайлик,  яъни Дирихле функцияси а нуктада  
чекли 6 лимитга эга булсин. У х,олда таърифга кура  ихтиёрий е > 0 ,

V g > 0  сонни олайлик. Бу е, га кура  6 ни 6 =  е деб олсак,  у х,олда 
0<z\x g-| < б  тенгсизликни каноатлантирувчи х ларда  куйидаги

\ f(x )~  1 == | sin а-— —| =  1 sin л: — sin --( =  
~ 2 t>

тенгсизлик бажарилади.  Бундан 5 - таърифга кура  lim sin х =
2

эканлиги келиб чикади. 
2. Ушбу

1, аг ар  х — рационал сон булса,
0, а г ар  х -и р р а ц и о н а л  сон булса

ж у м л а д а н  V е =  -  учун 0-<|;г — а\< б  тенгсизликни каноатланти

рувчи барча рационал х ларда

\х(х) — 6| =  | 1 — 6| < е



тенгсизлик баж арилади.
Худди шундай,  0■< |лс — а | < б  тенгсиликни каноатлантирувчи 

барча иррационал х ларда
\к(х) — ft [ =  10 — ft | =  | ft | <  е

тенгсизлик баж арилади.
1 =  ( 1 — f t ) +f t  айниятни эътиборга олиб топамиз:

l = | ( l - f t ) + f t | < | l - f t [  +  [ f t | < e  +  E =  2e =  ̂ .

Бу зиддият  фаразимизнинг нотуррилигини, яъни Дирихле функция- 
сннннг V а  н уктада  лимитга эга эмаслигини курсатади.

1 - т е о р е м а .  Функция лимити учун берилган Гейне ва Коши (4
ва 5- таърифлар) таърифлари узаро эквивалентдир.

И с б о т .  1) f(x)  функция а  н ук та да  4 - таърифга (Гейне 
таърифига)  ку ра  лимитга Зга булсин, яъни X тупламнинг  нукталари-  
дан  тузилган,  а га интилувчи хар ка ндай  {*„} (хпф а , л =  1, 2, 3, ... ) 
кетма-кетлик олинганда хам мос Ц(хп)} кетма-кетлик ягона ft лимитга 
интилсин. Биз шу ft сон f(x)  функциянинг х =  а  н у к т а д а  5- таърифга 
(Коши таърифига)  кура  хам лимити булишини курсатамиз .

Тескарисини фараз  килайлик,  яъни f(x)  функция х =  а н уктада
4- таърифга кура  ft лимитга эга булса  хам,  функция шу нуктада
5- таърифга кура  ft лимитга эга булмасин.  Унда бирор е =  е0> 0  сон 
учун ихтиёрий кичик мусбат  6 сон олинганда хам  аргумент х нинг О С
<  \х — а\ < 6  тенгсизликларни каноатлантирувчи бирор х\ киймати- 
да

I f (x't) — ft| > 6 0
булади.

Нолга интилувчи мусбат  сонлар кетма-кетлиги {б„} ни олайлик.  
У холда юкоридагига кура  хар бир 8 „ > 0  (п — 1, 2, 3, ...) учун 
х аргументнинг  0 < C U  — а| < 8  тенгсизликни каноатлантирувчи 
шундай х = х „  (п =  1 , 2 , 3 , . . . )  киймати топиладики, 0 < \хп — а\ 
ва | f(x n) — ft | ^  ео булади.  Аммо б„->0 дан  хп-+а булиши, бундан эса
4- таърифга ку ра  \f(xn) \ кетма-кетлик ft га интилиши лозим. \}(хп) —
— ft 1 ^ е 0; муносабат  эса бунга зиддир. Д е м а к ,  f(x)  функция х — а 
н ук та да  4- таърифга ку ра  ft лимитга эга  булишидан унинг шу н ук тада
5- таърифга кура  хам ft лимитга эга булиши келиб чикади.

2) f(x)  функция а н ук та да  5 - таърифга (Коши таърифига)  
кура  лимитга эга  булсин, яъни V e > 0  сон учун шундай б > 0  сон 
топиладики, 0 < | *  — а \< 6  тенгсизликлар б а ж а р и лга н д а  |f(x)  —
— f t l C e  тенгсизлик хам  уринли булади.

X тупламнинг  нукталаридан  тузилган хар бир хади а дан  фаркли 
ва а  га интилувчи ихтиёрий {хп} кетма-кетлик олайлик.

Сонлар кетма-кетлиги лимитининг таърифига кура ,  юкоридаги 
б >  0 учун шундай rioEN сон топиладики, барча п у> п0 лан учун | хп —
— а\ < б  тенгсизлик уринли булади.  Н а т и ж а д а  хпф а  ( п =  1, 2, ...) 
муносабатга  ку ра  0< .\ хп — а\ <сб тенгсизликлар келиб чикади.

Бу тенгсизликлардан эса 5 - таърифга кура  | f (x n) — ft I < е  
тенгсизлик келиб чикади.  Д ем ак ,  хп->-а ва f(x n)~>-b булади.
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Биз юкорида f(x)  функция х-*-а даги чекли b лимитга эга 
булишининг Коши таърифини (5-таърифни)  келтирдик.  6 — оо 
( 6 =  +  оо, Ь =  — оо ) булган холда функция лимитининг Коши 
таърифи куйидагича  ифодаланади.

6- т а ъ р и ф. Агар О сон учун шундай 6 > 0  сон топилсаки, 
х аргументнинг 0 < | а ' — а | < 6  тенгсизликларни цаноатлантирувчи 
барча кийматларида

|/(л-)|>/; (j(x) > Е ;  — f(x)  > £ )

тенгсизлик бажарилса, f(x) функциянинг а нуктадаги лимити оо 
( +  оо, — оо) дейилади ва

l imf(jc) =  oo ( l im/(x)  =  f - о о ;  l im/(jr) = —  о о )
х~-*-й л ►(/ v *(i

каби белгиланади.
М и с о л .  Ушбу f(x) = ----- 1----- функция учун П т Д я )  =  оо були-

( j r - l  у1 с -1
шини курсатинг.

Агар V £ >  0 сон учун 6 =  ~ — деб олинса, у холда 0 <  | * — 11 < 6
Те

тенгсизликни каноатлантирувчи барча х ларда

l/wl = lT rV >£
тенгсизлик баж ар илади .  Д е м а к ,  l im----- 1— - = о о .

х  *■ I ( X —  1 )  '

Энди f(x)  функциянинг а нуктад аги унг ва,  чап лимитлари 
тушунчаларини келтирамиз.

7- т а ъ  р и ф (Гейне т аър ифи) . Агар X тупламнинг нук,таларидан 
тузилган, уар бир уади а дан катта (кичик) булиб, а га интилувчи уар 
щандай {х„} кетма-кетлик олинганда уам мос (/ (хп) } кетма-кетлик ягона 
Ь сонига интилса, uiy Ь сон f(x) функциянинг а нуктадаги унг (чап) 
лимити дейилади ва куйидагича белгиланади:

l im f ( x ) = b  ёки /(а  +  0 ) = 6  

( l i m f ( x ) — b ёки f ( а  — 0) = 6  \ .
\ х-*и — 0 /

. I х
М и с о л .  Ушбу f(x) =  (хфО)  функциянинг ноль нуктадаги

унг ва чап лимитларини топинг.
Нолга ицтилувчи турли {х'п} ва {х'Д кетма-кетликларни олайлик. 

Ф а р а з  килайлик ,  {х ',) кетма-кетлик 0 нукта га  унгдан,  {х'п) эса 0 нук та га  
чапдан интилсин. У холда бу кетма-кетликлар учун

/ ( - < ) =  у ,  / Ю  =  iX"r
Хгг Л п

булиб, соннинг абсолют киймати таърифига кура

f ( x '* ) = £ =  1, f i x 'o =  - | ' = - i
Л п  Л п
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l im f(x) =  lim —- = 1  ,
Л '~  +  П -v— +  0 Л'

l im f(x) =  l im - ^ - =  — 1 .
x-*- — 0 x -> — (J x

8 - т а ъ р и ф  (Коши таърифи).  Агар V e > 0  сон учун шундай 
б > 0  сон топилсаки, аргумент х нинг тенгсизликни каноатлантирувчи 
барча $ийматларида \f(x) — Ь\ < е  тенгсизлик бажарилса, b сон f(x) 
функциянинг а нук^тадаги унг (чап) лимити дейилади ва куйидагича 
белгиланади:

l im f ( x ) = b  ёки /(а +  0 ) = 6

 ̂ l im f(x) = b  ёки f ( a  — 0) = b  ^

М и с о л .  Ушбу f(x) = — функциянинг  о нуктадаги унг  лимити-
Vх

ни топинг.
Ихтиёрий £ > 0  сон учун & =  ~~2 деб олинса, у холда 0 < х < 6

тенгсизлик бажарилишидан —- = ; > £  тенгсизлик келиб чикади.

Дем ак ,  ,. , ,  , ,. I ,
lim f(x)  =  l im +  00 •

х—+ 0 г - + 0 V *
а < х < а  -j- b (а — Ь С х С а )

Функция лимити, функциянинг унг ва чап лимитлари таърифла- 
ридан бевосита куйидаги теоремага  келамиз:

2- т е о р е м а. Агар f(x ) функция бирор а нуктада Ь лимитга эга 
булса, бу функция шу нуктада унг ва чап лимитларга эга булиб,

f(a +  0) =  f(a — 0) =  b
муносабат уринли, ва аксинча, агар f(x ) функция а нуктада унг ва 
чап лимитларга эга булиб, бу лимитлар узаро тенг (Ь га тенг) булса, 
у х,олда бу нуктада функция лимитга эга ва бу лимит х;ам Ъ га тенг 
булади.

Энди х—►оо (х^>--)- оо ; х-̂ <—  оо ) да  функция лимити тушунчасини 
келтирамиз.

9- т а ъ р и ф (Гейне таърифи).  Агар X тупламнинг нук^таларидан 
тузилган %ар л;андай чексиз катта (мусбат чексиз катта; манфий 
чексиз катта) \хп] кетма-кетлик олинганда %ам мос {/(*„)} кетма- 
кетлик ягона b га интилса, b сон f(x) функциянинг х-+оо даги (х—<- +  
-f- оо ; х—>—  оо ) лимити дейилади ва

l i m / ( x ) = 6  ( l im f ( x ) = b ;  l im f ( x ) = b )
X — ► OO X — + +  oo x - * - — oo

каби белгиланади.

б у л а д и .  Д е м а к ,
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\ i) ̂  _у J
М и с о л .  Ушбу l i m'  • =  — тенгликнинг уринли эканлиги-

л-.-'Х. З . Г  - f  I 1 '>

ни курсатинг.
{хп\ ихтиёрий чексиз катта  кетма-кетлик булсин. У холла фу^лздя  

кийматларидан иборат кетма-кегли к

.  х1 +  2 х „ - 7
f(x„) = ------- булали.  Чекли лимитга  эга ov. iran кетмя-

З л -  + 11

кетликлар устидаги арифметик ам алла рдан  фойдаланиб топамиз:

.V f 2.v — 7 
l i r n / l i m  , —

. . .ч, з v„ | 11

I f  " , lim ( I 

lim A" ‘ ' ' 'v ‘ 7 1
■ ■ -  ^  .....“

К  ■:)

Д ем ак ,

, .  .V 4 -  2.v — 7 Il i m -------------- --- , .
A' - • За’ (■ 1 I

10- т а ъ p и ф ( К о ш и  т а ъ р и ф и ) .  Агар  Vs- > ( )  сон учун 

шундай  А сон топилсаки, х аргументнинг |*| > Д  (.v;> \; — х А) 
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида  |/(х) — 6 | < е  

тенгсизлик бажарилса, b сон f (x)  функциянинг х—> оо ( г ■ <--J-сх>;
—  оо) даги лимити дейилади ва

l im )'(х) =  b ( lirn f ( x ) = b ;  lirn f ( x ) = b )
X *  GO V *  4  ~Xi X - - f ---- IX»

каби белгиланади.
Г  *' _ j_ |

М и с о л .  Ушбу i ( x ) — - функциянинг x— оо даги лимити
2л- — I

1
-g- га тенг эканлигини курсатинг.

Агар ихтиёрий е > 0  учуй Д =  д / +  4  леб олинса, у холда 

\х\ > А  тенгсизликни каноатлантирувчи барча х  .ларда

булади.
V , х2 + 1 1 , . 2 2л--: ! , 3д а к и к а т а н  хам,  | --------1 =  | -----

•2\'-\ 2 2 (2 . r—1) 2 12.v“ — I )
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* 3 - . 3 , 1  , , ^  /3  . 1булиб, -------------- < £  тенгсизликдан х ~ > \ х \  >  л  -—Нтг
2(2.v" — 1) 4е 2 V 2

булишини топамиз.  Д ем ак ,  Д =  л  -f- 1 .V 2

2- §. Чекли лимитга эга булган  
функцияларнинг хоссалари

Чекли лимитга эга булган функциялар кагор хоссаларга  эга 
булиб, бу хоссаларни урганишда асосан функция лимити таърифла- 
ридан фойдаланилади.  Биз функция лимити учун Гейне таърифининг 
келтирнлганини эътиборга олиб (функция лимитининг сонлар кетма- 
кетлигининг лимити сифати таърифланиши) , ушбу параграфда 
келтириладиган хоссаларнинг баъзиларинигина исботлаймиз.

f (х) функция х т уп лам да  берилган,  а эса X нинг лимит нуктаси 
булсин.

1°. Агар f(x) функциянинг а нуктада  лимити м а в ж у д  булса,  бу 
лимит ягонадир.

2°. Агар lim f ( x ) = b  булиб, b >  p(b < q )  булса,  у холда а нинг
К—Г-и

етарли кичик атрофидан олинган х ( х ф а )  нинг кийматларида 
f (х) > р ( f ( x ) c q )  булади.

3°. Агар l im/(x) =-Ьф  оо булса,  у холда а нинг етарлича кичик
х-*-а

атрофидан олинган х (х ф а ) нинг кийматларида  f(x)  функция 
чегараланган булади.

3° х о с с а н и н г  и с б о т и .  Шартга  кура  \\mf (х) = Ь  ф .оо .

Функция лимитининг Коши таърифига кура  V e > 0  сон учун 
шундай 6 > 0  сон топиладики, аргумент х нинг 0 < U  — а | < б  
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида  \ f(x)— b\<Z 
< е ,  яъни b — e c f ( x )  < .Ь ф е  тенгсизликлар уринли булади.  Д ем ак ,  
х аргументнинг 0 < | ^  — а \ < б  (а — б, а  +  б ораликда )  тенгсизлик
ни каноатлантирувчи барча кийматларида  f(x)  функциянинг 
кийматлари (b — г, Ь~\-г) ораликда  булади.  Бу эса функциянинг 
(а — б, а-\-б) ораликда чегараланганлигини курсатади.

f\(x) ва fo(x) функциялар X тупламда  берилган булиб, а нукта 
X нинг лимит нуктаси булсин.

4°. Агар
lim/, (а) =  ^ ,, \imf2( x ) = b 2
а -► и х-*а

булиб, х аргументнинг 0 < \ х  — а | < б  тенгсизликни каноат ланти 
рувчи барча кийматларида  f\(x)^.f-2 (x) тенгсизлик уринли булса,  
у холда b ,<  b' тенгсизлик уринли булади.

5°. Агар х аргументнинг 0 < U  — а| < б  тенгсизликни кано 
атлантирувчи барча кийматларида

/i (х) < / ( х )  < Ы * )
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тенгсизлик уринли булиб, lim/, (х) =  lim/2( x ) — 6 булса,  у холда
A -*U A-*U

l im/ ( х ) — м а в ж у д  ва у хам b га тенг.
х  * - а

6°. Агар l im f l ( x ) = 6 l, lim/\,(x) = Ь 2 булса,  у холда /, (х) .-Jr
х-~*-а [ -<i

f, { JC)
/1 ( x ) - f 2{x), 7 ;-—г  (f'2 (x) фО.) функциялар хам лимитга эга на

12
l i m (f,(x) ± / ' , ( х ) ) = Ь , ± Ь Ъ 

lim (/, (х) f , ( х ) ) = b r b.„
X

/, (Jf) I),
|™ 1 !

муносабатлар уринли.
7°. Агар l im/(x) м а в ж у д  булса ,  у холда lim (£ •/ (* ) )  хам  мав-

х - * а  х ~ -* а

ж у д  ва  у &-lim/'(x) га тенг (k — const ) ,  яъни 

l im ( k - f (x ) ) =  & • l im / (x ) .
x—>-u x->-a

8°'. Агар l im/(x)  м а в ж у д  ва  чекли булса ,  у холда l im[/(x)]
х - р - а  х  -

хам  м а в ж у д  (m£N) ва
l i m [ / ( x ) ] ’" =  [ l i m f ( x ) ] m
х - - * - а  х —> а

муносабат уринли булади.
Ф а р а з  килайлик {xj ту плам да  / =  ф(х) функция аникланган ва бу 

функция кийматларидан иборат (/} ту пламда  y =  f ( t ) функнчя 
аникланган булиб, улар ёрдамида мураккаб  y =  f(<р(х) )  функция 
Хосил килинган булсин.

9°. Агар 1) limcp(x) =  с булиб, а нуктанинг  шундай (а — б, а  +  б)
х -  *■ и

атрофи м а в ж у д  булсаки,  бу атрофдан олинган барча х лар  учун 
Ф( х ) ф с  булса ,  2) с нукта  Т тупламнинг  лимит нуктаси булиб, 
l im /(0  = b  бд/лса, у холда х— а да  мураккаб  функция / (ф ( х ) ) лимитга

эга  ва  •
Пт/ ' (ф(х)) = Ь

булади.

3- §. Чексиз кичик ва чексиз катта функциялар
X т уп лам да  а (х )  функции берилган булиб, а нукта  X нинг лимит 

нуктаси булсин.
1 1 - т а ъ р и ф .  Агар х->-и да  а ( х )  функциянинг лимити нолга 

. тенг, яъни
l im a  (х) = 0
х-+а
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булса, а (х )  функция а нуктада (ёки х—̂ а да)  чексиз кичик функция 
дейилади.

М асалан ,  f(x) --cosx  х - ^ Л-  да ,  cp(jc) = х 2 эса Х-+-0 д а  чексиз кичик

функции булади.
Лгар Л" гуиламда  берилган f(x) функция х-+а да  чекли .b лимитга 

эга булса ,  у холда а (х )  — f(x) — b функция х-+а да чексиз кичик 
функция булади ва аксинча.

Х аки катан  хам
l im a  (х) = l im [/ (x )  — b]
х -*-а х—*а

булиб,  чекли лимитга эга булган функциялар устидаги арифметик 
а м а л л а р га  кура  (5 ° -хосса )

l im[/(*) — 6] =  lim/(jc) — b =  О
х—*а х~±а

булади.
Худдн шуиннгдек х =  а  н уктада  f ( x ) — Ь чексиз кичик функция 

булса ,  у холда
НшДл:) =  b
х *-а

э к а ни кур с ати ла ди .
Юкорида айтилганлардан куринадики,  аг ар  f(x)  функция х - - а  да 

чекли b лимитга эга  булса ,  уни f(x) —b-{-а (х )  куриниигда ифодалаш 
мумкин. Бунда а ( х )  чексиз кичик функция.

Энди X ту пламда  берилган бирор Р(х)  функцияни карайлик .
12- г а ъ р и ф. Агар х-*-а да  |3(л) функциянинг лимити оо, яъни

l imp (х) =  оо
X—+LI

булса, р (х )  функция х->-а да чексиз катта функция деб аталади.
' 1

М а сала н ,  [ (х) = -----1— у  функция х->-1 да ,  ф(х)=<?'~ функция
(X— I) '

эса .\г-*0 да чексиз катта  функция булади.
Чексиз кичик ва катта  функциялар куйидаги хоссаларга  эга.
1° Чекли сондаги чексиз кичик функцияларнинг  йигиндиси ва 

купайтмаси чексиз кичик функция булади.

2°. Чег араланган функция билан чексиз кичик функциянинг 
купайтмаси чексиз кичик функция булади.

3°. Агар а (х )  (а (х )  ФО) чексиз кичик функция булса ,  ~ ~ -

чексиз ка тта  функция булади.

4°. Агар р (х) чексиз катта  функция булса,  чексиз кичик

функция булади.
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4- §. Функцияларни таклослаш
Ф а р а з  килайлик,  X т уп лам да  а(х )  ва (3(х) функциялар берилган 

булиб,
l i ina(x)  = 0 ,
X * О

limp(jf) = 0

булсин (а нукта  X тупламнинг  лимит нуктаси) .
Ушбу

лимитни караймиз.
1°. Агар (1) лимит 0 га тенг булса ,  у холда х -*а  д а  а(х )  функция 

|3(jc) га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик функция дейилади ва 
а(х )  =  о(р (х ) ) каби белгиланади.

2°. Агар (1) лимит 0 дан фаркли чекли сонга тенг булса,  у х,олда 
х-*-а д а  а (х )  ва fi(x) бир хил тартибли чексиз кичик функциялар 
дейилади.

3°. Агар (1) лимит 1 га тенг булса ,  у ^олда а  ( я)  ва (3 (х) функция
лар х->-а да  эквивалент  дейилади ва а  (х) ~ р ( * )  каби белгиланади.

Куйидаги хоссалар бевосита таърифдан келиб чикади.
а )  о(Р) ± о ( Р )  =  о (р ) ;
б) Агар у =  о(Р) булса ,  о(Р) ±  о(у) =  о(|3);
в) Агар а(х )  ва Р(.г) функциялар х~+а д а  ихтиёрий чексиз кичик 

функциялар булса ,  у ^олда at - р =  о (at) ва  а - р  =  0 (р) булади.

5- §• Функция лимити мавжудлигига оид теоремалар

Биз юкорида чекли лимитга эга булган функциянинг хоссаларини 
ургандик .  Ушбу параграфда эса функция лимити мавж удли ги  
масаласи  билан шугулланамиз .  Аввало  бу масалани  монотон 
функциялар учун х,ал этамиз.

f(x)  функция X т уп лам да  берилган булиб,  а  нукта  X тупламнинг  
лимит нуктаси х,амда V х^Х  учун х ^ а  булсин.

3- т е о р е м а. Агар f(x ) функция X тупламда усувчи (кама
ювчи) булиб, юкоридан (цуйидан) чегараланган булса, а нуктада 
чекли лимитга эга булади.

И с б о т .  f ( x ) функция X ту плам да  усувчи булиб, юкоридан 
чег араланган булсин.  У х,олда {f(x)}={f(x) :х£Х) тупламнинг  аник 
юкори чегараси м а в ж у д  булади.  Ф а р а з  килайлик, sup{/(A:)}=6 
булсин. У х,олда аник юкори чегара  хоссасига кура

1°. учун f ( x ) ^ b .
2°. V e > 0, Зх'бХ, f ( x ' ) > b - e

муносабатлар  уринли булади.
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Капала ёт га н функция усувчи булгани учун х ' < х  л ар д а  f(x')  <  
< / ( i i  тенгсизлик уринлидир. Энди b — e<Cf(x') ва  f ( x ) C b  
эканлигини эътиборга олсак

b — e < f ( x ' )  C f ( x ) C b  +  e

тенгсизликлар хосил булади.  Бу эса b сон f(x)  функциянинг лимити 
эканини ифодалайди.

[ (х ) функция X тупламда  берилган ва а  нукта  X нинг лимит 
нуктаси булсин.

1 3 - т а ъ р и ф. Агар V £ > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон топил- 
саки, аргумент х нинг 0<С\х' — а | < 6 ,  0<С\х" — а\ < 6  тенгсиз- 
ликларни каноатлантирувчи ихтиёрий х' ва х" (х' £Х, х"ЕХ) 
кийматларида \f(x')— f(x")\<iz тенгсизлик уринли булса, f(x) 
функция учун а нуктада Коши шарти бажарилади дейилади.

4 - те о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  / (x j функция а нуктада 
чекли лимитга эга булиши учун, бу функция а нуктада Коши шартини 
щноатлантириши зарур ва етарли.

М и  с о л  л а р. 1. f(x) = х  cos2-'- функция учун х =  0 нуктада  

Коши шарти бажарилишини курсатинг.  V e > 0  сон берилган булсин. 
Бу к > 0  га кура  б ни 6 = ^ - Д еб олинса, у холда х нинг

0 < | х / — 0| < S  =  -|, 0 <  |х" — 0| < 6  =  -|

тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиёрий х', х" кийматлари учун 
куйидаги тенгсизлик уринли булади:

I fix")  — f ix ')  I =  U^co s1-^,—  jc'cos2- ! ^  U " c o s 2— Ix'cos2-^! ^' X X X X

<  I x" | +  \x' | <  e.

Бу эса к а р ала ёт ган  функция учун х =  0 н ук та да  Коши шарти 
бажарилишини курсатади.

2. / (x )= s in -| r функция учун х =  0 нукта да  Коши шарти б а ж а -  

рилмаслигини курсатинг.
1 2V g > 0  сон учун х =  0 нукта  атрофида х '=  — ,х"  =  — ------ —

пл  ( 4 л  +  1 ) л

нукталар  оламиз.  Бу нукта лар  учун \х' — х"\< б ,  \f{x")— f(x')\—
I • ( 4 я + 1 ) л  ■ ' I 1 ,=  I s in------ ---------- sin n л| =  l экани равшан.  Энди 0 < e < ;  I лар учун

Коши шартининг бажарилмаслигини куриш кийин эмас.

Ушбу параграф якунида  к е л а ж а к д а  куп фойдаланиладнган 
айни пайтда мухим булган иккита функция лимитини келтирамиз.

I. Ушбу l im siru- =  I тенгликни исботланг.
дг—О х
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Равшанки,  0 < х <   ̂ ( — ^ < * < 0 )  ораликдан олинган ихтиё

рий .v ларда  0 < s i n x < x < t g x  тенгсизликлар уринлидир.
Энди s i n x < x < ; t g x  тенгсизликларни sinx га булиб, ] <  х -  с

S i П X
-  I s i i u  , , ,

"cosx Ва Ундан cosx <  < 1  булишини топамиз.  Н а т и ж а д а
„  I silix ,0 <  I — < 1  — cosx

V

тенгсизликларга эга буламиз 
Энди 1 —cosx 

эътиборга олсак,

Энди 1—cosx =  2sin ва 0 < х < ;   ̂ да sin 2~ < s in--|' эканини

Jlмуносабат  уринли булишини топамиз.  Д ем ак ,  ихтиёрий 0 < х  ^

„  , s i n x  да  0 < 1 ------ — < х  тенгсизликлар уринли.

Энди V е > 0  учун б сифатида к ва  ” сонларининг кичиги олин

са,  аргумент х  нинг 0 о < ~ -  тенгсизликни каноатлантирувчи бар 

ча кийматларида  I — 1 | < х < е ,  тенгсизлик уринли булади.  Бу 

эса таърифга кура
,. sinx . l im - =  1

-l-П X

эканини билдиради.
sinxf(x)  = —— функция учун /'( — х) = / ( х )  тенгликнинг бажарилиши-х

s i n xни, яъни функциянинг жуфт эканлигини куриш кийин эмас.

Д ем ак ,
, SIIIXl im ----- =. 1, х

тенглик хам уринли булади.  2 - теоремага  асосан х =  0 нуктада  
s i n x  , ,------функциянинг лимити м а в ж у д  ва  у 1 га тенг.

2. Ушбу

lim (1 + 4 ) х= е ,
х ■* оо х

тенглик уринли булишини курсатинг.

Биз l im (1 +  —) "= е  эканлигини курган  эдик (каралсин,  1 7 - боб,
II—► оо ^

2 - S ) .



Ф ар аз  килайлик,  1 булсин. х нинг бутун кисмини п оркали
белгиласак,  у  холда булиб, бундан эса 1 х  <  1

ti -f- I ....  ri
тенгсизликларга  эга буламиз.  Бу тенгсизликлардан

('+^т)',<(' + 1)'<('+1Г1
тенгсизликлар келиб чикади.

M m f n - — iт )" =  е, l im ( l  -|- -Ly+I =  e
n —►- сю '  I 1 /  n-*-oo  \  *

ха м д а  (2) тенгсизликлардан фойдаланиб чекли лимитга эга  булган 
функция хоссаларига  кура  (5°- хосса)  оо (п^~оо) да

lim™(1+тУ=е
тенгликка эга буламиз .

Энди х <  — 1 булсин. х = —у  белгилаш киритсак,  у холда:

l im ( l + —V — lim (\ — - )  l im ( l - j ----- Ц~У~
, - _ , Л  х/  y^+ooV у )  + оо V у - 1/

=  lim (1 -|----- Ц - У  ' l im ( l - f -----Ц-') =  е - 1 = е
,^+ooV У- l /  ,^+оо\ У -  1/у-

булади.
Д ем ак ,

lim (1 +  - М  =
X—*- ос V 1 /

булади.

Н а т и ж  a. l im (1 -\-х) * — е тенглик уринлидир.
х-*0

Х а ки к атан  хам  —- =г/ белгилаш натижасида
1

l i m (1 -\-х)~=  l im (\ + —У
*-►0 у-* оо У /

1
и / { '  * ~

булиб,  l i m(1 -)----- ) = е  муносабатдан l i m (1 + х ) * = е  келиб чика-
и-,ао\ У/ х̂ О

ДИ.

6- §• Функция лимитини х,исоблашга оид 
мисоллар

Ушбу лимитни хисобланг:

l im f  10s in2x +  cos2x +  ^  \г. ,fl \ Jx -J-1 /
Аввало

f t(x) =  10sin2x, f 2( x ) =  cos2*, f 3 =  - ^ - p y
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l im h (x) =  l im ( lOs in2*)  =  lOHim s i n j c l 2= 0 ,
лг—0 *-*() |_.r->-0

lim f 2(x) =  l im co s2x =  Him c o s x l 2=  1,
X ^ ti x >() [ x-*-() J

ф у н к ц и я л а р н и н г  х —>-0 д а  л и м и т л а р и н и  т оп а м и з .

l im ( x — 1)
l im / 3(x) =  lim 1 1 =  ---------------- = -------L
x^o ■'U +  S Hm(3x  +  2) 2"j .0

Энди, чекли лимитга эга булган (функцияларнинг хоссаларидан 
фойдаланамиз.

Н а ти ж ад а :

l im ^ l 0 s in  2jc +  c o s  2x-f~ ^  ( ' , )  =  l |m  1 O sin  2Jt +  l im  c o s 2jc-(-

5 £ ' 2  =  0 + | - i  =  ! '

2. Ушбу l im v 1 1̂—— — лимитни топинг.
x~*4 V X  ^

Аввал о  2 '* Функцияни куйидагича  узгартирамиз :

\ / l + 2 x  - 3  =  ( y i + 2 x  - 3 ) ( V x  - | - 2 ) ( д/ 1 + 2 х  + 3 )  

V * - 2  ( V ^ - 2 ) ( V ^ + 2 ) ( V ' f + 2 l  + 3 )
_  ( \ j \ + 2 x  — 3)  ( y i + 2 x  + 3 )  л / х + 2  __ ( 1 + 2 x  — 9) ( V T + 2 x + 3 )  

( V ^ X V ^  + ^ )  ‘ л !Т + Т х  + 3  ~  ( x — 4) ( -\Jx +  2~)
__ 2 ( x - 4 ) ( V T + 2 ^  + 3 )  2 (  VT +  2 i + 3 )

(x — + 2) -\jx +2

rv ..  2 ( л / 1 + 2 л : + 3  „  0 сжди urn------- -------------ни вдсоблаимиз:
x-*-4 у x  +  2

x-*-4 x -J- 2 2 +  2

Д е м а к ,  Ппь^-ЦЬ—— - = 3 .
x ~ *-4  V X  ^

3. Ушбу lim--1 *------ n f  iV, лимитни топинг.
x̂ O x

Аввал о  (1 + * ) "  ни Ньютон биноми формуласи буйича ёямиз:

(1 + * ) ” =  1 + П Х +  п1 п̂ 1Ц п^ 1 х 3+

. . .-\-хп.
У холда

л , 1 + / 1 Х - )— ---- — х 2 - f-х " — 1
Н + * ) " - !  ^  ^  2!  ^  ^ _________  п ( п - 1)

v V I ОI Г"
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+ x - 1.

Энди берилган лимитни х,исоблаймиз:

( 1 + л г ) " —  1 . .  г  . п(п—[) . п(п—\){п~ 2 ) 2 I I „ _Пl i m - —!-----------=lim[rt-|— -------х -\— ---------------- -х  +  ... -\-х l =  rt.
t - v O  х  .V— к-П £'■

Ушбу куринишдаги функция даражали-курсаткичли
функция дейилади.

Лимит дисоблашга оид катор мисолларда д а р а ж а л и - к у р с а т 
кичли функцияларнинг лимитини топишга оид куйидаги коидадан 
фойдаланилади:

f (х) ва  g(x)  функциялар X ту плам да  берилган булиб, а нукта  
X тупламнинг  лимит нуктаси булсин.

Агар l im f ( x ) = b ,  l i m ^ ( x ) = c
.с—*-а х-*-а

булса,  у долда
lim[ /{jc) ] к'х) =  Ье
х~*-а

булади.
' I

/ Sinjf4. Ушбу lim(-
х-*-а \ sina / ЛИМИТНИ т о п и н г .

("sino”) "2 ифоданинг куринишини узгартирамиз :

/ sinx\ J_ „2 /, sinx . \ > _ 02 / sinx —sina\ 2 ,2
! ■ ’ I —- [ I i . l — ( 1 i . I —\ sma / \ sina / \ sina /

/ „ . x — a x +  a \ __!__
=  ( j , 2sin~ r ~ C(* - r - ) ^  =

\ 1 sina J

. X — a  X - h a  \  (л—a) u - f  (I) J t - o  x + a/  . x a X +  a \ / 2s in----------cos---------  \= ( i -}-----2 :----~  )\ sina /

Энди дараж ал и-к ур саткичли  функция лимити дам да

lim (1 -\-х)’ = е ,  l i m - ^ - = lJC-vO *-►() X

тенгликлардан фойдаланамиз.  Н а т и ж а д а

l i m -

/ s i n x \ 2  2 —— U + uNno —
h m ( ~ —  i * = e  1 =<?2"
x-̂ a \ slna /

Хосил булади.  
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5. Ушбу

- ^ д г л, а г ар  x < ; 0  булса,
( s in x ,  а г ар  jc> 0 булса

функциянинг л: =  0 н ук тада  лимити мавжудлигини исботланг ва бу 
лимитни топинг.

К а ра лаё т ган  функциянинг х =  0 нуктадаги бир томонли (унг  ва 
чап) лимитларини топамиз:

l im f(x)  =  l im sinx =  l im sinx  =  0,
Jf-̂  + O л >• f  0 *-.()

Нгп/(л; )= lim х 3=  l i r r u ! =  0.
.r-» —0 r • -II л .()

Д е м а к ,  берилган функциянинг x =  0 нуктадаги унг ва чап лимитлари 
м а в ж у д  булиб, улар  уз аро  тенг (0 га  тенг) экан.  Бундан эса 
функциянинг х =  0 д а  лимити мавж уд ли ги  ва унинг хам  0 га тенглиги 
келиб чикади.



ФУНКЦИЯНИНГ УЗ ЛУК СИ ЗЛИГИ

19- Б О Б

1-§.  Функция узлуксизлиги таърифлари
Бирор X ораликда f ( x ) функцияни карайлик .  Бу ораликка  

тегишли булган х0 нукта  унинг лимит нуктаси булсин.
1 - т а ъ р и ф .  Агар х->~х0 да f(x) функция чекли лимитга эга 

булиб, бу лимит f(x о) га тенг, яъни
\ im f(x ) = f(x 0) (1)

булса у уолда  /(х) функция х0 нуктада узлуксиз дейилади. 
М и с о л л а р .  1. Ушбу

f(x)  =  д/х2+ 5  
функция Хо =  2 нукта да  узлуксизлигини курсатинг.

Биринчидан, х-*-2 да  f ( x ) =  д/х2-|-5 функциянинг лимити м а в ж у д

l im f(x )  =  l im д/х2 +  5  =  3 ,
х ->-2 х-+2

иккинчидан,  бу лимит берилган функциянинг хо = 2  нуктад аги 
кийматига  тенг:  3 =  f ( 2) .  Д е м а к ,  l im/(x) =  /(2) .

2. Ушбу

функци я  ихтиёрий — оо, +  оо) н у к т а д а  у з л у к с и з  б у ла д и ,
чунки

l im/(х) =  lim— Ц - =  - = / ( х 0).
X-tXq Х~*Х() 1 -f- X 1 -}- Xq ,

f(x)  функциянинг хо нуктадаги киймати /(х0) у з г а р м а с  сон х а м д а  
х->-Хо д а  х  — х,0-+ 0  булишини эътиборга олиб (1) тснгликни

I'm [f(x) — f ( x 0)] =  О
х  — х0 -»-0

куринишда ёзамиз .  О датда х — х 0 айирм а  аргумент орттирмаси 
(х аргументнинг  хо нуктадаги орттирмаси) дей ила ди :

Д х  =  х  — Х о ,  ( 2 ).
f ( x ) — f(x  о) айирма эса функция орттирмаси (функциянинг  .Гм 
нуктадаги орттирмаси) дейилади ва д / ё к и  Д / ( х 0) каби бел гилана
ди: -

Д / =  Af ( x o )  = / ( х )  —/(хо). (3)
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(2) тенгликдан топамиз:
х =  Л -*■

Унда (3) тенглик ушбу
A f =  Af(xn) = f ( x  о +  Ах) — f(x„) 

куринишга келади.  Д ем ак ,  f (х ) функциянинг jc„ нуктадаги орттирма- 
си А/ аргумент орттирмаси Ал: га боглик булар  экан (76- чизма) .  

Агар f ( x ) функция xt] нуктада  узлуксиз  булса,  (1) ,  (2) ва
(3) муносабатлардан

lim Af =  0
Д* *11

келиб чикади.  Бу эса функция узлуксизлигини куйидагича  таъ- 
рифлаш дам мумкинлигини курсатади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар аргументнинг хо нуктадаги орттирмаси 
Ах нолга интилганда f(x) функциянинг унга мос орттирмаси Af %ам 
нолга интилса, яъни

l im Af =  0
Ал -О

булса, у уолда f ( x ) функция х„ нуктада узлуксиз дейилади.
М и с о л .  Ушбу f ix)  =  1 функцияни карайлик .  Бу функция

Х = ( — оо, -f- оо)\{х6 R :x  =  kn, k — 0, +  1. +  2.... I тупламда  ани
кланган.

Ихтиёрий хоЕХ нуктани олиб, унга Ах орттирма берамиз.  Сунг  
мос функция орттирмасини хисоблаймиз:

Af =  f(x  о+Ах) — f(x„) =
_____1_______ 1
s i n ( x 0 4- Ax)  siiijr,,

s inx0 — sin (дсп-|-Дл)

sin (x0 -|-Дх) -sinx,.

n / A* , ■ , -Vr , 2c°s  (x0 —̂ ~)  - sin ( ----- )

sin ( * 0 -f-Дл:) • sinA’()

Ax—>-0 да  Af нинг лимитини то
памиз:

\x

76- чизма

2 c o s (x0
Ax2cos (xn + ~  I - sin ( — — )

limA/ =  l im----------- -—--------------------=  l im ----------------- ------
U^O Ax—o s 1 n ( jf0 JC) SIПjr0 д^ () sintXQ-f- A*) s inxn

. . Д а- ,  2 c o s x „  
i m  s i n  ( _  )  =

4*^0  ̂ Sin'X,4
■0 =  0 .

Дем ак ,  ПтД/ =  0. 2 - таърифга кура  берилган функция ихтиёрий

х0вХ  да  узлуксиз булади.
Функция узлуксизлигини куйидагича таърифлаш хам мумкин.



3 - т а ъ р и ф. Агар V e > 0  сон олинганда уам шундай 6 > 0  
сон топилсаки, аргумент х нинг \х — Хо|<8 тенгсизликни к,ано- 
атлантирувчи барча кийматларида

If(x) —f(x о) | < е

тенгсизлик бажарилса, у уолда f(x) функция х0 нуктада узлуксиз 
дейилади.

Юкорида келтирилган таърифлар эквивалент  таърифлар булиб, 
вазиятга  караб  у ёки бу таърифдан фойдаланилади.  Масалан,  ушбу

■f(x) =  а 0 а , х  +  a.jc2 -f- ...

( а 0, а ь  ..., ап — узгар мас  сонлар, п — натурал сон) функциянинг 
ихтиёрий лс06 ( — оо,  +  0 0 ) Да узлуксиз  булишини курсатишда 
1- таърифдан фойдаланиш м а к с а д г а  мувофикдир. Хаки катан  хам,

lim f(x) =  l im (a0-\-a{x-\-a.^c2-\-... a„x") =
X ~ * XQ X — *X q

=  a 0+ a lx 0+ a 2x l + . . . + a nX o = f(x0).
i

Д е м а к ,  берилган f(x)  функция ихтиёрий x0t (  — о о ,  +  ос  i нукта да  
узлуксиз.

4- т а ъ р и ф. Агар х—к г 0 +  0 да f(x) функция чекли лимитга эга 
булиб, бу лимит f(xо) га тенг, яъни

l im f ( x ) = f ( x о)

булса, у уолда f(x) функция хп нуктада унгдан узлуксиз дейилиди

5- т а ъ р и ф. Агар х —<-хо— 0 да f(x) функция чекли лимитга эга 
булиб, бу лимит f(x 0) га тенг, яъни

Л.

l im f ( x ) = f ( x u)
— О

булса, у уолда f(x) функция х0 нуктада чапдан узлуксиз дейилади. 

М и с о л .  Ушбу

— }тх2, а г ар  х <  2 булса,
2 ' 

х, а г ар  х > 2  булса.

функцияларни карайлик .  Бу функция Х — ( — оо , +  о о )  да а н и к 
ланган.  Берилган функциянинг х =  2 нуктадаги унг ва чап 
лимитларини хисоблаймиз:

lim f ( x ) =  lim ( — L r W  — 2, l im f { x ) =  l im x  =  2.
x —* 2 —  0 *-*-2  —  0 '  1  '  X - + 2  +  0  x - +  +  0



Агар /(2) =  —  ̂ ' 2 2= —2 булишини. эътиборга олсак, унда 

lim I (х) — / (2),  Пт f (х) =  2=,t/”(2)
. t - J -  0  v -2 -f -O

эканлигини топамиз. Демак,  берилган функция х — 2 нуктада чапдан 
узлуксиз, унгдан узлуксиз ымас.

6- т а ъ р и ф. Агар f(x) функция X тЦпламда берилган булиб, 
унинг %ар бир ни пти с и да узлуксиа булса, у х;олда функция X тупламда 
узлуксиз бсйилаои.

Масалан, f ( x ) ~ x  функция (О, I) ннтервалнинг х,ар бир 
нукдасида узлуксиз. Дома к, бу функция (О, I) да узлуксиз.

Агар Цх] функция |<г. Ь\ сегментда берилган булиб, (а, Ь) 
интервалда уз лук си з ,  а нуктада унгдан, b нуктада эса чапдан 
у з л у к с и з  б у лс а ,  fix)  функция |а, Ь\ сегмснтда узлуксиз булади.

Ю коридат айтил!анлардан куйидаги хулоса кслиб чикади: агар 
f(x) функция Хц нук'|ада узлуксиз булса,  у х,олда функция т у  нуктада 
х.ам унгдан, х,ам чапдан узлуксиз булади:

lim/(х) — I (х0)=>- lim /(х) =  lim f ( x > = f ( x lt).
r~.r0-O "

Аксинча, а г а р  f (х) функция  xt: нуктада бир вактда хам унгдан, х,ам 
чапдан у з л у к с и з  б у лс а ,  функция шу нуктада узлуксиз булади:

Hm f(x) =  ! im f(x)  =  /(Arn)=Him/(jr)
— if ♦- (■ х- -г лу, — 0 х~*’ха

2- §, Функциянинг узилиши

Биз J- § да  ку рди кк и ,  Цх> функциянинг хп нуктада узлуксиз 
булиши учун:

1°. упмш шу хц иукланинг  бирор атрофида (жумладан  хо нуктада) 
а н и к л а н г а н  булиши ва

2°. х-+хс, да унг ва чап лимшларга эга булиб, 
itm /(х) =  lim f(x) = f ( x 0)

с - О

булиши зарур ва етарли.
Агар f (х) функция х,_, нуктада I0- ва 2°-шартлардан х,еч 

булмаганда бирини бажармаса ,  у х,олда функция хо нуктада 
узилишга эга дейилади. Мисоллар караймиз.

1. Ушбу y =  f ( x ) —-  ̂ функция учун л: =  0 нуктада юкоридаги

1 шарт бажарилмайди.  Чунки бу функция Х =  ( — оо, 0) U (0. +  00) 
тупламда аникланган, х =  0 нукта шу тупламнинг лимит нуктаси ва 
х =  06А’. Бинобарин, берилган функция х =  0 нуктада узилишга эга 
( 7 7 - чизма).
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(\х\, агар хфО  булса,
\ 1, агар х — 0 булса

функцияни карайлик. Бу функция Х ( — оо, + ° ° )  тупламда 
аникланган, х — 0 нукта шу тупламнинг лимит нуктаси. Функциянинг 
унг ва чап лимитлари

l im /  (х) — l i m  | л: | =  0, l i m /  (х) =  lim \х \ =  0.
х—гО х-->-0 .*-►() х--*-0л:>0 А'>() А<;0 х <С О

2. К уйидаги

булиб, улар f (x ) функциянинг х =  0 нуктадаги киймати: /(0) =  1 га 
тенг эмас. Демак ,  бу функция учун х =  0 нуктада 2°- шарт 
бажарилмайди.  Берилган функция лг =  0 нуктада узилишга эга 
(7 8 -чизма ) .

3. Ушбу

f ix)  =  sign (х)
- 1,
0,
1,

агар
агар
агар

х-СО 
х =  0 
х > 0

булса,
булса,
булса

функцияни карайлик.  Бу функция Х = ( — оо, +  оо) да аникланган. 
Унинг х =  0 нуктадаги унг ва чап лимитларини топамиз:

lirn/(x)
х̂ О

: l iml
х-̂ О
АГ>0

1, 1ш Д х )  = l i m  I
х—»-()

х<0

Берилган функциянинг х =  0 нуктадаги унг ва чап лимитлари бир 
бирига тенг эмас. Демак ,  бу функция учун х =  0 нуктада 2°- шарт 
бажарилмайди.  Берилган функция х =  0 нуктада узилишга эга 
( 7 9 - чизма ) .

4. Куйидаги

fix)
sin- агар

агар О

булса,

булса
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функцияни кар ай ли к . Б у ф ункциянинг х =  0 н у к т а д а  унг лимити мав-

булади. Бу функция учун х,ам х =  0 нуктада 2°- шарт бажарилмайди.  
Демак,  берилган функция х =  0 нуктада узилишга эга.

функцияни карайлик. Бу функциянинг х =  0 нуктадаги унг лимити

булади. Бу функция учун х,ам х =  0 нуктада 2°- шарт бажарилмайди.  
Бинобарин, берилган функция х =  0 нуктада узилишга эга булади 
( 8 0 - чизма ) .

f(x)  функциянинг х0 нуктадаги унг ва чап лимитлари м авж уд  
булиб,

булган х,олдаги х0 нуктадаги узилиши биринчи тур узилиш дейилади. 
Бу х,олда

ж уд  эмас, чунки х > 0  ва х - » 0  да f(x) =  s in~ функция лимитга эга 

эмас. Функциянинг шу нуктадаги чап лимити
\\mf(x) = l i m ( — х) = 0

х-+0
х < 0

5. Ушбу
—, агар х > 0  булса,  

х 2 , агар 0 булса
у

. у

о X

О

79- чизма 80- чизма

l im f(x) — lim — =  +  оо
х-+0
x > Q

булиб, чап лимити эса
lim f(x) =  lim х 2= 0
x-vO*<0

х̂ -0
х < 0

lim f(x)-~Ф lim f(x)

l im f(x) — lim f(x)



айирма f(x) функциянинг хо нуктадаги сакраши дейилади. М асалан,
3- мисолда келтирилган sgnx функция х =  0 нуктада биринчи тур 
узилишга эга булиб, унинг шу нуктадаги сакраши 2 га тенг булади.

f(x) функциянинг хо нуктадаги бошка узилишлари ( l i m f ( x )  =
Х-*-Х

=  l im f(x) =£f(x0) холдан ташкари)  иккинчи тур узилиш дейилади.
х->х0 ~ О

Масалан, 4- ва 5- мисолларда келтирилган функцияларнинг =  
=  0 нуктадаги узилиши иккинчи тур узилиш булади.

3- §. Узлуксиз функцияларнинг хоссалари

Узлуксиз функциялар катор хоссаларга эга. Куйида биз баъзи бир 
хоссаларни исботи биЛан, баъзи бир хоссаларни эса исботсиз 
келтирамиз.

1°. Агар f(x) ва g(x) функциялар X (XczR ) тупламда узлуксиз 
булса,

f { x ) ± g ( x ) ,  f (x) -g(x) ,  ( g ( x ) ^ O )

функциялар х,ам X да узлуксиз булади.
И с б  от.  Ихтиёрий Хо£Х нуктани олайлик. Шартга кура f(x) ва 

g ( x )  функциялар х0 нуктада узлуксиз: .
lim f ( x ) = f ( x 0),
Х-^Хц ■

\img(x) = g ( x 0).
x^xQ

Чекли лимитга эга булган функциялар устида арифметик амаллар 
х,акидаги хоссалардан фойдаланиб топамиз:

lim[/(л:) ± g ( x ) ]  =  Hm/(x) ± I im £ (x )  = f ( x 0) ± g ( x 0),
X~*X() X~*~X0 •

l im[f{x) - g ( x ) ] =  lim/(x) • l img'(x) =  / (*„) -g(x0),
X—*-Xq X—

lim f(x)
|jm f (x) _  x~*x° _  ^ X()̂  
x ^ e i x )  l im g (x ) g ( x 0) '

x̂ x„

Кейинги тенгликлардан эса f ( x ) ± g ( x ) ,  f (x) -g(x)  ва Фун

кцияларнинг xq нуктада узлуксизлиги келиб чикади.
2°. лг=ф(t) функция Г с / ?  тупламда,  у =  /(х) функция эса 

Х={х :  x =  (p(t), t£T} тупламда берилган булиб, улар ёрдамида
y=fiq>it))

мураккаб функция тузилган булсин.
Агар x =  <j>(f) функция fo€T нуктада ,  у =  /(х) функция мос Хо

Ш  1



нуктада (*0 =  ф(*0) )  узлуксиз булса,  у холда ,y — f ( y ( t ) ) мураккаб 
функция tо нуктада узлуксиз булади.

И с б о т .  Функция узлуксизлиги таърифига кура V e > 0  сон 
олинганда хам шундай 8i > 0  сон топиладики,

U  — Хо| <S i=H/(x)  — f(x0) I < е ,  (4)

шунингдек, юкоридаги 6 | > 0  сон олинганда хам шундай 6 > 0  сон 
топиладики, \t — tQ\< 6 = Н ф (0  _ cp(f0) I < 6 1  (5)
булади.

Агар
I ф(0 — ф(М I =  \х — х0|,

\f(x) —f(x 0) I =  \ f (y( t ) )—f(q>(to))\
эканини эътиборга олсак, унда (4) ва (5) муносабатлардан

и - * о 1 < 6=Н Д Ф( * ) ) - / ( ф ( * о ) ) 1< е
булишини топамиз. Бу эса f (ф(0 ) мураккаб функциянинг t0 нуктада 
узлуксизлигини билдиради.

3°. Агар y = f ( x ) функция X ораликда аникланган, узлуксиз 
хамда монотон булса,  у холда бу функция кийматларидан 
иборат Y(Y—$(х) :x(zX\) ораликда тескари x = f ~ l(y) функция 
мавж уд  ва у хам узлуксиз булади.

4°. Агар f (x ) функция [а, Ь] сегментда аникланган ва узлуксиз 
булиб, унинг а ва b нукталардаги кийматлари f(a)  ва f (b ) 
карама-карши ишорали булса,  у холда шундай с нукта 
( а < с < Ь )  топиладики,

f(c) —О
булади (Больцано— Коши теоремаси).

И с б о т .  f(x) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булиб, f(a)  < 0,
f(b) > 0  булсин. Агар [а , Ь] сегментнинг нуктасида

f ( ~ \ Ь ) ~ в  ^Ул са ’ УНДа с — а^ Ь дейилса, f ( c ) = 0  булади. Бу хол

да хосса исбот булади. Агар / ^ —̂ = £ 0  булса,  унда ва

сегментларнинг четки нукталарида f(x) функциянинг

карама-карши ишорали кийматга эга буладиганини олиб, уни 
[а,\, Ь[] билан белгилаймиз. Демак,  f ( a {) < 0 ,  f (b t) > 0  ва [ а ь bj] нинг

__ Q  (X  J Ь  j
узунлиги b , ~ а, =  —-— булади. Агар [ai ,  b 1] сегментнинг — -—

(  ""I- ̂  1 \ Н” b |нуктасида /I— - — 1 =  0 булса,  унда с — — ^—  дейилса, f(c) =

=  0 булади. Бу холда хосса исбот булади. Агар f )  Ф  0



Г а ,  -|~Ь, ") Г a t “I
булса,  унда | а ь — -—  ва — -— , 6, I сегментларнинг четки

нукталарида f(x) функциянинг карама-карши ишорали киймат- 
га эга буладиганини олиб, уни [а2, Ь2] билан белгилаймиз. Демак,
/(а2) < 0, f(b2) > 0  ва [а2, Ь2] нинг узунлиги Ь2—а 2= — булади.

Бу жараённи давом эттирсак, куйидаги икки х,олдан бири юз 
беради:

1\  г 1Л а п +  Ь п1) [а, Ь] сегментнинг с —— г—  нуктасида

*

булади, демак хосса исбот булади.

f ( c ) = f ( ^ ^ - )  =  0 

Зот булади.

2) булиб, бу жараён чексиз -давом этади. Бу

х,олда
[gi, b i], [ а2, 62], [ап, Ьп], ... 

кетма-кетлик х,осил булади. Равшанки,
[а\, b{]zD[a2, b2]zD ...=э[а„, 6„] =)...

, 6 —а
2п

a i< a 2< .. .< a „< .. . ,  6| >  b2> ... >  6 „ > ...,
/(а , )  < 0 ,  / ( f t „ )> 0  (я  =  1, 2, 3, . . .).

{а„} кетма-кетлик.усувчи ва юкоридан чегараланган,  {Ьп} кетма- 
кетлик эса камаювчи ва куйидан чегаралангандир. Унда 17-боб, 
2- § да келтирилган теоремаларга кура бу кетма-кетликлар чекли 
лимитга эга:

lima„—c b ( c ,6 ( a , f t ) ) ,
П—коо

l i m 6 „ = c 2 (c26 ( a , 6 ) ) .
П->-оо

— а п) =  lim bn— l im a „ = c 2—с,
Агар

ва

l i m ( 6 „ — а п) =  l i m - ~ — =  0
Я-*-оо П—* о о  2

булишини эътиборга олсак, унда с\ =  с2 экани келиб чиКади. 
d  =  c2 =  c деб олайлик.

f(x) функция [a, ft] сегментда узлуксиз булишидан фойдаланиб, 
топамиз:



f ( an) СО  булганлигидан f ( c ) ^  0 булади,
bn-^c=^f(bn)-^f{c).

f(bn) > 0  булганлигидан f (c ) ^sO булади. Кейинги тенгсизликлардан 
эса

f(c)= О
булиши келиб чикади. Хосса исбот булди.

Келтирилган хоссадан тенгламаларнинг ечими мавжудлигини 
курсатишда ва уларнинг такрибий ечимини топишда фойдаланила- 
ди. Масалан,

1 — x +  sinx =  0

тенгламани карайлик. Агар f(x) =  1 — x-J-sinx деб олинса, унда f{x) 
функциянинг ( — оо, + ° ° )  Да . жумладан  [0, л] сегментда узлуксиз 
эканини пайкаш кийин эмас. f(x) функция [0, л] сегментнинг четки 
нукталарида карама-карши ишорали

f(0) =  1 —0 +  s i n 0 =  1 >  0, 
f(n) =  1 —л - ) - sin л =  —л +  1 < 0

кийматларга эга. Унда юкоридаги 4°- хоссага кура f(x) функция 
[0, л] ораликнинг деч булмаганда битта нуктасида нолга 
айланади, яъни берилган тенгламанинг [0, л] ораликда ечими
мавжуд.  [0, л] ни [0, —] ва л 

нинг четки нукталарида

с / ” л \  1 JI  . • Я  л  Я _ /~\
% ) = 1 - T  +  smT = 2 - T > ° ,

/(л) =  —л +  1 < 0  
булишини топамиз. Демак,  берилган тенгламанинг ечимларидан 
камида биттаси n j  да ётади. Бу жараённи давом эттириш

натижасида 1 — x-f-s inx =  0 тенгламанинг такрибий ечимини 
керакли аникликда топиш мумкин.

5°. Агар f(x) функция [а, Ь] сегментда аникланган ва узлуксиз 
булса,  функция шу сегментда чегараланган,  яъни шундай узгармас 
т  ва М сонлар топиладики, Vx£[a,  Ь] да

m^-f(x)  ^ М
булади (Вейерштрасс те орем аси ) .

6°. Агар f(x) функция [а, Ь] сегментда аникланган ва узлуксиз 
булса,  функция шу сегментда узининг энг катта х,амда энг кичик 
киййатига эришади, яъни [a, b] да шундай с\ ва Сг нукталар 
топиладики, VxG[a, b] да

f (c, )  > f ( x ) ,  f (c2) < f ( x )  

булади (Вейерштрасс теоремаси).
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y =  f(x) функция X тупламда берилган булсин.
7 - т а ъ р и ф. Агар V e > 0  сон олинганда %ам шундай б > 0  

сон топилсаки, X тупламнинг \х' — х"\ < 6  тенгсизликни щноатланти- 
ривчи ихтиёрий х' ва х" нукталарида

\f(X') —f(x") I < е
тенгсизлик бажарилса, f(x) функция X тупламда текис узлуксиз 
дейилади.

Масалан,  у =  х3 функция [О, 1] да текис узлуксиз функция булади. 
у = - L  функция (О, 1) да  текис узлуксиз булмайди.

7°. Агар f(x)  функция [а, b] сегментда аникланган ва узлуксиз 
б^лса, функция шу сегментда текис узлуксиз булади (Кантор 
теоремаси).

4- §. Элементар функцияларнинг узлуксизлиги

Биз мазкур параграфда элементар функцияларнинг узлуксизли
ги масаласи билан шугулланамиз. Бу масалаларнинг купчилигини 
адл этишда функция узлуксизлиги таърифи х,амда чекли лимитга 

. эга булган функциялар устида арифметик амаллардан фойдалани- 
лади.

1. Д а р а ж а л и  ф у н к ц и я * '  у =  х’1 (n(:N). Биз чекли лимитга 
эга булган функция хоссаларини урганишда f(x) функциянинг 
а нуктада чекли лимитга эга булишидан [f(x)]n функциянинг хам 
чекли лимитга эга булиб,

lim[/-(x)] =  [limf (х) ]"
Х --* -а  Х -* -а

тенглик уринли булишини курган эдик. Бу тенгликдан фойдаланиб 
f(x) = x n функциянинг Va£/? нуктада узлуксизлигини исботлаймиз. 
Аввало / , ( х ) = х  функциянинг нуктада узлуксизлигини
курсатайлик. Бунинг учун V e > 0  учун д — е деб олинса, \х — а\ < 6  
тенгсизликни каноатлантирувчи барча х ларда |/i (jc) — /i (a)  | =  
=  |x — a| < e  тенгсизлик уринли булади. Бу эса таърифга кура 
fi (х) = х  функциянинг а нуктада узлуксизлигини билдиради. Демак,

lim х =  а
\~*а

Энди f(x) = х п функцияни карайлик.

l im r '  — Г П т х Т = а "
х-+а [_ х-+и J

тенгликии эътиборга олиб
lim/(x) —f(a)х-*-а

эканлигини топамиз. Бу эса f ( x ) = x n функциянинг Va£R  н у ^ а д а  
узлуксизлигини билдиради.



2. f(x) =  sinx ф у н к ц и я  VadR  нуктада узлуксиз.
X,aкикатан J хам, V e > 0  га кура 6 =  е деб олсак, \х — а | < б  

тенгсизликни каноатлантирувчи барча х ларда
I /(х) —f ( a ) | =  |sinx —sina| =  |2sin^=^cos-^±^-| <

_-- ( | X  Cl | I I< 2 ----- - \x a \ <  e
тенгсизлик келиб чикади. Бу эса f(x) =  sinx функциянинг таърифга 
кура V a 6 #  нуктада узлуксизлигини билдиради.

3. f ( x ) =  cosx функция VaER д а  узлуксиз.

Х,акикатан хам,  Дх) =  cosx =  sin (x +  y )  эканини эътиборга ол

сак,  мураккаб функция узлуксизлиги хаКидаги теоремага асосан 
cosx функциянинг Va€/? да узлуксизлиги келиб чикади.

4- f(x) ==tg^ =  -“^  функция У а ф ^ + k я ,  (6 =  0, ± 1 ,  ...) нук 

тада узлуксиз.
f(x) =  ctgx =  -^^-  функция эса Va=^6я,&  =  0 , ± 1 ,  + 2 , . . .  нукта 

да узлуксиз.
Бу хоссаларнинг уринлилиги sinx, cosx функкцияларнинг узлук 

сизлиги ва узлуксиз функциялар устидаги арифметик амаллардан 
бевосита келиб чикади.
. . 5. f(x) =  ах(а=/= 1) курсаткичли функция Vx0Ĝ ? нуктада узлук 
сиз.

Хакикатан хам,
lim x

lim  а х = а ^ Ха= а Х('
■̂>0

эканини эътиборга олсак, l im/(x) = / ( х 0) тенгликка эга буламиз.
Х̂ Х0

Бу эса ах функциянинг Vxx(zR нуктада узлуксизлигини билдиради.
Биз куйида узлуксиз функцияларни урганишда мухим урин 

тутган тескари функциянинг мавжудлиги ва узлуксизлиги хакида-  
ги теоремани исботсиз келтирамиз.

Т е о р е м а .  Агар f(x )  функция X ораликда берилган ва 
узлуксиз ва усувчи (камаювчи) булса, бу функция цийматларидан 
иборат Y =  {f(x) :х^Х\ оралщ да тескари f~ l(y ) функция мавжуд 
булиб, у узлуксиз ва усувчи (камаювчи) булади.

6. Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я .
Бизга [с, d} сегментда у =  ах ( а > 1 )  курсаткичли функция 

берилган булсин. Бу функция [с, d] ораликда узлуксиз ва 
усувчидир. Юкорида кайд этилган теоремага кура [ы‘, а ,г\ ораликда 
у =  ах функцияга тескари x =  f~'(y)  функция м авж уд  булиб, у у з 
луксиз ва усувчи булади. Бу тескари функция логарифмик функция 
дейилиб, у

X =  f ~ l (y)



к а б и . белгиланади. Аргументни х билан белгилаш оркали лога- 
рифмик функция

у  =  \оё а х

куринишда ёзилади.
Э с л а т м а :  0 < а < 1  булган  хол хам  худди юкоридагига ухш аш  к ар ал ад и .

7. y — xa(x> 0 ,a ( :R )  д а р а ж а л и  ф у н к ц и я .  Бу функцияни

куринишда ифодалаймиз.
Мураккаб функциянинг узлуксизлиги хакидаги теоремага асосан

a  lo g , ху =  а

функция х > 0  да  узлуксиз булади.
8. Т ё с к а р и  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р .  
y =  arcsinx функцияни аниклаш ва узлуксизлигини курсатиш

учун ^ ~~J ораликда у =  sinx функцияни караймиз. Бу

функция каралаётган ораликда усувчи ва узлуксиз экани равшан. 
Демак,  бу функцияга унинг кийматлар туплами [ — 1, 1] ораликда 
тескари функция м авж уд  булиб, у усувчи хамда узлуксиз булади. 
Бу тескари функция

x =  f~ [ (у) =arcsim/
оркали белгиланади. у ни х оркали белгилаш натижасида бу 
функция £/ =  arcsinx куринишда ифодаланади.

Худди юкоридаги мулохазалар ёрдамида [ — 1, 1] ораликда 
у =  arccosx функция x =  cosi/ функцияга тескари функция 
сифатида аникланиб, у хам узлуксиз булади. у =  arctgx,
у =  arcctgx функциялар мос равишда ^ ва ораликда

x =  tgу, x — ctgy функцияларга тескари функция сифатида аникла- 
нади ва узлуксиз булади.

5- §. Функциялар лимитини \исоблашда уларнинг 
узлуксизлигидан фойдаланиш

Фараз килайлик, х =  ф(t) функция Т тупламда,  y =  f (x ) функция 
эса Х — {х:х =  <р (t) , t£T\ тупламда аникланган булиб, улар 
ёрдамида

y= f (< p (0 )
мураккаб функция тузилган булсин.

Агар
lim ф(х) —х0
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лимит м авжуд  булиб, y =  f(x) =f(<p(t)) функция х0 нуктада узлуксиз 
булса,  у х,олда

\imf(<p(t))=f(x0)
'-'о

булади. Кейинги лимит муносабатни
lim /(ф (0  ) =  //lim ср(/) \ (6)
t »г0 V ~ * (o /

куринишда х,ам ёзиш мумкин. Бу тенгликдан функцияларнинг 
лимитини хисоблашда фойдаланилади.

Энди мисоллар караймиз.

1. Ушбу lim—̂  — -  ( а > 0, а ф  1) лимитни хисобланг.
х-̂ 0 х

Аввало лимит остидаги функцияни куйидагича ёзиб оламиз:
loga( l+*)  I —
------ ------- =  —1loga(l  +Х)  =  logfl( l  + х ) \

Логарифмик функция узлуксиз булганлиги сабабли (6) форму- 
лага  биноан:

lim log0( l  + х )

Агар lim ( 1 + х )  х =  е эканини эътиборга олсак, у холда

log ( 1 + х )
l im---------------= l ° g a e булишини топамиз.х-*0 X ■ '

Хусусан, а =  е булса,  l im— =  1 булади.
х̂ О х

2. Ушбу

Инь*— -  ( а > 0, а ф  1)
х-+0 х

лимитни вдсобланг.
Аввало ax~ l —t деб оламиз. Унда x =  loga ( l  -\-t) булади. 

Равшанки,  х-кО да /->-0. Натижада

lim^— !~=Нтт t
»о *  i - o l o g a ( l + 0  

тенгликка келамиз. Юкоридаги тенгликдан фойдаланиб топамиз:



1 Q.X 1Маълумки,  log^ — Демак ,  Нпь^ — — Ina булади.

/ l _i у \ ®_ 1
3. Ушбу lim- --------лимитни хисобланг.

*—о ■*
Агар (1 +  * ) “ — 1 = t  деб олсак, унда ( 1 + . * ) “=  1- Н  ва 

(1 +  * ) а= 1  +  *=>а-1п(1 + * )  =  \n(\ +  t)=>a= 1|Пп((11̂ 5у

булиб, x f̂-О да t-*~0 булади.
Энди лимит остидаги функцияни куйидагича ёзиб оламиз:

1п (1+* )
(1 + ^ ) а — 1 __ t ____l n ( l + x )  J _ ______  X

х — х ~ а ' 1п(1 -И )  ' X “  1п(1 +  0  •

Натижада
l n ( l - f x )  |iml n ( l + * )

.. (1+X)“—1 X дг-0 X----=  lima . ■- = a ----  — — ос.
r o ln(l_+0 ,  цт М Щ )

<^°> t I^n t

Демак,
.. ( l+ x ) a- l  l im— —--------= a .
jc-vO

4. f(x) ва g ( x ) функциялар X тупламда берилган булиб, х0 эса 
X тупламнинг лимит нуктаси булсин. Агар lim t ( x )  = b  ( 6 > 0 ) ,

l img ( x ) = c  булса,  у  холда lim [/(x) ]g(j:) =  bcбулишини исботланг.

Логарифмнинг хоссаларига кура:

[/(*)] eW =  eg {x )  ___ -  l n [ f U ) p W  ___  _  g(jr)lnf(AT)

Логарифмик хамда курсаткичли функцияларнинг узлуксизли
гини эътиборга олиб, топамиз:

lim  [g (x )  -lnf(x)}  lim  g (x )  • In  [ lim  / ( * ) ]

l im [ / ( x ) ] g<Jt) =  l ime * w w w ==£?~ ‘° = е м ° = е сЛпЬ=.



20- Б О Б

ФУНКЦИЯНИНГ Х.ОСИЛА ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛ И

1-§ . Функция х,осиласининг таърифлари

y — f (х) функция (а, Ь) интервалда берилган булиб, х0 шу 
интервалнинг бирор нуктаси булсин. Бу х0 нуктага Ах орттирма 
{кхфО,  х0-|-Ах£(а, Ь)) бериб, берилган функциянинг орттирмаси- 
ни топамиз:

Ay =  Af(x0) =  f(x  о +  Дх) —f(x о).

Равшанки,  функция орттирмаси Ах га боглик, булади.
1- т а ъ р и ф. Агар

. .  Д Д  Х0)
lim— г—
4*^0 АХ

мавжуд ва чекли булса, бу лимит /(х) функциянинг х0 нуктадаги 
Хосиласи дейилади ва

df(x0) .. , |
f' (xо) ёки еки у \X=XQ

каби белгиланади. 
Демак ,

f  (х0) =  l im— ----- =  lim ---------- ------------ . (1)
\.i +t/ Ax \x Дх

Агар хо +  Дх — x деб олинса, унда Дх =  х —х0 ва Дх—>-0 да х-^х0 
булиб,

(ч \ г  о*f (хо) =  l i m — -—  (2)
Х -+Х0 л  л 0

булади. Бу хол функция хосиласини х-*-х0 да
f ( x )  — f ( x 0)

Х ~ Х 0

нисбатнинг 'лимита сифатида хам таърифлаш мумкинлигини 
курсатади.

1 - ми  с о л .  Ушбу Д х ) = х 2 функциянинг Хо=1  нуктадаги 
Хосиласини топинг.

Берилган функция ( — оо, + о о )  да аникланган. Унинг х0= 1  
нуктадаги орттирмаси

Д/(1) = / ( 1 + Д х )  —f( l )  =  ( 1 + Д х ) 2- 1 2 =  2Ах +  Дх2
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га тенг. Унда

Л / ( 1 ) _ 2 Л „  +  Л„2 = 2  +  Д ; (
* Ах '\х

булиб,

=  l im(2 +  Ax) = 2 .
Л-t—кО Ах \х—уО

Демак,  берилган функциянинг х0 =  1 нуктадаги хосиласи 2 га тенг:
п  1 ) = 2 .

2- м и с о л. Ушбу

/ (х) =  — (-£=#=0)

функциянинг им- ; >ий х нуктадаги хосиласини топинг.
Бу функцияни,, х нуктадаги орттирмаси

1 1 АхД f(x) = f ( x  +  Ax) —f(x).
х  +  Дх х х ( х  +  Дх)

булиб,
А/(х) ____________ 1_____

Дх х ( х - ( - Д х )  ‘

булади.
Кейинги тенгликда Лл-> 0 да лимитга утиб топамиз: 

l i m ^ ^ -  =  1и п (------ Г Т Т Т  )  = ----- V-
4*->-0 Лх Дх-^ОХ' х ( х  +  Дх) /

Демак,  берилган функциянинг х нуктадаги (х=#=0) хосиласи
1Пх) „2

булар экан.
3- м и с о л. Ушб\

( xsin—, агар х ^ О  булса,
v

О, агар х =  0 булса

функция х =  0 нуктада >;осилага эга буладими? .
Бу функция учун

xsin-i— О 
/ (х)  — / (0) х . 1—~ —= --------------=  sin—

х — 0 х х

булиб, х-»-0 да
/ (х)  — /(0)  . 1— -—L~ - =  Sin—X — О X
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нинг лимити м авж уд  эмас. Демак ,  берилган функция х =  0 нуктада 
хосилага эга эмас.

2- т а ъ р и ф. Агар
Af(x) .. /,(х0 +  А х ) - / ( х 0) m

lim l i m ---------- г---------- ( A x > 0 )
Лх̂  + О AX Лл-—+ 0

мавжуд ва чекли булса, бу лимит f(x) функциянинг х0 нуктадаги 
унг уосиласи дейилади ва' f'(xо +  0) каби белгиланади. Демак ,

АНхп)
f ' (x0+  0 ) =  lim

Агар

Лх̂  + О &х

,. &f(x0) .. f(x0+ AX)-f(xQ)
l i m ---------- =  lim ----- ---------------- -- д х < 0

Д  ь —  О Д  x  д  x ->—  О Д  x

мавжуд .ва чекли булса, бу лимит f(x) функциянинг х0 нущтадаги 
чап уосиласи дейилади ва f ' (х0 — 0) каби белгиланади. Демак ,

Л/(*о) m
hm ~= f (х о—0).А*-*- — О лх

Функциянинг унг ва чап хосилалари бир томонли цосилалар 
дейилади.

4- м и с ол.  Ушбу f(x) — \х— | функциянинг х — 1 нуктадаги унг 
ва чап хосилаларини топинг.

Берилган функциянинг х = 1  нуктадаги орттирмаси

Д / ( 1 ) = / ( 1 + Д х ) - / ( 1 )  =  | 1 + Д х - 1 | - | 1 - 1 |  =  |А*|.
булиб,

A/(l) =  I Ах|
Ах Ах

булади. Равшанки,
,. Af(l) |Ах| Ах .lim ' ; =  lim - V J - =  l i m — = 1 ,

Ллг-̂  + 0 А* Лх—+ 0 Ал: Лд;_ + оА^

,■ А/ (1) | Ах , .  ( - А х )  .lim lim ■■ .=  lim -------■—  — 1
Л х -к  — 0 ^х  \х—>—  0 ^ х  Лх->—  О ^ х

л:£
Демак,  Д х )  =  |х— 1| функциянинг х =  1 нуктадаги унг хосиласи.

- Г ( 1 + 0 )  =  1,
чап хосиласи

Г(1 —0) =  — 1.
A /( l )  I Ах|Бу мисолда келтирилган функция учун Дх->-0 да

Ах Ах

нисбатнинг лимити м авж уд  эмас. Бинобарин, f(x) =  |х— 11 функция
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x — l нуктада хосилага эга эмас. Келтирилган мисолдан 
куринадйки, функциянинг бирор нуктада бир томонли хосилала- 
рининг мавжудлигидан унинг шу нуктада хосиласининг мавжуд-  
лиги хар доим келиб чикавермас экан.

Функциянинг хосиласи, функциянинг унг ва чап хосилалари 
таърифларидан бевосита куйидаги тасдиклар келиб чикади.

1°. Агар f(x)  функция х0 нуктада f ' (х0) хосилага эга булса,  
функция шу нуктада унг /'(х0 +  0) хосилага хамда чап f'(x0 —
— 0) хосилага эга булиб,

П * о  +  0 ) = / ' ( * о - 0 ) = П * о )
булади.

2°. Агар f(x) функция х0 нуктада унг f ( x 0 +  0) ва чап f'(xо-
— 0) хосилаларга эга булиб,

Г(хо +  0 ) = Г ( х о - 0 )  
булса,  функция шу нуктада f'(x0) хосилага эга ва

. ■ / ' П * о ) = П * о  +  0 ) = П * о - 0 )
булади.

1- э с л а т м а. Агар
Af(xо) . - Af (xo )lim -—т— =  +  оо еки lim =  — оо

булса,  уни хам f(x) функциянинг х0 нуктадаги хосиласи деб 
каррлади.  Одатда бундай хосила чексиз %осила дейилади.

, Энди функциянинг узлуксиз булиши билан унинг хосилага эга 
булиши орасидаги богланишни ифодаловчи содда теоремани келти- 
рамиз.

1 - т е о р е м а .  Агар f(x ) функция х 0 нуктада чекли f'(x0) 
уосилага эга булса, f(x ) функция шу х0 нуктада узлуксиз булади.

И с б о т .  Берилган f(x) функция х0 нуктада чекли f ' (х 0) 
хосилага эга булсин. Хосила таърифига кура

lim ^ - П * » )

булади. Мазкур курснинг 18-боб, 3 - §  да келтирилган тасдикдан 
фойдаланиб топамиз:

Д f ( x n )
J ^ L ^ f ' ( x 0) + a ( A x ) .

Бунда Ajc->-0 да а(Дх)->-0. Кейинги тенгликдан
(х0) =  f ' (х0) А х а ,  (Ах) ■ Ах (3)

булиши.келиб чикади. (Одатда (3) ифодага функция орттирмаси- 
нинг формуласи дейилади.)

(3) тенгликда Ajc->-0 да лимитга утсак,  унда
ПшА/(х0) =  lim[f/(x0)Ax +  a (A x )  -Дх] =  0
\.v-*-0 А*-»-0
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булади. Бу эса /(х) функциянинг Хо нуктада узлуксиз эканини 
билдиради. Теорема исбот булди.

2 - э с л а т м а .  Функциянинг бирор нуктада узлуксиз бул- тпи- 
дан унинг шу нуктада хосилага эга булиши хар доим келиб 
чикмайди. Масалан, юкорида келтирилган f(x) — \x— !i функция 
х — \ нуктада узлуксиз булса хам у шу нуктада хосилага эга 
эмас.

2- §• Функция х,осиласининг геометрик 
хдм да механик маънолари

1° .  Х о с и л а н и н г  г е о м е т р и к  м а ъ н о с и . у  — f(x) функция 
(а,  b) да аникланган ва узлуксиз булиб, х0 нуктада (х0£ (а,  Ь ) ) \ ' ( х о )  
хосилага эга булсин. Х,осила таърифига кура

f ( x 0 +  Ах) — f ( x 0)
f'(x о) == lim

Дх-̂ 0

Фараз  килайлик берилган y =  f(x) функциянинг 'рафиги 
81-чизмада тасвирланган Г чизикни ифодаласин. Ьу эгри 
чизикка унинг М0(х0, f (x0)) нуктада утказилган уринмани топиш 
масаласини караймиз. Равшанки,  уринма тугри чизикдан иборат 
булиб, унинг тенгламасини топиш учун Мп нуктанинг координата- 
ларини билишдан ташкари яна шу тугри чизикнинг бурчак 
коэффициентини хам билиш керак булади.

хо нуктага Ах орттирма 
бериб, . Хо +  Ах нуктани 
(х0 + А х б  (а, Ь)) караймиз.
С у н г  эгри чизикнинг 
М ( х 0 +  Дх, /(х0 +  Дх)) хам- 
да Мо (хо,/(х0) ) нукталари 
оркали М0М кесувчи утКа- 
замиз. Кесувчининг Ох уки 
билан ташкил этган бурча- 
гини ф билан белгилаймиз.
Бу ф бурчак Ах га боглик 
булади:  ф =  ф(Ах). М0М ке
сувчининг М нукта Г чи- 
зик буйлаб М0 га интилганда (яъни Дх->0 да)  лимит холатини 
ифодаловчи тугри чизик Г чизикка Мо нуктада утказилган 
уринма булади. Бунда Дх—>~0 да ф =  ф(Дх) нинг лимити изланаётган 
уринманинг ,Ох уки билан ташкил этган бурчакни аниклайди:

а  — Нгпф(Ах).
Д* -*(>

Шу бурчакнинг тангенси эса уринманинг бурчак коэффициенти 
булади: tg  a  =  k.



АМ М 0Р  дан :
f(x0 + Ax) — f(x0)

tg  ф( A x ) =  

ф(Дх) =  arctg

Ax
Ундан эса

f ( x 0 +  Ax) — f ( x 0)

Ax
Кейинги тенгликда Дх->-0 да лимитга утамиз:

f ( x 0+ A x )  — f ( x 0)
lim ф ( Д х )  = l i m  arctg
л'--+о T '  ,^o  *  Ax

, Н*о +  д *) ~~f(x0) \ ,
=  an g U ‘™---------\л----------- ; = arctg /  (^o) ■

Демак,
. a  =  arctg/ ' (x0).

Бу тенгликдан эса
f '(x0) = t g a  =  k

келиб чикади.
> Шундай килиб г/ =  /(х) функциянинг. х0 нуктадаги хосиласи 

f'(*o) геометрик нуктаи-назардан М 0 нуктадаги уринманинг 
бурчак коэффициентини ифодалар экан./ .

Бу уринманинг тенгламаси
У =  f (хо) +  f ' (хо) (х — хо)

куринишда булади. Бунда х ва у уринманинг узгарувчи нукта 
координаталаридир.

2°. Х о с и л а н и н г  м е х а н и к  м а ъ н о с и .  Моддий нуктанинг 
харакати s =  f ( t ) коида билан аникланган булсин, бунда t — 
вакт,  s — утилган йул. Вактнинг t0 ва to +  At кийматларида 
(Д /> 0 )  s =  f ( t ) функция кийматлари f ( t0) ва f ( t0 +  At) нинг 
айирмаси f ( t04-At) — f ( t0) ва At вакт  оралигида утилган As йулни 
аниклайди:

As =  f (to-\-A()—f (t0).
Демак,  At в акт  ичида моддий нукта As йулни утади. Унда 

нисбат моддий . нукта харакатининг уртача тезлигини

билдиради. А/-»-0 да нинг лймити моддий нуктанинг t0

пайтдаги оний тезлигини ифодалайди:
, ,  , , .  As у  К 1 о +  д 0 —/(^о) { г ы \  w ( * o ) = l i n ^ = l i m --------- г --------- = f  (t0)t-*-0

J Шундай килиб, s =  f(t) функциянинг to нуктадаги хосиласи 
механик нуктаи-назардан s =  f ( t ) коида билан харакат  кила- 
ётган моддий нуктанинг t0 пайтдаги оний тезлигини билдирар экан. J



3- §. Элементар функцияларнинг х,осилалари

Ушбу параграфда функция хосиласи таърифидан хамда 
19-боб 5 -§  да келтирилган лимитлардан фойдаланиб элементар 
функцияларнинг хосилаларини топамиз.

1°. у — х,1(х^>0) дараж али  функциянинг х.осиласи. Бу функция 
орттирмаси А у — (х +  Лх)ц — =  l j =

=  * - [ ( l  +  ̂ ) ' -  1 ]  булиб, Ц = ' К '  + ^ ) - ' 1  =

—  1
=  х'1 --------- ------ булади. Кейинги тенгликда Ах—>-0 да лимитга

Ах
X

утиб топамиз:

( i + — Y - i  f i + — Y - 1
l im —^-= l im x 1* 1------------------- = х |г ‘ lim —----------------- ^ ц х 1* ' 1 .
Ах-̂ 0 ^Х Д-V̂-O ^Х Дх-+0 ^Х

X X
Демак,  у =  x JI дараж али функциянинг хосиласи:

y' =  \ixv- \
Хусусан, — 1 булганда у =  х ~ [ =  ~  булиб, унинг хосиласиX

у' =  — х 1 ‘= ------ булади.

2°. у — ах( а > 0 ,  а ф 1 )  курсаткичли функциянинг хосиласи. Бу

функциянинг орттирмаси Ау =  ах+и—а х~ а х(аАх— 1) булиб, =

ах (а Ах— 1)=  —5---------L булади. Кейинги тенгликда Ах-^0 да лимитга
Ах

утиб топамиз:
. . .  А у ах(аАх—1) a:U—1 х, l inr— l i m— ----- L—a \\m— ------= а  In а.
\x-~o Ьх ,и_о А* Ах

Демак,  у =  ах курсаткичли функциянинг хосиласи
у' ~  ахIn а.

Хусусан, а — е булганда у — ех булиб, унинг хосиласи
у' =  ех\пе — ех

булади.
3°. y = lo g ax ( а > 0 ,  а ф 1 ,  ж > 0 )  логарифмик функциянинг 

хосиласи. Бу функциянинг орттирмаси

Ay =  \oga(x +  Ax) — l o g ^  =  l o g / - ± ^ = = lo g a( l + ^ )  

булиб, .



(  А х \  ——
м  , Л Л*\ ± | / А , ^
Ах Ах х  S “V 1 х  / х  S a \ х  /

булади. Кейинги тенгликда Лх—>-0 да лимитга утиб топамиз:

- 1 -  Г  _1_П
I Ах I

l im -^ -=  lim—Ioga( l  + ~ ~ ) х =  T loge| ,im 0 + ^ г ) ~  =  Т 10^ 'Ах̂ О АХ Ах̂ 0 Х П \ / Х L i^oV X )  J  X

Демак,  y  =  logax логарифмик функциянинг х,осиласи:

у' =  - l-\ o g ^ .

Хусусан, а =  е булганда у — In х булиб, унинг хосиласи

1 1 1 и =  — In е — —v X X
булади.

4°. Тригонометрик функцияларнинг х,осилалари. y  =  s i n x  функ
циянинг орттирмаси

At/ =  sin (х-\-Ах) — sin х =  2 s i n ^ c o s  (*  +  4 r )  , : ■

булиб,
Ах / Дх \ . А х

A , _ 2sln^ C0T +^ ~ j ^ S'n^
Дх • Дх Дх

~Т
•COS ( * + - £ >

Кейинги тенгликда Ах->-0 да  лимитга утиб топамиз:
. Ах sin----

l im-^- =  l im— — cos +
Дх-»о Ах  Дл. ^ 0 Дх \ 2  /

2
. Дх sin-

lim— — — lim cos (x-\—^ г ) =  1 -cos х .
u^o Л* Дх̂ о V 2 /Дх-*-0 _____

2

Демак,  у =  sin х функциянинг хосиласи:
у' =  cos х.

у =  cos х функциянинг хосиласи
у' =  — sin х

булиши худди шунга ухшаш курсатилади.
Энди y — i g x  функциясининг хосиласини топамиз. Бу функция

нинг орттирмаси
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Ai/ =  t g ( *  +  A * ) - t g * . -  #inU+ Ul -  sinJC

б ули б ,

c o s ( jc +  Ax) c o s x

__ s i n ( x - ) - A x ) - c o s  x  — cos (x + Д х ) -s in x _  s in Ax
c o s ( x - | - A x) - co s  x  c o s ( x - f - Д х ) -cos x

А у  1 sin Ax sin Ax - 1
Ax Ax c o s ( x - | - A x) - co s  x  Ax cos (x +  Ax) • cos x 

Кейинги тенгликда Дх->-0 да лимитга утиб топамиз: 

l im - ^ - = l i n i - sinAx- 1
д.г̂ 0 Ах лхч-о co s ( x - ) -Ax )  -cos х

, .  s in Ax 1 1l im — г------l im-
Лх^О Дх Дх-,0 cos(x-)-Ax) -COS X cos2x '

Демак,  y ~  tg x функциянинг хосиласи

COS X

Худди шунга ухшаш у =  c t g x  функциянинг хосиласи

</' =  -  - Vsin X

булишц курсатилади.
5°. Пескари тригонометрик функцияларнинг х,осилалари. Аввало 

берилган функцияга нисбатан тескари функциянинг хосиласини 
аник,лайдиган тасдикни исботсиз келтирамиз.

Айтайлик, y — f(x) функция (а, Ь) да  аникланган булиб, у 19- боб
4- § да  келтирилган тескари функциянинг мавжудлиги хакидаги 
теореманинг барча шартларини каноатлантирсин. Агар y =  f (x ) 
функция х нуктада (х£(а, b)) f ' (х) Ф  0 хосилага эга булса,  бу 
функцияга тескари x =  f ~ l (у) функция у  нуктада (y =  f{x))  хосилага 
эга булиб,

( Г Ч у)У  = (4)

булади. Энди у — arcsin х функциянинг хосиласини юкорида келти
рилган коидадан фойдаланиб топамиз.

Равшанки,  у =  arcsin х функция x = s i n y  функцияга тескари 
функциядир. Унда (4) формулага кура

у ' — (arcs in х ) ' — . .-1 .
v  v ( sm у)

Маълумки,

(sin у)' — cos у — д1 1 — sin 2у =  д/1 — х2 . 

х функциянинг х< 

у' =  (arcs in х)' =  -

Демак,  y =  arcsin х  функциянинг хосиласи
1

V 1 —л
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Худди шунга ухшаш

(a r c c o s x ) /= ------ ] = = f ’ a rc*g Х==Т7~Т’ arcc^Sx — ------- 1~~2
д/1 — х2’ l + x2 ■ *+ x

Параграф сунгида элементар функциялар хосилалари учун 
топилган формулаларни жамлаб  куйидаги жадвални келтирамиз:

Г .  г/ =  х ^ ( х > 0 )  булса,  у ' =  \хх̂ ~л  булади.
2°. у =  ах( а >  0, а ф  1) булса,  у' =  ах\па булади.
3°. у =  logax ( a > 0 ,  х > 0 ,  а ф  1), булса y' =  M o g ae булади.

4°. у =  sin х булса,  у' =  cos х булади.
5°. у =  cos х булса,  у ' — —sin х булади.
6°. y = : t g x  булса,  у' = — булади.

COS X

7°. y  =  ctg х  булса,  у ' = ------ булади.
sin х

8°. y  =  a r c s in x  булса,  у ' =  — pL— - булади.
V 1 -л-2

9°. y  =  a r cco sx  булса,  г / '= ------ ; = =  булади.
Л/1 - * 2

10°. у =  a rc tg  х булса,  i/' = — —j  булади.
1 -f-

11°. y =  a r c c t g x  булса,  у ' = ------- - - у  булади.

4- §. Х,осила х,исоблашнинг содда к,оидалари. 
Мураккаб функциянинг хосиласи

Функция хосиласи таърифидан фойдаланиб икки функция 
йигиндиси, айирмаси, купайтмаси хамда нисбатининг хосилаларини 
топиш коидаларини келтирамиз.

Фараз килайлик, f(x) хамда ср(х) функциялар (а, Ь) интервалда 
берилган булиб, х нуктада (хб (a, b) )  f ' (х) хамда <р'(х) хосилаларга 
эга булсин. У холда хосила таърифига кура

l i m - p r ^ - = / ' ( x ) ,  lim =  ф'(х) . (5)
Ах-^О Ах^ О

2 - т е о р е м а .  Берилган f(x ) щ мда <р(х) функциялар йигиндиси, 
f(x)~\~<p(x) функция, х нуктада уосилага эга ва
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И с б о т. /(х) +  ф(х) функция орттирмаси Д(/(х) +ср(*) )  — /(^ +  
-(-Ах) 4~ф(^ +  Ах) — (f(x ) +  ф (х ) ) =  /(х +  Ах) —/(х) +ф(Ах  +  х) —
— ф(х) =А/(х )  - f  Дф(х) булади. Бу тенгликнинг хар икки томонини 
Дх га булиб, сунг Дх—»-0 да лимитга утиб топамиз:

Н т Э Д х Щ ) =  jim I t Ч-А.  | Н т Ж +  Ит
А х - > 0  ^ х  Л х —►(") L  А х  А х  J  А х - * - 0  ^ х  Л х - '+ О  ^ х

Юкоридаги (5) муносабатни эътиборга олиб
1 • А (/ (х) —{— ф(л-)) г// \ I // \
1Im л7— =  f ix ) +  Ф (х)
А х-» -О

тенгликка келамиз. Бундан эса /(х)- (-ф(х) функциянинг хосиласи 
мавжудлиги хамда

( Д х ) + ф ( х ) ) '  =  / ' ( х ) + ф' (х )
эканлиги келиб чикади. Теорема исбот булди.

Худди шунга ухшаш / ( х ) —’ф(х) функциянинг хосиласи мавжуд
ва

{f{x) — <p{x))' =  f'(x) — ф'(х) 
булиши курсатилади.

3- т е о р е м а. Берилган f(x ) щ мда <р(х) функциялар купайтма- 
си f(x ) ■ <р(х) функция х нуктада уосилага эга ва

( f( x) ■ Ф(х ))' =  f'(x) ■ у (х ) +1(х)($>'(х).
булади.

И с б о т .  f (х) -ф(х) функция орттирмасини топамиз:
A if{x) -ф(х) ) =  /(х +  Дх) -ф(х +  Дх) —f(x) -ф(х) =

=  /(х +  Ах)ф(х-|-Дх) — /(х)ф(х +  Ах) + / (х )ф (х  +  Ах) — /(х)ф(х) — 
=  (f{x +  Дх) —f{x))  -ф(х +  Дх) + / (х )  • (ф(х +  Дх) — ф (х )) =

=  А/(х)-ф(х +  Ах) +/(х )Аф(х ) .
Бу тенгликнинг хар икки томонини Дх га булиб, сунг Дх-йЗ а 

лимитга утамиз:
, .  A( f ( x ) - q >( x ) )  Г А[( х)  . , * , , , • / >  Дф(л:) “I
l l i r H s = -ХГ"Ч>(* + А*> +  IM  - £ - 4 =

=  l im -~ — • Нгпф(х +  Дх) + f ( x )  lim
А х —►() & х  Л х - к О  \ x -~ Q  ^ х

(5) муиосабатни хамда
Нгпф(х +  Дх) ==ф(х)

О

тенгликни эътиборга олиб топамиз:

и т ^ Ц ^ ’̂ = = Г ( х ) < р ( х )  + / (х )ф '(х ) .
\х-*-0 л х

Бундан эса f(x)-<p(x) функциянинг хосиласи мавжудлиги хамда 
(f{x) • ф (х) К =  /' (х) * ф (х) + f{x )  -ф'(х)
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эканлигн келиб чикади. Теорема исбот булди.
4- т е о р е м а.  Берилган f(x )  щ мда ср(х) функциялар нисбати

Jm  « * > * » >
функция х нуктада %осилага эга ва

(  f ( x ) V  __ f ' ( x )  < p(x)- f ( x ) ц>'(х)
\ 4>(х) )  ц>2(х )

булади .
f  * V ̂И с б о т .  функция орттирмасини топамиз:

Д (jj£ }-  \_  J . ( ? . + ^ i ______L {*L  =  /(•>: +  А х )ф (х )  — f(x)tf(x + Ax) _ _
V ц’(х) )  <р(х +  Ах) q>(x) ср(х-)~Ах)<р(х)

—  f ( x  +  A x ) q>(x) — f ( x )ip(x) + f { х ) ф ( х )  —/ ( х ) ф ( х + Ax) _  
<p(x-rAx)<v{x)

[f (x +  \ x ) ~  f i x ) ) -ip(x) - f ( x ) - (  tp(x +  A x ) ~ < i ’(x))  Af(x)-<p(x)  — f i x )  ■ Аф(х)
<f(x~t-Ax)-<p(x) ф(х +  Лх) -ф(л' )

Бу течгликнинг хар икки томонини Ах га булиб, сунг Ах->0 да лимитга
ута №?=;:>;

(.М Л Ь !( х )  t . „ ,  Аф(х)
V ф(х)  /

л *  Дх-о (р(х +  Ах)-ср(х)

Af ( x)  Лер (jc) 
------------ Ф(х)  — f(x)  ■ l im --------

' __ Д-с—О Ах_______ ■________ Длг->0  Ах
l im ф ( х + А х ) ф ( х )

Лх-*-0

Юкоридаги (5) муносабатни хамда
l innp(x -fAx)  — mix)
Д*->-0

тенгликни эътиборга олиб топамиз:

д ( 1 Ш
V ф(х)  /lim- ф М  / _  1'{х)ч>(х)  — /( х)ф' (х )

Б-ундан эса -—у- функциянинг хосиласи мавжудлиги хамда 

! ( Ж Л  -  П * ) ф ( * )  — /Ч-^ф' М
\ ф ( * > /  ср2 (х)

эканлиги келиб чикади. Теорема исбот булди.
Юкорида келтирилган теоремалар икки функция йигиндиси, 

айирмаси, купайтмаси хамда нисбатининг хосилаларини топиш 
коидаларини ифодалайди. Бу коидалардан фойдаланиб функция 
Хосилаларини топишга мисоллар келтирамиз.



М и с о л л а р .  1. Ушбу

функциянинг хосиласини топинг.
Бу функциянинг хосиласини топишда 2- теоремадан хамда 

хосилалар жадвалидан фойдаланамиз:
у ' =  (х2 +  х3)'=: (х2) ' + ( х 3)' =  2х +  Зх2 =  х(2 +  Зх)

2. Ушбу у — х2\п х функциянинг хосиласини топинг.
3 - теоремага кура:

у '— (х21п х ) ' =  (х2)'\п x-f -x2(ln х)'.

Агар (х2) '  =  2х, (In х ) ' — — эканини эътиборга олсак, унда у' =  

=  2х 1пх +  х =  х (2  1п х 1) булишини топамиз. . ’

3, Ушбу у  =  — функциянинг хосиласини топинг. .
1+JC

4 - теоремадан хамда хосилалар жадвалидан фойдаланамиз.

х2 Y  ( х2) ' - ( \ + х 2) - х 2 ( \ + х 2) ' ^

1 + х 2 J  (1 *• -V2 ) -

__ 2х(  1 + х 2) — 2х3 __ 2х
/ 1 ( 2 . 2  /I I  ^2\2 .
( I  + Х  ) (1  + Х  )

Энди мураккаб функция хосиласини топиш коидасини келтцра- 
миз.

Фараз  килайлик, и =  ср(х) функция (а, Ь) интервалда, y =  f (u ) 
функция эса (с, d) интервалда аникланган булиб, бу функциялар 
ёрдамида

y =  f(<p(x)). 
мураккаб функция тузилган булсин.

5 - т е о р е м а .  Агар и =  ц>(х) функция х нуцтада (х£ (а ,Ь ))  
Ц)'(х) уосилага эга булиб, y =  f(u ) функция эса х нуцтага мос 
и (и =  ц (х )) нуктада f'(u ) уосилага эга булса, y =  f(<p(x)) 
мураккаб функция х нуцтада уосилага эга ва

y'= (t(q > (x ))y  =  f'(u )-q '(x )  =  f ' ( y ( x ) ) .y ' ( x )  (6)
булади.

И с б о т .  х узгарувчига Дх(Дх=^0) орттирма берамиз. Унда 
и =  ф(х) функция Дм =  Дф(х) орттирмага, y =  f(u)  функция эса 
уз навбатида Ay =  Af{u) орттирмага эга булади. Функция орттирмаси 
формуласидан фойдаланиб топамиз:

Дц =  Дф(х) = ф ' ( х ) - Д х  +  а -Д х ,
Д/(И) =  П « )  -Ды +  р-Ди,

бунда Дх-»-0 да Ди хам нолга интилиб,
l im a  =  0, Iim|3 =  0
Ах-*-0 Ддг-кО

у — х2 +  х 3
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булади. Натижада мураккаб функция орттирмаси учун куйидаги
Л / М * ) )  = / ' (ф (* ) )  - [ф 'М  -Ах +  а-Ал:] +  р-Аф(х) =

— f'(q>(x)) -ц>' (х) • Ax-\-f' (ф (х ) ) • а  • Ах +  р • Аф(х)
тенгликка келамиз. Бу тенгликнинг хар икки томонини Ах га булиб, 
сунг Ах—>-0 да лимитга утиб топамиз:

H m J / ' M * ) )  -ф' (*) + Г ( ф М )-< *  +  Р - ^ - ]  =

=  / '(ф(х) ) -ц'(х) +f'-(<p(x)) ■ l i m a +  l i m p - 1 i m ===/'( ф( х ) ) ф' ( х ) .
Дх-»-0 Дл-*-0 Да' - ^0

Демак,
(f(4>(x)))' =  f' (ф(лг)) - ф 'М -  

Бу теоремъни исботлайди.
М и с о л л а р .  1. Ушбу у =  е~х функциянинг хосиласини хисоб- 

ланг. Бу функцияни у =  еи, и = —х деб, сунг (6) формуладан 
фойдаланиб топамиз:

у ' =  (е~х)' =  (еиу ■и' =  е - х-{ — \) =  —е - х.
2. Ушбу

ех — е ~ х ех +  е ~ ху =  -----1 у =  -----

функцияларнинг хосилаларини тогшнг. Бу функциялар хосилаларини 
топишда юкорида келтирилган коидалардан фойдаланамиз

X , — Xе -\-е
2

ех — е~

у ' = { ^ т ^ = \ ( еХ- е ~ У = ^ еУ - ( е ~х)'}= 

y f  =  ( l + f i y  =  ̂ + e - r ^ {exY + { e ~r ] z

Одатда у =  ~—~—  функцияни гиперболик синус функция дейила

ди ва уни sh х каби белгиланади:
X —Xе ~ еsh х =

2

у =  — -- -----функция эса гиперболик косинус функция дейилади ва

ch х каби белгиланади:
I — Xе -\-еch х = 2

Демак,
(sh x ) '  =  ch х, (chAr)' =  shx .

3. Ушбу y =  cos(ex — л:3) функциянинг хосиласини топинг.
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у = cos и, и =  ех — х3 деб белгилаб, (6) формуладан топамиз: 
у ' =  (cos и ) ' -и '=  — s in (e j: — х3) ■ (ех — 3х2)

4. Ушбу y  =  sin2(cos x ) + c o s 2(sin х) функциянинг хосиласини 
топинг.

Бу функциянинг, хосиласини топишда мураккаб функциянинг 
хосиласи хамда юкорида келтирилган коидалардан фойдаланамиз:
у ' = 2  sin(cos х) • cosfcos х) • ( — sin х) —2 cos(sin x)sin(sin х) -cos х =  

=  —sin jc• s i n (2 cos x ) —cos x - s in (2  sin x).
Энди мисол тарикасида

, y =  lf(x)Vx) (f(x ) > 0 )

функциянинг хосиласини топамиз. Бунда /(••) ва g ( x )  функциялар 
V (х), 8 ' ( х ) хосилаларга эга. y==[f(x)fix) ни л <<гарифмлаб топамиз:

In у =  g(x)ln[f(x)].
- Энди мураккаб функциянинг хосиласи ва купайтманинг хосиласи фор-

мулаларидан фойдалансак, —у ' =  g'{x)\n[f (х)}-\-g(x) f ' (х)
У t I\Х)

булади. Бундан эса 
y' =  ! A g ' ( x ) \ n f ( x ) + j ^ f f4x) ]  =  U ( x ) r x\ s ' ( x ) m x ) + j ^ 4 ' ( m  

экани келиб чикади. Демак,

5- §. Функциянинг дифференциали

у =  f (х) функция (а, Ь) интервалда берилган булсин. Бу (а, Ь) да 
бирор хо нукта олиб, унга Ах орттирма (х() +  Ах£(а, b) )  берамиз. 
Натижада функция А/(х0) орттирма олади.

3- т а ъ р и ф. Агар A/(х0) ни щуйидагича
Af(xo) = Л  • А х а .  (Ах) •Ах

ифодалаш мумкин булса, f(x) функция х () нуктада дифференциалла- 
нувчи дейилади, бунда А — узгармас,

lim а  (Ах) = 0  .
А.г-̂ О

Масалан,  Д х ) '—х2 функция ихтиёрий х0€ ( — оо, +  оо) нуктада 
дчфференциаллонувчи булади. Хакикатан хам, берилган функция- 
нинг х0 нуктадаги орттирмаси А/(х0) = / ( х 0 +  А х ) —/(хо) =  (хо +  
+  Ах)2 — хо =  2х0Ах +  Ах2 булиб, 2х0 =  А, Ах =  а (Ах )  деб алинса, 
унда А/(х0) = А -Дх +  а ( А х ) - А х  булишини топамиз.

6 - т е  о р е м  a.  y=^f(x) функция х0 нуктада (х0£(а, Ь)) диффе- 
ренциалланувчи булиши учун унинг шу нуктада f'(x0) уосилага эга 
булиши зарур ва етарли.ч
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И с б о т .  З а р у р л и г и .  Д х )  функция х0 нуктада дифференци- 
алланувчи булсин. Таърифга кура

А/(х0) = А  • Ах -j- а  (Ах) - Ах.
Бу тенгликнинг х,ар икки томонини Ах га (АхфО) булиб, сунг 
Ах->-0 да лимитга утамиз:

l i m— l i m [(Л +  « ( А х ) ]  =  П тЛ -+- l im a  (Ах) — А
А х^О  Д Х  Ллг^О \х-+() Длг-^О

Бу тенгликдан f (х) функциянинг х0 нуктада х,осилага эга ва f' (х0) = А  
булиши келиб чикади.

Е т а р л и л и г и .  /(х) функция х0 нуктада f ' (х0) хосилага эга 
булсин. Унда функция орттирмаси формуласига кура A/(х0) =  
=  f ' ( x  0) Ах +  а  (Ах)-Ах булади.

Бу эса f(x) функциянинг х0 нуктада дифференциалланувчи 
булишини билдиради. Теорема исбот булди.

Келтирилган теоремадан f(x) функциянинг х нуктада диффе
ренциалланувчи булиши билан унинг шу нуктада f  (х) хосилага эга 
булиши тушунчалари эквивалент тушунчалар эканлиги келиб чикади.

Фараз килайлик, y — f(x) функция (а, Ь) да берилган булиб, 
х0(Е(а, Ь) нуктада дифференциалланувчи булсин. Унда Af (x0) =
— f'(x0) Ах +  а  (Ах) Ах булади.

Функция орттирмаси Ах га нисбатан чизикли булган f'(x0)Ax 
хамда а  (Ах) Ах хадлар йигиндисидан иборат булиб, Ах—>-0 да а  (Ах) • 
■Ах хад /'(хо)Ах хадга Караганда тезрок нолга интилади. Шу 

• сабабли f'(x0)Ах хад //(х0)Ах +  а (А х )А х  нинг бош кисми булади.
4- т а ъ р и ф. f(x) функция орттирмаси Af(x0) нинг чизищли бош 

щеми f ' (хо) Ах берилган функциянинг х0 нуктадаги дифференциали 
дейилади ва dy ёки df(x0) каби белгиланади:

d y - d f ( x o )  = f ' ( x 0)Ax. (7)
Айтайлик, юкоридаги y =  f(x) функция графиги 81-чизмада тасвир- 
ланган эгри чизикни ифодаласин, бунда

Мо =  Мо(хо, f (хо)) ,  M =  M( xq-\-Ах, Дхо-|-Ах)).
Равшанки,  М0Р =  Ах, MP =  Ay =  Af(xo) булади.

Эгри чизикка Мо нуктада утказилган уринманинг Ох уки билан
О Ргашкил этган бурчаги а  булса,  у холда AM0QP дан р  =  t g a  бу-

м 0р

лишини топамиз. Кейинги тенгликдан эса Q P =  tg a - M 0P = t g  а-  Ах 
келиб чикади. Агар t g a  =  /'(x0) булишини эътиборга олсак, унда 
Q P ~ f ' ( x о) Ах тенгликка келамиз. Демак,

QP =  df(x о).
1глик, геометрик нуктаи-назардан f(x) функциянинг нуктадаги 
ренциали шу функция графигига А1о(хо, f (x0)) нуктада 
лган уринма орттирмаси QP ни ифодалашини к’урсатади.



Агар / ( х ) = х  булса,  f'(x) =  1 булади. Унда бир томондан 
(7) формулага кура df ( x ) = f ' (x ) A x  =  Ax, иккинчи томондан эса 
df{x) = d x  булиб, Ax — dx булади. Натижада функция дифференциа- 
ли учун df (х) — f' (х) dx ифодани топамиз. Бу муносабатдан хамда 
хосилалар жадвалидан фойдаланиб функцияларнинг дифференци- 
аллари учун ушбу формулаларга келамиз:

1°. у =  х'1( х >  0) булса,  dy =  \nx'l~ idx булади;
2°. у =  ах( а >  0, а ф  1) булса,  dy — ax\nadx булади;
3°. у =  \ogax ( x > 0 ,  а > 0, а ф  1) булса,  dy=^Aogaedx  булади;

4°. у — sin х булса,  dy =  cosxd x  булади;
5°. у =  cos х булса,  dy — —sin х dx булади;
6°. y =  t g x  булса,  dy =  — ~ d x  булади;

COS а

7°. y =  ctgx  булса,  d y = -------V~^x булади;
sin X

8°. y =  a r c s in x  булса,  dy — — dx булади;
У  1 - x 2

9°. y =  arccos x булса,  d y = ------- l—̂ dx булади;
l — x

10°. y =  a r c t g x  булса,  d y = — l-^-dx булади;
1 + x

11°. y =  a r c c t g x  булса,  d y = — ^ —̂ dx булади;

12°. y =  s h x  булса,  dy =  ch x dx булади;
13°. у — ch x булса,  dy =  sh x dx булади.

Фараз килайлик, f(x) ва ф(х) функциялар (а, Ь) интервалда 
берилган булиб, хб (о, Ь) нуктада дифференциалланувчи булсин.

f (х)У холда /(х) .±ф(х) ,  [ (х) • ф ( х ) , хамда (<р(х)ф0) функция
ф \Х)

лар хам шу х нуктада дифференциалланувчи ва

d[(f(x) ± ф (х ) ]  =  с?/(х) ±о!ф(х),  
d[f{x) -ф(х) ] =  ф(x)df{x) +f(x)d(p(x),

а \ Щ -  (<р(х)Ф0)
L f { x )  J  ц> (x)

булади.
Бу тасдикларнинг исботи хосилани хисоблашдаги содда коидалар 

хамда юкоридаги (7) формуладан бевосита келиб чикади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу у =  х3— 3х функциянинг дифференциалини 

топинг.
Бу функциянинг дифференциали куйидагича топилади:

dy =  d(x3- 3 x) =  dx3- d 3 x =  (x3)'dx— (3 X)'dx =
=  3x2d x - 3 x\n3dx=(3x2- 3 x\n3)dx.
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2. Уш бу
х , ■ 3 и =  cos - 4 -  sin — 

J  3 x

функциянинг дифференциалини топинг:

dy =  d ( c o s ~ + s i n  (^cos-^-j- sin^-^£/jc =

=  [ - 8‘п| - ( т ) /+ С05т - ( т ) , ] ^ =  - ( j s i n i + j ^ o s i ) dx ■

Функциянинг дифференциалидан унинг кийматларини такрибий 
хисоблашда фойдаланилади. Такрибий хисоблаш формуласи куйида- 
ги содда теоремадан келиб чикади.^

7- т е о р е м а.  Агар y = f ( x )  функция (а, Ь) да берилган булиб, 
х ( ( а ,  Ь) нуктада Чекли р(х)ф О  уосилага эга булса, у %олда

lim Ау
XхJ  d y  =

булади.
Исбот. y — f(x) функция хв (а, b) нуктада чекли f ' ( x ) ^ 0  

х,осилага эга булсин. У холда
Аг/ =  /(х +  Ах) —f(x) =  f ' (x )  A x - f a ( A x )  Ах, 

dy =  f (x)dx =  f'(x) Ах,
бунда l i m a ( A x ) = 0 .  Бу тенгликларни эътиборга олиб топамиз:

Ax-^O

l i m  А# _ _  1; т  Г ( х ) Ах +  а ( А х ) А у  _
L I o  dy д х - 0 Г ( х )  Ах

=  l i m ( l  - а ( А х ) ) = 1  - f - ^ l i m a  (Ах) =  1 .
Д х - ( Л  I ( х ) /  I \ х > Дх— о

Теорема исбот булди.
Бу теоремада аргумент орттирмаси Ах етарлича кичик булганда

1 булиши келиб чикади. Кейинги такрибий формуланииу
f(x +  A x ) ^ f ( x ) + f ' ( x ) A x  (8)

куринишда хам ёзиш мумкин. Бу формуладан функцияларнинг 
кийматларини такрибий хисоблашда фойдаланилади.

М и  с о л .  Ушбу д/17 микдорни такрибий хисобланг.
4 _

Бу микдорни f ( x ) — д/х функциянинг xi =  17 нуктадаги киймати, 
деб караш мумкин. Агар х0= 1 6  деб олсак, унда Ax =  x i —х0=ь=14 __
булиб, (8) формулага кура д/17 » f ( x 0) -\-f'(x0) -Ах булади. 

Равшанки,

/(х0) =  Vi® = 2  ,
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n x ) =  /, м = т ( | б ) ~ “ ж

Демак, \ jl7  « 2  +  ~ - 1 = - | | « 2 ,0 3 i  .

Параметрик куринишда берилган функцияларни дифференци- 
а ллаш . л: =  ф (0 ,  y =  ̂ >(i) функциялар бирор (а ,  Р) интервалда 
берилган булиб, бу ораликда ф'(/), г|/(0 хосилаларга эга хамда х =
— ц>(0 функцияга тескари  ̂=  ф_ 1 (д:) функция м авж уд  булсин. 
У холда y =  \jp(t) функция узгарувчи (параметр) t =  ф_ | (д:) ёрдамида 
г/ =  гр(ф_| (л:)) куринишга келади. Одатда функциянинг бу куриниши 
унинг параметрик куриниши дейилади ва х =  ц>(t), y =  ty(t) каби 
ифодаланади. Энди параметрик куринишда берилган функциянинг 
хосиласини топамиз:

Маълумки , у ' ( х ) = - ~ .  Энди х =  ц>(t), y =  ty(t) булгани учун

dy =  \!p'(t).dt, dx — q>'(t)dt булиб, у'(х) = — булади.
ф \ t)

6- §. Юк,ори тартибли х,осила ва дифференциаллар

y =  f (х) функция (а, Ь) интервалда берилган ихтиёрий х£(а,Ь) 
нуктада f ' (x ) хосилага эга булсин. Бу f'(x) х«м,  умуман айтганда,  
х узгарувчинйнг функцияси булиб, унинг хосиласини караш мумкин.

y =  f(x)  функция хосиласи f ' (х) нинг уосиласи берилган f(x) 
функциянинг иккинчи тартибли хосиласи дейилади ва

y =  f(x) функциянинг учинчи, туртинчи ва хоказо тартибдаги 
хосилалари худди юкоридагидек киритилади.

Умуман, y =  f(x) функция (п— 1 ) - тартибли хосиласи х )
нинг хосиласи берилган f(x) функциянинг п- тартибли уосиласи 
дейилади. Демак,

y =  f(x)  функциянинг f"(x), f'"(x), ... хосилалари унинг
ю^ори тартибли уосилалари дейилади.

Функциянинг юкори тартибли хосилаларидан фаннинг, техника- 
нинг турли сохаларида фойдаланилади. Масалан,  харакатдаги 
жисмнинг оний тезланишини топиш харакат  конунини ифодаловчи 
функциянинг иккинчи тартибли хосиласини топиш билан хал этилади.

у", ёки f"(x), ё к я - ~

каби белгиланади. Демак,
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М и с ол . Ушбу у ~ х - е х функциянинг учинчи тартибли х,осиласини 
топинг.

Берилган функциянинг учинчи тартибли хосиласи куйидагича 
топилади:

у ' =  (х-ех)' =  1-ех +  хех= ( 1 + х ) е х,
«/"=(«/') '  =  [( \ + х )е х) ' = \ . е х+ ( \ + х ) - е х= ( 2  +  х)ех 
у"'= (у")' =  [(2 +  х)ех) ' =  \ +  (2 +  х)ех=  (3 +  х)ех

Функциянинг юкори тартибли хосилаларини топиш учун унинг 
Хамма олдинги тартибли хосилаларини хисоблаш керак булади. 
Бирок, айрим функцияларнинг «-тартибли хосилаларини бир йула 
топиш имконини берадиган формулалар мавжуд.  Биз куйида бундай 
формулаларни келтириб чикарамиз. - 1

1°. у =  х^(х>  0) булсин. Равшанки,

у' =  \кх^~х,

У " ' =  ( « /" ) '  =  ((Х(|Л— 1 ) Х (1" 2)" =  |Л(|Х— 1) ( ( А - 2 ) ^ - 3 

Бу муносабатлардан ихтиёрий n£N учун

булишини куриш кийин эмас (Бу формуланинг тугрилиги математик 
индукция усули ёрдамида исботланади).

Хусусан, — 1 булганда у =  ̂  булиб, унинг п- тартибли хоси

ласи у {п)=  (~^{Г) =  ( — 1 ) ( — 2 ) ••• ( — булади. ,

2° .  у — ах{ а >  0, а ф  1) булсин. Бу функциянинг юкори тартибли 
хосилаларини бирин-кетин хисоблаймиз:

у’ — ах\х\а,, 
у" =  (ах\па)'— ах1п2х, 
у'" = ( а х\п2а) = а х\п3а.

■ у  - и  1  и  XI

Кейинги тенгликнинг уринлилиги математик индукция усули 
ёрдамида курсатилади.

Хусусан, у — ех булса,  унинг л-тартибли хосиласи у [п) =  ехбула
ди. - . ' •

3°. у =  sin х булсин. Бу функциянинг юкори тартибли хосилалари
ни бирингкетин хисоблаймиз:



— sin jc) =  — cos jc =  s i n ^  +  3 - - j )  

y n =  ( — cos x ) '  =  sin x==sin^x +  4 - .

у ("' =  s i n ^  +  «  • л - y )  •

Кейинги тенгликнинг уринлилиги математик индукция усули 
ёрдамида курсатилади.

Энди икки функция йигиндиси, айирмаси хамда купайтмасининг 
юкори тартибли хосилаларини топиш коидаларини келтирамиз.

f (x ) ва g(x) функциялар (а, Ь) интервалда берилган булиб, 
х£ (а,Ь) нуктада п- тартибли f {n>(x), g in>{x) хосилаларга  эга 
булсин. У холда ушбу муносабатлар уринли:

а) [c-f(x)']{n) =  c - f w (x), с —const;
б) [ f ( x ) + g (x ) Y n, =  f in)( x ) ± g {n)(x)-, (9)
в) [ f ( x ) - g ( x ) r i)^ r )( x ) g ( x ) + C l ir - u(x) g ' ( x ) + . . . +  

+  CkJ ,''~k>(x)g(k>( x ) + . . . + f ( x ) . g i',>(x),

бунда
п к ___ n ( n — \). . . (n — k + \ )

~ .... к\ ..... •

Бу тенгликларнинг бирини, масалан в) сини математик индукция 
усулидан фойдаланиб исботлаймиз.

Маълумки,  [f(x)-g(x)]'==f'(x) -g(x)-^f(x)g'(x)  тенглик уринли. 
Демак,  в) тенглик п = \  да тугри.

Фараз килайлик, в) формула n — k булганда тугри булсин:

U(x) .g(x)Yk' =  f^ ( x ) g ( x )  + c r k- ' )(x)g'(x) +  ... +  f(x)g<k](x). (10)

Энди в) тенгликнинг n — k-\-\ учун тугрилигини курсатамиз.  
Таърифга кура

U ( x ) g ( x ) Y ^ ' ^ ( [ f ( x ) g ( x ) Y k>)'
булади.

Юкоридаги (10) муносабагдан фойдаланиб топамиз:

U(X) ‘ g(x)Yk+l) =  [flk) (x)g(x) + C ) f k- ' ) (x)g' (x) +
+ . . . + c f - , w g ,,', w + . . . + f w g №w r = '

=  r k+')( x ) g ( x ) + f ik)( x ) g ' ( x ) + c r k4x)g '(x) .+  
+  C l f {̂ >)(x)g"(x)+. . .  +  CiJ ^ ‘+i)(x)g^(x)  +  

+  СкГ к- [](х) ■g{i+u{x)+. . .  +  r { x ) g ^ ( x )  + / ( * )  .£<*+'>(*) =
=  f u,+"(x)g(x) +  (C°k+ C l ) f {k)( x ) g ' ( x ) + . . .+

+  (C‘ll+ C ilr l) f {k- i+])( x ) - g {l,( x ) + -  +  f ( x ) g ik+i)(x) ■
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Агар C H - C ' r ‘ =  C i + i тенгликни эътиборга олсак, у холда ушбу

[f(x) ■g(x)]{k+'} =  f {k+>)(x)g(x)+C'k+lf ik)(x)g'(x) +
■+. . .+f ( x ) . g «  + "(x)

формулага эга буламиз. Бу эса в) формуланинг n =  k -\-1 да 
тугрилигини билдиради. Демак,  в) формула барча п лар учун 
тутридир.

Одатда бу формула Лейбниц формуласи дейилади.
М и  с о л .  Ушбу у =  х2ех функциянинг 100-тартибли хосиласини 

Хисобланг.
f(x) = е х, g(x) = 'х2 деб, сунг Лейбниц формуласидан фойдаланиб 

топамиз:
у ( 1 0 0 ) =  { е г }  т » х 2 + с 1 [ о о { е , } ( 9 9 ) ( х 2Г  +  с 2о о ( ( ? , )  9 8 ( х 2 } „  =

=  г У + 2 0 0 * г 1+ 1 0 0 - 9 9 е \

f(x)  функция х£ (а, Ь) нуктада иккинчи тартибли f" (х) хосилага 
эга булсин.

5 - т а ъ р и ф. /(х) функция дифференциали dy нинг х£(а,Ь) 
нуктадаги дифференциали функциянинг иккинчи тартибли диффе
ренциали деб аталади ва d2f(x) ёки d2y каби белгиланади.

Демак,  d2y — d(dy) ёки d2f ( x ) = d ( d f ( x ) ) .
Дифференциаллаш коидасига кура:

d2y =  d(dy) — d(y'dx) =  dxd(y') =  dx(y') 'dx=y" (dx)2.
Шундай килиб, функциянинг иккинчи тартибли дифференциали 

унинг иккинчи тартибли хосиласи оркали куйидагича ёзилади:
d2y — y"dx2 (dx2 =  dxdx =  (dx)2).

Функциянинг учинчи, туртинчи ва хоказо тартибдаги дифференци- 
аллари худди шунга ухшаш таърифланади.

Умуман f(x) функция х£(а, Ь) нуктада п- тартибли [ {п,(х) 
хосилага эга булсин. Функциянинг (п— 1 ) - тартибли дифференциа
ли d {n~<)y дан олинган дифференциал f(x)  функциянинг х нуктадаги 
п- тартиб./^ дифференциали деб аталади ва dny ёки dnf(x) каби 
белгиланади.

Демак,
dny =  d(dn-'y).

Юкоридагидек бу холда хам функциянинг и- тартибли диффе- 
ренциалини унинг п- тартибли хосиласи оркали

■ dny =  y (n)dxn ■

куринийща ёзнлишини математик индукция усули ёрдамида курса- 
тиш мумкин.

f(x)  ва g(x)  функциялар (а, Ь) интервалда берилган булиб, улар 
х£(а,  Ь) нуктада « -тартибли ’dnf(x), dng(x)  дифференциалларга
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эга булсин. У холда ушбу формулалар уринли булади:
a) [с ■ f (х)] =  cdnf (х) ; с — const;
b) d\f(x) ± g (x ) ]  =  dnf(x) ± d ng ( x ) ;
в) d'lf(x) .g(x)] =  dnf(x)-g(x)  +C'ndn~'f(x) -dg(x) + . . . +  

+  f(x)dng(x) .

7- §. Дифференциал х,исобнинг асосий теоремалари

Куйида дифференциал хисобнинг асосий теоремалари деб 
аталувчи теоремаларни келтирамиз.

8 - т е о р е м а  ( Ф е р м а  т е о р е м а с и ) .  f (x)  функция ( а,Ь)  
интервалда берилган булиб, у шу интервалнинг бирор с нуктасида 
узининг энг катта (энг кичик) щйматига эришсин. Агар функция 
с нуктада чекли уосилага эга булса, у %олда

г ( С )  =  О

булади.
И с б о т .  Айтайлик, f(x) функция с нуктада (с 6 {а, Ь) ) узининг энг 

катта кийматига эришсин. Унда Vx6 (а, Ь) учун

f ( x X f ( c ) ,
яъни

/ ( Х ) - / ( С) <  О

булади.
К,аралаётган функция с нуктада хосилага эга. Бинобарин, шу 

нуктада функциянинг унг хосиласи м авж уд  ва

f' (с +  0) =  lim о (х>  с ), (11)
Х—С+ 0 х — с

шунингдек чап хосиласи м авж уд  ва

f'(c — 0 ) =  lim --^ - > 0  ( х < с )  (.12)
х—>-с — 0 Х  —  с

булиб,
f ' ( c ) = f ' ( c  +  0 ) = r ( c - 0 ) .  (13)

(11),  (12) ва (13) муносабатлардан
г(с)  =  0

булиши келиб чикади. Функциянинг с нуктада энг кичик кийматга эга 
булиб, унинг шу нуктада хосиласи м авж уд  булганда f'(c) —0 булиши 
шунга ухшаш курсатилади. Теорема исбот булди.

9 - т е о р е м  а ( Р о л л ь  т е о р е м а с и ) .  f(x ) функция [а, Ь] сег
ментда аникланган ва узлуксиз булиб, f(a )  =  f(b ) булсин. Агар
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функция (а, b) интервалда чекли уосилага эга булса, у уолда шундай 
с нуцта (с в (а, Ь)) топиладики,

f ' ( c )  =  О
булади .

И с б о т .  Шартга кура f(x) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз. 
Бинобарин, функция шу сегментда узининг энг катта киймати М ва 
энг кичик киймати m га эришади (/W =  sup{f(;c)}, m =  \n{{f(x)}; х£[а,Ь]

1) т  =  М булсин. Равшанки,  бу х,олда / ( x )= c o n s t  булиб., 
V c 6 ( a ,  b) нуктада f ' (с) =  0 булади.

2) т  <  М булсин. Бу холда f ( a ) = f ( b ) булгани сабабли f(x) 
функция узининг энг катта киймати М, энг кичик киймати т  ларнинг 
камида биттасига (а, Ь) нинг бирор с нуктасида эришади. Ферма 
теоремасига асосан

Г  (С) =  о  

булади. Теорема исбот булди.
1 0 - т е о р е м а  ( Л а г р а н ж  т е о р е м а с и ) .  f(x )  функция [а,Щ 

сегментда аникланган ва узлуксиз булсин. Агар функция (а, Ь) да 
чекли цосилага эга булса, у %олда шундай с нуцта (с f  ( а, Ь)) топила
дики,

f(b) — f(a) —f'(c)

булади.
И с б о т .  Теоремани исботлаш учун куйидаги ёрдамчи 

ф ( x ) = f { x ) —f { a ) — / W - / ( g.L. ( x _ Q)

функцияни тузамиз. Шартга кура f(x) функция [а, Ь] сегментда 
аникланган ва узлуксиз булиб, (а, Ь) да / '(х) хосилага эга булгани 
учун бу ф(х) функция хам [а, Ь] сегментда аникланган ва узлуксиз 
булиб, (а, b) да

^(Х) =  Г ( х ) - ^ 1 ^ -  (L4)

га эга булади.
Бевосита хисоблаб топамиз:

ср(а) =  ср(Ь).
Демак,  ф(х) функция Ролль теоремасининг барча шартларини 

Каноатлантиради. У холда шундай с нукта (св (а, b) )  топиладики,
ф'(с) =  0 (15)

булади. (14) ва (15) тенгликлардан
f ( b)  — f ( a)  _  р / ч

Ь — а  ' '  ’

келиб чикади. Теорема исбот булди.
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1 1 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  f(x ) ва g(x) функция
лар [a, bj- сегментда аникланган ва узлуксиз булсин. Агар 
бу функциялар (а, Ь) интервалда чекли уосилаларга эга булиб, 
V x £  (а, Ь)учун g  (х) ф О булса, у %олда шундай сну к;та (с£ (а ,Ь ))  
топиладики

И с б о т .  (16) тенглик маъного эга булиши учун g(b)=£g(a)  
булиши керак. Бу эса теоремадаги g'(x)=£0, ( * € ( а ,  Ь)) шартдан 
келиб чикади.

Энди f(x) ва g (x )  функциялар ёрдамида

функцияни тузайлик. Бу функция [а, Ь] сегментда аникланган 
узлуксиз булиб, (а, Ь) да

хосилага эга.
Сунгра F(x) функциянинг х =  а, х =  Ь нукталардаги кийматлари

ни хисоблаймиз:

Демак,  F (х) функция [а, Ъ] сегментда Ролль теоремасининг барча 
шартларини каноатлантиради. Шунинг учун шундай с нукта 
( а < с < Ь )  топиладики, F'(с) =  0 булади. Шундай килиб,

Бундан эса (16) тенгликнинг уринли экани келиб чикади. Теорема 
исбот булди.

f(x) функция х0 нуктанинг бирор атрофи Ub(x0) =  (х0 — б, *o +  
+  6) да  аникланган булиб, бу атрофда / ' ( * ) , / " ( * ) , —> f {n+u(x) 
хосилаларга эга ва f {n+l)(x) хосила х0 нуктада узлуксиз булсин. 
У холда ушбу

формула уринли булади, бунда | =  х0 +  Э (х —х0), 0 0 С  1 - Бу 
формулани исботлаш учун, аввало куйидаги белгилашлар киритамиз:

f (b)  — f j a )  _  f  (с) 
g ( b ) — g ( a )  g' (c)

(16)

булади.

F(x) = f ( x )  —f(a) f ( b ) - H a )
g ( b )  — g ( a )

F ' ( x ) = f ' ( x )

F (a) = F (b )  = 0 .

0 =  F ' ( c )  =f' (c )

8-§ . Тейлор формуласи

С,  X I/  ̂ , , Г ( * о )  , \ 2 I , f ( x ) = f { x  o)H----- jy— (X — x0)-\-----^ —(x — x0) + . . . +

(17)



П*о) ' fin}(xa) ф(х, х 0) = f ( x о) Н----- — (JC —х 0) + . . .Н------ --— (х — х0) п,

Rn + l(x).= f(x) — ф(х, х0) .

Агар
р(и+ М it\

/?" + > W = V r i Т Г ( Х ~ Х0)

эканлигини курсатсак (17) формула исбот булади. Us(x0) ораликда 
ихтиёрий х нуктани тайинлаймиз. Фараз килайлик x>-jc0 булсин. 
[хо, х\ ораликда ёрдамчи

( x - t ) "  + i R„ , , (х)^(0 =/(х) — ф(х, о ---------^ — , te[xо,х\

функцияни карайлик.
F(t) функция [х0, х] ораликда Ролль теоремасининг барча 

шартларини каноатлантиради:
1°. F(t) функция [хо, х] ораликда узлуксиз ва дифференциалла

нувчи булиб,

F'(t) =  — /'(О + I ^ 1 2 ( x - t )  -

^  ( n + l  ) ( x - f ) X  + 1W _  f in + U (t) , ( я + 1 ) ( х - 7 )"/?„+ , ( х )
( X I ) -

( X - X 0 ) "  +  1 я !  ( Х - Х 0 ) л + 1

(18)
2°. t =  x0 да

F ( x 0) = / (х )  — ф(х, х 0) —Я„+1(х) =  # л+1(х) — Я„+,(х) = 0 ,
/ =  х да

F (x )  = / ( х )  - / ( х )  — № ( * _ * )  _

f(nl (х) ( г  (дС- ^)"+|/?я+|(х) _
-  ( } _  ( x - V n+l _

булади.
У х,олда Ролль теоремасига кура шундай £, нукта мавжудки, 

х „ < | < х ,

P ( g ) =  о
булади.

(18) тенгликдан фойдалансак,

/(га+1) (ё) , , » « ,  (п +  1 ) ( * - ё ) Ч ,  + 1(*) _
( +  ( х - х 0) п + 1
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Rn+, (х) =  - -̂- ^ -Ц х - х о ) "+1

эканлиги келиб чикади.
Одатда (17) формула Тейлор формуласи, Rn+i (*) эса цолдик, щ д  

(Лагранж куриниши) дейилади.
Энди f in+i'(x) нингх0 нуктада узлуксизлигидан фойдаланамиз:

« „  + ■(*) . .  f (n + l ] ( l ) ( x - x 0) n+x
l im— - ------=  lim-

б ули б ,  б ун д а н  эса

х̂ хо *о) х~*хо (rt+ 1) • (х -̂ 0̂ 
t(n+ I) /t\

= ! ™ ^ н т г (-е - л:") = 0 -

Бу эса х-кхго да Rn+l(x) =  0 ( ( х — хо))" эканлигини билдиради. 
Rn+i (х) =  0(  (х — Хо)п) колдик хаднинг Пеано куриниши дейила

ди.
Тейлор формуласида х0 =  0 булган хол алохида ахамиятга  эга:

fix) = П  0) + ^ + ^ 2+ . . . + 4 r ^ + * - <  <*>• <19>

Одатда (19) Маклорен формуласи дейилади. Бу формуладан 
функция лимитини топиш, такрибий хисоблаш масалаларида 
фойдаланилади.

9- §. Баъзи бир элементар функциялар 
учун Маклорен формуласи

1°. f ( x ) = e x булсин. Бу функция учун

/<">(х)=^ ,7 (0)  =  1, /(я)(0) =  1 (n =  1, 2, . . .).

У холда

e*= 1 + JL +  _ £ + - + _ £  + Rn + i(x) 

булиб, унинг колдик хади Ла гран ж  куринишида куйидагича

*»+■<*> =  (О < 0 < 1)

ёзилади. Хар бир х £ [ — о, а] да
\еВх\ < е а

булишини эътиборга олсак, унда

!*.+.<*>! < 7 ^ T iT T -  

булиб, n-voo да Rn+1 (х) нолга интилади.



Н ат и ж ад а  f ( x ) = e x функция учун

~  1 !~  2! ' I п\

такрибий формулага эга буламиз. Бу формуладан, хусусан, х =  
=  1 булганда, е сонини такрибий хисоблаш имконини берадиган ушбу

1 , 1 , 1 .  , 1
ТУ "2Г пТ

формула х,осил булади.
2°. /(x;)==sinx булсин. Маълумки бу функциянинг п- тартибли 

Хосиласи учун

f {n)(x) =  (sin х) (,!) =  sin^x +  n--~-^

формула уринли.
Равшанки,  /(0) = 0  ва

(0, агар п жуфт булса,

( — 1) 2 , агар п ток булса.

Демак,  f ( x ) = s i n x  функциясининг Маклорен формуласи

sin — ^ - 4 + | - - 4 + -  +  ( - 1 ) " " ,7 ^ + 0 ( ^ )

куринишда ёзилади.
3°. f ( x ) =  cos x булсин. Бу функциянинг п- тартибли хосиласи 

учун

f {n)(x) =  (cos х) (n) =  COs(x-f Я - у )

формула уринлилиги маълум.  Равшанки,  /(0) =  1 ва
0, агар п- ток сон булса,

L =  I
2

/(п) (0) = c o s
. (  — I ) 2, агар п — жуфт сон булса.  

Демак ,  f { x ) — c o s x  функциянинг Маклорен формуласи
2 4 6 2 п

куринишда ёзилади.
4°. f (х) =  In (1 -f-x) булсин.
Бу функциянинг п- тартибли хосиласини топамиз:

г  (х) -  j  v -  (1 + х )  г  (х) = ( - 1 )  (1 +.х) - 2,

Y" (х) = ( -  1) ( - 2 )  (1 + х )  - 3, Г ( х )  =  ( -  1) ( - 2 )  ( - 3 )  (1 +  х) 

Бундан
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эканини куриш кийин эмас. Равшанки,

/<">(0) =  ( — 1 )я- 1(п — 1)!.

Демак ,  f{x) =1п(1 - f  х) функция учун Маклорен формуласи

1П(1 + ^ ) - ^ - 4 + т ~ т +--- +  ( ~ 1 ) ^ 14 + 0 ( х '!+’)

куринишда булади.
Маклорен формуласи ёрдамида баъзи бир функция лимитлари 

осон топилади. Масалан,  ушбу

j j m  e^sin х — x ( [ - f x )

лимитни караилик.
ех ва sin х функцияларнинг Маклорен формуласи буйича 

ёйилмасидан фойдаланамиз:

ех= 1 + ^ + ~ + 0 ( х 3), s i n x ^ x ~ ~ + 0 ( x 5).

У х,олда:



21- Б ОБ

ДИФФЕРЕНЦИАЛ Х.ИСОБНИНГ БАЪЗИ БИР ТАТБИК,ЛАРИ

Ушбу бобда функциянинг хосилалари,ёрдамида унинг лимитини 
топиш,узгариш хусусиятлари, усувчи ёки камаювчилиги, максимум 
ва минимум кийматлари, шунингдек функция графигини текшириш 
каби масалалар урганилади.

1-§.  Функция лимитини топишда х,осиланинг татбики
Маълумки,  функцияларнинг лимитини топиш мухим масала-  

лардан бири булиб, айни пайтда уларни хисоблашда анча 
кийинчиликлар юзага келади. Функцияларнинг хосилаларидан 
фойдаланиб уларнинг лимитларини топишни осонлаштирадйган 
коидалар м авж уд  булиб, улар Допитая щоидалари дейилади. Биз 
куйида шу коидалар баёнини келтирамиз.

1 - т е  о р е м  a. f(x ) ва g(x) функциялар (а, Ь) интервалда 
узлуксиз булиб, цуйидаги шартларни щноатлантирсин:

1 )  l im/(x) =  0, l img(X)  =  0

2)  *6<a, b) да чекли f'(x ), g '(x) лар мавжуд'
3) l i m - ^

У х,олда

f'(x)
3)  \\m~Y~j=k ( k — чекли ёки чексиз).

l  a S ( X )  g ( x )

тенглик уринли булади.
И с б о т .  f(x) хамда g(x)  функцияларнинг х =  а  нуктадаги 

кийматларини нолга тенг деб оламиз
}.(а) =  0, g(a)  = 0 .

Натижада
l im f(x) = 0  =  f ( a ) ,  lim g(x) = 0  =  g ( a ) .
x-*-a x-*a

булиб ,/(x) Bag(x)  функциялар x =  а нуктада узлуксиз булиб колади. 
Энди ихтиёрий х£ (а, Ь) нукта олиб, [а, х] сегментда f(x) ва g(x) 
функцияларни караймиз.  Бу сегментда /(х) ва g(x)  функциялар 
Коши теоремасининг шартларини каноатлантиради. Демак ,  а  ва х
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орасида шундай с (а<с<Сх)  нукта топиладики
f ( x )  — f ( a )  _  f ' ( c )  

g ( x ) - g ( a )  g ' ( c )

тенглик уринли булади. Агар f(a)  =  0, g(a)  = 0  булишини эътиборга 
олсак, унда кейинги тенглик

1(х) _  Г ( с )
8(х) g'(c)

куринишга келади.
Равшанки,  х-^а да с-+а. Демак ,

I- f ( x )  I- ! ' (с) и
,ag(x) c^ag'(c)

Бу эса теоремани исботлайди.
М и с о л .  Ушбу lim- т̂— cosax лимитни дисобланг.

х -*о  е г х —  c o s f jx

Бу холда f ( x ) = e ax—cosax,  g ( x ) = e f,x—cospx дейилса, улар 
учун 1 - теорема шартлари бажарилади:

1) l im/(лг) =  l im (еах—cosax)  = 0 ,
а:—»-0 х-*-0

l img(x )  =  l im (e|lx— cos^x) = 0 ,
x-i-0 x-*0

2) f'(x) — a  [e°“ + s in ax ] ,  
g' (x) =  p [ep*+sinpx] ,

Демак ,
Пх L = J * 

xJo ? W  P
Э с л а т м а .  Юкорида келтирилган теорема х-^оо,  х—<- +  оо ва 

х—*—  оо да хам уринли.
Айтайлик

Г (х)l im/(x) =  l im g (x )  = 0  ва lim /. . — k (чекли ёки чексиз)
X —» - 0 0  Х - » - 0 0  X—VOO ё  \ Х )

булсин. х — ~  алмаштиришни бажарсак ,  х—>-оо да t-*-0 булиб, 

^ 0  да

°, ё ' ( ^ ) = Ж у ) - ^ 0

булади.
1 - теоремадан фойдаланиб топамиз:

пт } П у Ы - А - )  г ф  .

, l i m - ^ - = l i m — — = l i m ----- :----------г— =  lim----- — =  l i m— .
t t t t
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2- т е о р е м a. f(x ) ва g(x) функциялар (а, Ь) ораликда берилган 
булиб, цуйидаги шартларни щноатлантирсин:

1)  \\mf(x)= оо, \img(x) =  оо;
х-*~а х—̂а

2)  xd(a , Ь) да чекли f'(x), g'(x) х,осилалар мавжуд ва g'(x)=^0;
f (х )

3)  lim =  k (чекли ёки чексиз). 
х^а  g ( x )

У %олда

В ( х )  х̂ а g ' ( x )

тенглик уринли булади.
Юкорида келтирилган 1 - теорема-^  куринишдаги аникмаслик-

ларни, 2- теорема эса —  куринишдаги аникмасликларни (карал-  

син, 17-боб, 4-§)  очиш имконини беради.

М * ---j )
М и  с о л .  Ушбу lim----- ;-----— лймитни хисобланг.

х - Л  g X
Х 2

Агар f(x) = l n ( j t —~ ) ,  g ( x ) =  tgx дейилса, улар 2 - теореманинг

(1) — (3) шартларини каноатлантириб,_1_
ЛX----- 2

f  (х)  t . 2 cos хlim --ЧУ \ =  l im-----:— — lim-------- .
х_ л  g  {X) х 1 ^ л . __ Л

2 х~  2 2 О
COS X ^  ■

булади. Энди lim -с0- ~  ифодада f\(х) =  cos2x, g \ ( x ) = x — ^ функ-л Л 2.
* 2

циялар 1 - теореманинг барча шартларини каноатлантиради. Демак,

1- _  cos2x  , .  2cosx(  — sinx)  „l im-------- =  lim--------Ц------- L= 0 .n л л 1 :x — x-~j

Бундан эса
l i m  ( • * — w)

lim- tgx

эканлиги келиб чикади.

Маълумки,  х ^ а  да f(x) функция 1, 0 ва оо га, g(x) функция эса 
мос равишда о о , 0 ва 0 га интилганда '■
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[f(x)]*M( f ( x ) ^ l ,  f { x ) > 0 )  
д ар аж а  курсаткичли ифода 1 °°, 0°, оо° куринишдаги аникмаслик- 
ларни ифодалайди. Масалан х - ^ а  да f(x)-+-1, g(x)-*~оо булсин. Бу 
холда [/(x)]gW 1 “ куринишдаги аникмаслик булади. Уни очиш учун 
аввало y =  [f(х)]8{х} ифода логарифланади:

Iny =  g(x)  In[/(*)] .
Натижада x->~a да g(x)\r\[f(x)]°°-° куринишдаги аникмасликка 
келамиз. Агар

Пт/(лс) =  0, l img(x )  =  oo
х-^а х-+а

булса,  lim [f{x) •g' (x)]  ни
х^-а

lim[/(x) • #(*) ]  =  lim— ф  — l i m - ^ p -
х~*га х-*-а * х—̂ а ^

g(x) f{x)
u , 0  .. ОО окуринишда ифодалаш оркали ^-еки куринишдаги аникмаслик

ка келтириш мумкин.
Шунингдек,

lim/(л:) =  - f  оо, l img(x )  =  +  оо
х-+а х-*-а

булса,  f ( x ) —g ( x ) айирмани

f ( x ) - g ( x )  =  s{x) пх)1
f(x) g{x)

тарзда ифодалаб, l i m (/( jc )—g(x))  ни -^куринишдаги аникмаслик-
X-*a  "

ка келтириш мумкин.

2-§- Функциянинг монотонлигини аник.лашда 
х,осиланинг татбики

Биз куйида функция хосилаларидан фойдаланиб унинг усувчили- 
ги хамда камаювчйлигини ифодалайдиган теоремани келтирамиз.

3 - т е о р е м а .  f(x ) функция (а, Ь) интервалда чекли f'(x)  
цосилага эга булсин. Бу функция uiy интервалда усувчи (камаювчи) 
булиши учун (а, Ь) да

Г ( * ) >  0 ( Г ( * ) < 0 )
тенгсизлик уринли булиши зарур ва етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Шартга кура f(x) функция (а, b) да 
чекли хосилага эга булйб, у (а , b) интервалда усувчи (камаювчи).  
Ихтиёрий х£ (а, Ь) нукта олиб, у билан бирга х +  Ахб (а, Ь) нуктани 
караймиз.  У холда Д х > 0  да / ( x ) < / ( x  +  Ах) (f(x) > / ( х  +  А х ) ),
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А х < 0  да Дх )  ^ Д х  +  Ах) (Дх)  ^  Д х  +  А х ) ) муносабатлар уринли 
булиб, бу муносабатлардан

f ( x  +  Ax) — f ( x )  / f ( x  +  Ax) — f ( x )  q \  
Ax V Ax ' / '  '

тенгсизликлар келиб чикади. Д х )  функция (a, b) да чекли /*(*) 
Хосилага эга булгани учун

l i m  f ( ,x +  Ax) — f ( x )
Дх— о А х

мавж уд  ва чекли.
Демак,

, .  f ( x  +  Ax) — f ( x )  г , , х
llm Ay  -L- ± - =  f ( x ) .
Дх— о

(1) муносабатдан хамда чекли лимитга эга булган функция 
хоссаларидан фойдаланиб (каранг 18-боб, 2-§)  (а, Ь) да

f ' (x ) > 0 ( / ' ( * ) <  0)
эканини топамиз.

Е т а р л и л и г и .  Шартга кура Дх )  функция (а, Ь) интервалда 
чекли хосилага эга булиС^ (а, Ь) да

f ( x ) >  0 ( / ' ( * ) <  0)
тенгсизлик уринли. (а, Ь) да ихтиёрий хь  х2 нукталарни олайлик 
( x i < x 2). У холда [хь x2] c ( a ,  b) булиб, Д х )  функция [хь х2] сег
ментда Лагранж теоремасининг барча шартларини каипатлантиради.

Лагранж  теоремасига кура шундай с 6 ( х i, х>) нукта мавжуд  
булиб,

f (x2) —f{xi) =f '(c)  (х2 Х\ ) 
тенглик уринли булади: Шартга кура

П с ) >  0 ( f ( c ) < 0 ) ,  х2- х , > 0 .
Демак,

f ( X 2 ) > f ( X l )  ( Д х г Х Д х , ) ) .
Бу эса Дх )  функциянинг (а, Ь) интервалда усувчи (камаювчи) 
эканини билдиради.

3- §. Функциянинг экстремум кийматларини топишда 
х,осиланинг татбик,и

Д х )  функция (а, Ь) интервалда аникланган булиб, хоб (а, Ь) 
булсин.

1 - т а ъ р и ф .  Агар хо€ (а, 6) нуктанинг шундай Us(xo):= 
= { х : х 6 Я ,  х о  —б < х < х 0 +  б, б > 0 } с  (а, 6) атрофи мавжуд булсаки,
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f ( x ) < f ( x  0) ( f ( x ) ^ f ( x 0))

тенгсизлик уринли булса, у х;олда f(x) функция х{1 нуктада 
максимумга (минимумга) эга дейилади, f (x0) к,иймат f(x) функция
нинг Ub(x0) даги максимум (минимум) к,иймати ёки максимуми 
(минимуми) дейилади.

2- т а ъ р  и ф. Агар * 5  6 (а, Ь) нук,танинг шундай атрофи Ub(xo) cz 
с : (а, Ь) мавжуд булсаки, V x 6  Ub(xo) \{дсо} учун

f ( x ) < f ( x 0) (f(x) > f ( x 0))

тенгсизлик уринли булса, у х,олда f(x) функция х0 нущтада щатъий 
максимумга (к,атъий минимумга) эга дейилади. f(x0) к^иймат f(x) 
функциянинг Us(x0) даги к;атъий максимум (к,атъий минимум)
щймати ёки к,атъий максимуми (щтъий минимуми) дейилади.

1 . Э к с т р е м у м н и н г  з а р у р и й  ш а р т и .
4 - т е о р е м а .  Агар f(x ) функция х0£ (а, Ь) нуктада чекли f'(x)  

уосилага эга булиб, бу нуктада экстремумга эришса, у %олда

Г(х0)  =  0

булади.
И с б о т .  Фараз килайлик f(x)  функция хо £ (а, Ь) нуктада  

максимумга эришсин. Демак, таърифга кура хо нуктанинг шундай 
Uь(х0) cz (а, Ь) атрофи мавжудки, ихтиёрий .x£Ub(x0) да  f (x ) <
^f(xo)  булади. У холда Ферма теоремасига кура f'(x0) = 0 -

Бу теорема функция экстремумга эга булишининг зарурий 
шартини ифодалайди.

2 . Э к с т р е м у м н и н г  е т а р л и  ш а р т л а р и .
f (х) функция (а, Ь) интервалда берилган булиб, лго € (а, Ь) нуктада

узлуксиз, унинг Uf,(x0) =  U6(x0) \{jCq} атрофида чекли f ' (х) хосилага  
эга булсин. Ушбу

Ui(xo) — \x:x£R, х0—6 < x < x J ,  ( б > 0 )
U f (х0) ={x:xdR,  x 0< x < x 0+S}, ( 6 > 0 )

белгилашларни киритайлик.

а) Агар

V x 6 t/ 6~ (х0) учун f' (х) >  О,

VxeUt(xo)  УЧУН f'(x) < 0

тенгсизликлар уринли булса, яъни f ' (х) функция хо нуктадан  
утишда ишорасини « +  » дан « — » га узгартирса, у холда f(x) 
функция х 0 нуктада максимумга эга булади.

V j c € 5) у ч у н
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Х,акикатан хам, V x ( :U f ( x 0) учун f ' ( x ) > 0 булишидан f(x) 

функциянинг U^(xо) да катъий усувчилиги келиб чикади. Сунгра 

f(x) функциянинг хо да узлуксиз булишидан

lim f ( x ) = f ( x о) (хоб U i ( x 0) )
х-*-л:0 — О

тенглик келиб чикади.
Демак,  VxdU^(xo)  учун f ( x ) C f ( x 0) тенгсизлик уринлидир.
Энди V x £ U f ( x о) учун f ( x ) < О булишидан (/e+(x0) да f (x)

функциянинг катъий камаювчилиги келиб чикади. f(x) функция
нинг х0 нуктада узлуксизлигидан эса lim f ( x ) = f  (xо) тенглик

х— -(- О

хосил булади.
Демак,  Vx£ U^(x0) учун яна f ( x ) c  f{x0) тенгсизлик бажари-  

лади.
Бундан VxeUb(xo) учун f(x) < f ( x 0) булиб, бу эса f(x) функция 

хо нуктада максимумга эга булишини билдиради.

б) Vx€Ur(xo)  учун f ' (х) < 0 ,
4x£Ut(xo)  учун f { x ) >  О

. тенгсизликлар уринли булса,  яъни f (х) хосила х0 нуктани утишда 
уз ишорасини « —» дан «-)-» га узгартирса, у холда f (x ) функция х0 
нуктада минимумга эга булади.

Хакикатан хам, VxEU/(x0) учун f ' ( x ) > 0 булишидан f(x)
функциянинг U^(xо) да катъий камаювчилиги, Vx£U^(x0) да
катъий усувчилиги келиб чикади. f(x) функциянинг х0 нуктада 
узлуксизлигини эътиборга олсак, Ухв^б(хо)  учун f ( x ) i> f ( x  о) 
тенгсизликка эга буламиз. Бу эса f(x) функция х0 нуктада 
минимумга эга булишини билдиради. :

в) Агар Vx£U^(xо) учун f ( x ) > О,
Vx£Ut(xo)  учун f ( x ) >  О

ёки

^ х е и г ( х о )  учун / ( х ) < 0 ,
Vxeut(x0) учун f(x) < 0

тенгсизликлар уринли булса,  яъни f ' (х) хосила х0 нуктани 
утишда уз ишорасини узгартирмаса,  у холда /'(х) функция х0 
нуктада экстремумга эга булмайди. f(x)  функция х0 нуктанинг 
Us(x0) атрофида катъий усувчи ёки катъий камаювчи булади,

М. и с о л. Ушбу f ( x )= 3 % 2 — 2х функцияни экстремумга текши- 
ринг.
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Берилган функциянинг f ' ( x ) = 6 x — 2 =  2 ( 3 * — 1) хосиласини 
нолга тенглаб

П * ) = 2 ( 3 * - 1 ) = 0 ,
х  =  у  каралаётган функция учун стационар (критик) иукта

эканини топамиз. Энди uiy нукта атрофида функция хосиласи 
ишорасини узгартиришини текширамиз.

Равшанки,

v x e u i  ( j )  ={хе/? :  б > °

учун

П * ) = 2 ( 3 * - 1 ) = - б ( - у - х ) < 0 ,

V x 6 t/6+ ( i )  =  { х 6 / ? : | < х < | + б )  Л > 0

учун

/'(*) =  2 ( 3 * - 1 ) =  - б ( у - * ) > 0 .

Демак,  функциянинг хосиласи х =  ~  нуктадан утишда уз  ишо

расини « —» дан « + »  га узгартирар экан. Берилган функция 
jk =  4  нуктада узлуксиз. Шундай килиб, f ( x ) = 3 x 2— 2х функция

х= -~  нуктада минимумга эришади ва

min f(x) = 3 -  ( 4 )  2— 2 " i == ~ Т  x ^ U(l ( т )  -

булади.
Э с л а т м а .  Юкорида келтирилган экстремумнинг етарлилик 

шарти каралаётган функция хосиласининг стационар нукта атрофида 
ишорасини аниклаш билан ифодаланади. К^пинча х0 нуктанинг 
атрофида f'(x) нинг ишорасини аниклаш кийин булади. Агар f(x) 
функция х0 нуктада юкори тартибли хосилаларга эга булса,  
хосилаларнинг х0 нуктадаги кийматлари ишорасига караб хам 
функция экстремумини текшириш мумкин.

f(x) функция х06 (а, Ь) нуктада f', f", ..., f {n) .хосилаларга эга 
булйб,

f '(x0) = f " ( x 0) = . . = f ^ - >)(xо) =  0, f in)(xо) Ф 0

булсин. Агар п — жуфт сон, яъни п =  2 т  (m^N) б^либ,
’f in){xо) =  =  f {2m)(x0) < 0  ( f<2m)(x0) > 0 )  тенгсизлик уринли булса,
f  (x) функция хо нуктада максимумга (минимумга) эга булади,  агар 
п — ток сон, яъни п =  2 т  +  1 (m£N), булса,  f(x) функция 
хо нуктада экстремумга эга булмайди.
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4- §. Функция графигининг кдвариклиги ва ботиклиги 
хдм да эгилиш нукталарини анивдашда х,осиланинг 

татбик,и

f(x) функция (а, Ь) интервалда берилган булиб, у шу интервалда 
чекли f' (х) х,осилага эга булсин. У холда y =  f(x) функция графигига 
ихтиёрий М(х, f(x))  (a c x < c b ) нуктада уринма мавжуд.  Бу уринма 
у =  Цх) булсин.

3 - т а ъ р и ф .  Агар ихтиёрий x it Х2 нущталар, a < X i  <Z.X2 <.b 
щмда  Vx€  (xi,  х2) учун l(x)^Lf(x) (l(x) ^ f ( x ) )  булса, f(x) функ
ция графиги (а, b) да ботищ (цаварик,) дейилади (82- ч изма ) . .

5 - т е  о р е м  а.  Агар f(x)  функция (а, Ь) интервалда иккинчи 
тартибли f"(x) цосилага эга булиб,

булса, функция графиги (а, Ь) да ботиц (цаварик;) булади.
И с б о т .  Фараз килайлик. (а,Ь) да f"(x) ^ 0  булсин. (х\, х2) (а, Ь)

у У

О а О а

8 2 - чизма

f " ( x ) > 0  ( f " ( x ) ^ 0 ) -

У•
ораликда ихтиёрий с нукта 
оламиз. Теоремани исботлаш 
учун f(x) функция графиги 
М (с, f (с) ) нуктадан утувчи 
уринмадан юкорида ётиши- 
ни курсатиш лозим (83- чиз
ма) .

■ Уринмадаги .узгарувчи 
нуктанинг координаталари 
(х, у) булсин. У холда М 
нуктадан утувчи уринма 
тенгламаси:

о а
■а- ... w— VС х б

83- чизма. Энди f(x) функциянйнг 
х =  с нукта атрофида Тей-
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y =  f{x) =  f{c) — с) +  1 Ж - ( Х — с).2, ( с < 1 с х ) .  (3)

Юкоридаги (2) ва (3) тенгликлардан

У-~У =  1:§ 1 ( х - с ) 2
эканлигини топамиз.

f" (х) нинг (а, Ь\ да манфий булмаслигини эътиборга олсак, 
V x 6 ( a ,  b) учун у — у^О ,  яъни у ^ у  тенгсизлик хосил булади. Бу 
эса y =  f(x) функция графиги (а, b) ораликда (2) уринмадан 
юкорида ётишини, яъни ботик эканлигини билдиради.

4- т а ъ р и ф. Агар f(x) функция U^(xQ) ораликда к,аварик, (бо
тик,) булиб, U^(x0) оралищда эса ботик, (цаварик,) булса, у х^олда 
(х0, f (x0)) нущта функция графигининг (функциянинг) эгилиш 
нук,таси дейилади.

f(x) функция Ub(x0) да иккинчи тартибли f" (х) хосилага эга 
булсин. Агар

Vx£Ur(x<>) учун f " ( x ) > 0  ( / " ( * ) <  0) ) ,

t/gVo) учун Г ( * Х  0 ( / " ( х ) > 0 )
тенгсизликлар уринли булса,  у холда UJ\x0) да f ' (х) усувчи ( к а 
маювчи),  и^(х0) да камаювчи (усувчи) булиб, f' (х) функция хп 
нуктада экстремумга эришади. У холда f" (х0) =  0 булади. Демак,  
, (х) функциянинг эгилиш нуктасида иккинчи тартибли хосила f" (х) 
нолга тенг.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
f (x ) = х 4 — 6х2—6х-\- 1

функциянинг каварик  ва ботиклик ораликларини топинг.
Функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилаларини 

хисоблаймиз:
/' (х) = 4 * 3— 12х — 6,

/"(*) =  12х2— 12 =  12(х2— 1).

Равшанки,
\х\ >  1 да f"(x) > 0 ,
\х\< 1  да f"(x) < 0 .

Демак,  ( — 1, 1) интервалда берилган функция гр аф ит  каварик,
( — оо, — 1), (1, +  оо) интервалларда эса функция графиги ботик 
булади.

2. Ушбу f(x) = х е ~ х функциянинг эгилиш нуктаси бор ёки 
-йуклигини аникланг.

ло р  ф ормуласи буйича ёямиз:
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Функциянинг иккинчи тартибли f" (х) = 2хе х (2х2 — 3) хосила
сини нолга тенглаб топамиз:

х =  0, х = ± Д //Г| .

Равшанки,  о о ,  — д / у )  ва (о, интеРваллаРда

Г ( х ) < о, ( - д / f ,  о)  ва ( д / у ’ 00 )  интеРвалларда f" (х ) > 0 -

Демак, -  Д / | ‘' 4 )  S'°- C(VI' VIе’1)
нукталар функция графигининг эгилиш нукталаридир.

5- §. Функция графигининг асимптоталари

f (x ) функция а 6 ^  нуктанинг бирор атрофида аникланган булсин.
5- т а ъ р и ф. Агар ушбу

l im f{x),  l im f(x)
x—*-a +  0 x-*-a — 0

лимитлардан бири ёки иккаласи чексиз булса, у %олда х =  а тугри 
чизищ f(x) функция графигининг вертикал асимптотаси дейилади.

Масалан,  у =  - ^ ~  функция учун х =  3 тугри чизик вертикал

асимптота булади.
6 - т а ъ р и ф. Шундай k ва b сонлари мавж уд  булиб, х - ^ + о о  

(х->— оо) да f(x) функция
f (х) — kx +  b +  а  (х) 

куринишда ифодаланса ( lim a ( x ) = 0 ) ,  у уолда y — kx-\-b турри
X -*- +  сю

чизищ y =  f(x) функция графигининг орма асимптотаси дейилади 
(k =  0 булса, горизонтал асимптота дейилади).

6- т е о р е м а . f (x)  функция графиги
y = k x - 1- Ь 

огма асимптотага эга булиши учун

lim - - -  =  k, lim [f(x) — kx] =  b
X -*- 4 -o o  X  X *  +  oo

муносабатларнинг уринли булиши зарур ва етарли.
И с б о т .  3 а р у р л и г и. f(x) функция графиги y =  kx-\-b огма 

асимптотага эга булсин. У холда 6 - таърифга кура f ( x ) = k x ^ - b  -j- 
- f - a (x ) .  булиб, (х—v- —}~ оо, а(х)->~0)



адмда
lim [f(x)— kx\= lim [b +  a(x)~\ =  b

X—*- “f-  OO oo

булади.
Е т а р л и л и г и . У ш б у

lim - t ^ - = k ,  lim [f(x)—kx] — b.
A > -* --| -o o  %  x - * - - ) - o o

лимитлар уринли булсин. У холда lim [f (x )—kx] =  b дан f(x) —
X  - f -  oo

— kx =  b -\-a(x) ( x ^ + o o ,  a ( x ) -vO) келиб чикади. Демак,  
x— oo да

/ (x) =  kx -)- b +  a {x).
Бу эса y =  kx-\-b тугри чизик f(x) функция графигининг асимптотаси 
эканини билдиради.

I У£ _ 2
М и  с о л .  Ушбу f (x ) = — —  функция графигининг огма

асимптоталарини топинг.
Равшанки,

f ( x )  2 х 2 +  х  —  2 „lim -L̂ - =  lim ----- -—г— =  2,
Х ^ + о о  X х . +  сх, Х — \

lim [/(х ) — kx]=  lim (  ‘ —2х)  =
X  —̂  ОО 0 0 \  X  '  '

.. х  — 2 -4- 2х  „-v=  lim =
х +  оо X  I

Демак,  k =  2, b =  3 булиб, бу эса у =  2х-\-3 тугри чизик функция 
графигининг огма асимптотаси эканини билдиради.

6- §. Функцияларни текшириш ва графикларини 
чизиш

Функцияларни текшириш ва улар графикларини чизишни 
куйидаги коидалар буйича амалга  ошириш максадга  мувофикдир:

1°. Функциянинг аникланиш хамда кийматлар тупламини топиш;
2°. Функцияни узлуксизликка текшириш ва узилиш нукталарини 

топиш;
3°. Функциянинг жуфт, ток хамда даврийлигини аниклаш;
4°. Функцияни монотонликка текшириш;
5°. Функцияни экстремумга текшириш;
6°. Функция графигининг каварик  хамда ботиклик ораликларини 

аниклаш,. эгилиш нукталарини топиш;
7°. Функция графигининг асимптоталарини топиш;
8°. Агар имконият булса,  функциянинг абсцисса хамда ордината 

уклари билан кесишадиган (агар улар м авж уд  булса) нукталарини



топиш ва аргумент х нинг характерли нукталарида функция киймат
ларини хисоблаш.

„2 _|_ 1
М и с о л. Ушбу f(x) =  —-±— функцияни текширинг ва графигини

х — 1
чизинг.

Берилган функция Х =  {( — оо, — 1 ) U(  — +  00 )} туплам
да аникланган. Бу функция учун / (— x) = f ( x )  тенглик бажа-  
рилганлигидан у жуфтдир. Демак,  функция графиги Оу укига 
нисбатан симметрик булиб, уни [0, -f- оо ] ораликда текшириш кифоя.

Функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилалари мос 
равишда

Г(х) = -------f"(x) — 4(1+ 3*2)
(х2 — I ) 2 ’ (х2 — I ) 2

Биринчи тартибли хосила [0, +  оо) ораликнинг х — 1 нуктасидан 
бошка барча нукталарида аникланган ва х =  0 нуктада нолга 
айланади, яъни f' (0) = 0 .  Иккинчи тартибли хосила учун /"(0) =  —
— 4 < 0  булиб, бу f(x) функциянинг х =  0 нуктада максимумга 
эришишини билдиради. Бинобарин максимум киймат ДО) =  — 1 
булади.

Энди {(0, 1) [J (1, + ° ° ) }  тупламда f ' (х) < 0  эканлигидан f(x) 
функциянинг камаювчилиги келиб чикади.

Равшанки,
х2 + \  х2 + 1  lim —z-----=  — оо, lim —у----- =  — оо,

х — 1 - 0 Х  — 1 х — - 1 + 0 Х  — 1

1 . х  -{- 1 . . .  х2 -j- 1 .l im —~ — = - ) - о о ,  lim — =  +  оо
х— 1 + 0 Х  — 1 х — 1 - 0 Х  — 1

булиб, бу х = ± 1  нукталар функциянинг иккинчи тур узилиш 
нукталари, шу билан бирга х =  ±  1 тугри чизиклар берилган функция 
учун вертикал асимптоталар эканини билдиради. 6-теоремага кура

, , .  / (х) х2 + 1  1 лk =  lim —— =  lim —2--------- = 0 ,
х-у- + ° °  X-*- +  оо X  —  1 Х

b =  lim [f(x)— kx]= lim —---■1 =  1
х —► -(- оо х —*- -f- оо X  —  1

муносабатлардан у =  1 тугри чизик Дх )  функция графигининг 
асимптотаси булади.

Энди функция графигининг эгилиш нуктасининг бор ёки 
йуклигини текширамиз.

Берилган функциянинг иккинчи тартибли хосиласи f " (х) =
— Jl l l + ..3x j_; l - f 3 x 2^ 0 ,  булганидан f" (х) Ф 0 (xdR) эканини 

(х 1)
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топамиз. Бундан эса функция графигида эгилиш нуктаси йуклиги 
келиб чикади. Иккинчи тартибли хосила учун

[О, 1) да f " ( x ) <  О,
(1, + о о )  да Г ( * ) >  О

тенгсизликлар уринли. Демак,  функция графиги [0, 1) да каварик., (1, 
+  оо) да ботик. Бу маълумотлардан фойдаланиб функция графигини 
чизамиз ( 8 4 - чизма).

84- чизма.
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