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Сўз боши 
 
Республикамизда Таълим тўғрисидаги қонуннинг қабул қилиниши, 

кадрлар тайёрлашнинг миллий дастури замон талабларига жавоб берадиган 
мутахассисларни тайёрловчи олий ўқув юртларига, айниқса 
университетларга катта маъ-сулият юклади. Давлат таълим стандартлари, 
ўқув дастурлари асосида дарсликлар, ўқув қўлланмаларни яратиш масаласи 
юзага келди. 

Давлат таълим стандартлари барча фанлардан, жумладан математик 
анализ бўйича мавжуд дарслик ва қўлланмаларга янгича нуқтаи назардан 
қарашни тақозо этади. 

Математик анализ олий математиканинг фундаментал бўлимларидан 
бўлиб, математиканинг пойдевори ҳисобла-нади. 

Маълумки, математик анализ курси давомида кўпгина тушунча ва 
тасдиқлар, шунингдек уларнинг татбиқлари келтирилади. 

Кўп олий ўқув юртлари талабаларининг ўқиш давомида дуч келадиган 
жиддий фанлардан бири ҳам математик анализдир. 

Математик анализ фанининг асосий вазифаси шу фаннинг тушунча, 
тасдиқлар ва бошқа математик маълумот-лар мажмуаси билан 
таништиришгина бўлмасдан, балки талабаларни мантиқий фикрлашга, 
математик усулларни амалий масалаларни ечишга қўллашни ўрганишдан 
иборат. 

Мазкур ўқув қўлланма, муаллифларнинг кўп йиллик тажрибалари 
асосида, замонавий талабаларни ҳисобга олган ҳолда ёзилган бўлиб, у 
маърузалар шаклида баён этилган. Мавзуларни маърузалар бўйича баён 
этилиши талабаларни мавзу мазмуни ва моҳиятини чуқурроқ англашга ёрдам 
беради деб ўйлаймиз. 

Муаллифлар ҳар бир маърузанинг мазмуни равон, математик қатъий, 
ўз навбатида талаба томонидан тушунарли бўлишига харакат қилдилар. 

Ўқув қўлланма икки қисмдан иборат. Мазкур биринчи қисм 11-бобдан 
иборат бўлиб, 54 та маърузага ажратилган. Унда ҳақиқий сонлар назарияси, 
функция лимити ва узлуксизлиги, функциянинг дифференциал ва интеграл 
ҳисоби ҳамда сонли қаторлар мавзулари баён этилган. 

Маърузаларнинг мантиқий кетма-кетликда, бир-бирига узвий 
боғлиқликда, тушунчаларни равон айтилишига, тасдиқлар исботларини аниқ, 
илмийликка асосланган бўлишига эътибор қаратилаган. Ҳар бир маъруза 
сўнгида назарий ва амалий аҳамиятга эга бўлган машқлар келтирил-ган. 
Ўйлаймизки, бундай машқлар талабаларни мустақил ишлашга, мантиқий 
фикрлашга ўргатади. 

«Математик анализдан маърузалар» математика ва механика 
йўналишлари бўйича бакалаврлар тайёрлаш ўқув режасига мослаштириб 
ёзилган бўлсада, ундан математика кенгроқ ўқитиладиган олий ўқув юртлари 
талабалари ҳам фойдаланишлари мумкин. 
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Китоб муаллифлари, шу соҳа мутахассислари, Ўзбекистон Миллий 
университетида кўп йиллар мобайнида мазкур курс бўйича ўқиган 
маърузалардан фойдаландилар. 

Китобда математик белгилардан кенг фойдаланиш билан бир қаторда 
тасдиқлар исботининг бошланганлигини «◄» белги, тугаганлиги эса «►» 
белги орқали ифодаланган. 

Китоб қўлёзмасини синчиклаб ўқиб чиқиб, уни илмий ва методик 
жиҳатдан яхшиланишига ўз ҳиссаларини қўшган-лари учун профессорлар 
Р.Ашуров, Р.Ғанихўжаевларга муал-лифлар миннатдорчилик билдирадилар. 

Шунингдек китобни нашрга тайёрлашда қатнашган Шоимқулов Б.Б га 
ўз ташаккуримизни исхор этамиз. 
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1-БОБ  
ДАСТЛАБКИ МАЪЛУМОТЛАР 

 
1-маъруза 

Тўпламлар. Тўпламлар устида амаллар 
 

10. Тўплам тушунчаси. Тўплам математиканинг бошлан-ғич, айни 
пайтда муҳим тушунчаларидан бири. Уни ихтиёрий табиатли нарсаларнинг 
(предметларнинг) маълум белгилар бўйича бирлашмаси (мажмуаси) 
сифатида тушунилади. Масалан, жавондаги китоблар тўплами, бир нуқтадан 
ўтувчи тўғри чизиқлар тўплами, 0652 =+− xx  тенгламанинг илдизлари 
тўплами дейилиши мумкин. 

Тўпламни ташкил этган нарсалар унинг элементлари дейилади. 
Математикада тўпламлар бош харфлар билан, уларнинг элементлари 

эса кичик харфлар билан белгиланади. Масалан, CBA ,,  - тўпламлар, cba ,,  -
 тўпламнинг элементлари. 

Баъзан тўпламлар уларнинг элементларини кўрсатиш билан ёзилади: 
 
 

 
Агар a  бирор A  тўпламнинг элементи бўлса, Aa ∈  каби ёзилади ва « 

a  элемент A  тўпламга тегишли »  деб ўқилади. Агар a  шу тўпламга тегишли 
бўлмаса, уни Aa ∉  каби ёзилади ва « a  элемент A  тўпламга тегишли эмас » 
деб ўқилади. Масалан, юқоридаги A  тўпламда AA ∉∈ 15,10 .  

Агар A  чекли сондаги элементлардан ташкил топган бўлса, у чекли 
тўплам, акс ҳолда чексиз тўплам дейилади. Масалан, 12} 10, 8, 6, 4, {2,=A  
чекли тўплам, бир нуқтадан ўтувчи барча тўғри чизиқлар тўплами эса чексиз 
тўплам бўлади. 

1-таъриф. A  ва B  тўпламлари берилган бўлиб, A  тўпламнинг барча 
элементлари B  тўпламга тегишли бўлса, A  тўплам B  нинг қисми (қисмий 
тўплам) дейилади ва  

BA ⊂  (ёки AB ⊃ )  
каби ёзилади. 

A  тўпламнинг элементлари орасида бирор хусусиятга (бу хусусиятни 
P  билан белгилаймиз) эга бўладиганлари бўлиши мумкин. Бундай 
хусусиятли элементлардан тузилган тўплам қуйидагича 

{ }PAx ∈  
белгиланади. Равшанки, 

{ } APAx ⊂∈  
бўлади. 

Агар A  тўплам элементлари орасида P  хусусиятли элементлар 
бўлмаса, у ҳолда 

{ }PAx ∈  

{ }
{ }
{ }. ... ,2 ,1 ,0 ,1- ,2- ,...   Z

, .... ,n ,... ,3 ,2 ,1  N

, 12 ,10 ,8 ,6 ,4 ,2  A 

=
=
=
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битта ҳам элементга эга бўлмаган тўплам бўлиб, уни бўш тўплам дейилади. 
Бўш тўплам ∅  каби белгиланади. Масалан, 012 =++ xx  тенгламанинг 
ҳақиқий илдизларидан иборат A  бўш тўплам бўлади: 

{ }012 =++∈=∅ xxAx . 
Ҳар қандай A тўплам учун  

AAA ⊂∅⊂ ,  
деб қаралади. 

Одатда, A  тўпламнинг барча қисмий тўпламларидан иборат тўплам 
( )AF  каби белгиланади. Масалан, { }cbaA ,,=  тўплам учун 

( ) { } { } { } { } { } { } { }{ }∅= ,,,,,,,,,,,, cbacbcabacbaAF  
бўлади. 

2-таъриф.  A  ва B  тўпламлари берилган бўлиб,  
ABBA ⊂⊂ ,  

бўлса, A  ва B  бир бирига тенг тўпламлар дейилади ва  
BA =  

каби ёзилади. 
Демак, BA =  тенглик A  ва B  тўпламларнинг бир хил элементлардан 

ташкил топганлигини билдиради. 
20. Тўпламлар устида амаллар. Икки A  ва B  тўпламлар берилган 

бўлсин. 
3-таъриф. A  ва B  тўпламларнинг барча элементларидан ташкил 

топган E  тўплам A  ва B  тўпламлар йиғиндиси (бирлашмаси) дейилади ва 
BA Υ  каби белгиланади: 

BAE Υ= . 
Демак, бу ҳолда BAa Υ∈  дан Aa∈ , ёки Ba∈ , ёки бир вақтда Aa∈ , 

Ba∈  бўлиши келиб чиқади. 
4-таъриф. A  ва B  тўпламларнинг барча умумий элементларидан 

ташкил топган F  тўплам A  ва B  тўпламлар кўпайтмаси (кесишмаси) 
дейилади ва BA Ι  каби белгиланади: 

BAF Ι= . 
Демак, бу ҳолда BAa Ι∈  дан бир вақтда Aa∈ , Ba∈  бўлиши келиб 

чиқади. 
5-таъриф. A  тўпламнинг B  тўпламга тегишли бўлмаган барча 

элементларидан ташкил топган G тўплам A  тўпламдан B  тўпламнинг 
айирмаси дейилади ва BA \  каби белгиланади: 

BAG \= . 
Демак, BAa \∈  дан Aa∈ , Ba ∉  бўлиши келиб чиқади. 
6-таъриф.  A  тўпламнинг B  га тегишли бўлмаган барча 

элементларидан ва B тўпламнинг A  га тегишли бўлмаган барча 
элементларидан тузилган тўплам A  ва B  тўпламлар-нинг симметрик 
айирмаси дейилади ва BA∆  каби белгила-нади: 

( ) ( )ABBABA \\ Υ=∆ . 
Демак, BAa ∆∈  бўлишидан Aa ∈ , Ba ∉  ёки Ba ∈ , Aa ∉  бўлиши 

келиб чиқади. 
7-таъриф. Айтайлик, Aa ∈ , Ba ∈  бўлсин. Барча тартибланган ( )ba ,  

кўринишидаги жуфтликлардан тузилган тўплам A  ва B  тўпламларнинг 
декарт кўпайтмаси дейилади ва BA ×  каби белгиланади. Демак, 
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{ }BbAabaBA ∈∈=× ,),( . 

Хусусан, BA =  бўлганда 2AAA =×  деб қаралади. 
8-таъриф. Айтайлик, S  ва A  тўпламлар берилган бўлиб, SA ⊂  

бўлсин. Ушбу  
AS \  

тўплам A  тўпламни S  га тўлдирувчи тўплам дейилади ва CA  ёки ACS  
каби белгиланади: 

ASCA \= . 
Тўпламлар устида бажариладиган амалларнинг баъзи хоссаларини 

келтирамиз. 
 A ,B  ва D  тўпламлари берилган бўлсин. 
1) DBBA ⊂⊂ ,  бўлса, DA ⊂  бўлади; 
2) AAAAAA == ΙΥ ,  бўлади;  
3) BA ⊂  бўлса, ABABBA == ΙΥ ,  бўлади; 
4) ABBAABBA ΙΙΥΥ == ,  бўлади; 
5) )()(,)()( DBADBADBADBA ΙΙΙΙΥΥΥΥ ==  бўлади; 
6) SA ⊂  бўлса, ∅=CAA Ι ; 
7) CBCABAC ΙΥ =)( , бунда SBSA ⊂⊂ ,  ; 
8) CBCABAC ΥΙ =)( , бунда SBSA ⊂⊂ ,  . 
Бу хоссаларнинг исботи юқорида келтирилган таъриф-лардан келиб 

чиқади. 
1-мисол.  Ушбу    

)(\)()\()\( BABAABBA ΙΥΥ =                    (1)   
тенглик исботлансин. 

◄ )\()\( ABBAa Υ∈  бўлсин. У ҳолда 
BaAaBAa ∉∈∈ ,:)\(  

ёки  
AaBaABa ∉∈∈ ,:)\(  

бўлади. Бундан эса 
)(),( BAaBAa ΙΥ ∉∈    

бўлиб,  
)(\)( BABAa ΙΥ∈  

бўлиши келиб чиқади. Демак, 
)(\)()\()\( BABAABBA ΙΥΥ ⊂ .                 (2) 

Айтайлик,  ( ) ( )BABAa ΙΥ \∈  бўлсин. 
У ҳолда  

( ) BaAaBAa ∈∈∈  ёки  :Υ , 
( ) BaAaBaAaBaAaBAa ∈∉∉∈∉∉∉ ,ёки,ёки,:Ι  

бўлади. 
Бундан эса 

ABaBAa \ёки\ ∈∈  
бўлиб, 

)\()\( ABBAa Υ∈  
бўлиши келиб чиқади. Демак, 

)\()\()(\)( ABBABABA ΥΙΥ ⊂ .                 (3) 
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(2) ва (3) муносабатлардан (1) тенгликнинг ўринли бўлиши топилади. ► 
Тўпламлар устида бажариладиган амалларни баён этишда 

тўпламларнинг қандай табиатли элементлардан тузил-ганлигига эътибор 
қилинмади. 

Аслида, келтирилган амаллар  бирор универсал тўплам деб аталувчи 
тўпламнинг қисмий тўпламлари устида бажари-лади деб қаралади. Масалан, 
натурал сонлар тўпламлари устида амаллар бажариладиган бўлса, универсал 
тўплам сифатида барча натурал сонлардан иборат N  тўпламни олиш 
мумкин. 

30. Математик белгилар. Математикада тез-тез учрайди-ган сўз ва сўз 
бирикмалари ўрнида махсус белгилар ишлати-лади. Улардан мухимларини 
келтирамиз: 

1) «агар ... бўлса, у ҳолда ... бўлади» ибораси «⇒» белги орқали 
ёзилади; 

2) икки иборанинг эквивалентлиги ушбу «⇔ » белги орқали ёзилади; 
3) «ҳар қандай», «ихтиёрий», «барчаси учун» сўзлари ўрнига «∀» 

белги ишлатилади; 
4) «мавжудки», «топиладики» сўзлари ўрнига «∃» мавжудлик белгиси 

ишлатилади. 
 

Машқлар 
 

1. Ушбу  
)\()\(\)( DBDADBA ΥΥ =  

тенглик исботлансин. 
2. Агар A  ва B  чекли тўпламлар бўлиб, уларнинг элементлари сони 

мос равишда ( ) ( )BnAn ,  бўлса,  
)()()()( BAnBnAnBAn ΙΥ −+=  

бўлиши исботлансин. 
3. Агар A  чекли тўплам бўлиб, унинг элементларининг сони n  га тенг 

бўлса, бу тўпламнинг барча қисмий тўпламлари тўплами ( )AF  нинг 
элементлари сони n2  га тенг экани исботлансин. 
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2-маъруза 
Акслантиришлар ва уларнинг турлари 

 
10. Акслантириш тушунчаси. E  ва F  тўпламлар берилган бўлсин. 
1-таъриф. Агар E  тўпламдан олинган ҳар бир x  элемент-га бирор f  

қоида ёки қонунга кўра F  тўпламнинг битта y  элементи ( )Fy ∈  мос 
қўйилган бўлса, E  тўпламни F  тўпламга акслантириш берилган 
дейилади ва  

Ff:E →  ёки yx
f

→ ,     ( )FyEx ∈∈ ,  
каби белгиланади. Бунда E  тўплам f  акслантиришнинг аниқланиш 
тўплами дейилади. 

1-мисол. Ушбу  { }...3,2,1,=N  ва 






=′ ...,

3

1
,

2

1
1,N  тўпламлар 

берилган бўлсин. 

1) ҳар бир натурал ( )Nnn ∈  сонга  
n

1
 







 ′∈ N
n

1
сонни  мос қўйсак, 

унда 

n
n,NNf

f 1
: →′→  

акслантириш ҳосил бўлади. Уни ( )
n

nf
1=  каби ҳам ёзилади. 

2) ҳар бир натурал сон ( )Nnn ∈  сонга 
2

1

n
  







 ′∈ N
n2

1
сонни  мос 

қўйсак, унда  

2

1
:

n
n,NN

ϕ
ϕ →′→  

акслантиришга эга бўламиз:  
2

1
)(

n
n =ϕ . 

3) ҳар бир натурал ( )Nnn ∈  сонга )1(1 N ′∈  сонини  мос қўйиш 
натижасида 

1:
g

n,NNg →′→  
акслантириш ҳосил бўлади: 1)( =ng . 

Айтайлик,  
FEf →:  

акслантириш берилган бўлсин. Ex ∈  элементга мос қўйилган Fy ∈  элемент 
x  нинг акси (образи) дейилади ва ( )xfy =   каби белгиланади. 

Энди  Fy ∈  элементни олайлик. E  тўпламнинг шундай x  
элементларини қараймизки, ( ) yxf =  бўлсин. Бундай Ex∈  элементлар Ey ∈  

нинг асли (прообрази) дейилади ва )(1 yf −  каби белгиланади: 
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{ }.yxf|Exyf =∈=− )()(1  
Агар EA ⊂  бўлса, ушбу  

{ }Ax|xf ∈)(  
тўплам A  тўпламнинг F  даги акси дейилади ва ( )Af  каби белгиланади: 

( ) ( ){ }AxxfAf ∈= . 

Агар FB ⊂  бўлса, ушбу 
})({ Bxf|Ex ∈∈  

тўплам B  тўпламнинг E  даги асли дейилади ва ( )Bf 1−  каби белгиланади: 

( ) { }Bxf|ExBf ∈∈=− )(1 . 
2-мисол. Фараз қилайлик, ...},,...,3,2,1{ nN = ва }1,1{ +−M  тўпламлар 

берилган бўлиб, ушбу 
MNf →:  

акслантириш қуйидаги 
nnf )1()( −=  

кўринишда бўлсин.  
Равшанки, N∈5  нинг акси ( ) 15 −=f ; M∈1  нинг асли эса 

...},6,4,2{)1(1 =−f  бўлади. Шунингдек, NA ⊂= }4,3{  тўпламнинг акси 
MAf =−= }1,1{)( , MB ⊂−= }1{  тўпламнинг асли эса  

( ) ...},5,3,1{1 =− Bf  
бўлади. 

Фараз қилайлик, A  ва B  тўпламлари F  тўпламнинг қисмий 
тўпламлари бўлсин: FBFA ⊂⊂ , . Унда 

( ) ( ) ( )ΒΑ= −−− 111 ffBAf ΙΙ                (1) 
бўлади. 

◄ Айтайлик, ( )BAfx Ι1−∈  бўлсин. Унда ( ) BAxf Ι∈  бўлиб, Axf ∈)(  

ва Bxf ∈)(  бўлади. Кейинги муносабатлардан ( ) ( )BfxAfx 11 , −− ∈∈  

бўлиши келиб чиқади. Демак, ( ) ( )BfAfx 11 −−∈ Ι . Бундан эса 

)()()( 111 BfAfBAf −−− ⊂ ΙΙ         (2) 
бўлишини топамиз. 

Айтайлик, )()( 11 BfAfx −−∈ Ι  бўлсин. Унда )(1 Afx −∈  ва )(1 Bfx −∈  
бўлиб, BxfAxf ∈∈ )(,)(  бўлади. Натижаси BAxf Ι∈)(  бўлиб, ундан 

)(1 BAfx Ι−∈  бўлишини топамиз. Бу эса 

)()()( 111 BAfBfAf ΙΙ −−− ⊂            (3) 
бўлишини билдиради. 

(2) ва (3) муносабатлардан (1) тенгликнинг ўринли бўлиши келиб 
чиқади. ► 

Юқоридагидек, 
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)()()( 111 BfAfBAf −−− = ΥΥ , 
)()()( BfAfBAf ΥΥ =  

тенгликларнинг ўринли бўлиши исботланади. 
20. Акслантиришнинг турлари.  Айтайлик,  

FEf →:              (4) 
акслантириш берилган бўлиб, )(Ef  эса E  тўпламнинг акси бўлсин: 

{ }.|)()( ExxfEf ∈=  
2-таъриф. Агар (4) акслантиришда  

FEf ⊂)(  
бўлса, (4) акслантириш E   тўпламни F  тўпламнинг ичига акслантириш 
дейилади. 

Масалан, 







=′= ...,

3

1
,

2

1
,1...},,3,2,1{ NN  

тўпламлари учун ушбу 

n
nNNf

f

3

1
,: →′→  

акслантириш N  тўпламни N ′  тўпламнинг ичига акслантириш бўлади. 
3-таъриф.  Агар (4) акслантиришда 

FEf =)(  
бўлса, (4) акслантириш Е тўпламни F  тўпламнинг устига акслантириш 
(сюръектив акслантириш) дейилади. 

Масалан,  
}1,1{,...},3,2,1{ −== MN  

тўпламлари учун 

n
f

n )1(−→  
акслантириш N  тўпламни M  тўпламнинг устига акслантириш бўлади. 

4-таъриф. Агар (4) устига акслантириш бўлиб, бу акслантириш E  
тўпламнинг турли элементларини F  тўплам-нинг турли элементларига 
акслантирса, (4) инъектив акслан-тириш дейилади. 

5-таъриф. Агар (4) устига акслантириш бўлиб, у инъектив акслантирш 
ҳам бўлса, (4) ўзаро бир қийматли акслантириш (мослик) дейилади. 

Масалан,  







=′= ...,

3

1
,

2

1
,1...},,3,2,1{ NN  

тўпламлар учун ушбу  

n
nNNf

f 1
,: →′→  

акслантириш ўзаро бир қийматли акслантириш бўлади. 
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6-таъриф. FEf →:  акслантириш ўзаро бир қийматли акслантириш 
бўлсин. F  тўпламнинг ҳар бир y , )( Fy ∈  элементига E  тўпламнинг битта x  
элементини )( Ex∈  мос қўядиган ва  

xxfgyg == ))(()(  
муносабат билан аниқланадиган 

EFg →:  
акслантириш FEf →:  га нисбатан тескари акслантириш дейилади ва 1−f  
каби белгиланади:  

EFf →− :1 . 
Демак, FEf →:  га тескари акслантириш мавжуд бўлиши учун: 
а) f  устига акслантириш, 
б) F  тўпламдан олинган ҳар бир у элементнинг E  тўп-ламдаги асли 

xxffyf == −− ))(()( 11  
ягона бўлиши керак. 

30. Эквивалент тўпламлар. Саноқли тўпламлар. Кўп ҳолда 
тўпламларни уларнинг ташкил этган элементлари сони бўйича ўзаро 
солиштиришга тўғри келади. Чекли тўпламлар солиштирилганда бир 
тўпламнинг элементлари сони иккинчисидан кўп, ёки кам, ёки уларнинг 
элементларининг сони бир-бирига тенг деган ҳулосага келинади. Бу ҳолда 
элементлари сони кўп бўлган тўпламни «қуввати» кўпроқ дейиш мумкин.  

Чексиз тўпламларни солиштиришда вазият бошқачароқ бўлади. Чексиз 
тўпламлар эквивалентлик тушунчаси ёрдами-да солиштирилади. 

7-таъриф. Агар FEf →:  ўзаро бир қийматли аксланти-риш (мослик) 
бўлса, E  ва F  эквивалент тўпламлар дейилади ва FE ~  каби белгиланади. 

Демак, E  ва F  тўпламларнинг эквивалентлиги  FE ~   уларнинг 
элементлари ўзаро бир қийматли мосликда эканлигини билдиради. 

Масалан,  
...},8,6,4,2{},...,4,3,2,1{ 1 == NN  

тўпламлар учун  

nn
f

2→  ,     )2,( 1NnNn ∈∈  
акслантириш ўзаро бир қийматли. Бинобарин,  

1~ NN  

бўлади. (Бу ҳолда nn 2↔  каби ёзилади). 
Айтайлик DBA ,,  тўпламлар берилган бўлсин. Унда 
 1)  AA ~ , 
 2)  ABBA ~~ ⇒ , 
 3)  DADBBA ~~,~ ⇒  

бўлади. Бу хоссаларнинг исботи юқорида келтирилган таърифдан келиб 
чиқади. 

Икки A  ва B  тўпламлари ўзаро эквивалент бўлса, уларни бир хил 
қувватли тўпламлар деб қаралади. 
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Демак, қувватни эквивалент тўпламларнинг миқдорий 
характеристикаси сифатида тушуниш мумкин. 

Чекли тўпламларнинг ўзаро эквивалентлиги уларнинг ташкил этган 
элементларининг сонини бир-бирига тенглигини билдиради. 

Умуман, A  ва B  чекли тўпламларнинг ўзаро эквивалент бўлиши учун 
уларнинг элементлари сони бир хил бўлиши зарур ва етарли: 

( ) ( )BnAnBA =⇔~ , 
бунда ( ) GGn −  тўпламнинг элементлари сони. 

8-таъриф.  Натурал сонлар тўплами N  га эквивалент  бўлган ҳар 
қандай тўплам саноқли тўплам дейилади. 

Масалан, ушбу 
...},,2...,,8,6,4,2{1 nN =  

,...},,...,64,27,8,1{ 3
2 nN =  

,...}
1

,...,
3

1
,

2

1
,1{3 n

N =  

тўпламлар саноқли тўпламлар бўлади, чунки 

1~,2 NNnn ↔ ;   

2
3 ~, NNnn ↔ ; 

3~,
1

NN
n

n ↔ .   

Натурал сонлар тўплами N  га эквивалент бўлган барча тўпламлар 
саноқли тўпламлар синфини ташкил этади. Бу синф тўпламларининг қуввати 
бир хил бўлади. 

Равшанки,  
NNNNNN ⊂⊂⊂ 321 ,,  

бўлади. Айни пайтда, юқорида кўрдикки,  

321 ~,~,~ NNNNNN . 
Бундай вазият (тўпламнинг қисми ўзига эквивалент бўлиши) фақат 

чексиз тўпламлардагина содир бўлади. 
Математик анализ курсида тайин E  ва F  тўпламлар учун 

FEf →:  акслантиришлар  ва уларнинг хоссалари ўрганилади.  
Даставвал юқоридаги тўпламлар сифатида ҳақиқий сонлар тўпламини 

оламиз ва унинг хоссаларини ўрганамиз. 
 

Машқлар 
 
1. Агар { } { }γβα ,,,, == BbaA  бўлса, А тўпламнинг B  тўпламга 

акслантиришлари сони 9 га тенг бўлиши исботлансин. 
2. Айтайлик, A  саноқли тўплам бўлиб, Ax ∉  бўлсин. У ҳолда  

{ } AxA ~Υ  бўлиши исботлансин. 
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3-маъруза 
Хақиқий сонлар 

 
Сон тушунчаси узоқ ўтмишдан маълум. Одамлар санаш тақозоси билан 

дастлаб 1, 2, 3, ... - натурал сонларни қўлла-ганлар. Сўнгра манфий сон, 
рационал сон ва ниҳоят, ҳақиқий сон тушунчаси киритилган ва ўрганилган. 

Биз ўқувчига ўрта мактаб, коллеж ва лицейларда математика курсидан 
натурал, бутун, рационал сонларни, улар устида бажариладиган амалларни, 
амалларнинг хоссаларини, шунингдек тўғри чизиқда (сонлар ўқида) 
геометрик ифодаланишини маълум деб ҳисоблаймиз. 

Ҳақиқий сонларнинг математик анализ курсида муҳимлигини 
эътиборга олиб, улар ҳақидаги маълумотларни талаб даражасида баён этамиз. 

10. Рационал сонлар ва чексиз даврий ўнли касрлар. 

Фараз қилайлик, 
q

p
 бирор мусбат рационал сон бўлсин. Бўлиш 

қоидасидан фойдаланиб p  бутун сонни q  га бўламиз. Агар p  ни q  га бўлиш 
жараёнида бирор қадамдан кейин қолдиқ нолга тенг бўлса, у ҳолда бўлиш 

жараён тўхтаб, 
q

p
 каср ўнли касрга айланади. Одатда, бундай ўнли каср 

чекли ўнли каср дейилади. Масалан, 
40

59
 касрда 59 ни 40 га бўлиб, уни 1,475 

бўлишини топамиз: 

475,1
40

59 = . 

Агар p  ни q  га бўлиш жараёни чексиз давом этса, маълум қадамдан 
кейин юқорида айтилган қолдиқлардан бири яна бир марта учрайди, сўнг 
ундан олдинги рақамлар мос тартибда такрорланади. 

Одатда бундай каср чексиз даврий ўнли каср дейилади. 
Такрорланадиган рақамлар (рақамлар бирлашмаси) ўнли касрнинг даври 
бўлади. 

Масалан, 
3

1
 касрда 1 ни 3 га бўлиб, 0,333... бўлишини топамиз; 

...333,0
3

1 =  

 
Ушбу 

0,333... ,  1,4777... ,  2,131313... 
касрлар чексиз даврий ўнли касрлардир. Уларнинг даври мос равишда 3, 7, 
13 бўлади ва бу чексиз даврий ўнли касрлар қуйидагича  

0,(3),  1,4(7),  2,(13) 
ёзилади; 

0,333...  (3)0, =  
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1,4777...  1,4(7)=  
.2,131313..  (13)2, =  . 

Шуни таъкидлаймизки, даври 9 га тенг бўлган чексиз даврий ўнли 
касрни чекли ўнли каср қилиб ёзилади.  

Масалан,  
, 0,5  0,4(9)  0,4999... ==  

2,72  2,71(9)  2,71999... == . 
Ҳар қандай чекли ўнли касрни ноллар билан давом эттириб чексиз 

даврий ўнли каср кўринишида ёзиш мумкин. 
Масалан, 

1,4(0)  1,4000...  1,4 ==  
0,75(0)  0,75000...  0,75 == . 

Демак, ҳар қандай 
q

p
 рационал сон чексиз даврий ўнли каср 

кўринишида ифодаланади. Аксинча, ҳар қандай чексиз даврий ўнли касрни 

q

p
 кўринишида ёзиш мумкин. 

Масалан, ушбу   
...7,31060606  7,31(06)  ,  0,333...  (3)0, ==  

чексиз даврий ўнли касрларни қарайлик. Аввало уларни  

...
10

3

10

3

10

3
0)3(,0

32
++++=  , 

...
10

6

10

6

10

1

10

3
7)06(31,7

642
+++++=  

кўринишда ёзиб, сўнг чексиз камаювчи геометрик прогрес-сия йиғиндиси 
формуласидан фойдаланиб топамиз: 

3

1

9

10

10

3

10

1
1

10

3

...333,0)3(,0 =⋅=
−

==  ,   

.
132

965

33

2
731

100

1
                        

99

6

100

1

100

731

10

1
1

10

1

100

731
...31060606,7)06(31,7

2

4

=






 +=

=⋅+=
−

+==
 

Демак, ихтиёрий рационал сон чексиз даврий ўнли каср орқали ва 
аксинча, ихтиёрий чексиз даврий ўнли каср рационал сон орқали 
ифодаланади. 

20. Ҳақиқий сон тушунчаси.  Чексиз даврий бўлмаган ўнли касрлар 
ҳам бўлади. Бу кесмаларни ўлчаш жараёнида юзага келишини кўрсатамиз. 
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Фараз қилайлик, бирор J  кесма ҳамда ўлчов бирлиги, масалан метр 
берилган бўлсин. J  кесманинг узунлигини ҳисоблаш талаб этилсин. 

Айтайлик, 1 метр J  кесмада 5 марта бутун жойлашиб, кесманинг 1J  
қисми ортиб қолсин. Равшанки 1J  нинг узунлиги 1 метрдан кам бўлади. Бу 
ҳолда J  кесманинг узунлигини тахминан 5 м. га тенг деб олиш мумкин: 

J  узунлиги ≈5 м. 

Агар бу аниқлик етарли бўлмаса, ўлчов бирлигининг 
10

1
 қисмини, яъни 

1 дм. ни олиб, уни J1 кесмага жойлаш-тирамиз. Айтайлик, 1 дм. 1J  кесмада 7 
марта бутунлай жойлашиб, 1J  кесманинг 2J  қисми ортиб қолсин. Бунда 2J  
нинг узунлиги 1 дм. дан кичик бўлади. Бу ҳолда J  кесманинг узунлиги 
тахминан 5,7 м га тенг деб олиниши мумкин: 

J узунлиги ≈5,7 м. 
Бу жараённи давом эттира бориш натижасида икки ҳолга дуч келамиз: 
1) бирор қадамдан кейин, масалан 1+n  қадамдан кейин ўлчов 

бирлигининг
n10

1
 қисми nJ  кесмага nα  марта бутунлай жойлашади. Бу ҳолда 

ўлчов жараёни тўхтатилиб,  
J  узунлиги 321

ракамта

...7,5
n

nα=  

бўлиши топилади. 
2) ўлчам жараёни тўхтовсиз давом (чексиз давом) этади. Бу ҳолда J 

кесманинг узунлигининг аниқ қиймати деб ушбу  

nα...7,5 ... 
чексиз ўнли каср олинади: 

J  узунлиги nα...7,5= ... 
Айтайлик, тўғри чизиқда бирор O  нуқта (координата боши) ҳамда 

ўлчов бирлиги тайинланган бўлсин. У ҳолда O  нуқтадан ўнгда  жойлашган 
ҳар бир P  нуқтага, OP  кесмани ўлчаш натижасида ҳосил бўлган ушбу 

......, 210 nαααα  чексиз ўнли касрни мос қўйиш мумкин. Бунда  
},0{0 ΥN∈α .1},9,8,7,6,5,4,3,2,1,0{ ≥∈ nnα  

Бу мослик ўзаро бир қийматли мослик бўлади. Равшанки, юқоридаги 
чексиз ўнли касрлар орасида чексиз даврий ўнли касрлар бўлиб, улар манфий 
бўлмаган рационал сонлар бўлади. Қолган касрлар эса рационал сонлар 
бўлмайди. 

1-таъриф.  Ушбу 
......, 210 na αααα= . , 

кўринишидаги чексиз ўнли каср манфий бўлмаган ҳақиқий сон дейилади, 
бунда },0{0 ΥN∈α  .1},9,8,7,6,5,4,3,2,1,0{ ≥∈ nnα  

Агар 0;0 >≥∃ nn α  бўлса, у мусбат ҳақиқий сон дейилади. 
Манфий ҳақиқий соннинг «–» ишора билан олингани мусбат ҳақиқий 

сон сифатида таърифланади.  
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Барча ҳақиқий сонлардан иборат тўплам R  ҳарфи билан белгиланади. 
Барча натурал сонлар тўплами N , рационал сонлар тўплами Q , 

ҳақиқий сонлар тўплами R  учун RQN ⊂⊂  бўлади. 
2-таъриф.  Ушбу  

QR \  
тўплам элементи (сон) иррационал сон дейилади.  

Биз юқорида, даври «9» га тенг бўлган чексиз даврий ўнли касрни 
чекли ўнли каср қилиб олинишини айтган эдик. Бунинг оқибатида битта сон 

икки кўринишга, масалан, 
2

1
 сони  

...5000,0
2

1 =  

...4999,0
2

1 =  

кўринишларга эга бўлиб қолади. 
Умуман, ( )0...,,, 210 ≠nn ααααα  рационал сон ушбу, 
1) ( ) ...,9991...,,, 1210 −− nn ααααα  
2) ...,000...,,, 210 nαααα  икки кўринишда ёзилиши мумкин. Ҳақиқий 

сонларни солиштиришда рационал соннинг 1)- кўринишидан фойдаланамиз. 
Иккита манфий бўлмаган  

......, 210 na αααα= . , 
......., 210 nb ββββ=  

ҳақиқий сонлар берилган бўлсин. 
3-таъриф. Агар 0≥∀n  да nn βα = ,яъни  

,... ..., ,  ,  , 221100 nn βαβαβαβα ====  
бўлса, a  ва b  сонлар тенг дейилади ва ba =  каби ёзилади. 

4-таъриф. Агар  
,... ..., ,  ,  , 221100 nn βαβαβαβα ====  

тенгликларнинг ҳеч бўлмаганда биттаси бажарилмаса ва биринчи 
бажарилмаган тенглик kn =  да содир бўлса, у ҳолда: 

kk βα >  бўлганда a  сони b  сонидан катта дейилади ва ba >  каби 
белгиланади. 

kk βα <  бўлганда a  сони b  сонидан кичик дейилади ва  ba <  каби 
белгиланади. 

Айтайлик, тўғри чизиқ, унда тайин олинган O  нуқта (координата 
боши) ва ўлчов бирлиги берилган бўлсин. 

Ҳақиқий сонлар тўплами R  билан тўғри чизиқ нуқталари орасидаги 
бир қийматли мослик ўрнатиш мумкин: 

O  нуқтадан ўнгда жойлашган P  нуқтага OP  кесманинг узунлигига 
тенг x  сони мос қўйилади ( x  сон P  нуқтанинг координатаси дейилади); 

O  нуқтадан чапда жойлашган Q  нуқтага QO  кесманинг узунлигига 
тенг x  сонининг минус ишораси билан олинган  x−  сони мос қўйилади; 
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O  нуқтага нол сони мос қўйилади. 
Архимед аксиомаси.  Ихтиёрий чекли ҳақиқий а сони учун шундай 

натурал m сони топиладики,  
am >  

бўлади. 
◄ Айтайлик,  

0......, 210 >= na αααα ,     
 

бўлсин. Nmm ∈+= ,10α  деб олинса, унда 3-таъриф биноан ma <  бўлади 
► 

Курс давомида тез-тез учраб турадиган ҳақиқий сонлар тўпламларини 
келтирамиз.  

Айтайлик, baRbRa <∈∈ ,,   бўлсин: 
 [ ] }|{, bxaRxba ≤≤∈=  – сегмент дейилади, 
 ( ) }|{, bxaRxba <<∈=  – интервал дейилади, 
 [ ) }|{, bxaRxba <≤∈=  – ярим интервал дейилади, 
 ( ] }|{, bxaRxba ≤<∈=  – ярим интервал. дейилади. 
Бунда a  ва b  сонлар [ ] ( ) [ ) ( ]babababa ,,,,,,,  ларнинг чегаралари 

дейилади. 
Шунингдек, 

[ ) },|{, axRxa ≥∈=+∞  
( ) },|{, axRxa <∈=∞−  

( ) R=∞∞− ,  
деб қараймиз. 

Фараз қилайлик, a  ва b  ихтиёрий ҳақиқий сонлар бўлиб, ba <  бўлсин. 
У ҳолда 

( ) ∅≠ba,  
бўлади. 

◄ Ҳақиқатдан ҳам, 
0......, 210 ≥= na αααα      

......., 210 nb ββββ=  
бўлиб, 0≥m  учун 

111100 ,..., −− === mm βαβαβα   ва mm βα <  
бўлсин. Агар к натурал сон m дан катта сонлар ичида энг кичиги бўлса, 
( )9<kα  унда 

( )1......, 1210 += + kmmr αααααα  
рационал сон учун bra <<  бўлади. Демак,  ( ) ∅≠ba,  ► 

 
Машқлар 

 



 18 

1. Ушбу 32 =x  тенгликни қаноатлантирувчи рационал соннинг мавжуд 
эмаслиги исботлансин. 

2. Агар QRQr \, ∈∈ α  бўлса, QRr \∈+α  бўлиши кўрсатил-син. 
3. RcRbRa ∈∀∈∀∈∀ ,,  сонлари учун  

cacbba >⇒>> ,  
бўлиши исботлансин. 

 
 
 
 
 

4-маъруза 
Ҳақиқий сонлар тўпламининг чегаралари 

 
Ҳақиқий сонлар тўпламининг чегараланганлиги, тўплам-нинг аниқ 

чегаралари тушунчалари математик анализ курси-да муҳим рол ўйнайди. 
10. Сонлар тўпламининг аниқ чегаралари. Бирор RЕ ⊂  тўплам 

берилган бўлсин.  
1-таъриф. Агар E  тўпламнинг шундай 0x  элементи )( 0 Ex ∈  

топилсаки, E  тўпламнинг ихтиёрий x элементлари учун  

0xх ≤  
тенгсизлик бажарилса, яъни  

00 :, xxExEx ≤∈∀∈∃  
бўлса, 0x сони E  тўпламнинг энг катта элементи дейилади ва  

Ex max0 =  
каби белгиланади. 

2-таъриф. Агар E  тўпламнинг шундай 0x элементи )( 0 Ex ∈  
топилсаки, E   тўпламнинг ихтиёрий x  элементлари учун  

0xх ≥  
тенгсизлик бажарилса, яъни  

00 :, xxExEx ≥∈∀∈∃  
бўлса, 0x  сони E  тўпламнинг энг кичик элементи дейилади ва  

Ex min0 =  
каби белгиланади. 

 Масалан, 

{ } 1...,,...,3,2,1min

1...,
1

,...,
3

1
,

2

1
,1max

=

=








n

n  

бўлади. 
3-таъриф. Агар шундай M  сони )( RM ∈  топилсаки, E  тўпламнинг 

ихтиёрий x  элементлари учун 



 19 

Мх ≤  
тенгсизлик бажарилса, яъни 

MxExRМ ≤∈∀∈∃ :,  
бўлса, E  тўплам юқоридан чегараланган дейилади, M  сони тўпламнинг 
юқори чегараси дейилади. 

4-таъриф. Агар шундай m  сони )( Rm ∈  топилсаки, E  тўпламнинг 
ихтиёрий x  элементлари учун  

mx ≥  
тенгсизлик бажарилса,  яъни  

mxExRm ≥∈∀∈∃ :,  
бўлса, E  тўплам қуйидан чегараланган дейилади, m  сони тўпламнинг 
қуйи чегараси дейилади. 

Равшанки, тўплам юқоридан чегараланган бўлса, унинг юқори 
чегаралари чексиз кўп, шунингдек қуйидан чегаралан-ган бўлса, унинг қуйи 
чегаралари чексиз кўп бўлади. 

5-таъриф. Агар RE ⊂  тўплам ҳам қуйидан, ҳам юқоридан 
чегараланган бўлса, E  чегараланган тўплам дейилади. 

6-таъриф. Агар ихтиёрий M  сони )( RM ∈  олинганда ҳам шундай 

0x элементи )( 0 Ex ∈  топилсаки,  
Мх >0  

тенгсизлик бажарилса, яъни 
MxExRМ >∈∃∈∀ 00 :,  

бўлса, E  тўплам юқоридан чегараланмаган дейилади. 
7-таъриф. Агар ихтиёрий m  сони  )( Rm ∈  олинганда ҳам шундай 0x  

элементи )( 0 Ex ∈  топилсаки,  
mx <0  

тенгсизлик бажарилса, яъни 
mxExRm <∈∃∈∀ 00 :,  

бўлса, E  тўплам қуйидан чегараланмаган дейилади. 
Масалан, 
1) }0,1,2{...,1 −−=E  тўплам юқоридан чегараланган; 
2) ...},3,2,1{2 =E  тўплам қуйидан чегараланган; 

3) 






= ...,

3

1
,

2

1
,13E  тўплам чегараланган; 

4) { }04 >∈= xRxE  тўплам юқоридан чегараланмаган; 

5) { }05 <∈= xRxE  тўплам қуйидан чегараланмаган бўлади. 

Энди сонлар тўпламининг аниқ юқори ҳамда аниқ қуйи чегаралари 
тушунчаларини келтирамиз. 

Айтайлик, RE ⊂  тўплам ва Ra ∈  сони берилган бўлсин. 
8-таъриф. Агар 
1) a  сони E  тўпламнинг юқори чегараси бўлса, 
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2) E  тўпламнинг ихтиёрий юқори чегараси M  учун Мa ≤  тенгсизлик 
бажарилса, a  сони E  тўпламнинг аниқ юқори чегараси дейилади ва Esup  
каби белгиланади:  

Ea sup= . 
Демак, E  тўпламнинг аниқ юқори чегараси, унинг юқори чегаралари 

орасида энг кичиги бўлади. 
9-таъриф. Фараз қилайлик, RE ⊂  тўплам ва Rb ∈  сони берилган 

бўлсин.  Агар 
1) b  сон E  тўпламнинг қуйи чегараси бўлса, 
2) E  тўпламнинг ихтиёрий қуйи чегараси m  учун mb ≥  тенгсизлик 

бажарилса, b  сони E  тўпламнинг аниқ қуйи чегараси дейилади ва Einf  
каби белгиланади:  

Eb inf= . 
Демак, E  тўпламнинг аниқ қуйи чегараси, унинг қуйи чегаралари 

орасида энг каттаси бўлади. 
“sup” ва “inf” лар лотинча “supremum” ва “infimum” сўзларидан 

олинган бўлиб, улар мос равишда энг юқори, энг қуйи деган маъноларни 
англатади. 

1-теорема. Фараз қилайлик, RE ⊂  тўплам ва Ra ∈  сони  берилган 
бўлсин. a сони  E   тўпламнинг аниқ юқори чегараси бўлиши учун 

1) a  сони E  тўпламнинг  юқори чегараси, 
2) a  сонидан кичик бўлган ихтиёрий )( a<αα  учун E  тўпламда 

α>x  тенгсизликни қаноатлантирувчи x  сонининг топилиши зарур ва 
етарли. 

◄  Зарурлиги. Айтайлик, 
Ea sup=  

бўлсин. 8-таърифга биноан: 
1) Ex ∈∀  учун ax ≤ ,  яъни a  сони E  тўпламнинг юқори чегараси; 
2)  a  сони юқори чегаралар орасида энг кичиги. Бинобарин, a  дан 

кичик α  сони учун α>x  бўлган  Ex ∈  сони топилади. 
Етарлилиги. Теореманинг иккала шарти бажарилсин. Бу ҳолда, 

равшанки, a<α  шартни қаноатлантирувчи ҳар қандай  α  сони E  
тўпламнинг юқори чегараси бўлолмайди. Демак, a - тўпламнинг юқори 
чегаралари  орасида энг кичиги. Унда таърифга кўра 

Ea sup=  
бўлади. ► 

Худди шунга ўхшаш қуйидаги теорема исботланади. 
2-теорема. Фараз қилайлик, RE ⊂  тўплам ва Rb ∈  сони берилган 

бўлсин. b  сони  E   тўпламнинг аниқ  қуйи  чегараси бўлиши учун 
1)  b  сони E  тўпламнинг қуйи чегараси, 
2) b  сонидан катта бўлган ихтиёрий )( b>ββ  учун E  тўпламда  

β<x  тенгсизликни қаноатлантирувчи x  сонининг топилиши зарур ва 
етарли.       

Эслатма. Агар RE ⊂  тўплам юқоридан чегараланмаган бўлса, у ҳолда 
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+∞=Esup , 
қуйидан чегараланмаган бўлса, у ҳолда 

−∞=Einf  
деб олинади. 

20.  Аниқ чегараларнинг мавжудлиги.   
Айтайлик,  

......, 210 nααααα =  
мусбат ҳақиқий сон бўлсин, бунда 

.1},9,8,7,6,5,4,3,2,1,0{,}0{ 00 ≥=∈∈ nNN nαα Υ  
Ушбу 

n
n

nn

n
n

nn

b

a

10

1
...

1010
)1...(,

,
10

...
1010

...,

2
21

0210

2
21

0210

+
++++=+=

++++==

αααααααα

αααααααα
 

рационал сонлар учун 

nn ba <≤ α  
бўлади. 

Демак, ихтиёрий ҳақиқий сон олинганда шундай иккита рационал сон 
топиладики, улардан бири шу ҳақиқий сондан кичик ёки тенг, иккинчиси эса 
катта бўлади. 

Энди сонлар тўпламининг аниқ чегараларининг мавжудлиги ҳақидаги 
теоремаларни келтирамиз. 

3-теорема. Агар бўш бўлмаган тўплам юқоридан чегараланган бўлса, 
унинг аниқ юқори  чегараси мавжуд бўлади. 

Бу теоремани 
∅≠∞+⊂ EЕ ),,0[  

тўплам учун исботлаймиз. 
◄ E  тўплам юқоридан чегараланган бўлсин: 

.:, MxExRM ≤∈∀∈∃  
Архимед аксиомасини эътиборга олиб, NM ∈ дейиш мумкин. 
Энди E  тўплам  

)(..., 210 Е∈= ααααα  
элементларининг бутун қисмларидан, яъни 0α ларидан иборат тўпламни 0F  
дейлик: 

{ }ENF ∈=∈= ...,|,}0{ 21000 ααααα Υ . 
Бу тўплам ҳам юқоридан M сони билан чегараланган ва .0 ∅≠F  

Равшанки, }0{0 ΥNF ⊂ . Бундан 0F  тўпламнинг чекли эканлигини топамиз. 
Демак, 0F  тўпламнинг энг катта элементи мавжуд. Уни 0c  дейлик: 

00max cF =                                        (1) 
E  тўпламнинг  

..., 210 ααc  
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кўринишдаги барча элементларидан иборат тўпламни 0E  деб оламиз: 
}...,{ 2100 EcE ∈= αα . 

Равшанки,  ., 00 ∅≠⊂ EEE  
Энди 0E  тўплам  

..., 210 ααc  
элементларининг 1α  ларидан иборат тўпламни олиб, уни 1F  дейлик: 

}....,|}9...,,2,1,0{{ 0.21011 EcF ∈∈= ααα  
Бу чекли тўплам бўлиб,  ∅≠1F  бўлади. Шунинг учун унинг энг катта 

элементи мавжуд. Уни  1c  деб оламиз: 

11max cF =                    (2) 

0E  тўпламнинг 
..., 3210 ααсc  

кўринишдаги барча элементларидан иборат тўпламни 1E   деб оламиз: 
}....,{ 03.2101 EccE ∈= αα  

Равшанки,  ∅≠⊂ 101 , EEE . 
Энди 1E  тўплам  

..., 3210 ααсc  

элементларининг 2α  ларидан иборат тўпламни олиб,  уни  2F  дейлик: 

}....,,|}9...,,2,1,0{{ 1.21012 EccF ∈∈= αα  
Бу тўплам ҳам чекли ва ∅≠2F  бўлиб, унинг энг катта элементи 

мавжуд: 
    22max cF =                  (3) 

1E  тўпламнинг 
..., 3210 αссc  

кўринишдаги барча элементларидан иборат тўпламни 2E   деб оламиз: 
}...,{ 132102 EcccE ∈= α  

Бу жараённи давом эттира бориш  натижасида  
......, 210 ncссca =  

ҳақиқий сон ҳосил бўлади. 
Энди E  тўплам ва бу a  сон учун 1-теореманинг иккала шартларини 

бажарилишини кўрсатамиз: 
1) Юқоридаги (1) муносабатга кўра E∈∀ ..., 3210 αααα  учун 00 с≤α  

бўлади. 
Агар 00 с<α  бўлса, у ҳолда a<..., 210 ααα  бўлади. 
Агар 00 с=α  бўлса, у ҳолда 0210 ..., Ec ∈αα  бўлиб, (2) муноса-батга 

кўра 11 с≤α  бўлади. 
Агар 11 с<α  бўлса у ҳолда a<..., 210 ααα  бўлади. 
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Агар 11 с=α  бўлса, у ҳолда 1210 ..., Eсc ∈α  бўлиб, (3) муносабатга кўра 

22 с≤α  бўлади. 
Бу жараённи давом эттириш натижасида икки ҳолга дуч келамиз: 
а) шундай  0≥n  топиладики, 

nnnn cccc <=== −− αααα ,...,, 111100  
бўлиб, a<..., 210 ααα  бўлади. 

б) ихтиёрий 0≥n  да   nn с=α   бўлиб, a=..., 210 ααα  бўлади. 
Демак, ҳар доим a≤..., 210 ααα   муносабат ўринли бўлади; 
2) a  сондан кичик бўлган ихтиёрий 

......, 210 nβββββ =  
ҳақиқий сонни олайлик: 

......,......, 210210 nn сссс<ββββ  
Унда шундай 0≥n  топиладики, 

nnnn cccc <=== −− ββββ ,...,, 111100  
бўлади. Шуни эътиборга олиб, ЕЕх n ⊂∈∀  учун  

......, 210 nx ββββ>  
бўлишини топамиз. 

Шундай қилиб теоремада келтирилган E  тўплам ва a  сони учун 1-
теореманинг иккала шартининг бажарилиши кўрсатилди. Унда 1-теоремага 
мувофиқ E  тўпламнинг аниқ юқори  чегараси мавжуд ва  

Ea sup=  
бўлиши келиб чиқади. ► 

Худди шунга ўхшаш қуйидаги теорема исботланади. 
4-теорема. Агар бўш бўлмаган тўплам қуйидан чегараланган бўлса, 

унинг аниқ қуйи чегараси мавжуд бўлади. 
Эслатма. Тўпламнинг аниқ қуйи ҳамда аниқ юқори чегаралари шу 

тўпламга тегишли бўлиши ҳам мумкин, тегишли бўлмаслиги ҳам мумкин. 
 

Машқлар 
 
1. Агар A  ва B  тўпламлари  ),( RBRA ⊂⊂   чегараланган бўлиб, 

BA ⊂  бўлса,  
BABA infinf,supsup ≥≤  

бўлиши исботлансин. 
2. Агар )( RAAx ⊂∈∀  учун )( Rx ∈≤ αα  бўлса, α≤Asup  бўлиши 

исботлансин. 
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5-маъруза 
Ҳақиқий сонлар устида амаллар 

 
10. Икки ҳақиқий сонлар йиғиндиси, айирмаси, кўпайт-маси ва 

нисбати. Аввал айтганимиздек, рационал сонлар устида, хусусан чекли ўнли 
касрлар устида бажариладиган амаллар ва уларнинг  хоссалари маълум деб 
ҳисоблаймиз. 

Айтайлик, иккита мусбат 

......,

......,

210

210

n

n

b

a

ββββ
αααα

=
=

 

ҳақиқий сонлар берилган бўлсин. Унда  0≥n  бўлганда ушбу 

n
n

nn

n
n

nn

aaa
aaaaaа

aaa
aaaaaа

10

1
...

1010
)1(...,

,
10

...
1010

...,

2
21

0210
''

2
21

0210
'

+
++++=+=

++++==
 

рационал сонлар учун 
,'''

nn aaa ≤≤                                   (1) 
шунингдек, 

,
10

...
1010

...,
2
21

0210
'

n
n

nnb
ββββββββ ++++==  

n
n

nnb
10

1
...

1010
)1(...,

2
21

0210
'' +

++++=+=
ββββββββ  

рационал сонлар учун 
'''

nn bbb ≤≤                                  (2) 
бўлади. 

Энди (1) ва (2) тенгсизликларни қаноатлантирувчи  рационал 
сонларнинг йиғиндиси ''

nn ba +  лардан иборат { ''
nn ba + } тўпламни қараймиз. 
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Равшанки, бу тўплам юқоридан чегараланган. Унда 4-маърузадаги 3-
теоремага кўра { ''

nn ba + } тўпламнинг аниқ юқори чегараси мавжуд бўлади. 

1-таъриф. { ''
nn ba + } тўпламнинг аниқ юқори чегараси a  ва b  ҳақиқий 

сонлар йигиндиси  дейилади ва  ba +   каби белгиланади: 
}.{sup ''

0
nn

n
babа +=+

≥
 

(1) ва (2) тенгсизликларни қаноатлантирувчи рационал сонларнинг 
кўпайтмаси ''

nn ba ⋅  лардан иборат { ''
nn ba ⋅ } тўпламни қараймиз. Бу тўплам 

юқоридан чегараланган бўлади. Шунинг учун унинг аниқ юқори чегараси 
мавжуд бўлади.  

2-таъриф. { ''
nn ba ⋅ } тўпламнинг аниқ юқори чегараси a  ва b  ҳақиқий 

сонлар кўпайтмаси дейилади ва  ba ⋅  каби белгиланади. 
}.{sup ''

0
nn

n
babа ⋅=⋅

≥
 

(1) ва (2) тенгсизликларни қаноатлантирувчи рационал сонларнинг 

нисбати 
''

'

n

n

b

а
 лардан иборат 









''

'

n

n

b

а
 тўплам юқоридан чегараланган бўлади.  

3-таъриф. 








''

'

n

n

b

а
 тўпламнинг аниқ юқори чегараси a  сонининг b  

сонига нисбати дейилади ва 
b

а
 каби белгиланади.              

.sup
''

'

0 







=
≥ n

n

n b

а

b

а
 

Айтайлик a  ва b  мусбат  ҳақиқий сонлар бўлиб,  ba >  бўлсин. 
4-таъриф. { '''

nn ba − } тўпламнинг аниқ юқори чегараси a  сонидан b  
сонининг айирмаси дейилади ва  ba −  каби белгиланади. 

}.{sup '''

0
nn

n
babа −=−

≥
 

Эслатма. 1) Ҳақиқий сонлар устида бажариладиган қўшиш, 
кўпайтириш, айириш ва бўлиш амалларини тўплам-нинг аниқ қуйи чегараси 
орқали ҳам таърифлаш мумкин. 

Масалан, a  ва b  ҳақиқий сонлар йиғиндиси қуйидагича  
таърифланади: 

}{inf ''''

0
nn

n
babа +=+

≥
. 

Ҳақиқий сонларда, юқорида киритилган амаллар ўрта мактаб 
математика курсида ўрганилган амалларнинг барча хоссаларга эга. 

20. Ҳақиқий соннинг даражаси. Аввал ҳақиқий соннинг 0-ҳамда n - 
даражалари  ( Nn ∈ )  қуйидагича 
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)(,...

,1

та

0

Nnaaaa

а

n

n ∈⋅⋅⋅=

=

434 21
   

аниқланишини  таъкидлаймиз. 
Теорема (исботсиз). Фараз қилайлик, 0>a  ва Nn ∈  бўлсин. У ҳолда 

шундай ягона мусбат x  сони топиладики, 
ax n =  

бўлади. 
5-таъриф. Мусбат ҳақиқий a  сонининг n  даражали илдизи деб ушбу 

ax n =  
тенгликни  қаноатлантирувчи ягона x  сонига айтилади ва  

nn aax
1

==  
каби белгиланади. 

Айтайлик, a  мусбат ҳақиқий сон, r  эса мусбат рационал сон бўлсин: 

Nnm
n

m
ra ∈=> ,,,0 . 

Бу ҳолда a  сонининг r - даражаси қуйидагича 

( )nmr aа
1

=  
аниқланади.   

6-таъриф. Фараз қилайлик, 0,1 >> ba  ҳақиқий сонлари берилган 

бўлсин, a  сонининг −b даражаси деб ушбу { }'
nba  тўпламнинг аниқ юқори 

чегарасига айтилади: 

{ }.sup
'

0

nb

n

b аа
≥

=  бунда ...,...,,,,...,,, 210210 nnn bb ββββββββ ==′  

30. Ҳақиқий соннинг абсолют қиймати. Айтайлик Rx ∈  сон 
берилган бўлсин. Ушбу  





<−
≥

=
,бўлса0агар,

,бўлса0агар,

хх

хx
x  

миқдор x  сонининг абсолют қиймати дейилади. 
Ҳақиқий соннинг абсолют қиймати қуйидаги хоссаларга эга: 
1) Rx ∈  сон учун 

xxxxxxx ≤−≤−=≥ ,,,0  

муносабатлар ўринли, 
2) axaax <<−⇔< , 

   axaax ≤≤−⇔≤ ,             )0( >a         

3) RyRx ∈∈ ,  сонлар учун 
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)0(,

,

,

,

≠=

⋅=⋅

−≥−

+≤+

y
y

x

y

x

yxyx

yxyx

yxyx

 

бўлади. 
Бу хоссаларнинг исботи бевосита соннинг абсолют қиймати 

таърифидан келиб чиқади. Улардан бирини,  масалан  yxyx +≤+  

бўлишини исботлаймиз.  
◄ Айтайлик,  0>+ yx  бўлсин. Унда yxyx +=+  бўлади. 

yyxx ≤≤ ,  бўлишини эътиборга олиб топамиз:  

.yxyxyx +≤+=+  

Энди 0<+ yx  бўлсин.  

Унда )()()( yxyxyx −+−=+−=+  бўлади. yyxx ≤−≤− ,  

бўлишини эътиборга олиб топамиз: 
yxyxyx +≤−+−=+ )()( . ► 

1-мисол. Ушбу 
xxx +−≤− 1213                                 (3) 

тенгсизлик x  нинг қандай қийматларида ўринли бўлади? 
◄ Соннинг абсолют қиймати хоссасидан фойдаланиб топамиз:  

xxxxx +−≤+−=− 12)12(13 . 

Демак, (3) тенгсизлик ихтиёрий Rx ∈  учун ўринли бўлади. ► 
Барча манфий бўлмаган ҳақиқий сонлар тўпламини +R  билан 

белгилайлик. Равшанки, RR ⊂+ . 

Ҳар бир Rx ∈  ҳақиқий сонга унинг абсолют қиймати x  ни мос қўйиш 

билан ушбу  
):(: +→→ RRfxxf  

акслантиришга эга бўламиз. 
Демак ҳақиқий соннинг абсолют қиймати R  тўпламни +R  тўпламга 

акслантириш деб қаралиши мумкин. 
Ихтиёрий RyRx ∈∈ ,  сонларни олайлик. Ушбу 

yx −  

миқдор  x  ва y  нуқталар орасидаги масофа дейилади ва ),( yxd  каби 
белгиланади: 

yxyxd −=),( . 

Масофа  қуйидаги хоссаларга эга: 
1) ,0),(ва0),( yxyxdyxd =⇔=≥  
2) ),,(),( xydyxd =  
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3) ).(),,(),(),( Rzzydyxdzxd ∈+≤  
40. Бернулли тенгсизлиги. Ньютон биноми формуласи.  Ихтиёрий 

1−≥x  ( Rx ∈ ) ҳамда ихтиёрий Nn ∈  учун ушбу  
nxx n +≥+ 1)1(                                 (4) 

тенгсизлик ўринли. 
◄ Бу тенгсизликни математик индукция усули ёрдамида исботлаймиз. 
Равшанки, 1=n  да (4) тенгсизлик (тасдиқ) ўринли бўлади  

.11 xx +=+  
Энди Nn ∈  да (4) муносабат ўринли деб, уни 1+n  учун ҳам ўринли 
бўлишини кўрсатамиз. (4) тенгсизликнинг ҳар икки томонини x+1  га 
кўпайтириб топамиз: 

.)1(1)1(1)1()1()1( 21 xnnxxnxnxx n ++≥+++=+⋅+≥+ +  
Математик индукция усулига биноан (4) муносабат ихтиёрий Nn ∈  

учун ўринли бўлади.► 
(4) тенгсизлик Бернулли тенгсизлиги дейилади. 
Энди Ньютон биноми формуласини келтирамиз.  
Маълумки, RbRa ∈∈ ,  да 

32233

222

33)(

,2)(

babbaaba

bababa

+++=+

++=+
 

бўлади.  Умуман,  ихтиёрий  Nn ∈ да  

∑
=

−−−

−−

=⋅++

++⋅++⋅+⋅=+
n

k

kknk
n

nn
n

nn
n

kknk
n

n
n

n
n

n

baCbCabC

baCbaCaCbа

0

11

110 ......)(
          (5)                      

бўлади,  бунда 

nkkk
k

knnn
С

С

k
n

n

...,2,1,...321!,
!

))1()...(1(

10

=⋅⋅=−−−=

=
 

(5) тенглик ҳам математик индукция усули ёрдамида исботланади.  
◄ Равшанки, 1=n  да .1

1
0
1 babСаС +=⋅+⋅  Демак, бу ҳолда (5) тенглик 

ўринли. Энди (5) тенглик n  учун ўринли бўлсин деб, уни 1+n  учун ҳам 
ўринли бўлишини кўрсатамиз. (5) тенгликнинг ҳар икки томонини ba +  га 
кўпайтириб топамиз: 

.)()( 1

1

1111 +

=

−+−++ +⋅⋅++=+ ∑ n
n

k

kknk
n

k
n

nn bbaCCaba  

Равшанки,    

k
n

k
n

k
n

С
k

knnnn

kkn
k

knnn
СС

1

1

!

))1()1)...((1)1)((1(

))1((
!

))2()...(1(

+

−

=
−−+−++

=

=+−−−−−=+
 

Демак, 



 29 

∑∑
+

=

−+
+

=

+−+
+

++ ⋅⋅=+⋅⋅+=+
1

0

1
1

1

11
1

11)(
n

k

kknk
n

n

k

nkknk
n

nn baCbbaCaba  

бўлади. Бу эса (5) тенглик 1+n  бўлганда ҳам бажарилишини кўрсатади. ► 
Одатда (5) тенглик Ньютон биноми формуласи дейи-лади. 
50. Ичма-ич жойлашган сегментлар принципи. Маълум-ки, ушбу  
 

{ } [ ]babxaRx ,: =≤≤∈  
тўплам сегмент деб аталади. 

Айтайлик,  ],[ 11 ba  ва ],[ 22 ba  сегментлар берилган бўлсин. Агар  
],[],[ 2211 baba ⊂  

бўлса, ],[ 11 ba  сегмент ],[ 22 ba  сегментнинг ичига жойлашган дейилади.  
Бу ҳолда  1221 bbaa ≤<≤   бўлади. 

7-таъриф. Агар 
...],,[....,],,[],,[ 2211 nn bababa                      (6) 

cегментлар кетма-кетлиги қуйидаги 
...],[...],[],[ 2211 ⊃⊃⊃⊃ nn bababa  

муносабатда, яъни Nn∈∀  да  
],[],[ 11 ++⊃ nnnn baba  

бўлса, (6) ичма-ич жойлашган сегментлар кетма-кетлиги дейилади. 
Теорема. Айтайлик, 

...],,[....,],,[],,[ 2211 nn bababa  
cегментлар кетма-кетлиги қуйидаги шартларни бажарсин: 

1)  ],,[],[: 11 ++⊃∈∀ nnnn babaNn  
2)  εε <−>∈∃>∀ nn abnnNn :,,0 00  бўлсин. 

У ҳолда шундай Rс∈  мавжуд бўладики,  ],,[ nn baс∈  ...),3,2,1( =n  бўлиб, 
бундай c ягона бўлади. 

◄ Теоремада қаралаётган сегментлар кетма-кетлиги ичма-ич 
жойлашган сегментлар кетма-кетлиги бўлади. Равшанки, бу ҳолда ушбу 

121321 ...... bbbbaaaa nnn ≤≤≤≤<≤≤≤≤ −  
муносабат бажарилади. 

Энди naaa ...,,, 21  сонларидан ташкил топган 
}...,,,{ 21 naaaE =  

тўпламни қараймиз. Бу тўпламнинг юқоридан чегараланган-лигини 
кўрсатамиз. 

Ихтиёрий натурал m сонини олиб, уни тайинлаймиз. 
Агар mn ≤  бўлса, ],[],[ nnmm baba ⊂   бўлиб, ,nmmn bbaa ≤<≤  яъни 

mn ba <  бўлади.  
 Агар mn >  бўлса, ],[],[ mmnn baba ⊂  бўлиб, ,mnnm bbaa ≤<≤  яъни  

mn ba <  бўлади. 
Аниқ юқори чегара ҳақидаги теоремага кўра 

)(sup RccE ∈=  
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мавжуд бўлади. 
Тўпламнинг аниқ юқори чегараси таърифига биноан 

Nn ∈∀ да can ≤  ва Nm ∈∀  да mbc ≤ бўлади. 
Демак, 

Nn∈∀  да ].,[ nn bac ∈  
Агар шу нуқтадан фарқли ва барча сегментларга тегишли 

)],,['(' Nnbacc nn ∈∀∈  мавжуд деб қараладиган бўлса, унда 

0' >−≥− ccab nn  

бўлиб, бу теореманинг 2-шартига зид бўлади. 
Демак,  'cc =  ►. 

Одатда бу теорема ичма-ич жойлашган сегментлар принципи дейилиб, 
у ҳақиқий сонлар тўпламининг узлуксизлик (тўлиқлик) хоссасини 
ифодалайди. 

  
Машқлар 

 
1. Ихтиёрий nxxx ...,,, 21  ҳақиқий сонлар учун 

nn xxxxxx +++≤+++ ...... 2121  

бўлиши исботлансин. 
2. Икки ҳақиқий сон йиғиндиси таърифидан фойдала-ниб ушбу 

aaaabba 2, =++=+  
тенгликлар исботлансин. 

 
 
 

2-БОБ 
СОНЛАР КЕТМА-КЕТЛИГИ УЧУН 

ЛИМИТЛАР НАЗАРИЯСИ 
  

 6-маъруза 
 Сонлар кетма-кетлиги ва уларнинг лимити  

  
10. Сонлар кетма-кетлиги тушунчаси.  Биз биринчи бобда ихтиёрий 

E  тўпламни F   тўпламга акслантириш: 
FEf →:  

тушунчаси билан танишган эдик. 
Энди  RFNE == ,  деб, ҳар бир натурал n  сонга бирор ҳақиқий  nx  

сонини мос қўювчи  
...),3,2,1(,: =→ nxnf n                     (1) 

акслантиришни  қараймиз. 
1-таъриф.  1- акслантиришнинг аксларидан иборат ушбу 

...,...,,,, 321 nxxxx                             (2)                          
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тўплам сонлар кетма-кетлиги дейилади. Уни }{ nx  ёки  nx  каби 
белгиланади. 

...),3,2,1( =nxn  сонлар (2) кетма-кетликнинг ҳадлари дейилади. 
Масалан, 

1) ,...,
1

...,,
3

1
,

2

1
,1:

1

nn
xn =  

2) ...,)1(...,,1,1,1:)1( nn
nx −−−−=   

3) ...,...,,3,2,1: 3 nn
n nnx =  

4) ...,1...,,1,1,1:1=nx  
5) ...;

та
3...333,0...;;333,0;33,0;3,0 321

n
   

лар сонлар кетма-кетликларидир. 
Бирор }{ nx  кетма-кетлик берилган бўлсин. 
2-таъриф.  Агар шундай ўзгармас M  сони мавжуд бўлсаки, ихтиёрий 

...),3,2,1( =nxn  учун Mxn ≤  тенгсизлик бажарилса (яъни 
MxNnM n ≤∈∀∃ :, бўлса), }{ nx  кетма-кетлик юқоридан чегараланган 

дейилади. 
3-таъриф.  Агар шундай ўзгармас m  сони мавжуд бўлсаки, ихтиёрий 

...),3,2,1( =nxn  учун mxn ≥  тенгсизлик бажарилса (яъни,  
mxNnm n ≥∈∀∃ :,  бўлса), }{ nx   кетма-кетлик қуйидан чегараланган 

дейилади. 
  
4-таъриф.  Агар }{ nx  кетма-кетлик ҳам юқоридан, ҳам  қуйидан 

чегараланган бўлса (яъни MxmNnMm n ≤≤∈∀∃ :,,  бўлса), }{ nx  кетма-
кетлик чегараланган дейилади.  

1-мисол.   Ушбу 

,...)3,2,1(
4 2

=
+

= n
n

n
xn  

кетма-кетликнинг чегараланганлиги исботлансин. 
◄ Равшанки, Nn∈∀  учун  

0
4 2

>
+

=
n

n
xn  

бўлади. Демак, қаралаётган кетма-кетлик қуйидан чегаралан-ган. 
Маълумки, 

44)2(0 22 +−=−≤ nnn  

бўлиб, ундан  244 nn +≤  яъни, 

4

1

4 2
≤

+ n

n
 

бўлиши келиб чиқади.  Бу эса берилган кетма-кетликнинг юқоридан 
чегараланганлигини билдиради. Демак, кетма-кет-лик чегараланган ► 
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5-таъриф. Агар }{ nx  кетма-кетлик учун  
MxNnRM n >∈∃∈∀

0
:, 0  

бўлса,  кетма-кетлик  юқоридан  чегараланмаган дейилади. 
20. Сонлар кетма-кетлигининг лимити.  Айтайлик, Ra ∈  сон  ҳамда 

ихтиёрий мусбат ε  сон берилган бўлсин. 
6-таъриф.  Ушбу  

),(}{)( εεεεε +−=+<<−∈= aaaxaRxaU  

тўплам a  нуқтанинг ε  - атрофи  дейилади.  
Фараз қилайлик }{ nx  кетма-кетлик  ва Ra ∈   сони берил-ган бўлсин. 
7-таъриф. Агар ихтиёрий 0>ε  сон олинганда ҳам  шундай 0n  натурал 

сони мавжуд бўлсаки,  0nn >  тенгсизликни қаноатлантирувчи барча натурал 
сонлар учун 

ε<− axn                                   (3) 

тенгсизлик бажарилса,  (яъни   
εε <−>∀∈∃>∀ ||:,,0 00 axnnNn n  

бўлса), a  сон  }{ nx  кетма-кетликнинг лимити дейилади ва  

n
n

xa
∞→

= lim  ёки  ∞→n   да  axn →  

каби белгиланади. 
Равшанки, юқоридаги (3) тенгсизлик учун  

εεε +<<−⇔<− axaax nn ||  
яъни, )(),( 0nnaUxn >∈ ε  бўлади. Шуни эътиборга олиб, кетма-кетликнинг 
лимитини қуйидагича таърифласа бўлади. 

8-таъриф.  Агар a  нуқтанинг ихтиёрий  )(aU ε  атрофи олинганда ҳам 
}{ nx  кетма-кетликнинг бирор ҳадидан кейинги барча ҳадлари шу атрофга 

тегишли бўлса, a  сон }{ nx  кетма-кетликнинг лимити дейилади. 
Юқорида келтирилган таърифлардан кўринадики ε  ихтиёрий мусбат 

сон бўлиб, натурал 0n  сони эса ε  га ва қаралаётган кетма-кетликка боғлиқ 
равишда топилади. 

2-мисол. Ушбу 
...),3,2,1,( =∈= nRccxn  

кетма-кетликнинг лимити c га тенг бўлади.  
◄Ҳақиқатан ҳам, бу ҳолда 0>∀ ε  га кўра 10 =n  дейилса, унда 0nn >∀  

учун ε<=− 0cxn  бўлади. Демак,   ccx
n

n
n

==
∞→∞→

limlim  ►           

3-мисол. Ушбу  

,....)3,2,1(
1 == n
n

xn    

кетма-кетликнинг лимити  0 га тенг бўлиши исботлансин: 

0
1

lim =
∞→ nn

. 

◄  Равшанки,  
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nn

1
0

1 =−  

бўлиб,  )0(
1 >< εε
n

    тенгсизлик барча 
ε
1>n     бўлганда ўрин-ли. Бу ҳолда   

1
1

0 +




=
ε

n  

дейилса,  ( aa −][  сонидан катта бўлмаган унинг бутун  қисми), унда 0nn >∀  
учун  

ε<− 0
1

n
 

бўлади. Таърифга биноан 

0
1

lim =
∞→ nn

. ► 

 
 

4-мисол. Айтайлик, 1, >∈ aRa   бўлсин.  У ҳолда  

0
1

lim =
∞→ nn a

 

бўлиши исботлансин. 
◄ δ+= 1a  дейлик. Унда 01>−= aδ  ва Бернулли тенгсиз-лигига 

кўра  
δδδ nnn >+≥+ 1)1(  

бўлиб, Nn ∈∀  да  

δna
n

11 <  

бўлади. Демак,  

ε<=−
nn aa

1
0

1
     )0( >ε  

тенгсизлик барча  

εδ
1>n  

бўлганда ўринли.  Агар  

1
1

0 +




=
εδ

n  

дейилса, равшанки, 0nn >∀  учун  

ε<− 0
1

na
 

бўлади. Демак,  



 34 

0
1

lim =
∞→ nn a

 ► 

5-мисол. Ушбу ( ),...3,2,1
1

=
+

= n
n

n
xn  

кетма-кетликнинг лимити 1 га тенг бўлиши исботлансин. 
◄ Ихтиёрий 0>ε  сон оламиз. Сўнг ушбу 

ε<−1nx  

тенгсизликни қараймиз. Равшанки, 

1
1

1
1

+
=−

+
=−

n

n

n

n
xn  

Унда юқоридаги тенгсизлик 

ε<
+1n

n
 

кўринишга келади. Кейинги тенгсизликдан 

1
1 −>
ε

n  

бўлиши келиб чиқади. Демак, лимит таърифидаги Nn ∈0  сифатида 

11
1

0 +




 −=
ε

n  олинса ( 0>ε  га кўра Nn ∈0  топилиб), 0nn >∀  учун 

ε<−1nx  бўлади. Бу эса  

1
1

lim =
+∞→ n

n
n

 

бўлишини билдиради.► 
6-мисол. Фараз қилайлик, 1, >∈ aRa  ва R∈α  бўлсин. У ҳолда  

0lim =
∞→ nn a

nα
 

бўлиши исботлансин. 

◄ Шундай натурал k  сонни оламизки  1+≥ αk  бўлсин.  Энди 1||
1

>ka  

бўлишини эътиборга олиб, ,1||
1

δ+=ka яъни  01||
1

>−= kaδ   деймиз. Унда 
Бернулли тенгсизлигига кўра 

( ) δδδ nna nk

n

>+≥+= 11||  
бўлиб, Nn∈∀  да  

kn

k

na

n

δ
11

<
−

 

бўлади. Бу ҳолда  
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)0(1
1

0 >+






⋅
= ε

εδ k
n  

дейилса, 0nn >∀  учун  

ε
αα

<≤=−
−

n

k

nn n

n

a

n

a

n

||||
0

1

 

бўлади. Демак,  0lim =
∞→ nn a

nα
. ► 

7-мисол. Ушбу  

0
lg

lim =
∞→ n

n
n

 

тенглик исботлансин. 
◄  Равшанки, 0>∀ ε  ва  Nn∈∀  учун   

1
)10(

10lg
lg

0 <⇔<⇔<⇔<≤
n

n n
nnn

n

n
ε

εεε  

бўлади. Агар 110 >ε  бўлишини эътиборга олсак, 6-мисолга кўра 

0
)10(

да →∞→
n

n
n ε  

эканини топамиз. Унда таърифга кўра 1 сони учун  

1
)10(

:, 00 <>∀∈∃
n

n
nnNn ε  

бўлади. Шундай қилиб, 0nn >∀   учун ε<
n

nlg
 бўлади. Демак, 0

lg
lim =

∞→ n

n
n

. ► 

8-мисол. Ушбу  
...),3,2,1()1( =−= nx n

n  
кетма-кетликнинг лимити мавжуд эмаслиги исботлансин. 

◄ Тескарисини фараз қилайлик.  Бу кетма-кетлик a   лимитга эга 
бўлсин. Унда таърифга биноан, 

εε <−−>∀∈∃>∀ |)1(|:,,0 00 annNn n  
бўлади.  

Равшанки, n  жуфт бўлганда na ,1 ε<−  тоқ бўлганда  ( ) ε<−− a1 , 

яъни ε<+ a1  бўлади. Бу тенгсизликлардан фойда-ланиб топамиз: 

ε2|1||1||)1()1(|2 <−+−≤++−= aaaa . 
Бу тенгсизлик  1>ε  бўлгандагина ўринли. Бундай вазият   

0>ε  сонининг ихтиёрий бўлишига зид. Демак, кетма-кетлик лимитга эга 
эмас. ► 

Теорема. Агар { }nx  кетма-кетлик лимитга эга бўлса, у ягона бўлади. 
◄ Тескарисини фараз қилайлик. { }nx  кетма-кетлик иккита a  ва b  

( )ba ≠  лимитларга эга бўлсин: 
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)(lim,lim babxax n
n

n
n

≠==
∞→∞→

 

Лимитнинг таърифига кўра 
,||:,,0 00 εε <−>∀∈∃>∀ axnnNn n  

εε <−>∀∈∃>∀ ||:,,0 '
0

'
0 bxnnNn n  

бўлади.  
Агар 0n  ва '

0n  сонларининг каттасини n   десак, унда   nn >∀  да    

εε <−<− bxax nn ,  

бўлиб 
ε2<−+− bxax nn   

бўлади. 
Равшанки, bxaxbxxaba nnnn −+−≤−+−=− . 

Демак,  0>∀ ε  да ε2<− ba   бўлиб, ундан ba =  бўлиши келиб чиқади. ► 

 
Машқлар 

 
1. Кетма-кетлик лимити таърифидан фойдаланиб ушбу   

12 +−+= nnxn  
кетма-кетликнинг лимити топилсин. 

2. Агар  ayax n
n

n
n

==
∞→∞→

lim,lim  бўлса, у ҳолда ушбу  

...,,,...,,,, 2211 nn yxyxyx  
кетма-кетликнинг лимити ҳам a  га тенг бўлиши исботлансин. 

3. Агар  axn
n

=
∞→

lim  бўлса, у ҳолда 

a
n

xxx n

n
=

+++
∞→

...
lim 21  

бўлиши исботлансин. 
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7-маъруза 
Яқинлашувчи кетма-кетликларнинг хоссалари 

 
{ }nx  сонлар кетма-кетлиги берилган бўлсин.   
1-таъриф. Агар { }nx  кетма-кетлик чекли лимитга эга бўлса, у 

яқинлашувчи кетма-кетлик дейилади. 
10. Яқинлашувчи кетма-кетликнинг чегараланганлиги. 

Тенгсизликларда лимитга ўтиш. 
1-теорема. { }nx  кетма-кетлик яқинлашувчи бўлса, у чегараланган 

бўлади. 
◄ Айтайлик, 

)(lim Raaxn
n

∈=
∞→

 

бўлсин. Лимит таърифига кўра 
εε <−>∀∈∃>∀ ||;,,0 00 axnnNn n  

бўлади. Демак, 0nn >  учун 
εε +<<− axa n  

бўлади. Агар 
{ } Mxxxaa n =+−

0
...,,,,,max 21εε  

дейилса, у ҳолда, Nn ∈∀  учун  
Mxn ≤  

тенгсизлик бажарилади. Бу эса { }nx  кетма-кетликнинг чегараланганлигини 
билдиради. ► 

2-теорема. Агар { }nx  кетма-кетлик яқинлашувчи ва  
axn

n
=

∞→
lim  

бўлиб, ( )qapa <>  бўлса, у ҳолда шундай Nn ∈0  топиладики, 0nn >∀  
бўлганда 

( )qxpx nn <>  
бўлади. 

◄  Айтайлик,  
)(,lim Rppaaxn

n
∈>=

∞→
 

бўлсин. ε > 0 сонининг ихтиёрийлигидан фойдаланиб, pa −<ε  деб 
қараймиз. 

Кетма-кетлик лимити таърифига биноан, 0>∀ ε   учун, жумладан, 
pa −<< ε0  учун, шундай Nn ∈0  топиладики,  0nn >∀  бўлганда  

εεε <−<−⇔<− axax nn ||  
бўлади. Равшанки, 
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.

,0

nn xaax

appa

<−⇒<−<−
−<⇒−<<
εεε
εε

 

Бу тенгсизликлардан 0nn >∀  бўлганда                           
pxn >  

бўлиши келиб чиқади. ► 
( qa <  ҳол учун ҳам теорема юқоридагидек исбот этилади).  
3-теорема. Агар { }nx  ва { }ny  кетма-кетлик яқинлашувчи бўлиб, 
1) ;lim,lim byax n

n
n

n
==

∞→∞→
 

2)  )(учун nnnn yxyxNn ≥≤∈∀     
бўлса,   у ҳолда  )( bаba ≥≤  бўлади. 

◄ Шартга кўра 
byax n

n
n

n
==

→∞→∞
lim,lim . 

Кетма-кетлик лимити таърифига биноан: 

εε

εε

<−>∀∈∃>∀

<−>∀∈∃>∀

bynnNn

axnnNn

n

n

''
0

''
0

'
0

'
0

,,0

,:,,0
 

бўлади. 
Агар  },max{ ''

0
'
00 nnn =  дейилса, унда 0nn >∀  учун бир йўла 

εε <−<− byax nn ,  

тенгсизликлар бажарилади. 
Равшанки,  

.

,

εεε
εεε

+<<−⇔<−

+<<−⇔<−

bybby

axаax

nn

nn
 

Бу тенгсизликлардан ҳамда теореманинг 2-шартидан фойдаланиб 
топамиз: 

εε +<≤<− byxа nn . 
Кейинги тенгсизликлардан 

εεε 2, <−+<− babа  
ва 0>∀ε  бўлгани учун 0≤− ba , яъни ba ≤  бўлиши келиб чиқади.  

Худди шунга ўхшаш, byax n
n

n
n

==
∞→∞→

lim,lim  ҳамда Nn∈∀  учун 

nn yx ≥  бўлишидан ba ≥  тенгсизлик келиб чиқиши кўрсатилади. ► 
4-теорема. Агар { }nx  ва { }nz  кетма-кетлик яқинлашувчи бўлиб, 
            1) аzax n

n
n

n
==

∞→∞→
lim,lim  

            2)  Nn∈∀  учун nnn zyx ≤≤    
бўлса,  у ҳолда { }ny  кетма-кетлик яқинлашувчи ва 

аyn
n

=
∞→

lim  

бўлади. 
◄  Шартга кўра  
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.lim,lim аzax n
n

n
n

==
∞→∞→

 

Лимит таърифига биноан:  

εε

εε

<−>∀∈∃>∀

<−>∀∈∃>∀

aznnNn

axnnNn

n

n

''
0

''
0

'
0

'
0

,,0

,:,,0
 

бўлади. Агар },max{ ''
0

'
00 nnn =  дейилса,  унда 0nn >∀  учун 

εε +<<− azха nn ,  
тенгсизликлар бажарилади. Теореманинг 1-шартидан фойда-ланиб топамиз:  

εε +<≤≤<− azуха nnn . 
Кейинги тенгсизликлардан 

                    ,εε +<<− ayа n   яъни  ε<− ayn  

бўлиши келиб чиқади.  Демак, 
.lim аyn

n
=

∞→
 

Шуни исботлаш талаб қилинган эди. ► 
 
1-мисол. Ушбу 

n

n
n

∞→
lim  

лимит топилсин. 
◄ Равшанки,  барча 2≥n  бўлганда 

12 >n n  
бўлади. Айтайлик,  

n
n n α+= 12  

бўлсин. Унда 
( )21 n

n n α+=                               (1) 

ва ( )21 nn α+=  бўлади. 
Бернулли тенгсизлигидан фойдаланиб топамиз: 

               nn
n

n nnn ααα ⋅>⋅+≥+= 1)1( .               (2) 
(1) ва (2) муносабатлардан 

                                            ,
1

n
an <  

ва 
2

1
11 







 +<<
n

nn  

тенгсизликлар келиб чиқади. Агар  
 

1
1

1lim
2

=






 +
∞→ nn

 

эканини эътиборга олсак, унда 4-теоремага кўра 
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1lim =
∞→

n

n
n  

бўлишини топамиз. ► 
 
2-мисол. Ушбу 

n
n n

1
...

3

1

2

1
1lim ++++

∞→
 

лимит топилсин. 
◄Равшанки,  

.1...111
1

...
3

1

2

1
1

,1
11

...
1111

...
3

1

2

1
1

n
n

n
n

nnnnn

=++++<++++

=⋅=++++>++++
 

Демак, 

nn n
n

<++++< 1
...

3

1

2

1
11 . 

4-теоремадан фойдаланиб топамиз:             

.1
1

...
3

1

2

1
1lim =++++

∞→
n

n n
 ► 

 
20. Яқинлашувчи кетма-кетликлар устида амаллар. Фараз 

қилайлик, { }nx  ҳамда { }ny  кетма-кетликлар берилган бўлсин: 

...,...,,,,:}{

...,...,,,,:}{

321

321

nn

nn

yyyyy

xxxxx
 

Қуйидаги 
...,,...,,, 332211 nn yxyxyxyx ++++  
...,,...,,, 332211 nn yxyxyxyx −−−−  

...,...,,,, 332211 nn yxyxyxyx ⋅⋅⋅⋅  

...),3,2,1,0(...,,...,,,
3

3

2

2

1

1 =≠ ny
y

x

y

x

y

x

y

x
n

n

n  

кетма-кетликлар мос равишда { }nx  ва { }ny  кетма-кетлик-ларнинг 
йиғиндиси, айирмаси,  кўпайтмаси ҳамда нисбати дейилади ва улар  









⋅−+
n

n
nnnnnn y

x
yxyxyx },{},{},{  

каби белгиланади. 
5-теорема. Айтайлик { }nx  ва { }ny  кетма-кетликлари берилган бўлиб, 

),(,lim,lim RbRabyax n
n

n
n

∈∈==
∞→∞→

 

бўлсин. У ҳолда ∞→n  да ( ) acxc n ⋅→⋅ ; 
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 ( )0;; =→→⋅+→+ b
b

a

y

x
abyxbayx

n

n
nnnn , яъни 

 
а) ;lim)(limда n

n
n

n
xcxcRс

∞→∞→
⋅=⋅∈∀  

б) ;limlim)(lim n
n

n
n

nn
n

yxyx
∞→∞→∞→

+=+  

в) ;limlimlim n
n

n
n

nn
n

yx)y(x
∞→∞→∞→

⋅=⋅  

г)  )0(,
lim

lim
lim ≠=

∞→

∞→

∞→
b

y

x

y

x

n
n

n
n

n

n

n
 

бўлади. 
Теореманинг тасдиқларидан бирини, масалан в)-нинг исботини 

келтирамиз. 
◄ Теореманинг шартига кўра, 

.lim,lim bуax n
n

n
n

==
∞→∞→

 

Равшанки, 

.byayax

byayayxabyx

nnn

nnnnnn

−⋅+⋅−≤

≤−⋅+⋅−⋅=−⋅
                 (3) 

{ }ny  кетма-кетлик яқинлашувчи бўлганлиги сабабли у 1-теоремага кўра 
чегараланган бўлади: 

.:,0 MyNnM n ≤∈∀>∃  

Кетма-кетлик лимити таърифидан фойдаланиб топамиз: 

0>∀ε  берилган ҳамда 
М2

ε
 га кўра шундай Nn ∈'

0   топиладики,  

'
0nn >∀   учун  

М
axn 2

ε<−  

бўлади. 

Шунингдек, ( )a+12

ε
 га кўра шундай Nn ∈''

0  топиладики, ''
0nn >∀  учун  

( )a
byn +

<−
12

ε
 

бўлади. 
Агар },max{ ''

0
'
00 nnn =  дейилса,  унда 0nn >∀  учун бир йўла 

М
axn 2

ε<− ,     ( )a
byn +

<−
12

ε
                   (4) 

бўлади. 
(3) ва (4) муносабатлардан  
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( ) εεε <
+

⋅+⋅<−⋅
a

aM
М

abyx nn 122
 

бўлиши келиб чиқади. Бу эса  
аbуx nn

n
=⋅

∞→
lim  

бўлишини билдиради. ► 
 30. Чексиз кичик ҳамда чексиз катта миқдорлар. Фараз қилайлик, 

{ }nα  кетма-кетлик берилган бўлсин. 
2-таъриф. Агар { }nα  кетма-кетликнинг лимити нолга тенг, яъни 

0lim =
∞→ n

n
α  

бўлса, { }nα  - чексиз кичик миқдор дейилади.  
Масалан, 

( )1,ва
1 <== qq
n

n
nn αα  

кетма-кетликлар чексиз кичик миқдорлар бўлади. 
Айтайлик, { }nx  кетма-кетлик яқинлашувчи бўлиб, унинг лимити a га 

тенг бўлсин: 
.lim аxn

n
=

∞→
 

У ҳолда axnn −=α  чексиз кичик миқдор бўлади. Кейинги тенгликдан 
топамиз:   nn ax α+= . Бундан эса қуйидаги муҳим хулоса келиб чиқади: 

{ }nx  кетма-кетликнинг )( Raa ∈  лимитга эга бўлиши учун 
axnn −=α  нинг чексиз кичик миқдор бўлиши зарур ва етарли. 

Кетма-кетликнинг лимити таърифидан фойдаланиб қуйидаги иккита 
леммани исботлаш қийин эмас. 

1-лемма. Чекли сондаги чексиз кичик миқдорлар йигиндиси чексиз 
кичик миқдор бўлади. 

2-лемма. Чегараланган миқдор билан чексиз кичик миқдор кўпайтмаси 
чексиз  кичик миқдор бўлади. 

3-таъриф.  Агар ҳар қандай M  сони олинганда ҳам шундай натурал 0n  
сони топилсаки,   барча 0nn >  учун  

Mxn >  

тенгсизлик бажарилса, { }nx  кетма-кетликнинг лимити чексиз дейилади ва                            
∞=

∞→ n
n

xlim  

каби белгиланади. 
Агар { }nx  кетма-кетликнинг лимити чексиз бўлса, { }nx  чексиз катта 

миқдор дейилади. 
Масалан, 

nx n
n ⋅−= )1(  

кетма-кетлик чексиз катта миқдор бўлади.  
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Энди чексиз кичик ва чексиз катта миқдорлар орасидаги боғланишни 
ифодаловчи тасдиқларни келтирамиз: 

1) Агар { }nx  чексиз кичик миқдор ( )0≠nx  бўлса, у ҳолда 








nx

1
 чексиз 

катта миқдор бўлади. 

2) Агар { }nx  чексиз катта миқдор бўлса, у ҳолда 








nx

1
 чексиз  кичик 

миқдор бўлади. 
  

Машқлар 
 
1. Агар 

0,lim >=
∞→

aаxn
n

 

бўлса, у ҳолда 
0:, 00 >>∀∈∃ nxnnNn  

бўлиши исботлансин. 
 
2. Ушбу 

12

1
cos

12

2
lim

2 −
+

−∞→ n

n

n

n
n

 

лимит ҳисоблансин. 
3. Ушбу 

)...321!(,0
!

2
lim nn

n

n
n

⋅⋅⋅⋅==
∞→

 

лимит муносабат исботлансин. 
4. Агар  }{ nx  ва }{ ny  кетма-кетликлар яқинлашувчи бўлиб,  
1) ;lim,lim bnyanx

nn
==

∞→∞→
 

2) Nn∈∀  учун  nn yx <   
бўлса, у ҳолда ba <  бўладими? Мисоллар келтирлсин. 
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8-маъруза 
 Монотон кетма-кетликлар  ва  уларнинг лимити 

 
10.  Монотон кетма-кетлик тушунчаси.  Айтайлик, :}{ nx  

        ...,...,,, 21 nxxx        (1) 
кетма-кетлик берилган бўлсин. 

1-таъриф. Агар (1) кетма-кетликда Nn∈∀  учун  1+≤ nn xx  тенгсизлик 
бажарилса, }{ nx  ўсувчи кетма-кетлик дейилади. Агар (1) кетма-кетликда  

Nn∈∀  учун  1+< nn xx  тенгсизлик бажарилса, }{ nx  қатъий ўсувчи кетма-
кетлик дейилади. 

2-таъриф. Агар (1) кетма-кетликда  Nn∈∀  учун  1+≥ nn xx  тенгсизлик 
бажарилса, }{ nx  камаювчи кетма-кетлик дейила-ди. Агар (1) кетма-
кетликда  Nn∈∀  учун  1+> nn xx  тенгсизлик бажарилса, }{ nx  қатъий 
камаювчи кетма-кетлик дейилади. 

1-мисол. Ушбу  

...,
3

4
,

2

3
,

1

2
:

1

n

n
xn

+=  

кетма-кетлик қатъий камаювчи кетма-кетлик бўлади. 
◄ Ҳақиқатдан ҳам, берилган кетма-кетлик учун  



 45 

1

2
,

1
1 +

+=+= + n

n
x

n

n
x nn  

бўлиб, Nn ∈∀  учун  

0
)1(

11

1

2
1 <

+
−=+−

+
+=−+ nnn

n

n

n
xx nn

 

бўлади. Унда nn xx <+1  бўлиши келиб чиқади. ► 
Юқоридаги таърифлардан қуйидаги хулосалар келиб чиқади: 
1) агар }{ nx  кетма-кетлик ўсувчи бўлса, у қуйидан чегараланган 

бўлади: 
2) агар }{ nx  кетма-кетлик камаювчи бўлса, у юқоридан  чегараланган 

бўлади. 
Ўсувчи ҳамда камаювчи кетма-кетликлар умумий ном билан монотон 

кетма-кетликлар дейилади. 
2-мисол. Ушбу 

,...)3,2,1(
12

2

=
+

= n
n

n
xn

 

кетма-кетликнинг қатъий ўсувчи эканлиги исботлансин. 
◄ Бу кетма-кетликнинг −n ҳамда −+ )1(n ҳадлари учун                              

,
1

1
1

1 22

2

+
−=

+
=

nn

n
xn  

1)1(

1
1

1)1(

)1(
22

2

1 ++
−=

++
+=+ nn

n
xn  

бўлади. Равшанки, 

22

1

)1(

1

nn
<

+
 . 

Шу тенгсизликни эътиборга олиб, топамиз: 

.
1

1
1

1)1(

1
1 221 nn x

nn
x =

+
−>

++
−=+  

Демак, Nn∈∀  учун 1+< nn xx . Бу эса қаралаётган кетма-кетликнинг  қатъий 
ўсувчи бўлишини билдиради. ► 

20. Монотон кетма-кетликниншг лимити. Қуйида моно-тон кетма-
кетликларнинг лимити ҳақидаги теоремаларни келтирамиз. 

1-теорема. Агар }{ nx  кетма-кетлик  
1) ўсувчи, 
2) юқоридан чегараланган бўлса, у чекли лимитга эга бўлади. 
◄ Айтайлик, }{ nx  кетма-кетлик теореманинг иккала шартларини 

бажарсин. Бу кетма-кетликнинг барча ҳадлари-дан иборат тўпламни  E  
билан белгилаймиз: 

...},,...,,{ 21 nxxxE = . 
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Равшанки, E  юқоридан чегараланган тўплам бўлиб, ∅≠E . Унда 
тўпламнинг аниқ чегарасининг мавжудлиги ҳақидаги теоремага мувофиқ, 

Esup  мавжуд бўлади. Уни a  билан белгилайлик: 
aE =sup . 

Ихтиёрий  0>ε  сонини олайлик. Тўпламнинг аниқ юқори чегараси 
таърифига биноан:  

                 1) Nn∈∀  учун axn ≤  
                 2) ε−>∈∃ axЕх nn 00

,   

бўлади. Айни пайтда  0nn >∀ учун 
0nn xx ≥  тенгсизлик бажари-либ, 

ε−> axn  бўлади. 

Натижада 0nn >∀ учун εε +<<− аxa n  яъни ε<− nxa  бўли-шини 

топамиз. 
Демак  }{ nx  кетма-кетлик чекли лимитга эга ва  

Eaxn
n

suplim ==
∞→

. ► 

2-теорема. Агар }{ nx кетма-кетлик  
1) камаювчи, 
2) қуйидан чегараланган бўлса, у чекли лимитга эга бўлади. 
Бу теорема юқорида келтирилган теореманинг исботи каби 

исботланади. 
3-мисол. Ушбу  

nn
n

n
x

!=  

кетма-кетликнинг лимити топилсин. 
◄ Равшанки, 1≥∀n  учун 0>nx  бўлади. Бу кетма-кетликнинг 1+nx  ва 

nx  ҳадларининг нисбатини қараймиз: 

1
1)1(

1!
:

)1(

)!1(
11

1 <








+
=⋅

+
+=

+
+= ++

+
n

n
nnn

n

n

n

n
n

n

n

n

n

n

n

x

x
. 

 
Демак, nn xx <+1 .  Бундан эса берилган кетма-кетликнинг камаювчи 

эканлиги келиб чиқади. 
Айни пайтда 1≥∀n  да  

10 xxn ≤<  
муносабат ўринли бўлади. Демак берилган  кетма-кетлик чегараланган. 1-
теоремага кўра  }{ nx  кетма-кетлик чекли лимитга эга. Уни  a  билан 
белгилаймиз:  

)0(.
!

lim ≥=
∞→

aa
n

n
nn

 

Энди ушбу 1+− nn xx  айирмани қараймиз. Бу айирма учун  
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1

1

)1()1(

2

)1(

)1(

)1(

+

+

=
+

⋅=
+
−⋅≥

≥
+

−+=
+

⋅−=−

nn

n

nn

nn

n

n

nn

nn

n

nnnn

x
n

n
x

n

nn
x

n

nn
x

n

n
xxxx

 

 
бўлиб, ундан 

12 +≥ nn xx  
бўлиши  келиб  чиқади. Кейинги муносабатлардан топамиз: 

.2,lim2lim 1 aaxx n
n

n
n

≥≥ +∞→∞→
 Равшанки, бу ҳолда 0=a  бўлади. 

Демак,  

.0
!

lim =
∞→ nn n

n
► 

 
 
30. e  сони. Ушбу 

...),3,2,1(,
1

1 =






 += n
n

x
n

n     (1) 

кетма-кетликни  қараймиз.  
Тасдиқ. (1) кетма-кетлик ўсувчи бўлади. 
◄ Берилган кетма-кетликнинг 1+nx  ҳамда nx  ҳадларининг нисбатини 

топамиз: 
 

.
1

)1(

1
1

1

)1(

2

)1()1(

)2(1
1:

1

1
1

1

2

1

2

2

1

11
1

n

n

nn

n

n

nn

nn

nn

nnx

x

nn

nn

nnnn

n

n

+⋅








+
−=+⋅









+
+=

=
+⋅+

⋅+=






 +








+
+=

++

+

++
+

 

 
Бернулли тенгсизлигига кўра: 

 

1)1(

1
1

)1(

1
1

2

1

2 +
=

+
+−>









+
−

+

n

n

n

n

n

n

 бўлади. 

 
Натижада Nn ∈∀  учун  

 

1
1

1
1 =+⋅

+
>+

n

n

n

n

x

x

n

n  

 
яъни, nn xx >+1   бўлиши келиб чиқади. ► 
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Тасдиқ. (1) кетма-кетлик чегараланган бўлади.   
◄ Равшанки,  1≥k  учун  

122...222)1(...321! −=⋅⋅⋅⋅≥⋅−⋅⋅⋅⋅= kkkk  
бўлади. 

Энди Ньютон биноми формуласидан фойдаланиб топамиз: 

∑

∑∑

∑

=
−−

==

=

<−=+≤

≤






 −







 −






 −⋅+=+−−⋅+=

=+=⋅++⋅++⋅+⋅+=






 +=

n

k
nk

n

k

n

k
k

n

k

k
nkn

n
nk

k
nnn

n

n

n

n

nnkn

knnn

k

C
nn

C
n

C
n

C
n

C
n

x

2
11

22

2
2

21

3
2

1
3

2

1
2

1
...

2
1

1
1

!

1
2

)1)...(1(

!

1
2

1
2

1
...

1
...

11
1

1
1

 

Демак, Nn ∈∀  учун 30 << nx  бўлади.  
Монотон кетма-кетликнинг лимити ҳақидаги теоремага кўра 

n

n n
x 







 += 1
1  

кетма-кетлик чекли лимитга эга. ► 
3-таъриф. (1) кетма-кетликнинг лимити е сони дейилади: 

e
n

n

n
=







 +
∞→

1
1lim . 

Бу  e  сони иррационал сон бўлиб, 
Κ590457182818284,2=e  

бўлади. 
 

Машқлар 
 

1. Ушбу 
1

1
1

+








 +=
n

n n
x  

кетма-кетликнинг камаювчи эканлиги исботлансин. 
2. Ушбу 

2

2
lim

nn

n
∞→

 

лимит ҳисоблансин. 
3. Ушбу  

...,222,22,2 +++  
кетма-кетликнинг яқинлашувчанлиги исботлансин ва лимити топилсин. 
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9-маъруза 
Фундаментал кетма-кетликлар. Коши теоремаси 

 
10. Қисмий кетма-кетликлар. Больцано- Вейерштрасс теорeмаси.  

Айтайлик, 
         ...,,...,,,:}{ 321 nn xxxxx               (1) 

кетма-кетлик берилган бўлсин. Бу  (1) кетма-кетликнинг бирор 1n  номерли 

1nx  ҳадини оламиз. Сўнгра номери 1n  дан катта бўлган 2n  номерли 
2nx  

ҳадини оламиз. Шу усул билан 
43

, nn xx ва ҳ.к. ҳадларни танлаб оламиз. 

Натижада номерлари 
.....321 <<<<< knnnn  

тенгсизликларни қаноатлантирувчи (1) кетма-кетликнинг ҳадлари ушбу 
...,,...,,

21 knnn xxx         (2)                 

кетма-кетликни ҳосил қилади. 
(2) кетма-кетлик (1) кетма-кетликнинг қисмий кетма-кетлиги дейилади 

ва  }{
knx  каби белгиланади. 

Масалан,  

...,16,9,4,1

,...,7,5,3,1

,...,8,6,4,2

 

кетма-кетликлар  ...,,..,4,3,2,1 n кетма-кетликнинг қисмий кетма-
кетликлари,  

...,1,...,1,1

...,,1,...,1,1,1

−−−
 

кетма-кетликлар  ...,)1(,...,1,1,1,1 1+−−− n  кетма-кетликнинг қисмий кетма-
кетликлари бўлади.  

Келтирилган тушунча ва мисоллардан битта кетма-кетликнинг турли 
қисмий кетма-кетликлари бўлиши мумкин-лиги кўринади. 

1-теорема. Агар }{ nx  кетма-кетлик лимитга эга бўлса, унинг ҳар 
қандай қисмий кетма-кетлиги ҳам шу лимитга эга бўлади. 

◄ Бу теореманинг исботи кетма-кетлик лимити таъри-фидан келиб 
чиқади. ► 
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Эслатма. Кетма-кетлик қисмий кетма-кетликларининг лимити мавжуд 
бўлишидан берилган кетма-кетликнинг лимити мавжуд бўлиши ҳар доим ҳам 
келиб чиқавермайди.                                     

Масалан, ...,)1(,...,1,1,1,1 1+−−− n  кетма-кетликнинг қисмий кетма-
кетликлари   

...,1,...,1,1

...,,1,...,1,1,1

−−−
 

ларнинг лимити бўлган ҳолда кетма-кетликнинг ўзининг лимити мавжуд 
эмас. 

2-теорема (Больцано-Вейерштрасс теоремаси). Ҳар қан-дай 
чегараланган кетма-кетликдан чекли сонга интилувчи қисмий кетма-кетлик 
ажратиш мумкин. 

◄ }{ nx  кетма-кетлик берилган бўлиб, у чегараланган бўлсин: Бу ҳолда 
}{ nx  кетма-кетликнинг барча ҳадлари [ ]ba,  да жойлашган деб қараш мумкин: 

...,3,2,1],,[ =∈ nbaxn  
],[ ba   сегментни 






 +





 +
b

baba
a ,

2
,

2
,  

сегментларга ажратамиз. }{ nx  кетма-кетликнинг чексиз кўп ҳадлари 

жойлашганини ],[ 11 ba  деймиз. Равшанки, ],[ 11 ba  нинг узунлиги 
2

ab −
 га 

тенг бўлади. Юқоридагига ўхшаш ],[ 11 ba    сегментни  






 +





 +
1

1111
1 ,

2
,

2
, b

baba
a  

сегментларга ажратамиз. Берилган кетма-кетликнинг чексиз кўп сондаги 

ҳадлари бўлганини ],[ 22 ba  деймиз. Бунда ],[ 22 ba  нинг узунлиги 
22

ab −
 га 

тенг бўлади. 
Бу жараённи давом эттириш натижасида ушбу 

...],,[,...],,[],,[ 2211 kk bababa  
сегментлар кетма-кетлиги ҳосил бўлади. Бу сегментлар кетма-кетлиги учун  

...],[...],[],[ 2211 ⊃⊃⊃⊃ kk bababa бўлиб,  ∞→k  да 

0
2

→−=−
kkk
ab

ab  

бўлади. 
Ичма-ич жойлашган сегментлар принципига кўра  

)(limlim RCCba k
k

k
k

∈==
∞→∞→

 

бўлади. 
Энди }{ nx  кетма-кетликнинг ],[ 11 ba  даги бирорта 

1nx ҳадини, ],[ 22 ba  

даги бирорта 
2nx  ҳадини ва ҳ.к. ],[ kk ba  даги бирорта 

knx  ҳадини ва ҳ.к. 
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ҳадларини оламиз. Натижада }{ nx  кетма-кетликнинг ҳадларидан ташкил 
топган  ушбу 

...)...(...,,...,, 2121
<<<< knnn nnnxxx

k
 

қисмий кетма-кетлик ҳосил бўлади.  Бу кетма-кетлик учун   
...),2,1( =≤≤ kbxa knk k

 

бўлиб,  ундан  ∞→k  да   Cx
kn →   яъни  Cx

kn
k

=
∞→

lim  бўлиши келиб чиқади. 

► 
20. Фундаментал кетма-кетликлар. Коши теоремаси. }{ nx  кетма-

кетлик берилган бўлсин. 
1-таъриф.  Агар ҳар қандай  0>ε  олинганда ҳам шундай натурал 0n  

сони топилсаки, барча  0nn >   ва 0nm >  учун 
ε<− || mn xx  

тенгсизлик бажарилса (яъни ,,,0 00 nnNn >∀∈∃>∀ε  
ε<−>∀ ||:0 mn xxnm  бўлса), }{ nx  фундаментал кетма-кетлик дейилади. 

Масалан,  

,...)2,1(
1

=
+

= n
n

n
xn  

фундаментал кетма-кетлик бўлади. 
◄Ҳақиқатдан ҳам, берилган кетма-кетлик учун    

mnnm

mn

m

m

n

n
xx mn

11

11
|| +=+<

+
−

+
=−  

бўлиб,  0>∀ε  га кўра 1
2

0 +




=
ε

n   дейилса, 00, mmnn >∀>∀  бўлганда   

ε<+<−
00

11
||

nn
xx mn  

бўлади. ► 
3-теорема. (Коши теоремаси). Кетма-кетликнинг яқинла-шувчи 

бўлиши учун унинг фундаментал бўлиши зарур ва етарли. 
◄Зарурлиги. }{ nx  кетма-кетлик  яқинлашувчи бўлиб, аxn

n
=

∞→
lim  

бўлсин. Лимит таърифига биноан 

2
||:,,0 00

εε <−>∀∈∃>∀ axnnNn n . 

Шунингдек, 
2

||:0
ε<−>∀ axnm m   бўлади. Натижада 

00 , nmnn >∀>∀  учун  
ε<−+−≤−+−=− |||||||| axaxxaaxxx mnmnmn  

бўлиши келиб чиқади. Демак, }{ nx  фундаментал кетма-кетлик. 
Етарлилиги. }{ nx  фундаментал кетма-кетлик бўлсин: 

.||:,,,0 000 εε <−>∀>∀∈∃>∀ mn xxnmnnNn  
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Агар  0nm >  шартни қаноатлантирувчи m  тайинланса, унда  
εεε +<<−⇔<− mnmmn xxxxx ||  

бўлиб, }{ nx  кетма-кетликнинг чегараланганлиги келиб чиқади. 
Больцано-Вейершрасс теоремасига биноан бу кетма-кетликдан 

яқинлашувчи қисмий }{
knx  кетма-кетликни ажратиш мумкин:  .lim аx

kn
n

=
∞→

 

Демак,   
εε <−>∀∈∃>∀ ||:,,0 00 axkkNk

kn  

бўлади. 
Агар  knm =  дейилса, унда   

ε<− ||
knn xx  

бўлади. Кейинги икки  тенгсизликлардан 
ε2|||||||| <−+−≤−+−=− axxxaxxxax

kkkk nnnnnnn  

бўлиши келиб чиқади. Демак, .lim аxn
n

=
∞→

 ► 

30. Кетма-кетликнинг қуйи ҳамда юқори лимитлари. }{ nx  кетма-
кетлик берилган бўлсин. Бу кетма-кетликнинг қисмий кетма-кетлигининг 
лимити }{ nx  нинг қисмий лимити дейилади. 

2-таъриф. }{ nx  кетма-кетлик қисмий лимитларининг энг каттаси 
берилган кетма-кетликнинг юқори  лимити дейилади ва     

n
n

x
∞→

lim  

каби белгиланади. 
}{ nx  кетма-кетлик қисмий лимитларининг энг кичиги берилган кетма-

кетликнинг қуйи лимити дейилади ва  

n
n

x
∞→

lim  

каби белгиланади. 
Масалан, ушбу  ...,3,2,1,3,2,1,3,2,1:}{ nx  кетма-кетликнинг  юқори 

лимити 
3lim =

∞→ n
n

x , 

қуйи  лимити эса 
1lim =

∞→
n

n
x  

бўлади. Умуман, }{ nx  кетма-кетликнинг қуйи ҳамда юқори лимитлари 
қуйидагича ҳам киритилиши   мумкин. 

Айтайлик, }{ nx  кетма-кетлик берилган бўлиб, A  бу кетма-кетликнинг 
қисмий лимитларидан иборат тўплам бўлсин.  Унда бу кетма-кетликнинг 
қуйи лимитини  
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{ }








+∞=∞+
∞+≠

∞−
=

==
∞→∞→

бўлса}{;

,ваанчегаралангкуйидан}{;inf

,бўлсааганчегараланмкуйидан}{;

inflimlim

А

АxA

x

xx

n

n

n
n

n
n

 

деб олиш мумкин. 
}{ nx  кетма-кетликнинг юқори лимитини эса 

 
{ }









−∞=∞−
∞−≠

∞+
=

==
∞→∞→

бўлса}{;

,бўлсаваанчегаралангюкоридан}{;sup

,бўлсааганчегараланмюкоридан}{;

suplimlim

А

АxA

x

xx

n

n

n
n

n
n

 

 
деб қараш мумкин. 

Энди қуйи ҳамда юқори лимитларнинг хоссаларини келтирамиз. 

Бирор  }{ nx   кетма-кетлик учун  аxn
n

=
∞→

____

lim бўлсин. У ҳолда  0>∀ε  

олинганда ҳам: 
1)  шундай Nn ∈0  топиладики,  0nn >∀  да   ε+< axn  
2) Nn ∈∀ 1  учун ε  ва 1n  ларга боғлиқ шундай  1nn >′   топиладики,  

ε−>′ axn  бўлади. 
Бу хоссалар қуйидагиларни англатади: 0>∀ε  тайин олганда, биринчи 

хосса }{ nx  кетма-кетликнинг фақатгина чекли сондаги ҳадларигина   
ε+< axn  

тенгсизликни қаноатлантиришини, иккинчи хосса эса бу кетма-кетликнинг    
ε−> axn  

тенгсизликни қаноатлантирувчи ҳадларининг сони чексиз кўп бўлишини 
ифодалайди. 

◄Агар }{ nx  нинг чексиз кўп сондаги ҳадлари ε+a  дан катта бўлса, у 
ҳолда ε+a  сонидан кичик бўлмаган )( ε+≥ abb  га интилувчи }{ nx  кетма-

кетликнинг қисмий кетма-кетлиги мавжуд ва  бу  аxn
n

=
∞→

____

lim  га зид. 

Демак, ε+a  дан ўнгда кетма-кетликнинг кўпи билан чекли сондаги 
ҳадлари ётади. 

Модомики,  

аxn
n

=
∞→

____

lim  

экан, унда }{ nx  нинг қисмий лимитларидан бири a  га тенг:    

аx
kn

k
=

∞→
lim  
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Лимит таърифига кўра бу }{
knx  кетма-кетликнинг, демак, }{ nx  нинг 

ҳам чексиз кўп сондаги ҳадлари ε−a  дан катта бўлади. ► 
Эслатма. Бирор a  сони юқоридаги икки шартни қаноат-лантирса, у 

}{ nx  кетма-кетликнинг юқори лимити  бўлади. 
Фараз қилайлик, бирор }{ nx  кетма-кетлик учун 

bxn
n

=
∞→

lim  

бўлсин. У ҳолда 0>∀ε  олинганда ҳам: 
)1′  шундай Nn ∈0  топиладики,  0nn >∀  да ε−> bxn  
)2′ Nn ∈∀ 1  учун ε  ва 1n  ларга боғлиқ шундай 1nn >′   топиладики,  
ε+<′ bxn  бўлади. 

Қуйи лимитнинг бу хоссаси юқоридагидек исботланади. 
Кетма-кетликнинг қуйи ҳамда юқори лимитлари хосса-ларидан 

фойдаланиб, қуйидаги теоремани исботлаш қийин эмас: 
4-теорема. }{ nx  кетма-кетлик C  лимитга эга бўлиши учун 

Cxx nn
n

==
∞→∞→

____

n
limlim  

бўлиши зарур ва етарлидир. 
 

Машқлар 
 
1. Ҳар қандай монотон кетма-кетлик фақат битта қисмий лимитга эга 

бўлиши исботлансин.  
2. Коши теоремасидан фойдаланиб, ушбу 

nn aaax +++= ...21  

кетма-кетликнинг )...,2,1;10;||,( =<<≤∈ kqqaRa k
kk  лимитга эга 

бўлиши исботлансин. 
3. Ушбу  

n
n

n
n

nn
n

yxyx
_________

limlim)(lim
∞→∞→∞→

+≤+  

тенгсизлик исботлансин. 
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3-БОБ 
ФУНКЦИЯ ВА УНИНГ ЛИМИТИ 

 
10-маъруза 

Функция тушунчаси 
 
10. Функция таърифи, берилиш усуллари. Биз 2-маърузада E  

тўпламни F  тўпламга акслантириш 
FEf →:  

ни ўрганган эдик. 
Энди FE = , RF =  деб оламиз. Унда ҳар бир ҳақиқий  x  сонга  бирор 

ҳақиқий y сонни мос қўювчи 

RFf →:    ( yx
f

→ ) 
акслантиришга келамиз. Бу эса функция тушунчасига олиб келади. 

Функция тушунчаси ўқувчига ўрта мактаб математика курсидан 
маълум. Шуни эътиборга олиб функция ҳақидаги дастлабки маълумотларни 
қисқароқ баён этишни лозим топдик.  

Айтайлик, RX ⊂ , RY ⊂  тўпламлар  берилган бўлиб, x  ва y  
ўзгарувчилар мос равишда шу тўпламларда ўзгарсин: Xx∈ ,   Yy ∈ . 
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1-таъриф. Агар X  тўпламдаги ҳар бир x  сонга бирор f   қоидага кўра 
Y  тўпламдан битта y  сон  мос қўйилган бўлса, X  тўпламда функция 
берилган (аниқланган) дейилади  ва 

yxf →:  ёки ( )xfy =  
каби белгиланади. Бунда X - функциянинг аниқланиш тўплами (cоҳаси), 
Y  - функциянинг ўзгариш тўплами (cоҳаси) дейилади. x - эркли 
ўзгарувчи ёки функция аргументи, y эса эрксиз ўзгарувчи ёки функция  
дейилади. 

Мисоллар.  1.  ( ) ( )∞+=∞+∞−= ,0,, YX  бўлиб,  f  қоида  

1: 2 +=→ xyxf  

бўлсин. Бу ҳолда ҳар бир  Xx∈  га битта  Yx ∈+12  мос қўйилиб,  
12 += xy  

функцияга эга бўламиз. 
2. Ҳар бир рационал сонга 1 ни,  ҳар бир иррационал сонга 0 ни мос 

қўйиш натижасида функция ҳосил бўлади. Одатда, бу Дирихле функцияси 
дейилиб, у ( )xD  каби белгиланади: 

( )


=

бўлса сон иррационалагар0

бўлса сон рационалагар1

x,

,x,
xD  

Шундай қилиб, ( )xfy =  функция  учта: X  тўплам, Y  тўплам ва ҳар бир 
Xx∈  га битта Yy ∈  ни мос қўювчи f  қоиданинг берилиши билан 

аниқланар экан. 
Фараз қилайлик, ( )xfy =  функция RX ⊂  тўпламда берилган бўлсин. 

Xx ∈0  нуқтага мос келувчи 0y  миқдор  ( )xfy =  функциянинг 0xx =  
нуқтадаги хусусий қиймати дейилади ва ( ) 00 yxf =  каби белгиланади. 

Текисликда декарт координаталар системасини оламиз. Текисликдаги 
( )( )xfx ,  нуқталардан иборат ушбу  

( )( ){ } ( )( ) ( ){ }YxfXxxfxxfx ∈∈= ,,,  

тўплам ( )xfy =  функциянинг графиги дейилади.  Масалан,  

[ ]( )2,212 −=∈−= Xxxy  
функциянинг графиги 1-чизмада тасвирланган. 

 
1-чизма. 

Функция таърифидаги f  қоида турлича бўлиши мумкин. 
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а) Кўпинча x  ва y  ўзгарувчилар орасидаги боғланиш формулалар 
ёрдамида ифодаланади. Бу функциянинг анали-тик усулда берилиши 
дейилади. Масалан,  

21 xy −=  
функция аналитик усулда берилган бўлиб, унинг аниқланиш тўплами  

{ } [ ]1,111 −=≤≤−∈= xRxX  

бўлади. 
x  ва y  ўзгарувчилар орасидаги боғланиш  қуйидаги формулалар 

ёрдамида берилган бўлсин: 





<−
>

==
бўлса.0агар,1

бўлса,0агар,1
)(

x

x
xfy  

Бу функциянинг аниқланиш тўплами { }0\RX =  бўлиб, қийматлар 
тўплами эса { }1,1−=Y  бўлади. Одатда бу функция xy sign=  каби 
белгиланади. 

б) Баъзи ҳолларда Xx∈ , Yy ∈  ўзгарувчилар орасидаги боғланиш 
жадвал орқали бўлиши мумкин. Масалан, кун давомида ҳаво ҳароратини 
кузатганимизда, 1t  вақтда ҳаво ҳарорати 1T , 2t  вақтда ҳаво ҳарорати 2T  ва ҳ.к. 
бўлсин. Натижада қуйидаги жадвал ҳосил бўлади. 

 
t – вақт 1t  2t  3t  ... nt  

T – ҳарорат 1T  2T  3T  ... nT  
 

Бу жадвал t  вақт билан ҳаво ҳарорати T  орасидаги боғланиш-ни 
ифодалайди, бунда t -аргумент, T  эса t  нинг функцияси бўлади. 

в) x  ва y  ўзгарувчилар орасидаги боғланиш текисликда бирор эгри 
чизиқ орқали ҳам ифодаланиши мумкин (2-чизма). 

 
2-чизма. 

 
Масалан, 2-чизмада тасвирланган L  эгри чизиқ берил-ган бўлсин. 

Айтайлик, [ ]ba ,  сегментдаги ҳар бир нуқтадан ўтказилган перпендикуляр L  
чизиқни фақат битта нуқтада кессин. [ ]bax ,∈∀  нуқтадан перпендикуляр 
чиқариб,  унинг L  чизиқ билан кесишиш нуқтасини топамиз. Олинган x  
нуқта-га кесишиш нуқтасининг ординатаси y  ни мос қўямиз. Натижада ҳар 
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бир [ ]bax ,∈  га битта y  мос қўйилиб, функция ҳосил бўлади. Бунда x  билан 
y  орасидаги боғланишни берил-ган L  эгри чизиқ бажаради.  

Айтайлик, ( )xf1  функция RX ⊂1  тўпламда, ( )xf2  функция эса RX ⊂2  
тўпламда аниқланган бўлсин. 

 
 
Агар  

1)  21 XX =  
2)  1Xx∈∀  да ( ) ( )xfxf 21 =  

бўлса, ( )xf1  ҳамда ( )xf2  функциялар ўзаро тенг дейилади ва ( ) ( )xfxf 21 =  
каби белгиланади.  

20. Функциянинг чегараланганлиги. ( )xf  функция RX ⊂  тўпламда 
берилган бўлсин. 

2-таъриф. Агар шундай ўзгармас M  сони топилсаки,  Xx∈∀  учун 
( ) Mxf ≤  тенгсизлик бажарилса, ( )xf  функция X  тўпламда юқоридан 

чегараланган дейилади. Агар шундай ўзгармас m  сони топилсаки, Xx∈∀  
учун ( ) mxf ≥  тенгсизлик бажарилса, ( )xf  функция X  тўпламда қуйидан 
чегаралан-ган дейилади.  

3-таъриф. Агар ( )xf  функция X  тўпламда ҳам юқоридан, ҳам 
қуйидан чегараланган бўлса, ( )xf  функция X  тўпламда чегараланган 
дейилади. 

1-мисол. Ушбу 
4

2

1

1
)(

x

x
xf

+
+=  функцияни қарайлик. Бу функция R  да 

чегараланган бўлади. 

◄ Равшанки, Rx∈∀  да  0
1

1
)(

4

2

>
+
+=

x

x
xf . 

Демак, берилган функция R  да қуйидан чегараланган. 
Айни пайтда, ( )xf  функция учун  

4

2

4

2

4 1
1

11

1
)(

x

x

x

x

x
xf

+
+≤

+
+

+
=  

бўлади. Энди 

2

1

1
1212)1(0

4

2
422422 ≤

+
⇒+≤⇒+−=−≤

x

x
xxxxx  

бўлишини эътиборга олиб, топамиз:  .
2

3

2

1
1)( =+≤xf  

Бу эса ( )xf  функциянинг юқоридан чегараланганлигини билдиради. Демак, 
берилган функция R  да чегараланган. ► 

4-таъриф. Агар ҳар қандай 0>M  сон олинганда ҳам шундай Xx ∈0  
нуқта топилсаки,  

( ) Mxf >0  
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тенгсизлик бажарилса, ( )xf  функция X  тўпламда юқоридан 
чегараланмаган дейилади. 

30. Даврий функциялар. Жуфт ва тоқ функциялар. ( )xf  функция 
RX ⊂  тўпламда берилган  бўлсин. 
5-таъриф.  Агар шундай ўзгармас ( )0≠TT  сон мавжуд бўлсаки, 
Xx∈∀  учун  

1)  XTx ∈− , XTx ∈+    
2)  ( ) ( )xfTxf =+  

бўлса, ( )xf  даврий функция дейилади, T  сон эса ( )xf  функциянинг даври 
дейилади. 

Масалан, ( ) xxf sin= , ( ) xxf cos=  функциялар даврий функциялар 
бўлиб, уларнинг даври π2  га, ( ) tgxxf = , ( ) ctgxxf =  функцияларнинг даври 
эса π  га  тенг. 

Даврий функциялар қуйидаги хоссаларга эга: 
а) Агар ( )xf  даврий функция бўлиб, унинг даври ( )0≠TT  бўлса, у 

ҳолда  
( ),2,1 ±±== nnTTn  

сонлар ҳам шу функциянинг даври бўлади. 
б)  Агар 1T  ва 2T  сонлар ( )xf  функциянинг даври бўлса, у ҳолда 

021 ≠+ TT  ҳамда ( )2121 TTTT ≠−  сонлар ҳам ( )xf  функция-нинг даври 
бўлади. 

в)  Агар ( )xf  ҳамда ( )xg  лар даврий функциялар бўлиб, уларнинг ҳар 
бирининг даври  ( )0≠TT  бўлса, у ҳолда 

( ) ( )xgxf + ,   ( ) ( )xgxf − ,   ( ) ( )xgxf ⋅ ,   
)(

)(

xg

xf
   ( )( )0≠xg  

функциялар ҳам даврий функциялар бўлиб, T  сон уларнинг ҳам даври 
бўлади. 

2-мисол. Ихтиёрий ( )0≠TT  рационал сон  Дирихле функцияси  



=

бўлса сон иррационалагар,0

,бўлса сон рационалагар,1
)(

x

x
xD  

нинг даври бўлиши кўрсатилсин. 
◄ Айтайлик, ( )0≠TT  рационал сон бўлсин. Равшанки, Rx∈∀  

иррационал сон учун Tx + – иррационал сон, Rx∈∀  рационал сон учун  
Tx +  рационал сон бўлади. Демак,  



=+

бўлса сон иррационалагар,0

,бўлса сон рационалагар,1
)(

x

x
TxD  

Шундай қилиб, Rx∈∀ ,  T - рационал сон бўлганда 
( ) ( )xDTxD =+  

бўлади. ► 
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Маълумки, ( )RXXx ⊂∈∀  учун − Xx∈  бўлса, X тўплам O  нуқтага 
нисбатан симметрик тўплам дейилади.  

Айтайлик, O  нуқтага нисбатан симметрик бўлган X  тўпламда  ( )xf  
функция берилган бўлсин. 

6-таъриф. Агар Xx∈∀  учун ( ) ( )xfxf =−  тенглик бажарил-са, ( )xf  
жуфт функция дейилади. Агар Xx∈∀  учун ( ) ( )xfxf −=−  тенглик 
бажарилса, ( )xf  тоқ функция дейилади. 

Масалан, ( ) 12 += xxf  жуфт функция, ( ) xxxf += 3  эса тоқ функция 

бўлади. Ушбу ( ) xxxf −= 2  функция жуфт ҳам эмас, тоқ ҳам эмас. 
Агар  ( )xf  ва  ( )xg   жуфт функциялар бўлса, у ҳолда 

( ) ( )xgxf + ,   ( ) ( )xgxf − ,   ( ) ( )xgxf ⋅ ,   
)(

)(

xg

xf
   ( )( )0≠xg  

функциялар ҳам жуфт бўлади. 
Агар ( )xf  ва  ( )xg  тоқ функциялар бўлса, у ҳолда 

( ) ( )xgxf + ,  ( ) ( )xgxf −  
функциялар тоқ бўлади,  

( ) ( )xgxf ⋅ ,       
)(

)(

xg

xf
   ( )( )0≠xg  

функциялар эса жуфт бўлади. 
Жуфт  функциянинг графиги ординаталар ўқига нис-батан, тоқ 

функциянинг графиги эса кординаталар бошига нисбатан симметрик 
жойлашган бўлади. 

40. Монотон функциялар. Фараз қилайлик, ( )xf  функция RX ⊂  
тўпламда берилган бўлсин. 

7-таъриф. Агар Xxx ∈∀ 21 ,  учун 21 xx <  бўлганда ( ) ( )21 xfxf ≤  
тенгсизлик бажарилса, ( )xf  функция X  тўпламда ўсувчи дейилади. Агар 

Xxx ∈∀ 21 ,  учун 21 xx <  бўлганда ( ) ( )21 xfxf <  тенгсизлик бажарилса, ( )xf  
функция X  тўпламда қатъий ўсувчи дейилади. 

8-таъриф. Агар Xxx ∈∀ 21 ,  учун 21 xx <  бўлганда  ( ) ( )21 xfxf ≥  
тенгсизлик бажарилса, ( )xf  функция X  тўпламда камаювчи дейилади. 
Агар Xxx ∈∀ 21 ,  учун 21 xx <  бўлганда  ( ) ( )21 xfxf >  тенгсизлик бажарилса, 

( )xf  функция X  тўпламда қатъий камаювчи дейилади. 
Ўсувчи ҳамда камаювчи функциялар умумий ном билан монотон 

функциялар дейилади. 

3-мисол. Ушбу  
21

)(
x

x
xf

+
=  функциянинг [ )∞+= ,1X  тўп-ламда 

камаювчи эканлиги исботлансин. 
◄ [ )∞+,1  да ихтиёрий 1x  ва 2x  нуқталарни олиб, 21 xx <  бўлсин 

дейлик. Унда 
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=
++

−−+
=

+
−

+
=−

)1)(1(11
)()(

2
2

2
1

2
122

2
211

2
2

2
2
1

1
21

xx

xxxxxx

x

x

x

x
xfxf  

 

)1)(1(

)1)((

)1)(1(

)(
2
2

2
1

2121
2
2

2
1

122121

xx

xxxx

xx

xxxxxx

++
⋅−−

=
++

−⋅+−
=  

бўлади. Кейинги тенгликда  
021 <− xx ,      01 21 <⋅− xx  

бўлишини эътиборга олиб,  
( ) ( ) 021 >− xfxf  

яъни, ( ) ( )21 xfxf >  эканини топамиз. Демак,  
( ) ( )2121 xfxfxx >⇒< .► 

Айтайлик, ( )xf  ва ( )xg  функциялар RX ⊂  тўпламда ўсувчи 
(камаювчи) бўлиб, constC =  бўлсин. У ҳолда 

а) ( ) Cxf +  функция ўсувчи (камаювчи) бўлади. 
б) 0>C  бўлганда ( )xfC ⋅  ўсувчи, 0<C  бўлганда ( )xfC ⋅   камаювчи 

бўлади. 
в)  ( ) ( )xgxf +  функция ўсувчи (камаювчи) бўлади. 
50. Тескари функция. Мураккаб функциялар. ( )xfy =  функция 

RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб, бу функциянинг қийматларидан иборат 
тўплам  

}|)({ XxxfY f ∈=  

бўлсин. 
Фараз қилайлик, бирор қоидага кўра fY , тўпламдан олинган ҳар бир y  

га X  тўпламдаги битта  x  мос қўйилган бўлсин. Бундай мослик натижасида 
функция ҳосил бўлади. Одатда, бу функция ( )xfy =  га нисбатан тескари 

функция дейилади ва )(1 yfx −=  каби белгиланади. 

Масалан, 1
2

1 += xy  функцияга нисбатан тескари функция 

12 −= yx  бўлади. 
Юқорида айтилганлардан ( )xfy =  да x  аргумент, y  эса x  нинг 

функцияси, тескари )(1 yfx −=  функцияда y  аргумент,  x  эса y  нинг 
функцияси бўлиши кўринади. 

Қулайлик учун тескари функция аргументи ҳам x , унинг функцияси y  
билан  белгиланади:  ( )xgy = . 

( )xfy =  га нисбатан тескари ( )xg  функция графиги ( )xf   функция 
графигини I ва III чораклар биссектрисаси атрофии-да 1800 га айлантириш 
натижасида ҳосил бўлади. 

Айтайлик, fY  тўпламда ( )yFu =  функция берилган бўлсин. Натижада 

X  тўпламдан олинган ҳар бир x  га fY  тўпламда битта y : 
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)),((: xfyyxf =→  
ва fY  тўпламдаги бундай  y  сонга битта u :  

))((: yFuuyF =→  
сон мос қўйилади. Демак, X  тўпламдан олинган ҳар бир x  сонга битта u  
сон мос қўйилиб, янги функция ҳосил бўлади: ( )( )xfFu = . Одатда бундай 
функциялар мураккаб функция дейилади. 

 
Машқлар 

 
1. ( )xf  функциянинг RX ⊂  тўпламда қуйидан чегаралан-маганлиги 

таърифи келтирилсин. 
2. O  нуқтага нисбатан симметрик бўлган RX ⊂  тўпламда  берилган 

ҳар қандай ( )xf  функция жуфт ва тоқ функциялар йиғиндиси кўринишида 
ифодаланиши исботлансин. 

3. Ушбу 
1

1
)(

2 +
=

x
xf  функциянинг [ )∞+= ,0X  тўпламда камаювчи 

экани исботлансин. 

4. Агар  
x

xf
−

=
1

1
)(   бўлса,   )))((( xfff   топилсин. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11-маъруза 
Элементар функциялар 

 
Элементар функциялар китобхонга ўрта мактаб математика курсидан 

маълум. Биз қуйида элементар функциялар ҳақидаги асосий маълумотларни 
баён этамиз. 

10. Бутун рационал функциялар. 
Ушбу  

n
n

n
n xaxaxaxaay +++++= −

−
1

1
2

210 ...  

кўринишдаги функция бутун рационал функция дейилади. Бунда naaa ,...,, 10 – 

ўзгармас сонлар, Nn∈ . Бу функция ),( ∞+−∞=R  да аниқланган. 



 63 

Бутун рационал функциянинг баъзи хусусий ҳоллари: 
а)  Чизиқли функция. Бу функция 

)0( ≠+= abaхy  

кўринишга эга, бунда ba ,  ўзгармас сонлар. 

Чизиқли функция ),( ∞+−∞  да аниқланган 0>a  бўлганда ўсувчи, 
0<a  бўлганда камаювчи: графиги текисликдаги  тўғри чизиқдан иборат. 
б) Квадрат функция. Бу функция  

)0(2 ≠++= acbxaхy  

кўринишга эга, бунда cba ,,  – ўзгармас сонлар. 

Квадрат функция R  да аниқланган бўлиб, унинг графиги параболани 
ифодалайди. 

Равшанки,  

.
4

4

2

22
2

a

acb

a

b
xаcbxaхy

−−






 +=++=  

Параболанинг текисликда жойлашиши a  ҳамда acbD 42 −=  ларнинг 
ишорасига боғлиқ бўлади. Масалан, 0>a , 0>D  ва 0<a , 0<D  бўлганда 
унинг графиги  3-чизмада тасвирланган параболалар кўринишида бўлади. 

 
3-чизма. 

 
20. Каср рационал функциялар. Ушбу 

m
m

n
n

xbxbxbb

xaxaxaa
y

++++
++++

=
...

...
2

210

2
210  

кўринишдаги функция каср рационал функция дейилади. Бунда naaa ...,,, 10  

ва mbbb ...,,, 10  лар ўзгармас сонлар Nn∈ ,  Nm∈ . Бу функция           

}0...|{\),( 10 =+++∞+−∞= m
m xbxbbxX  

тўпламда аниқланган. 
Каср рационал функциянинг баъзи хусусий ҳоллари: 
а) Тескари пропорционал боғланиш. У  

)0( constах
х

a
y =≠=  

кўринишга эга.  Бу функция  
}0{\),0()0,( RX =+∞−∞= Υ  
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тўпламда аниқланган, тоқ функция, a  нинг ишорасига қараб функция 
)0,(−∞  ва ),0( ∞+  оралиқларнинг ҳар бирида камаюв-чи ёки ўсувчи бўлади 

(4-чизма). 

 
4-чизма 

 
б) Каср чизиқли функция.  У  ушбу 

dcх

baх
y

+
+=  

кўринишга эга. Бу функция  

)0(\ ≠






−= c

c

d
RX  

тўпламда  аниқланган: 
  
 
Равшанки, 

.
1

2 c

a

c

d
х

c

adbc

dcх

baх
y +

+
⋅−=

+
+=  

Демак, 

.,,,
2 







 ==−=+
+

=
c

a

c

d

c

adbc

х
y γβαγ

β
α

 

Унинг графигини 
x

a
y =  функция графиги ёрдамида чизиш мумкин. 

30. Даражали функция.  Ушбу 
)0(, ≥= xxy a  

кўринишдаги функция даражали функция дейилади. 
Бу функциянинг аниқланиш тўплами a  га боғлиқ. Даражали функция 

0>a , бўлганда ),0( ∞+  да ўсувчи, 0<a  бўлганда камаювчи бўлади. а
ху =  

функция графиги текислик-нинг ( )0,0  ва ( )1,1  нуқталаридан  ўтади. 
40. Кўрсаткичли функция.  Ушбу 

х
ау =  
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кўринишдаги функция кўрсаткичли функция дейилади. Бунда Ra ∈ , 0>a , 
1≠a . Кўрсаткичли функция ),( ∞+−∞  аниқ-ланган, Rх∈∀  да 0>xa ; 1>a  

бўлганда ўсувчи; 10 << a  бўлганда камаювчи бўлади. 
Хусусан, ea =  бўлса, математикада муҳим рол ўйнайди-ган х

еу =  
функция ҳосил бўлади. 

Кўрсаткичли функциянинг графиги Ox  ўқидан юқорида жойлашган ва 
текисликнинг ( )1,0  нуқтасидан ўтади. 

50. Логарифмик функция. Ушбу 
xу аlog=  

кўринишдаги функция логарифмик функция дейилади. Бунда 0>a , 1≠a . 
Логарифмик функция ),0( ∞+  да аниқланган, х

ау =  функ-цияга 
нисбатан тескари; 1>a  бўлганда ўсувчи, 10 << a  бўлганда камаювчи 
бўлади. 

Логарифмик функциянинг графиги Oy  ўқининг ўнг томонида 
жойлашган ва текисликнинг ( )1,0  нуқтасидан ўтади. 

60. Тригонометрик функциялар.  Ушбу 

ecxyxy

ctgxytgxyxyxу

cos,sec

,,,cos,sin

==
====

 

функциялар тригонометрик функциялар дейилади. 
xyxу cos,sin ==  функциялар ),( ∞+−∞=R  да аниқланган, π2  

даврли функциялар Rх∈∀  да  
1cos1,1sin1 ≤≤−≤≤− xx  

бўлади. Ушбу 
,tgxy =  

функция 







 ±±=+=∈= ...,2,1,0;

2
)12(|\ kkxRxRX
π

 

тўпламда аниқланган π  даврли функция, xxx cosec,sec,ctg  функциялар 
xxx tg,cos,sin  лар орқали қуйидагича ифодала-нади: 

x
ecx

x
x

tgx
ctgx

sin

1
cos,

cos

1
sec,

1 === . 

70. Гиперболик функциялар.   Кўрсаткичли хeу =  функ-ция ёрдамида 
тузилган ушбу 

xx

xx

xx

xxxxxx

ее

ее

ее

ееееее
−

−

−

−−−

−
+

+
−+−

,,
2

,
2

 

функциялар гиперболик (мос равишда гиперболик синус, гиперболик 
косинус, гиперболик тангенс, гиперболик катангенс) функциялар 
дейилади ва улар қуйидагича 

xx

xx

xx

xxxxxx

ее

ее
cthx

ее

ее
thx

ее
chx

ее
shx −

−

−

−−−

−
+=

+
−=+=−= ,,

2
,

2
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белгиланади. 
80. Тескари тригонометрик функциялар. Маълумки, xy sin=  

функция R  да аниқланган ва унинг қийматлари тўплами 
]1,1[−=fY  

бўлади. 

Агар 




−∈
2

,
2

ππ
x  бўлса, у ҳолда  




−=
2

,
2

ππ
X  ва ]1,1[−=fY  

тўпламларнинг элементлари ўзаро бир қийматли мосликда бўлади.  
xy sin=  функцияга нисбатан тескари функция  

xаrcу sin=  
каби белгиланади. 

Шунга ўхшаш ctgxytgxyxy === ,,cos  функцияларга нис-батан 
тескари функциялар мос равишда 

,,,arccos arcctgxyarctgxyxy ===  
каби белгиланади. 

Ушбу xаrcу sin= , xаrcу cos= , аrctgxу = , аrcctgxу =  функция-лар  
тескари тригонометрик функциялар  дейилади. 

 
Машқлар 

 
1. 2xy =  функция графигига кўра cbxaxy ++= 2  функция-нинг 

графиги чизилсин. 

2. 
x

y
1=  функция графигига кўра 

dcx

bax
y

+
+=  

функциянинг графиги чизилсин. 
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12-маъруза 
Функция лимити 

 
10. Тўпламнинг лимит нуқтаси. Айтайлик, бирор RX ⊂  тўплам ва 

Rx ∈0  нуқта берилган бўлсин.  
1-таъриф. Агар  0x  нуқтанинг ихтиёрий  

)0(),()( 000 >∀+−= εεεε xxxU  
атрофида  X  тўпламнинг  0x   нуқтадан фарқли камида битта нуқтаси бўлса, 
яъни 

εε <−≠∈∃>∀ ||:,,0 00 xxxxXx  
бўлса, 0x  нуқта  X   тўпламнинг лимит нуқтаси дейилади. 

Мисоллар. 1.  ]1,0[=X  тўпламнинг ҳар бир нуқтаси шу тўпламнинг 
лимит нуқтаси бўлади. 

2. )1,0(=X  тўпламнинг ҳар бир нуқтаси ва 1,0 == xx  нуқталар шу 
тўпламнинг лимит нуқталари бўлади.  

3. 






= ...,

4

1
,

3

1
,

2

1
,1X   тўпламнинг лимит нуқтаси  00 =x  бўлади. 

4. ...},3,2,1{== NX   тўплам лимит нуқтага эга эмас. 
 
2-таъриф. Агар 0x  нуқтанинг ихтиёрий  

)),()((),()( 000000 xxxUxxxU εε εε −=+= −+ )0( >∀ε  
ўнг атрофида (чап атрофида) X  тўпламнинг камида битта нуқтаси бўлса, 0x  
нуқта X  тўпламнинг ўнг (чап) лимит нуқтаси дейилади. 

3-таъриф. Агар ихтиёрий  Rс∈  учун 
}|{)( cxRxU c >∈=+∞  

тўпламда X  тўпламнинг камида битта нуқтаси бўлса, "" ∞+  X  тўпламнинг 
лимит «нуқта»си дейилади.  
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Агар ихтиёрий  Rс∈   учун  
}|{)( cxRxU c <∈=∞−  

тўпламда X  тўпламнинг камида  битта нуқтаси бўлса, "" ∞−  X  тўпламнинг 
лимит «нуқта»си дейилади. 

Келтирилган таъриф ва мисоллардан кўринадики, тўпламнинг лимит 
нуқтаси  шу тўпламга тегишли бўлиши ҳам, бўлмаслиги ҳам мумкин экан. 

1-теорема. Агар Rx ∈0  нуқта RX ⊂  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлса, 
у ҳолда 0x  нуқтанинг ҳар қандай 

)0(),()( 000 >∀+−= εεεε xxxU  
атрофида X  тўпламнинг чексиз кўп нуқталари бўлади. 

◄Айтайлик, 0x  нуқта X  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин. Теорема 
тасдиғининг тескарисини фараз қилайлик: 0x  нуқтанинг бирор )( 00

xUδ  

атрофида X  тўпламнинг  чекли  сондаги  nxxx ...,,, 21  нуқталаригина 
бўлсин. У ҳолда 

δδ =−−− }|,|...,|,||,{|min 002010 nxxxxxx  
деб олинса, 0x  нуқтанинг )( 0xUδ  атрофида X  тўпламнинг 0x  дан фарқли 
битта ҳам нуқтаси бўлмайди. Бу эса 0x  нуқта  X   тўпламнинг лимит нуқтаси 
бўлишига зиддир. ► 

2-теорема. Агар 0x  нуқта RX ⊂  тўпламнинг лимит нуқта-си бўлса, у 
ҳолда шундай сонлар кетма-кетлиги }{ nx  топила-дики,   

1) Nn∈∀  да  0, xxXx nn ≠∈ ; 
2)  ∞→n   да   0xxn →   

бўлади. 
◄Айтайлик, Rx ∈0  нуқта RX ⊂  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин. 

Унда 1-таърифга биноан  
εε <−≠∈∃>∀ ||:,,0 00 xxxxXx nnn  

бўлади. Жумладан,  
1=ε   учун  1||:, 01011 <−≠∈∃ xxxxXx , 

2

1=ε  учун  ,
2

1
||:, 02022 <−≠∈∃ xxxxXx  

3

1=ε  учун  ,
3

1
||:, 03033 <−≠∈∃ xxxxXx  

............................................................................  

n

1=ε  учун  ,
1

||:, 00 n
xxxxXx nnn <−≠∈∃  

............................................................................  
бўлади. 

Натижада қаралаётган теореманинг 1) шартини қаноат-лантирувчи 
}{ nx  кетма-кетлик ҳосил бўлиб, унинг учун Nn∈∀  да nxxn 1|| 0 <−   
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тенгсизлик ўринли бўлади. Кейинги муноса-батдан эса ∞→n  да 0xxn →   
келиб чиқади. ► 

Шуни таъкидлаш лозимки, 2-теореманинг шартларини 
қаноатлантирувчи кетма-кетликлар кўплаб топилади. 

20. Функция лимити таърифлари. Фараз қилайлик, )(xf  функция 
RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб, 0x  нуқта X   тўплам-нинг лимит нуқтаси 

бўлсин. 0x  нуқтага интилувчи ихтиёрий { }nx : 
),(...,...,,, 021 xxXxxxx nnn ≠∈  

кетма-кетликни олиб, функция қийматларидан иборат )}({ nxf : 
...),(...,),(),( 21 nxfxfxf  

кетма-кетликни ҳосил қиламиз. 
3-таъриф. (Гейне). Агар  ∞→n  да ),( 00 xxXxxx nnn ≠∈→  

бўладиган ихтиёрий  }{ nx  кетма-кетлик учун ∞→n  да  bxf n →)(  бўлса, b  
га )(xf  функциянинг 0x   нуқтадаги лимити дейилади ва  0xx →   да  

bxf →)(  ёки 
bxf

xx
=

→
)(lim

0

 

каби белгиланади. 
Эслатма. Агар ∞→n  да 

),( 00 xxXxxx nnn ≠∈→  ва ),( 00 xyXyxy nnn ≠∈→  
бўладиган турли }{},{ nn yx  кетма-кетликлар учун ∞→n  да  

1)( bxf n → , 2)( byf n →  бўлиб, 21 bb ≠  бўлса )(xf  функция  0xx →   да 
лимитга эга эмас дейилади. 

1-мисол. Ушбу   

xx

x
xf

4

16
)(

2

2

−
−=  

функциянинг  40 =x  нуқтадаги лимити топилсин. 
◄ Қуйидаги }{ nx : 

...),2,1,4(4lim =≠=
∞→

nxx nn
n

 

кетма-кетликни олайлик. Унда 

n

n

nn

n
n x

x

xx

x
xf

4

4

16
)(

2

2 +
=

−
−

=  

бўлиб, ∞→n  да  2)( →nxf  бўлади. Демак,  

.2
4

16
lim

2

2

=
−
−

∞→ xx

x
n

► 

2-мисол. Ушбу  

x
xf

1
sin)( =  

функциянинг 0→x  даги лимити мавжуд бўлмаслиги кўрса-тилсин. 
◄ Равшанки, ∞→n  да  
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,0
)14(

2' →
−

=
πn

xn   0
)14(

2'' →
+

=
πn

xn  

бўлади. 
 
 

Бу кетма-кетликлар учун 

1
2

14
)(,1

2

14
)( ''' =+=−=−= ππ n

xf
n

xf nn  

бўлиб,  ∞→n  да 
1)(,1)( ''' →−→ nn xfxf  

бўлади.  Демак, берилган функция  00 =x  нуқтада  лимитга эга эмас. ► 
4-таъриф. (Коши). Агар  0>∀ε  сон олинганда ҳам шундай  

0)( >= εδδ  топилсаки, }){\)(( 00 xxUXx δΙ∈∀  учун  
ε<− |)(| bxf  

тенгсизлик бажарилса, b  сони )(xf  функциянинг 0x  нуқта-даги лимити 
дейилади:  

bxf
xx

=
→

)(lim
0

. 

Бу таърифни қисқача қуйидагича ҳам айтиш мумкин:  
0>∀ε ,   0)( >=∃ εδδ ,  }){\)(( 00 xxUXx δΙ∈∀ :    ε<− |)(| bxf  

бўлса, bxf
xx

=
→

)(lim
0

. 

3-мисол. )(const)( RCCxf ∈==  бўлсин. Бу функция учун   
Cxf

xx
=

→
)(lim

0

 

бўлади. 

4-мисол. Ушбу 
1

1
)(

2

−
−=

x

x
xf  функциянинг 10 =x  нуқтадаги лимити 2 

га тенг экани кўрсатилсин. 
◄ 0>∀ε  сонига кўра εδ =   деб олсак, у ҳолда δ<− |1| x   )1( ≠x  

тенгсизликни қаноатлантирувчи ихтиёрий  x  да  

εδ =<−=−+=−
−
−

|1||21|2
1

12

xx
x

x
 

бўлади. Демак, .2
1

1
lim

2

0

=
−
−

→ x

x
xx

► 

5-мисол. Фараз қилайлик,  }0{\RX =  да 
x

x
xf

sin
)( =  бўлсин.  Бу 

функция учун  

1
sin

lim
0

=
→ x

x
x

 

бўлади. 
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◄Маълумки,  






∈
2

,0
π

x  учун  

tgxxx
2

1

2

1
sin

2

1 <<  

бўлади. Бу тенгсизликлардан, функцияларнинг жуфтлигини ҳисобга олиб,  

2
||0

π<< x  да  

1
sin

cos <<
x

x
x  

бўлишини топамиз. Кейинги тенгсизликлардан эса 

24
2

2
sin2cos1

sin
10

22
2 xxx

x
x

x =⋅<=−<−<  

бўлиши келиб чиқади. 
Энди 0>∀ε  ни олиб,  }1;min{εδ =  дейилса, унда ,||, δ<∀ xx  0≠x  

учун 

ε<−<
x

xsin
10  

бўлади. Демак,  

1
sin

lim
0

=
→ x

x
x

. ► 

6-мисол. Ушбу  
0,,0,)( 0 =∈>= xRxaaxf x  

функция учун   
1lim

0
=

→

x

x
a  

бўлиши исботлансин. 
◄ 1>a  бўлган ҳолни қарайлик. Бу ҳолда )(xf  функция қатъий ўсувчи 

бўлади: 
21:)()(,, 212121

xx aaxfxfxxRxx <<⇒<∈∀ . 
0>∀ε  сонни олайлик. Маълумки, ∞→n  да  

1,1
11

→→
−

nn aa  
бўлиб, кетма-кетлик лимити таърифига биноан 

,1:,
1

11 ε+<>∀∈∃ nannNn  

ε−>>∀∈∃
−

1:,
1

22
nannNn  

бўлади.  Энди 
0

210
1

},,max{
n

nnn == δ  дейилса, унда  

0

11
|0|,

n
x

n
xx <<−⇔<−∀ δ  
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бўлганда 

εεε <−⇔+<<−⇒<< |1|11
11

0 xxnxn aaaaa  

бўлади. Демак, 1lim
0

=
→

x

x
a . 

10 << a  бўлганда 1lim
0

=
→

x

x
a  бўлишини исботлаш ўқувчига ҳавола 

этилади. ► 
5-таъриф. Агар 0>∀ε  сон олинганда ҳам шундай 0>δ  сон 

топилсаки, }){\)(( 00 xxUXx δΙ∈∀  учун ε>)(xf  тенгсизлик бажарилса, 
)(xf  функциянинг 0x  нуқтадаги лимити ∞+  деб аталади ва  

∞+=
→

)(lim
0

xf
xx

 

каби белгиланади. 
Масалан,   

2

1
)(

x
xf = ,  )0( ≠x  

функция учун  

∞+=
→ 20

1
lim

xx
 

бўлади.  
Айтайлик, )(xf  функция RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб,  ∞+=0x  

нуқта X  тўпламнинг  лимит нуқтаси бўлсин. 
6-таъриф. Агар 0>∀ε  сон олинганда ҳам шундай 0>δ  топилсаки, 
,Xx∈∀  δ>x  учун  

ε<− |)(| bxf  
тенгсизлик бажарилса,  b  сони )(xf  функциянинг ∞+=0x  даги лимити 
дейилади ва  

bxf
x

=
∞+→

)(lim  

каби белгиланади.  

7-мисол. Айтайлик, ),0( ∞+=X , ∞+=0x , 
x

xf
1

)( =  бўлсин. У ҳолда 

0
1

lim =
∞+→ xx

 

бўлади.  
◄Ҳақиқатан ҳам, 0>∀ε  соннни олайлик. Равшанки, 0>∀x   учун 

ε
ε 11

0
1 >⇔<=− x

xx
. 

Демак, 
ε

δ 1=  дейилса, унда  δ>∀x  учун 

ε
δ

=<=− 11
0

1

xx
 

бўлади. ► 
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8-мисол. Фараз қилайлик,  

RXNma
a

x
xf

x

m

=∈>= ,,1,)(  

бўлсин. Унда 

0lim =
∞+→ x

m

x a

x
 

бўлишини исботлаймиз. 
◄ 0>ε  сонни олайлик.   Маълумки,  ∞→n  да  

0
)1( →+

n

m

a

n
 

бўлади. Унда 

εε <+>∀∃>∀
n

m

a

n
nnn

)1(
:,,0 00  

бўлади.  
Агар  0nC =  дейилса, унда Cx >∀  учун 

[ ]
[ ] ε<+<=−
x

m

x

m

x

m

a

x

a

x

a

x )1(
0  

бўлади  ).][( 0 Cnx =≥   Демак,   0lim =
∞+→ x

m

x a

x
.  ► 

9-мисол. Ушбу 

e
x

x

x
=







 +
∞+→

1
1lim  

муносабат исботлансин. 
◄ 0>∀ε  сонни оламиз. Маълумки, ∞→n  да  

,
1

1 e
n

n

→






 +  

.
2

1

1

1
1

1

1
1

1

e
n

n

nn

nn

→
+
+⋅









+
+=









+
+

+

 

 
Лимит таърифига биноан,  

εε

ε

+<






 +








+
+<−

>∀∈∃>∀
+

e
nn

e

nnNn
nn 1

00

1
1,

1

1
1

:,,0

 

бўлади.  
Энди 0nC =  десак, унда Cx >∀  учун  

εε +<






 +<






 +<








+
+<−

+

e
xxx

e
xxx 1][][

][

1
1

1
1

1][

1
1  

бўлиб,  

ε<−






 + e
x

x
1

1  
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бўлади. Демак,  

e
x

x

x
=







 +
∞→

1
1lim . ► 

30. Функция лимити таърифларининг эквивалентлиги. 
3-теорема. Функция лимитининг Коши ҳамда Гейне таърифлари 

эквивалент таърифлардир. 
◄Коши таърифига кўра  b  сони )(xf  функциянинг 0x  нуқтадаги 

лимити бўлсин: 
bxf

xx
=

→
)(lim

0

 

Унда  
00 ,||,,0,0 xxxxXx ≠<−∈∀>∃>∀ δδε  

бўлганда  
                    ε<− |)(| bxf                                    (1) 

бўлади. 0x  нуқта X  тўпламнинг лимит нуқтаси. Унда 2-теоремага кўра }{ nx  
кетма-кетлик топиладики, ∞→n  да 0xxn →  ( )Κ,2,1,0 =≠ nxxn  бўлади. 
Кетма-кетлик лимити таърифига биноан  

              , || :,,0 000 δδ <−>∀∈∃> xxnnNn n              (2) 
бўлади.  (1) ва (2)  муносабатлардан 0nn >∀  учун  

ε<− bxf n )(  
бўлиши келиб чиқади. Бу эса b  сонини  Гейне таърифи бўйича )(xf  
функциянинг 0x  нуқтадаги лимити эканини билдиради. 

Энди b  сони Гейне таърифи бўйича )(xf  функциянинг 0x  нуқтадаги 
лимити бўлсин. 
Тескарисини фараз қиламиз, яъни )(xf  функциянинг 0x  нуқтадаги лимити 
Гейне таърифи бўйича b  га тенг бўлса ҳам, Коши таърифи бўйича лимити 
бўлмасин. Унда бирор 00 >ε  учун ихтиёрий 0>δ  сон олинганда ҳам 

δ<−< ||0 0xx  ни қаноатлантирувчи бирор x′  да  
0|)(| ε≥−′ bxf  

бўлади. 
Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма-кетлиги { nδ } ни олайлик: 
 

∞→n   да  0→nδ    ( )Κ,2,1,0 => nnδ . 
У ҳолда   

00 |)(| ||0 εδ ≥−⇒<−< bxfxx nnn               (3) 
бўлади. Аммо 0→nδ , да 0xxn → , демак, Гейне таърифига асосан  

bxf n →)(  
бўлади. Бу (3) га зиддир. Демак, b  сони Коши таърифи бўйича ҳам, )(xf  
функциянинг 0x  нуқтадаги лимити бўлади. ►  

40. Функциянинг ўнг ва чап лимитлари. Айтайлик, )(xf  функция 
RX ⊂  тўпламда берилган, 0x  нуқта X нинг чап лимит нуқтаси бўлиб,  

)0(),( 00 >⊂− γγ Xxx  
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бўлсин. 
7-таъриф. Агар  

εδδε <−−∈∀>∃>∀ |)(|:),(,0,0 00 bxfxxx  
бўлса, b  сон )(xf  функциянинг 0x  нуқтадаги  чап лимити  дейилади ва  

)0()(lim 0
00

−==
−→

xfxfb
xx

 

каби белгиланади.  
Фараз қилайлик, )(xf  функция RX ⊂   тўпламда берилган, 0x  нуқта 

X  нинг  ўнг лимит нуқтаси бўлиб,  
)0(),( 00 >⊂+ γγ Xxx  

бўлсин. 
8-таъриф. Агар  

εδδε <−+∈∀>∃>∀ |)(|:),(,0,0 00 bxfxxx  
бўлса, b  сон )(xf  функциянинг 0x  нуқтадаги ўнг лимити дейилади ва  

)0()(lim 0
00

+==
+→

xfxfb
xx

 

 
каби белгиланади. 

Масалан,  









<−
=
>

=
бўлса0агар,1

,бўлса0агар,0

,бўлса0агар,1

)(

x

x

x

xf  

функциянинг 0 нуқтадаги ўнг лимити 1, чап лимити -1 бўлади. 
 
 

Машқлар 
 
1. Ушбу  

,)(lim

,)(lim,)(lim,)(lim

−∞=

−∞=+∞=+∞=

−∞→

+∞→−∞→+∞→

xf

xfxfxf

x

xxx  

лимитларнинг таърифлари келтирилсин. 

2. Ушбу 
x

xf
π

sin)( =   функция 00 =x  нуқтада лимитга эга эмаслиги 

исботлансин. 

3. Лимит таърифидан фойдаланиб,  ∞=
−→ 1

1
lim

1 xx
 бўлиши исботлансин. 

4. )(xf  функция a  нуқтада b  лимитга эга бўлиши учун унинг шу 
нуқтадаги ўнг ва чап лимитлари мавжуд бўлиб,  

bafaf =−=+ )0()0(  
тенгликлар ўринли бўлиши зарур ва етарли бўлиши исботлансин. 
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13-маъруза 

Лимитга эга бўлган функцияларнинг хоссалари. 
Лимитнинг мавжудлиги 

10. Лимитга эга бўлган функцияларнинг хоссалари. Чекли лимитга 
эга бўлган функциялар ҳам яқинлашувчи кетма-кетлик сингари қатор 
хоссаларга эга. 

Фараз қилайлик, )(xf  функция RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб, 
Rx ∈0   нуқта X  нинг лимит нуқтаси  бўлсин. 
1-хосса. Агар 0xx →  да )(xf  функция лимитга эга бўлса, у ягона 

бўлади. 
◄Бу хоссанинг исботи лимит таърифларининг эквивалентлиги ҳамда 

кетма-кетлик лимитининг ягоналигидан келиб чиқади.► 
2-хосса. Агар 

bxf
xx

=
→

)(lim
0

,    ( −b чекли сон) 

бўлса, у ҳолда 0x  нуқтанинг шундай  )0()( 0 >δδ xU  атрофи топиладики, 
бу атрофда )(xf  функция  чегараланган бўлади. 

◄Айтайлик,  
bxf

xx
=

→
)(lim

0

 

бўлсин.  Функция лимити таърифга биноан 
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}){\)((,0,0 00 xxUXx δδε Ι∈∀>∃>∀  да   ε<− |)(| bxf   
яъни εε +<<− bxfb )(  бўлади. Кейинги тенгсизликлардан )(xf  
функциянинг 0x  нуқтанинг )( 0xUδ  атрофида чегараланган-лиги келиб 
чиқади. ►  

3-хосса. Агар 
bxf

xx
=

→
)(lim

0

 

бўлиб, pb <  бўлса, у ҳолда 0x  нуқтанинг шундай )( 0xUδ  атрофи 
топиладики, бу атрофда  

pxf <)(  
бўлади.  

◄Шартга кўра  
bxf

xx
=

→
)(lim

0

. 

Функциянинг лимити таърифига кўра 0>−= bpε  учун   шундай 0>δ  сон 

топиладики, Xx∈∀ , δ<− 0xx , 0xx ≠  учун  

( ) ( ) pbxfbxf =+<⇒<− εε  

бўлади. Бу эса )( 0xUx δ∈∀  да pxf <)(  бўлишини билдиради. ► 
Фараз қилайлик, )(xf  ва )(xg  функциялар RX ⊂  тўплам-да берилган 

бўлиб, Rx ∈0  нуқта X  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин. 
4-хосса. Агар  

1)(lim
0

bxf
xx

=
→

,   2)(lim
0

bxg
xx

=
→

 

бўлиб, Xx∈∀  да ( )xgxf ≤)(  тенгсизлик бажарилса, у ҳолда 21 bb ≤ , яъни 
)(lim)(lim

00

xgxf
xxxx →→

≤  

бўлади. 
◄ Айтайлик,  

1)(lim
0

bxf
xx

=
→

, 2)(lim
0

bxg
xx

=
→

 

бўлсин. 
Функция лимитининг Гейне таърифига кўра 0x  га интилувчи ихтиёрий  

),( 00 xxXxxx nnn ≠∈→  
кетма-кетлик учун 

                     ∞→n  да  21 )(,)( bxgbxf nn →→                (1) 
бўлади. 

Равшанки, Nn∈∀  да  
)()( nn xgxf ≤                              (2) 

Яқинлашувчи кетма-кетликнинг хоссаларидан фойдаланиб, (1) ва (2) 
муносабатлардан )(lim)(lim

00
n

xx
n

xx
xgxf

→→
≤  , яъни 21 bb ≤  бўлишини топамиз. 

► 
5-хосса. Фараз қилайлик,  



 78 

),(,)(lim,)(lim 2121
00

Rbbbxgbxf
xxxx

∈==
→→

 

лимитлар мавжуд бўлсин. У ҳолда  
 а)  Rc ∈∀ да )(lim))((lim

00

xfсxfc
xxxx →→

⋅=⋅ ; 

 б) );(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx →→→

+=+  

 в) );(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx →→→

⋅=⋅  

 г)  Агар 02 ≠b  бўлса,  
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

0

0

0 xg

xf

xg

xf

xx

xx

xx
→

→

→
=  

бўлади. 
Бу тасдиқларнинг исботи сонлар кетма-кетликлари устида арифметик 

амаллар бажарилиши ҳақидаги маълумот-лардан келиб чиқади. 
1-мисол. Ушбу  

1

...
lim

32

1 −
−++++

→ x

nxxxx n

x
 

лимит ҳисоблансин.  
◄ Бу лимитни юқоридаги хоссалардан фойдаланиб ҳисоблаймиз: 
 

=
−

−++−+−+−=
−

−++++
→→ 1

)1(...)1()1()1(
lim

1

...
lim

32

1

32

1 x

xxxx

x

nxxxx n

x

n

x  

( ) ( ) ( ) ( )
1

]1...111[1
lim

212

1 −
++++++++++− −−

→ x

xxxxxxx nn

x

2

)1(
...321

+=++++= nn
n  .► 

2-мисол. Ушбу  

20

cos1
lim

x

x
x

−
→

 

лимит ҳисоблансин. 

◄ Маълумки, 
2

sin2cos1 2 x
x =− .  Шуни ҳисобга олиб топамиз: 

=
















⋅==−
→→→

2

02

2

020

2

2
sin

2

1
lim2

sin2
lim

cos1
lim

x

x

x

x

x

x
xxx

 

2

1

2

2
sin

lim

2

2
sin

lim
2

1
00

=
















⋅⋅=
→→ x

x

x

x

xx
. ► 
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20. Функция лимитининг мавжудлиги. Фараз қилайлик, ( )xf  
функция RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб, ( ) Xxx ⊂− 00 ,γ  бўлсин ( )0>γ . 
Равшанки, Rx ∈0  нуқта X  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлади.  

1-теорема. Агар ( )xf  функция X  тўпламда ўсувчи бўлиб, у юқоридан 
чегараланган бўлса, функция 0x  нуқтада  

)(lim
00

xf
xx −→

 

лимитга эга бўлади. 
◄ ( )xf  функция  қийматларидан иборат бўлган  ушбу 

( ) { }{ }0xxXxxfF <∩∈=  

тўпламни қараймиз. Теореманинг шартига кўра бу тўплам юқоридан 
чегараланган бўлади. У ҳолда тўпламнинг аниқ чегарасининг мавжудлиги 
ҳақидаги теоремага кўра F  туплам аниқ юқори чегарага эга. Уни b  билан 
белгилаймиз: 

bF =sup . 
Энди, ( ) bxf

xx
=

−→ 00

lim  бўлишини исботлаймиз. Аниқ юқори чегара 

таърифига кўра: 
1) { }0xxXx <∩∈∀  учун  ( ) bxf ≤ ; 

2) { } ( ) ( )0,:, 00 >∀−><<∩∈∃ ∗∗∗ εεbxfxxxxXx бўлади. 

Агар 00 >−= ∗xxδ  дейилса, унда ( ) ( )0000 ,, xxxxx γδ −∩−∈∀  учун  

( ) ( ) εε +<≤≤<− ∗ bbxfxfb  
бўлиб, 

( ) ε<− bxf  

тенгсизлик бажарилади.  Бу  эса 
bxf

xx
=

−→
)(lim

00

 

эканини билдиради. ► 
Худди шунга ўхшаш қуйида келтириладиган теорема исботланади.  
Айтайлик, ( )xf  функция RX ⊂  тўпламда берилган  бўлиб, 

( ) Xxx ⊂+ γ00 ,  бўлсин ( )0>γ . Равшанки, Rx ∈0  нуқта X  тўплам-нинг 
лимит нуқтаси бўлади. 

2-теорема. Агар ( )xf  функция X  тўпламда камаювчи  бўлиб, у 
қуйидан чегараланган бўлса, функция 0x  нуқтада    

)(lim
00

xf
xx +→

 

лимитга эга бўлади. 
Энди функция лимитининг мавжудлиги ҳақидаги уму-мий теоремани 

келтирамиз. 
Фараз қилайлик, ( )xf  функция RX ⊂  тўпламда берилган  бўлиб, 

Rx ∈0  нуқта X  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин. 
1-таъриф. Агар 0>∀ε  олинганда ҳам шундай 0>δ  сон топилсаки,  
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( ) { }( ) ( ) { }( )0000 \,\ xxUXyxxUXx δδ ∩∈∀∩∈∀  
лар учун  

( ) ( ) ε<− yfxf                      (1)  

 
тенгсизлик бажарилса, ( )xf  учун 0x  нуқтада Коши шарти бажарилади 
дейилади. 

3-мисол. Ушбу 
x

xxf
1

sin)( =  функция учун 00 =x  нуқтада Коши 

шарти бажарилади. 

◄Ҳақиқатан ҳам, 0>∀ε  сонга кўра  
2

εδ =    дейилса, у ҳолда  

)}0{\)0((),}0{\)0((
22

εε UXyUXx ΙΙ ∈∀∈∀  

лар учун (яъни δδ << yx ,  учун)  

εεε =+<+≤

≤+≤−=−

22
||||

|
1

sin||
1

sin||
1

sin
1

sin||)()(|

yx

y
y

x
x

y
y

x
xyfxf

 

бўлади. 
3-теорема (Коши). ( )xf  функция 0x  нуқтада чекли лимит-га эга 

бўлиши учун  бу функция 0x  нуқтада Коши шартининг бажариши зарур ва 
етарли. 

◄ Зарурлиги. ( )xf  функция 0x  нуқтада чекли лимитга эга бўлсин:  
bxf

xx
=

→
)(lim

0

. 

Лимит таърифига биноан:  
( ) { }( )00 \,0,0 xxUXx δδε ∩∈∀>∃>∀  учун 

2
|))(|

ε<− bxf                                 (2) 

бўлади.  Шунингдек, ∀y∈Х Ι (Uδ (хо) \ {хо}) учун ҳам 

2
|))(|

ε<− byf                                 (3) 

бўлади.  (2)  ва (3) муносабатлардан  
( ) ( ) ( ) ( ) ε<−+−≤− yfbbxfyfxf  

бўлиши келиб чиқади. 
Етарлилиги. Айтайлик ( )xf  функция учун (1) шарт бажарилсин. 0x  

нуқтага интилувчи иккита  
( ) ,,,2,1,00 Xxnxxxx nnn ∈=≠→ Κ  
( ) ,,,2,1,00 Xynxyxy nnn ∈=≠→ Κ  

кетма-кетликларни оламиз. Бу кетма-кетликлардан фойдаланиб, ушбу 
...,,,...,,,, 2211 nn yxyxyx  
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кетма-кетликни ҳосил қиламиз. Уни nz  билан белгилаймиз. Равшанки, nz  
кетма-кетлик учун     

( ) Xznxzxz nnn ∈=≠→ ,,2,1,00 Κ  
бўлади. Теорема шартига биноан 0>∀ε  сонига кўра 0>δ  сонни оламиз. 
Модомики, ∞→n  да 0xzn →  экан, унда лимит таърифига кўра: 

εδ <−>∀∈∃> 000 :,,0 xznnNn n  

бўлади.  Унда 00 , nnnm >∀>∀  учун                                 

( ) ( ) ε<− nm zfzf  

тенгсизлик бажаpилади. Бyндан ( )nzf  кетма-кетликнинг   фyндаментал 
эканлиги келиб чиқади. Демак ( )nzf  кетма-кетлик яқинлашyвчи: 

∞→n  да  ( ) bzf n → . 
Унда 

( ) bxf n → ,   ( ) byf n →  
бўлиб, фyнкция лимитининг Гейне таъpифига биноан 

bxf
xx

=
→

)(lim
0

. 

бўлади. ►   
30. Чексиз катта ва чексиз кичик фyнкциялаp.  Айтайлик, ( )xα  

ҳамда ( )xβ  фyнкциялаp RX ⊂  тўпламда беpилган бўлиб, Rx ∈0  нyқта X  
тўпламнинг лимит нyқтаси бўлсин. 

2-таъpиф.  Агаp 
0)(lim

0

=
→

x
xx

α  

бўлса, ( )xα  фyнкция 0xx →  да чексиз кичик фyнкция дейи-лади. 
Масалан, 0→x  да ( ) xx sin=α  фyнкция чексиз кичик фyнкция бўлади. 
3-таъpиф.  Агаp 

∞=
→

)(lim
0

x
xx

β  

бўлса, ( )xβ  фyнкция 0xx →  да чексиз катта фyнкция дейи-лади. 

Масалан, 0→x  да 
x

x
1

)( =β  фyнкция чексиз катта фyнкция бўлади. 

Чексиз кичик ҳамда чексиз катта фyнкциялаp  чексиз  кичик ҳамда 
чексиз катта миқдоpлаp каби хоссалаpга эга бўлади: 

1) Чекли сондаги чексиз кичик фyнкциялаp йиғиндиси чексиз  кичик 
фyнкция бўлади; 

2) Чегаpаланган фyнкциянинг чексиз  кичик  фyнкция  билан 
кўпайтмаси чексиз кичик фyнкция бўлади; 

3) Агаp ( ) ( )( )0≠xx αα  чексиз кичик фyнкция бўлса,  
)(

1

xα
 чексиз 

катта фyнкция бўлади. 
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4) Агаp ( )xβ  чексиз катта фyнкция бўлса, 
)(

1

xβ
 чексиз  кичик  фyнкция 

бўлади. 
 

Машқлаp 
 
1. Ушбy 

n

n

n x

x

+∞→ 1
lim  

 
лимит билан аниқланадиган фyнкция топилсин. 

 
2. Ушбy 

)1sin(lim 2 +
∞→

n
n

π  

лимит хисоблансин. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14-маъруза 
Функцияларни таққослаш 

 
10. «O » ва «o » белгилар, уларнинг хоссалари. Фараз қилайлик, ( )xf  

ва ( )xg  функциялари RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб, 0x  нуқта X  
тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин. 

1-таъриф. Агар шундай ўзгармас 0>C  сони ва шундай 0>δ  сон  
топилсаки, }){\)(( 00 xxUXx δΙ∈∀  учун  

|)(||)(| xgCxf ≤  
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тенгсизлик бажарилса, яъни  
|)(||)(|:}){\)((,0, 00 xgCxfxxUXxRC ≤∈∀>∃∈∃ + δδ Ι  

бўлса, 0xx →  да ( )xf  функция ( )xg  функцияга нисбатан чегараланган 
дейилади ва ( ) ( )( )xgOxf =  каби белгиланади. 

Агар  
|)(||)(|:||,,, xgCxfdxxRdRC ≤>∀∈∃∈∃ +  

бўлса, ∞=→ 0xx  да ( )xf  функция ( )xg  функцияга нисбатан чегараланган 
дейилади ва юқоридагидек ( ) ( )( )xgOxf =  каби белгиланади. 

Масалан, 0→x  да ( )xOx =2  бўлади, чунки ( )1,1−∈x  да xx ≤2 . 

Агар ( )xf  функция 0x  нуқта атрофида чегараланган бўлса, 0xx →  да  
( ) ( )1Oxf =  каби ёзилади. 

«O » нинг хоссалари: 
1) Агар  

b
xg

xf
xx

=
→ )(

)(
lim

0

 

бўлса, 0xx →  да ( ) ( )( )xgOxf =  бўлади. 
2) Агар 0xx →  да ( ) ( )( )xgOxf =  ва ( ) ( )( )xhOxg =  бўлса, у ҳолда 

0xx →  да  ( ) ( )( )xhOxf =  бўлади. Демак, 0xx →  да  ( )( )( ) ( )( )xhOxhOO = . 

3) Агар 0xx →  да ( ) ( )( )xgOxf =  ва ( ) ( )( )xgOxh =  бўлса, у  ҳолда 

0xx →  да  ( ) ( ) ( )( )xgOxhxf =+  бўлади.  
4) Агар 0xx →  да ( ) ( )( )xgOxf 11 =  ва ( ) ( )( )xgOxf 22 =  бўлса, у ҳолда 

0xx →  да  ( ) ( ) ( ) ( )( )xgxgOxfxf 2121 ⋅=⋅  бўлади.  
2-таъриф. Агар ҳар қандай 0>ε  сон олинганда ҳам шундай 0>δ  сон 

топилсаки,  
}){\)(( 00 xxUXx δΙ∈∀  

учун 
|)(||)(| xgxf ε≤  

тенгсизлик бажарилса, яъни  
|)(||)(|:}){\)((,0,0 00 xgxfxxUXx εδε δ ≤∈∀>∃>∀ Ι бўлса, 

0xx →  да ( )xf  функция ( )xg  функцияга нисбатан юқори тартибли чексиз 
кичик функция дейилади ва ( ) ( )( )xgoxf =  ёки  ( )gof =  каби белгиланади. 

«o » нинг хоссалари: 
1) Агар 0xx →  да ( )gof =  бўлса, у ҳолда 0xx →  да ( )gOf =  бўлади. 
2) Агар 0xx →  да ( )gof = , ( )hog =  бўлса, у ҳолда 0xx →  да  ( )hof =  

бўлади. Демак, ( )( ) ( )hohoo = . 
3) Агар 0xx →  да  ( )gof =1 , ( )gof =2  бўлса, у ҳолда 0xx →  да  

( )goff =+ 21  бўлади. 
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4) Агар 0xx →  да ( )11 gof = , ( )22 gof =  бўлса, у ҳолда 0xx →  да 
( )2121 ggoff ⋅=⋅  бўлади. Демак, ( ) ( ) ( )2121 ggogogo ⋅=⋅ . 

20. Функцияларнинг эквивалентлиги.  Айтайлик, ( )xf  ва  g(x) 
функциялари RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб, 0x  нуқта X  тўпламнинг 
лимит нуқтаси бўлсин. 

3-таъриф. 0xx →  да ( )xf  ва ( )xg  функциялар ( 0xx ≠  да ( ) 0≠xg ) учун  

1
)(

)(
lim

0

=
→ xg

xf
xx

 

бўлса, 0xx →  да ( )xf  ва ( )xg  эквивалент функциялар дейи-лади ва 
( ) ( ) ( )0~ xxxgxf →  каби белгиланади.  

Масалан, 0→x  да ( ) xxf sin=  ва ( ) xxg =  функциялар эквивалент 
функциялар бўлади:   ( )0~sin →xxx . 

1-теорема. 0xx →  да  ( )xf  ва ( )xg  функциялар ( 0xx ≠  да ( ) 0≠xg ) 
эквивалент бўлиши учун    

( ) ( ) ( )( )xgoxfxg =−  
тенгликнинг ўринли бўлиши зарур ва етарли. 

◄Зарурлиги. 0xx →  да ( ) ( )xgxf ~  бўлсин. Таърифга биноан  

1
)(

)(
lim

0

=
→ xg

xf
xx

 

бўлиб, ундан            

0
)(

)()(
lim

)(

)(
1lim

00

=−=







−

→→ xg

xfxg

xg

xf
xxxx

 

бўлиши келиб чиқади. Демак, ( ) ( ) ( )( )xgoxfxg =− . 
Етарлилиги. 0xx →  да ( ) ( ) ( )( )xgoxfxg =−  бўлсин. У ҳолда 0xx →  

да  

 
)(

))((

)(

)()(

)(

)(
1

xg

xgo

xg

xfxg

xg

xf =−=−  

бўлиб, ундан 

0
)(

)()(
lim

)(

)(
1lim

00

=−=







−

→→ xg

xfxg

xg

xf
xxxx

 

бўлиши келиб чиқади. Бу эса 

1
)(

)(
lim

0

=
→ xg

xf
xx

 

яъни ( ) ( )xgxf ~  эканини билдиради. ►                           

« ∼∼∼∼ »  нинг хоссалари: 
 

1) 0xx →  да ( ) ( )xgxf ~  ⇔  1
)(

)(
lim

0

=
→ xg

xf
xx

, 
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2) Ҳар қандай функция учун 0xx →  да  ( ) ( )xfxf ~  бўлади. 
3) Агар 0xx →  да ( ) ( )xgxf ~ , ( ) ( )xhxg ~  бўлса, 0xx →  да ( ) ( )xhxf ~  

бўлади. 
4) Агар 0xx →  да ( ) ( )xgxf 11 ~ , ( ) ( )xgxf 22 ~  бўлса, 0xx →  да  

( ) ( ) ( ) ( )xgxgxfxf 2121 ~ ⋅⋅  бўлади. 
30 . Функциянинг асимптотик ёйилмаси.  Айтайлик,    

0
)(

)(
lim 1

10

≠==
→

constc
xg

xf
xx

 

бўлсин. Унда 0xx →  да ( ) ( )xgcxf 1~  бўлиб,  

( ) ( ) ( )( )xgoxgcxf 111 +=  
бўлади. Бу ҳолда ( )xgc 11  функция 0xx →  да ( )xf  функциянинг  бош қисми 
дейилади. 

Фараз қилайлик, 0xx →  да ( )xgc 22  ( )02 ≠= constc  функция  
( ) ( )xgcxf 11−  нинг бош қисми бўлсин.  У ҳолда 0xx →  да  

( ) ( ) ( )xgcxgcxf 2211 ~−  
бўлиб,  

( ) ( ) ( ) ( )( )xgoxgcxgcxf 22211 ++=  
бўлади. 

Бу жараённи n  марта такрорлаб, 0xx →  да ( )xf  функ-цияни 
қуйидагича ёзиш мумкин:  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xgoxgcxgcxgcxf nnn ++++= Λ2211              (1)   
бунда 0≠ic  ва  

( ) ( )( ) ( )nixgoxg ii ,,2,11 Κ==+ . 
Одатда, (1) формула 0xx →  да ( )xf  функциянинг асимп-тотик 

ёйилмаси дейилади. 
40. Эквивалентликдан фойдаланиб, функцияларнинг лимитини 

топиш. Энди функцияларнинг эквивалентлигига асосланган ҳолда 
функцияларнинг лимитини ҳисоблашда фойдаланиладиган теоремани 
келтирамиз. 

2-теорема. Агар 0xx →  да ( ) ( )xfxf 21 ~ , ( ) ( )xgxg 21 ~  бўлиб, ушбу  

)(

)(
lim

1

1

0 xg

xf
xx→

 

лимит мавжуд бўлса, у ҳолда  

)(

)(
lim

2

2

0 xg

xf
xx→

 

лимит ҳам мавжуд ва    

)(

)(
lim

)(

)(
lim

1

1

2

2

0 xg

xf

xg

xf
xx

=
→
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бўлади. 
◄ Айтайлик, 0xx →  да ( ) ( )xfxf 21 ~ , ( ) ( )xgxg 21 ~  бўлсин. Унда 

равшанки, 0xx →  да  
( ) ( ) ( )( )xfoxfxf 112 += , 
( ) ( ) ( )( )xgoxgxg 112 +=  

бўлади. Бу муносабатлардан фойдаланиб топамиз: 

)(

)(
lim

))(()(

))(()(
lim

)(

)(
lim

1

1

11

11

2

2

000 xg

xf

xgoxg

xfoxf

xg

xf
xxxxxx →→→

=
+
+

= . ► 

 
Мисол.  Ушбу   

20

2coscos
lim

x

xx
x

−
→

 

лимит ҳисоблансин. 
◄ Равшанки,  

2020

2
sin

2

3
sin2

lim
2coscos

lim
x

xx

x

xx
xx

⋅
=−

→→
 

 

Энди )(
2

3

2

3
sin xo

xx +=  ва )(
22

sin xo
xx += бўлишини эътиборга олиб, 

топамиз: 

( ) ( ) ( )
2

34

3

lim2
2

1

2

3

lim22
sin

2

3
sin2

lim
2

22

02020
=

+
=








 +






 +
=

⋅

→→→ x

xox

x

xoxxox

x

xx

xxx
. 

Демак, 

2

32sincos
lim

20
=−

→ x

xx
x

. ► 

 
Машқлар 

 
1. Айтайлик, RaaaNn n ∈∈ ,,,: 21 Κ  бўлсин. У ҳолда +∞→x  да 

( )n
nn

nnn xOaxaxaxax =++++ −
−−

1
2

2
1

1 Λ  
бўлиши исботлансин. 

2. Агар 0xx →  да   
( ) ( ) ( )( )xfoxgxf =−  

бўлса, 0xx →  да  
( ) ( ) ( )( )xgoxgxf =−  

бўлиши исботлансин. 
3. Агар 0xx →  да     

( ) ( )xgxf 11 ~ ,    ( ) ( )xgxf 22 ~  
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бўлса, 0xx →  да                                                                                                                                                         
( ) ( ) ( ) ( )xgxgxfxf 2121 ~ ++ , 
( ) ( ) ( ) ( )xgxgxfxf 2121 ~ −− , 

муносабатлар ўринли бўладими?  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4-БОБ 
ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ ВА ТЕКИС 

УЗЛУКСИЗЛИГИ 
 

15-маъруза 
Функциянинг узлуксизлиги тушунчаси 

 
10. Функциянинг узлуксизлиги таърифлари. Фараз қилайлик, )(xf  

функция RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб,  Xx ∈0  нуқта  X  тўпламнинг 
лимит нуқтаси бўлсин. 

1-таъриф.  Агар   
)()(lim 0

0

xfxf
xx

=
→

                             (1) 

бўлса, )(xf  функция  0x  нуқтада узлуксиз дейилади. 
Демак, )(xf  функциянинг 0x  нуқтада узлуксизлиги ушбу  
          1) bxf

xx
=

→
)(lim

0

 нинг мавжудлиги, 

          2)  )( 0xfb =  бўлиши 
шартларининг бажарилиши билан ифодаланади. 

Мисоллар. 1. Ушбу 
1)( 24 ++= xxxf  

функция  Rx ∈∀ 0   нуқтада узлуксиз бўлади,  чунки 

).(1)1(lim)(lim 0
2
0

4
0

24

00

xfxxxxxf
xxxx

=++=++=
→→

 

2. Ушбу 





=
≠

==
,бўлса0агар,0

,бўлса0агар,1
)sign()( 2

x

x
xxf  
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функцияни қарайлик. Равшанки, Rx ∈∀ 0  нуқтада 1)(lim
0

=
→

xf
xx

 бўлади. 

Демак, қаралаётган функция 0, 00 ≠∈∀ xRx  нуқтада узлуксиз бўлади.  
Аммо  0)0( =f  бўлганлиги сабабли                          

)0()(lim
0

fxf
x

≠
→

 

бўлади. Демак, )(xf  функция 00 =x  нуқтада узлуксиз бўл-майди. 
Функция лимитининг Гейне ва Коши таърифларига биноан 

функциянинг 0x  нуқтадаги узлуксизлигини қуйидагича таърифлаш мумкин. 
2-таъриф. Агар  

...),2,1,(да 0 =∈→∞→ nXxxxn nn  
бўладиган ихтиёрий  }{ nx  кетма-кетлик учун  

)()(да 0xfxfn n →∞→  
бўлса, )(xf   функция 0x  нуқтада узлуксиз дейилади. 

3-таъриф. Агар 0>∀ε  сон олинганда ҳам шундай 0)( >= εδδ  сон 
топилсаки, 

)( 0xUXx δΙ∈∀  
учун  

ε<− |)()(| 0xfxf  
тенгсизлик бажарилса, )(xf  функция 0x  нуқтада узлуксиз дейилади. 

Одатда, 0xx −  айирма аргумент орттирмаси, )()( 0xfxf −  эса 
функция орттирмаси дейилиб,  улар мос равишда  x∆  ва  f∆  каби 
белгиланади: 

.)()()()(, 0000 xfxxfxfxffxxx −∆+=−=∆−=∆  
Унда функция узлуксизлигининг 1-таърифидаги (1) муносабат ушбу 

0lim
0

=∆
→∆

f
x

                                (2) 

кўринишга келади. 
Демак, (2) муносабатни функциянинг 0x  нуқтада узлуксизлиги таърифи 
сифатида қараш мумкин. 

Айтайлик, )(xf  функция RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб, Xx ∈0  
нуқта X  тўпламнинг ўнг (чап) лимит нуқтаси бўлсин. 

4-таъриф.  Агар  
))()(lim()()(lim 0

0
0

0 00

xfxfxfxf
xxxx

==
−→+→

 

бўлса, )(xf  функция 0x  нуқтада ўнгдан (чапдан) узлуксиз дейилади. 
Демак, )(xf  функция 0x  нуқтада ўнгдан (чапдан) узлук-сиз бўлганда 

функциянинг ўнг (чап) лимити унинг 0x  нуқта-даги қийматига тенг бўлади: 
).)()0(()()0( 0000 xfxfxfxf =−=+  

Келтирилган таърифлардан, )(xf  функция 0x  нуқтада ҳам ўнгдан, ҳам 
чапдан бир вақтда узлуксиз бўлса, функция шу нуқтада узлуксиз бўлишини 
топамиз. 
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Умуман, )(xf  функциянинг 0x  нуқтада узлуксиз бўлиши, 0>∀ε  
берилганда ҳам унга кўра шундай  0)( >= εδδ  топилиб, 

))(()()( 00 xfUxfXxUx εδ ∈⇒⊂∈∀  
бўлишини билдиради. 

5-таъриф. Агар )(xf  функция RX ⊂  тўпламнинг ҳар бир нуқтасида 
узлуксиз бўлса, )(xf  функция X  тўпламда узлуксиз дейилади. 

6-таъриф. RX ⊂  тўпламда узлуксиз бўлган  функциялар-дан иборат 
тўплам узлуксиз функциялар тўплами дейилади ва )(XС  каби белгиланади. 

Масалан, ],[)( baCxf ∈  бўлиши, )(xf  функциянинг  ],[ ba  
сегментининг ҳар бир нуқтасида узлуксиз, яъни ( )xf  функция ( )ba,  
интервалнинг ҳар бир нуқтасида узлуксиз, а  нуқтада ўнгдан, b  нуқтада эса 
чапдан узлуксиз бўлишини билдиради. 

20. Узлуксиз функциялар устида амаллар. Мисоллар. Узлуксиз 
функцияларнинг йиғиндиси, кўпайтмаси ва нисба-тининг узлуксиз функция 
бўлиши ҳақидаги тасдиқларини келтирамиз. 

1-теорема. )(xf  ва )(xg  функциялари RX ⊂  тўпламда берилган 
бўлиб, Xx ∈0  нуқтада узлуксиз бўлсин. У ҳолда 

а)  Rс∈∀  да )(xfc ⋅  функция 0x  нуқтада узлуксиз бўлади; 
б)  )()( xgxf +  функция 0x  нуқтада узлуксиз бўлади; 
в)  )()( xgxf ⋅  функция 0x  нуқтада узлуксиз бўлади; 

г)  )0)((
)(

)( ≠xg
xg

xf
  функция 0x  нуқтада узлуксиз бўлади. 

◄Теореманинг тасдиқлари узлуксизлик таърифи ҳамда лимитга эга 
бўлган функциялар устида арифметик амаллар ҳақидаги теоремадан келиб 
чиқади. Масалан, теореманинг в) тасдиғи қуйидагича исботланади: 

⇒==
→→

)()(lim),()(lim 00
00

xgxgxfxf
xxxx

 

 
).()()(lim)(lim))()((lim 00

000

xgxfxgxfxgxf
xxxxxx

⋅=⋅=⋅⇒
→→→

► 

1-мисол. Rссxf ∈= ,)(  бўлсин. Унда )()( RCxf ∈  бўлади. 
◄ Ҳақиқатан ҳам, 0>∀ε  га кўра  εδ =   дейилса, у ҳолда  

εδ <=−=−<−∀ 0|||)()(|:||, 00 ссxfxfxxx  
бўлади. ► 

2-мисол. Rxxxf ∈= ,)(  бўлса, у ҳолда  )()( RCxf ∈  бўлади. 
◄ Ҳақиқатан ҳам, 0>∀ε  га кўра  εδ =   дейилса, у ҳолда  

εδδ =<−=−<−∀ |||)()(|:||, 000 xxxfxfxxx  
бўлади. ► 

3-мисол. ;...)( 1
1

10 mm
mm axaxaxaxf ++++= −

−  RaaaNm m ∈∈ ...,,,, 10  
бўлсин. У ҳолда )()( RCxf ∈  бўлади. 
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◄ Бу тасдиқнинг исботи 1- ва 2-мисоллар ҳамда 1-теоремадан келиб 
чиқади.► 

Шунга ўхшаш ушбу  

nn
nn

mm
mm

bxbxbxb

axaxaxa
xf

++++
++++

=
−

−
−

−

1
1

10

1
1

10

...

...
)(  

функцияни,  (бунда  )...,,,,...,,,;, 1010 RbbbaaaNnm nm ∈∈  

}0...\{ 1
1

10 =++++∈ −
−

nn
nn bxbxbxbRx  

тўпламда узлуксиз бўлиши кўрсатилади. 
4-мисол. xxf sin)( =  бўлсин. У ҳолда )()( RCxf ∈  бўлади.  
◄  Rx ∈0  нуқтани олиб, 0>∀ε  га кўра  εδ =   деймиз. 
Унда  δ<−∀ ||, 0xxx : 

εδ =<−≤
−

⋅
+

=− |||
2

sin
2

cos|2|sinsin| 0
00

0 xx
xxxx

xx  

бўлади. ► 
Худди шунга ўхшаш xxf cos)( =  функция R  да, tgxxf =)(  ва 
ctgxxf =)(  функцияларнинг эса ўз аниқланиш тўпламлари-да узлуксиз 

бўлиши кўрсатилади. 
5-мисол. 0,)( >= aaxf x  бўлсин. У ҳолда )()( RCxf ∈  бўлади. 
◄ Равшанки,  

.0)1(lim 0

0 0
=−−

→−

xx

xx
a  

Унда 
⇔=−⇔−= −

→−

−

→−
0)(lim)1(lim0 000

0

0

0 00

xxxx

xx

xx

xx
aaaa  

0

0

0

0

0 lim0)(lim xx

xx

xx

xx

x aaaaa =⇔=−⇔
→→

 

бўлади. ► 
6-мисол. Айтайлик, 

( )








>
=
<−

=
бўлса0агар1,

бўлса,0агар0,

бўлса,0агар1,

x

x

x

xf  

бўлсин. Бу функция учун 
1)0(,1)0( −=−=+ ff  

бўлиб, берилган функция  }0{\RX =  тўпламда узлуксиз бўлади. 
30. Функциянинг узилиши. Айтайлик, )(xf  функция  ),( ba  да  

)( ∞+≤<≤∞− ba  берилган бўлиб,  ),(0 bax ∈  бўлсин. 
Маълумки, )(xf  функциянинг 0x  нуқтадаги ўнг ва чап лимитлари  

                                                          )0(),0( 00 −+ xfxf                            
(3) 

мавжуд бўлиб,  
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 )0()()0( 000 +==− xfxfxf                         (4) 
тенглик ўринли бўлса, у ҳолда )(xf  функция 0x  нуқтада узлуксиз бўлар эди. 

Агар )(xf  функция 0x  нуқтада узлуксиз бўлмаса, унда 0x  нуқта )(xf  
функциянинг узилиш нуқтаси дейилади. 

7-таъриф.  Агар (3) лимитлар мавжуд ва чекли бўлиб,  (4) 
тенгликларнинг бирортаси ўринли бўлмаса, 0x  нуқта )(xf  функциянинг 
биринчи тур узилиш нуқтаси дейилади. 

Бунда 
)0()0( 00 −−+ xfxf  

айирма функциянинг 0x  нуқтадаги сакраши дейилади. 
Масалан, ][)( xxf =  функция )( Zppx ∈=  нуқтада биринчи тур 

узилишга эга, чунки  
1)0(,)0( 0 −=−=+ ppfppf  

бўлиб,  
)0()0( 0 −≠+ pfpf  

бўлади. 
Агар ҳеч бўлмаганда (3) лимитларнинг бирортаси мавжуд бўлмаса ёки 

чексиз бўлса, 0x  нуқта )(xf  функция-нинг иккинчи тур узилиш нуқтаси 
дейилади. 

Масалан, ушбу 








=

≠
=

бўлса0агар0,

бўлса,0агар,
1

sin
)(

x

x
xxf  

функция 0=x  нуқтада иккинчи тур узилишга эга бўлади, чунки бу 
функциянинг 0=x  нуқтадаги ўнг ва чап лимитлари мавжуд эмас. 

40. Мураккаб функциянинг узлуксизлиги. Фараз қилайлик, )(xfy =  
функция RX ⊂  тўпламда,  )(yFu =  функция эса fY  тўпламда аниқланган 

бўлиб, улар ёрдамида ))(( xfFu =  мураккаб функция тузилган бўлсин. 
2-теорема. Агар  )(xfy =  функция Xx ∈0  нуқтада, )(yFu =  функция 

эса fYy ∈0  нуқтада ))(( 00 xfy =  узлуксиз бўлса, ))(( xfF  функция 0x  

нуқтада узлуксиз бўлади. 
◄ )(yFu =  функция fYy ∈0  нуқтада ))(( 00 xfy =  узлуксиз бўлгани 

учун 
εσσε <−<−∀>∃>∀ |)()(|:||,,0,0 00 yFyFyyy             (5)     

яъни,  ε<− |))(())((| 0xfFxfF   бўлади. 
Шартга кўра )(xfy =  функция Xx ∈0  нуқтада  узлуксиз. У ҳолда 

юқоридаги 0>σ  га кўра 
σδδ <−<−∀>∃ |)()(|:||,,0 00 xfxfxxx  

яъни, 
σ<− || 0yy                                   (6) 
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бўлади. 
(5) ва (6) муносабатлардан   

εδδε <−<−∀>∃>∀ |))(())((|:||,,0,0 00 xfFxfFxxx  
бўлиши келиб чиқади. Демак, ))(( xfF  функция 0x  нуқтада узлуксиз. ► 

50. Монотон функция узилиш нуқтасининг характери. 
3-теорема. [ ] Rba ⊂,  да монотон бўлган )(xf  функция шу [ ]ba, нинг 

исталган нуқтасида ёки узлуксиз бўлади, ёки бирин-чи тур узилишга эга 
бўлади. 

◄ )(xf  функция [ ]ba,  да ўсувчи бўлсин. Айтайлик,  
[ ] [ ] )0(,),(,, 000 >⊂+−∈ δδδ baxxbax  

бўлсин. Монотон функциянинг лимити ҳакидаги теоремага кўра 
),()0()(lim 00

00

xfxfxf
xx

≤−=
−→

 

)()0()(lim 00
00

xfxfxf
xx

≥+=
+→

 

бўлади. Агар 
)0()()0( 000 +==− xfxfxf  

бўлса, )(xf  функция 0x  нуқтада узлуксиз, агар  
)0()0( 00 +<− xfxf  

бўлса, )(xf  функция 0x  нуқтада биринчи тур узилишига эга бўлади. Худди 
шунга ўхшаш )(xf  функция [ ]ba,  да камаювчи бўлганда ҳам тасдиқ 
исботланади. ► 

 
 

Машқлар 
 
1. Ушбу 

( )




−
−

=
бўлсасониррационалагар,0

бўлса,сонрационалагар,sin

х

хx
xf  

функциянинг )( Zkkxk ∈= π  нуқталарида узлуксиз бўлиши исботлансин. 
2. Ушбу 

( )




−
−

=
бўлсасониррационалагар,0

бўлса,сонрационалагар,1

х

х
xD  

Дирихле функцияси R  нинг ҳар бир нуқтасида узилишга эга эканлиги 
исботлансин. 

3.  Ушбу 
)(sin][)( Rxxxxf ∈⋅= π  

функция учун  )()( RCxf ∈  бўлиши кўрсатилсин. 
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16-маъруза 
Узлуксиз функцияларнинг хоссалари 

 
10. Нуқтада узлуксиз бўлган функциянинг хоссалари (локал 

хоссалари). Мисоллар. Фараз қилайлик, )(xf  функция  RX ⊂  тўпламда 
берилган бўлиб,  Xx ∈0  бўлсин. 

1. Агар )(xf  функция Xx ∈0  нуқтада узлуксиз бўлса,  у ҳолда шундай 
0>δ  ва 0>M  сонлари  топиладики, )( 0xUXx δΙ∈∀  да Mxf <|)(|  бўлади, 

яъни )(xf  функция 0x  нуқтанинг  )( 0xUδ   атрофида чегараланган бўлади.  
2. Агар )(xf  функция Xx ∈0  нуқтада узлуксиз бўлиб, 0)( 0 ≠xf  бўлса, 

у ҳолда шундай 0>δ  сон топиладики, )( 0xUXx δΙ∈∀  да 
)(sign)(sign 0xfxf =  бўлади, яъни )(xf  функ-циянинг )( 0xUδ  даги ишораси 

)( 0xf  нинг ишораси каби бўлади. 
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Бу тасдиқларнинг исботи лимитга эга бўлган функ-циянинг 
хоссаларидан келиб чиқади. 

3. Айтайлик,  )(xfy =  функция 0x  нуқтада 
)()(lim

0

Rbbxf
xx

∈=
→

                        (1) 

га эга бўлиб, ( )yg  функция Y  тўпламда берилган YbXxxf ⊂∈ }{}|)({ Υ  ва 
by =  нуқтада узлуксиз бўлсин. У ҳолда 

),())((lim
0

bgxfg
xx

=
→

 

яъни 
                      ))(lim())((lim

00

xfgxfg
xxxx →→

=                    (2) 

бўлади. 
◄ ∞→n  да 0xxn →  ...),2,1,,( 0 =≠∈ nxxXx nn  бўладиган ихтиёрий 

}{ nx  кетма- кетликни олайлик. Унда (1) муносабатга кўра  
∞→n  да  bxf n →)(  

бўлади. Шартга кўра ( )( )xfg  функция b  нуқтада узлуксиз. Демак, 
∞→n  да  )())(( bgxfg n →  

бўлади. Кейинги муносабатдан (2) тенгликниг ўринли бўлиши келиб чиқади. 
► 

1-мисол. Ушбу 

)1,0(log
)1(log

lim
0

≠>=
+

→
aae

x

x
a

a

x
              (3) 

муносабат исботлансин. 
◄ (2) муносабатдан фойдаланиб топамиз: 

.log)1(limlog)1(loglim
)1(log

lim
1

0

1

00
exx

x

x
a

x

x
a

x
a

x

a

x
=












+=+=

+
→→→

 

Хусусан,  ea =  бўлганда  1
)1ln(

lim
0

=+
→ x

x
x

 бўлади. ► 

2-мисол. Ушбу  

)0(ln
1

lim
0

>=−
→

aa
x

a x

x
 

муносабат исботлансин. 
◄ Келтирилган тенгликни исботлаш учун ta x =−1  деб оламиз. Унда 

0→x  да 0→t  бўлади. Шуни ҳамда (3) муносабатни  эътиборга олиб 
топамиз:  

.ln
log

1

)1(log
lim

1
lim

00
a

et

t

x

a

aa
t

x

x
==

+
=−

→→
► 

3-мисол. Ушбу 

)(
1)1(

lim
0

R
x

x
x

∈=−+
→

αα
α
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муносабат исботлансин 
◄ Равшанки, 

)1ln()1( xex +=+ αα  
ва 0→x  да  0)1ln( →+ x  бўлади. Унда  

xx

xe

x

x x

)1ln(

)1ln()1(1)1( )1(ln

+⋅
⋅+⋅−=−+ +

α
ααα

 

бўлиб, ундан 

αα
α

αα
=⋅+⋅

+
−=−+

→

+

→→ x

x

x

e

x

x
x

x

xx

)1ln(
lim

)1ln(

1
lim

1)1(
lim

0

)1ln(

00
 

бўлиши келиб чиқади. ► 
20. Сегментда узлуксиз бўлган функцияларнинг хосса-лари (глобал 

хоссалар). Айтайлик, )(xf  функция ],[ ba  сегментда берилган бўлсин. 
Маълумки, )(xf  функция ),( ba  да узлуксиз, a  нуқтада ўнгдан, b  

нуқтада чапдан узлуксиз бўлса, )(xf  функция ],[ ba  сегментда  узлуксиз 
бўлади. 

Энди сегментда узлуксиз бўлган функцияларнинг хосса-ларини 
келтирамиз. Улар теоремалар орқали ифодаланади. 

1-теорема. (Вейерштрасснинг биринчи теоремаси). Агар  )(xf  
функция ],[ ba  сегментда узлуксиз, яъни ],[)( baCxf ∈  бўлса, функция ],[ ba  
да чегараланган бўлади. 

◄ Маълумки, )(xf  функциянинг ],[ ba  да чегараланган-лиги 
қуйидагини 

( ) MxfbaxM ≤∈∀+∞∈∃ |)(|:],[,,0  
англатади. 

Тескарисини фараз қилайлик, яъни ],[)( baCxf ∈  бўлса  ҳам функция 
],[ ba  да чегараланмаган бўлсин. У ҳолда  

...),2,1(|)(|:],[, =>∈∃∈∀ nnxfbaxNn nn                  (4) 
бўлади. Айни пайтда, ҳосил бўладиган }{ nx  кетма-кетлик учун 

...),2,1(],[ =∈ nbaxn  бўлганлиги сабабли у чегараланган бўлади. Унда 
Больцано-Вейерштрасс теоремасига кўра бу }{ nx  кетма-кетликдан 
яқинлашувчи  қисмий }{

knx  кетма-кетлик ажратиш мумкин: 

∞→k  да )],[( 00 baxxx
kn ∈→ . 

Шартга кўра )(xf  функция ],[ ba  да узлуксиз. Бинобарин,  
∞→k  да )()( 0xfxf

kn →                            (5) 

бўлади. Бу (5) муносабат юқорида қилинган фаразга зиддир (чунки, фараз 
бўйича  

+∞=
∞→

)(lim
kn

k
xf  

бўлиши лозим эди). Демак, )(xf  функция ],[ ba  да чегаралан-ган бўлади. ► 
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Айтайлик, )(xf  функция RX ⊂  тўпламда берилган бўл-син. 
Таъриф. Агар X  тўпламда шундай Xx ∈0  нуқта топил-саки, Xx∈∀  

учун  
))()(()()( 00 xfxfxfxf ≥≤  

тенгсизлик бажарилса, )(xf  функция 0x  нуқтада энг катта (энг кичик) 
қийматга эришади дейилади ва  

))(min)(()(max)( 00 xfxfxfxf
XX

==  

каби белгиланади. 
2-теорема. (Вейерштрасснинг иккинчи теоремаси). Агар ],[)( baCxf ∈  

бўлса, бу функция ],[ ba  сегментда энг катта ҳамда энг кичик қийматларга 
эришади, яъни  

),()(:],[],,[ 11 cfxfbaxbaс ≤∈∀∈∃  
)()(:],[],,[ 22 cfxfbaxbaс ≥∈∀∈∃  

бўлади.  
◄ Айтайлик, ],[)( baCxf ∈  бўлсин. Вейерштрасснинг 1-теоремасига 

кўра )(xf  функция ],[ ba  сегментда чегараланган, яъни ушбу  
}],[|)({ baxxf ∈  

тўплам чегараланган бўлади. Унда тўпламнинг аниқ чегараси ҳақидаги 
теоремага кўра  

)()(sup
],[

RMMxf
bax

∈=
∈

 

мавжуд бўлади. 
Тўпламнинг аниқ юқори чегараси таърифига мувофиқ: 

,)(:],[ Mxfbax ≤∈∀  
εεεε −>∈∃>∀ Mxfbax ))((:],[)(,0  

бўлади. Кейинги тенгсизликда  

...,
1

...,,
3

1
,

2

1
,1

n
=ε  

деб олинадиган бўлса, 

],[
1

ba
n

xxn ∈






=  

кетма-кетлик ҳосил бўлиб, унинг учун 

n
Mxf n

1
)( −>  

тенгсизлик бажарилади. Демак,  Nn ∈∀  да  

Mxf
n

M n ≤<− )(
1

 

бўлади. Бу муносабатдан 
Mxf n

n
=

∞→
)(lim          (6) 

бўлиши келиб чиқади. 
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Юқорида ҳосил қилинган }{ nx  кетма-кетлик чегаралан-ган. Ундан 
яқинлашувчи қисмий кетма-кетликни ажратиш мумкин. Уни }{

knx  дейлик: 

∞→k  да )],[( 11 baссx
kn ∈→ . 

Берилган )(xf  функциянинг узлуксизлигидан фойдаланиб топамиз: 
∞→k  да .)()( 1сfxf

kn →  

Равшанки, )}({
knxf  кетма-кетлик )}({ nxf  кетма-кетлик-нинг  қисмий 

кетма-кетлиги.  
Демак (6) муносабатга кўра  

∞→k  да Mxf
kn →)(  

бўлиб,  Mcf =)( 1  бўлиши келиб чиқади. Худди шунга ўхшаш, )(xf  
функциянинг энг кичик қийматга эришиши кўрсати-лади. ►  

3-теорема. Фараз қилайлик, )(xf  функция ],[ ba  сегментда берилган 
бўлиб, қуйидаги шартларни бажарсин: 

1) ],[)( baCxf ∈ ; 
2) сегментнинг четки нуқталари a  ва b  ларда ҳар хил ишорали 

қийматларга эга, яъни  
)(0)( bfaf <<  ёки )(0)( bfaf >>  

бўлсин. 
У ҳолда ),( ba  да шундай 0x  нуқта )( 0 bxa <<  топиладики,  0)( 0 =xf  

бўлади. 
◄ Айтайлик, ],[)( baCxf ∈  бўлиб, )(0)( bfaf <<  бўлсин. ],[ ba  

сегментнинг )(xf  функцияга манфий қийматлар берадиган нуқталаридан 
иборат тўпламини E  дейлик: 

}.0)(|],[{ <∈= xfbaxE  
Равшанки,  ].,[, baEEa ⊂∈  Демак, E  тўплам чегараланган ва  .∅≠E  

Тўпламнинг аниқ юқори чегараси ҳақидаги теоремага кўра  
 

)),((sup 00 baxxE ∈=  
мавжуд бўлади. 

Аниқ юқори чегара таърифига биноан,  

00
1

:, xx
n

xExNn nn <<−∈∃∈∀  

бўлади. Демак, 
...),3,2,1(.0)( =< nxf n  

)(xf  функциянинг ],[ ba  да узлуксиз бўлганлигини эътиборга олиб топамиз: 
∞→n  да 0xxn →  бўлиб,  ).()( 0xfxf n →  

Бир томондан 
0)(lim ≤

∞→ n
n

xf , 

иккинчи томондан 
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)()(lim 0xfxf n
n

=
∞→

 

бўлишидан  
 0)( 0 ≤xf                                     (7) 

бўлиши келиб чиқади.  
Равшанки, 0xx >  да .Ex ∉  Бинобарин, .0)( ≥xf  Шунинг учун  

0)(lim
00

≥
+→

xf
xx

 

бўлиб,   
0)(lim)(

0
0

0

≥=
+→

xfxf
xx

                           (8) 

бўлади. (7) ва (8) муносабатлардан 0)( 0 =xf  бўлиши келиб чиқади. Худди 
шунга ўхшаш, ],[)( baCxf ∈  ва )(0)( bfaf >>  бўлган ҳолда  теорема 
исботланади. ► 

4-теорема.  Агар ],[)( baCxf ∈  бўлса, у ҳолда чегаралари  )(af  ва 
)(bf  бўлган сегментга тегишли ихтиёрий l  сони олин-ганда ],[ ba  да шундай 

0x  нуқта топиладики,  lxf =)( 0  бўлади. 
◄ )()( bfaf <  деб, )()( bflaf ≤≤ ни олайлик. Равшанки, laf =)(  ёки 
lbf =)(  бўлган ҳолда теорема исботланган ҳисоб-ланади. 
Энди )()( bflaf <<  бўлсин. Ушбу   

)],[()()( baxlxfxg ∈−=  
функцияни олайлик. Бу функция учун: 

 1)  ];,[)( baCxg ∈  
 2) )(0)( bgag <<  

бўлади. Унда 3-теоремага кўра шундай ),(0 bax ∈  топиладики,  
,0)( 0 =xg  

яъни,  
lxf =)( 0  

бўлади. ► 
Ушбу маърузанинг пировардида берилган функцияга тескари бўлган 

функциянинг мавжудлиги ҳақидаги тоерема-ни исботсиз келтирамиз. 
5-теорема (тескари функциянинг мавжудлиги). Агар )(xf  функция 

RX ⊂  орлиқда узлуксиз ва қатъий ўсувчи (қатъий камаювчи) бўлса, у ҳолда 
}|)({ XxxfY f ∈=  оралиқда  тескари )(1 yf −  функция мавжуд бўлиб, у 

узлуксиз қатъий ўсувчи (қатъий камаювчи) бўлади. 
  

Машқлар 
 
1. Ушбу  

1=⋅ xex  
тенглама )1,0(  да ҳеч бўлмаганда битта илдизга эга эканлиги исботлансин. 
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2. Ушбу  









≤<−

=
<≤−+−

=

бўлса10агар,1

,бўлса0агар,0

,бўлса01агар,1

)(
2

2

xx

x

xx

xf  

функция ]1,1[−  да энг катта ва энг кичик қийматларига  эришадими? 
3. Ушбу  

)()( 3 Rxxxxf ∈−=  
функция қийматлари тўплами  R  бўлиши исботлансин. 

4. Айтайлик, ( )xf  функция текисликдаги бирор айланада берилган ва 
узлуксиз бўлсин. У ҳолда айланада диаметраль- қарама-қарши жойлашган a  
ва b  нуқталар топилиб, ( ) ( )bfaf =  бўлиши исботлансин. 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17-маъpyза 
Фyнкциянинг текис yзлyксизлиги. Кантоp теоpемаси  
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10. Фyнкциянинг текис yзлyксизлиги тyшyнчаси.  Фаpаз қилайлик  
)(xf  фyнкция  RX ⊂  тўпламда беpилган бўлсин. 

1-таъpиф. Агаp ихтиёpий 0>ε  сон олинганда  ҳам  шyндай  0>δ  сон 
топилсаки,  

δ<− |'''| xx  
тенгсизликни  қаноатлантиpyвчи  ихтиёpий  Xxx ∈'','  yчyн 

ε<− |)''()'(| xfxf  
тенгсизлик бажаpилса, яъни 

:|'''|,'',',0,0 δδε <−∈∀>∃>∀ xxXxx  
ε<− |)''()'(| xfxf  

бўлса, )(xf  фyнкция  X  тўпламда текис yзлyксиз дейилади. 
Келтиpилган таъpифдан: 
1) 0>δ  соннинг фақат 0>ε  га боғлиқлиги, 
2) )(xf  фyнкция X  да текис yзлyксиз бўлса, y шy X  тўпламда 

yзлyксиз бўлиши келиб чиқади. 
1-мисол. Rxxxf ∈= ,)(  бўлсин. Бy фyнкция R  да  текис yзлyксиз 

бўлади. 
◄ Агаp 0>∀ε  га кўpа εδ =  деб олинса, yнда δ<−∈∀ |'''|,'',' xxXxx  

да 
εδ =<−=− |'''||)''()'(| xxxfxf  

бўлади. ►  
2-мисол. Rxxxf ∈= ,sin)(  бўлсин. Бy фyнкция R  да текис yзлyксиз 

бўлади. 
◄ Агаp 0>∀ε  га кўpа, εδ =  дейилса, yнда δ<−∈∀ |'''|,'',' xxRxx  да 

εδ =<′′−′≤
′′−′

⋅
′′+′

=′′−′ xx
xxxx

xx
2

sin
2

cos2sinsin  

бўлади. ► 

3-мисол. ]1,0(,
1

)( =∈= Xx
х

xf  бўлсин. Бy фyнкция ]1,0(=X  да 

текис yзлyксиз бўлмайди. 

◄ 0>∀ε  сонни, масалан, 
2

1=ε  деб олиб, 'x  ва  ''x  нyқталаp сифатида  

)(
1

1
,

1
Nn

n
x

n
x ∈

+
=′′=′  

деб олинса, y ҳолда  |'''| xx −  айирма қуйидагича 

)1(

1

1

11
||

+
=

+
−=′′−′

nnnn
xx  

бўлади. Бyндан  δδ )|'''|( <−xx  ни  ҳаp қанча кичик қилиб олиш мyмкин 
бўлса ҳам 
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ε=>=+−=
′′

−
′

=′′−
2

1
1|)1(|

11
|)()'(| nn

xx
xfxf  

бўлади. Демак, 
x

xf
1

 )( =  фyнкция ]1,0(=X  да текис yзлyксиз эмас. ► 

20. 1-теоpема (Кантоp теоpемаси). Агаp ],[)( baCxf ∈  бўлса, y ҳолда 
)(xf  фyнкция ],[ ba  да текис yзлyксиз бўлади. 
◄ Айтайлик, ],[)( baCxf ∈  бўлса ҳам фyнкция ],[ ba  да  текис 

yзлyксиз бўлмасин. Унда биpоp 0>ε  ва ихтиёpий 0>δ  yчyн ],[ ba  да 
шyндай 'x  ва  ''x  нyқталаp топиладики, 

εδ ≥′′−′⇒<′′−′ |)()(||| xfxfxx  
бўлади. ∞+→n  да ...),2,1,0(0 =>→ nnn δδ  бўладиган ихтиёpий }{ nδ  
кетма-кетликни оламиз. Унда 

,)()(

,)()(

22222

11111

εδ
εδ
≥′′−′⇒<′′−′

≥′′−′⇒<′′−′

xfxfxx

xfxfxx
 

.........................................................

,)()(

.........................................................

εδ ≥′′−′⇒<′′−′ nnnnn xfxfxx  

бўлади. 
Равшанки, }{ '

nx  yчyн ...),3,2,1(],[' =∈ nbaxn  бўлиб, yндан 

∞+→k  да )],[( 00
' baxxx
kn ∈→  

бўладиган қисмий кетма-кетлик ажpатиш мyмкин. Айни пайтда, ''

knx  yчyн ҳам 

∞+→k  да 0
'' xx
kn →  

бўлади. ],[)( baCxf ∈  бўлишидан 

∞+→k  да )()(),()( 0
''

0
' xfxfxfxf

knkn →→ бўлиб, yлаpдан  ∞+→k  да 

0)()( ''' →−
knkn xfxf  бўлиши келиб чиқади. Бy эса  Nn∈∀  yчyн 

ε≥− |)()(| '''
nn xfxf  

деб олинган фаpазга зид.  Демак )(xf  фyнкция ],[ ba  да текис yзлyксиз. ► 
2-таъpиф. Фаpаз қилайлик )(xf  фyнкция RX ⊂  тўпламда беpилган 

бўлсин. Ушбy 
)(inf)(sup xfxf

XxXx ∈∈
−  

айиpма )(xf  фyнкциянинг X  тўпламдаги тебpаниши дейила-ди ва y  ω  
оpқали белгиланади: 

)(inf)(sup);( xfxfXf
XxXx ∈∈

−== ωω . 

)(xf  фyнкциянинг X  тўпламдаги тебpаниши қyйидагича 

})()({sup
,

xfxf
Xxx

′′−′=
∈′′′

ω  
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ҳам таъpифланиши мyмкин. 
Hатижа. Агаp ],[)( baCxf ∈  бўлса, y ҳолда 0>∀ε  yчyн шyндай 0>δ  

топиладики, ],[ ba  сегмент yзyнликлаpи δ  дан  кичик бўлаклаpга 
ажpатилганда ҳаp биp бўлакдаги фyнкция-нинг тебpаниши ε  дан кичик 
бўлади. 

◄ Шаpтга кўpа ],[)( baCxf ∈ . Демак, Кантоp теоpемасига кўpа y 
],[ ba  да текис yзлyксиз. Унда таъpифга биноан 

εδδε <−<−∈∀>∃>∀ |)''()'(|:|'''|],,['',',0,0 xfxfxxbaxx  
бўлади.  

Энди ],[ ba  сегментни yзyнлиги δ  дан кичик бўлган 
),,...(],[ 02101 bxaxxxxxxx nnkk ==<<<<+  

бўлаклаpга ажаpатамиз. Унда 
εδ <−<−∈∀ + |)''()'(|:|'''|],,['',' 1 xfxfxxxxxx kk  

бўлади. Демак, 
εω ≤′′−′=

+
∈

}|)()(|{sup
],[,

1
'''

xfxf

k
x

k
xxx

 

бўлади.► 
30. Фyнкциянинг yзлyксизлик модyли. )(xf  фyнкция RX ⊂  

тўпламда беpилган бўлиб, y шу тўпламда yзлyксиз бўлсин. Энди 
δδ <−∈∀>∀ |'''|,'',',0 xxXxx  

yчyн 
                               |)''()'(| xfxf −                             (1) 

айиpмани қаpаймиз. 
3-таъpиф.  (1) айиpманинг аниқ юқоpи  чегаpаси 

|})''()'(sup{| xfxf −  
)(xf  фyнкциянинг RX ⊂  тўпламдаги yзлyксизлик модyли дейилади ва 
)(δω  каби белгиланади: 

{ })()(sup)( xfxf
xx

′′−′=
≤′′−′ δ

δω . 

Демак, )(xf  фyнкциянинг X  тўпламдаги yзлyксизлик модyли δ  нинг 
манфий бўлмаган фyнкцияси бўлади. 

Энди yзлyксизлик модyлининг баъзи хоссалаpини келтиpамиз: 
1) Фyнкциянинг yзлyксизлик модyли δ  нинг ўсyвчи фyнкцияси  

бўлади. 
◄  Айтайлик, 0,0 21 >> δδ  ва  21 δδ >  бўлсин. У ҳолда 

{ } { }21 :,,:, δδ ≤′′−′∈′′′≤′′−′∈′′′ xxXxxxxXxx  

тўпламлаp yчyн 
{ } { }12 :,:, δδ ≤′′−′∈′′′⊂≤′′−′∈′′′ xxXxxxxXxx  

бўлиб, yндан 
)()( 12 δωδω ≤  

бўлиши келиб чиқади. Демак, ).()( 2121 δωδωδδ ≥⇒> ► 
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Узлyксизлик модyлининг кейинги хоссасини исботсиз келтиpамиз. 
2) Фyнкциянинг yзлyксизлик модyли yчyн yшбy 

)()1()( δωλλδω ⋅+≤  
мyносабат ўpинли бўлади,  бyнда −λ мyсбат сон. 

4-мисол. Ушбy ),()( Rbabaxxf ∈+=  фyнкциянинг ],[ βα=X  даги 
yзлyксизлик модyли топилсин. 

◄ Таъpифга биноан, 
δδω

δδ
⋅=′′−′=+′′−+′=

≤−′≤−′
axxabxabxa

xxxx
)(sup)()(sup)(

''''
 

бўлади. Демак, .||)( δδω ⋅= a ► 
2-теоpема. )(xf  фyнкция X  тўпламда текис yзлyксиз бўлиши yчyн 

0)(lim
0

=
+→

δω
δ

 

тенгликнинг ўpинли бўлиши заpyp ва етаpли. 
◄ Заpypлиги. )(xf  фyнкция X  тўпламда текис yзлyксиз бўлсин: 

.
2

|)''()'(|:|'''|,'',',0,0
εδδε εε <−<−∈∀>∃>∀ xfxfxxXxx  

У ҳолда εδδ <<0  тенгсизликлаpни қаноатлантиpyвчи ихтиёpий  δ  yчyн 

{ } { } εε
εδδ

<≤′′−′≤′′−′
≤−′≤−′ 2

)()(sup)()(sup
''''

xfxfxfxf
xxxx

 

бўлиб, yнда εδω <)( , яъни 
0)(lim

0
=

+→
δω

δ
 

бўлиши келиб чиқади. 
 
 
Етаpлилиги.  Ушбy 

0)(lim
0

=
+→

δω
δ

 

мyносабат ўpинли бўлсин. Демак,  0+→δ  да 

{ } .0)()(sup)(
''

→′′−′=
≤−′

xfxf
xx δ

δω  

У ҳолда 
εδδ ε <′′−′<≤′′−′∈′′′∀ )()(:||,, xfxfxxXxx  

бўлади. Демак, )(xf  фyнкция X  тўпламда текис yзлyксиз бўлади. ► 
Фyнкциянинг yзлyксизлик модyли фyнкциялаpни   синфлаpга ажpатиш 

имконини беpади. Масалан,  yзлyксиз-лик модyли yшбy 
αδδω ⋅≤ M)(  

(бyнда 10, ≤<= αconstM ) тенгсизликни қаноатлантиpyвчи  фyнкциялаp 
тўплами α  таpтибли Липшиц синфи дейилади ва  αMLip   каби белгиланади. 
 

Машқлаp 
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1. Агаp )(xf  ва )(xg  фyнкциялаpнинг ҳаp биpи Rba ⊂],[  да текис 

yзлyксиз бўлса, у ҳолда )(xf ⋅ )(xg  функция ҳам Rba ⊂],[  да текис узлуксиз 
бўлиши исботлансин. 

2. xxf =)(  фyнкциянинг ),0[ ∞+  да текис yзлyксиз  эмас-лиги 
кўpсатилсин. 

3. Ушбy 
1)( 2 += xxf  

фyнкциянинг ]1,0[=X  сегментдаги yзлyксизлик модyли топилсин. 
4. Агар ( )xf  функция (0,1) да текис узлуксиз бўлса, ушбу 

( )xf
x 0
lim

+→
 

лимит мавжуд бўладими? 
 
 

 
 
 
 
 
 

18-маъруза 
Компакт тўплам. Компакт тўпламда узлуксиз функциялар 

 
10. Компакт тўплам тушунчаси. Аввало очиқ ва ёпиқ тўпламлар 

тушунчаларини келтирамиз. 
Фараз қилайлик, RX ⊂  тўплам берилган бўлиб, Xx ∈0  бўлсин. 
1-таъриф.  Агар 0x  нуқтанинг шундай  

)0(}:{)( 000 >+<<−∈= δδδδ xxxRxxU  
атрофи мавжуд бўлсаки, унинг учун XxU ⊂)( 0δ бўлса, 0x  нуқта X  
тўпламнинг ички нуқтаси дейилади. 

Масалан,  
2

1
0 =x  нуқта ]1,0[=X  тўпламнинг ички нуқтаси бўлади. 

Чунки, бу нуқтанинг 






 +−
4

1

2

1
,

4

1

2

1
 атрофи учун ]1,0[

4

1

2

1
,

4

1

2

1 ⊂






 +−  

бўлади. 1,0 == xx  нуқталар шу тўпламнинг ички нуқталари бўлмайди, 
чунки, масалан, 0=x  нуқтанинг ҳеч қандай );( δδ−  атрофи ]1,0[=X  
сегментга тегишли бўлмайди. (Бу атрофнинг )0,( δ−  қисми ]1,0[  
сегментнинг ташқарисида жойлашган). 

2-таъриф. Агар X   тўпламнинг ҳар бир нуқтаси унинг ички нуқтаси 
бўлса, X  очиқ тўплам дейилади. 

Масалан, )4,2()1,0(),1,0( Υ== XX  тўпламлар очиқ тўплам-лар 
бўлади.            
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3-таъриф. Агар X  тўпламнинг барча лимит нуқталари шу тўпламга 
тегишли бўлса, X  ёпиқ тўплам дейилади. 

Масалан, ]1,0[=X  сегмент ёпиқ тўпламдир.   
Эслатма. Лимит нуқтага эга бўлмаган тўплам таърифга кўра ёпиқ 

тўплам деб ҳисобланади. Масалан, }5,4,3,2,1{=E  тўплам ёпиқ тўплам 
бўлади. 

4-таъриф. Агар X  тўпламнинг нуқталаридан тузилган ҳар қандай }{ nx  
кетма-кетликдан шу тўпламнинг нуқтасига яқинлашувчи }{

knx  қисмий 

кетма-кетлик ажратиш мумкин бўлса, X  компакт тўплам дейилади. 
Мисоллар. 1. ],[ baX =  сегментнинг компакт тўплам бўлиши 

Больцано- Вейерштрасс теоремасидан келиб чиқади. 
2. ],[...],[],[ 2211 nn bababaX ΥΥΥ=  тўплам компакт тўплам бўлади. 
3.  )1,0(=X  интервал компакт тўплам бўлмайди, чунки                                                                

    )1,0(
1

1 ∈
+

=
n

xn  бўлиб,   .0да Xxn n ∉→∞→  

Теорема. X  компакт тўплам бўлиши учун унинг чегара-ланган ва ёпиқ 
тўплам бўлиши зарур ва етарли. 

◄ Зарурлиги. X  компакт тўплам бўлсин. Унинг чегара-ланганлигини 
кўрсатамиз. Тескарисини фараз қилайлик, яъни −X  компакт тўплам бўлса 
ҳам у чегараланмаган бўлсин. У ҳолда 

nxnXxx nnn >=∈∃ ||:...,3,2,1,,  
бўлади. Равшанки бу }{ nx  кетма-кетликдан яқинлашувчи қисмий кетма-
кетлик ажратиб бўлмайди. Бу эса X  нинг компакт тўпламлигига зид. Демак, 

−X  чегараланган тўплам. 
Энди X  нинг ёпиқ тўплам бўлишини кўрсатамиз. Фараз қилайлик 0x  

нуқта X  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин. У ҳолда 
 

0да:...,3,2,1,, xxnnXxx nnn →∞+→=∈∃  
бўлади. Бу }{ nx  кетма-кетликнинг ҳар қандай }{

knx  қисмий кетма-кетлиги 

учун   

0lim xx
kk

n =
∞+→

 

бўлади. X  компакт тўплам бўлганлиги сабабли  Xx ∈0  бўлади. Демак, X  
ёпиқ тўплам.  

Етарлилиги. −X чегараланган ва ёпиқ тўплам бўлсин. Больцано-
Вейерштрасс теоремасига кўра ҳар қандай }{ nx  кетма-кетликдан 0x  га 
яқинлашувчи }{

knx  қисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин: ∞+→k  да 

.0xx
kn →  

Равшанки, 0x  нуқта X  тўпламнинг лимит нуқтаси бўла-ди. Айни 
пайтда, X  ёпиқ тўплам бўлгани учун Xx ∈0  бўлади. Демак −X компакт 
тўплам. ► 
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Энди компакт тўпламнинг муҳим хоссаларини келти-рамиз. 
Фараз қилайлик, X  тўплам ва ҳар бир элементи интервалдан иборат 
}{σ=S  интерваллар системаси берилган бўлсин. 
5-таъриф. Агар X  тўпламнинг ҳар бир x  нуқтаси учун  S  системада 

шу нуқтани ўз ичига олувчи σ  интервал топилса, у ҳолда { }σ=S  система 
X  тўпламни қоплайди дейилади. 

Масалан, ( )1,0=X  бўлсин. Қуйидаги 

...,
2

3
,

2

1
...,,

4

3
,

4

1
,

2

3
,

2

1
























nn

 

интерваллар ситемасини олайлик. 
Равшанки, ( )1,0=X  тўпламнинг ҳар бир нуқтаси бу интерваллар 

системасининг камида битта интервалига тегиш-ли бўлади. Демак,      







 =







= ...,2,1;
2

3
,

2

1
nS

nn
 

система ( )1,0=X  тўпламни қоплайди. 
Энди битта тасдиқни исботсиз келтирамиз. 
Гейне-Борель леммаси. Агар чегараланган ёпиқ X  тўплам чексиз 

интерваллар системаси { }σ  билан қопланган бўлса, у ҳолда { }σ  системадан 
X  тўпламни қопловчи чекли }...,,,{ 21 nσσσ  системани ажратиш мумкин. 

20. Компакт тўпламда берилган узлуксиз функциялар-нинг 
хоссалари. Фараз қилайлик ( )xf  функция X  компакт тўпламда ( )RX ⊂  
берилган бўлсин. Бу тўпламда ( )xf  функция узлуксиз бўлса, у қатор 
хоссаларга эга бўлади: 

1. Агар ( )xf  функция X  компакт тўпламда узлуксиз бўлса,  у 
чегараланган бўлади. 

2. Агар ( )xf  функция X  компакт тўпламда узлуксиз бўлса, функция 
шу тўпламда ўзининг аниқ чегараларига эришади. Яъни шундай 

Xx ∈1 , Xx ∈2  нуқталар топиладики,  
)(inf)(),(sup)( 21 xfxfxfxf

XxXx ∈∈
==  

бўлади. 
3. Агар ( )xf  функция X  компакт тўпламда узлуксиз бўлса, функция 

X  да текис узлуксиз бўлади. 
4. Агар ( )xf  функция X  компакт тўпламда узлуксиз бўлса, шу X  

тўпламнинг акси ( ){ }xf  компакт тўплам бўлади. 
Бу хоссаларнинг бирини, масалан, 1-хоссанинг исботини келтирамиз. 
◄ Айтайлик, RX ⊂  компакт тўплам бўлиб, бу тўпламда ( )xf  функция 

узлуксиз бўлсин. Унда Xx∈∀  нуқтанинг шундай кичик атрофи ( )xU  
топиладики, бу атрофда ( )xf  функция чегараланган бўлади. Бундай нуқта 
атрофлари ( )xU  интерваллардан S  системани ҳосил қиламиз:   
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}.:)({ XxxUS ∈=  
Равшанки, S  система X  тўпламни қоплайди. X  компакт тўплам 

бўлганлиги сабабли, Гейне-Борель леммасига асосан бу системадан X  
тўпламни қопловчи чекли  

{ }nUUUS ,,, 21 Κ=∗  
системани ажратиш мумкин. 

Ҳар бир )...,,2,1( nkU k =  атрофда ( )xf  функция чегара-ланган, яъни 
шундай kk Mm ,  ,( constmk =  ,constM k =  )...,,2,1 nk =  сонлар топиладики, 

kUx ∈∀  да 
)...,,3,2,1()( nkMxfm kk =<<  

бўлади. 
Агар nmmm ...,,, 21  сонларининг энг кичигини m , nMMM ...,,, 21  

сонларнинг энг каттасини M  десак, у ҳолда  Xx∈∀  да ( ) Mxfm <<  
бўлади.  

Демак, ( )xf  функция X  тўпламда чегараланган. ► 
 

Машқлар 
 
1. Чекли сондаги очиқ тўпламлар йиғиндиси очиқ тўплам бўлиши 

исботлансин.  
2. Агар ( )xf  функция X  компакт тўпламда узлуксиз бўлса, функция 

X  да текис узлуксиз бўлиши исботлансин.     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
5-БОБ 

ФУНКЦИЯНИНГ ҲОСИЛА ВА 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ 
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19-маъруза  
Функциянинг ҳосиласи 

 
10. Функция ҳосиласининг таърифи. Мисоллар. Фараз қилайлик, 

( )xf  функция ( ) Rba ⊂,  да берилган бўлиб, ( )bax ,0 ∈ , ( )baxx ,0 ∈∆+  
бўлсин. 

Маълумки ушбу 
( ) ( ) ( )000 xfxxfxf −∆+=∆  

айирма ( )xf  функциянинг 0x  нуқтадаги орттирмаси дейилади. 
1-таъриф. Агар ушбу 

x

xfxxf
x ∆

−∆+
→∆

)()(
lim 00

0
 

лимит мавжуд ва чекли бўлса, у ( )xf  функциянинг 0x  нуқтадаги ҳосиласи 

дейилади ва 
dx

xdf )( 0 , ёки ),( 0xf ′  ёки 
0

))(( xxf ′  каби белгиланади.  Демак, 

                
x

xfxxf
xf

x ∆
−∆+

=′
→∆

)()(
lim)( 00

0
0 .                    (1) 

Агар xxx =∆+0  дейилса, унда 0xxx −=∆  ва 0→∆x  да 0xx →  бўлиб, 
(1) муносабат қуйидаги 

                      
0

0
0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx −
−

=′
→

                       (2) 

кўринишга  келади. 
1-мисол. ( ) Rxxxf ∈= 0,  бўлсин. Бу функция учун 

1
)()(

0

0

0

0 =
−
−

=
−
−

xx

xx

xx

xfxf
 

бўлиб, 

1
)()(

lim
0

0

0

=
−
−

→ xx

xfxf
xx

 

бўлади. Демак, 1)()( =′=′ xxf . 

2-мисол. ( ) Rxxxf ∈= ,  бўлсин.  

Агар 0>x  бўлса, у ҳолда ( ) xxf =  бўлиб,  1)( =′ xf  бўлади.  
Агар 0<x  бўлса, у ҳолда  ( ) xxf −=  бўлиб, 1)( −=′ xf  бўлади. 

 

Агар 00 =x  бўлса, у ҳолда 
x

x

x

xf ||

0

0)( =
−

−
 бўлиб, 0→x  да бу нисбатларнинг 

лимити мавжуд бўлмайди. Демак, берилган функция  00 =x  нуқтада ҳосилага 
эга бўлмайди. 

3-мисол. ( ) RxRxxxxf ∈∈= 0,,  бўлсин. 

а) 00 ,0,0 xxxx ≠>>  учун  
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0
0

2
0

2

0

00

0

0 ||||)()(
xx

xx

xx

xx

xxxx

xx

xfxf
+=

−
−

=
−
−

=
−
−

 

бўлиб,  

||22
)()(

lim 00
0

0

0

xx
xx

xfxf
xx

==
−
−

→
 

бўлади.   
б) 00 ,0,0 xxxx ≠<<  учун  

0
0

2
0

2

0

0 )()(
xx

xx

xx

xx

xfxf
−−=

−
+−

=
−
−

 

бўлиб,  

||22
)()(

lim 00
0

0

0

xx
xx

xfxf
xx

=−=
−
−

→
 

бўлади. 
в) 00 =x , 0xx ≠  учун 

||
||

0

)()( 0 x
x

xx

x

xfxf
==

−
−

 

бўлиб, 

0
0

)0()(
lim

0

=
−
−

→ x

fxf
xx

 

бўлади. Демак, Rx∈∀  да .||2)||()( xxxxf =′=′  
4-мисол. Айтайлик, 








=

≠⋅
=

бўлса0агар,0

,бўлса0агар,
1

sin
)(

x

x
x

x
xf  

бўлиб, 00 =x  бўлсин. Унда  

xx
x

x

xx

xfxf 1
sin

0

0
1

sin)()(

0

0 =
−

−⋅
=

−
−

 

бўлиб, унинг 0→x  даги лимити мавжуд эмас. Демак, берил-ган функция 
00 =x  нуқтада ҳосилага эга эмас.  

20. Функциянинг ўнг ва чап ҳосилалари. Фараз қилайлик, ( )xf  
функция RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб, Xxx ⊂− ),( 00 δ  )0( >δ  бўлсин.  

2-таъриф. Агар ушбу  

0

0

0

)()(
lim

0 xx

xfxf
xx −

−
−→

 

лимит мавжуд бўлса, бу лимит ( )xf  функциянинг 0x  нуқтадаги чап 
ҳосиласи дейилади ва )0( 0 −′ xf  каби белгиланади: 
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0

0

0
0

)()(
lim)0(

0 xx

xfxf
xf

xx −
−

=−′
−→

. 

Айтайлик, ( )xf  функция RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб, 
Xxx ⊂+ ),( 00 δ  )0( >δ  бўлсин. 

3-таъриф. Агар ушбу  

0

0

0

)()(
lim

0 xx

xfxf
xx −

−
+→

 

лимит мавжуд бўлса, бу лимит ( )xf  функциянинг 0x  нуқтадаги ўнг 
ҳосиласи дейилади ва )0( 0 +′ xf  каби белгиланади: 

0

0

0
0

)()(
lim)0(

0 xx

xfxf
xf

xx −
−

=+′
+→

. 

Масалан, ||)( xxf =  функциянинг 00 =x  нуқтадаги ўнг ҳосиласи 
,1)0( =+′f  чап ҳосиласи 1)0( −=−′f  бўлади.  

Юқорида келтирилган таърифлардан қуйидаги хулосалар келиб 
чиқади: 

1. Агар ( )xf  функция 0x  нуқтада )( 0xf ′  ҳосилага эга бўлса, у ҳолда бу 
функция х0 нуқтада ўнг )0( 0 +′ xf  ҳамда чап )0( 0 −′ xf  ҳосилаларга эга ва 

)0()()0 000 +′=′=−′ xfxfxf  тенгликлар ўринли бўлади. 
2. Агар ( )xf  функция 0x  нуқтада ўнг )0(' 0 +xf  ҳамда чап  )0( 0 −′ xf  

ҳосилаларга эга бўлиб, )0()0( 00 +′=−′ xfxf  бўлса, у ҳолда ( )xf  функция 0x  
нуқтада  )( 0xf ′  ҳосилага эга ва )0()()0( 000 +′=′=−′ xfxfxf  тенгликлар 
ўринли бўлади. 

30. Ҳосиланинг геометрик ҳамда механик маънолари.  Фараз 
қилайлик, ( )xf  функция ( )ba ,  да берилган бўлиб, ( )bax ,0 ∈  нуқтада )(' 0xf  
ҳосилага эга бўлсин. Бу ( )xf  функция-нинг графиги 5-чизмада тасвирланган 
Г  эгри чизиқни ифодаласин: 

 
5-чизма. 

 
Бу Г  чизиқда ( )000 , yxM , ( )yxM ,  нуқталарни олиб, улар орқали 

ўтувчи l  кесувчини қараймиз. 
( )( ) ГxfxM ∈000 , , ( )( ) ГxfxM ∈, , 0MM →  да l  кесувчи лимит 

ҳолати Г  чизиққа 0M  нуқтада ўтказилган уринма дейилади. 
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Равшанки, ϕ  бурчак x∆  га бођлиқ: ( )x∆= ϕϕ . ( )xf  функциянинг 
графигига 0M  нуқтада ўтказилган уринманинг мавжуд бўлиши учун 

αϕ =∆
→∆

)(lim
0

x
x

 

нинг мавжуд бўлиши лозим. Бунда α –уринманинг OX  ўқи-нинг мусбат 
йўналиши билан ташкил этган бурчак. 

MPM 0  учбурчакдан: 

x

xfxxf

PM

MP
xtg

∆
−∆+==∆ )()(

)( 00

0

ϕ  

бўлиб, ундан 

x

xfxxf
arctgx

∆
−∆+

=∆
)()(

)( 00ϕ  

бўлиши келиб чиқади. Функция узлуксизлигидан фойдаланиб топамиз: 

=
∆

−∆+
=∆

→∆→∆ x

xfxxf
arctgx

xx

)()(
lim)(lim 00

00
ϕ  

).(
)()(

lim 0
00

0
xfarctg

x

xfxxf
arctg

x
′=









∆
−∆+

=
→∆

 

Демак,  0→∆x  да ( )x∆ϕ  нинг лимити мавжуд ва  
)( 0xfarctg ′=α . 

Кейинги тенгликдан 
αtgxf =′ )( 0  

бўлиши келиб чиқади.  
Демак, функциянинг 0x  нуқтадаги )(' 0xf  ҳосиласи урин-манинг 

бурчак коэффицентини ифодалайди. Бунда уринманинг тенгламаси  
))(()( 000 xxxfxfy −′+=  

кўринишда бўлади.  
Айтайлик, P  нуқта тўђри чизиқ бўйлаб )(tss =  қонун билан ҳаракат 

қилсин, бунда −t вақт, −s ўтилган йўл. Агар вақтнинг 1t  ва 2t  )( 21 tt <  
қийматларидаги ўтилган йўл )(),( 21 tsts  бўлса, унда ушбу нисбат 

12

12 )()(

tt

tsts

−
−

 

],[ 21 tt  вақт оралиђидаги ўртача тезликни ифодалайди.  
Қуйидаги 

12

12 )()(
lim

012 tt

tsts
tt −

−
+→

 

лимит ҳаракатдаги нуқтанинг 1t  вақтдаги оний тезлигини билдиради. 
Демак, ҳаракатдаги P  нуқтанинг t  вақтдаги оний тезлиги )(tv , ўтилган 

)(ts  йўлнинг ҳосиласидан иборат бўлади: 
).()( tstv ′=  
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40. Ҳосилага эга бўлган функциянинг узлуксизлиги. Фараз 
қилайлик, )(xf  функция Rba ⊂),(  да берилган бўлсин.  

Теорема. Агар )(xf  функция ),(0 bax ∈  нуқтада чекли )( 0xf ′  
ҳосилага эга бўлса, у ҳолда )(xf  функция 0x  нуқтада узлуксиз бўлади. 

◄ Айтайлик, )(xf  функция  ),(0 bax ∈  нуқтада чекли )( 0xf ′  ҳосилага 
эга бўлсин. Таърифга биноан 

x

xfxxf

x

xf
xf

xx ∆
−∆+

=
∆

∆
=′

→∆→∆

)()(
lim

)(
lim)( 00

0

0

0
0  

яъни 
0→∆x  да )(

)(
0

0 xf
x

xf ′→
∆

∆  

бўлади. 
Энди  

)(
)(

0
0 xf

x

xf ′−
∆

∆
=α  

деб белгилаймиз. 
Равшанки,  

0→∆x  да .0→α  
Кейинги тенгликлардан топамиз: 

.)()( 00 xxxfxf ∆+∆⋅′=∆ α  
Одатда, бу тенглик функция орттирмасининг формуласи дейилади. Ундан 

0)(lim 0
0

=∆
→∆

xf
x

 

бўлиши келиб чиқади. Бу )(xf  функциянинг 0x  нуқтада узлуксиз эканини 
билдиради. ► 

Эслатма. Функциянинг бирор нуқтада узлуксиз бўлиши-дан унинг шу 
нуқтада чекли ҳосилага эга бўлиши ҳар доим ҳам келиб чиқавермайди. 
Масалан, ||)( xxf =  функция 0=x  нуқтада узлуксиз, аммо у шу нуқтада 
ҳосилага эга эмас. 

  
Машқлар 

 
1. Функция ҳосиласи таърифидан фойдаланиб, қуйидаги 

xxfxxxf x sin3)(,)( ==  
функцияларнинг ҳосилалари топилсин. 

2. Ушбу  







−−

−
=

бўлсасониррационалагар,

бўлса,сонрационалагар,
)(

2

2

хx

хx
xf  

функциянинг 0=x  нуқтада ҳосиласи мавжуд бўлиши исботлансин. 
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20-маъруза 
Ҳосилани  ҳисоблаш  қоидалари 

 
10. Икки функция йиђиндиси, айирмаси, кўпайтмаси ва 

нисбатининг ҳосиласи. Айтайлик, )(xf  ва )(xg  функциялари  ( ) Rba ⊂,  да  
берилган  бўлиб, ( )bax ,0 ∈  нуқтада )( 0xf ′  ва )( 0xg ′  ҳосилаларга эга бўлсин. 
Ҳосила таърифига кўра 

),(
)()(

lim 0
0

0

0

xf
xx

xfxf
xx

′=
−
−

→
                        (1) 

)(
)()(

lim 0
0

0

0

xg
xx

xgxg
xx

′=
−
−

→
                       (2)                       

бўлади.  
1) ( )xgxf ±)(  функция х0 нуқтада ҳосилага эга бўлиб,  

)()())()(( 000
xgxfxgxf x ′±′=′±  

бўлади. 
◄ ( ) ( )xgxfxF ±= )(  деб топамиз:  

0

0

0

0

0

0 )()()()()()(

xx

xgxg

xx

xfxf

xx

xFxF

−
−

±
−
−

=
−
−

. 

Бу тенгликда 0xx →  да лимитга ўтиб, юқоридаги  (1) ва (2) 
муносабатларни  эътиборга олсак, унда  

)()(
)()(

lim

)()(
lim

)()(
lim

00
0

0

0

0

0

0

0

00

xgxf
xx

xgxg

xx

xfxf

xx

xFxF

xx

xxxx

′±′=
−
−

±

±
−
+

=
−
−

→

→→
 

бўлиши келиб чиқади.  Демак, 
)()())()(()( 000 0

xgxfxgxfxF x ′±′=′±=′ .► 
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2) ( )xgxf ⋅)(  функция 0x  нуқтада ҳосилага  эга бўлиб,  
)()()()())()(( 00000

xgxfxgxfxgxf x ′⋅±⋅′=′⋅  

бўлади.  
◄ )()()( xgxfx ⋅=Φ  деб  

0

0 )()(

xx

xx

−
Φ−Φ

 

нисбатни қуйидагича   

)(
)()(

)(
)()()()(

0

0
0

0

0

0

0 xf
xx

xgxg
xg

xx

xfxf

xx

xx
⋅

−
−

+⋅
−
−

=
−

Φ−Φ
 

ёзиб оламиз. Сўнг 0xx →  да лимитга ўтиб топамиз: 

=⋅
−
−

+
−
−

⋅=
−

Φ−Φ
→→→

)(
)()(

lim
)()(

lim)(
)()(

lim
0

0

0

0
0

0

0

000

xf
xx

xgxg

xx

xfxf
xg

xx

xx
xxxxxx

 

).()()()( 0000 xgxfxgxf ′⋅+⋅′=  
Демак,  

( ) )()()()()()()( 00000 0 xgxfxgxfxgxfx x ′⋅+⋅′=′⋅=Φ′ ► 

3) 
)(

)(

xg

xf
 функция 00 )0)(( xxg ≠  нуқтада ҳосилага эга  бўлиб,  

)(

)()()()(

)(

)(

0
2

0000
0 xg

xgxfxgxf

xg

xf
x

′⋅−⋅′
=

′









 

бўлади.  
◄ Модомики, 0)( 0 ≠xg  экан, унда 0x  нуқтанинг бирор атрофидаги x  

ларда 0)( ≠xg  бўлади. Шуни эътиборга олиб топамиз:  

=
−⋅⋅

⋅−⋅+⋅−⋅=
−

−

)()()(

)()()()()()()()()(

)(

)(

)(

00

000000

0

0

0

xxxgxg

xgxfxgxfxgxfxgxf

xx

xg

xf

xg

xf

 

.
)()(

)()(
)()(

)()(

1

0

0
00

0

0

0









−
−

⋅−⋅
−
−

⋅
=

xx

xgxg
xfxg

xx

xfxf

xgxg
 

Бу тенгликда 0xx →  да лимитга ўтиб,  ушбу  

)(

)(')()()('

)(

)(

0
2

0000
'

0
xg

xgxfxgxf

xg

xf

x

⋅−⋅
=








 

тенгликка келамиз. ► 
1-натижа. Агар ( )xf  функция 0x  нуқтада )( 0xf ′  ҳосилага эга бўлса, 
)(xfc ⋅  функция  ( ) 0xconstc =  нуқтада ҳосилага эга бўлиб, 

( ) )()( 00 xfcxfc x ′⋅=′⋅  
бўлади, яъни ўзгармас сонни ҳосила ишорасидан ташқарига чиқариш 
мумкин. 
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2-натижа. Агар )(...,),(),( 21 xfxfxf n  функциялар 0x  нуқтада 
ҳосилаларга эга булиб, nссс ...,,, 21  ўзгармас  сонлар бўлса,  у ҳолда  

( ) )(...)()()(...)()( 0
'

0
'

220112211 0 xfcxfcxfcxfcxfcxfc nnxnn +++′=′+++  
бўлади.  

20. Мураккаб  функциянинг  ҳосиласи.  Фараз қилайлик,  ( )xfy =  
функция RX ⊂  тўпламда, ( )yg  функция { }Xxxf ∈|)(  тўпламда берилган 
бўлиб, Xx ∈0  нуқтада )(' 0xf  ҳосилага,  { }Xxxfy ∈∈ |)(0  нуқтада 

( )( ) ( )000 ygxfy ′=  ҳосилага  эга бўлсин. У ҳолда ( )( )xfg  мураккаб  
функция 0x  нуқтада ҳосилага эга бўлиб,  

( ) )())(())(( 00
'

0
xfxfgxfg x ′⋅′=  

бўлади.  
◄ ( )yg  функциянинг 0y  нуқтада )(' 0yg  ҳосилага эга бўлганлигидан  

)()()()()( 0000 yyyyygygyg −⋅+−⋅′=− α  
бўлиши келиб чиқади, бунда  

),(xfy =  )( 00 xfy =  ва  0yy →  да  0→α . 
Кейинги тенгликнинг ҳар икки томонини 0xx −  га бўлиб топамиз: 

0

0

0

0
0

0

0 )()()()(
))((

))(())((

xx

xfxf

xx

xfxf
xfg

xx

xfgxfg

−
−

+
−
−

⋅′=
−
− α . 

Бундан 0xx →  да  лимитга ўтиб,  

( ) )())(())(( 00
'

0
xfxfgxfg x ′⋅′=  

тенгликка келамиз. ► 
30. Тескари функциянинг ҳосиласи.  Айтайлик, ( )xfy =  функция 

( )ba ,  да берилган, узлуксиз ва қатъий ўсувчи (қатъий камаювчи) бўлиб, 
( )bax ,0 ∈  нуқтада )(' 0xf  )0)('( 0 ≠xf  ҳосилага эга бўлсин. У ҳолда 

)(1 yfx −=  функция ( )( )000 xfyy =  нуқтада ҳосилага  эга ва 

[ ]
)(

1
)(

0

1
0

xf
yf x

′
=

′−  

бўлади.  
◄Равшанки,  

)())(()()( 0000 xxxxxfxfxf −+−′=− α  
бўлиб, 0xx →  да 0→α  бўлади. Бу тенгликдан  

[ ] [ ]=−−−′=− −−−− )()()()()( 0
11

0
11

00 yfyfyfyfxfyy α  

[ ] [ ]α+′⋅−= −− )()()( 00
11 xfyfyf  

ифодага келамиз.  Бундан эса 

α+′
=

−
− −−

)(

1)()(

00

0
11

xfyy

yfyf
 

бўлиши келиб чиқади.  
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Кейинги тенгликда  0yy →  да лимитга ўтиб топамиз: 

[ ] .
)(

1
)(

0

'1
0 xf

yf y ′
=− ► 

 

40. Мисоллар. 1-мисол. ( ) 1−=
′ αα α xx  бўлади, R∈α , 0>x . 

◄ Айтайлик, 0>x  бўлсин. Унда ( ) αxxf =  функция учун  

x

x
x

x

x
x

xxx
∆

−






 ∆+
⋅=

∆
−∆+ −

11
)( 1

α

α
αα

 

бўлиб,  0→∆x  да ( ) 1−=
′ αα αxx  бўлади. ► 

2-мисол. ( ) aaa xx ln=
′

 бўлади, 0>a , Rx∈ . 

◄ xaxf =)( функция учун  

x

a
a

x

aa x
x

xxx

∆
−⋅=

∆
− ∆∆+ 1

 

бўлиб, 0→∆x  да ( ) aaa xx ln=
′

 бўлади. ► 

3-мисол. ( ) xx cossin =′ ,  ( ) xx sincos −=′  бўлади, Rx∈ . 
◄ ( ) xxf sin=  функция  учун  








 ∆+
∆

∆

=






 ∆+∆⋅
∆

⋅=
∆

−∆+
2

cos

2

2
sin

2
cos

2
sin

1
2

sin)sin( x
x

x

x
x

x
x

xx

xxx
 

бўлиб, 0→∆x  да ( ) xx cossin =′  бўлади. Худди шунга ўхшаш ( ) xx sincos −=′  
бўлиши топилади► 

4-мисол. 
ax

xa ln

1
)'log( =  бўлади, 0>a , 1≠a , 0>x . 

◄ xxf alog)( =  функция учун  

x

x

aa
aa

x

x

xx

x

xx

xxx ∆







 ∆+=






 ∆+
∆

=
∆

−∆+
1log

1
1log

1)(log)(log
 

бўлиб, 0→∆x  да  

ax
e

x
x aa ln

1
log

1
)'log( ==  

бўлади. Хусусан,  
x

x
1

)'ln( =  бўлади. ► 

5-мисол. 
21

1
)'(

x
arctgx

+
=  бўлади. 
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◄Тескари функция ҳосиласини ҳисоблаш формуласига асосан  
),( tgyxarctgxy ==  

22
2

1

1

1

1
cos

)'(

1
)'('

xytg
y

tgy
arctgxy

+
=

+
====  

бўлади. 
Худди шунга ўхшаш, 

)),1,1((
1

1
)'(arcsin

2
−∈

−
= x

x
x  

)),1,1((
1

1
)'(arccos

2
−∈

−
−= x

x
x  

21

1
)'(

x
arcctgx

+
−=  

бўлади.► 
6-мисол. Фараз қилайлик, 

[ ] )0)(()( )( >= xuxuy xv  
бўлиб, )(' xu  ва )(' xv  лар мавжуд бўлсин. У ҳолда  

[ ]( ) [ ] 







+⋅= )('

)(

)(
)(ln)(')()( )(')( xu

xu

xv
xuxvxuxu xvxv  

бўлади. 
◄ Ушбу ( )[ ] ( )xVxuy =  ни логарифмлаб,  

)(ln)(ln xuxvy = , 
сўнг мураккаб функциянинг ҳосиласини ҳисоблаш қоидасидан фойдаланиб 
топамиз: 

),('
)(

1
)()(ln)(''

1
xu

xu
xvxuxvy

y
⋅⋅+⋅=  

=







⋅⋅+⋅= )('

)(

)(
)()(ln)('' xu

xu

xv
xvxuxvyy  

[ ] .)('
)(

)(
)(ln)(')( )(









+⋅= xu

xu

xv
xuxvxu xv ► 

Бу,  

( ) '.'ln 1'
uuvvuuu vvv ⋅⋅+⋅⋅= −                        (3) 

тенгликдан, vuy =  функция ҳосиласини ҳисоблашнинг қуйидаги қоидаси 

келиб чиқади: vuy = функциянинг ҳосиласи икки қўшилувчидан иборат 

бўлиб, биринчи қўшилувчи vu  ни кўрсаткичли функция деб олинган 
ҳосиласига (бунда асос )(xu  ўзгармас деб қаралади) иккинчи қўшилувчи эса 

vu  ни даражали функция деб олинган ҳосиласига (бунда даража кўрсаткич 
)(xv  ўзгармас деб қаралади) тенг бўлади. 
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7-мисол. Ушбу  

( ) xxxf = ,    
xxxxg =)(  

функцияларнинг ҳосилалари  топилсин. 
◄ (3) формуладан фойдаланиб топамиз: 

( ) ),1(lnln)(' 1'
+=⋅+⋅== − xxxxxxxxf xxxx  

( ) ( ) =⋅+⋅⋅=== −1)()(')(
'

)()('ln)(' xfxfxfx xxfxfxxxxxg
x

 

=⋅++⋅⋅= −1))1(ln(ln
xxx xxxx xxxxxx  

).1)1(lnln(1 ++= −+ xxxx xxx x

► 
50. Ҳосилалар жадвали. Қуйида содда функцияларнинг ҳосилаларини 

ифодаловчи формулаларни келтирамиз: 
1. .,0)'( constCС ==  

2. .0,,)'( 1 >∈⋅= − xRxx αα αα  

   .,,)'( 1 RxNnnxx nn ∈∈= −  
3. Rxaaaaa xx ∈≠>= ,1,0,ln)'(  

   .,)'( Rxee xx ∈=  

4.  ( ) .0,1,0,
ln

1
log ' >≠>= xaa

ax
xa  

    ( ) .0,1,0,
ln

1
||log ' ≠≠>= xaa

ax
xa  

    ( ) .0,
1

ln ' >= x
x

x  

    ( ) .0,
1

||ln ' ≠= x
x

x  

5.  .,cos)'(sin Rxxx ∈=  
6. .,sin)'(cos Rxxx ∈−=  

7. .,
2

,
cos

1
)'(

2
Znnx

x
tgx ∈+≠= ππ

 

8. .,,
sin

1
)'(

2
Znnx

x
ctgx ∈≠−= π  

9.  1||,
1

1
)'(arcsin

2
<

−
= x

x
x  

10. 1||,
1

1
)'(arccos

2
<

−
−= x

x
x  

11. .,
1

1
)'(

2
Rx

x
arctgx ∈

+
=  
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12. .,
1

1
)'(

2
Rx

x
arcctgx ∈

+
−=  

13. .,)'( Rxchxshx ∈=  
14. .,)'( Rxshxchx ∈=  

15. .,
1

)'(
2

Rx
xch

thx ∈=  

16. .0,
1

)'(
2

≠−= x
xsh

cthx  

 
Машқлар 

 
1. Айтайлик, )(xf  функция Raa ⊂− ),(  да берилган ва )(' xf  ҳосилага 

эга бўлсин. Агар )(xf  жуфт функция бўлса, )(' xf  ҳам жуфт функция  
бўлиши исботлансин. 

2. )(xf  функция R  да берилган бўлиб, )(' xf  ҳосилага эга бўлсин. 
Қандай нуқталарда |)(| xf  функция ҳосилага эга бўлади? 

3. Ушбу 
( )( )fgφ  

мураккаб функция ҳосиласини ҳисоблаш қоидаси топилсин. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21-маъруза 
Асосий теоремалар 
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10. Ҳосилага эга бўлган функциялар ҳақидаги теоремалар. Бу 
теоремлар функцияларни текширишда муҳим рол ўйнайди. 

1-теорема (Ферма теоремаси). )(xf  функция RX ⊂  тўпламда 
берилган. Xx ∈0  нуқтанинг атрофи учун 

)0(),()( 000 >⊂+−= δδδδ XxxxU  бўлиб, қуйидаги шартлар 
бажарилсин: 

1) )( 0xUx δ∈∀  да )),()(()()( 00 xfxfxfxf ≥≤  
2) )( 0xf ′ мавжуд ва чекли бўлсин. 

У ҳолда  0)( 0 =′ xf  бўлади. 
◄ Айтайлик, )( 0xUx δ∈∀  да )()( 0xfxf ≤ бўлсин. Равшанки, бу ҳолда  

0)()( 0 ≤− xfxf  
бўлади. 

Шартга кўра )(xf  функция 0x  нуқтада чекли  )( 0xf ′  ҳосилага эга. 
Шунинг учун 

0

0

0
0

0

0
0

0
0

)()(
lim

)()(
lim

)()(
lim)(

000 xx

xfxf

xx

xfxf

xx

xfxf
xf

xxxxxx −
−

=
−
−

=
−
−

=′
−→+→→

 

бўлади. Айни пайтда, 0xx >  бўлганда 

,0)('
)()(

lim0
)()(

0
0

0

0
0

0

0

≤=
−
−

⇒≤
−
−

+→
xf

xx

xfxf

xx

xfxf
xx

 

0xx <  бўлганда 

0)('
)()(

lim0
)()(

0
0

0

0
0

0

0

≥=
−
−

⇒≥
−
−

−→
xf

xx

xfxf

xx

xfxf
xx

 

бўлишидан   0)(' 0 =xf  экани келиб чиқади. ► 
2-теорема (Ролль теоремаси). Фараз қилайлик,  )(xf  функция ],[ ba  

да берилган бўлиб, қуйидаги шартларни бажарсин: 
1) ],,[)( baCxf ∈  
2) ),( bax∈∀  да )(xf ′  мавжуд ва чекли, 
3) )()( bfaf =  бўлсин. 

У ҳолда шундай ),(0 bax ∈ нуқта топиладики, 0)( 0 =′ xf  бўлади. 
◄ Шартга кўра ],[)( baCxf ∈ . Унда Вейерштрасснинг иккинчи 

теоремасига кўра  )(xf  функция  ],[ ba  да ўзининг энг катта ва энг кичик 
қийматларга эришади, яъни шундай 21, cс   нуқталар ]),[,( 21 bacc ∈  
топиладики, 

]},,[|)(max{)( 1 baxxfcf ∈=  
]},[|)(min{)( 2 baxxfcf ∈=  

бўлади. 
Агар )()( 21 cfcf =  бўлса, унда   ],[ ba  да constxf =)(  бўлиб, 

),(0 bax ∈∀  да 0)(' 0 =xf  бўлади. 
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Агар )()( 21 cfcf >  бўлса, унда )()( bfaf =  бўлганлиги сабабли )(xf  
функция  )( 1cf  ҳамда )( 2cf  қийматларнинг камида биттасига ],[ ba  
сегментнинг ички )( 00 bxax <<  нуқтасида эришади. Ферма теоремасига 
биноан 0)( 0 =′ xf  бўлади. ► 

3-теорема (Лагранж теоремаси). Фараз қилайлик, )(xf  функция 
],[ ba  да берилган бўлиб, қуйидаги шартларни бажарсин: 

1) ],[)( baCxf ∈ , 
2) ),( bax∈∀  да )(xf ′  ҳосила мавжуд ва чекли бўлсин. 

У ҳолда шундай ),( baс∈  нуқта топиладики,  
))(()()( abcfafbf −′=−  

бўлади. 
◄ Ушбу 

)(
)()(

)()()( ax
ab

afbf
afxfxF −

−
−−−=                  (1) 

функцияни қараймиз. Бу функция Ролль теоремасининг барча шартларини 
қаноатлантиради. Айни пайтда, унинг ҳосиласи  

ab

afbf
xfxF

−
−−′=′ )()(

)()(  

бўлади. 
Ролль теоремасига биноан, шундай )),(( baсc ∈   нуқта топиладики,  

0)(' =cF                                   (2) 
бўлади. 

(1) ва (2) муносабатлардан 

0
)()(

)( =
−
−−′

ab

afbf
cf , 

яъни 
))(()()( abcfafbf −′=−  

бўлиши келиб чиқади. ► 
1-натижа. Айтайлик, )(xf  функция ),( ba  да )(xf ′  ҳосилага эга бўлиб, 

),( bax∈∀  да 0)( =′ xf   бўлсин. У ҳолда ),( bax∈∀  да constxf =)(  бўлади. 
◄ ),(, 0 baxx ∈  ни олиб, чеккалари x  ва 0x  бўлган сегментда )(xf  

функцияга Лагранж теоремасини қўллаб constxfxf == )()( 0  бўлишини 
топамиз. ► 

2-натижа. )(xf  ва )(xg  функциялари ),( ba  да )(xf ′ , )(xg ′  
ҳосилаларга эга бўлиб, ),( bax∈∀  да )()( xgxf ′=′  бўлсин. У ҳолда 

),( bax∈∀  да constxgxf += )()(  бўлади. 
◄ Бу натижанинг исботи )()( xgxf −  функцияга нисбатан 1-натижани 

қўллаш билан келиб чиқади. ► 
4-теорема (Коши теоремаси). Айтайлик, )(xf  ва )(xg  функциялар 

қуйидаги шартларни бажарсин. 
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1) ],[)( baCxf ∈ , ],[)( baCxg ∈ , 
2) ),( bax∈∀  да )(xf ′  ва )(xg ′  ҳосилалар мавжуд ва чекли; 
3) ),( bax∈∀  да 0)(' ≠xg  бўлсин. 

У ҳолда шундай ),( baс∈  нуқта топиладики, 

)(

)(

)()(

)()(

cg

cf

agbg

afbf
′
′

=
−
−

 

бўлади. 
◄ Аввало )()( agbg ≠  бўлишини таъкидлаб ўтамиз, чунки )()( agbg =  

бўладиган бўлса, унда Ролль теоремасига кўра шундай ),( baс∈  нуқта 
топилар эдики, 0)( =′ cg  бўлар эди. Бу 3)-шартга зид. 

Қуйидаги 

]),[()]()([
)()(

)()(
)()()( baxagxg

agbg

afbf
afxfxФ ∈−

−
−−−=  

функцияни қараймиз. Бу функция Ролль теоремасининг барча шартларини 
қаноатлантиради. Унда Ролль теоремасига биноан шундай ),( baс∈  нуқта 
топиладики, 

0)( =′ cФ                                      (3) 
бўлади. 

Равшанки, 

)(
)()(

)()(
)()( xg

agbg

afbf
xfxФ ′

−
−−′=′                       (4) 

(3) ва (4) муносабатлардан  

0)(
)()(

)()(
)( =′

−
−−′ cg

agbg

afbf
cf  

яъни 

)(

)(

)()(

)()(

cg

cf

agbg

afbf
′
′

=
−
−

 

бўлиши келиб чиқади. ► 
1-мисол. Rxx ∈∀ '','  учун |'''||''sin'sin| xxxx −≤−  тенгсизлик 

исботлансин. 
◄ Айтайлик, ''' xx <  бўлсин. xxf sin)( =  га ]'','[ xx  да Лагранж 

теоремасини қўллаймиз. Унда шундай )'','( xxc ∈  нуқта топиладики,  
)'''(|cos||''sin'sin| xxcxx −⋅=−  

бўлади. Агар Rt ∈∀  да 1|cos| ≤t  эканини эътиборга олсак, унда юқоридаги 
муносабатдан  

)'','(|'''||''sin'sin| Rxxxxxx ∈∀−≤−  
бўлиши келиб чиқади. ► 

2-мисол. Ушбу  
xe x +≥ 1  

тенгсизлик исботлансин.  
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◄ Айтайлик, 0>x  бўлсин. Унда tetf =)(  функцияга ],0[ x  да  
Лагранж теоремасини қўллаб топамиз:  

),0().0(0 xcxeee cx ∈−=−  

Агар 0>c  да  1>ce   бўлишини эътиборга олсак, унда кейинги муносабатдан 
xe x +≥ 1  бўлиши келиб чиқади. 

Агар 0<x  бўлса, унда  tetf =)(  функцияга ]0,[x  да Лагранж 
теоремасини қўллаб,  

)0(0 xeee cx −=−  

ни ва 1,0 <>− cex  бўлишини эътиборга олиб,  xe x +≥ 1   эканлигини 
топамиз. 

Равшанки, 0=x  да 10 =e . Демак,  Rx∈∀  да xe x +≥ 1 . ►  
3-мисол. Ушбу  

)0(ln ab
b

ba

b

a

a

ba <<−<<−
 

тенгсизлик исботлансин. 
◄ ],[ ab  сегментда )ln()( xxf =  функцияни қараймиз. Бу функция шу 

сегментда узлуксиз ва ),( ab  да 
x

xf
1

)( =′  ҳосилага эга. Унда Лагранж 

теоремасига кўра шундай )( acbc <<  нуқта  топиладики,  

cba

ba 1lnln =
−
−

                                  (5) 

бўлади.  
Равшанки,  

bca
acb

111 <<⇒<< .                         (6) 

(5) ва (6) муносабатлардан 

b

ba

b

a

a

ba −<<−
ln  

бўлиши келиб чиқади. ► 
20. Функция ҳосиласиниг узилиши ҳақида. Фараз қилайлик, )(xf  

функция ),( ba  нинг 0x  нуқтасидан бошқа барча нуқталарида )(xf ′  ҳосилага 
эга бўлиб, функция 0x  нуқтада узлуксиз бўлсин. 

Агар bxf
xx

=′
−→

)(lim
00

 лимит мавжуд бўлса, у ҳолда )(xf  функция 0x  

нуқтада чап ҳосила )0( 0 −′ xf  га эга бўлиб, bxf =−′ )0( 0  бўлади. 
Агар dxf

xx
=′

+→
)(lim

00

 лимит мавжуд бўлса, у ҳолда )(xf  функция 0x  

нуқтада ўнг ҳосила )0( 0 +′ xf  га эга бўлиб, dxf =+′ )0( 0  бўлади. 
◄ Айтайлик, 0≠∆x  ва ),(0 baxx ∈∆+  бўлсин. Лагранж теоремасидан 

фойдаланиб топамиз: 
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)10(),(
)()(

0
00 <<∆⋅+′=

∆
−∆+ θθ xxf

x

xfxxf
. 

Энди  
bxf

xx
=′

−→
)(lim

00

 

мавжуд бўлсин дейлик. Унда 
bxxfxfxf

xxxxx
=∆+′=′=′

−→∆−→−−→
)(lim)(lim)(lim 0

000 00

 

бўлиб, 
0−→∆x  да  ,)( 0 bxxf →∆⋅+′ θ  

яъни 

0−→∆x  да    b
x

xfxxf
→

∆
−∆+ )()( 00  

бўлади. Демак, bxf =− )0(' 0 .  Шунга ўхшаш, dxf =+′ )0( 0  бўлиши 
кўрсатилади. ► 

Айтайлик, )(xf  функция 0x  нуқтада ҳосилага  эга бўлсин. Унда, 
равшанки,  

)()0()0( 000 xfxfxf ′=+′=−′  
бўлади. Айни пайтда,  

)(lim),(lim
00 00

xfxf
xxxx

′′
+→−→

 

лимитларниг мавжуд ва чекли бўлишидан 
)()(lim)(lim 0

00 00

xfxfxf
xxxx

′=′=′
+→−→

 

бўлиши келиб чиқади. ► 
Бундан қуйидаги хулоса келиб чиқади: агар )(xf  функция ),( ba  да  

)(xf ′  ҳосилага эга бўлса, у ҳолда бу )(xf ′  ҳосила биринчи тур узилишга эга 
бўлолмайди. 

Бошқача айтганда ҳар бир  ),(0 bax ∈  нуқтада )(' xf  функция ёки 
узлуксиз бўлади, ёки иккинчи тур узилишга эга бўлади. ► 

4-мисол. Ушбу 








=

≠
=

бўлса0агар,0

бўлса,0агар,
1

sin
)(

2

x

x
x

x
xf  

функцияни қарайлик. 
◄ 0≠x  бўлганда 

xx
xxf

1
cos

1
sin2)( −=′  

бўлади. 
0=x  бўлганда, ҳосила таърифига кўра  

0

1
sin

lim)0(

2

0
==′

→ x
x

x
f

x
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бўлади. 
Демак, )(xf ′  функция R  да аниқланган ва 0≠x  да узлуксиз бўлади. )(xf ′  
ҳосила 0=x  нуқтада иккинчи тур узилишга эга бўлади, чунки 0→x  да  

xx
xxf

1
cos

1
sin2)( −=′  

функция лимитга эга эмас. ► 
 

Машқлар 
 

1. Агар )(xf  функция ),( ba  да  чекли )(xf ′  ҳосилага эга бўлса, унинг 
шу ),( ba  да текис узлуксиз бўлиши исботлансин. 

2. Агар )(xf  ва )(xg  функциялар 0xx ≥  да чекли ҳосилалар: 
)(),( xgxf ′′  га эга бўлиб, 

)()(да),()( 000 xgxfxxxgxf ′>′>=  
бўлса, у ҳолда 0xx >  да )()( xgxf >  бўлиши исботлансин. 

3. 1−>∀x   учун 

xx
x

x ≤+≤
+

)1ln(
1

 

тенгсизликларнинг ўринли бўлиши исботлансин. 
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22-маъруза 
Функциянинг дифференциали 

 
10. Функция дифференциали тушунчаси. Фараз қилайлик, )(xf  

функция ),( ba  да берилган бўлиб, ),(),,( 00 baxxbax ∈∆+∈   бўлсин.  
Маълумки, )()()( 000 xfxxfxf −∆+=∆  айирма )(xf  функциянинг 0x  

нуқтадаги орттирмаси дейилади.  
1-таъриф. Агар )( 0xf∆  ни ушбу 

xxAxf ∆+∆⋅=∆ α)( 0  
кўринишда ифодалаш мумкин бўлса, )(xf  функция 0x  нуқта-да 
дифференциалланувчи дейилади, бунда ,constA =  0→∆x , да .0→α  

Теорема. )(xf  функция ),( bax ∈  нуқтада дифференциал-ланувчи 
бўлиши учун унинг шу нуқтада чекли  )(xf ′  ҳосилага эга бўлиши зарур ва 
етарли.  

◄ Зарурлиги. )(xf  функция ),( bax ∈  нуқтада дифферен-
циалланувчи бўлсин. Таърифга биноан,  

xxAxf ∆+∆⋅=∆ α)(  
бўлади, бунда constA = , 0→∆x , да .0→α  

Бу тенгликдан фойдаланиб топамиз: 

,
)( α+=

∆
∆

A
x

xf
 

.)(lim
)(

lim
00

AA
x

xf
xx

=+=
∆

∆
→∆→∆

α  

Демак, )(xf ′  мавжуд ва   .)( Axf =′  
Етарлилиги. )(xf  функция ),( bax ∈  да чекли )(xf ′  ҳосила-га эга 

бўлсин. Таърифга кўра  

x

xf

x

xfxxf
xf

xx ∆
∆=

∆
−∆+=′

→∆→∆

)(
lim

)()(
lim)(

00
 

бўлади. Агар  
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α=′−
∆

∆
)(

)(
xf

x

xf
 

дейилса, ундан  
xxxfxf ∆+∆⋅′=∆ α)()(  

бўлиши келиб чиқади, бунда 0→∆x  да  .0→α  Демак, )(xf  функция 
дифференциалланувчи.► 

2-таъриф. Функция орттирмасидаги xxf ∆⋅)(' 0  ифода )(xf  
функциянинг 0x  нуқтадаги дифференциали дейилади ва  )( 0xdf  каби 
белгиланади:  

xxfxdf ∆⋅= )(')( 00 . 
Айтайлик, ),( bax ∈  нуқтада  дифференциалланувчи  )(xf  

функциянинг графиги  6-чизмада тасвирланган эгри чизиқни ифодаласин: 
 

 
6-чизма. 

 
Келтирилган чизмадан кўринадики, 

αtg
AC

DC =  

бўлиб, xxfACtgDC ∆⋅′=⋅= )(α   бўлади. 
Демак, )(xf  функциянинг x  нуқтадаги дифференциали функция 

графигига ))(,( xfx  нуқтада ўтказилган уринма орттирмаси  DC  ни 
ифодалар экан. 

Фараз қилайлик, Rxxxf ∈= ,)(  бўлсин. Бу функция 
дифференциалланувчи бўлиб, xxxxdf ∆=∆⋅′= )()( , яъни xdx ∆=  бўлади. 
Демак, ),( ba  да дифференциалланувчи )(xf  функция-нинг 
дифференциалини  

dxxfxdf ⋅′= )()(  
кўринишда ифодалаш мумкин. 

Энди содда функцияларнинг дифференциалларини келтирамиз: 
1. );0(,)( 1 >= − xdxxxd αα α  

2. );1,0(,ln)( ≠>⋅⋅= aadxaaad xx  
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3. );1,0,0(,log
1

)(log ≠>>= aaxedx
x

xd aa  

4. ;cos)(sin xdxxd =  
5. ;sin)(cos xdxxd −=  

6. ;...),1,0,
2

(,
cos

1
)(

2
±=+≠= kkxdx

x
tgxd ππ

 

7. ;...),1,0,(,
sin

1
)(

2
±=≠−= kkxdx

x
ctgxd π  

8. ;)11(,
1

1
)(arcsin

2
<<−

−
= xdx

x
xd  

9. ;)11(,
1

1
)(arccos

2
<<−

−
−= xdx

x
xd  

10. ;
1

1
)(

2
dx

x
arctgxd

+
=  

11. ;
1

1
)(

2
dx

x
arcctgxd

+
−=  

12. ;)( chxdxshxd =  
13. ;)( shxdxchxd =  

14. ;
1

)(
2

dx
xch

thxd =  

15. ( ) ( )0
1
2

≠−= xdx
xsh

cthxd  

20. Функция дифференциалининг содда қоидалари. Фараз қилайлик, 
)(xf  ва )(xg  функциялари ),( ba  да берилган бўлиб, ),( bax ∈  нуқтада 

дифференциалланувчи  бўлсин. У ҳолда ),( bax ∈  да 
1) ;),())(( constcxcdfxfcd ==⋅   
2) ;)()())()(( xdgxdfxgxfd +=+  
3) ;)()()()())()(( xdgxfxdfxgxgxfd +=  

4) ).0)((,
)(

)()()()(

)(

)(
2

≠−=







xg

xg

xdgxfxdfxg

xg

xf
d  

бўлади.  
Бу тасдиқлардан бирини, масалан 3)-сини исботлаймиз.  
◄Маълумки,  

dxxgxfxgxfd ))()(())()(( ′= . 
Агар  

)()()()())()(( xgxfxgxfxgxf ′+′=′  
бўлишини эътиборга олсак, унда қуйидаги тенгликка келамиз: 

=′+′= dxxgxfxgxfxgxfd ))()()()(()()((  
)()()()()()()()( xdgxfxdfxgdxxgxfdxxfxg +=′+′= .► 
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Фараз қилайлик, )(xfy =  функция RX ⊂  тўпламда, )(yg  функция 
}:)({ XxxfY ∈⊃  тўпламда берилган бўлиб, )(xf ′  ва )(yg ′  ҳосилаларга эга 

бўлсин. У ҳолда  
)())((')))((( xdfxfgxfgd ⋅=  

бўлади. 
◄ Мураккаб функциянинг ҳосиласини ҳисоблаш қоидасидан 

фойдаланиб топамиз: 

[ ] )())(()())(())(()))((( xdfxfgdxxfxfgdxxfgxfgd ⋅′=′⋅′=′= .► 

1-мисол. Таърифдан фойдаланиб, ушбу 23)( xxxf −=  функциянинг 
20 =x  нуқтадаги дифференциали топилсин. 
◄ Бу функциянинг 20 =x  нуқтадаги орттирмасини топамиз: 

=+−∆+−∆+=−∆+=∆ 122)2(32)2()2()2( 2xxfxff  

xxxxx ∆⋅∆−+∆⋅−=∆−∆⋅−= )3(11311 2 . 
Демак, dxfd ⋅−= 11)2( .  ► 

30. Функция дифференциали ва тақрибий формулалар. Функция 
дифференциали ёрдамида тақрибий формулалар юзага келади. 

Айтайлик, )(xf  функция ),( ba  да берилган бўлиб, ),(0 bax ∈  нуқтада 
чекли )( 0xf ′  ҳосилага  )0)(( 0 ≠′ xf  эга бўлсин. У ҳолда 0→∆x  да  

)()()( 00 xxxfxf ∆+∆⋅′=∆ ο  
бўлади.  

Айни пайтда, )(xf  функция 0x  нуқтада дифференциал-ланувчи бўлиб, 
унинг дифференциали  

xxfxfd ∆⋅′= )()( 00  
бўлади. 

Равшанки,  
)()()( 00 xxdfxf ∆=−∆ ο  

бўлиб, 0→∆x  да  

0
)()( 00 →

∆
−∆
x

xdfxf
 

бўлади. Натижада  
)()( 00 xdfxf ≈∆ , 

яъни 
xxfxfxxf ∆⋅′+≈∆+ )()()( 000                        (1)                                

тақрибий формула ҳосил бўлади. (1) формула ),(0 bax ∈  нуқта-да 
дифференциалланувчи )(xf  функциянинг 0x  нуқтадаги орттирмаси )( 0xf∆  
ни унинг шу нуқтадаги дифференциали )( 0xdf  билан алмаштириш 
мумкинлигини кўрсатади. Бу алмаштиришнинг моҳияти функция орттирмаси 
аргумент орттирмасининг, умуман айтганда мураккаб функцияси бўлган 
ҳолда, функция дифференциали эса аргумент орттирмасининг чизиқли 
функцияси бўлишидадир. 
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(1) формулада 0xxx −=∆  дейилса, унда  
))(()()( 000 xxxfxfxf −′+≈                       (2) 

бўлади. 
2-мисол. Ушбу 029sin  миқдор тақрибий ҳисоблансин. 
◄ Агар 0

0 30,sin)( == xxxf  дейилса, унда (2) формулага кўра 

4848,0
360

2

2

3
5,0

360

2
)3029(30cos30sin29sin

00
00000 ≈⋅−=⋅−⋅+≈ ππ

 

бўлади. ► 
Маълумки, ),(0 bax ∈  нуқтада дифференциалланувчи )(xf  функция 

графигига ))(,( 00 xfx  нуқтада ўтказилган уринма-нинг тенгламаси қуйидаги 
кўринишда ёзилади:  

))(()( 000 xxxfxfy −′+= . 
Демак, (2) тақрибий формула геометрик нуқтаи назардан, )(xf  функция 
ифодалаган эгри чизиқни 0x  нуқтанинг етарли кичик атрофида шу функция 
графигига ))(,( 00 xfx  нуқтада ўтказилган уринма билан алмаштирилиши 
мумкинлигини билдиради. 

(2)  формулада 00 =x  дейилса, у ушбу  
                            xffxf )0(')0()( +≈                             (3) 

кўринишга келади. 
)(xf  функция сифатида ,1,)1( xx ++ α  ,xe  ),1ln( x+  ,sinx  tgx  

функцияларни олиб, уларга (3) формулани қўллаш натижасида қуйидаги 
тақрибий формулалар ҳосил бўлади: 

,1)1( xx αα +≈+  

,
2

1
11 xx +≈+  

xe x +≈1 , 
,)1ln( xx ≈+  

,sin xx ≈  
.xtgx ≈  

 
 

Машқлар 
 
1. Айтайлик, u  ва v лар дифференциалланувчи функция-лар бўлиб, 

уларнинг дифференциаллари du  ва dv  бўлсин. Унда ушбу  
22lnarctg vu

v

u
y ++=  

функциянинг дифференциали  топилсин. 
2. Ушбу  
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=

≠
=

бўлса0агар0,

бўлса,0агар,
1

arctg
)(

x

x
x

x
xf  

функция 00 =x  нуқтада дифференциалланувчи  бўладими? 
3. Ушбу  

002,1,02,1,2,1  
миқдорларнинг тақрибий қиймати топилсин. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23-маъруза 
Функциянинг юқори тартибли ҳосила ва  дифференциаллари 

 
10. Функциянинг юқори тартибли ҳосилалари. Фараз қилайлик, 

)(xf  функция ),( ba  да берилган бўлиб,  ),( bax ∈∀  да  )(xf ′  ҳосилага эга 
бўлсин. Бу )(xf ′  функцияни )(xg  орқали белгилаймиз:  

)),(()()( baxxfxg ∈′= . 
1-таъриф. Агар ),(0 bax ∈  нуқтада )(xg  функция )( 0xg ′  ҳосилага эга 

бўлса, бу ҳосила  )(xf  функциянинг  0x  нуқтадаги иккинчи тартибли 

ҳосиласи дейилади ва  )( 0xf ′′  ёки 
2

0
2 )(

dx

xfd
 каби белгиланади. 
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Худди шунга ўхшаш, )(xf  нинг 3-тартибли ( )xf ′′′ , 4-тартибли ( )xf IV  
ва ҳ.к. тартибли ҳосилалари таърифланади. 

Умуман, )(xf  функциянинг −n тартибли ҳосиласи  )()( xf n  нинг 
ҳосиласи )(xf  функциянинг −+ )1(n тартибли ҳосиласи  дейилади:  

( )′=+ )()( )()1( xfxf nn . 
Одатда, )(xf  функциянинг ...),(),( xfxf ′′′′′  ҳосилалари унинг юқори 

тартибли  ҳосилалари дейилади. Шуни таъкидлаш лозимки, )(xf  
функциянинг ),( bax ∈  да −n тартибли ҳосиласининг мавжудлиги бу 
функциянинг шу нуқта атрофида −−−− )1(...,,2,1 n тартибли ҳосилалари 
мавжудлигини тақоза этади. Аммо бу ҳосилаларнинг мавжудлигидан 

−n тартибли ҳосила мавжудлиги, умуман айтганда, келиб чиқавермайди. 
Масалан,  

2

||
)(

xx
xf =  

функциянинг ҳосиласи ||)(' xxf =  бўлиб, бу функция 0=х  нуқтада ҳосилага 
эга эмас, яъни берилган функциянинг 0=х  да биринчи тартибли ҳосиласи 
мавжуд, иккинчи тартибли ҳосиласи эса мавжуд эмас. 

1-мисол.  xaxf =)(  бўлсин,  .,0 Rxa ∈>  Бу функция учун  

,ln)( aaa xx =′  

,)(ln)ln()( 2aaaaa xxx =′=′′  
умуман 

nxnx aaa )(ln)( )( =                                 (1) 
бўлади.  (1) муносабатнинг ўринли бўлиши математик индукция усули билан 
исботланади. 

2-мисол. xxf sin)( =  бўлсин. Бу функция учун 

,
2

2sinsin)(cos)(sin

,
2

sincos)(sin








 +=−=′=′′








 +==′

π

π

xxxx

xxx

 

 
Умуман,  








 +=
2

sin)(sin )( π
nxx n  

бўлади. 
Шунга ўхшаш,  








 +=
2

cos)(cos )( π
nxx n  

бўлади. 
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3-мисол. αxxf =)(   бўлсин,  Rx ∈> α,0 . Бу функция учун  

,)1()()(

,)(
21

1

−−

−

−=′=′′
=′

ααα

αα

ααα
α

xxx

xx
 

умуман,  
nn xnx −+−−−= αα αααα )1)...(2)(1()( )(  

бўлади. 

Хусусан,  )0(,
1

)( >= x
x

xf  функция учун  

1

)(
!)1(1

+
−=








n

nn

x

n

x
 

бўлиб, ундан 

n

n
n

x

n
x

)!1()1(
)(ln

1
)( −−=

−

 

бўлишини топамиз. 
Фараз қилайлик,  )(xf  ва )(xg  функциялар ),( ba  да берилган бўлиб, 

),( bax ∈∀  да  )()( xf n  ва )()( xg n  ҳосилаларга эга бўлсин. У ҳолда: 

1) constcxfcxfc nn =⋅=⋅ ),())(( )()( ; 

2) )()())()(( )()()( xgxfxgxf nnn ±=± ; 

3) )()())()(( )(

0

)()( xgxfCxgxf kn
n

k

kk
n

n −

=
⋅=⋅ ∑                                 (2) 

)()(,
!

)1)...(1( )0( xfxf
k

knnn
C k

n =






 +−−=  

бўлади. 
◄ Бу тасдиқлардан 3)-сининг исботини  келтирамиз. Равшанки, 1=n  

да (2) муносабат ўринли бўлади. Айтайлик, (2) муносабат 1−n  да ўринли 
бўлсин: 

)()())()(( )1(
1

0

)(
1

)1( xgxfCxgxf kn
n

k

kk
n

n −−
−

=
−

− ⋅=⋅ ∑ . 

Кейинги тенгликни  ҳамда  
k
n

k
n

k
n ССС =+ −

−−
1
11  

бўлишини эътиборга олиб, топамиз: 

( ) =
′







 ⋅=
′

⋅=⋅ −−
−

=
−

− ∑ )()())()(())()(( )1(
1

0

)(
1

)1()( xgxfCxgxfxgxf kn
n

k

kk
n

nn  

+=+= −
−−−

−

=

+
−∑ )()())()()()(( )(0

1
)()()1(

1

0

)1(
1 xgxfCxgxfxgxfC n

n
knkkn

n

k

kk
n  

=+++ −
−

−
−

−

=
−∑ )()()()()( )(1

1
)()(

1

1

0
1 xgxfCxgxfCC nk

n
knkk

n

n

k

k
n  
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)()( )(

0

)( xgxfC kn
n

k

kk
n

−

=
∑= ► 

Одатда, (2)  Лейбниц формуласи дейилади. 
4-мисол. Ушбу  

xxy 2cos2=  
функциянинг −n тартибли  ҳосиласи  топилсин. 

◄Лейбниц формуласида 2)(,2cos)( xxgxxf ==  деб оламиз. Унда бу 

формулага кўра, айни пайтда 2)( xxg =  функция учун 2>k  бўлганда 

)2(,0)()( )(2)( >== kxxg kk  
бўлишини эътиборга олиб топамиз: 

)2(22)1(21)(20)(2 )2(cos)()2(cos)()2(cos)2cos( −− ′′+⋅′+= n
n

n
n

n
n

n xxCxxCxxCxx . 
Равшанки,  

,
2

2cos2)2(cos )(







 ⋅+= π
nxx nn  

, 
2

2sin2
2

)1(2cos2)2(cos 11)1(







 +=






 −+= −−− ππ
nxnxx nnn

. 
2

2cos2
2

)2(2cos2)2(cos 12)2(







 +−=






 −+= −−− ππ
nxnxx nnn  

Демак, 

.
2

2sin2
2

2cos
4

)1(
2)2cos( 2)(2








 ++






 +






 −−= ππ
nxnxnx

nn
xxx nnn ► 

20. Функциянинг юқори тартибли дифференциаллари. Фараз 
қилайлик, )(xf  функция ),( ba  да берилган бўлиб, ),( bax ∈∀   нуқтада  

)(xf ′′  ҳосилага эга бўлсин. Равшанки,  )(xf  функциянинг дифференциали  
dxxfxdf )()( ′=                                  (3) 

бўлиб, бунда xdx ∆=  функция аргументнинг ихтиёрий орттирмаси. 
2-таъриф. )(xf  функциянинг ),( bax ∈  нуқтадаги диф-ференциали 

)(xdf  нинг дифференциали  )(xf  функциянинг ),( bax ∈  нуқтадаги иккинчи 

тартибли дифференциали дейи-лади ва  )(2 xfd  каби белгиланади:  

))(()(2 xdfdxfd = . 

Худди шунга ўхшаш, )(xf  функциянинг учинчи )(3 xfd , тўртинчи 

)(4 xfd  ва ҳ.к. тартибдаги дифференциаллари таърифланади. 

Умуман, )(xf  функциянинг −n тартибли дифференциали )(xfd n  нинг 
дифференциали )(xf  функциянинг −+ )1(n тартибли дифференциали 
дейилади:  

))(()(1 xfddxfd nn =+ . 
5-мисол. Ушбу  
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xxexf −=)(  
функциянинг иккинчи тартибли дифференциали топилсин. 

◄ Берилган функциянинг иккинчи тартибли дифферен-циалини 
таърифига кўра  топамиз: 

=+−==+=== −−−−− )()())(())(()(2 dxedxxeddxexdedxeddxdfdxfd xxxxx  

−=−+−=+−= −−−−−− 22 )()()()()( dxxedxedxdxexdedxdedxxed xxxxxx

( ) .)()2()()( 2222 dxexdxedxedxex xxxx −−−− −=−−⋅= ► 
Дифференциаллаш қоидасидан фойдаланиб топамиз: 

,))(()())(())(())(()( 22 dxxfdxxfdxxfddxdxxfdxdfdxfd ′′=′′⋅=′⋅=′==          (4) 

nnn dxxfxfd

dxxfxfddxfd

))(()(

............................................

,))(())(()(

)(

323

=

′′′==
 

 
Масалан, юқорида келтирилган мисол учун  

=′−=′′= −−−− 222 )()()()()( dxxeedxxexed xxxx  
22 )()2())(( dxexdxxeee xxxx −−−− −=−−=  

бўлади. 
Айтайлик, )(xf  ва )(xg  функциялар ),( ba  да берилган бўлиб, 

),( bax ∈∀  нуқтада −n тартибли дифференциалларга эга бўлсин. У ҳолда: 

;),())(()1 constcxfdcxfcd nn =⋅=⋅  

);()())()(()2 xgdxfdxgxfd nnn ±=±  

+⋅+⋅=⋅ − )()()()())()(()3 11 xdgxfdCxgxfdxgxfd n
n

nn  

)()(...)()(... xgdxfxgdxfdC nkknk
n ⋅++⋅++ −  

бўлади. 
Бу муносабатларнинг 1), 2) – ларнинг исботи равшан. 3) – муносабатни 

исботлашда (2) формуладан фойдаланилади. 
30. Дифференциал шаклининг инвариантлиги. Айтайлик, )(xfy =  

функция ),( ba  да дифференциалланувчи бўлиб, x  ўзгарувчи ўз навбатида 
бирор t  ўзгарувчининг ],[ βα  да дифференциалланувчи функцияси бўлсин: 

]).,[)(],,[()( batxttx ∈=∈= ϕβαϕ  
Натижада  

))(()( tfxfy ϕ==  
бўлади. Бу функциянинг дифференциали 

dxxftdtfdtttfdttfdy )()())(()())(()))((( ′=⋅′=′⋅′=′= ϕϕϕϕϕ  
бўлиб, у (3) кўринишга эга бўлади. Шундай қилиб, )(xfy =  функцияда x  
ўзгарувчи эркли бўлган ҳолда ҳам, у бирор t  ўзгарувчига бођлиқ бўлган 
ҳолда ҳам )(xfy =  функция дифференциалининг кўриниши бир хил бўлади. 
Одатда бу хусусият дифференциал шаклининг инвариантлиги дейилади. 
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))(( tfy ϕ=  функциянинг иккинчи тартибли дифферен-циали 
қуйидагича бўлади: 

=⋅′+⋅′=′== )()()())(()(2 dxdxfdxxfddxxfddfdyd  

.)()()( 22 xdxfdxxf ′+⋅′′=  
Бу муносабатни (4) муносабат билан солиштириб иккин-чи тартибли 

дифференциалларда дифференциал шаклининг инвариантлиги хоссаси 
ўринли эмаслигини топамиз. 

  
Машқлар 

 
1. Ушбу  

3||)( xxf =  
функция  0=x  нуқтада учинчи тартибдаги ҳосилага эга бўладими? 

2. Ушбу  
)1sin(sin)1()( 2 −−= xxxxf  

функциянинг −n тартибли ҳосиласи топилсин  ).2( >n  
3. Агар  )(xfy =  функция  −n тартибли ҳосилага эга бўлса,  

nnnn dxbaxfabaxfd )()()( )( ⋅+=+  
бўлиши исботлансин. 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 137 

 
24-маъруза 

Тейлор формуласи 
 
10. Кўпҳад учун Тейлор формуласи.  Ушбу 

n
n xxbxxbxxbbxP )(...)()()( 0

2
02010 −++−+−+=           (1) 

функцияни (n - даражали кўпҳадни) қарайлик, бунда Rx ∈0  ва nbbb ,...,, 10  - 
ҳақиқий сонлар. Бу nbbb ,...,, 10  лар қуйидагича ҳам аниқланиши мумкин: 

(1) тенгликда 0xx =  дейилса, 
)( 00 xPb =  

бўлади; 
)(xP  функцияни  дифференциаллаб, 

1
0021 )(...)(21)( −−⋅++−⋅⋅+⋅=′ n

n xxbnxxbbxP  
ва бу тенгликда 0xx =  деб 

!1

)( 0
1

xP
b

′
=  

бўлишини топамиз. 
)(xP  функцияни икки марта дифференциаллаб 

2
02 )()1(...12)( −−⋅−++⋅⋅=′′ n

n xxbnnbxP  
ва бу тенгликда 0xx =  деб топамиз: 

.
!2

)( 0
2

xP
b

′′
=  

Бу жараённи давом эттира бориб, 0≥∀k  да  

!

)( 0
)(

k

xP
b

k

k =  

бўлишини топамиз. 
Натижада )(xP  кўпҳад қуйидаги кўринишга келади: 

n
n

xx
n

xP
xx

xP
xx

xP
xPxP )(

!

)(
...)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()( 0

0
)(

2
0

0
0

0
0 −++−

′′
+−

′
+=         (2)                      

Демак, )(xP  кўпҳад ўзининг ҳамда ҳосилаларининг бирор нуқтасидаги 
қиймати  билан тўлиқ аниқланар экан.    (2) формула )(xP  кўпҳад учун 
Тейлор формуласи дейилади. 

20. Ихтиёрий функциянинг Тейлор формуласи ва унинг қолдиқ 
ҳадлари. Фараз қилайлик, )(xf  функция ),( ba  да берилган бўлиб, ),(0 bax ∈  
бўлсин. Бу функция 0x  нуқтанинг  

0),(),()( 000 >⊂+−= δδδδ baxxxΥ  

атрофида  )(),(),...,(),( )1()( xfxfxfxf nn +′′′  ҳосилаларга эга бўлсин. Функция 
ҳосилаларидан фойдаланиб, ушбу 



 138 

n
n

n xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxfP )(

!

)(
...)(

!2

)(
)(

!1

)(
)();( 0

0
)(

2
0

0
0

0
0 −++−

′′
+−

′
+=  

кўпҳадни тузамиз. 
Агар )(xf  функция −n даражали кўпҳад бўлса, равшанки,  

);()( xfPxf n=  
бўлади.  

Агар )(xf  функция кўпҳад бўлмаса, 
);()( xfPxf n≠  

бўлиб, улар орасидаги фарқ юзага келади. Уни )(xRn  орқали белгилаймиз: 
);()()( xfPxfxR nn −= . 

Натижада ушбу 
)();()( xRxfPxf nn +=  

яъни, 

)()(
!

)(
...)(

!1

)(
)()( 0

0
)(

0
0

0 xRxx
n

xf
xx

xf
xfxf n

n
n

+−++−
′

+=         (3) 

формулага келамиз. Бу (3) формула )(xf  функциянинг Тейлор формуласи 
дейилади. (3) формуладаги )(xRn  эса Тейлор формуласининг қолдиқ ҳади 
дейилади. 

Энди қолдиқ ҳад )(xRn  ни аниқлаймиз. 0x  нуқтанинг )( 0xδΥ  
атрофидаги x  ни тайинлаб, ушбу 

n
n

tx
n

tf
tx

tf
tx

tf
tfxftF )(

!

)(
...)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()()(

)(
2 −++−

′′
−−

′
−−=  

функцияни [ ]xx ,0 )( 0xδΥ⊂  (ёки [ ]0, xx )( 0xδΥ⊂ ) да қараймиз.  
Бу функция [ ]xx ,0  сегментда узлуксиз бўлиб, ),( 0 xx  да ҳосилага эга 

бўлади: 

.)(
!

)(
)(

)!1(

)(
)(

!

)(

...)(
!1

)(
)(

!2

)(
)()(

!1

)(
)()(

)1(
1

)()1(

2

n
n

n
n

n
n

tx
n

tf
tx

n

tf
tx

n

tf

tx
tf

tx
tf

tftx
tf

tftF

−−=







−

−
−−−

−−




 −
′

−−
′′

−




 ′−−
′

−′−=′

+
−

+  

Демак, 

n
n

tx
n

tf
tF )(

!

)(
)(

)1(

−−=′
+

. 

Энди [ ]xx ,0  да узлуксиз, ),( 0 xx  да чекли (нолга тенг бўлмаган) 
ҳосилага эга )(xφ  функцияни олиб, )(xF  ва )(xφ   функцияларга [ ]xx ,0  да 
Коши теоремасини қўллаймиз. Натижада қуйидаги  

)(

)(

)()(

)()(

0

0

с

сF

xx

xFxF

φφφ ′
′

=
−
−

                            (4) 

тенгликка келамиз,  бунда   )10()( 00 <<−+= θθ xxxс . 
Равшанки,  
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.)(
!

)(
)(),()(,0)(

)1(

0
n

n

n cx
n

cf
cFxRxFxF −−=′==

+

 

Унда (4) тенгликдан 

n
n

n cx
n

сf

с

xx
xR )(

!

)(

)(

)()(
)(

)1(
0 −⋅

′
−

=
+

φ
φφ

                (5) 

бўлишини топамиз. 
а) Коши кўринишидаги қолдиқ ҳадли Тейлор формуласи.  
Айтайлик, txt −=)(φ  бўлсин. Унда 

1)(,)(,0)( 00 −=′−== cxxxx φφφ  
бўлиб, (5) тенглик қуйидаги  

( )( )
( ) ( )

( ) ( )nn
n

n
n

n
n

n

n

xx
n

cf

xxxxxx
n

cf
cx

cxn

xx

n

cf
xR

θ

θ

−−=

=−⋅−−−=−
−+−

−−
⋅=

+
+

++

1
!

)(

][
!

)(
)(

1

)(

!

)(
)(

1
0

)1(

000

)1(
0

)1(

 

кўринишга келади. Бу ҳолда  

nn
n

n
n

xx
n

cf
xx

n

xf

xx
xf

xx
xf

xfxf

)1()(
!

)(
)(

!

)(

...)(
!2

)(
)(

!1

)(
)()(

1
0

)1(

0
0

)(

2
0

0
0

0
0

θ−−+−+

++−
′′

+−
′

+=

+
+

 

формула ҳосил бўлиб,  уни   функциянинг Коши кўринишидаги қолдиқ ҳадли 
Тейлор формуласи дейилади.   

б) Лагранж кўринишидаги қолдиқ ҳадли Тейлор формуласи. 
Айтайлик,  1)()( +−= ntxtφ  бўлсин.  Унда  

))(())(1()(

,)()(,0)(

00

1
00

xxxccxnc

xxxx
n

n

−+=−+−=′

−== +

θφ
φφ

 

бўлиб, (5) тенглик қуйидаги  

1
0

)1(1
0

)1(

)(
)!1(

)(
)(

))(1(

)(

!

)(
)( +

+++

−
+

=−⋅
−+−

−−
⋅= n

n
n

n

nn

n xx
n

cf
cx

cxn

xx

n

cf
xR  

кўринишга келади. Бу ҳолда  

)10),((

,)(
!

)(
)(

!

)(
...)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()(

00

1
0

)1(

0
0

)(
2

0
0

0
0

0

<<−+=

−+−++−
′′

+−
′

+= +
+

θθ xxxc

xx
n

cf
xx

n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf n

n
n

n

 (6) 

формула ҳосил бўлиб, уни )(xf  функциянинг Лагранж кўринишидаги 
қолдиқ ҳадли Тейлор формуласи дейилади. 

в) Пеано кўринишидаги қолдиқ ҳадли Тейлор формуласи. 
Юқоридаги (6) формуладан фойдаланиб топамиз: 



 140 

).10),((

,)(
!

)(
)(

)!1(

)(

...)(
!2

)(
)(

!1

)(
)()(

00

0

)(
1

0
0

)1(

2
0

0
0

0
0

<<−+=

−++−
−

+⋅⋅⋅

+−
′′

+−
′

+=

−
−

θθ xxxc

xx
n

cf
xx

n

xf

xx
xf

xx
xf

xfxf

n
n

n
n

 

)()( xf n  функция  0x   нуқтада узлуксиз. Демак,  0xx →  да  0xc →  
бўлиб,  

)()( 0
)()( xfcf nn → . 

Шуни эътиборга олиб, 0xx →  да  

))(()(
!

)(
)(

!

)(
00

0
)(

0

)(
nn

n
n

n

xxxx
n

xf
xx

n

cf −+−=− ο  

бўлишини топамиз. 
Натижада ушбу  

)(,))(()(
!

)(

...)(
!2

)(
)(

!1

)(
)()(

000
0

)(

2
0

0
0

0
0

xxxxxx
n

xf

xx
xf

xx
xf

xfxf

nn
n

→−+−+

++−
′′

+−
′

+=

ο
 

формула ҳосил бўлади. Бу формула )(xf  функциянинг Пеано кўринишидаги 
қолдиқ ҳадли Тейлор формуласи дейилади.   

30. Баъзи функцияларнинг Тейлор формулалари. )(xf  функциянинг 
Пеано кўринишидаги қолдиқ ҳадли Тейлор формуласини оламиз: 

)(,))(()(
!

)(

...)(
!2

)(
)(

!1

)(
)()(

000
0

)(

2
0

0
0

0
0

xxxxxx
n

xf

xx
xf

xx
xf

xfxf

nn
n

→−+−+

++−
′′

+−
′

+=

ο
 

Бу тенгликда   00 =x   деб, ушбу  

)0(,)(
!

)0(
...

!2

)0(

!1

)0(
)0()(

)(
2 →+++

′′
+

′
+= xxx

n

f
x

f
x

f
fxf nn

n

ο            (7) 

формулага келамиз. (7) формула )(xf  функциянинг Маклорен формуласи  
дейилади. 

1) xexf =)(  бўлсин. Бу функция учун  1)0(,1)0( )( == nff  бўлиб, 

0),(
!

..
!3!2

1
32

→++++++= xx
n

xxx
xe n

n
x ο  

бўлади. 
2) Rxxf ∈+= αα ,)1()(   бўлсин. Бу функция учун  

)1)...(1()0(,1)0( )( +−−== nff n ααα  
бўлиб, 
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0),(
!

)1)...(1(
)1(

0

→++−−=+ ∑
=

xxx
k

k
x n

n

k

k οαααα  

бўлади. 
Хусусан, 

∑
=

→+=
−

n

k

nk xxx
x 0

0),(
1

1 ο  

∑
=

→+−=
+

n

k

nkk xxx
x 0

0),()1(
1

1 ο  

бўлади. 
3) )1ln()( xxf += бўлсин. Бу функция учун  

)!1()1()0(,0)0( 1)( −−== − kff kk  
бўлиб, 

∑
=

→+−=+
n

k

n
kk

xx
k

x
x

1

0),(
)1(

)1ln( ο  

бўлади. 
Шунингдек, 

∑
=

→+−=−
n

k

n
k

xx
k

x
x

1

0),()1ln( ο  

бўлади. 
4) xxf sin)( =   бўлсин. Бу функция учун ,0)0( =f  kkf )1()0()12( −=+  

бўлиб,  

∑
=

+
+

→+
+

−=
n

k

n
k

k xx
k

x
x

0

22
12

0),(
)!12(

)1(sin ο  

бўлади. 
5) xxf cos)( =  бўлсин. Бу функция учун ,1)0( =f  kkf )1()0()2( −=  

бўлиб, 

∑
=

+ →+−=
n

k

n
k

k xx
k

x
x

0

12
2

0),(
)!2(

)1(cos ο  

бўлади. 
Мисол.  Ушбу 

23

1
)(

+
=

x
xf  

функциянинг Тейлор (Маклорен) формуласи ёзилсин. 
◄  Бу функцияни қуйидагича  








 +
=

+
=

x
x

xf

2

3
12

1

23

1
)(  

ёзиб, сўнг  
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∑
=

→+−=
+

n

k

nkk xxx
x 0

0),()1(
1

1 ο  

бўлишидан фойдаланиб топамиз: 

∑
=

+ →+−=
+

n

k

nk
k

k
k xxx

x 0
1

0),(
2

3
)1(

23

1 ο .► 

 
Машқлар 

 
1. Асимптотик формулалардан фойдаланиб, ушбу  

xx

xe
x

x sin

cos
lim

3

2

0

2

−
−

→
 

лимит ҳисоблансин. 
2. Ушбу  

2

)( xexf =  
функциянинг Тейлор (Маклорен) формуласи ёзилсин. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6-БОБ 
ФУНКЦИЯ ҲОСИЛАЛАРИНИНГ БАЪЗИ БИР ТАТБИҚЛАРИ 

 
25-маъруза 

Функциянинг монотонлиги. Функциянинг экстремумлари 
 
10. Функциянинг монотонлиги. Фараз қилайлик,  )(xf  функция  

),( ba  да  )( +∞≤<≤−∞ ba  берилган бўлсин. 
Маълумки,  

),(, 21 baxx ∈∀ , учун ))()(()()( 212121 xfxfxfxfxx <≤⇒<  бўлса, 
)(xf  функция  ),( ba  да ўсувчи (қатъий ўсувчи), ),(, 21 baxx ∈∀  учун 

))()(()()( 212121 xfxfxfxfxx >≥⇒<  бўлса, )(xf  функция ),( ba  да 
камаювчи (қатъий камаювчи) дейилади. 
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1-теорема. Айтайлик,  )(xf  функция  ),( ba  да берилган бўлиб, 
),( bax ∈∀  да )(xf ′  ҳосилага эга бўлсин. 
)(xf  функциянинг ),( ba  да ўсувчи бўлиши учун ),( bax ∈∀  да 

0)( ≥′ xf  
бўлиши зарур ва етарли. 

◄ Зарурлиги. )(xf  функция  ),( ba  да ўсувчи бўлсин. Унда 0>∆x  
бўлганда 

0)()( ≥−∆+ xfxxf  
бўлади. Ҳосила таърифидан фойдалниб топамиз:  

0
)()(

lim)0()(
0

≥
∆

−∆+=+′=′
+→∆ x

xfxxf
xfxf

x
. 

Етарлилиги. Айтайлик, ),( bax ∈∀  да )(xf ′  мавжуд бўлиб, 

0)( ≥′ xf бўлсин. ],[ 21 xx  да )),,(,( 2121 xxbaxx <∈  )(xf  функцияга Лагранж 
теоремасини қўллаб топамиз: 

.0)()()()( 1212 ≥−⋅′=− xxcfxfxf  
Демак, )(,)()( 2121 xfxfxfxx ≤⇒<  ўсувчи. ►  

Худди шунга ўхшаш, қуйидаги теорема исботланади. 
2-теорема. Фараз қилайлик, )(xf  функция ),( ba  да берилган бўлиб, 

),( bax ∈∀  да )(xf ′  ҳосилага эга бўлсин. )(xf  функция ),( ba  да камаювчи 
бўлиши учун ),( bax ∈∀  да  

0)( ≤′ xf  
бўлиши зарур ва етарли. 

Шунингдек қуйидаги теоремаларни исботлаш қийин эмас. 
3-теорема. )(xf  функция ),( ba  да берилган бўлиб, ),( bax ∈∀  да 

)(xf ′  ҳосилага эга бўлсин. )(xf  функциянинг ),( ba  да  қатъий ўсувчи 
бўлиши учун 

1) ),( bax ∈∀  да 0)( ≥′ xf . 
2) ),( βα∈∀x  да 0)( =′ xf  тенглик бажариладиган ),(),( bа⊂βα  

интервалнинг мавжуд бўлмаслик шартларининг бажарилиши зарур ва етарли.  
4-теорема. )(xf  функция ),( ba  да берилган бўлиб, ),( bax ∈∀  да 

)(xf ′  ҳосилага эга бўлсин. )(xf  функциянинг ),( ba  да  қатъий камаювчи 
бўлиши учун 

1) ),( bax ∈∀  да 0)( ≤′ xf , 
2) ),( βα∈∀x  да 0)( =′ xf   

тенглик бажариладиган ),(),( bа⊂βα  интервалнинг мавжуд бўлмаслиги 
шартларининг бажарилиши зарур ва етарли. 

Демак, ),( ba  да 
)(0)( xfxf ⇒≥′ ўсувчи ,0)( ≥′⇒ xf  

)(0)( xfxf ⇒≤′   камаювчи  ,0)( ≤′⇒ xf  
⇒>′ 0)(xf )(xf  қатъий ўсувчи  ,0)( ≥′⇒ xf  
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⇒<′ 0)(xf )(xf  қатъий камаювчи 0)( ≤′⇒ xf  
бўлади. 

1-мисол. Ушбу 

x

x
xf

2
)(

2

=  

функциянинг ўсувчи, камаювчи бўлиш оралиқлари топилсин. 
◄Равшанки,  

)2ln2(2)( xxxf x −⋅=′ −  
бўлади. 

Ушбу 0)2ln2(2,0)( >−⋅>′ − xxxf x  тенгсизлик 






∈
2ln

2
,0x  да 

ўринли бўлади. Демак, )(xf  функция 






∈
2ln

2
,0x  да ўсувчи, 

),
2ln

2
()0,( ∞+−∞ Υ  да камаювчи бўлади. ►  

   20. Функциянинг экстремумлари. Фараз қилайлик, )(xf  функция  
RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб, Xx ∈0  бўлсин. 
1-таъриф. Агар шундай  0>δ  сон топилсаки, 

XxxxUx ⊂+−=∈∀ ),()( 000 δδδ   нуқталарда 
( ))()()()( 00 xfxfxfxf ≥≤  

тенгсизлик бажарилса, )(xf  функция 0x  нуқтада максимумга (минимумга) 
эришади дейилади, 0x  нуқтага эса )(xf  функция-нинг  максимум (минимум) 
нуқтаси дейилади.  

2-таъриф. Агар шундай 0>δ  сон топилсаки, }{\)( 00 xxUx δ∈∀  
( )XxU ⊂)( 0δ  нуқталарда 

( ))()()()( 00 xfxfxfxf ><  
тенгсизлик бажарилса, )(xf  функция 0x  нуқтада қатъий максимумга (қатъий 
минимумга) эришади дейилади, 

Функциянинг максимум ҳамда минимуми умумий ном билан унинг 
экстремумлари,  максимум ҳамда минимум нуқталари эса унинг  экстремум  
нуқталари дейилади. 

5-теорема. Фараз қилайлик, )(xf  функция  RX ⊂  тўпламда берилган 
бўлиб, Xx ∈0  нуқтада экстремумга эришсин.  

Агар )(xf  функция 0x  нуқтада  )( 0xf ′  ҳосилага эга бўлса, у ҳолда 
0)( 0 =′ xf  

бўлади. 
◄Айтайлик, )(xf  функция 0x  нуқтада максимумга эришиб, шу 

нуқтада ҳосилага эга бўлсин. У ҳолда 
XxUx ⊂∈∀>∃ )(:0 0δδ  да )()( 0xfxf ≤  

бўлади. 
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),( 00 δδ +− хх  интервалда )(xf  функцияга Ферма теоремасини 
қўллаб топамиз: 

0)( 0 =′ xf .► 
3-таъриф. Функция ҳосиласини нолга айлантирадиган нуқта унинг 

станционар (критик) нуқтаси дейилади. 
Эслатма. Агар )(xf  функция  бирор нуқтада экстре-мумга эришса, у 

шу нуқтада ҳосилага эга бўлиши шарт эмас. 
Масалан, xxf =)(  функция  00 =x  нуқтада минимумга эришади, 

бироқ у шу нуқтада ҳосилага эга эмас. 
Демак, )(xf  функциянинг экстремум нуқталари унинг стационар 

ҳамда ҳосиласи мавжуд бўлмаган нуқталари бўлиши мумкин. 
 

 
4-таъриф.  Агар шундай  0>δ  сон топилсаки, 

0)(да),(

ёки0)(да),(

00

00

<−∈∀
>−∈∀

xgxxx

xgxxx

δ
δ

 

бўлса, )(xg  функция 0x  нуқтанинг чап томонида ишора сақлайди дейилади.  
Агар шундай  0>δ  сон топилсаки, 

0)(да),(

ёки0)(да),(

00

00

<+∈∀
>+∈∀

xgxxx

xgxxx

δ
δ

 

бўлса, )(xg  функция 0x  нуқтанинг ўнг томонида ишора сақлайди дейилади.  
6-теорема. Айтайлик, )(xf  функция RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб, 

қуйидаги шартларни бажарсин: 
1) )(да)(,0 0 xfXxUx ′⊂∈∀>∃ δδ  ҳосила мавжуд; 
2) 0)( 0 =′ xf ; 
3) )(xf ′  ҳосила 0x  нуқтанинг ўнг ва чап томонларида ишора сақласин. 
Агар )(xf ′  ҳосила 0x  нуқтани ўтишда ишорасини ўзгартирса, )(xf  

функция 0x  нуқтада экстремумга эришади.  
Агар )(xf ′  ҳосила 0x  нуқтани ўтишда ишорасини ўзгартирмаса, )(xf  

функция 0x  нуқтада экстремумга эриш-майди.  
◄ Айтайлик,  

0)(да),(

,0)(да),(

00

00

<′+∈∀
>′−∈∀

xfxxx

xfxxx

δ
δ

 

бўлсин. У ҳолда )(0)(,),( 00 xfxfxxx ⇒>′−∈∀ δ ўсувчи, яъни 
),()( 0xfxf < 0)(,),( 00 <′+∈∀ xfxxx δ )(xf⇒ камаювчи, яъни  
)()( 0xfxf <  бўлиб, )()(да),( 000 xfxfxxx <+−∈∀ δδ  бўлади. Демак, бу 

ҳолда )(xf  функция 0x  нуқтада максимумга эришади. 
Айтайлик,  
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0)(да),(

,0)(да),(

00

00

>′+∈∀
<′−∈∀

xfxxx

xfxxx

δ
δ

 

бўлсин. У ҳолда 0)(,),( 00 <′−∈∀ xfxxx δ )(xf⇒ камаювчи, яъни 
),()( 0xfxf >  0)(),,( 00 >′+∈∀ xfxxx δ )(xf⇒  ўсувчи, яъни 

)()( 0xfxf >  бўлиб, ),( 00 δδ +−∈∀ xxx  да )()( 0xfxf >  бўлади. 
Демак, бу ҳолда  )(xf  функция 0x  нуқтада минимумга эришади.   
Агар ,0)(да),( 00 >′−∈∀ xfxxx δ  0)(да),( 00 >′+∈∀ xfxxx δ  

ёки ),( 00 xxx δ−∈∀  да 0)( <′ xf , ),( 00 δ+∈∀ xxx  да 0)( <′ xf  бўлса, унда 
)(xf  функция ),( 00 δδ +− xx  да ўсувчи ёки ),( 00 δδ +− xx  да камаювчи 

бўлиб )(xf  функция 0x  нуқтада экстремумга эришмайди. ► 
7-теорема. )(xf  функция RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб, қуйидаги 

шартларни бажарсин: 
1) );()( ХСxf ∈          
2) )(да}{\)(,0 00 xfxxUx ′∈∀>∃ δδ  ҳосила мавжуд ва чекли; 
3) )(xf ′   ҳосила 0x  нуқтанинг ўнг ва чап томонларида ишора 

сақлансин. 
Агар )(xf ′  ҳосила 0x  нуқтани ўтишда ишорасини ўзгартирса, )(xf  

функция 0x  нуқтада экстремумга эришади. 
Агар )(xf ′   ҳосила 0x  нуқтани ўтишда ишорасини ўзгар-тирмаса, )(xf  

функция 0x  нуқтада экстремумга эришмайди. 
Бу теорема юқоридаги 6-теорема каби исботланади. 
8-теорема. Фараз қилайлик  )(xf  функция RX ⊂  тўпламда берилган 

ва  ,Nm ∈  ,2≥m Xx ∈0  бўлиб, қуйидаги шартларни бажарсин: 

1) )(да)(,0 )1(
0 xfXxUx m−⊂∈∀>∃ δδ  ҳосила мавжуд; 

2) )( 0
)( xf m  ҳосила мавжуд;   

3) .0)(,0)(...)()( 0
)(

0
)1(

00 ≠===′′=′ − xfxfxfxf mm  
У ҳолда  Nkkm ∈= ,2  бўлганда )(xf  функция 0x  нуқтада 

экстремумга эришиб, 0)( 0
)( <xf m  бўлганда 0x  нуқтада максимумга, 

0)( 0
)( >xf m  да минимумга эришади. 
Агар Nkkm ∈+= ,12  бўлса, )(xf  функция 0x  нуқтада экстремумга 

эришмайди.  
◄ )(xf  функциянинг 0x  нуқтадаги Тейлор формуласи 

( ) 00
0

0
0

)(

,)()(
!

)(
)( xxxxxx

k

xf
xf n

n

k

k
n

→−+−= ∑
=

ο  

ни оламиз. Бу формула теореманинг шартида ушбу 

( ) 000
0

)(

0 ,)(0)(
!

)(
)()( xxxxxx

m

xf
xfxf mm

m

→−+−+=  
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кўринишга келади. Бундан эса 0хх ≠  да  

( )
0

0

00
)(

00 ,
)(

)(

!

)(
)()()( xx

xx

xx

m

xf
xxxfxf

m

mm
m →









−
−

+−=−
ο

 

бўлиши келиб чиқади. 

«ο » нинг таърифига кўра 0|)(|
!

1
0

)( >xf
m

m  сон учун 

}{\)(,0 00 xxUx δδ ∈∀>∃  нуқталарда 

( )
)(

!

1

)(

)(
0

)(

0

0 xf
mxx

xx m
m

m

<
−
−ο

 

бўлади. Демак, }{\)( 00 xxUx δ∈  учун  

( )
!

)(
ва

)(

)(

!

)( 0
)(

0

00
)(

m

xf

xx

xx

m

xf m

m

mm

−
−

+
ο

 

миқдорлар бир хил ишорали бўлади. Бундан эса }{\)( 00 xxUx δ∈  да 

m
m

хх
m

xf
)(

!

)(
0

0
)(

−  

нинг ишораси )()( 0xfxf −  айирманинг ишораси билан бир хил бўлиши 
келиб чиқади. 

Агар Nkkm ∈= ,2  бўлиб, 0)( 0
)( >xf m  бўлса, унда 0)()( 0 >− xfxf , 

яъни )()( 0xfxf >  бўлади. )(xf  функция 0x  нуқтада минимумга эришади.  

Агар Nkkm ∈= ,2  бўлиб, 0)( 0
)( <xf m  бўлса, унда 0)()( 0 <− xfxf , 

яъни )()( 0xfxf <  бўлади. )(xf  функция 0x  нуқтада максимумга эришади. 
Агар Nkkm ∈+= ,12  бўлса, )()( 0xfxf −  айирма ишора сақламайди. 

Бу ҳолда функция 0x  нуқтада экстремумга эришмайди. ► 
Хусусан, агар 0x  нуқта )(xf  функциянинг стационар нуқтаси бўлиб, 

)(xf  функция 0x  нуқтада чекли 0)('' 0 ≠xf  ҳосилага эга бўлса, шу нуқтада 
)(xf  функция 0)('' 0 <xf  бўлганда максимумга,   0)('' 0 >xf   минимумга эга 

бўлади.    
2-мисол. Ушбу 

152)( 3 23 5 +−= xxxf  
функция экстремумга текширилсин. 

◄ Бу функция );( +∞−∞=R  аниқланган бўлиб, у шу тўпламда 
узлуксиз. Унинг ҳосиласини топамиз: 

 
( )
3

3

1

3

2

3

110

3

2
5

3

5
2)('

x

x
xxxf

−=⋅⋅−⋅⋅=
−

                         (1)   

Равшанки, функциянинг ҳосиласи 11 =x  нуқтада нолга аланади: 
0)1(' =f ; 02 =x  нуқтада эса функциянинг ҳосиласи мавжуд эмас. 
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Ҳосила ифодаси (1) дан кўрнадики, 1=x  нуқтанинг чап томонидаги 
нуқталарда 0)( <′ xf  ўнг томонидаги нуқталарда   0)( >′ xf  бўлади. Демак, 
берилган функция 1=x  нуқтада минимумга эришади ва ( ) ( ) 21min −== fxf  
бўлади.    

Яна ҳосила ифодаси (1) дан кўринадики, 0=x  нуқтанинг чап 
томонидаги нуқталарда 0)( >′ xf , ўнг томонидаги нуқталарда 0)( <′ xf  
бўлади.   

Демак, )(xf  функция 0=x  нуқтада максимумга эришади ва 
( ) ( ) 10max == fxf  бўлади. ► 
 

Машқлар 
  
1. )(xf  функциянинг ҳосиласи нолга тенг бўлган нуқтада функция 

экстремумга эришиши шарт эмаслиги исботлансин. 
2. Ушбу   








=
≠=

−

бўлса0агар,0

бўлса0агар,)(
2

1

x

xexf x  

функция экстремумга текширилсин. 
3. Айтайлик, [ ]baCxf ,)( ∈  бўлсин. Бу функциянинг [ ]ba,  даги энг 

катта ва энг кичик қийматлари қандай топилади?    
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

26-маъруза 
Функциянинг қавариқлиги, эгилиш нуқталари ва асимптоталари 
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10. Функциянинг қавариқлиги ва ботиқлиги. Фараз қилайлик, )(xf  
функция ),( ba  да берилган бўлиб, ),(, 21 baxx ∈  учун 21 xx <   бўлсин.  

)(xf  функция графигининг ))(,()),(,( 2211 xfxxfx  нуқта-ларидан 
ўтувчи тўғри чизиқни )(xly =  десак, у қуйидагича   

)()()( 2
12

1
1

12

2 xf
xx

xx
xf

xx

xx
xl

−
−

+
−
−

=  

бўлади. 
1-таъриф. Агар ҳар қандай оралиқ ),(),( 21 baxx ⊂  да жойлашган 

),( 21 xxx ∈∀  учун 
))()(()()( xlxfxlxf <≤  

бўлса, )(xf  функция ),( ba  да ботиқ (қатъий ботиқ) функция дейилади. 
2-таъриф. Агар ҳар қандай оралиқ ),(),( 21 baxx ⊂  да жойлашган 

),( 21 ххх∈∀  учун 
( ))()()()( xlxfxlxf >≥  

бўлса, )(xf  функция ),( ba  да қавариқ (қатъий қавариқ) функция дейилади. 
Ботиқ ҳамда қавариқ функцияларнинг графиклари 7-чизмада 

тасвирланган: 
 

 
 

7-чизма. 
 

Айтайлик, 1,0,0 1121 =+≥≥ αααα бўлиб, ),(, 21 bахх ∈∀  бўлсин. 
Функциянинг ботиқлиги ҳамда қавариқлигини қуйидагича таърифлаш ҳам 
мумкин. 

 
 
3-таъриф. Агар 

)()()( 22111221.1 xfxfxxf αααα +≤+  
( ))()()( 2211221.1 xfxfxxf αααα +<+  

бўлса, )(xf  функция ),( ba да ботиқ (қатъий ботиқ) дейилади. 
4-таъриф. Агар 

)()()( 22111221.1 xfxfxxf αααα +≥+  
( ))()()( 2211221.1 xfxfxxf αααα +>+  
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бўлса, )(xf  функция ),( ba  да қавариқ (қатъий қавариқ) дейилади. 
1-мисол. Ушбу 
                        2)( xxf =  

функция  R  да қатъий ботиқ функция  бўлади.  
◄ 3-таърифдан фойдаланиб топамиз: 

<++=+=+ 2
222121

2
11

2
22112211 )(2)()()( xxxxxxxxf αααααααα  

=+++=+++< )()()( 21
2
2221

2
11

2
2

2
2

2
2121

2
1

2
1 αααααααααα xxxxxx  

)()( 2211
2
22

2
11 xfxfxx αααα +=+= ► 

1-теорема. Фараз қилайлик, )(xf  функция ),( ba  да берилган бўлиб, 
унда )(xf ′  ҳосилага эга бўлсин. )(xf  функциянинг ),( ba  да ботиқ (қатъий 
ботиқ) бўлиши учун )(xf ′ нинг  ),( ba  да ўсувчи (қатъий ўсувчи) бўлиши 
зарур ва етарли. 

◄ Зарурлиги. )(xf функция ),( ba  да ботиқ бўлсин. У ҳолда 
),,(, 21 baxx ∈∀   ,21 xx <  ),( 21 xxx ∈∀  учун  

)()()( 2
12

1
1

12

2 xf
xx

xx
xf

xx

xx
xf

−
−+

−
−≤  

бўлиб, ундан 

xx

xfxf

xx

xfxf

−
−

≤
−
−

2

2

1

1 )()()()(
 

бўлиши келиб чиқади. (( ) )()( 1212 xxxxxx −+−=−  дейилди). Кейинги 
тенгсизликда 1xx →  сўнг 2xx →  да лимитга ўтиб, 

,
)()(

)(
12

12
1 xx

xfxf
xf

−
−≤′  

12

12
2

)()(
)(

xx

xfxf
xf

−
−≥′  

бўлишини топамиз. Ундан )()( 21 xfxf ′≤′  бўлиши келиб чиқади. Демак, 
)(xf ′  функция (a,b) да ўсувчи.  

)(xf  функция ),( ba  да  қатъий  ботиқ бўлсин. У ҳолда 

xx

xfxf

xx

xfxf

−
−

<
−
−

2

2

1

1 )()()()(
 

бўлади. Лагранж теоремасига мувофиқ 

;),(
)()(

111
1

1 xcxcf
xx

xfxf <<′=
−
−

 

222
2

2 ),(
)()(

xcxcf
xx

xfxf <<′=
−
−

 

бўлиб,  ундан )()( 21 xfxf ′<′  бўлиши келиб чиқади. 
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Етарлилиги. )(xf ′  функция ),( ba  да  ўсувчи (қатъий  ўсувчи) бўлсин: 
),,(, 21 baxx ∈∀  21 xx <  да 

)()( 21 xfxf ′≤′     ( )()( 21 xfxf ′<′ ). 
Лагранж теоремасидан фойдаланиб топамиз: 

;),(
)()(

111
1

1 xcxcf
xx

xfxf <<′=
−
−

 

222
2

2 ),(
)()(

xcxcf
xx

xfxf <<′=
−
−

. 

Равшанки,  212211 ccxcxcx <⇒<<<< . Демак, )()( 21 cfcf ′≤′  
))()(( 21 cfcf ′<′ бўлиб,  юқоридаги муносабатлардан 

xx

xfxf

xx

xfxf

−
−

≤
−
−

2

2

1

1 )()()()(
       









−
−

<
−
−

xx

xfxf

xx

xfxf

2

2

1

1 )()()()(
 

бўлиши келиб чиқади. Бу эса )(xf  функциянинг ),( ba  да ботиқ (қатъий 
ботиқ) эканини билдиради.  ► 

Худди шунга ўхшаш, қуйидаги теорема ҳам исботланади. 
2-теорема. )(xf  функция ),( ba  да берилган бўлиб, унда )(xf ′  

ҳосилага эга бўлсин. 
)(xf  функциянинг ),( ba  да  қавариқ  (қатъий қавариқ) бўлиши учун 

)(xf ′  нинг ),( ba  да камаювчи (қатъий камаювчи) бўлиши зарур ва етарли. 
Айтайлик, )(xf  функция ),( ba  да берилган бўлиб, у шу интервалда 

)(xf ′′  ҳосилага эга бўлсин. Бундан ташқари ),( ba  интервалнинг ҳар қандай 
),( βα  )),(),(( ba⊂βα  қисмида )(xf ′′  айнан нолга тенг бўлмасин. 
3-теорема. )(xf  функция ),( ba  интервалда ботиқ (қавариқ) бўлиши 

учун ),( ba да  
)0)((0)( ≤′′≥′′ xfxf  

бўлиши зарур ва етарли. 
Бу теореманинг  исботи юқоридаги ҳамда функциянинг монотонлиги 

ҳақидаги теоремалардан келиб чиқади.  
2-мисол. Ушбу  

)0(ln)( >= xxxf  
функция  қавариқ бўлади. 
 ◄Бу функция учун  

0
1

)(
2

<−=′′
x

xf  

бўлади. 2-теоремага кўра берилган xxf ln)( =  функция ( )∞+,0  да қатъий 
қавариқ бўлади. ► 

20. Функциянинг эгилиш нуқталари. Фараз қилайлик, )(xf  функция 
RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб,  0,),(, 000 >⊂+−∈ δδδ XxxXx  

бўлсин.  
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5-таъриф. Агар )(xf  функция ),( 00 xx δ−  да ботиқ (қавариқ), 
),( 00 δ+xx  да қавариқ (ботиқ) бўлса, 0x  нуқта )(xf  функциянинг эгилиш 

нуқтаси дейилади. 
Айтайлик, )(xf  функция  ),( 00 δδ +− xx  да )(xf ′′  ҳосилага эга 

бўлсин. Агар  ),( 00 ххх δ−∈∀  да 0)( ≥′′ xf    )0)(( ≤′′ xf , 
),,( 00 δ+∈∀ ххх  да 0)( ≤′′ xf    )0)(( ≥′′ xf , 

бўлса, )(xf ′  функция 0x  нуқтада экстремумга эришади ва демак, 0)( 0 =′′ xf  
бўлади. Демак, )(xf  функция эгилиш нуқтаси-да  0)( =′′ xf  бўлади.  

3-мисол.  Ушбу  
                          3)( xxf =  

функция 00 =x  нуқтада эгилади. 
◄Бу функция учун  

хxf 6)( =′′  
бўлиб,  

)0,( δ−∈∀ х  да 0)( <′′ xf  
),,0( δ∈∀ х  да 0)( >′′ xf          )0( >δ  

бўлади. ► 
30. Функция графигининг асимптоталари. Фараз қилайлик, )(xf  

функция RX ⊂  тўпламда берилган бўлиб, 0x  нуқта X  тўпламнинг лимит 
нуқтаси бўлсин.  

6-таъриф.  Агар ушбу  
)(lim),(lim

00 00

xfxf
xxxx −→+→

 

лимитлардан бири ёки иккаласи хам чексиз бўлса, 0xx =  тўғри чизиқ )(xf  
функция графигининг вертикал асимп-тотаси дейилади.  

Масалан, 
х

xf
1

)( =  функция графиги учун 0=x  тўғри чизиқ вертикал 

асимптота бўлади. 
Айтайлик, )(xf  функция  ),( 0 ∞+x да аниқланган бўлсин. 
7-таъриф. Агар шундай k  ва  b  сонлари топилсаки,  

)0)(да()()( →∞+→++= xxxbkxxf αα  
бўлса, bkxy +=  тўғри чизиқ )(xf  функция графигининг оғма асимптотаси 
дейилади. 

4-теорема. )(xf  функция графиги bkxy +=  оғма асимптотага эга 
бўлиши учун 

bkxxfk
x

xf
xx

=−=
∞+→∞+→

))((lim,
)(

lim  

бўлиши зарур ва етарли. 
◄ Зарурлиги. bkxy +=  тўғри чизиқ )(xf  функция графигининг оғма 

асимптотаси бўлсин. Унда  
)()( xbkxxf α++=  
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бўлиб, 0)(да →∞+→ xx α  бўлади. Бу тенгликни эътиборга олиб топамиз: 

;lim
)(

lim k
x

xbkx

x

xf
xx

=++=
∞+→∞+→

α
 

.))((lim))((lim bxbkxxf
xx

=+=−
∞+→∞+→

α  

Етарлилиги.   Ушбу  

bkxxfk
x

xf
xx

=−=
∞+→∞+→

))((lim,
)(

lim  

муносабатлар ўринли бўлсин. Бу муносабатлардан  
)()(0)())(( xbkxxfxbkxxf αα ++=⇒→=−−  

бўлиши келиб чиқади.  ► 

4-мисол. 
2

3

)1(
)(

−
=

x

x
xf  функциянинг оғма асимптотаси топилсин. 

◄ Бу функция  учун 

;1
)1(

lim
)(

lim
2

2

=
−

==
∞+→∞+→ x

x

x

xf
k

xx
 

2
)1(

lim))((lim
2

3

=







−

−
=−=

∞+→∞+→
x

x

x
kxxfb

xx
 

бўлади. Демак, 2+= xy  тўғри чизиқ берилган функция графигининг оғма 
асимптотаси бўлади.►  

  
 

Машқлар 
 
1. Ушбу  

xx

x
xf

|1|
)(

−=  

функциянинг ботиқ ҳамда қавариқ бўладиган оралиқлари топилсин. 
2. Ушбу  

1

22
)(

2

−
−+=

x

xx
xf  

функция графигининг  оғма асимптотаси топилсин. 
3. Ушбу  
а) x exxf 2)( = , 
б) xxxf arcctg2)( += , 

в) 1)( −= xexf  функцияларни ҳосилалар ёрдамида тўлиқ 

текширилсин, графиклари чизилсин.  
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27-маъруза 
Лопиталь қоидалари 

 
Маълум шартларда функция лимитини ҳисоблаш қоидалари 

ўрганилган эди. Кўп ҳолларда бундай шартлар бажарилмаганда, яъни  

     ,
0

0
  ининг лимит

)(

)(
:0)(,0да0 







→→→
xg

xf
xgf(x)xx  

     ,  ининг лимит
)(

)(
:)(,да0 









∞
∞+∞→+∞→→

xg

xf
xgf(x)xx  

( ),  ининг лимит)()(:)(,да0 ∞−∞−+∞→+∞→→ xgxfxgf(x)xx  

     ,00  ининг лимит)())((:0)(,0да0 




→→→ xgxfxgf(x)xx  

     




 ∞+∞→→→ 1  ининг лимит)())((:)(,1да0

xgxfxgf(x)xx  

0xx →  да 0)(,)( →∞→ xgxf : )()( xgxf  ни лимити 0∞ ни топишда 
функциянинг ҳосилаларига асосланган қоидага кўра ҳисоблаш қулай бўлади. 
Бундай усул билан функция лимитини топиш Лопиталь қоидалари 
дейилади. 

10.  
∞
∞

ва
0

0
  кўринишидаги ҳоллар. 

1-теорема.  Фараз қилайлик, )(xf  ва  )(xg   функциялар  ),( ba  да 
берилган бўлиб, қуйидаги шартларни бажарсин: 
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1) ;0)(lim,0)(lim
00

==
−→−→

xgxf
bxbx

 

2) )(ва)(да),( xgxfbax ′′∈∀   ҳосилалар мавжуд; 
3) ;0)(да),( ≠′∈∀ xgbax  

4) Ушбу   )(,
)(

)(
lim

0
R

xg

xf
bx

∈=
′
′

−→
λλ мавжуд.  У ҳолда λ=

−→ )(

)(
lim

0 xg

xf
bx

 

бўлади. 
◄ 0)(,0)( == bgbf   деб оламиз. Унда  )(xf  ва  )(xg   функциялар  

)0(да],( >− δδ bb  узлуксиз бўлиб қолади. Теореманинг 4-шартига кўра: 

εδδε <−
′
′

−∈∀>∃>∀ λ
)(

)(
:),(,0,0

xg

xf
bbx  

бўлади.  
Энди ],( bb δ−  да Коши теоремасидан фойдаланиб топамиз: 

]).,[),((

)(

)(

)()(

)()(

)(

)(

bbbxc

cg

cf

xgbg

xfbf

xg

xf

δ

ε

−⊂∈

<−
′
′

=−
−
−=− λλλ

 

Демак,    

λ=
−→ )(

)(
lim

0 xg

xf
bx

. 

Шуни исботлаш талаб қилинган эди. ► 
1-мисол. Ушбу   

eex

e

x
x

ex

βα

β
α

−=
−








−

→

)(ln
lim  

муносабат исботлансин. 

◄ exxg
e

x
xxf −=







−= )(,)(ln)(
β

α функциялари учун  ),1( e  да 1-

теореманинг барча шартлари бажарилади: 

[ )]

;0)(lim)(lim

,0)((lnlim)(lim)1

=−=

=






−=

→→

→→

exxg

e

x
xxf

exex

exex

β
α

 

2) ,
1

)(ln)(
1

1
−

−







−⋅=′
β

α βα
e

x

ex
xxf   ;1)( =′ xg  

3) ;01)( ≠=′ xg  

4) .
1

1
)(ln

lim
)(

)(
lim

1
1

e
e

x

ex
x

xg

xf
exex

βα
βα

β
α

−=







⋅−⋅
=

′
′

−
−

→→
            

Демак,   
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.
)(ln

lim
)(

)(
lim

eex
e

x
x

xg

xf
exex

βα

β
α

−=
−








−
=

→→
► 

2-теорема. Айтайлик, )(xf  ва )(xg  функциялар ),( ∞+a  да берилган 
бўлиб, қуйидаги шартларни бажарсин: 

;0)(lim,0)(lim)1 ==
+∞→+∞→

xgxf
xx

 

),()2 ∞+∈∀ ax  да )(),( xgxf ′′  ҳосилалар мавжуд; 
),()3 ∞+∈∀ ax  да ;0)( ≠′ xg  

4) Ушбу  

λ=
′
′

∞→ )(

)(
lim

xg

xf
x

 

мавжуд   )( R∈λ .  У  ҳолда 

λ=
∞→ )(

)(
lim

xg

xf
x

 

бўлади. 

◄ 0>a  деб,  
x

t
1=  деймиз. Унда )

1
,0(

a
t ∈  бўлиб, +∞→x  да 0+→t . 

Энди )(tF  ва )(tG  функцияларни қуйидагича  

)()(),()( 11
tt gtGftF ==  

аниқлаймиз. Унда  
0+→t  да ;0)(,0)( →→ tGtF  

);
1

()()(),
1

()()(
2

1
2

1

t
gtG

t
ftF tt −⋅′=′−⋅′=′  

)0(,
)(

)(

)(

)(
1

1

+→→
′
′

=
′
′

t
g

f

tG

tF

t

t λ  

бўлиб, 1-теоремага кўра, 0+→t  да  

λ→
)(

)(

tG

tF
 

бўлади. Кейинги муносабатдан эса 

λ=
+∞→ )(

)(
lim

xg

xf
x

 

бўлиши келиб чиқади ►  
2-мисол.  Ушбу  

π−
−

+∞→ 2arctg2

1
lim

2
1

x

e x

x
 

лимитни ҳисобланг. 

◄Агар π−=−= 2arctg2)(,1)( 2
1

xxgexf x  дейилса, улар учун 2-
теореманинг барча шартлари бажарилади, жумладан 
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4

1

3 1

4
)(,

2
)(

2

x

x
xge

x
xf x

+
=′−=′  

бўлиб,   

2

1

2

1
lim

1

4

2

lim
)(

)(
lim

4

4

4

1

3

2

−=+−=

+

−
=

′
′

+∞→+∞→+∞→ x

x

x

x

e
x

xg

xf
x

x

xx
 

бўлади. 2-теоремага кўра  

2

1

arctg2

1
lim

)(

)(
lim

)(

)(
lim

2

2
1

−=
−

−==
′
′

+∞→+∞→+∞→ πx

e

xg

xf

xg

xf x

xxx
 

бўлади. ► 
Қуйидаги теоремалар ҳам юқорида келтирилган теоремаларга ўхшаш 

исботланади. 
3-теорема. Фараз қилайлик,  )(xf  ва   )(xg  функциялар  ),( ba  да 

берилган бўлиб, қуйидаги шартларни бажарсин: 
1) ;)(lim,)(lim

00
∞=∞=

−→−→
xgxf

bxbx
 

2) ),( bax ∈∀  да  )(),( xgxf ′′  ҳосилалар мавжуд; 
3) ),( bax ∈∀  да   ;0)( ≠′ xg  

4) Ушбу )(,
)(

)(
lim

0
R

xg

xf
bx

∈=
′
′

−→
λλ  мавжуд.  У ҳолда  

λ=
−→ )(

)(
lim

0 xg

xf
bx

 

бўлади. 
4-теорема. Фараз қилайлик, )(xf  ва  )(xg  функциялар  ),( ∞+a  да 

берилган бўлиб, қуйидаги шартларни бажарсин: 
1) ;)(lim,)(lim ∞=∞=

+∞→+∞→
xgxf

xx
 

2) ),( ∞+∈∀ ax  да  )(),( xgxf ′′  ҳосилалар мавжуд; 
3) ),( ∞+∈∀ ax  да   ;0)( ≠′ xg   

4) Ушбу )(,
)(

)(
lim R

xg

xf
x

∈=
′
′

+∞→
λλ  мавжуд.  У ҳолда λ=

+∞→ )(

)(
lim

xg

xf
x

  

бўлади. 
20. 00,1,,0 ∞∞−∞∞⋅  кўринишидаги ҳоллар. Бу кўриниш-даги 

аниқмасликлар 
∞
∞

,
0

0
 ҳолларга келтирилиб, сўнг юқоридаги теоремалар 

қўлланилади. 
1) 0xx →  да  ∞→→ )(,0)( xgxf  бўлганда  )()( xgxf ⋅  функциянинг 

лимитини топиш учун уни   
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)(

1
)(

)(

1
)(

)()(

xf

xg

xg

xf
xgxf ==⋅  

деб, сўнг 1- ёки  2-теоремалар қўлланилади.  
2) 0xx →  да +∞→+∞→ )(,)( xgxf  бўлганда )()( xgxf −  

функциянинг лимитини топиш учун уни   

)(

1

)(

1
)(

1

)(

1

)()(

xgxf

xfxg
xgxf

⋅

−
=−  

деб, сўнг 1-теорема қўлланилади. 
3) 0xx →  да 0)(,0)( →→ xgxf  ҳамда 0xx →  да 

+∞→→ )(,1)( xgxf  бўлганда  ( ) )()( xgxf  функциянинг лимитини топиш 
учун аввало 

)())(( xgxfy =  
функция логарифмланади, сўнг юқоридаги теоремалар қўлланилади. 

3-мисол. Ушбу  

2

1

0

sin
lim

x

x x

x








→

 

лимит ҳисоблансин. 

◄Аввало  
2

1

0

sin
lim

x

x x

x
y 







=
→

 деб оламиз.  Равшанки, 0→x  да 

.
1

)(,1
sin

)(
2

+∞→=→=
x

xg
x

x
xf  

Содда ҳисоблашлар ёрдамида топамиз: 

( )
=′

′









==
→→→ 20200

sin
ln

lim

sin
ln

limlnlim
x

x

x

x
x

x

y
xxx

 

=

−⋅
=

→ x
x

xxx

x

x

x 2

sincos

sinlim
2

0
 

( )
( )

=′

′−=−=
→→ 3030

sincos
lim

2

1sincos
lim

2

1

x

xxx

x

xxx
xx

 

.
6

1

3

sin
lim

2

1
20

−=−=
→ x

xx
x
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Демак,  6

1
1

0

2sin
lim

−

→
=







 e
x

x x

x
  ► 

 
 
 
 

Машқлар 
 

1. Ихтиёрий  R∈α да  ушбу  

π
απ

α
2

ln

1)arctg
4

(
lim

1
=

−

→ x

x

x
 

тенгликнинг ўринли бўлиши исботлансин. 
2. Ушбу  

)arctg
2

(lim xx
x

−
+∞→

π
 

лимит  ҳисоблансин. 
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7-БОБ 
АНИҚМАС ИНТЕГРАЛ 
 

28-маъруза 
Бошланғич функция ва аниқмас интеграл тушунчалари 
 
10.Бошланғич функция тушунчаси. Фараз қилайлик, )(xf ва )(xF  
функциялари Rba ⊂),(  интервалда (бу интеграл чекли ёки чексиз бўлиши 
мумкин) берилган бўлиб, )(xF  функция шу Rba ⊂),(  да 
дифференциалланувчи бўлсин. 
1-таъриф. Агар ),( ba  интервалда )()( xfxF =′  )),(( bax ∈  бўлса, ),( ba  да 

)(xF  функция )(xf  нинг бошланғич функцияси дейилади. 

Масалан, 
x

xf
1

)( =  функциянинг ),0( +∞  да бошланғич функцияси xxF ln)( =  

бўлади, чунки ),0( +∞  да )(
1

)(ln)( xf
x

xxF ==′=′ . 

Айтайлик, )(xf  ва )(xF  функциялари ],[ ba  сегментда берилган бўлиб, )(xF  
функция шу ],[ ba  да дифференциал-ланувчи бўлсин. 
2-таъриф. Агар ),( ba  интервалда )()( xfxF =′  )),(( bax ∈  бўлиб, a  ва b  
нуқталарда эса   

)()0(),()0( bfbFafaF =−′=+′  
тенгликлар ўринли бўлса, ],[ ba  сегментда )(xF  функция )(xf  нинг 
бошланғич функцияси дейилади. 
1-теорема. Агар ),( ba  интервалда )(xF  ва )(xΦ  функция-ларнинг ҳар бири 

)(xf  функциянинг бошланғич функцияси бўлса, у ҳолда )(xF  ва )(xΦ  
функциялар ),( ba  да бир-биридан ўзгармас сонга фарқ қилади: 

)(.)()( constCCxFx ==−Φ  
◄ Шартга кўра ),( ba  да )()( xfx =Φ′ , )()( xfxF =′  . 
Демак, ),( ba  да )()( xFx ′=Φ′ . У ҳолда 21- маърузада келтирилиган 2-
натижага кўра  

)(.)()( constCCxFx =+=Φ  
бўлади. ► 
Бу теоремадан қуйидаги натижа келиб чиқади. 
Натижа. Агар ),( ba  да )(xF  функция )(xf  нинг бирор бошланғич 
функцияси бўлса, у ҳолда )(xf функциянинг ),( ba  даги ихтиёрий бошланғич 
функцияси )(xΦ  учун  

)(.)()( constCCxFx =+=Φ  
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бўлади. 
1-Эслатма. ),( ba  да берилган ҳар қандай функция ҳам бошланғич функцияга 
эга бўлавермайди. 
1-мисол. )1,1(−  интервалда ушбу  









<<
=

<<−
=

бўлса10  агар,1

бўлса,0  агар,0

бўлса,01-  агар,1

)(

x

x

x

xf  

функцияни қарайлик. 
Бу функциянинг )1,1(−  интервалда бошланғич функцияга эга бўлмалиги 
исботлансин.  
◄Тескарисини фараз қилайлик, яъни берилган функция )1,1(−  да бошланғич 
функция )(xF  га эга бўлсин: )()( xfxF =′  ))1,1(( −∈x . 
Равшанки,        

                  0)0()0( ==′ fF                (1) 
бўлади. 
Бу )(xF  функцияга [ ]x,0  сегментда )10( << x  Лагранж теорема-сини қўллаб 
топамиз: 

xxcfxcFFxF =⋅=⋅′=− )()()0()(   )),0(( xc ∈ . 
Кейинги тенгликдан  

1
)0()(

lim,1
)0()(

0
=−=−

+→ x

FxF

x

FxF
x

 

бўлиб, 1)0( =+′F  бўлиши келиб чиқади. Бу эса (1) муносабатга зиддир. 
Демак, қаралаётган )(xf  функция )1,1(−  да бошланғия функцияга эга 
бўлмайди. ► 
2-Теорема. Агар ),()( baCxf ∈  бўлса, у ҳолда ( )xf  функция ),( ba  да 
бошланғич функцияга эга бўлади. 
Бу теореманинг исботи  34- маърузада келтирилади. 
20. Функциянинг аниқмас интеграли. Интегралнинг хоссалари. 
Айтайлик, ),( ba  да )(xf  функция берилган бўлиб, )(xF  функция унинг 
бирор бошланғич функцияси бўлсин:  

)()( xfxF =′  )),(( bax ∈ . 
У ҳолда берилган )(xf  функциянинг ихтиёрий бошланғич функцияси  

)()( constCCxF =+  
кўринишда ифодаланади. 
3-таъриф.  Ушбу 

CxF +)(  )),(( bax ∈  
ифода )(xf  функциянинг аниқмас интеграли дейилади ва  

∫ dxxf )(  

каби белгиланади. Бунда ∫  - интеграл белгиси, )(xf  интеграл остидаги 

функция, dxxf )(  интеграл остидаги ифода дейилади. 
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Демак, 
CxFdxxf +=∫ )()( )( constC =  

Шундай қилиб, ),( ba  интервалда )(xf  функциянинг аниқмас интеграли 
),( ba  да ҳосиласи шу )(xf  га тенг бўлган функция-нинг умумий 

кўринишини ифодалар экан. 
2-мисол. Ушбу  
                         ∫ dxx3  

интеграл топилсин.   
◄ Аниқмас интеграл таърифига кўра, шундай )(xF  функция  топилиши 

керакки, 3)( xxF =′  бўлсин. Агар  

4

4

1
)( xxF =  

дейилса, равшанки, 3)( xxF =′  бўлади. Демак, 

Cxdxx +=∫
43

4

1
)( constC = . ► 

3-мисол. Ушбу  

∫
+ 21 x

xdx
 

аниқмас интеграл  топилсин. 
◄  Равшанки, 

21)( xxF +=  
функция учун  

22

2

112

2
)1()(

x

x

x

x
xxF

+
=

+
=′+=′  

бўлади. Демак, 

Cх
x

xdx ++=
+

∫
2

2
1

1
.  ► 

Энди аниқмас интегралнинг хоссаларини келтирамиз. Бундан буён аниқмас 
интеграл ҳақида гап борганда уни қаралаётган оралиқда мавжуд деб, яъни 
интеграл остидаги функция қаралаётган оралиқда бошланғич функцияга эга 
деб қараймиз ва оралиқни кўрсатиб ўтирмаймиз. 
1) Ушбу  

dxxfdxxfd )())(( =∫  

муносабат ўринли. 
◄ Айтайлик, )(xF  функция )(xf  нинг бошланғич функцияси бўлсин: 

)()( xfxF =′ . 
У ҳолда,  

CxFdxxf +=∫ )()(  )( constC =  

бўлади. Бу тенгликка дифференциал амалини қўллаб топамиз. 
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dxxfdxxFxdFCxFddxxfd )()()())(())(( =′==+=∫ ► 

Бу хосса аввал дифференциал белгиси d , сўнгра интеграл белгиси ∫ келиб, 
улар ёнма-ён турганда ўзаро бир-бирини йўқотишини ифодалайди. 
2) Ушбу 

CxFxdF +=∫ )()(  )( constC =  

муносабат ўринли. 
◄  Айтайлик, )(xF  функция )(xf  нинг бошланғич функцияси бўлсин: 

)()( xfxF =′ . 
У ҳолда,  

CxFdxxf +=∫ )()(  )( constC =  

бўлади. Айни пайтда,  

∫∫∫ =′= )()()( xdFdxxFdxxf  

бўлиб, бу тенгликлардан  
CxFxdF +=∫ )()(  

бўлиши келиб чиқади. ► 
Бу хосса аввал интеграл белгиси ∫ , сўнгра дифферен-циал белгиси d  келиб, 

улар ёнма-ён турганда ўзаро бир- бирини йўқотишини англатади ва )(xF  га 
ўзгармас C  ни қўшиб қўйиш кераклигини кўрсатади. 
3) Ушбу  

[ ] ∫∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()()(           (2) 

тенглик ўринли бўлади. 
◄ Айтайлик, )(xF  ва )(xΦ  функциялар мос равишда )(xf  ва )(xg  ларнинг 
бошланғич функциялари бўлсин 

)()( xfxF =′  ,  )()( xgx =Φ′ . 
У ҳолда  

1)()( CxFdxxf +=∫ ,   2)()( Cxdxxg +Φ=∫  

бўлиб,  
          21)()()()( CCxxFdxxgdxxf ++Φ+=+ ∫∫              (3) 

бўлади. 
Айни пайтда,  

[ ] )()()()( xgxfxxF +=′Φ+  
бўлганлиги сабабли 

 [ ] 3)()()()( CxxFdxxgxf +Φ+=+∫                 (4) 

бўлади. (3) ва (4) муносабатлардан, улардаги 1C , 2C  ва 3C  ларнинг ихтиёрий 
ўзгармас эканлигини эътиборга олиб топамиз: 

[ ] ∫∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()()( .► 

Бу хосса аниқмас интегралнинг аддитивлик хоссаси дейилади. 
4) Ушбу 
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∫∫ = dxxfkdxxkf )()(                      (5) 

тенглик ўринли бўлади, бунда k ўзгармас сон ва  k≠0. 
Бу хосса юқоридаги 3)- хосса каби исботланади. 
2-Эслатма. (2) ва (5) тенгликларни ўнг ва чап томонларидаги ифодалар 
орасидаги айирма ўзгармас сонга баробарлиги маъносидаги (ўзгармас сон 
аниқлигиги) тенглик-лар деб қаралади. 
4-мисол. Ушбу  

dxx
x

J )sin3
1

5
(

2
−

+
= ∫  

интеграл топилсин . 
◄Аниқ интегралнинг 3)- ва  4)- хоссаларидан фойдалан-сак, унда  

∫∫∫ −
+

=−
+

xdxdx
x

dxx
x

sin3
1

1
5)sin3

1

5
(

22
 

бўлиши келиб чиқади. 
Энди 

,sin)cos( xx =′−  
21

1
)arctg(

x
x

+
=′  

бўлишини эътиборга олиб топамиз: 

Cxxxdxdx
x

++=−
+ ∫∫ cos3arctg5sin3

1

1
5

2
. 

Демак, 
CxxJ ++= cos3arctg5  .► 

30. Асосий аниқмас интеграллар жадвали. 
Элементар функцияларнинг ҳосилалари жадвали ҳамда аниқмас интеграл 
таърифидан фойдаланиб, содда функция-ларнинг аниқмас интеграллари 
топилади. Уларни жамлаб, жадвал кўринишига келтирамиз: 
1) ∫ ==⋅ .,0 constCCdx   

2) ∫ +=⋅ .1 Cxdx   

3) ∫ −≠+
+

=
+

).1(,
1

1

α
α

α
α C

x
dxx   

4) ∫ ≠+= ).0(,ln xCx
x

dx
  

5) 

∫

∫

+=

≠>+=

.

).1,0(,
ln

Cedxe

aaC
a

a
dxa

xx

x
x

 

 
6) ∫ +−= .cossin Cxxdx  

  
7) ∫ += .sincos Cxxdx  
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8) ∫ ∈+≠+= ).,
2

(,tg
cos2

ZnnxCx
x

dx ππ
 

9) ∫ ∈≠+−= ).,(,ctg
sin2

ZnnxCx
x

dx π  

10) ∫ <<−




+−
+

=
−

).11(
.arccos

,arcsin

1 2
x

Cx

Cx

x

dx
 

 

11) ∫




+−
+

=
+ .arcctg

,arctg

1 2 Cx

Cx

x

dx
 

12) ∫ += .Cchxshxdx  

13) ∫ += .Cshxchxdx  

14) ∫ ≠+−= ).0(,
2

xCchx
xsh

dx
 

15) ∫ += .
2

Cthx
xch

dx
 

 
40. Дифференциаллаш ва интеграллаш амаллари ҳақида. Айтайлик, )(xf  
функция Rba ⊂),(  да берилган бўлсин. 
Одатда, )(xf  функциянинг ҳосиласини топиш уни диф-ференциаллаш ( )(xf  
функцияга дифференциаллаш амалини қўллаш) дейилади. )(xf  функциянинг  

),( ba  даги бошланғич функциясини топиш, яъни )(xf  нинг аниқмас 
интегралини топиш уни интеграллаш ( )(xf функцияга интеграл амалини 
қўллаш) дейилади. 
Дифференциаллаш ва интеграллаш тушунчалари матема-тика ва унинг 
татбиқларида муҳим роль ўйнайди. 
Математик анализнинг дифференциаллаш тушунча-сидан бир қанча 
масалаларни, жумладан ҳаракат қонунига кўра нуқта ҳаракатининг оний 
тезлигини топишда, эгри чизиқ маълум бўлган ҳолда унга уринма ўтказиш 
масала-ларини ҳал этишда фойдаланилади. 
Кўп ҳолларда ҳаракатдаги нуқтанинг ҳар бир вақт моментдаги тезлиги 
маълум бўлганда ҳаракат қонунини топиш, эгри чизиқнинг уринмасига кўра 
ўзини аниқлаш масалалари юзага келади. Бу ҳолда функциянинг ҳосиласига 
кўра ўзини топиш лозим бўлади. Бу юқорида эслаб ўтилган масалаларга 
тескари бўлиб, улар функцияларни интеграллаш амали ёрдамида ечилади. 
Демак, функцияларни дифференциаллаш ва интеграл-лаш амаллари ўзаро 
тескари амаллар бўлади. 
Маълумки, элементар функцияларнинг (бунда, рационал функциялар; 
даражали, кўрсаткичли ва логарифмик функ-циялар; тригонометрик ва 
тескари тригонометрик функция-лар, уларнинг йиғиндиси, айирмаси, 
кўпайтмаси, нисбати ҳам чекли марта суперпозициялардан тузилган 
функциялар туши-нилади) ҳосилалари яна элементар функциялар бўлади. 
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Аммо ҳамма элементар функцияларнинг интеграллари элементар 
функциялар бўлавермайди. 
Масалан, ушбу 

,sin)( 2xxf =  ,cos)( 2xxf =   ),()(
2

Rxexf x ∈=  ).0(
sin

)( >= x
x

x
xf  

функцияларнинг аниқмас интеграллари мавжуд бўлса ҳам улар элементар 
функциялар бўлмайди. 
 
Машқлар 
 
1. ( ) xxf =  функциянинг бошланғич функцияси топилсин. 

2. Айтайлик, ( )xf  функция ( )+∞∞− ,  да берилган тоқ функция бўлиб, ( )xF  
функция эса унинг бошланғич функцияси бўлсин. ( )xF  жуфт функция 
бўлиши исботлансин. 
3. Ушбу, 

  ∫ −−
=ℑ

1xx

dx
 

интеграл ҳисоблансин. 
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29-маъруза 
Интеграллаш усуллари. Содда касрларни интеграллаш 

 
10. Ўзгарувчини алмаштириб интеграллаш усули. 

Фараз қилайлик, )(xf функциянинг аниқмас интеграли 

                    ∫ dxxf )(                          (1) 

берилган бўлиб,уни ҳисоблаш талаб этилсин. 
Кўпинча, ўзгарувчи x  ни маълум қоидага кўра бошқа ўзгарувчига 

алмаштириш натижасида берилган интеграл содда интегралга келади ва уни 
ҳисоблаш осон бўлади. 

Айтайлик, (1) интегралдаги ўзгарувчи x  янги ўзгарувчи t  билан ушбу 
)(xt ϕ=  

муносабатда бўлиб, қуйидаги шартлар бажарилсин: 
1) )(xϕ  функция дифференциалланувчи бўлсин; 
2) )(tg  функция бошланғич функция )(tG га эга, яъни 

),()( tgtG =′       ;)()( CtGdttg +=∫                       (2) 

3) )(xf  функция қуйидагича  
)(())(()( xxgxf ϕϕ ′⋅=                         (3) 

ифодалансин. 
У ҳолда  

( )( ) ( ) CxGdxxxgdxxf +=′= ∫∫ ))(()( ϕϕϕ  

бўлади. 
◄Мураккаб функциянинг ҳосиласини ҳисоблаш қоида-сидан 

фойдаланиб, (2) ва (3) муносабатларни эътиборга олиб топамиз: 

[ ] )()())(()())(())(( xfxxgxxGCxG =′⋅=′⋅′=′+ ϕϕϕϕϕ . 
  

Бундан 
CxGdxxf +=∫ ))(()( ϕ  

бўлиши келиб чиқади. ► 
Шу йўл билан (1) интегрални ҳисоблаш ўзгарувчини алмаштириб 

интеграллаш усули дейилади. 
Бу усулда, ўзгарувчини жуда кўп муносабат билан алмаштириш имконияти 

бўлган ҳолда улар орасидан ҳаралаётган интегрални содда, ҳисоблаш учун ҳулай ҳолга 
келтирадиганини танлаб олиш муҳимдир. 

 
1-мисол. Ушбу  
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∫ xdx5sin  

интеграл ҳисоблансин.    
◄Бу интегрални ўзгарувчисини алмаштириб ҳисоблаймиз: 

.5cos
5

1
cos

5

1
sin

5

1
5

5
5sin CxCttdt

dtdx

tx
xdx +−=+−==

=
=

= ∫∫  ► 

2-мисол. Ушбу  

∫ −+
=

xx ee

dx
J  

интеграл ҳисоблансин. 
◄Аввало берилган интегрални қуйидагича  

∫∫ +
=

+ − 12x

x

xx e

dxe

ee

dx  

ёзиб оламиз. Бу интегрални ўзгарувчини алмаштириш усули-дан фойдаланиб 
ҳисоблаймиз: 

∫∫ +=+=
+

=
=

=
=

+
= CarctgeCarctgt

t

dt

dtdxe

te

e

dxe
J x

x

x

x

x

22 11
► 

3-мисол. Ушбу 

∫=
x

dx
J

cos
 

интеграл ҳисоблансин. 
◄ Равшанки, 

.
sin1

cos

cos

cos

cos

1
22 x

x

x

x

x −
==  

Унда  

∫∫∫ −
=

=
=

=
−

=
22 1cos

sin

sin1

cos

cos t

dt

dtxdx

tx

x

xdx

x

dx
 

бўлиб, 










−
+

+
=

+−
=

− )1(

1

)1(

1

2

1

)1)(1(

1

1

1
2 ttttt

 

бўлганлиги сабабли 

∫∫∫∫ +
−
+=

−
−

−
+
+

=
−

+
+

= C
t

t

t

td

t

td

t

dt

t

dt
J

1

1
ln

2

1
)

)1(

)1(

)1(

)1(
(

2

1
)

)1()1(
(

2

1
 

бўлади. 
Агар 

)
22

(tg
sin1

sin1

1

1 π+=
−
+=

−
+ x

x

x

t

t
 

бўлишини эътиборга олсак, унда  

∫ ++= C
x

x

dx
)

22
(tgln

cos

π
 

эканини топамиз. ► 
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4-мисол. Ушбу 

),0(
2

Raa
ax

dx
J ∈≠

+
= ∫  

интеграл ҳисоблансин. 
◄Интегралда ўзгарувчини қуйидагича алмаштирамиз: 

taxx =++ 2 . 
Унда  

=
+

+=++= dx
ax

x
axxddt )1()(

2

2  

 

dx
ax

t
dx

ax

xax

+
=

+

++=
22

2

 

бўлиб, ундан  

t

dt

ax

dx =
+2

 

бўлиши келиб чиқади. 
Натижада 

       CaxxCt
t

dt
J +++=+== ∫

2lnln       (4) 

бўлишини топамиз.► 
20. Бўлаклаб интеграллаш усули. Фараз қилайлик, )(xu  ва )(xv  

функциялар узлуксиз )(xu′ , )(xv′  ҳосилаларга эга бўлсин. 
Равшанки,  

)()()()())()(( xvxuxvxuxvxu ′⋅+⋅′=′⋅  
бўлади. Демак,  

)()()( xvxuxF ⋅=  
функция 

)()()()()( xvxuxvxuxf ′⋅+⋅′=  
функциянинг бошланғич функцияси бўлади. Бундан   

[ ] Cxvxudxxvxuxvxu +⋅=′⋅+⋅′∫ )()()()()()(  

бўлиши келиб чиқади. 
Аниқмас интегралнинг 3)-  ва 4)- хоссалардан фойда-ланиб 

∫∫ ⋅′−⋅=′⋅ dxxvxuxvxudxxvxu )()()()()()(              (5) 

бўлишини топамиз. 
(5) формулани  қуйидагича  

∫∫ −⋅=⋅ )()()()()()( xduxvxvxuxdvxu          (5‰) 

ҳам ёзиш мумкин. 
Бу (5‰) формула бўлаклаб интеграллаш формуласи дейилади. Унинг 

ёрдамида 
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∫ ′⋅ dxxvxu )()(  

интегрални ҳисоблаш  

∫ ⋅′ dxxvxu )()(  

интегрални ҳисоблашга келтирилади. 
5-мисол. 

∫ xdxxcos  

интеграл ҳисоблансин. 
◄Бўлаклаб интеграллаш формуласидан фойдаланиб топамиз: 

∫ ∫ =−=
==
==

= xdxxx
xvdvxdx

dxduxu
xdxx sinsin

sincos

,
cos  

.cossin Cxxx ++=  ► 
6-мисол. Ушбу  

dxaxJ ∫ += 2  

интеграл ҳисоблансин. 
◄ Қаралаётган интегралда  

dxdvaxu =+= ,2  
дейилса, унда  

xvdx
ax

x
du =

+
= ,

2
 

бўлади. Бўлаклаб интеграллаш формуласидан фойдаланиб топамиз: 

=
+

−+−+=
+

−+= ∫∫ dx
ax

aax
axxdx

ax

x
axxJ

2

2
2

2

2
2  

.
2

2

2

22

∫

∫∫

+
+−+=

=
+

++−+=

ax

dx
aJaxx

ax

dx
adxaxaxx

 

Демак, 

,
2

2
∫

+
+−+=

ax

dx
aJaxxJ  

.
2

1
2

2









+
++= ∫

ax

dx
aaxxJ  

Маълумки, (10 даги 4-мисол) 

.ln 2

2
Caxx

ax

dx +++=
+

∫  

Натижада 

Caxx
a

ax
x

dxaxJ +++++=+= ∫
222 ln

22
 

бўлиши келиб чиқади. ► 
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7-мисол. Ушбу  

)0,,(
)( 22

≠∈∈
+

= ∫ aRaNn
ax

dx
J

nn  

интеграл топилсин. 
◄ Бу интегралда 

dxdv
ax

u
n

=
+

= ,
)(

1
22

 

деб олсак, унда  

xv
ax

nxdx
du

n
=

+
−= + ,

)(

2
122

 

бўлади. (5) формуладан фойдаланиб топамиз:  

∫ =
+

+
+

= + dx
ax

x
n

ax

x
J

nnn 122

2

22 )(
2

)(
 










+
−

+
+

+
= ∫ ∫ +122

2
2222 )()(

2
)( nnn ax

dx
a

ax

dx
n

ax

x
. 

Натижада 

1
2

22
22

)(
+⋅−⋅+

+
= nnnn JnaJn

ax

x
J  

бўлади. Бу тенгликдан 

nnn J
an

n

ax

x

na
J ⋅−+

+
=+ 22221

1

2

12

)(2

1
         (6) 

бўлиши келиб чиқади. ► 
Одатда, (6) муносабат реккурент формула дейилади. 

Равшанки, 1=n  бўлганда  

∫∫ +=
+

=
+

= C
a

x
arctg

a
a

x
a

x
d

aax

dx
J

1

)(1

)(
1

2
221  

бўлади. 
2≥n  бўлганда мос nJ  интеграллар (6) реккурент формула ёрдамида 

топилади.  
Масалан, 

C
a

x

aax

x

a
J

aax

x

aax

dx
J ++

+
=⋅+

+
=

+
=∫ arctg

2

1

)(2

1

2

1

2

1

)( 3222122222222  

бўлади. ► 
30. Содда  касрларни интеграллаш. Ушбу  

mm qpxx

CBx
ax

ax

A

)(
,)(

)( 2 ++
+≠

−
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кўринишдаги функциялар содда касрлар дейилади, бунда 
;Nm ∈ qpaCBA ,,,,,  – ҳақиқий сонлар бўлиб, qpxx ++2  квадрат учҳад 

ҳақиқий илдизга эга эмас, яъни 0
4

2

>− p
q . 

   1=m  бўлганда содда касрларнинг интеграллари 

∫∫ ++
+

−
dx

qpxx

CBx
dx

ax

A
2

,  

лар қуйидагича ҳисобланади: 

;ln
)(

∫∫ +−=
−
−=

−
CaxA

ax

axd
Adx

ax

A
 

   

=
=−=

−==+
=

=
−++

+=
++

+
∫∫

2
2

2
2

2

4
,

2
,

2

)
4

()
2

(

a
p

qdtdx

p
txt

p
x

dx
p

q
p

x

CBx
dx

qpxx

CBx

 

=+−++=

=
+

−+
+

= ∫∫

*arctg
1

)
2

()ln(
2

)
2

(

22

2222

C
a

t

a

Bp
Cat

B
at

dtBp
C

at

tdt
B

 

        *

4

2arctg

4
2

2
)ln(

2 22

2 C
p

q

p
x

p
q

BpC
qpxx

B +

−

+

−

−+++= . 

Айтайлик, 1, >∈ mNm бўлсин. Бу ҳолда содда асрларнинг  
интеграллари       

∫∫ ++
+

−
dx

qpxx

CBx
dx

ax

A
mm )(

,
)( 2

 

лар қуйидагича ҳисобланади: 

,
))(1(

)()(
)( 1

C
axm

A
axdaxAdx

ax

A
m

m
m

+
−−

−=−−=
− −

−
∫∫  

=
=−=

−==+
=

++
+

∫
2

22

4
,

2
,

2

)(
a

p
qdtdx

p
txt

p
x

dx
qpxx

CBx
m

 

               ∫ ∫ =
+

−+
+

=
mm at

dt
B

p
C

at

tdtВ

)(
)

2
(

)(

2

2 2222
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.
)(

)
2

(
))(1(

1

2 22122 ∫ +
−+

+−
−= − mm at

dt
B

p
C

atm

B  

Кейинги муносабатдаги 

.
)( 22∫ + mat

dt  

интеграл (6 ) рекуррент формула ёрдамида топилади. 
 

Машқлар 
 

1. Ушбу  

∫
+1xe

dx
 

интеграл ҳисоблансин. 
2. Ушбу  

                     ∫ bxdxeax cos  

интеграл ҳисоблансин. 

3. Қуйидаги ∫ x

dx
 интегрални бўлаклаб интеграллаш натижасида: 

∫ ∫∫ +=






−−⋅=



















−==

==
=

x

dx
dx

x
x

x
x

x
dvxu

x
vdxdu

x

dx
1

11
1

,

1
,

2
 

бўлиши келиб чиқади. Ҳатолик топилсин. 
 
 
 
 
 
 

30-маъруза 
Рационал ҳамда тригонометрик функцияларни интеграллаш 

 
10. Алгебранинг баъзи маълумотлари ва тасдиқлари. 

Биз қуйида алгебра курсида ўрганиладиган баъзи тушунча-ларни ҳамда 
тасдиқларни (исботсиз) келтирамиз. Улардан рационал функцияларни 
интеграллашда фойдаланилади. 

Айтайлик, 
n

nn xaxaxaaxP ++++= ...)( 2
210            (1) 

кўпҳад берилган бўлсин, бунда NnnkRak ∈=∈ ,...,,2,1,0,  эса кўпҳаднинг 
даражаси. 



 174 

Агар R∈α  учун 0)( =αnP  бўлса, α  сон )(xPn  кўпҳаднинг илдизи 
дейилади. Бу ҳолда )(xPn  кўпҳад α−x  га бўлиниб, у қуйидагича 

)()()( xQxxPn α−=  
кўринишда ифодаланади, бунда −−− )1()( nxQ даражали кўпҳад. 

Агар )(xPn  кўпҳад )()( Nkx k ∈−α  га бўлинса, α  сон )(xPn  нинг 
−k каррали илдизи бўлади. Бу ҳолда )(xPn  ушбу 

)()()( xRxxP k
n α−=  

кўринишда ифодаланади,бунда )()( knxR −−  даражали кўпҳад. 
Агар βα iz +=  комплекс сон )(xPn  кўпҳаднинг илдизи бўлса, 

βα iz −=  ҳам )(xPn  нинг илдизи бўлади. Шунингдек, βα iz +=  сон )(xPn  
нинг k  каррали илдизи бўлса, βα iz −=  сон ҳам шу )(xPn  кўпҳаднинг k  
каррали илдизи бўлади. У ҳолда )(xPn  кўпҳаднинг ифодасида қуйидаги 

[ ][ ]
),2(

)()())((
222 βαα

βαβα
+=−=++=

=−−+−=−−
−

qpqpxx

ixixzxzx  

квадрат учҳад кўпайтувчи бўлиб қатнашади. 
Фараз қилайлик, 

n
nn xaxaxaaxQ ++++= ...)( 2

210                 (2) 
кўпҳад берилган бўлиб, kααα ,...,, 21  ҳақиқий сонлар )(xQn  нинг мос равишда 

kλλλ ,...,, 21  каррали илдизлари, szzz ,...,, 21  комплекс сонлар эса )(xQn  нинг 
мос равишда sγγγ ,...,, 21  каррали илдизлари бўлсин. 

1-теорема. Ҳар қандай −n даражали  
n

nn xaxaxaaxQ ++++= ...)( 2
210  

кўпҳад  )0,,...,2,1,0,( ≠=∈ nm anmRa  ушбу  

s

k

ss

kn

qxpxqxpxq

xpxxxxxxQ
γγγ

λλλ ααα
)(...)()

()(...)()()(
2

22
2

1

1
2

21

21

21

+++++

++⋅−−−=
       (3) 

кўринишда ифодаланади, бунда  
,)...(2... 2121 nsk =+++++++ γγγλλλ  

бўлиб, ),...,2,1(2 siqxpx ii =++  квадрат учҳад ҳақиқий илдизга эга эмас. 
Маълумки,  

)(,...)( 2
210 NnxaxaxaaxP n

nn ∈++++=  

)(,...)( 2
210 NsxbxbxbbxQ s

ss ∈++++=  

кўпҳадлар  ),...,2,1,0;,...,2,1,0;,( sjniRbRa ji ==∈∈  нисбати 

s
s

n
n

s

n

xbxbxbb

xaxaxaa

xQ

xP

++++
++++

=
...

...

)(

)(
2

210

2
210  

каср рационал функция дейилиб, sn < бўлганда у тўғри каср дейилар эди. 
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2-теорема. Агар 
)(

)(

xQ

xP

s

n  тўғри каср махражидаги )(xQs  кўпҳад ушбу 

)()()()( NmxQxxQ m
s ∈−= α  

кўринишда бўлиб, )(xQ  кўпҳад α−x  га бўлинмаса, у ҳолда  

)(

)(
...

)()()(

)( 1
1

1

xQ

xP

x

A

x

A

x

A

xQ

xP
m

m
m

m

s

n +
−

++
−

+
−

= −
−

ααα
 

бўлади, бунда  )(;,...,2,1, xPmiRAi =∈ - кўпҳад. 

3-теорема. Агар 
)(

)(

xQ

xP

s

n  тўғри каср махражидаги  )(xQs  кўпҳад ушбу  

)()()()( 2 NmxQqpxxxQ m
s ∈++=  

кўринишда бўлиб, ( qpxx ++2 квадрат учҳад ҳақиқий илдизга эга эмас),  

)(xQ  кўпҳад qpxx ++2  га  бўлинмаса, у ҳолда 

)(

)(
...

)()()(

)(
2

11
1

2

11
2 xQ

xP

qpxx

CxB

qpxx

CxB

qpxx

CxB

xQ

xP
m

mm
m

mm

s

n +
++

+++
++

++
++

+= −
−−  

бўлади, бунда  )(;,...,2,1,, xPmiRCRB ii =∈∈ -кўпҳад. 
Юқорида келтирилган 2-  3- теоремалар ихтиёрий тўғри каср ҳар бири 

ҳади ушбу  

);,,(,
)(

NmRARa
ax

A
m

∈∈∈
−

 

),04

,,,,(,
)(

2

2

Nmqp

RqRpRCRB
qpxx

CBx
m

∈<−

∈∈∈∈
++

+
 

кўринишдаги касрлардан, яъни содда касрлардан иборат бўлган 
йиғинди орқали ифодаланишини  кўрсатади. Бундай ҳолда тўғри каср 

содда касрларга ёйилади дейилади. 
Айтайлик, 

)),,(
)(

)(
snNsNn

xQ

xP

s

n <∈∈  

тўғри каср берилган бўлсин. Амалиётда бу каср содда каср-ларга қуйидагича 
ёйилади: 

1) Касрнинг махражи )(xQs  кўпҳад  (3) кўринишда ёзила-ди, 
2) 2- 3- теоремалардан фойдаланиб, 

)(

)(

xQ

xP

s

n  

ни содда касрларга ёйилади, 
3) Бу ёйилманинг ўнг томонидаги содда касрлар йиғин-диси умумий 

махражга келтирилади, 
4) Натижада ҳосил бўлган 
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,
)(

)(

)(

)(

xQ

xR

xQ

xP

s

n

s

n =  

яъни, 
)()( xRxP nn =  

тенгликнинг ҳар икки томонидаги x  нинг бир хил даража-лари олдидаги 
коэффицентларни тенглаштириб, номаълум коэффицентларни топиш учун 
тенгламалар  системаси ҳосил қилинади. 

1-мисол. Ушбу 

xxx

x

44

83
23

2

++
+

 

 
тўғри каср содда касрларга ёйилсин. 

◄ Бу касрнинг махражи 
2223 )2()44(44 +=++=++ xxxxxxxx  

бўлгани учун  2–теоремага  кўра 

223

2

)2(244

83

+
+

+
+=

++
+

x

C

x

B

x

A

xxx

x
 

бўлади. Уни 

2

2

23

2

)2(

)2()2(

44

83

+
++++=

++
+

xx

CxBxxxA

xxx

x
 

кўринишда ёзиб, ушбу  

AxCBAxBA

CxxBxxAx

4)24()(

)2()2(83
2

22

+++++=

=++++=+
 

тенгликка келамиз. Икки кўпҳаднинг тенглигидан фойдала-ниб, ушбу  









=
=++

=+

84

024

3

A

CBA

BA

 

системани ҳосил қиламиз ва уни ечиб 
10,1,2 −=== CBA  

бўлишини топамиз. Демак, 

.
)2(

10

2

12

44

83
223

2

+
−+

+
+=

++
+

xxxxxx

x
► 

 
2-мисол. Ушбу 

xx

xxx

+
+−+

4

23 124
 

тўғри каср содда касрларга ёйилсин. 
◄Равшанки, 

).1()1( 24 +−+=+ xxxxxx  
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Унда  

11)1()1(

124
22

23

+−
++

+
+=

+−+
+−+

xx

DCx

x

B

x

A

xxxx

xxx
 

бўлади.  
Кейинги тенгликдан 

AxDBxBDCxCBA

xxDCxxxBxxAxxx

+++−++++=

=++++−++=+−+

)()()(

))(()1()1(124
23

22323

 

бўлиши келиб чиқади. У тенгликнинг ҳар икки томонидаги x  нинг бир хил 
даражалари олдидаги коэффициентларни тенг-лаштириб, DCBA ,,,  ларни 
топиш учун қуйидаги  













=
−=+

=−+
=++

1

2

,4

,1

A

DB

BDC

CBA

 

системани ҳосил қиламиз. Уни ечиб топамиз: 
.0,2,2,1 ==−== DCBA  

Демак, 

.
1

2

1

21124
24

23

+−
+

+
−+=

+
+−+

xx

x

xxxx

xxx
 ► 

20. Рационал функцияларни интеграллаш. Фараз қилай-лик, )(xf  
рационал функция бўлиб, унинг интегралини ҳисоб-лаш талаб этилсин. 

Айтайлик, )(xf  бутун  рационал функция  
n

n xaxaxaaxf ++++= ...)( 2
210  

бўлсин. Унда 

C
n

x
a

x
a

x
axadxxaxaxaadxxf

n

n
n

n +++++=++++=∫ ∫ ...
32

)...()(
3

2

2

10
2

210  

бўлади. 
Айтайлик, )(xf  каср рационал функция 

),(

)(

)(

...

...
)(

2
210

2
210

NmNn

xQ

xP

xbxbxbb

xaxaxaa
xf

m

n
m

m

n
n

∈∈

=
++++
++++

=
 

бўлсин. Агар mn ≥  бўлса, унда )(xPn  кўпҳадни  )(xQm  кўпҳадга бўлиш 

билан 
)(

)(
)(

xQ

xP
xf

m

n=  нинг бутун қисмини ажратиб, бутун рационал функция  

ҳамда тўғри каср йиғиндиси кўринишида  ифодалаб олинади: 

( )
)(

)(
)(

)(
)(

xQ

xP
xR

xQ

xP
xf

m

n

m

n

−

+== . 

Равшанки, 
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( )
dx

xQ

xP
dxxRdxxf

m

n
∫ ∫ ∫

−

+=
)(

)()( . 

Демак, 

)(
)(

)(
)( mn

xQ

xP
xf

m

n >=  

рационал функцияни интеграллаш тўғри касрни интеграл-лашга келади. 
Тўғри касрларни интеграллаш учун аввало уни 10. да келтирилган усул билан 
содда касрларга ёйилади. Содда касрларни интеграллаш эса 29-маърузада 
батафсил баён этилган. 

3-мисол. Ушбу 

dx
xxx

x
∫ ++

+
44

83
23

2

 

интеграл  ҳисоблансин. 
◄  Интеграл остидаги рационал функцияни содда каср-ларга ёямиз:  

223

2

)2(

10

2

12

44

83

+
−

+
+=

++
+

xxxxxx

x
. 

Демак, 

∫ ∫∫∫ =
+

−
+

+=
++

+
223

2

)2(
10

2
2

44

83

x

dx

x

dx

x

dx
dx

xxx

x
 

               .
2

10
2lnln2 C

x
xx +

+
+++= ► 

4-мисол. Ушбу 

∫ +
−++

dx
xx

xxx
22

246

)1(

122
 

интеграл ҳисоблансин. 
◄ Интеграл остидаги функция-рационал функция бўлиб, у нотўғри 

касрдир. Бу касрнинг сурати 122 246 −++ xxx  кўп-ҳадни махражи  22 )1( +xx  
кўпҳадга бўлиб, унинг бутун қисми-ни ажратамиз: 

1

2

2

122

2

35

246

246

−

++
++

−++

х

х

ххх

ххх

ххх

 

Демак, 

.
)1(

1

)1(

122
22

2

22

246

+
−+=

+
−++

xx

x
x

xx

xxx
 

Энди 

( )22

2

1

1

+

−

xx

x
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тўғри касрни содда касрларга ёямиз: 

.)()2()(

)()1()()1(1

,
)1(1)1(

1

234

2222

22222

2

AxECxDBACxxBA

xEDxxxCBxxAx

x

EDx

x

CBx

x

A

xx

x

++++++++=

=++++++=−

+
++

+
++=

+
−

 

Кейинги тенгликдан 
0,2,0,1,1 ====−= EDCBA  

бўлишини топамиз. 
Демак, 

( ) ( )2
+

+
+

+−=
+

−

1

2

1

1

1

1
2222

2

x

x

x

x

xxx

x
. 

Натижада, 

( )22222

246

1

2

1

1

)1(

122

+
+

+
+−=

+
−++

x

x

x

x

x
x

xx

xxx
 

бўлиб, 

( )∫ ∫ ∫∫ +
+

+−=
+

−++
dx

x

x

x

dx
xdx

xx

xxx

11

122
222

246

 

C
x

xx
x

x

xd

x

xd
x

x
dx

x

x

+
+

−++−=

=
+

++
+
++−=

+
+ ∫∫∫

1

1
)1ln(

2

1
ln

2

)1(

)1(

1

)1(

2

1
ln

2)1(

2

2
2

2

22

2

2

22

22

 

бўлади. ► 
30.Икки ўзгарувчининг рационал функцияси ҳақида. Икки u  ва v  

ўзгарувчилар берилган бўлиб, бу ўзгарувчилар ёрдамида ушбу  
...),2,1,0;,...2,1,0( == mnvu mn  

кўпайтмани тузамиз. Қуйидаги 

n
n

n
n

n
n

n
n vauvavuaua

vauvauavauaavuP

0
1

)1(1
1

1)1(0

2
0211

2
20011000

...

...),(

++++++

++++++=
−

−
−

−

 

функция  u  ва v  ўзгарувчиларнинг кўпҳади  дейилади, бунда  
−naaaa 0011000 ,...,,, ҳақиқий сонлар. 

Айтайлик, ),( vuP  ҳамда ),( vuQ  лар u  ва v  ўзгарувчи-ларнинг 
кўпҳадлари бўлсин. Ушбу 

)0),((
),(

),( ≠vuQ
vuQ

vuP
 

нисбат u  ва v  ўзгарувчиларнинг рационал функцияси дейи-лади ва ),( vuR  
каби  белгиланади: 
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).0),((.
),(

),(
),( ≠= vuQ

vuQ

vuP
vuR  

Фараз қилайлик, u  ва v   ўзгарувчиларнинг ҳар бири ўз навбатида x  
ўзгарувчининг  

)(

),(

xv

xu

ψ
ϕ

=
=

 

функциялари бўлсин. У ҳолда  ),( vuR  функция  )(xϕ   ва  )(xψ  
функцияларнинг рационал функцияси бўлади. 
Масалан, 

3 2

3 2

1

112
)(

−+

+−−=
xx

xx
xf  

функция 
3 2 1, −== xvxu  

ларнинг рационал функцияси бўлади, чунки 

.
12

),(
2

vu

vu
vuR

+
+−=  

Хусусан, )(xϕ  ва )(xψ  ларнинг ҳар бири x  ўзгарувчининг рационал 
функциялари бўлса, у ҳолда 

( ) ( ) ( )( )xxRvuR ψϕ ,, =  
функция шу x  ўзгарувчини рационал функцияси бўлади. 

Энди ),( vuR  рационал функциянинг содда хоссаларини келтирамиз: 
1) Агар  

),(),( vuRvuR =−  
бўлса, у ҳолда бу рационал функция ушбу  

),(),( 2
1 vuRvuR =  

кўринишга келади, бунда 1R  ҳам рационал функция. 
2) Агар  

),(),( vuRvuR −=−  
бўлса, у ҳолда бу рационал функция ушбу 

uvuRvuR ),(),( 2
2=  

кўринишга келади, бунда  2R  рационал функция. 
3) Агар 

),(),( vuRvuR =−−  
бўлса, у ҳолда бу рационал функция ушбу 

),(),( 2
2 v

v

u
RvuR =  

кўринишга келади, бунда  2R  рационал функция. 
40. Тригонометрик функцияларни интеграллаш. 
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Айтайлик, ( )vuR ,  икки ўзгарувчининг рационал функция-си бўлсин. 
Ушбу  

∫ dxxxR )cos,(sin                  (4) 

интегрални  қараймиз. Бу интегралда  

2

x
tgt =  

алмаштиришни бажарамиз. Унда 

2

2

2

2

2

2
2

1

2
,tgarc2

,
1

1

2
tg1

2
tg1

cos,
1

2

2
tg1

2
tg2

sin

t

dt
dxtx

t

t
x

x

x
t

t
x

x

x

+
==

+
−=

+

−
=

+
=

+
=

 

бўлиб, 

dt
tt

t

t

t
RdxxxR

22

2

2 1

1

1

1
,

1

2
2)cos,(sin

+








+
−

+
=∫ ∫  

бўлади. 
Равшанки, 

22

2

2 1

1

1

1
,

1

2

tt

t

t

t
R

+








+
−

+
 

ифода t  нинг рационал функциясидир. 
Демак, (4) интегрални ҳисоблаш 

2
tg

x
t =  

алмаштириш билан рационал функцияни интеграллашга келади. 
5-мисол. Ушбу 

                         ∫ + x

dx

sin1
 

интеграл хисоблансин. 
 ◄  Бу интегралда   

                             
2

tg
x

t =  

алмаштириш бажариб топамиз: 

∫ ∫∫ +
+

−=
+

−=
+

=

+
+

+=
+

.

2
tg1

2

1

2

)1(
2

1

2
1

1

2

sin1 2

2

2
C

xtt

dt

t

t
t

dt

x

dx
► 

Айрим ҳолларда xtxtxt tg,sin,cos ===  алмаштиришлар қулай бўлади. 
Айтайлик, ),( vuR  рационал функция учун  

),(),( vuRvuR −=−  
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бўлсин. Бу ҳолда  
== ∫∫ dxxxxRdxxxR sin)cos,(sin)cos,(sin 2

2  

∫ −−=
−=

=
= dtttR

xdxdt

xt
),1(

sin

cos 2
2  

бўлади. 
Айтайлик, ),( vuR  рационал функция учун  

),(),( vuRvuR −=−  
бўлсин. Бу ҳолда 

== ∫∫ dxxxxRdxxxR cos)cos,(sin)cos,(sin 2
3  

∫ −=
=
=

= dtttR
xdxdt

xt
)1,(

cos

sin 2
3  

 
бўлади.  

Айтайлик, ),( vuR  рационал функция учун  
),(),( vuRvuR =−−  

бўлсин. Бу ҳолда  
== ∫∫ dxxtgxRdxxxR )cos,()cos,(sin 2

2  

∫ ++
=

+
=

=
= dt

tt
tR

dt
t

dx

tgxt

222

2 1

1
)

1

1
,(

1

1  

бўлади. 
6-мисол. Ушбу  

xdxx 43 cossin∫  

интеграл ҳисоблансин. 
◄ Интеграл  остидаги функция учун ),(),( vuRvuR −=−  бўлади. 

Шунинг учун tx =cos  дейилса, унда dtxdx =− sin  бўлиб,  

CxxC
tt

dtttxdxx +−=+−=−=∫∫
57

57
4243 cos

5

1
cos

7

1

57
)1(cossin  

бўлади. ► 
 
 
 
 
 

Машқлар 
 

1. Ушбу 

               
2345

4 1

xxxx

x

−−+
+

 

тўғри каср содда касрларга ажратилсин. 
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2. Ушбу 

               ∫ ++
−

dx
xx

x

2510

3
24

3

 

интеграл ҳисоблансин. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

31-маъруза 
Баъзи иррационал функцияларни интеграллаш 

 

10. ∫ +
+

dx
dcx

bax
xR n ),(  кўринишидаги интегралларни ҳисоб-лаш. 

Фараз қилайлик, ),( vuR  икки ўзгарувчининг рационал функцияси бўлиб, 
dcba ,,,  лар ҳақиқий сонлар, Nn ∈  бўлсин. 
Ушбу 
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,0,),( ≠−
+
+

∫ bcaddx
dcx

bax
xR n  

кўринишидаги интегралларни қараймиз. Бу интеграл ўзгарув-чини 
алмаштириш ёрдамида рационал функциянинг интегралига келади: 

=

−
−=

−
−==

+
+

=
+
+

−
∫

dtt
cta

nbcad
dx

act

dtb
xt

dcx

bax

dx
dcx

bax
xR

n
n

n

n

n

n

1
2)(

)(

,

),(  

dt
cta

ntbcad
t

cta

bdt
R

n

n

n

n

2

1

)(

)(
,

−
−⋅









−
−=

−

∫ . 

1-мисол. Ушбу 

dx
xx

x

−
⋅

−
+

∫ 1

1

1

1
 

интеграл ҳисоблансин. 
◄Бу интегралда 

x

x
t

−
+=

1

1
 

алмаштиришни бажарамиз. Унда 

222

2

)1(

4
,

1

1

+
=

+
−=

t

tdt
dx

t

t
x  

бўлиб, 

∫∫ +
=

−
⋅

−
+

1
2

1

1

1

1
2

2

t

dtt
dx

xx

x
 

бўлади. 
Равшанки, 

∫ +−=
+

Ctt
t

dtt
arctg

12

2

. 

Демак, 

C
x

x

x

x
dx

xx

x +
−
+−

−
+=

−
⋅

−
+

∫ 1

1
arctg2

1

1
2

1

1

1

1
► 

20. ( )∫ ++ dxcbxaxxR 2,  кўринишидаги интегралларни ҳисоблаш. 

Бу интегралда cba ,, -ҳақиқий сонлар бўлиб,  cbxax ++2  квадрат учҳад тенг 
илдизларга эга эмас. 

Қаралаётган 

∫ ++ dxсbxaxxR ),( 2                              (1) 

интеграл қуйидаги учта алмаштириш ёрдамида рационал функция 
интегралига келади. 

а)  0a >  бўлсин.  
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(1) интегралда ушбу 

cbxaxxat +++= 2       (ёки  cbxaxxat +++−= 2 ) 
алмаштиришни бажарамиз. У ҳолда 

222 2 axxtatcbxax +−=++ , 

dt
bta

acbtta
dx

bta

ct
x

2

22

)2(

)(2
,

2 +
++=

+
−= , 

bta

acbtta
cbxax

+
++=++

2

2
2  

бўлади. 
Натижада                         

=++∫ dxсbxaxxR ),( 2  

dt
bta

acbtta

bta

acbtta

bta

ct
R

2

222

)2(

)(2

2
,

2 +
++⋅










+
++

+
−= ∫  

бўлади. 
2-мисол. Ушбу 

∫
+++ 12 xxx

dx
 

интеграл ҳисоблансин. 
◄ Бу интегралда 

12 +++= xxxt  
алмаштиришни бажарамиз. Натижада 

dt
t

tt
dx

t

t
x

2

22

)21(

1
2,

21

1

+
++=

+
−=  

бўлиб, 

dt
tt

tt

xxx

dx
2

2

2 )21(

1
2

1 +
++=

+++
∫∫  

бўлади. 
Агар 

22

2

)21(

3

21

32

)21(

)1(2

ttttt

tt

+
−

+
−=

+
++

 

бўлишини эътиборга олсак, унда                             

=+
+

++−=

=








+
−

+
−=

+++
∫∫

C
t

tt

dt
tttxxx

dx

)21(2

3
21ln

2

3
ln2

)21(

3

21

32

1
22
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C
xxx

xxxxxx

+
++++

+

+++++−+++=

)1221(2

3

1221ln
2

3
1ln2

2

22

 

бўлиши келиб чиқади. ► 
б) 0с >  бўлсин. Бу ҳолда (1) интегралда ушбу 

)(
1 2 ccbxax
x

t −++=  

ёки  

( )ccbxax
x

t +++= 21
 

алмаштиришини бажарамиз. Унда 

,
)(

,
2

2

2

2
dt

ta

acbttc
dx

ta

btc
x

+
+−

=
−

−
=  

2

2
2

ta

cabttc
cbxax

−
+−=++  

бўлиб, (1) интеграл рационал функциянинг интегралига келади: 

dt
ta

acbttc

ta

cabttc

ta

btc
R

dxcbxaxxR

∫

∫












+
+−












−
+−

−
−=

=++

2

2

2

2

2

2

)(
,

2

),(

 

в)  cbxax 2 ++  квадрат учҳад турли 1x  ва 2x  ҳақиқий илдизга эга 
бўлсин:          

)()( 21
2 xxxxacbxax −⋅−=++ . 

Бу ҳолда  (1) интегралда ушбу 

cbxax
xx

t ++
−

= 2

1

1
 

алмаштиришни бажарамиз. Натижада 

t
at

xxa
cbxax

at

txax
x

−
−=++

−
+−=

2
212

2

2
12 )(

,  

dt
at

txxa
dx

22
21

)(

)(2

−
−

=  

бўлиб,     

=++∫ dxcbxaxxR ),( 2  

∫ −
−

⋅









−
−

−
+−

= dt
at

txxa
t

at

xxa

at

txax
R

22
21

2
21

2

2
12

)(

)(2)(
,  

бўлади. 
3-мисол. Ушбу 
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∫
+++

++−= dx
xxx

xxx
I

23

23
2

2

 

интеграл ҳисоблансин. 
◄ Равшанки,  

)2()1(232 +⋅+=++ xxxx . 
Шуни эътиборга олиб берилган интегралда  

23
1

1 2 ++
+

= xx
x

t  

алмаштиришни бажарамиз. У ҳолда  

222

2

)1(

2
,

1

2

−
−=

−
−=

t

tdt
dx

t

t
x  

бўлиб, 

∫ ∫ +⋅−⋅−
−−=

+++

++−
dt

ttt

tt
dx

xxx

xxx
3

2

2

2

)1()1()2(

42

23

23
 

бўлади. 
Энди  

323

2

)1(
3

1

)1(
18

5

1
108

17

2
27

16

1
4

3

)1()1()2(

42

+
+

+
+

+
−

−
−

−
=

+⋅−⋅−
−−

tttttttt

tt
 

бўлишини эътиборга олиб топамиз:  

−−=
+

+
+

+
+

−

−
−

−
−

=
+⋅−⋅−

−−=

∫ ∫ ∫

∫ ∫∫

1ln
4

3

)1(3

1

)1(18

5

1108

17

227

16

14

3

)1()1()2(

42

32

3

2

t
t

dt

t

dt

t

dt

t

dt

t

dt
dt

ttt

tt
I

C
tt

tt +
+

⋅−
+

⋅−+−−−
2)1(

1

6

1

1

1

18

5
1ln

108

17
2ln

27

16
.  ► 

30.  Биномиал дифференциални интеграллаш. Ушбу 
dxbxax Pnm )( +  

ифода биномиал дифференциал дейилади, бунда  pnmRbRa ,,,, ∈∈ -
рационал сонлар. 

Биномиал дифференциалнинг интеграли 
dxbxax Pnm )( +∫                             (2) 

ни қараймиз. Бу интеграл қуйидаги ҳолларда рационал функциянинг 
интегралига келади: 

1) p -бутун сон. Бу ҳолда m  ва n  рационал сонлар махражларининг энг 
кичик умумий карралисини δ  орқали белгилаб, (2)  интегралда 

δtx =  
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алмаштириш бажарилса, (2)  интеграл рационал функция-нинг интегралига 
келади. 

4-мисол. Ушбу 

∫ +
= dx

x

x
I

23 )1(
 

интеграл ҳисоблансин.                                                                                         
◄ Бу интегрални қуйидагича 

∫ ∫
−+=

+
dxxxdx

x

x 23

1

2

1

23
)1(

)1(
 

ёзиб, бунда  2−=p  бўлишини аниқлаймиз. 
Интегралда 

6tx =  
алмаштириш бажариб 

∫ +
= dt

t

t
I

22

8

)1(
6  

бўлишини топамиз. 
Равшанки, 

222
24

22

8

)1(

1

1

4
32

)1( +
+

+
−+−=

+ tt
tt

t

t
. 

 
 

Демак, 

∫ ++
+

⋅+−+−=
+

Ct
t

t
tt

tt
dt

t

t
arctg

2

1

12

1
arctg43

3

2

5)1( 2

35

22

8

 

бўлиб, 

C
x

x
xxxxI +

+
+−+−=

1

3
arctg21184

5

6
3

6
666 5  

бўлади. ► 

2) 
n

1m +
 - бутун сон. Бу ҳолда  (2)   интегралда   

ntx
1

=  
алмаштиришни бажариб 

dttbta
n

dxbxax qppnm
∫ ∫ ⋅+=+ )(

1
)(  

бўлишини топамиз, бунда    

1
1−+=

n

m
q . 

Сўнг p  нинг махражини  s  деб 
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sbtaz
1

)( +=  
алмаштиришни бажарамиз. Натижада  (2)  интеграл рационал функциянинг 
интегралига келади. 

5-мисол. Ушбу 

∫
+ 3 21 x

xdx
 

интеграл ҳисоблансин. 
◄ Бу интегралда 

∫∫
−

+=
+

dxxx
x

xdx 2

1

3

2

3 2
)1(

1
 

2

1
,

3

2
,1 −=== pnm  

бўлиб, 

3
1 =+

n

m
 

бўлади. 
Шуни эътиборга олиб, берилган интегралда, 

2

1

3

2

)1( xt +=  
алмаштиришни бажарамиз. Унда 

tdttdxtxtx 2)1(
2

3
,)1(,1 2

1
22

3
223

2

⋅−=−==+  

бўлиб, 

3

2
3

57
2222

1

3

2

1,
5

6
7

3)1(3)1( xtCt
tt

dtttdxxx +=++−=−=+∫ ∫  

бўлади. ► 

3) qp +  - бутун сон. Маълумки, (2) интеграл ntx
1

=  алмаш-тириш 
билан ушбу 

∫ ∫ ∫
+−

+

⋅






 +=⋅+=⋅+ dtt
t

bta

n
dttbta

n
dttbta

n
qp

p
qpn

m
p 1

)(
1

)(
1 1

1

 

кўринишга келади. 
Агар кейинги интегралда 

s

t

bta
z

1








 +=  

алмаштириш бажарилса (s  сони p  нинг махражи), у  рационал функциянинг 
интегралига келади. 

6-мисол. Ушбу 
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                                   ∫
+ 22 32 xx

dx
 

интеграл ҳисоблансин. 
◄ Равшанки, 

∫∫
−− +=

+
dxxx

xx

dx 2

1
22

22
)32(

32
. 

Демак,   

1
1

,
2

1
,2,2 −=++−==−= p

n

m
pnm  

бўлиб, qp + -бутун сон бўлади. 
Берилган интегралда 

                         3
232
2

2

1

2

2

+=






 +=
xx

x
t  

алмаштириш бажариб, 

322 )3(

2
,

3

2

−
−=

−
=

t

tdt
dx

t
x  

∫

∫ ∫

+
+

−=+−=−=

=+=
+⋅

−−

CxC
tdt

dxxx
xx

dx

2

3
2

2
)

2
(

)32(
32

2

2

1
22

22

 

бўлишини топамиз. ► 
 

Машқлар 
 
1. Ушбу 

               
( )∫

+++ 54412 22 xxx

dx
 

интеграл ҳисоблансин. 
2. Ушбу 

               ∫ − xx

dx

cossin2
 

интеграл ҳисоблансин. 
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8-БОБ 
АНИҚ ИНТЕГРАЛ 

 
32-маъруза 

Аниқ интеграл тушунчаси 
 
10. Сегментни бўлаклаш. Бирор  Rba ⊂],[  сегмент берил-ган бўлсин. 

Бу сегментнинг қуйидаги 
bxxxxxa nn =<<<<= −1210 ...  

муносабатда бўлган 

nn xxxxx ,,...,, 1210 −                            (1) 
нуқталари тўпламини олайлик. 

Равшанки, (1)  тўплам  ],[ ba  сегментни 
],[,...,],[,],[ 1212101 nnn xxBxxBxxB −===  

бўлакларга ажратади.  
1-таъриф. Ушбу 

bxxxxxa nn =<<<<= −1210 ...  
муносабатда бўлган 

nn xxxxx ,,...,, 1210 −  
нуқталар тўплами  ],[ ba  сегментни бўлаклаш дейилади ва 

},,...,,{ 1210 nn xxxxxP −=  
каби белгиланади. 

Бунда ҳар бир ),...,2,1,0( nkxk =  нуқта ],[ ba  сегментнинг  бўлувчи 
нуқтаси, )1,...,2,1,0(],[ 1 −=+ nkxx kk  сегмент эса P  бўлаклашнинг 
оралиғи дейилади. 

Қуйидаги  
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{ } kkkkp xxxx −=∆∆= +1,maxλ  

миқдор  P  бўлаклашнинг диаметри дейилади.  
Масалан,  ]1,0[],[ =ba  бўлганда қуйидаги 

;1
10

10
,

10

8
,

10

6
,

10

4
,

10

2
,0 =  

1
10

10
,

10

6
,

10

5
,

10

4
,

10

1
,0 =  

 
нуқталар системаси  ]1,0[  сегментнинг 

,1,
10

8
,

10

6
,

10

4
,

10

2
,01









=P  









= 1,
10

6
,

10

5
,

10

4
,

10

1
,02P  

бўлаклашларини ҳосил қилади. Уларнинг диаметрлари мос равишда 

5

2
,

5

1
21

== pp λλ  

бўлади. 
Юқоридаги келтирилган таъриф ва мисоллардан кўрина-дики, ],[ ba  

сегментнинг турли усулар билан исталган сондаги бўлаклашларини тузиш 
мумкин. Бу бўлаклашлардан иборат тўпламни     билан белгилаймиз: 

{ }.P=  
20. Дарбу ҳамда интеграл йиғиндилар. )(xf  функция  ],[ ba  да 

аниқланган ва чегараланган бўлсин. Унда 
MxfmbaxRMRm ≤≤∈∀∈∃∈∃ )(:],[,,  

бўлади. 
Айтайлик, 

{ }nn xxxxxP ,,...,,, 1210 −=  
],[ ba  сегментнинг бирор бўлаклаши бўлсин. У ҳолда бу бўлак-лашнинг ҳар 

бир )1,...,2,1,0(],[ 1 −=+ nkxx kk  оралиғида 
{ }
{ } ][,)(sup

,][,)(inf

1

1

+

+

∈=
∈=

kkk

kkk

xxxxfM

xxxxfm
)1,...,2,1,0( −= nk  

мавжуд бўлиб 

[ ]
{ } { }

],[,
)(sup)(inf

bax
kk

bax
xfMmxf

∈∈
≤≤≤                  (2) 

бўлади. 
2-таъриф. Ушбу 

∑
−

=
∆⋅=

1

0

n

k
kk xms  

йиғинди )(xf  функциянинг ],[ ba  сегментнинг P  бўлаклашига нисбатан 
Дарбунинг қуйи йиғиндиси дейилади.  
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Равшанки, бу йиғинди  )(xf  функцияга ҳамда ],[ ba  нинг P  
бўлаклашига боғлиқ бўлади: 

.);( Pfss =  
3-таъриф. Ушбу 

∑
−

=
∆⋅=

1

0

n

k
kk xMS  

йиғинди )(xf  функциянинг ],[ ba  сегментнинг P  бўлаклашига нисбатан 
Дарбунинг юқори йиғиндиси дейилади. 

Бу йиғинди  )(xf  функцияга ҳамда  ],[ ba  нинг P  бўлак-лашига боғлиқ 
бўлади: 

.);( PfSS =  
Энди ҳар бир { }1,...,2,1,0 −∈ nk  нинг қийматида ],[ 1+kk xx  сегментда 

ихтиёрий kξ  нуқтани тайинлаймиз: ],[ 1+∈ kkk xxξ  ).1,...,2,1,0( −= nk  
Натижада ],[ ba  нинг P  бўлаклашига нисбатан 

{ }1210 ,...,,, −nξξξξ  
нуқталар тўплами ҳосил бўлади. Бу нуқталардаги )(xf  функциянинг 

)1,...,2,1,0()( −= nkf kξ  
қийматлари ёрдамида ушбу 

∑
−

=
∆⋅

1

0

)(
n

k
kk xf ξ  

йиғиндини тузамиз. 
4-таъриф. Қуйидаги 

∑
−

=
∆⋅=

1

0

)(
n

k
kk xf ξσ  

йиғинди )(xf  функциянинг ],[ ba  сегментнинг P  бўлаклашига нисбатан 
интеграл йиғиндиси дейилади. 

Интеграл йиғинди, )(xf  функцияга, P  бўлаклашга ҳамда ҳар бир  
],[ 1+kk xx  да олинган kξ  нуқталарга боғлиқ бўлади: 

).;;( kPf ξσσ =  
Равшанки, ],[ 1+∈ kkk xxξ  учун 

kkk Mfm ≤≤ )(ξ  
бўлиб, айни пайтда 

);();;();( PfSPfPfs k ≤≤ ξσ                     (3) 
тенгсизликлар бажарилади. 

1-мисол. Ушбу 
xxf =)(  

функциянинг  ]1,1[−  сегментда қуйидаги 









−−−−= 1,
4

3
,

2

1
,

4

1
,0,

4

1
,

2

1
,

4

3
,1P  
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бўлаклашга нисбатан Дарбу йиғиндилари ҳамда  
)7,...,2,1,0( == kxkkξ  

деб, интеграл йиғинди топилсин. 
◄ Берилган xxf =)(  функция учун ]1,1[−  сегментнинг 









−−−−= 1,
4

3
,

2

1
,

4

1
,0,

4

1
,

2

1
,

4

3
,1P  

бўлаклашида 

,0,
4

1
,

2

1
,

4

3
3210 ==== mmmm  

4

3
,

2

1
,

4

1
,0 7654 ==== mmmm  

1,
4

3
,

2

1
,

4

1

,
4

1
,

2

1
,

4

3
,1

7654

3210

====

====

MMMM

MMMM
 

ҳамда 

,
4

3
,

2

1
,

4

1
,0

,
4

1
,

2

1
,

4

3
,1

7654

3210

====

−=−=−=−=

ξξξξ

ξξξξ
 

4

3
)(,

2

1
)(,

4

1
)(,0)(

,
4

1
)(,

2

1
)(,

4

3
)(,1)(

7654

3210

====

====

ξξξξ

ξξξξ

ffff

ffff
        

бўлади. 

Энди )7,...,2,1,0(
4

1 ==∆ kxk  бўлишини эътиборга олиб топамиз: 

,
4

3

4

1
)

4

3

2

1

4

1
00

4

1

2

1

4

3
();( =⋅+++++++=Pfs  

,5
4

1
)1

4

3

2

1

4

1

4

1

2

1

4

3
1();( =⋅+++++++=PfS  

.1
4

1
)

4

3

2

1

4

1
0

4

1

2

1

4

3
1();;( =⋅+++++++=kPf ξσ ► 

30. Аниқ интеграл таърифи. Фараз қилайлик, )(xf  функция  ],[ ba  да 
берилган ва чегараланган бўлсин. Унда ],[ ba  оралиқнинг ҳар қандай P  
бўлаклаши ҳамда ҳар қандай    )1,...,2,1,0,],[( 1 −=∈ + nkxx kkkk ξξ  ларда 
юқоридаги  (2)  ва  (3)  муносабатлар ўринли бўлиб, 

{ }
{ })(sup)();(

);;();()(inf)(

],[

],[

xfabPfS

PfPfsxfab

ba

k
ba

⋅−≤≤

≤≤≤⋅− ξσ
             (4) 
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бўлади.  
Энди ],[ ba  сегментнинг бўлаклашлар тўплами   { }P=  нинг ҳар бир  

∈P    бўлаклашга нисбатан )(xf  функциянинг Дарбу йиғиндилари  ),( Pfs  
ва  );( PfS  ни тузиб , ушбу   

{ } { });(,);( PfSPfs  
тўпламларни қараймиз. Бу тўпламлар (4)  муносабатга кўра чегараланган 
бўлади.  

5-таъриф. { });( Pfs  тўпламнинг аниқ юқори чегараси )(xf    
функциянинг ],[ ba  оралиқдаги қуйи интеграли дейилади ва  

∫
−

b

a

dxxf )(  

каби белгиланади.  
Демак,  

{ }.);(sup)( Pfsdxxf
P

b

a

=∫
−

 

6-таъриф. { });( PfS  тўпламнинг аниқ қуйи чегараси )(xf    
функциянинг ],[ ba  оралиқдаги юқори  интеграли дейилади ва  

∫
−
b

a

dxxf )(  

каби белгиланади.  
Демак,  

{ }.);(inf)( PfSdxxf
P

b

a

=∫
−

 

7-таъриф. Агар )(xf  функциянинг қуйи ҳамда юқори интеграллари 
бир-бирига тенг 

∫∫
−

−

=
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  

бўлса, )(xf  функция ],[ ba  оралиқ бўйича интегралланувчи (Риман 
маъносида интегралланувчи) дейилади. 

Бунда қуйи ҳамда юқори интегралларнинг умумий  қиймати )(xf  
функциянинг ],[ ba  оралиқ бўйича аниқ интеграли (Риман интеграли) 
дейилади ва 

∫
b

a

dxxf )(  

каби белгиланади. 
Демак,  
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.)()()( ∫ ∫∫
−

−

==
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxf  

a  сон интегралнинг қуйи чегараси, b  сон эса интегралнинг юқори чегараси, 
],[ ba  сегмент интеграллаш оралиғи дейилади. 
Эслатма. Юқорида келтирилган )(xf  функциянинг интеграли 

таърифига биноан  интеграл 

∫
b

a

dxxf )(  

ўзгармас сонни ифодалайди. Бинобарин, интеграл остида ўзгарувчининг 
қандай ёзилишига боғлиқ бўлмайди:  

.)()( ∫∫ =
b

a

b

a

dttfdxxf  

2-мисол. ],[,,)( baxRCCxf ∈∈=  бўлсин.  
Бу функциянинг интегралланувчанлиги аниқлансин.  
◄ ],[ ba  сегментнинг ихтиёрий  

{ }nn xxxxxP ,,...,,, 1210 −=  
бўлаклашини олиб, унга нисбатан Дарбу йиғиндиларини топамиз: 

∑
−

=
−⋅=∆⋅=

1

0

,)();(
n

k

abCxCPCs  

∑
−

=
−⋅=∆⋅=

1

0

.)();(
n

k
k abCxCPCS  

Бундан 
{ } ,)();(Sup abCPCs

P
−⋅=  

{ } )();(inf abCPCS
P

−⋅=  

бўлиб, 

∫ ∫
−

−

⋅=⋅
b

a

b

a

dxCdxC  

бўлиши келиб чиқади.  
Демак, Cxf =)(  функция  ],[ ba  да интегралланувчи ва  

∫ −⋅=⋅
b

a

abCdxC .)(  

Хусусан , 1)( =xf  бўлганда 

∫ −=
b

a

abdx  

бўлади. ► 
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3-мисол. ]1,0[,)()( ∈= xxDxf  бўлсин. Бу Дирихле функ-циясини 
]1,0[  да интегралланувчиликка текширилсин.  
◄ ]1,0[  сегментнинг ихтиёрий P  бўлаклашига нисбатан Дирихле 

функциясининг  Дарбу йиғиндилари  

,0);(
1

0
∑

−

=
=∆⋅=

n

k
kk xmPDs  

abxMPDS
n

k
kk −=∆⋅= ∑

−

=

1

0

);(  

бўлиб,        
{ } { } abPDSPDs

PP
−== );(inf,0);(Sup  

бўлади . Демак, 

∫ ∫
−

−

−==
1

0

1

0

,)(,0)( abdxxDdxxD  

∫ ∫
−

−

≠
1

0

1

0

.)()( dxxDdxxD  

Дирихле функцияси интегралланувчи эмас. ► 
40. Интеграл йиғиндининг лимити.  Фараз қилайлик, )(xf  функция 

],[ ba  сегментда берилган бўлиб, у шу сегментда чегараланган бўлсин.  
],[ ba  сегментни бирор  

{ }nn xxxxxP ,,...,,, 1210 −=  
бўлаклашини оламиз. 

Маълумки, )(xf  функциянинг бу бўлаклашга нисбатан интеграл 
йиғиндиси  

∑
−

=
∆⋅=

1

0

)();;(
n

k
kkk xfPf ξξσ  

бўлади. 
8-таъриф. Агар 0>∀ε  сон олинганда ҳам шундай 0>δ  сон 

топилсаки, ],[ ba  сегментни диаметри δλ <P  бўлган ҳар қандай P  
бўлаклаши учун тузилган );;( kPf ξσ  йиғинди ихтиё-рий kξ  нуқталарда  

εξξσ <−∆⋅=− ∑
−

=
JxfJPf kk

n

k
k )();;(

1

0

 

тенгсизликни бажарса, J  сон );;( kPf ξσ  йиғиндининг 0→Pλ  даги лимити 
дейилади ва  

JPf k
P

=
→

);;(lim
0

ξσ
λ

 

каби белгиланади.  
Бу таърифни қуйидагича ҳам айтиш мумкин: 
Агар 
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kPP ξδλρδε ∀<∈∀>∃>∀ ,,,0,0  
учун 

εξσ <− JPf k );;(  

бўлса, у ҳолда  
JPf k

P

=
→

);;(lim
0

ξσ
λ

 

дейилади. 
9-таъриф. Агар 0→Pλ  да )(xf  функциянинг интеграл йиғиндиси 

);;( kPf ξσ  чекли J  лимитга эга бўлса, )(xf  функция ],[ ba  сегментда 
интегралланувчи (Риман маъносида интеграл-ланувчи) дейилади, J  сонига 
эса )(xf  функциянинг ],[ ba  сегмент бўйича аниқ интеграли дейилади. Уни  

∫
b

a

dxxf )(  

каби белгиланади.  
Демак,  

.)(lim)(
1

00
∑∫

−

=→
∆⋅=

n

k
kk

b

a

xfdxxf ξ
λ

 

4-мисол. ],[,)( baxxxf ∈=  бўлсин. Бу функциянинг аниқ 
интеграли топилсин.  

◄ ],[ ba  сегментнинг ихтиёрий  
{ }nn xxxxxP ,,...,,, 1210 −=  

бўлаклашини олиб унга нисбатан xxf =)(  функциянинг интег-рал 
йиғиндисини тузамиз:  

,);;(
1

0
∑

−

=
∆⋅=

n

k
kkk xPf ξξσ  

бунда  
.)1,...,2,,1,0(, 11 −=≤≤−=∆ ++ nkxxxxx kkkkkk ξ  

Энди 

1+≤≤ kkk xx ξ  
тенгсизликларни  0>∆ kx  га кўпайтириб, ҳосил бўлган  

kkkkkk xxxxx ∆⋅≤∆⋅≤∆⋅ +1ξ  
тенгсизликларни k  нинг  1,...,2,1,0 −n  қийматлари бўйича ҳад-лаб қўшиб 

,
1

0
1

1

0

1

0
∑∑∑

−

=
+

−

=

−

=
∆⋅≤∆⋅≤∆⋅

n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk xxxxx ξ  

яъни 

∑∑
−

=
+

−

=
∆⋅≤≤∆⋅

1

0
1

1

0

);;(
n

k
kkk

n

k
kk xxPfxx ξσ                 (3) 

бўлишини топамиз.  
Бу тенгсизликлардаги  
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∑∑
−

=
+

−

=
∆⋅∆⋅

1

0
1

1

0

,
n

k
kk

n

k
kk xxxx  

йиғиндиларни kx∆  лар орқали ифодалаймиз: 

=−−−=−=∆⋅ ∑∑∑∑
−

=
+

−

=
+

−

=
+

−

=

2
1

0
1

2
1

0

2
1

1

0
1

1

0

)(
2

1
)(

2

1
)( k

n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk xxxxxxxxx                

,
2

1

22

1
)(

2

1 1

0

2
221

0

22
0

2
∑∑

−

=

−

=
∆−−=∆−−=

n

k
k

n

k
kn x

ab
xxx  

.
2

1

2

)(

1

0

2
22

1

0

1

0

2
1

0

1

0
1

∑

∑ ∑∑∑

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=
+

∆+−=

=∆+∆⋅=∆⋅∆+=∆

n

k
k

n

k

n

k
kkk

n

k
kkk

n

k
kk

x
ab

xxxxxxxx

 

Натижада (3) тенгсизликлар ушбу  

∑∑
−

=

−

=
∆+−≤≤∆−− 1

0

2
221

0

2
22

2

1

2
);;(

2

1

2

n

k
k

n

k
kk x

ab
Pfx

ab ξσ  

кўринишга келади. Бу муносабатдан 

.
2

1

2
);;(

1

0

2
22

∑
−

=
∆≤−−

n

k
kk x

ab
Pf ξσ  

бўлиши келиб чиқади. 
Равшанки,  

.
22

1

2

1 1

0

1

0

2
P

n

k
k

n

k
Pk

ab
xx λλ ∑∑

−

=

−

=

−=∆≤∆  

Демак, 0>∀ε  сонга кўра 
ab −

= εδ 2
  дейилса, у ҳолда  δλ <p  бўлган 

ихтиёрий  P   бўлаклаш ва ихтиёрий  kξ  ларда  

εξξσ <−−∆⋅=−− ∑
−

=

1

0

2222

22
);;(

n

k
kkk

ab
x

ab
Px  

бўлади. Бу эса  

∑
−

=→→

−=∆⋅=−=
1

0

22

0

22

0 2
lim

2
);;(lim

n

k
kkk

ab
x

ab
Px

pp

ξξσ
λλ

 

бўлишини билдиради. Демак, 

.
2

22

∫
−=

b

a

ab
xdx ► 

Шундай қилиб, )(xf  функциянинг аниқ интеграли икки хил 
таърифланади. Бу таърифлар эквивалент таърифлар бўлади. (Қаралсин, [1] 9-
боб) 

Одатда, ],[ ba  сегмент бўйича интегралланувчи функция-лар тўплами  
]),([ baR  каби белгиланади: 

 )(]),([)( xfbaRxf ⇔∈  функция ],[ ba  да интегралланувчи. 
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Машқлар 

 
1. ( )xf  функциянинг [ ]ba,  да чегараланганлиги унинг [ ]ba,  да 

интегралланувчи бўлишининг зарурий шарти экани исбот-лансин.                                                                                                                                                                        
2. Айтайлик, ( )xf  ва ( )xg  функциялар [ ]ba,  да берилган ва 

чегараланган бўлиб, P  эса [ ]ba,  нинг ихтиёрий бўлаклаши бўлсин. Агар 
[ ]bax ,∈∀  да ( ) ( )xgxf ≤  бўлса, 

( ) ( )
( ) ( )pgSpfS

pgspfs

,,

,,

≤
≤

 

бўлиши исботлансин. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

33-маъруза 
Функциянинг интегралланувчилик  

мезони (критерийси) 
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10. Дарбу йиғиндиларининг хоссалари. )(xf  функция ],[ ba  

сегментда берилган ва чегараланган бўлиб, 
},,...,,,{ 1210 nn xxxxxP −=  

],[ ba  нинг бирор  бўлаклаши бўлсин. Равшанки, бу ҳолда )(xf  функциянинг  
Дарбу йиғиндилари  

,),(
1

0
∑

−

=
∆⋅=

n

k
kk xmPfs  

∑
−

=
∆⋅=

1

0

);(
n

k
kk xMPfS  

мавжуд бўлади, бунда 
,],[,)}(inf{ 1+∈= kkk xxxxfm  
,],[,)}(sup{ 1+∈= kkk xxxxfM  
1,...,2,1,0,1 −=−=∆ + nkxxx kkk . 

1) ],[ ba  сегментнинг ихтиёрий P  бўлаклашига нисбатан тузилган  
)(xf функциянинг Дарбу йиғиндилари учун 

)}({sup)();();()}({inf)(
],[],[

xfabPfSPfsxfab
baba

⋅−≤≤≤⋅−  

бўлади. 
◄ Бу муносабат 32-маърузадаги (3) тенгсизликлардан келиб чиқади. ► 
 Айтайлик, 

},,...,,,{ 1210 nn xxxxxP −=  
],[ ba  сегментнинг бирор бўлаклаши бўлсин. Бу бўлаклашнинг бўлувчи 

нуқталари ),...,2,1,0( nkxk =  қаторига янги бўлувчи нуқталарни қўшиб, 
],[ ba  сегментнинг бошқа P′  бўлаклашини ҳосил қиламиз. Уни PP ′⊂  каби 

белгилаймиз. 
2) ],[ ba  сегментининг ихтиёрий P  ва P′  бўлаклашлари )'( PP ⊂  

учун   
,);();( PfsPfs ′≤  

);();( PfSPfS ′≥  
муносабатлар ўринли бўлади. 

◄ ],[ ba  сегментнинг ихтиёрий  
},,...,,,{ 1210 nn xxxxxP −=  

бўлаклашини олайлик. Соддалик учун P′  бўлаклаш P  нинг барча бўлувчи 
нуқталари ҳамда қўшимча битта x′  нуқтадан юзага келган бўлсин. Бу x′  
нуқта kx  ҳамда 1+kx  нуқталар орасида жойлашсин: 

1+<′< kk xxx . 
Демак, 

},,...,,,,...,,,{ 11210 nnkk xxxxxxxxP −+′=′ . 
Бу бўлаклашларга нисбатан Дарбунинг қуйи йиғиндиларини ёзамиз: 

111100 ......);( −− ∆++∆++∆+∆= nnkk xmxmxmxmPfs  
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...);( 1100 +∆+∆=′ xmxmPfs  

[ ] ,...)()(... 11
1

1
1111

−−+ ∆⋅++−⋅+−⋅+ nnkkkk xmxxmxxm  
бунда, 

,],[,)}(inf{1 xxxxfm kk ′∈=  

],[,)}(inf{ 1
11

+′∈= kk xxxxfm . 

Энди kkkk mmmm ≥≥ 111 ,  бўлишини эътиборга олиб топамиз: 

−′−+−′=−′ + )()();();( 1
111 xxmxxmPfsPfs kkkk  

0)()( 1 =∆−′−+−′≥∆− + kkkkkkkk xmxxmxxmxm . 
Кейинги муносабатдан  

);();( PfsPfs ′≤  
бўлиши келиб чиқади. 

         Худди шунга ўхшаш, 
);();( PfSPfS ′≥  

бўлиши исботланади. ► 
3) ],[ ba  нинг ихтиёрий 1P  ва 2P  ∈1(P   ∈2P    ) бўлаклаш-ларга 

нисбатан Дарбу йиғиндилари учун  
);();( 21 PfSPfs ≤  

тенгсизлик ўринли бўлади. 
◄ 1P  ва 2P  бўлаклашларнинг барча бўлувчи нуқталари ёрдамида ],[ ba  

нинг P′  бўлаклашини ҳосил қиламиз. Равшанки, 
                              PPPP ′⊂′⊂ 21 ,     

бўлади.  
Юқорида келтирилган 1) ва 2)  хоссалардан фойдаланиб топамиз: 

);();();();( 21 PfSPfSPfsPfs ≤′≤′≤ . ► 
Натижа. ],[ ba  сегментда чегараланган ихтиёрий )(xf  функция учун  

∫∫
−−

≤
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  

бўлади. 
◄ Шартга кўра )(xf  функция ],[ ba  да чегараланган. Демак, 

∫ =
b

a P
Pfsdxxf )},;({sup)(  

∫ =
_

)};({inf)(

b

a
P

PfSdxxf  

интеграллар мавжуд. 
Юқоридаги 3) хосса ҳамда аниқ чегара таърифларидан 

∫∫
−−

≤
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  

бўлиши келиб чиқади. ►  
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20. Интегралланувчилик мезони  (критерийси). Энди ],[ ba  
сегментда берилган ва чегараланган  )(xf  функциянинг аниқ интегралининг 
мавжудлиги масаласини қараймиз. 

1-теорема. )(xf  функция ],[ ba  да интегралланувчи бўли-ши учун 
0>∀ε  сон олинганда ҳам ],[ ba  сегментнинг шундай P  бўлаклаши топилиб, 

унга нисбатан 
ε<− );();( PfsPfS  

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли. 
Бу теорема қуйидагича ҳам ифодаланиши мумкин: 

{ } εε <−∈∃>∀⇔∈ );();(:,0]),([)( PfsPfSPPbaRxf . 
◄ Зарурлиги. Айтайлик, ]),([)( baRxf ∈  бўлсин. Таърифга биноан 

∫∫∫ ==
−− b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  

бўлади. 
Ихтиёрий мусбат ε  сонни олайлик. Унда қуйи ва юқори 

интегралларнинг таърифларига кўра  

{ } ∫ <−∈∃
b

a

PfsdxxfPP ;
2

);()(: 11
ε

 

{ } ∫
−

<−∈∃
b

a

dxxfPfSPP
2

)();(: 22
ε

 

бўлади. 
Энди ],[ ba  сегментнинг 1P  ва 2P  бўлаклашларнинг барча бўлувчи 

нуқталаридан ],[ ba  нинг P  бўлаклашини ҳосил қиламиз. 
Равшанки, PPPP ⊂⊂ 21 ,  бўлади. Дарбу йиғиндиларининг 1) ва 2) 

хоссаларидан фойдаланиб P  бўлаклаш учун  

∫ <≤≤≤<−
b

a

PfSPfSPfsPfsdxxf );();();();(
2

)( 21
ε

 

∫ +<
_

2
)(

b

a

dxxf
ε

 

бўлишини топамиз. 
Кейинги муносабатлардан  

ε<− );();( PfsPfS  
бўлиши келиб чиқади. 

Етарлилиги. Айтайлик, 
{ } εε <−∈∃>∀ );();(:,0 PfsPfSPP  

бўлсин. Унда юқорида келтирилган натижага кўра  

∫∫ ≤ b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  
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бўлиб, 

);()()();( PfSdxxfdxxfPfs
b

a

b

a

≤≤≤ ∫∫  

бўлади. Бу тенгсизликлардан  

);();()()(0 PfsPfSdxxfdxxf
b

a

b

a
−≤−≤ ∫∫  

бўлиши келиб чиқади.                                                                                                      
Демак, 

εε <−≤>∀ ∫∫
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(0:0
_

 

Кейинги тенгсизликдан топамиз: 

∫ ∫=
b

a

b

a
dxxfdxxf )()( . 

Демак, ]),([)( baRxf ∈  ►    
(Аниқ интегралнинг мавжудлиги ҳақидаги теоремани қуйида-гича ҳам айтса 
бўлади: 

( )xf  функция [ ]ba,  да интегралланувчи бўлиши учун 0>∀ε  
олинганда ҳам шундай 0>δ  сон топилиб, [ ]ba,  сегментни диаметри δλ <p  

бўлган ҳар қандай P  бўлаклашга нисбатан 
( ) ( ) ε<− pfspfS ;;  

тенгсизликни бажарилиши зарур ва етарли) 
Аввалгидек )(xf  функциянинг )1,...,2,1,0(],[ 1 −=+ nkxx kk  ора-лиқдаги 

тебранишини  kω  орқали белгилаймиз. 
У ҳолда  

∑ ∑
−

=

−

=
∆=∆⋅−=−

1

0

1

0

)();();(
n

k

n

k
kkkkk xxmMPfsPfS ω  

бўлиб, 1-теорема қуйидагича ифодаланади: 
)(xf  функция  ],[ ba  да интегралланувчи бўлиши учун 0>∀ε  сон 

олинганда ҳам ],[ ba  сегментнинг шундай P  бўлаклаши топилиб, унга 
нисбатан 

∑
−

=
<∆⋅

1

0

n

k
kk x εω  

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли. 
Демак, 

{ } ∑
−

=
<∆⋅∈∃∈∀⇔∈

1

0

:,0]),([)(
n

k
kk xPPbaRxf εωε  

 
 

Машқлар 
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1. ],[ ba  сегментнинг ихтиёрий бўлаклаши учун  

,)();();)(( abPfsPxfs −+=+ βαβα  
)();();)(( abPfSPxfS −+=+ βαβα  

бўлиши исботлансин, бунда   R∈βα ,  
2. Агар ( ) [ ]baCxf ,∈  бўлса, у ҳолда [ ]ba,  нинг ихтиёрий бўлаклаши 

учун Дарбунинг қуйи ва юқори йиғиндилари ( )xf  функциянинг интеграл 
йиғиндилари бўлиши исботлансин. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

34-маъруза 
Интегралланувчи функциялар синфи 

 
10. Узлуксиз функцияларнинг интегралланувчилиги.    Айтайлик, 

)(xf  фукция ],[ ba  оралиқда аниқланган бўлсин. 
1-теорема. Агар )(xf  фукция ],[ ba  да узлуксиз бўлса, у шу ],[ ba  да 

интегралланувчи, яъни 
]),([],[ baRbaC ⊂  

бўлади. 
◄ Модомики, ],[)( baCxf ∈  экан, у Кантор теоремасига кўра ],[ ba  

оралиқда текис узлуксиз бўлади. Кантор теоремасининг натижасига кўра, 
0>∀ε  олинганда ҳам шундай 0>δ  сон топиладики, ],[ ba  оралиқни 

узунликлари δ  дан кичик бўлган  бўлакларга ажралганда ҳар бир бўлакдаги 
фукциянинг тебраниши  

ab −
< εωκ  

бўлади. Унда ],[ ba  оралиқни диаметри δλ <P  бўлган ҳар қандай P  
бўлаклашда 

                  εεω =∆∑
−

<∆∑=−
−

=

−

=
k

n

k
kk

n

k
x

ab
xPfsPfS

1

0

1

0
);();(  

бўлади. Демак, ]),([)( baRxf ∈ . ► 
20. Монотон  фукцияларнинг интегралланувчилиги. 
2-теорема. Агар )(xf  фукция ],[ ba сегметда чегаралан-ган ва 

монотон бўлса, у шу сегментда интегралланувчи бўлади. 
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◄ Айтайлик, )(xf  фукция ],[ ba  сегментда ўсувчи бўлиб, )()( bfaf <  
бўлсин. 

0>∀ε  сонни олиб, унга кўра  0>δ  ни 

                       
)()( afbf −

= εδ  

деймиз. 
 У холда ],[ ba  сегментнинг диаметри δλ <P  бўлган ихтиёрий P  

бўлаклаш учун 

( ) [ ] ≤∆⋅−∑=∆⋅−∑=− +

−

=

−

=
kkk

n

k
kkk

n

k
xxfxfxmMPfsPfS )()();();( 1

1

0

1

0
 

[ ] =−∑≤ +

−

=
)()( 1

1

0
kk

n

k
P xfxfλ [ ] [ ] εελ =−⋅

−
<−⋅ )()(

)((
)()( afbf

afbf
afbfP  

бўлади. Демак, ]),([)( baRxf ∈ . ►   
 

30. Узиладиган фукцияларнинг интегралланувчилиги. 
3-теорема. Агар )(xf  фукция ],[ ba  сегментда чегаралан-ган ва шу 

сегментнинг чекли сондаги нуқталарида узилишга эга бўлиб, қолган барча 
нуқталарда узлуксиз бўлса, фукция ],[ ba  да интегралланувчи бўлади. 

 ◄ )(xf  фукция ],[ ba  да чегараланган бўлсин. Демак, 

)0()(:],[, >≤∈∀∈∃ CCxfbaxRС  

бўлади. 
Соддалик учун, )(xf  функция ],[ ba  сегментнинг фақат битта 

]),[( baxx ∈∗∗  нуқтасида узилишга эга бўлиб, қолган барча нуқталарда 
узлуксиз бўлсин. 0>∀ε  сонни олиб, унга кўра 0>δ  сонни 

                                          
C16

εδ =   

деймиз. 
∗x  нуқтанинг δ  атрофи ),( δδ +− ∗∗ xx  ни олиб, ушбу 

),(\],[ δδ +− ∗∗ xxba  
тўпламни қараймиз. Бу тўпламда )(xf  функция узлуксиз бўлиб, Кантор 
теоремасига биноан у текис узлуксиз бўлади. У ҳолда шундай 0>γ  сон 
топиладики, 

[ ]δ−∈′′′∀ ∗xaxx ,, ,     [ ]( )bxxx ,, δ+∈′′′∀ ∗  
лар учун γ<′′−′ xx  бўлишидан 

)(2
)()(

ab
xfxf

−
<′′−′ ε

 

бўлиши келиб чиқади. 
Энди ],[ ba  сегментни диаметри ),min( γδλ <P  бўлган ихтиёрий P  

бўлаклашини олиб, унга нисбатан 



 207 

kk

n

k
x∆⋅∑

−

=
ω

1

0
                              (1) 

йиғиндини тузамиз. 
Бу йиғиндининг ҳар бир ҳадида ],[ 1+kk xx  )1,,2,1,0( −= nk Κ  

оралиқларнинг узунликлари kx∆  лар қатнашади. 
(1) йиғиндининг ушбу 

0),(],[ 1 /=+− ∗∗
+ δδ xxxx kk Ι  

муносабат бажариладиган ],[ 1+kk xx  га мос ҳадларидан тузилган йиғиндини 
                                       kk

k
x∆⋅Σ′ ω  

билан, қолган барча ҳадлардан (бундай ҳадлар учун 
                              0),(],[ 1 /≠+− ∗∗

+ δδ xxxx kk Ι  
                   ёки  
                              0}{],[ 1 /≠−∗

+ δxxx kk Ι  
                   ёки 
                              0}{],[ 1 /≠+∗

+ δxxx kk Ι  
бўлади) ташкил топган йиғиндини  

                                 kk
k

x∆⋅∑ ω"  

билан белгилаймиз. 
Натижада  

kk
k

kk
k

n

k
kk xxx ∆⋅+∆⋅=∆⋅ ∑∑∑

−

=
ωωω "'

1

0

 

бўлиб, тенгликнинг ўнг томондаги қўшилувчилар учун 

            
2

)(
)(2

'
)(2

'
εεεω =−⋅

−
≤∆⋅⋅

−
≤∆⋅ ∑∑ ab

ab
x

ab
x k

k
kk

k

,   

               
216

842"2"
εεδω =⋅=⋅⋅≤∆⋅⋅≤∆⋅ ∑∑ ССxСx k

k
kk

k

 

бўлади. Демак,  

.
22

1

0
εεεω =+<∆⋅∑

−

=
kk

n

k
x  

Бу эса )(xf  фукциянинг ],[ ba  да интегралланувчи экани-ни билдиради. 
► 

 
 

Машқлар 
 

1. Айтайлик, 








=

≤<
=

0    агар,0

10   агар,
1

sin
)(

x

x
xxf  
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бўлсин. ])1,0([)( Rxf ∈  бўлиши исботлансин. 
2. ( )xfy =  функция [ ]ba,  да интегралланувчи бўлиб, унинг 

қийматлари [ ]dc,  га тегишли бўлсин. Агар ( )yΦ  функция [ ]dc,  да узлуксиз 
бўлса, у ҳолда мураккаб функция ( )( )xfϕ  нинг [ ]ba,  да интегралланувчи 
бўлиши исботлансин. 

 
 
 
 
 

35-маъруза  
Аниқ интегралларнинг хоссалари          

 
10. Интегралнинг чизиқлилик ҳамда аддитивлик хоссалари. 
1-хосса. Агар ]),([)( baRxf ∈  ва RC ∈  бўлса, у ҳолда 

]),([))(( baRxfC ∈⋅  бўлиб, 

∫∫ =⋅
b

a

b

a

dxxfCdxxfC )()(  

бўлади. 
◄ ]),([)( baRxf ∈  ва RC ∈  бўлсин. Аниқ интеграл таърифига кўра 

∫=
→

b

a
k dxxfPf

P

)(),,(lim
0

ξσ
λ

 

бўлади. 
Равшанки,  

( ),;;));;(( kk PfCPxfC ξσξσ =⋅  
).,,(lim));;((lim

00
kk PfCPxfC

PP

ξσξσ
λλ →→

⋅=⋅  

Демак,              
]),([))(( baRxfC ∈⋅  

ва  

∫∫ =⋅
b

a

b

a

dxxfCdxxfC )()( .► 

2-хосса. Агар 
]),([)( baRxf ∈ , ]),([)( baRxg ∈  

бўлса, у ҳолда 
]),([))()(( baRxgxf ∈+  

бўлиб, 

∫ ∫∫ +=+
b

a

b

а

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()())()((  

бўлади (аддитивлик ҳоссаси) 
◄ Аниқ интеграл таърифига кўра 
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,)(),,(lim
0

∫=
→

b

a
k dxxfPf

P

ξσ
λ

 

∫=
→

b

a
k dxxgPf

P

)(),,(lim
0

ξσ
λ

 

бўлади. 
 
Равшанки, 
 

),,(),,(),,( kkk PgPfPgf ξσξσξσ +=+ . 
Лимитга эга бўлган фукциялар ҳақида теоремадан фойдаланиб, 

( ) ( )( ) ]),([ baRxgxf ∈+  ва 

∫ ∫∫ +=+
b

a

b

а

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()())()((  

бўлишини топамиз. ► 
3-хосса.Агар 

]),([)( сaRxf ∈ , ]),([)( bсRxf ∈  
бўлса, у ҳолда  

]),([)( baRxf ∈  
бўлиб, 

∫ ∫∫ +=
c

a

b

c

b

a

dxxgdxxfdxxf )()()(  

бўлади. 
◄ Айтайлик, bca <<  бўлиб, ]),([)( сaRxf ∈  ва ]),([)( bсRxf ∈  бўлсин. 

У ҳолда 0>∀ε  сон олинганда ҳам ],[ ca  оралиқнинг 11
δλ <P  бўлган 1P  

бўлаклаши топиладики  

2
);();( 11

ε<− PfsPfS ,                    (1) 

шунингдек ],[ bc  оралиқнинг 22
δλ <P  бўлган 2P  бўлаклаши топиладики,                                                                                                                           

2
);();( 22

ε<− PfsPfS  

бўлади. 
Энди ],[ ba  оралиқнинг диаметри ),min( 213

δδδλ =<P  бўлган ихтиёрий 3P  

бўлаклашини оламиз. Бу 3P  бўлаклашнинг бўлувчи нуқталари қаторига с  

нуқтани қўшиб ],[ ba  нинг янги P  бўлаклашини ҳосил қиламиз. Унга 

нисбатан )(xf  фукция-нинг Дарбу йиғиндилари 
);(),;( PfsPfS  

бўлсин. 
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P  бўлаклашнинг ],[ сa  ва ],[ bc  даги бўлувчи нуқталари мос равишда 

уларнинг ′
1P  ҳамда ′

2P  бўлаклашларини юзага келтиради. Равшанки, бу ′
1P  

ва ′
2P  бўлаклашларга нисбатан қуйидаги тенгсизликлар ўринли бўлади: 

2
);();( 11

ε<′−′ PfsPfS , 

2
);();( 22

ε<′−′ PfsPfS . 

Айни пайтда, 

);();();( 21
′+′= PfSPfSPfS , 

);();();( 21
′+′= PfsPfsPfs  

бўлади. Бу муносабатлардан 

( )
( ) εεε =+<′−′+

+′−′=−

22
);();(

);();();();(

22

11

PfsPfS

PfsPfSPfsPfS
 

бўлиши келиб чиқади. Демак, ]),([)( baRxf ∈ . 
)(xf  фукциянинг ],[],,[],,[ bccaba  оралиқлар бўйича P  бўлаклашга 

нисбатан интеграл йиғиндилари 

[ ] [ ] [ ] kk
bc

kk
ca

kk
ba

xfxfxf ∆⋅∑∆⋅∑∆⋅∑ )()()(
,

,
,

,
,

ξξξ  

бўлиб, 

[ ] [ ] [ ] kk
bc

kk
ca

kk
ba

xfxfxf ∆⋅∑+∆⋅∑=∆⋅∑ )()()(
,,,

ξξξ  

бўлади. Интеграл таърифидан фойдаланиб топамиз: 

∫ ∫∫ +=
c

a

b

c

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( . 

Шунга ўхшаш cbabac <<<< ,  бўлган ҳолларда ҳам хоссанинг ўринли 
бўлиши исботланади.► 

4-хосса. Агар ]),([)( baRxf ∈ , ]),([)( baRxg ∈  бўлса, у ҳолда 
]),([)()( baRxgxf ∈⋅  бўлади. 

◄ Модомики, )(xf  ва )(xg  фукциялар ],[ ba  да интеграл-ланувчи экан, 
унда 

]),[,)(sup(
2

);();( baxxfМ
М

PfsPfS ∈=′
′

<− ε
 

]),[,)(sup(
2

);();( baxxgМ
М

PgsPgS ∈=<− ε
 

бўлади. 
Айтайлик, ],[ bax ∈∀  да 0)(,0)( ≥≥ xqxf  бўлсин. У ҳолда 

];[ 1+∈∀ kk xxx  учун 
);(sup,)(inf,)(0 xfMxfmMxfm kkkk =′=′≤≤≤  
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)(sup,)(inf,)(0 xgMxgmMxgm kkkk ==′≤≤′≤  
бўлиб, улардан  

,)()(0 kkkk MMxgxfmm ′⋅≤⋅≤′⋅≤  
бўлиши келиб чиқади. Айни пайтда,  

{ } { })()(sup,)()(inf 00 xgxfMxgxfm kk ⋅=⋅=  
лар учун 

kkkkkk MMMmmm ′⋅≤≤≤′⋅ 00  
бўлиб, 

)()(

00

kkkkkk

kkkkkk

mMmmMM

mmMMmM

′−′+−′=
=′⋅−′⋅≤−

 

бўлади. 
Энди kk MMMM ′≥′≥ ,  эканини этиборга олиб, топамиз; 

( )
( ) ( )

( ) ( )

.
22

);();();();(

);();(

1

0

1

0

00
1

0

εεε <⋅+
′

′<

<−′+−′=

=′−′∑⋅+∆⋅−∑⋅′≤

≤−∑=⋅−⋅

−

=

−

=

−

=

M
M

M
M

PgsPgSMPfsPfSM

mMMxmMM

mMPgfsPgfS

kk

n

k
kkk

n

k

kk

n

k

 

Демак, бу ҳолда ]),([)()( baRxgxf ∈⋅  . 
Айтайлик, )(xf  ва )(xg  фукциялар ],[ ba  да ихтиёрий интегралланувчи 

фукциялар бўлсин. 
Равшанки, [ ]bax ,∈∀  да  

0)()(inf)( ≥−=− mxfxfxf , 
0)()(inf)( ≥′−=− mxgxgxg  

бўлади. 
Энди )()( xgxf ⋅  фукцияни қуйидагича ёзиб оламиз: 

( )( ) .)()()()()()( mmxfmxmgmxgmxfxgxf ′−′++′−−=⋅  
Бу тенгликнинг ўнг томонидаги ҳар бир қўшилувчи ],[ ba  да 

интегралланувчи бўлганлиги сабабли )()( xgxf ⋅  ҳам ],[ ba  да 
интегралланувчи бўлади. ► 

Натижа. Агар  ]),([)( baRxf ∈  бўлса, у ҳолда ]),([)]([ baRxf n ∈   
бўлади, бунда Nn ∈ . 

20. Интегралнинг тенгсизликлар билан боғланган хоссалари. 
1-хосса. Агар ]),([)( baRxf ∈  бўлиб, ],[ bax ∈∀  да 0)( ≥xf  бўлса, у 

ҳолда 

0)( ≥∫
b

a

dxxf  
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бўлади. 
◄ Интегралнинг таърифига кўра 

0→Pλ  да ∫→∆⋅∑
−

=

b

a
kk

n

k
dxxfxf )()(

1

0
ξ  

бўлади. У ҳолда, ],[ bax ∈∀  да 0)( ≥xf  бўлишидан 

0)(
1

0
≥∆⋅∑

−

=
kk

n

k
xf ξ  

бўлиб, ундан 

0)( ≥∫
b

a

dxxf  

бўлиши келиб чиқади. ► 
1-натижа. Агар ]),([)( baRxf ∈ , ]),([)( baRxg ∈  бўлиб,  ],[ bax ∈∀   да  

)()( xgxf ≤   бўлса, у ҳолда  

∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(  

бўлади. 
◄ Равшанки, 

]),([))()((]),([)(,]),([)( baRxfxgbaRxgbaRxf ∈−⇒∈∈  
бўлиб, 

∫∫

∫ ∫∫

≤⇒≥

≥−⇒≥−⇒≥−

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxf

dxxfdxxgdxxfxgxfxg

)()(0

)()(0))()((0)()(

 

 
бўлади. ► 

2-натижа. Агар [ ]( )baRxf ,)( ∈ , ]),([)( baRxg ∈  бўлса, у ҳолда 

dxxgdxxfdxxgxf
b

a

b

a

b

a
∫∫∫ ⋅≤ )()()()( 22                 (2) 

бўлади. 
◄ Ихтиёрий R∈α  учун 

( )∫ ≥⋅−
b

a

dxxgxf 0)()( 2α  

бўлиб, 

0)()()(2)( 222 ≥+− ∫∫∫
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxgxfdxxg αα  

бўлади. Квадрат учҳаднинг дискриминанти мусбат бўлмаган-лиги сабабли  

,0)()()()( 22

2

∫∫∫ ≤⋅−






 b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf  
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яъни,  

∫∫∫ ⋅≤
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 22  

бўлади. ► 
(2) тенгсизлик Коши-Буняковский тенгсизлиги дейи-лади. 
2-хосса. Агар ]),([)( baRxf ∈  бўлса,  ]),([)( baRxf ∈  бўлиб, 

dxxfdxxf
b

a

b

a
∫∫ ≤ )()(  

бўлади. 
◄ ]),([)( baRxf ∈  бўлсин. Интегралланувчилик мезонига кўра, 0>∀ε  

олинганда ҳам ],[ ba  сегментнинг шундай P  бўлаклаши топиладики, унга 
нисбатан  

∑
−

=
<∆=−

1

0

);();(
n

k
kk xPfsPfS εω  

бўлади, бунда )(xfk −ω  функциянинг ],[ 1+kk xx  даги тебраниши. 
Равшанки, ],[",' baxx ∈∀  учун  

)"()'()"()'( xfxfxfxf −≤−  

бўлиб, ундан  
)"()'(sup)"()'(sup xfxfxfxf −≤−  

бўлиши келиб чиқади. 
Демак, 

kk ωω ≤'  

бўлади, бунда )(' xfk −ω  функциянинг ],[ 1+kk xx  даги тебраниши. Шуларни 

эътиборга олиб, 

∑ ∑
−

=

−

=
<∆⋅≤∆⋅=−

1

0

1

0

');();(
n

k

n

k
kkkk xxPfsPfS εωω  

бўлишини топамиз. Демак, ]),([)( baRxf ∈ . 

)(xf  ва )(xf  функцияларнинг интеграл йиғиндилари учун  

∑∑
−

=

−

=
∆⋅≤∆

1

0

1

0

)()(
n

k
kk

n

k
kk xfxf ξξ , 

бўлиб, 0→pλ  да лимитга ўтиш натижасида  

∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  

бўлиши келиб чиқади.►  
30. Ўрта қиймат ҳақидаги теоремалар. Айтайлик, )(xf  функция 

],[ ba  да берилган ва чегараланган бўлсин. У ҳолда 
]),[()}(sup{,)}(inf{ baxxfMxfm ∈==  мавжуд ва  ],[ bax ∈∀  учун 
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                                  Mxfm ≤≤ )(  
тенгсизликлар ўринли бўлади. 

 1-теорема. Агар ( ) ]),([ baRxf ∈  бўлса, у ҳолда шундай ўзгармас 
)( Mm ≤≤ µµ  сон мавжудки,  

∫ −⋅=
b

a

abdxxf )()( µ  

бўлади. 
◄ Равшанки, 

⇒≤≤⇒≤≤ ∫ ∫ ∫
b

a

b

a

b

a

MdxdxxfmdxMxfm )()(  

)()()( abMdxxfabm
b

a

−≤≤−⇒ ∫ . 

Кейинги тенгсизликлардан 

M
ab

dxxf

m

b

a ≤
−

≤
∫ )(

 

бўлиши келиб чиқади. 
Агар 
 

ab

dxxf
b

a

−
=
∫ )(

µ  

дейилса, ундан 

∫ −⋅=
b

a

abdxxf )()( µ  

бўлишини топамиз.   ► 
3-натижа. Агар ],[)( baCxf ∈  бўлса, у ҳолда шундай ],[ ba∈θ  

топиладики, 

∫ −⋅=
b

a

abfdxxf )()()( θ  

бўлади. 
◄ Бу тасдиқ юқоридаги теорема ва узлуксиз функция-нинг хоссасидан 

келиб чиқади.► 
2-теорема. Агар ]),([)(]),,([)( baRxgbaRxf ∈∈  бўлиб, ],[ ba  да )(xg  

функция ўз ишорасини ўзгартирмаса, у ҳолда шундай ўзгармас  
)( Mm ≤≤ µµ  сон мавжудки, 

∫ ∫=
b

a

b

a

dxxgdxxgxf )()()( µ                        (3) 

бўлади. 
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◄ Айтайлик, ],[ bax ∈∀  да  0)( ≥xg  бўлсин. Унда равшанки,            
( ) ( ) )()()( xMgxgxfxmgMxfm ≤⋅≤⇒≤≤  

бўлади. 
Бу муносабатдан ҳамда аниқ интеграл хоссаларидан фойдаланиб 

топамиз: 

∫ ∫∫ ≤≤
b

a

b

a

b

a

dxxgMdxxgxfdxxgm )()()()( . 

а)  ∫ =
b

a

dxxg 0)(  бўлсин. У ҳолда 

∫ =
b

a

dxxgxf 0)()(  

бўлиб, ихтиёрий  )( Mm ≤≤ µµ  да  (3)  ўринли бўлади. 

б)  ∫ >
b

a

dxxg 0)(  бўлсин. У ҳолда 

M

dxxg

dxxgxf

m
b

a

b

a ≤≤

∫

∫

)(

)()(

 

бўлиб, 

∫

∫
=

b

a

b

a

dxxg

dxxgxf

)(

)()(

µ  

дейилса, ундан 

∫ ∫=
b

a

b

a

dxxgdxxgxf )()()( µ  

бўлиши келиб чиқади. ► 
4-натижа. Агар ],[)( baCxf ∈  бўлиб, ]),([)( baRxg ∈  ва )(xg  функция 

],[ ba  да ўз ишорасини ўзгартирмаса, у ҳолда шундай  ],[ ba∈θ  топиладики, 

∫ ∫=
b

a

b

a

dxxgfdxxgxf )()()()( θ  

бўлади. 
 
 

Машқлар 
   
1. Ушбу 
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8

6
cos1

4

2

4

2 ⋅≤+≤ ∫
ππ

π

π
dxx  

тенгсизлик исботлансин. 
2. Ушбу  

                 ∫ −=
b

a

abdx
x

x
 

тенглик исботлансин. 
3. ( ) ( )( )∞+∞−∈ ,Cxf  бўлиб, у ( )0≠TT  даврли функция бўлсин. У 

ҳолда Ra ∈∀  учун 

∫ ∫
+

=
Ta

a

T

dxxfdxxf
0

)()(  

бўлиши исботлансин. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

36-маъруза 
Чегаралари ўзгарувчи бўлган аниқ интеграллар 

 
10. Баъзи маълумотлар. Қуйидагиларни таъриф ҳамда келишув 

сифатида қараймиз: 
   1) Ихтиёрий )(xf  функция учун 

∫ =
a

a

dxxf 0)( . 

   2) ]),([)( baRxf ∈  ва  ba <  бўлганда 

∫ ∫−=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(  

бўлади. 
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1-теорема. Агар ]),([)( baRxf ∈  бўлса, у ҳолда ихтиёрий ],[],[ ba⊂βα  
учун ]),([)( βαRxf ∈  бўлади. 

◄ ]),([)( baRxf ∈  бўлиб,  ],[],[ ba⊂βα  бўлсин. Интегралланув-чилик 
мезонига кўра, 0>∀ε  сон олинганда ҳам ],[ ba  оралиқ-нинг шундай P  
бўлаклаши топиладики, унга нисбатан 

ε<− );();( PfsPfS  
бўлади. 
P  бўлаклашнинг бўлувчи нуқталари  nn xxxxx ,,...,,, 1210 −  қатори- га α  ва β  
нуқталарни қўшиб, ],[ ba  оралиқнинг янги P′  бўлаклашини ҳосил қиламиз. 
Равшанки,  PP ′⊂  бўлади. 

Дарбу йиғиндиларининг хоссасига кўра 
);();( PfsPfs ′≤ , 
);();( PfSPfS ′≥  

бўлиб, 
ε<′−′ );();( PfsPfS  

бўлади. 
P′  бўлаклашнинг ],[ βα  даги бўлувчи нуқталарини шу оралиқнинг 

бўлувчи нуқталари сифатида қараб, [ ]βα ,  оралиқ-нинг 1P  бўлаклашни ҳосил 
қиламиз. Бу бўлаклашга нисбатан )(xf  функциянинг Дарбу йиғиндиларини 
тузамиз: 

);(,);( 11 PfsPfS  
Натижада 

( ) ( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( )
[ ]
∑

∑

∆−=−

∆−=−

βα ,
11

,

//

;;

,;;

kkk

ba
kkk

xmMpfspfS

xmMpfspfS

 

бўлиб, улардан 
);();();();( 11 PfsPfSPfsPfS ′−′≤−  

бўлиши келиб чиқади. Демак, 
ε<− );();( 11 PfsPfS  

бўлади. Бу эса  ]),([)( βαRxf ∈  эканини билдиради. ► 
20. Чегаралари ўзгарувчи аниқ интеграллар. Айтайлик, 

]),([)( baRxf ∈  бўлсин. У ҳолда юқорида келтирилган теоремага кўра 
]),([)( xaRxf ∈ , bxa ≤≤  бўлиб, функциянинг ],[ xa  оралиқ бўйича аниқ 

интеграли x  га боғлиқ бўлади: 

)0)(,],[()()( =∈= ∫ aFbaxdttfxF
x

a

 

2-теорема. Агар  ]),([)( baRxf ∈  бўлса, ],[)( baCxF ∈  бўлади. 
◄ ]),([)( baRxf ∈  бўлсин. ],[ ba  оралиқдан ихтиёрий '',' xx  нуқталарни 

олиб, 
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)"()'( xFxF −  
айирмани қараймиз. Равшанки,  

∫ ∫ ∫=−=−
' " '

"

)()()()"()'(
x

a

x

a

x

x

dttfdttfdttfxFxF . 

Бу тенгликдан топамиз:                                        

∫∫ ≤≤=−
'

"

'

"

)()()"()'(
x

x

x

x

dttfdttfxFxF  

"')(sup)(sup
],[

'

"],[
xxtfdttf

ba

x

xba
−⋅=⋅≤ ∫ . 

Демак, 0>∀ε  га кўра, 
)(sup

],[
tf

ba

εδ =   дейилса, у ҳолда δ<− "' xx   

тенгсизликни қаноатлантирувчи ],[",' baxx ∈∀  учун  

εε

δ

=⋅=

=⋅<−⋅=−

)(sup
)(sup

)(sup"')(sup)"()'(

],[
],[

],[],[

tf
tf

tfxxtfxFxF

ba
ba

baba

 

бўлади. Бу эса  )(xF  функциянинг ],[ ba  да узлуксиз бўлишини билдиради. 
Демак,  ],[)( baCxF ∈ . ► 

3-теорема. Агар ],[)( baCxf ∈  бўлса, у ҳолда  )(xF  функция ],[ ba  да 
ҳосилага эга бўлиб,  

                                    )()( xfxF =′  
бўлади. 

◄ Айтайлик, ],[)( baCxf ∈  бўлиб, ],[,],[ baxxbax ∈∆+∈  бўл-син. 
Аниқ интегралнинг хоссаларидан фойдаланиб топамиз: 

( ) ∫∫∫
∆+∆+

∆
=








−

∆
=

∆
−∆+ xx

x

x

a

xx

a

dttf
x

dttfdttf
xx

xFxxF
)(

1
)(

1)()(
. 

Ўрта қиймат ҳақидаги теоремадан фойдаланиб, ушбу 

)10()(
)()( <<∆⋅+=

∆
−∆+ θθ xxf

x

xFxxF
 

тенгликка келамиз. 
Кейинги тенгликда, 0→∆x  да лимитга ўтиб 
                                    )()( xfxF =′  

бўлишини топамиз. ► 
Натижа. Агар ],[)( baCxf ∈  бўлса, у ҳолда )(xf  функция бошланғич 

функцияга эга бўлади. 
◄ Бу тасдиқ юқоридаги 3-теоремадан келиб чиқади. Бунда  )(xf  

функциянинг  бошланғич функцияси 
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∫=
x

a

dttfxF )()(  

бўлади. ► 
Фараз қилайлик, ]),([)( baRxf ∈  бўлсин. У ҳолда 

]),,([)( bxRxf ∈ bxa ≤≤  бўлиб, функциянинг ],[ bx  оралиқ бўйича аниқ 
интеграли x  га боғлиқ бўлади: 

)0)(,],[()()( =∈= ∫ bФbaxdttfxФ
b

x

. 

Аниқ интеграл хоссасидан фойдаланиб топамиз: 

∫ ∫ ∫ ∈+=+=
b

a

x

a

b

x

baxxФxFdttfdttfdxxf ]),[()()()()()( . 

Бу тенгликдан  

∫ −=
b

a

xFdxxfxФ )()()(  

бўлиши келиб чиқади. 
Кейинги тенглик, )(xФ  функциянинг хоссаларини )(xf  ҳамда )(xF  

функцияларнинг хоссалари орқали ўрганиш мумкинлигини  кўрсатади. 
Жумладан, ],[)( baCxf ∈  бўлса, у ҳолда  

)()( xfxФ −=′  
бўлади. 
 

◄ Ҳақиқатан ҳам 

)()()()()()( xfxFxFdttfdttfxФ
b

a

b

x

−=′−=
′









−=

′









=′ ∫∫  ► 

 
Машқлар 

 
1.  Агар 

               ∫
−

−∈=
x

xdxxxF
1

]1,1[,sin)(  

бўлса, у ҳолда  )(xF  функциянинг 0=x  нуқтада ҳосиласи мавжуд эмаслиги 
исботлансин. 

2. Ушбу лимит  

dt
t

tt

x

x

x
∫ ++∞→
0 1

arctg1
lim  

ҳисоблансин. 
(Кўрсатма, Лопиталь қоидасидан фойдаланинг) 
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37-маъруза  
Аниқ интегралларни ҳисоблаш 

 
10. Аниқ интегралларни таърифга кўра ҳисоблаш. Айтайлик, 

]),([)( baRxf ∈  бўлсин. Унда интеграл таърифига кўра 

∑ ∫
−

=→
=∆

1

00
)()(lim

n

k

b

a
kk dxxfxf

P

ξ
λ

 

бўлади. 
1-Мисол. Ушбу  

∫
b

a

dxxsin  

интеграл ҳисоблансин. 
◄ Равшанки, ],[sin)( baCxxf ∈= . Демак, ]),([)( baRxf ∈ . ],[ ba  

оралиқни ушбу  
bnakaaaa nnnn =++++ αααα ,...,,...,2,,  

нуқталар ёрдамида, бунда ,
n

ab
n

−=α n  та тенг бўлакка бўлиб, ҳар бир  

)1,...,2,1,0(])1(,[ −=+++ nkkaka nn αα  
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бўлакда kξ  нуқтани қуйидагича  
)1,...,2,1,0()1( −=++= nkka nk αξ  

танлаймиз. У ҳолда xxf sin)( = функциянинг интеграл йиғиндиси 
қуйидагича  

∑∑
−

=

−

=
++=⋅++=

1

0

1

0

))1(sin())1(sin(
n

k
nn

n

k
nn kaka αααασ  

кўринишга эга бўлади.  
Маълумки,  

=++=++ ))1(sin(
2

sin2

2
sin2

1
))1(sin( n

n

n
n kaka αα

αα  






 ++−++= ))
2

3
(cos())

2

1
(cos(

2
sin2

1
nn

n

kaka ααα  

бўлади. 
Натижада интеграл йиғинди учун ушбу 

))
2

1
cos()

2

1
(cos(

2
sin

2

))
2

3
(cos())

2

1
(cos(

2
sin2

1

0

nn
n

n

n

k
nn

n

n

ba

kaka

ααα

α

ααα
ασ

+−+=

=




 ++−++= ∑
−

=

 

тенгликка келамиз. 
Кейинги тенгликда 0→=∆= nkP x αλ  да лимитга ўтиб топамиз: 

baxdx
b

a

coscossin −=∫ . ► 

20. Ньютон-Лейбниц формуласи. Айтайлик, )(xf  функ-ция ],[ ba  
сегментда берилган ва шу сегментда узлуксиз бўлсин. У ҳолда )(xf  
бошланғич функция 

∫=
x

a

dttfxF )()(  

га эга бўлади. 
Равшанки, )(хΦ  функция )(xf  нинг ихтиёрий бошланғич функцияси 

бўлса, у ҳолда 
CxFxФ += )()(         )( constC =  

бўлади. 
Бу тенгликда, аввал  ax =  деб 

СаФ =)( , 
сўнгра bx =  деб 
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∫ +=
b

a

CdxxfbФ )()(  

бўлишини топамиз. Демак, 

                  ∫ −=
b

a

аФbФdxxf ).()()(                  (1) 

(1) формула Ньютон-Лейбниц формуласи дейилади. 

Одатда,  )()( aФbФ −  айирма 
b

a
xФ )(  каби ёзилади. Демак, 

)()()()( aФbФxФdxxf
b

a

b

a
−==∫ . 

Масалан, 

a

b
abxdx

x

b

a

b

a
lnlnlnln

1 =−==∫ .      )0,0( >> ba  

30. Ўзгарувчиларини алмаштириш формуласи. Фараз қилайлик, 
],[)( baCxf ∈  бўлсин. Равшанки, бу ҳолда 

∫
b

a

dxxf )(  

интеграл мавжуд бўлади. 
Айни пайтда, бу функция ],[ ba  да бошланғич )(xФ  функцияга эга 

бўлиб, 

∫ −=
b

a

aФbФdxxf )()()(  

бўлади. 
Айтайлик, аниқ интегралда x  ўзгарувчи ушбу 

)(tx ϕ=  
формула билан алмаштирилган бўлиб, бунда )(tϕ  функция қуйидаги 
шартларни бажарсин: 

1) ],[)( βαϕ Ct ∈  бўлиб, )(tϕ  функциянинг барча қиймат-лари ],[ ba  га 
тегишли; 

2) ,)( a=αϕ   b=)(βϕ ; 
3) )(tϕ  функция ],[ βα  да узлуксиз )(tϕ ′  ҳосилага эга  бўлсин. 
У ҳолда  

∫ ∫ ′⋅=
b

a

dtttfdxxf
β

α
ϕϕ )())(()(                    (2)  

бўлади. 
◄ Равшанки, ))(( tФ ϕ  мураккаб функция ],[ βα  сегментда узлуксиз 

бўлиб, 
)())(()))((( ttФtФ ϕϕϕ ′⋅′=′  

бўлади. 
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Агар )()( xfxФ =′ эканини эътиборга олсак, унда 
)())(()))((( ttftФ ϕϕϕ ′⋅=′  

бўлишини топамиз. Бу эса ))(( tФ ϕ  функция ],[ βα  да )())(( ttf ϕϕ ′⋅  
функциянинг бошланғич функцияси эканини билдиради. Ньютон-Лейбниц 
формуласига кўра 

∫ −=−=′⋅
β

α
αϕβϕϕϕ )()())(())(()())(( aФbФФФdtttf        (3 ) 

бўлади. 
(2) ва (3) муносабатлардан 

∫ ∫ ⋅=
b

a

dtttfdxxf
β

α
ϕϕ )())(()( /                        (4) 

бўлиши келиб чиқади. ► 
(4)  формула аниқ интегралда ўзгарувчини алмаштириш формуласи 

дейилади. 
2-мисол. Ушбу  

∫ −
1

0

21 dxx  

интеграл ҳисоблансин. 
◄ Берилган интегралда tx sin=  алмаштиришни бажара-миз. Унда 

∫∫∫ ==−=−
2

0

2
2

0

2
1

0

2 coscossin11

ππ

tdttdttdxx

 ∫ =+=+=
2

0

2

0 4
)2sin

4

1

2

1
()2cos

2

1

2

1
(

π π

π
ttdtt  

бўлади. ► 
40. Бўлаклаб интеграллаш формуласи. Айтайлик , )(xu  ва )(xv  

функцияларнинг ҳар бири ],[ ba  сегментда узлуксиз )(/ xu  ва )(/ xv  
ҳосилаларга эга булсин. У ҳолда 

∫ ∫−⋅=
b

a

b

a

b

a
xduxvxvxuxdvxu )()())()(()()(                (5) 

бўлади. 
◄ Ҳосилани ҳисоблаш қоидасига кўра  

)()()()())()(( // xvxuxvxuxvxu ⋅+⋅=′⋅  
бўлади. Демак, )()( xvxu ⋅  функция ],[ ba  оралиқда                                                                             

)()()()( // xvxuxvxu ⋅+⋅  функциянинг бошланғич функцияси бўлади. Ньютон-
Лейбниц формуласидан фойдаланиб топамиз: 
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b

a

b

a

xvxudxxvxuxvxu ))()(())()()()(( // ⋅=′⋅+⋅∫ . 

Кейинги тенгликдан  

∫ ∫−⋅=
b

a

b

a

b

a

xduxvxvxuxdvxu )()())()(()()(  

бўлиши келиб чиқади. ► 
(5) формула аниқ интегралларда бўлаклаб интеграллаш формуласи 

дейилади. 
  
 
3-мисол. Ушбу 

∫
2

1

ln xdxx  

интеграл ҳисоблансин. 

◄  Бу интервалда ( ) ( ) xxdvxxu == ,ln  деб ( ) ( )
2

,
1 2x

xvdx
x

xdu ==  

бўлишини топамиз. Унда (5) формулага кўра: 

∫ ∫ ∫ −=−=⋅−=
2

1

2

1

2

1

22

1

2

4

3
2ln2

2

1
2ln2

1

2
)ln

2
(ln xdxdx

x

x
x

x
xdxx   бўлади. ► 

4-мисол. Ушбу  

∫=
2

0

sin

π

xdxJ n
n          ,...)2,1,0( =n  

интеграл ҳисоблансин. 
◄ Равшанки, 

∫ ==
2

0
0 2

π

π
dxJ       ,    1)cos(sin

2

0

2

0
1 =−== ∫

π
π

xxdxJ . 

2≥n  бўлганда берилган интегрални 

∫ ∫ −== −
2

0

2

0

1 )cos(sinsin  

π π

xdxxdxJ nn
n  

кўринишида  ёзиб, унга бўлаклаб интеграллаш формуласини қўллаймиз. 
Натижада 
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nn

nnn

nn
n

JnJn

xdxnxdxndxxxn

xdxxnxxJ

)1()1(

sin)1(sin)1()sin1(sin)1(

cossin)1()cossin(

2

2

0

2

0

2
2

0

22

2

0

222
0

1

−−−=

=−−−=−−=

=−+⋅−=

−

−−

−−

∫ ∫∫

∫

π ππ

π
π

 

бўлиб, ундан ушбу 

2
1

−
−= nn J
n

n
J  

рекуррент формула келиб чикади. 
Бу формула ёрдамида берилган интегрални ,........3,2,1=n  бўлганда 

кетма-кет ҳисоблаш мумкин. 
Айтайлик, mn 2= - жуфт сон бўлсин. Унда 

2!)!2(

!)!12(

2

1

4

3

6

5
......

22

32

2

12
02

π⋅−=⋅⋅⋅
−
−⋅−=

m

m
J

m

m

m

m
J m  

бўлади. 
Айтайлик, 12 += mn - тоқ сон бўлсин. Унда 

!)!12(

!)!2(

3

2

5

4

7

6
......

12

22

12

2
112 +

=⋅⋅⋅
−
−⋅

+
=+ m

m
J

m

m

m

m
J m  

бўлади. !!(m  символ m  дан катта бўлмаган ва у билан бир хил жуфтликка эга 
бўлган натурал сонларнинг кўпайтмасини билдиради.) ► 

50. Валлис формуласи. Маълумки, 
2

0
π<< x  бўлганда  

,...)3,2,1(sinsinsin 12212 =<< −+ nxxx nnn  

тенгсизликлар ўринли бўлади. Бу тенгсизликларни ]
2

,0[
π

 оралиқ бўйича 

интеграллаб,  

,sinsinsin
2

0

12
2

0

2
2

0

12
∫∫∫

−+ <<

πππ

xdxxdxxdx nnn  

сўнгра 40 да келтирилган формулалардан фойдаланиб топамиз: 

.
!)!12(

!)!22(

2!)!2(

!)!12(

!)!12(

!)!2(

−
−<⋅−<

+ n

n

n

n

n

n π
 

Бу тенгсизликлардан  

nn

n

nn

n

2

1

!)!12(

!)!2(

212

1

!)!12(

!)!2(
22

⋅








−
<<

+
⋅









−
π

 

бўлиши келиб чиқади. 
Кейинги тенгсизликлардан топамиз: 
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2

!)!12(

!)!2(

12

1
lim

2 








−+
=

∞→ n

n

nn

π
.          (6) 

(6) формула Валлис формуласи дейилади. 
 
 

Машқлар 
 
1. Агар  ])1,0([)( Rxf ∈  бўлса,  

( ) ∫∫ =
∞→

1

0

1

1

)(lim dxxfdxxf

n

n
 

тенглик исботлансин. 
 
2. Ушбу интеграл 

dxx∫ −
π100

0

2cos1  

ҳисоблансин. 
3. Ушбу тенглик 

( )∫ ∫ >
+

=
+

1
1

1
22

0
11x

x

x
x

dx

x

dx
 

исботлансин. 
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38-маъруза  
Аниқ интегрални тақрибий ҳисоблаш 

 
Одатда, аниқ интеграллар Ньютон-Лейбниц формуласи ёрдамида 

ҳисобланади. Бу формула бошланғич функцияга асосланади. Аммо 
бошланғич функцияни топиш масаласи доим осонгина ҳал бўлавермайди. 
Агар интеграл остидаги функция мураккаб бўлса, тегишли аниқ интегрални 
тақрибий ҳисоблашга тўғри келади. 

10. Тўғри тўртбурчаклар формуласи. Фараз қилайлик, )(xf  функция 
],[ ba  сегментда берилган ва узлуксиз бўлсин. Демак, ]),([)( baRxf ∈ . 

Масала ∫
b

a

dxxf )(  интегрални тақрибий ҳисоблашдан иборат. 

],[ ba  оралиқни bxxxxxa nn == − ,,...,,, 1210  нуқталар 
( )nxxxx <<<< ...210  ёрдамида n  та тенг бўлакка бўлиб, ҳар бир 

)1,...,2,1,0(],[ 1 −=+ nkxx kk бўйича интегрални қуйидагича         

)()()
2

()(
2

11
1

1

++
+ −=−⋅

+
≈∫

+

k

x

x
kk

kk xf
n

ab
xx

xx
fdxxf

k

k

 

тақрибий ҳисоблаймиз, бунда  

n

ab
xx

n

ab
ka

xx
x

n

ab
kax kk

kk

k
k

−=−−++=
+

=−+= +
+

+
1

1

2

1 ,)
2

1
(

2
,   ).1,...,2,1,0( −= nk  

Аниқ интеграл хоссасидан фойдаланиб топамиз: 

∫ ∫∫∫
+

++++=
1

0

12

1

...)(...)()()(
x

x

x

x

x

x

b

a

k

k

dxxfdxxfdxxfdxxf  

...)()()()(...
2

1
2

2

1
1

2

1

1

+−+−+−≈+
++∫

−

xf
n

ab
xf

n

ab
xf

n

ab
dxxf

n

n

x

x

 

)].(...)(...)(

)([)(...)(...

2

1

2

1

2

1
1

2

1

2

1

2

1

−++

−+

+++++

+−=−++−+

nk

nk

xfxfxf

xf
n

ab
xf

n

ab
xf

n

ab

 

Натижада   
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∫
b

a

dxxf )(  

интегрални тақрибий ҳисоблаш учун қуйидаги  

)()(
1

1 2

1∑∫
−

= +

−≈
n

k k

b

a

xf
n

ab
dxxf                         (1) 

формулага келамиз. 
(1) формула тўғри тўртбурчаклар формуласи дейилади. 
Энди (1) тақрибий формуланинг хатолигини аниқлай-миз.  
(1) формуланинг хатолигини 

∑∫
−

= +

−−=
1

0 2

1 )()(
n

k k

b

a
n xf

n

ab
dxxfR                     (2) 

дейлик. 
Айтайлик, )(xf  функция ],[ ba  сегментда узлуксиз )(xf ′′  ҳосилага эга 

бўлсин.  
Аввало nR  ни қуйидагича ёзиб оламиз: 

.)]()([)(

)()()(

1

0 2

1

1

0 2

1

1

0

1

0

1

02

1

1

1 1

dxxfxfdxxf

dxxfxf
n

ab
dxxfR

n

k k

n

k

x

x
k

n

k

x

x

n

k

n

k

x

x
k

n

k

k

k

k

k

k

∑∫∑ ∫

∑ ∫ ∑ ∑ ∫

−

= +

−

= +

−

=

−

=

−

=+

−=−

−=−−=

+

+ +

 

Тейлор формуласидан фoйдаланиб топамиз: 
2

2

1

2

1

2

1

2

1 )()(
2

1
)()()()(

++++
−⋅′′+−⋅′=−

k
k

kkk
xxfxxxfxfxf ξ  

(бунда kξ  сон x  ва 
2

1+k
x   сонлар орасида). Натижада 

∫∑ ∫

∑ ∫

++

+

+

−

= ++

−

= +++

−⋅′′+−′=

=−⋅′′+−⋅′=

11

1

))()(
2

1
)()((

))()(
2

1
)()((

2

2

1

1

0 2

1

2

1

1

0

2

2

1

2

1

2

1

k

k

k

k

k

k

x

x
k

k

n

k

x

x
kk

n

k

x

x
k

k
kk

n

dxxxfdxxxxf

dxxxfxxxfR

ξ

ξ
 

бўлади. 

Равшанки, ∫
+

=













−

+

1

0
2

1

k

k

x

x
k

dxxx . 

Демак,                    ( )∑ ∫
−

= +

+














−⋅′′=

1

0 2

1

1

.
2

1 n

k

x

x
k

kn

k

k

dxxxfR ξ  

Ўрта қиймат ҳақидаги теоремага биноан 
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)],[()(
12

)(
)(

12

)(

)()()()(

1
**

3

3
*

2
1

2

2

1
*2

2

1

11

+
+

++

∈′′−=′′−=

=−′′=−⋅′′ ∫∫
++

kkkkk
kk

x

x
k

x

x
k

k
k

xxf
n

ab
f

xx

dxxxfdxxxf
k

k

k

k

ξξξ

ξξ
 

бўлади. 
Шундай  қилиб, nR   учун ушбу 

∑∑
−

=

−

=
′′⋅−=′′−=

1

0

*
2

31

0
3

3

)(
1

24

)(
)(

12

)(

2

1 n

k
kk

n

k
n f

nn

ab
f

n

ab
R ξξ  

ифодага  келамиз. 
Равшанки,       

n

ff
f

n
n

n

k
k

)(...)()(
)(

1 *
1

*
1

*
0

1

0

* −
−

=

′′+++′′
=′′∑

ξξξξ  

миқдор )()1,...,2,1,0],,[( * xfnkbak ′′−=∈ξ  нинг ],[ ba  оралиқдаги энг кичик  
m ′′  ҳамда энг катта M ′′  қийматлар орасида, 

∑
−

=
≤′′≤′′

1

0

* )(
1 n

k
k Mf

n
m ξ  

бўлади. 
Шартга кўра )(xf ′′  функция ],[ ba  да узлуксиз. Узлуксиз функциянинг 

хоссасига мувофиқ ),( ba  да шундай ζ  нуқта топиладики, 

∑
−

=
′′=′′

1

0

* )(
1

)(
n

k
kf

n
f ξζ  

бўлади. 
Натижада nR  учун қуйидаги 

)(
24

)(
2

3

ζf
n

ab
Rn ′′−=  

тенгликка  келамиз. 
Демак,   

)(
24

)(
)()(

2

31

0 2

1 ζf
n

ab
xf

n

ab
dxxf

n

k k

b

a

′′−+−= ∑∫
−

= +
 

бўлади. 
Шундай қилиб, ],[ ba  оралиқда иккинчи тартибли узлуксиз ҳосилага эга 

бўлган )(xf  функциянинг 

∫
b

a

dxxf )(  

интегралини (1) туғри тўртбурчаклар  формуласи ёрдамида тақрибий 
ҳисобланса, бу тақрибий ҳисоблаш  хатолиги қуйидаги 

)),(()(
24

)(
2

3

baf
n

ab
Rn ∈′′−= ζζ  
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формула билан ифодаланади. 

20. Трапециялар формуласи. )(xf  функциянинг  

∫
b

a

dxxf )(
 

интегралини тақрибий ҳисоблаш учун, аввало ],[ ba  сегментни 
bxxxxxa nn == − ,,...,,, 1210  

нуқталар ёрдамида n  та тенг бўлакка бўлинади. Сўнг ҳар бир 
)1,...,2,1,0(],[ 1 −=+ nkxx kk  бўйича интегрални  қуйидагича 

∫
+

−=−⋅
+

≈ +
+

1

)1,...,2,1,0()(
2

)()(
)( 1

1
k

k

x

x
kk

kk nkxx
xfxf

dxxf
 

тақрибий ҳисобланади. Натижада ушбу 

...)(
2

)()(
)(

2

)()(

)(...)()()(

12
21

01
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1

0

2

1 1

+−++−
+

≈

≈+++=∫ ∫ ∫ ∫
−

xx
xfxf

xx
xfxf

dxxfdxxfdxxfdxxf
b

a

x

x

x

x

x

x

n

n

 

[
])(...)()(

2

)()(

2
)(

2

)()(
...

121

0
1

1

−

−
−

++++

+
+−=−

+
+

n

n
nn

nn

xfxfxf

xfxfab
xx

xfxf

 
формулага келамиз. Демак, 

.)](...)()(

2

)()(
[)(

121

0

−++++

++−≈∫

n

b

a

n

xfxfxf

xfxf

n

ab
dxxf

                 (3)        

(3)  формула трапециялар формуласи дейилади. 
Бу тақрибий формуланинг ҳатолиги )(, xfRn′  функция ],[ ba  да 

узлуксиз )(xf ′′  ҳосилага эга бўлиши шартида ,  

( ) )),((
12

)(
2

3

baf
n

ab
Rn ∈′′−−=′ ζζ

 
бўлади.  

Демак, 

).(
12

)(
)](...)(

)(
2

)()(
[)(

2

3

12

1
0

ζf
n

ab
xfxf

xf
xfxf

n

ab
dxxf

n

b

a

n

′′−−+++

++
+−=

−

∫

 
30. Симпсон  формуласи. Бу ҳолда )(xf  функциянинг 

∫
b

a

dxxf )(
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интегралини тақрибий ҳисоблаш учун ],[ ba  сегментни 

,,,...,, 12210 += kk xxxxa  bxxxx nnnk =−−+ 2122222 ,,...,,  нуқталар ёрдамида n2  та 
тенг бўлакка бўлиб, ҳар бир )1,...,2,1,0(],[ 222 −=+ nkxx kk  бўйича интегрални 
қуйидагича   

[ ]

[ ] )1,...,1,0()()(4)(
6

)()(4)(
6

)(

22122

22122
222

22

2

−=++−=

=++
−

≈

++

++
+

∫
+

nkxfxfxf
n

ab

xfxfxf
xx

dxxf

kkk

kkk

x

x

kk
k

k

 
тақрибий ҳисобланади. Натижада   

+++++−≈

≈+++=∫ ∫ ∫ ∫
−

)(4)(())()(4)([(
6

)(...)()()(

32210

2

0

4

2

2

22

xfxfxfxfxf
n

ab

dxxfdxxfdxxfdxxf
b

a

x

x

x

x

x

x

n

n

 

))].(...)()((2))(...

...)()((4))()([(
6

))]()(4)((...))(

224212

3120

212224

−−

−−

+++++

++++−=

=+++++

nn

n

nnn

xfxfxfxf

xfxfxfxf
n

ab

xfxfxfxf

 
ҳосил бўлади. Демак, 

    
...)()((4)()([

6
)( 3120 ++++−≈∫ xfxfxfxf

n

ab
dxxf n

b

a  
))].(...)()((2))(... 224212 −− +++++ nn xfxfxfxf                   (4 ) 

(4) формула Симпсон формуласи дейилади. 
Бу тақрибий формуланинг ҳатолиги nR ′′ , )(xf  функция ],[ ba  да 

узлуксиз )()( xf iv  ҳосилага эга бўлиши шартида, 

)),(()(
2880

)( )(
4

5

baf
n

ab
R iv

n ∈−−=′′ ζζ  

бўлади. Демак, 

).(
2880

)(
))](...)()((2

))(...)()((4)()([
6

)(

)(
4

5

2242

123120

ζiv
n

nn

b

a

f
n

ab
xfxfxf

xfxfxfxfxf
n

ab
dxxf

−−++++

++++++−=

−

−∫
 

Мисол. Ушбу 

dxе x
∫

−
1

0

2

 

интеграл тўғри тўртбурчаклар, трапециялар ва Симпсон формулалари 
ёрдамида тақрибий ҳисоблансин. 
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◄ ]1,0[  сегментни 5 та тенг бўлакка бўламиз. Бунда бўлиниш 
нуқталари 

0,1,8,0,6,0,4,0,2,0,0 543210 ====== xxxxxx  

бўлиб, бу нуқталарда 
2

)( xexf −=  функциянинг қийматлари қуйидагича 

бўлади:  

,85214,0)(

,96079,0)(

,00000,1)(

2

1

0

=
=
=

xf

xf

xf

 

.36788,0)(

,52729,0)(

,69768,0)(

5

4

3

=
=
=

xf

xf

xf

 

Ҳар бир бўлакнинг ўртасини ифодаловчи нуқталар 
              9,0,7,0,5,0,3,0,1,0

2

9

2

7

2

5

2

3

2

1 ===== xxxxx  

бўлиб, бу нуқталардаги функциянинг қийматлари қуйидагича бўлади: 

.44486,0)(

,61263,0)(

,77680,0)(

,91393,0)(

,99005,0)(

5

9

5

7

2

5

2

3

2

1

=

=

=

=

=

xf

xf

xf

xf

xf

 

 
 
 
 
а) Тўғри тўртбурчаклар формуласи бўйича 

74805,074027,3
5

1
)44486,061263,0

77680,091393,099005,0(
5

11

0

2

≈⋅=++

+++≈∫
− dxe x

 

бўлиб, 

003,0
300

1

2512

1 ≈=
⋅

≤nR  

бўлади. 
б) Трапециялар формуласи бўйича 
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++++≈∫
− 85214,096079,0

2

36788,000000,1
(

5

11

0

2

dxe x  

=+=++ )03790,368394,0(
5

1
)52729,069768,0  

74437,072184,3
5

1 ≈⋅=  

бўлиб,       

006,0
150

1

256

1 ≈=
⋅

≤′nR  

бўлади. 
в) Симпсон формуласи бўйича 

++++++

+++≈∫
−

96079,0(2)44486,061263,077680,091393,0

99005,0(4)36788,000000,1[(
30

11

0

2

dxe x

 

74682,0)96108,1407580,636788,1(
30

1
)03790,32

)74027,3436788,1(
30

1
)]52729,069768,085214,0

≈++=⋅+

+⋅+=+++
 

бўлиб,          
5

4
107,0

52880

12 −⋅=
⋅

≤′′nR  

бўлади. 
 

Машқлар 
 
1. Трапециялар формуласини хатолиги 

( ) ( )ξf
n

ab
Rn ′′−−=

2

3

12
 

бўлиши исботлансин. 
2. Симпсон формуласини хатолиги 

( ) ( )ξIV
n f

n

ab
R

4

5

2880

−−=  

бўлиши исботлансин. 
3. Ушбу интеграл 

∫ +

1

0
21 x

dx
      ( 10=n ) 

тақрибий ҳисоблансин.  
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9-БОБ 

АНИҚ ИНТЕГРАЛНИНГ БАЪЗИ  
ТАТБИҚЛАРИ  

 
39-маъруза 

Текис шаклнинг юзи ва уни ҳисоблаш 
 

10. Текис шаклнинг юзи тушунчаси. Маълумки, ),( yx  жуфтлик, 
),( RyRx ∈∈ , текисликда нуқтани ифодалайди. 

Координаталари ушбу  
),,,(, RdRcRbRadycbxa ∈∈∈∈≤≤≤≤  

тенгсизликларни қаноатлантирувчи текислик нуқталаридан ҳосил бўлган 0D  
тўплам : 

]},[],,[);,{(0 dcybaxyxD ∈∈=  
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тўғри тўртбурчак дейилади (8-чизма) 

 
Бу тўғри тўртбурчакнинг томонлари (чегаралари) мос равишда 
координаталар ўқига параллел бўлади. 

0D  тўғри тўртбурчакнинг юзи деб (унинг чегарасининг, яъни  

)(,

),(,

bxadycy

dycbxax

≤≤==
≤≤==

 

тўғри чизиқ кесмаларининг 0D  га тегишли бўлиши ёки тегишли 
бўлмаслигидан қатъий назар) ушбу 

)()()( 0 cdabD −⋅−=µ  
миқдорга айтилади. 

Айтайлик, текислик нуқталаридан иборат бирор Q   тўплам берилган 
бўлсин. 

Агар шундай 0D  тўғри тўртбурчак топилсаки, 

0DQ ⊂  
бўлса, Q  чегараланган тўплам дейилади. 

Ҳар қандай чегараланган  текислик нуқталаридан иборат тўплам текис 
шакл дейилади. 

Агар текис шакл чекли сондаги кесишмайдиган тўғри 
тўртбурчакларнинг бирлашмаси сифатида ифодаланса, уни тўғри кўпбурчак 
деймиз.(9-чизма) 

 

 
Бундай тўғри кўпбурчакнинг юзи деб, уни ташкил этган тўғри 

тўртбурчаклар юзалари йиғиндисига айтилади. 
Тўғри кўпбурчак юзи қуйидаги хоссаларга эга: 
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1) Тўғри кўпбурчак юзи ҳар доим манфий бўлмайди:  ;0)( ≥Dµ       

2) Кесишмайдиган икки 1D  ва 2D  тўғри кўпбурчаклар-дан ташкил 
топган тўғри кўпбурчак юзи 1D  ва 2D  ларнинг юзaлари йиғиндисига тенг: 

;)()()( 2121 DDDD µµµ +=∪  
3) Агар 1D  ва 2D  тўғри кўпбурчаклар учун 

21 DD ⊂  
бўлса, у ҳолда 

)()( 21 DD µµ ≤  
бўлади. 

Текисликда бирор чегараланган Q  шакл берилган бўлсин. Бу шаклнинг 
ичига A  тўғри кўпбурчак )( QA ⊂ , сўнгра Q  шаклни ўз ичига олган B  тўғри 
кўпбурчак )( BQ ⊂  лар чизамиз. Уларнинг юзлари мос равишда )(Aµ  ва 

)(Bµ  бўлсин. 
Равшанки, бундай тўғри кўпбурчаклар кўп бўлиб, уларнинг 

юзаларидан иборат { )(Aµ } ва { )(Bµ } тўпламлар ҳосил бўлади. 
Айни пайтда, бу сонли тўпламлар чегараланган бўлади. Бинобарин, уларнинг 
аниқ чегаралари 

)}(inf{)},(sup{ BA µµ  
лар мавжуд. 

1-таъриф. Агар 
)}(inf{)}(sup{ BA µµ =  

бўлса, Q  шакл юзага эга дейилади. Уларнинг умумий қиймати Q  шаклнинг 
юзи дейилади ва )(Qµ  каби белгиланади: 

)}(inf{)}(sup{)( BAQ µµµ ==  
1-теорема. Текис шакл Q  юзага эга бўлиш учун 0>∀ε  сон олинганда 

ҳам шундай )( QAA ⊂  ва )( BQB ⊂  тўғри кўпбурчаклар топилиб, улар 
учун 

εµµ <− )()( AB  
тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли. 

◄ Зарурлиги. Айтайлик, Q шакл юзага эга бўлсин. Унда таърифга 
биноан 

)()}(inf{)}(sup{ QBA µµµ ==  
бўлади. 

Модомики, 

)()}(inf{

),()}(sup{

QB

QA

µµ
µµ

=
=

 

экан, унда 0>∀ε  олинганда ҳам шундай тўғри кўпбурчак )( QAA ⊂  ҳамда 
шундай тўғри кўпбурчак  )( BQB ⊂  топиладики, 
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2
)()(

,
2

)()(

εµµ

εµµ

<−

<−

QB

AQ
 

бўлади. Бу тенгсизликлардан 
εµµ <− )()( AB  

бўлиши келиб чиқади. 
Етарлилиги. Айтайлик, )( QAA ⊂  ва )( BQB ⊂  тўғри кўпбурчаклар 

учун εµµ <− )()( AB  тенгсизлиги бажарилсин. 
Равшанки, 

.})(inf{)(

,)}(sup{)(

BB

AA

µµ
µµ

≥
≤

 

Бу муносабатлардан 
εµµµµ <−≤− )()()}(sup{)}(inf{ ABAB  

бўлишини топамиз.    
ε -ихтиёрий мусбат сон бўлганлигидан 

)}(inf{)}(sup{ BA µµ =  
бўлиши келиб чикади. Демак, Q  шакл юзага эга. ► 

Шунга ўхшаш қуйидаги теорема исботланади. 
2-теорема. Текис шакл Q  юзага эга бўлиши учун 0>∀ε  сон 

олинганда ҳам шундай юзага эга текис шакллар P  ва S   лар  
),( SQQP ⊂⊂  топилиб, улар учун 

                                      εµµ <− )()( PS  
тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли. 

20.Эгри чизикли трапециянинг  юзини  ҳисоблаш. Фараз қилайлик, 
],[)( baCxf ∈  бўлиб, ],[ bax ∈∀   да 0)( ≥xf  бўлсин. 

Юқоридан )(xf  функция графиги, ён томонлардан bxax == ,  
вертикал чизиқлар ҳамда пастдан абцисса ўқи билан чегараланган Q  шаклни 
қарайлик. (10-чизма) 

 
10-чизма 

Одатда, бу шакл эгри чизиқли трапеция дейилади.  ],[ ba  сегментни 
ихтиёрий   

)...(},...,,,{ 210210 bxxxxaxxxxP nn =<<<<==  
бўлаклашни оламиз. Бу бўлаклашнинг ҳар бир ],[ 1+kk xx   оралиғида  

            kk Mxfmxf == )}(sup{,)}(inf{    )1,...,2,1,0( −= nk  
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мавжуд бўлади. 

Энди асоси kkk xxx −=∆ +1 , баландлиги km  бўлган )1,...,2,1,0( −= nk  
тўғри тўртбурчакларнинг бирлашмасидан таш-кил топган тўғри кўпбурчакни 
A  дейлик. 

Шунингдек, асоси kkk xxx −=∆ +1 , баландлиги kM  бўлган 
)1,...,2,1,0( −= nk  тўғри тўртбурчакларнинг бирлашмасидан ташкил топган 

тўғри кўпбурчакни B  дейлик. Равшанки,  
BQQA ⊂⊂ ,  

бўлиб, уларнинг юзалари 

∑ ∑
−

=

−

=
∆⋅=∆⋅=

1

0

1

0

)(,)(
n

k

n

k
kkkk xMBxmA µµ  

бўлади. 
Бу йиғиндиларни )(xf   функциянинг ],[ ba  сегментининг P  

бўлаклашига нисбатан Дарбунинг қуйи ҳамда юқори  йиғиндилари эканини 
пайқаш қийин эмас: 

).;()(,);()( PfSBPfsA == µµ  
],[)( baCxf ∈  бўлгани учун )(xf  функция ],[ ba  да интегралла-нувчи бўлади. 

Унда интегралланувчилик мезонига кўра,  0>∀ε  олинганда ҳам ],[ ba  
сегментнинг шундай P  бўлаклаши топиладики, 

ε<− );();( PfsPfS  
бўлади. Биробарин, ушбу 

εµµ <− )()( AB  
тенгсизлик бажарилади. Бу эса, 1-теоремага мувофиқ, қаралаётган эгри 
чизиқли трапециянинг юзага эга бўлишини билдиради. Унда таърифга 

кўра 
)}(inf{)}(sup{ BA µµ =  

бўлади. 
Айни пайтда, 

∫

∫

=

=

b

a

b

a

dxxfB

dxxfA

)()}(inf{

,)()}(sup{

µ

µ
 

бўлганлиги сабабли Q  эгри чизиқли трапециянинг юзи 

∫=
b

a

dxxfQ )()(µ                              (1) 

га тенг бўлади. 
1-мисол. Текисликда ушбу 

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
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эллипс билан чегараланган Q  шаклнинг юзи топилсин. 
◄Эллипс билан чегараланган Q  шаклнинг юзи OX  ва OY  координата 

ўқлари ҳамда 

ax
a

x
bxf ≤≤−⋅= 0,1)(

2

2

 

чизиқлар билан чегараланган эгри чизиқли трапеция юзи-нинг 4 тасига тенг 
бўлади.  (11-чизма ).  

 
 

Унда  (1)  формуладан фойдаланиб топамиз: 
 

=

=

≤≤

=

=

=−=−= ∫∫

,cos
2

0

,sin

4
14)(

0

22

0
2

2

tdtadx

t

tax

dxxa
a

b
dx

a

x
bQ

aa

π

µ

 

∫ =⋅=⋅=
2

0

22 .
4

4cos
4

π

ππ
ababtdta

a

b
► 

Айтайлик, ],[)(,],[)( 21 baCxfbaCxf ∈∈  бўлиб, ],[ bax ∈∀  да 

)()(0 21 xfxf ≤≤  
бўлсин. 

Текисликдаги Q  шакл қуйидаги 
bxaxxfyxfy ==== ,,)(,)( 21  

чизиқлар билан чегараланган шаклни ифодаласин (12-чизма) 
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Бу шаклнинг юзи 

[ ]∫ ∫ ∫ −=−=
b

a

b

a

b

a

dxxfxfdxxfdxxfQ )()()()()( 1212µ           (2) 

бўлади. 
2-мисол. Текисликда ушбу 

xxyxy 2,4 22 −=−=  
чизиқлар (параболалар) билан чегараланган Q  шаклнинг юзи топилсин. 

◄ Параболаларнинг тенгламалари 

xxy

xy

2

,4
2

2

−=

−=
 

ни биргаликда ечиб, уларнинг кесишиш нуқталарини топамиз: 

).0;2(,)3;1(:0,3;2,1

,24

2121

22

BAyyxx

xxx

−===−=
−=−

 

(13 -чизма). 
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Бу шаклнинг юзини (2) формуладан фойдаланиб ҳисоб-лаймиз: 

[ ] ( ) .9)
3

2
4(224)2()4()(

2

1

32
2

1

2
2

1

22 =−+=−+=−−−=
−−−

∫∫ xxxdxxxdxxxxQµ ► 

Эслатма. Агар ],[)( baCxf ∈  функция ],[ ba  да ишора сақламаса, (1) 
интеграл эгри чизиқли трапециялар юзалари-нинг йиғиндисидан иборат 
бўлади. Бунда OX  ўқининг юқори-сидаги юза мусбат ишора билан, OX  
ўқининг пастдаги юза манфий ишора билан олинади. 

Масалан, OX  ўқи ҳамда π20,sin)( ≤≤= xxxf  функция графиги 
билан чегараланган шаклнинг юзи 

4)cos()cos()sin(sin)(
2

0

2

0

=−−−=−+= ∫∫
π

π

ππ

π

π
µ xxxdxxQ  

бўлади.                                    
  30. Эгри чизиқли секторнинг юзини ҳисоблаш. Айтайлик, BA

(
 эгри 

чизиқ қутб координаталар системасида ушбу              
),(,)( RR ∈∈≤≤= βαβθαθρρ  

тенглама билан берилган бўлсин. Бунда 
.0)(да],[,],[)( ≥∈∀∈ θρβαθβαθρ C  

Текисликда BA
(

 эгри чизиқ ҳамда OA ва OB  радиус-векторлар билан 
чегараланган Q  шаклни қараймиз.            (14 -чизма). 

 
14- чизма 

 
],[ βα  сегментни ихтиёрий 

)...(},...,,{ 1010 βθθθαθθθ =<<<== nnP  

бўлаклашини оламиз. O  нуқтадан ҳар бир қутб бурчаги kθ  га мос kOA  
радиус-вектор ўтказамиз. Натижада OAB -эгри чизиқ-ли сектор  

( )BAAAnkAOA nkk ==−=+ ,;1,...,2,1,0 01  
эгри чизиқли секторчаларга ажралади. 

Равшанки, ],[)( βαθρρ C∈=  
бўлганлиги учун  ],[ 1+kk θθ  да )1,...,2,1,0( −= nk  

)}(sup{,)}(inf{ θρθρ == kk Mm  
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лар мавжуд. 
Энди ҳар бир ],[ 1+kk θθ  сегмент учун радиус-векторлари мос равишда 

km  ҳамда kM  бўлган доиравий секторларни ҳосил қиламиз. Бундай 
доиравий секторлар юзага эга бўлиб, уларнинг юзи мос равишда 

)(
2

1
,

2

1
1

22
kkkkkkk Mm θθθθθ −=∆∆⋅∆⋅ +

⋅  

бўлади. 
Радиус-векторлари )1,...,2,1,0( −= nkmk  бўлган барча доиравий 

секторлар бирлашмасидан ҳосил бўлган шаклни 1Q  десак, унда  QQ ⊂1  
бўлиб, унинг юзи 

∑
−

=
∆⋅=

1

0

2
1 2

1
)(

n

k
kkmQ θµ                           (3) 

бўлади. 
Шунингдек, радиус-векторлари )1,...,2,1,0( −= nkM k  бўл-ган барча 

доиравий секторлар бирлашмасидан ҳосил бўлган шаклни 2Q  десак, унда 

2QQ ⊂  бўлиб, унинг юзи 

∑
−

=
∆⋅=

1

0

2
2 2

1
)(

n

k
kkMQ θµ                         (4) 

бўлади.  

(3) ва (4) йиғиндилар )(
2

1 2 θρ  функциянинг Дарбу йиғиндилари 

бўлади. Айни пайтда, )(
2

1 2 θρ функция ],[ βα  да узлуксиз бўлгани учун у 

интегралланувчидир. Демак, 0>∀ε  олинганда ҳам ],[ βα  сегментнинг 
шундай P  бўлаклаши топиладики, 

εθρθρ <− ));(
2

1
());(

2

1
( 22 PsPS  

бўлади. Бинобарин, ушбу 

εµµ <− )()( 12 QQ  

тенгсизлик бажарилади. Бу эса, 2-теоремага мувофиқ, қаралаётган эгри 
чизиқли секторнинг юзага эга бўлишини билдиради. Унда таърифга кўра 

{ } { })(inf)(sup 21 QQ µµ =  

бўлади.  
Айни пайтда,  

{ } ∫=
β

α
θθρµ ,)()(sup 2

1 dQ  

{ } ∫=
β

α
θθρµ dQ )()(inf 2

2  
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бўлгани сабабли Q  эгри чизиқли секторнинг юзи 

∫=
β

α
θθρµ dQ )(

2

1
)( 2  

га тенг бўлади.  
3-мисол. Ушбу 

)20,()cos1()( πθθθρρ ≤≤∈−== Raa  

функция графиги билан чегараланган шаклнинг юзи топилсин.  
◄ Бу функция графиги кардиоидани ифодалайди. Маълумки, 

кардиоида радиуси r  га тенг бўлган айлананинг шу радиусли иккинчи 
қўзғалмас айлана бўйлаб харакати (сирпанмасдан думалаши) натижасида 
биринчи айлана ихтиёрий нуқтасининг чизган чизиғидир. (15-чизма).   

 
Кардиоида қутб ўқига нисбатан симметрик бўлганлиги сабабли 

юқори ярим текисликдаги шаклнинг юзини топиб, сўнгра уни 2 га 
кўпайтирсак, изланаётган юза келиб чиқади.  

θ  ўзгарувчи ],0[ π  да ўзгарганда ρ  радиус-вектор кардиоиданинг 
юқори ярим текисликдаги қисмини чизади. Шунинг учун 

∫∫ =−=⋅=
ππ

θθθθρµ
0

22

0

2 )cos1()(
2

1
2)( dadQ  

2

0

2

0

2

2

3
)2sin

2

1

2

1
sin2

2

3
(

2cos
2

1
cos2

2

3

aa

da

πθθθ

θθθ

π

π

=⋅+−=

=




 +−= ∫
 

бўлади. ► 
 

Машқлар 
 

1. Айтайлик, текисликда BA
(

 эгри чизиқ ( )tx ϕ= , ( )ty ψ=  ( βα ≤≤ t ) 
тенгламалар билан параметрик ҳолда берилган бўлсин, бунда ( )tx ϕ=  
функция [ ]βα ,  да узлуксиз ( )tϕ ′  ҳосилага эга, ( ) 0≥′ xϕ  ва 
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( ) ( ) ( )tyba ψβϕαϕ === ,,  функция [ ]ba,  да узлук-сиз ва ( ) 0≥tψ . У ҳолда 

юқоридан BA
(

 эгри чизиқ, ён томон-ларидаги bxax == ,  вертикал чизиқлар, 
пастдан [ ]ba,  кесма билан чегараланган шаклнинг юзи  

( ) ( )∫ ′=
β

α
ϕψ dtttS  

бўлишини исботлансин. 
2. Ушбу  

                 1
3

2

3

2

=






+








b

y

a

x
 

чизиқ билан чегараланган шаклнинг юзи топилсин. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

40-маъруза 
Ёй узунлиги ва уни ҳисоблаш 

 
10. Ёй узунлиги тушунчаси. Маълумки, текисликдаги икки ),( 11 yxA  

ва ),( 22 yxB  нуқталарни бирлаштирувчи тўғри чизиқ кесмаси 0l  узунликка 
эга ва унинг узунлиги  

2
12

2
120 )()()( yyxxl −+−=µ  

га тенг бўлади. 
Айтайлик, текисликдаги l  чизиқ ...,,),(),,( 111000 yxAyxA  ),( nnn yxA   

нуқталарни )( Nn ∈  бирин-кетин тўғри чизиқ кесмалари билан 
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бирлаштиришидан ҳосил бўлган бўлсин. Одатда, бундай чизиқ синиқ чизиқ 
дейилади. 

Синиқ чизиқ узунлиги (периметри) деб, уни ташкил этган тўғри чизиқ 
кесмалари узунликларининг йиғиндисига айтилади: 

.)()()(
1

0

2
1

2
1∑

−

=
++ −+−=

n

k
kkkk yyxxlµ  

Фараз қилайлик, текисликдаги BA
(

 эгри чизиғи  (уни  BA
(

  ёйи деб ҳам 
атаймиз)  ушбу 

)()( bxaxfy ≤≤=  
тенглама билан берилган бўлсин, бунда  ],[)( baCxf ∈ . 

 
],[ ba    сегментнинг ихтиёрий 

bxxxaxxxP nn =<<<== ...(},...,,{ 1010  

бўлаклашни олиб, бўлувчи ),...,2,1,0( nkxk =  нуқталар орқали  OY  ўқига 

параллел тўғри чизиқлар ўтказамиз. Бу тўғри чизиқларнинг BA
(

 ёйи билан 
кесишган нуқталари 

),;,...,2,1,0())(,( 0 BAAAnkxfxA nkkk ===  
бўлади. 

BA
(

 ёйидаги бу  ))(,( kkk xfxA   нуқталарни бир-бири билан тўғри чизиқ 
кесмалари ёрдамида бирлаштириб, l  синиқ чизиқни ҳосил қиламиз. (16-
чизма) 

Одатда, l  синиқ чизиқ  BA
(

 ёйига чизилган синиқ чизиқ дейилади. У 
узунликка эга бўлиб, узунлигини (периметрини)  )(lµ  дейлик. 

Агар 1P  ва 2P  лар ],[ ba  сегментнинг иккита бўлаклаши бўлиб, 21 PP ⊂  

бўлса, у ҳолда бу бўлаклашларга мос BA
(

 ёйига чизилган синиқ чизиқ 21 , ll  
ларнинг периметрлари учун  

)()( 21 ll µµ ≤  
бўлади. 

◄ ],[ ba  сегментнинг 1P  бўлаклаши қуйидаги 

)......(

},...,,,...,,{

110

1101

bxxxxxa

xxxxxP

nkk

nkk

=<<<<<<=
=

+

+  
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кўринишда бўлиб, 2P  бўлаклаш эса 1P  бўлаклашнинг барча бўлувчи 

нуқталари ҳамда қўшимча битта ],[* bax ∈  нуқтани қўшиш натижасида ҳосил 

бўлган бўлаклаш бўлсин. Бу *x  нуқта kx  ҳамда 1+kx  нуқталар орасида 

жойлашсин: .1+
∗ << kk xxx    Демак, 

},...,,,,...,,{ 1102 nkk xxxxxxP +
∗=  

)......( 110 bxxxxxxa nkk =<<<∗<<<<= +  

Равшанки,  21 PP ⊂   бўлади. 

BA
(

  ёйига чизилган  1P  бўлаклашга мос синиқ чизиқ  1l , шу ёйга 

чизилган 2P  бўлаклашга мос синиқ чизиқ 2l  дан фақатгина битта бўлаги 

билангина фарқ қилади: 1l  да 1+kk AA   бўлак бўлган ҳолда 2l  да иккита *AAk  

ҳамда 1
*

+kAA  бўлаклар бўлади. 

Аммо 1+kk AA  тўғри чизиқ кесмасининг узунлиги )( 1+kk AAµ ,   *AAk  

ҳамда 1
*

+kAA  кесмалар узунликлари )(,)( 1
**

+kk AAAA µµ  йиғиндисидан 

ҳар доим катта бўлмаганлиги, яъни 

)()()( 1
**

1 ++ +≤ kkkk AAAAAA µµµ  

учун 
                                     )()( 21 ll µµ ≤                   

бўлади. ► 
Демак, P  бўлаклашнинг бўлувчи нуқталари сонини орттира борилса, 

BA
(

 ёйига чизилган уларга мос синиқ чизиқлар периметрлари ҳам ортиб 
боради. 

1-таъриф. Агар  0→pλ  да  BA
(

 ёйига чизилган синиқ чизиқ 

периметри 

[ ]∑
−

=
++ −+−=

1

0

2
1

2
1 )()()()(

n

k
kkkk xfxfxxlµ  

чекли лимитга эга бўлса, BA
(

 ёй узунликка эга дейилади. 
Ушбу 

)()(lim
0

BAl
P

(
µµ

λ
=

→
 

лимит BA
(

 ёйининг узунлиги дейилади. 
Масалан, агар 

)()( bxaCkxxf ≤≤+=  

бўлса, унда BA
(

 нинг узунлиги 
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∑

∑

−

=
+→

−

=
++→

−⋅+=−⋅+=

=−+−=

1

0

2
1

2

0

1

0

2
1

22
1

0

)(1)(1lim

)()(lim)(

n

k
kk

n

k
krkk

abkxxk

xxkxxBA

p

P

λ

λ
µ

(

 

бўлади.  

Айтайлик, BA
(

 эгри чизиқ ушбу 
( )
( ) ( )βα

ψ
ϕ

≤≤




=
=

t
ty

tx
,  

тенгламалар системаси билан берилган бўлсин. 
(Бу ҳолда эгри чизиқ параметрик кўринишда берилган дейилади). 

Бунда:  
1)  ;],[)(,],[)( βαψβαϕ CtCt ∈∈  

2)  2121 ,],[, tttt ≠∈∀ βα  учун                                         (1) 

           
))(,)((),(

,))(,)((),(

222222

111111

ttAyxA

ttAyxA

ψϕ
ψϕ

=

=
 

нукталар турлича ; 
3)  α=t   га  A   нуқта,  β=t   га B  нуқта мос келсин. 

],[ βα  сегментнинг ихтиёрий 

   βα =<<<== nn ttttttP ...(},...,,{ 1010  

бўлаклашни олиб, бу бўлаклашнинг бўлувчи ),...,2,1,0( nktk =  нуқталарига 

мос келган BA
(

 ёйдаги ),( kkkk yxAA =  ),...,0;)(,)(( nktytx kkkk === ψϕ  

нуқталарни бир-бири билан тўғри чизиқ кесмалари ёрдамида бирлаштириб, 

BA
(

 ёйга чизилган синиқ чизиқ  l  ни ҳосил қиламиз.   (17-чизма). 

 
Бу синиқ чизиқ периметри 

∑
−

=
++ −+−=

1

0

2
1

2
1 )]()([)]()([)(

n

k
kkkk ttttl ψψϕϕµ  

бўлади. 
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2-таъриф. Агар 0→pλ  да BA
(

 ёйига чизилган синиқ чизиқ периметри 

)(lµ  чекли лимитга эга бўлса, BA
(

 ёй узунликка эга дейилади. 
Ушбу 

)()(lim
0

BAl
p

(
µµ

λ
=

→
 

лимит  BA
(

 ёйининг узунлиги дейилади. 
Юқорида келтирилган таърифлардан ёй узунлигининг    ( агар у 

мавжуд бўлса ) мусбат бўлиши келиб чиқади. 
Энди ёй узунлигининг иккита хоссасини исботсиз келтирамиз: 
1) Агар BA

(
 ёйи узунликка эга бўлиб, у BA

(
 ёйдаги нуқталар ёрдамида 

n  та 1+kk AA
(

 ёйларга ;,...,2,1,0( nk =  ), 10 +== nABAA  ажралган бўлса, у ҳолда 

ҳар бир 1+kk AA
(

 ёй узунликка эга ва 

   ∑
=

+=
n

k
kk AABA

0
1)()(

((
µµ  

бўлади. 
2) Агар BA

(
 ёйи n  та 1+kk AA

(
 ёйларга ажралган бўлиб, ҳар бир 1+kk AA

(
 

ёй узунликка эга бўлса, у ҳолда BA
(

 ёйи ҳам узунликка эга бўлади. 
20. )(xfy = тенглама билан берилган эгри чизиқ узунлигини 

ҳисоблаш. Фараз қилайлик, BA
(

 эгри чизиқ ушбу  
bxaxfy ≤≤= ,)(  

тенглама билан берилган бўлсин. Бунда )(xf  функция ],[ ba  сегментда 
узлуксиз ва узлуксиз  )(xf ′  ҳосилага эга.                         

],[ ba  сегментнинг ихтиёрий 
)...(},...,,{ 1010 bxxxaxxxP nn =<<<==  

бўлаклашини олиб, унга мос BA
(

 ёйига чизилган  l  синиқ чизиқни ҳосил 
қиламиз. Бу синиқ чизиқнинг периметри  

∑
−

=
++ −+−=

1

0

2
1

2
1 )]()([)()(

n

k
kkkk xfxfxxlµ  

бўлади. 
Ҳар бир ],[ 1+kk xx  сегментда )(xf  функцияга Лагранж теоремасини 

қўллаб топамиз: 

,)(1)()(1

)]()([)()(

1

0

1

0

2
1

2

1

0

2
1

2
1

∑ ∑

∑

−

=

−

=
+

−

=
++

∆′+=−⋅′+=

=−⋅′+−=

n

k
k

n

k
kkkk

n

k
kkkkk

xfxxf

xxfxxl

ττ

τµ
 

бунда  .],[ 1+∈ rkk xxτ  

Бу тенгликдаги йиғиндининг )(1 2 xf ′+  функциянинг интеграл 

йиғиндисидан фарқи шуки, интеграл йиғиндида  ],[ 1+∈ kkk xxξ  нуқта 
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ихтиёрий бўлган ҳолда юқоридаги йиғиндида эса kτ  нуқта Лагранж 

теоремасига мувофиқ олинган тайин нуқта бўлишидадир. Аммо )(1 2 xf ′+  

функция  интегралланувчи бўлганлиги сабабли kk τξ =  деб олиниши 
мумкин. Натижада 

∑
−

=
∆⋅′+=

1

0

2 )(1)(
n

k
kk xfl ξµ  

бўлиб, ундан 

dxxfxfl
b

a

n

k
kk

pp
∫∑ ′+=∆⋅′+=

−

=→→
)(1)(1lim)(lim 2

1

0

2

00
ξµ

λλ
 

бўлиши келиб чиқади. 
Демак, BA

(
 ёйининг узунлиги 

 

∫ ′+=
b

a

dxxfBA )(1)( 2(
µ                       (2) 

бўлади. Бу формула ёрдамида ёй узунлиги ҳисобланади. 
1-мисол. Ушбу 

),0()(
2

)( axaaee
a

xf a

x

a

x

≤≤−>+=
−

 

тенглама билан берилган BA
(

 эгри чизиғининг узунлиги топилсин. 
Бу тенглама билан аниқланадиган чизиқ занжир чизиғи дейилади. 
◄ Равшанки, 

,)(
2

1
)( a

x

a

x

eexf
−

−=′  

,)(
4

1
)(1 22 a

x

a

x

eexf
−

+=′+  

)(
2

1
)(1 2 a

x

a

x

eexf
−

+=′+  

бўлади. (2) формуладан фойдаланиб, занжир чизиғининг узунлигини 
топамиз: 

∫
− −

−−
−=−=+=

a

a

a

a

a

x

a

x

a

x

a

x

e
eaee

a
dxeeBA ).

1
()(

2
)(

2

1
)(

(
µ ► 

30. Параметрик кўринишда берилган эгри чизиқ узун-лигини 
ҳисоблаш. 

Фараз қилайлик, BA
(

 эгри чизиқ ушбу 

             ( )βα
ψ
ϕ

≤≤




=
=

t
ty

tx

)(

),(
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тенгламалар системаси билан берилган бўлиб, (1) шартлар-нинг бажарилиши 
билан бирга )(),( tt ψϕ функциялари ],[ βα  да узлуксиз )(tϕ ′ ҳамда 

)(tψ ′ ҳосилаларга эга бўлсин. 

],[ βα сегментнинг ихтиёрий 
{ } )...(,...,, 1010 βα =<<<== nn ttttttP  

бўлаклашини олиб, уларга мос BA
(

 ёйинииг ),( kkkk yxAA =  
))(,)(( kkkk tytx ϕϕ ==  нуқталарини бир-бири билан тўғри чизиқ кесмаси 

ёрдамида бирлаштиришдан ҳосил бўлган l  синиқ чизиқ периметри 

∑
−

=
++ −+−=

1

0

2
1

2
1 ))]()([)]()([)(

n

k
kkkk ttttl ψψϕϕµ  

ни қараймиз. 
Лагранж теоремасидан фойдаланиб топамиз: 

( )kkkk

n

k
kk

n

k
kkkkkk

tttt

ttttl

−=∆∆⋅′+′=

=−⋅′+−⋅′=

+

−

=

−

=
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∑
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1

1

0

22

1
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2
1

22
1

2

)()(

)()()()()(

θψτϕ

θψτϕµ
 

бунда                    
.],[.],[ 11 ++ ∈∈ kkkkkk tttt θτ  

Кейинги тенгликни қуйидагича ёзиб оламиз: 

+∆⋅′+′= ∑
−

=
k

n

k
kk tl

1

0

22 )()()( ξψξϕµ  

kkk

n

k
kk t∆⋅′+′−′+′+ ∑

−

=
])()()()([ 22

1

0

22 ξψξϕθψτϕ          (*) 

бунда,      
].,[ 1+∈ kkk ttξ  

Модомики,    

],[)()( 22 βαψϕ Ctt ∈′+′  

экан унда 

],[)()( 22 βαψϕ Rtt ∈′+′  

бўлиб, 

∑ ∫
−

=→
′+′=∆⋅′+′

1

0

2222

0
)()()()(lim

n

k
kkk dtttt

p

β

αλ
ψϕξψξϕ         (3) 

бўлади.                                                                        
Ихтиёрий  dcba ,,,  ҳақиқий сонлар учун ушбу                                           

dbcadcba −+−≤+−+ 2222  

тенгсизлик ўринли бўлади. 
◄ Ҳақиқатан ҳам, 
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≤
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22222222
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2222
2222 )()(

dcba
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ca
dcba

dbca
dcba

 

             .dbca −+−≤ ► 

Бу тенгсизликдан фойдаланиб топамиз: 
 

≤∆′+′−′+′∑
−

=
kkk

n

k
kk t])()()()([ 22

1

0

22 ξψξϕθψτϕ  

∑ ∑
−

=

−

=
≤∆′−′+∆′−′≤

1

0

1

0

)()()()(
n

k

n

k
kkkkkk tt ξψθψξϕτϕ  

∑ ∑
−

=

−

=
∆⋅′+∆⋅′≤

1

0

1

0

.)()(
n

k

n

k
kk tt ψωϕω  

],[)(,],[)( βαψβαϕ RtRt ∈′∈′  
бўлганлиги сабабли 

0])()(

)()([lim

22

1

0

22

0

=∆′+′−

−′+′∑
−

=→

kkk

n

k
kk

t

p

ξψξϕ

θψτϕ
λ                     (4) 

бўлади. 
(3) ва (4) муносабатларни эътиборга олиб, 0→pλ  да (*) тенгликда 

лимитга ўтсак, у ҳолда BA
(

 ёйининг узунлиги учун  

dtttBA ∫ ′+′=
β

α
ψϕµ )()()( 22(

                       (5) 

бўлиши келиб чиқади. Бу формула ёрдамида ёй узунлиги ҳисобланади. 
2-мисол. Ушбу   

         
)0()cos1(

)sin(

π≤≤−=
−=

ttay

ttax
 

тенгламалар системаси билан берилган BA
(

 эгри чизиқнинг (циклоиданинг) 
узунлиги топилсин. 

◄ Равшанки, 

)cos1(2)()(

,)cos1(2sin)cos1()()(

,sin)(,)cos1()(

22

2222222

tatytx

tatatatytx

tatytatx

−=′+′

−=+−=′+′
=′−=′

 

бўлади.  (5) формулага кўра  изланаётган эгри чизиқнинг узунлиги 

a
t

adt
t

adttaBA 8)
2

(cos4
2

sin2)cos1(2)(
2

0
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2
0 =⋅−==−= ∫ ∫

π π
πµ
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бўлади. ► 
40. Қутб координаталар системасида берилган эгри чизиқнинг  

узунлигини ҳисоблаш. 
Фараз қилайлик, BA

(
 эгри чизиқ қутб координаталар системасида 

қуйидаги   
)(,)( βθαθρ ≤≤=r  

тенглама билан берилган бўлсин. Бунда ],[)( βαθρ C∈  бўлиб, у узлуксиз 

)(θρ ′  ҳосилага эга бўлсин. 
Қутб координаталари ),( θρ  дан Декарт координаталари ),( yx  га ўтиш 

формуласига биноан  

)(sin)(

,cos)(

βθαθθρ
θθρ

≤≤⋅=
⋅=

y

x
 

бўлади. Натижада BA
(

 параметрик кўринишда 

)(sin)()(

,cos)()(

βθαθθρθψ
θθρθϕ

≤≤⋅=
⋅=

 

берилган эгри чизиқ сифатида ифодаланади, бунда ( )θψθϕ ),(   функциялари 
30 да келтирилган шартларни бажарадиган функциялар бўлади. 

(5) формуладан фойдаланиб BA
(

 эгри чизиқнинг узунли-гини топамиз: 

=′⋅+′⋅= ∫ θθθρθθρµ
β

α
dBA 22 )sin)(()cos)(()(

(
 

.)()( 22
∫ +′=
β

α
θθρθρ d  

Бу формула ёрдамида эгри чизиқнинг узунлиги ҳисоб-ланади. 
3-мисол. Ушбу 

3
3 θρ Sina ⋅=  

тенглама билан берилган эгри чизиқнинг узунлиги топилсин. 
◄ θ  ўзгарувчи 0 дан π3  гача ўзгаргандан ),( θρ  нуқта     18-чизмада 

тасвирланган  l  эгри чизиқни чизиб чиқади: 

 
(2) формуладан фойдаланиб l  чизиқнинг узунлигини топамиз: 
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=′+′= ∫
π

θθθµ
3

0

2323 )
3

sin()
3

sin()( daal  

∫ =+⋅=
π

θθθθ3

0

62242

3
sin

3
cos

3
sin daa   

.
2

3

3
sin

3

0

2 a
da

πθθπ
== ∫ ► 

50. Ёй дифференциали. Айтайлик, текисликдаги BA
(

 эгри чизиқ ушбу 

)(
)(

,)(
βα

ψ
ϕ

≤≤




=
=

t
ty

tx
 

тенгламалар системаси билан берилган бўлиб, бунда )(tϕ  ҳамда )(tψ  
функциялари ],[ βα  да узлуксиз )(tϕ ′  ҳамда )(tψ ′   ҳосилаларга эга бўлсин  
(19-чизма)  

 

 
Маълумки, t  ўзгарувчининг α=t  қийматига BA

(
 эгри чизиқда A  

нуқта мос келади. 
Энди ихтиёрий ],[ βα∈t  ни олиб, унга мос BA

(
 эгри чизиқдаги 

нуқтани C  билан белгилайлик: 
.,))(,)(( βαψϕ ≤≤ tttС  

Равшанки, CA
(

 ёйининг узунлиги C  нуқтанинг BA
(

 эгри чизиқдаги 
ҳолатига қараб ўзгаради ва айни пайтда t  нинг ҳар бир тайин қийматида 
ягона CA

(
 ёйининг узунлигига эга бўламиз. Бинобарин CA

(
 ёйининг 

узунлиги tCA )(
(

µ  ўзгарув-чининг функцияси бўлади: 

)()( βαµ ≤≤ tCAt

(
 

(5) формуладан фойдаланиб топамиз: 

∫ ′+′=
t

t dtttCA
α

ψϕµ .)()()( 22(
 

Модомики, ],[)()( 22 βαψϕ Ctt ∈′+′  экан, унда )( CAt

(
µ    функция 

ҳосилага эга бўлиб, 

)()())(( 22 ttCAt ψϕµ ′+′=′
(

 

бўлади. 
Кейинги тенгликнинг квадратини 2dt  га кўпайтириб, ушбу  
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,)()())(( 222222 dttdttdtCAt ψϕµ ′+′=⋅′
(

 
яъни 

222))(( dydxCAd t +=′
(

µ  
муносабатга келамиз. Бу муносабат ёй дифференциалининг квадратини 
ифодалайди. Демак, ёй дифференциали )( CAd t

(
µ  юқоридаги 

)(,)( tytx ψϕ ==  функцияларнинг дифференциал-лари dx  ҳамда dy  лар 
орқали ифодаланади. Бинобарин, (5) формула, узлуксиз ҳосилага эга бўлган 

)(,)( tytx  функциялар ёрдамида эгри чизиқ ёйининг турли усулларда 
параметрлаш-тиришда ўз кўринишини сақлайди.  

 
Машқлар 

 
1. Ушбу 

         ∫ ∫==
t t

dz
z

z
ydz

z

z
x

1 1

sin
,

cos
 








 ≤≤
2

1
π

t  тенгламалар билан берилган эгри чизиқнинг узунлиги топилсин. 

2. Ушбу  
         xyyx ==+ ,222  

чизиқлар билан чегараланган эгри чизиқли учбурчакнинг периметри 
топилсин. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

41-маъруза  
Айланма сиртнинг юзи ва уни ҳисоблаш 

 
10. Айланма сирт ва унинг юзи тушунчаси. Маълумки, тўғри чизиқ 

кесмасини бирор ўқ атрофида айлантиришдан цилиндрик, конус (кесик 
конус) сиртлар ҳосил бўлади. Бу сиртлар юзага эга ва улар маълум 
формулалар ёрдамида топилади. 
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Айтайлик, ],[)( baCxf ∈  бўлиб, ],[ bax ∈∀  да 0)( ≥xf  бўлсин. Бу 

функция графиги BA
(

 ёйини тасвирласин (20-чизма ) 

 
BA
(

 ёйни Оx  ўқи атрофида айлантиришдан ҳосил бўлган сирт айланма  
сирт дейилади. Уни П  дейлик. ],[ ba  сегментни ихтиёрий  

)...(},...,,{ 1010 bxxxaxxxP nn =<<<==  
бўлаклашни олайлик. Бу бўлаклашнинг ҳар бир 

),...,2,1,0( nkxk =  
бўлувчи нуқталари орқали Oy  ўқига параллел тўғри чизиқлар ўтказиб, 

уларнинг BA
(

 ёйи билан кесишиш нуқталарини ))(,( kkkk xfxAA =  билан 
белгилайлик. ;,( 0 BAAA n == ),...,2,1,0 nk =  Бу нуқталарни ўзаро тўғри 

чизиқ кесмалари билан бирлаш-тириб, BA
(

 ёйига L  синиқ чизиқ чизамиз. 
BA
(

 ёйини Ox  ўқи атрофида айлантириш билан бирга L  синиқ чизиқни 
ҳам шу ўқ атрофида айлантирамиз. Натижада кесик конус сиртларининг 
бирлашмасидан ташкил топган K  сирт ҳосил бўлади. Бу K  сирт юзага эга ва 
унинг юзи 

2
1

2
1

1

0

1 )]()([)(
2

)()(
2)( kkkk

n

k

kk xfxfxx
xfxf

K −+−⋅
+

= ++

−

=

+∑πµ  

га тенг. (Бунда кесик конуснинг ён сиртининг юзини топиш 
формуласидан  фойдаланилди).  

Равшанки, K  сирт, бинобарин унинг юзи )(Kµ  ],[ ba  сегментнинг 
бўлаклашларига боғлиқ бўлади. 

1-таъриф. Агар 0>∀ε   сон олинганда  ҳам шундай  0>δ  сон 
топилсаки, ],[ ba  сегментнинг диаметри δλ <p  бўлган ихтиёрий P  

бўлаклаши учун  
)()( RSSK ∈<− εµ  

тенгсизлик бажарилса, S  сон )(Kµ  нинг 0→pλ  даги лимити дейилади: 

SK
p

=
→

)(lim
0
µ

λ
. 

2-таъриф. Агар 0→pλ  да )(Kµ  йиғинди чекли S  лимитга эга бўлса, 

П  айланма  сирт юзага эга дейилади. 
Бунда S  сон П  айланма сиртнинг юзи дейилади: 
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)(ПS µ= . 
Демак, 

2
1

2
1

1

0

1

0
)]()([)(

2

)()(
2lim)( kkkk

n

k

kk xfxfxx
xfxf

П
p

−+−⋅
+

= ++

−

=

+

→
∑πµ

λ
. 

20. Айланма сирт юзини ҳисоблаш. Фараз қилайлик,  ],[)( baCxf ∈  
бўлиб, у ],[ ba  сегментда  узлуксиз )(' xf  ҳосилага  эга бўлсин. 

Бу функция графиги BA
(

 ёйини Ox  ўқи атрофида  айлантиришдан 
ҳосил бўлган П  айланма сиртнинг юзини топамиз. 

� ],[ ba  сегментнинг ихтиёрий P  бўлаклашини олиб, юқоридагидек  

2
1

2
1

1

0

1 )]()([)(
2

)()(
2)( kkkk

n

k

kk xfxfxx
xfxf

K −+−⋅
+

= ++

−

=

+∑πµ  

йиғиндини тузамиз. 
Лагранж  теоремасига кўра 

kkkkkkk xfxxfxfxf ∆⋅′=−′=− ++ )())(()()( 11 ξξ  
бўлади, бунда ],[ 1+∈ kkk xxξ . Натижада  

kk

n

k

kk xf
xfxf

K ∆′+
+

= ∑
−

=

+ )(1
2

)()(
2)( 2

1

0

1 ξπµ  

бўлади. 
Кейинги тенгликни қуйидагича ёзиб оламиз: 

} .)('1))]()(())(

)([()('1)(2)(

2
1

1

0

1

0

2

kkkkk

n

k
kk

n

k
kk

xffxff

xfxffK

∆+−+−



 −+∆+=

+

−

=

−

=
∑∑

ξξξ

πξξπµ
           (1) 

],[)( baCxf ∈′  бўлганлиги сабабли  

],[)('1)( 2 baRxfxf ∈+  

бўлади. Демак, 0→pλ  да  

dxxfxfxff
b

a
k

n

k
kk ∫∑ ′+→∆′+

−

=
)(1)(2)(1)(2 2

1

0

2 πξξπ           (2) 

Равшанки,     

].,[)(1 2 baCxf ∈′+  

Демак, бу функция ],[ ba  да ўзининг максимум қийматига эга бўлади. 
Уни M  дейлик: 

)(1max 2 xfM
bxa

′+=
≤≤

. 

)(xf  функция ],[ ba  сегментда текис узлуксиз. Унда 0>∀ε  олинганда ҳам, 

)(2 abM −
ε

 га кўра шундай 0>δ  сон топиладики, δλ <p  бўлганда 

)(2
)()(,

)(2
)()( 1 abM

fxf
abM

fxf kkkk −
<−

−
<− +

εξεξ  
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бўлади. Шуларни эътиборга олиб топамиз: 

[ ]

[ ]

.
)(2)(2

)(1)()()()(

)(1))()(())()((

1

0

2
1

0
1

1

0

2
1

∑

∑

∑

−

=

−

=
+

−

=
+

<∆⋅








−
+

−
<

<∆⋅′+−+−≤

≤






 ∆⋅′+−+−

n

k
k

kk

n

k
kkkk

n

k
kkkkkk

x
abMabM

M

xffxffxf

xffxffxf

εεε

ξξξ

ξξξ

 

 
Бундан 0→pλ  да 

[ ] 0)('1))()(())()(( 2
1

0
1 →∆+⋅−+−∑

−

=
+ kk

n

k
kkkk xffxffxf ξξξ       (3) 

бўлиши келиб чиқади. 
0→pλ  да (1) тенгликда лимитга ўтиб, (бунда (2) ва (3) 

муносабатларни эътиборга олиб) айланма сиртнинг юзи учун  

dxxfxfП
b

a
∫ ′+= )(1)(2)( 2πµ                   (4) 

бўлишини топамиз. ► 
1-мисол. Ушбу 

axaee
a

xf a

x

a

x

≤≤>+=
−

0,0),(
2

)(  

занжир чизиғини Ox ўқ атрофида айлантиришдан ҳосил бўлган айланма 
сиртнинг юзи топилсин. 

◄ Равшанки, 

)(
2

1
)( a

x

a

x

eexf
−

−=′  

(4) формуладан фойдаланиб, изланаётган айланма сиртнинг юзини топамиз: 

=++=+=

=−++=

−−

−−

∫∫

∫

dxee
a

dxee
a

dxeeee
a

П

a

xa
a

xa
a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

xa

)2(
2

)(
2

)(
4

1
1)(

2
2)(

2

0

2
2

0

2

0

ππ

πµ
 

)4(
42

2
22

22
2

0

22

+−=











−+= −−

ee
a

e
a

xe
aa

a

a

x

a

x ππ
 ► 

Айтайлик, BA
(

 эгри чизиқ юқори ярим текисликда жойлашган бўлиб, у 
ушбу  





=
=

)(

)(

ty

tx

ψ
ϕ

 )( βα ≤≤ t  
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параметрик тенгламалар системаси билан берилган бўлсин. Бунда )(),( tt ψϕ  
функциялари ],[ βα  да узлуксиз ва узлуксиз  )(),( tt ψϕ ′′  ҳосилаларга эга. Бу 
эгри чизиқни Ox  ўқи атрофида айлантиришдан ҳосил бўлган айланма 
сиртнинг юзи    

dttttП )()()(2)( 22 ψϕψπµ
β

α
′+′= ∫                    (5) 

бўлади. 
2-мисол. Ушбу 

1)2( 22 =−+ yx  
айланани Ox  ўқи атрофида айлантиришдан ҳосил бўлган айланма сиртнинг 
(торнинг) юзи  топилсин. 

◄ Айлананинг тенгламасини қуйидагича 

tty

ttx

sin2)(

cos)(

+==
==

ψ
ϕ

            )20( π≤≤ t  

параметрик кўринишда ёзамиз. 
Изланаётган айланма сиртнинг юзи, (5) формулага кўра 

∫

∫

=+=

=′++′+=

π

π

ππ

πµ

2

0

2

2

0

22

8)sin2(2

)sin2()(cos)sin2(2)(

dtt

dttttП

 

бўлади. ► 
 

Машқлар 
 
1. Айтайлик, BA

(
 эгри чизиқ ( ) ( ) ( )βαψϕ ≤≤== ttytx ,  тенгламалар 

билан берилган бўлиб, ( )tϕ  ва ( )tψ  функциялар [ ]βα ,  да узлуксиз ( )tϕ ′  ва 
( )tψ ′  ҳосилаларга эга бўлсин. Бу эгри чизиқни OX  ўқи атрофида 

айлантиришдан ҳосил бўлган  айлана сиртининг юзи 

( ) ( ) ( )dttttP ∫ ′+′=
β

α
ψϕψπ 222      ( )( )0≥tψ  

бўлиши исботлансин. 
2. Ушбу  

( )axaxay 2202 22 ≤≤−=  
параболани OY  ўқи атрофида айлантиришдан ҳосил бўлган айлана 
сиртининг юзи топилсин. 
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42-маъруза 

Аниқ интегралнинг механика ва физикага татбиқлари 
 
10. Инерция моменти. Механикада моддий нуқта ҳаракати муҳим 

тушунчалардан бири ҳисобланади. 
Одатда, ўлчами етарли даражада кичик ва массага эга бўлган 

жисм моддий нуқта деб қаралади. 
Айтайлик, текисликда m  массага эга бўлган A  моддий нуқта берилган 

бўлиб, бу нуқтадан  бирор l  ўққача (ёки O  нуқтагача) бўлган масофа r  га 
тенг бўлсин. 

Ушбу  
2mrJ =  

миқдор A  моддий нуқтанинг l  ўққа (O  нуқтага) нисбатан инерция моменти 
дейилади. 

Масалан, ),( yxAA =  моддий нуқтанинг координата ўқларига ҳамда 
координата бошига нисбатан инерция моментлари мос равишда  

22
0

22 ,, yxmJmxJmyJ yx +===  

бўлади. 
Текисликда, ҳар бири мос равишда   

1210 ,....,,, −nmmmm                                                                                    
массага эга бўлган моддий нуқталар системаси    

 },....,,,{ 1210 −nAAAA  
нинг бирор l  ўққа (O  нуқтага) нисбатан инерция моменти ушбу  

∑
−

=
=

1

0

2
n

k
kkn rmJ  

йиғинди билан таърифланади, бунда kk Ar −  нуқтадан l  ўққача (O  нуқтагача) 
бўлган масофа )1...,,2,1,0( −= nk . 
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Фараз қилайлик, )(xfy =  эгри чизиқ ёйи BA
(

 бўйича зичлиги 1=ρ  га 
тенг масса тарқатилган бўлиб, бунда )(xf  функция ],[ ba  сегментда узлуксиз 
ҳамда узлуксиз )(xf ′  ҳосилага эга бўлсин. 

Равшанки, бу ҳолда масса ёй узунлигига тенг бўлади: 

dxxfm
b

a
∫ ′+= )(1 2 . 

],[ ba  сегментнинг ихтиёрий  
)...(}...,,,{ 1010 bxxxaxxxP nn =<<<==  

бўлаклашини оламиз. Бу бўлаклаш BA
(

 ёйни  
))(,( kkkk xfxAA =    )1...,,2,1,0( −= nk  

нуқталар билан n  та ),( 101 BAAAAA nkk == −+
(

 бўлакка ажратади. Бунда 

1+kk AA
(

 бўлакнинг массаси  

dxxfm
k

k

x

x
k ∫

+

′+=
1

)(1 2       )1...,,2,1,0( −= nk  

бўлади. Ўрта қиймат ҳақидаги теоремадан фойдаланиб топамиз: 

,)(1 2
kkk xfm ∆⋅′+= ξ  

бунда, 

kkkkkk xxxxx −=∆∈ ++ 11 ,],[ξ . 
Маълумки,  

))(,( kk f ξξ   )1...,,2,1,0( −= nk  
моддий нуқтанинг координата ўқларига ҳамда кордината бошига 

нисбатан инерция моментлари мос равишда  

( ) ( ) ,)(1 222
kkkkkx xfffmJ

k
∆⋅′+⋅=⋅=′ ξξξ  

,)(1 222
kkkkky xfmJ

k
∆⋅′+⋅=⋅=′ ξξξ  

kkkkkkk xfffmJ ∆⋅′+⋅+=+=′ )(1))(())(( 22222
0 ξξξξξ  

бўлади. Унда ушбу  
))}(,(,),...(,()),(,{( 111100 −− nn fff ξξξξξξ  

моддий нуқталар системасининг инерция моментлари мос равишда  

( )

,)(1))((

,)(1

,)(1

2
1

0

22)(
0

2
1

0

2)(

2
1

0

2)(
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n

k
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n
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k
k

n
y

kk

n

k
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n
x

xffJ

xfJ

xffJ

∆⋅′+⋅+=

∆⋅′+⋅=

∆⋅′+⋅=

∑

∑

∑

−

=

−

=

−

=

ξξξ

ξξ

ξξ

 

тенгликлар билан ифодаланади. 
Агар P  бўлаклашнинг диаметри pλ  нолга интила борса, унда ҳар бир 

1+kk AA
(

 ёйнинг узунлиги ҳам нолга интила бориб, юқоридаги 
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             ,,, )(
0

)()( nn
y

n
x JJJ  

йиғиндиларнинг лимитини массага эга бўлган BA
(

 эгри чизиқнинг мос 
равишда координата боши ҳамда координата ўқларига нисбатан инерция 
моментларини ифодалайди деб қараш мумкин.  

Айни пайтда,  

( )

∫

∫

∫

′++=

′+=

′+=

→

→

→

b

a

n

b

a

n
y

b

a

n
x

dxxfxfxJ

dxxfxJ

dxxfxfJ

p

p

p

)(1))((lim

,)(1lim

,)(1lim

222)(
0

0

22)(

0

22)(

0

λ

λ

λ

 

бўлади. 
Демак, массага эга бўлган BA

(
 эгри чизиқнинг координата ўқларига 

ҳамда координата бошига нисбатан инерция моментлари аниқ интеграллар 
ёрдамида топилади: 

( )∫ ′+=
b

a
x dxxfxfJ ,)(1 22  

.)(1))((

,)(1

222
0

22

∫

∫

′++=

′+=

b

a

b

a
y

dxxfxfxJ

dxxfxJ

 

20. Ўзгарувчи кучнинг бажарган иши. Бирор жисмни Оx  ўқи бўйлаб, 
шу ўқ йўналишида бўлган )(xFF =  куч таъсири остида a  нуқтадан b  
нуқтага )( ba <  ўтказиш учун  бажарил-ган ишни топиш лозим бўлсин. 

Равшанки, жисмга таъсир этувчи куч ўзгармас, яъни  
constCxF −=)(  

бўлса, унда жисмни a  нуқтадан b  нуқтага ўтказиш учун  бажарилган иш           
)( abCA −⋅=  

га тенг бўлади. 
Айтайлик, жисмга таъсир этувчи куч x  га ]),[( bax∈   боғлиқ бўлиб, у 

],[ ba  да узлуксиз бўлсин: 
].,[)( baCxFF ∈=  

],[ ba  сегментнинг ихтёрий 
{ } )...(,...,, 1010 bxxxaxxxP nn =<<<==  

бўлаклашини олиб, бу бўлаклашнинг ҳар бир 
)1,...,2,1,0(],[ 1 −=+ nkxx kk  

бўлакчасида ихтёрий )1...,2,1,0(];,[ 1 −=∈ + nkxx kkkk ξξ  нуқта оламиз. 
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Агар ҳар бир ],[ 1+kk xx  да жисмга таъсир этувчи кучни ўзгармас ва у 
)( kF ξ  га тенг дейилса, у ҳолда ],[ 1+kk xx  оралиқда бажарилган иш (куч 

таъсирида жисмни kx  нуқтадан 1+kx  нуқтага ўтказиш учун бажарилган иш) 
тахминан             

)()( 1 kkk xxF −⋅ +ξ  
формула билан, ],[ ba  оралиқда бажарилган иш эса , тахминан 

∑∑
−

=

−

=
+ ∆⋅=−⋅≈

1

0

1

0
1 )()()(

n

k
kk

n

k
kkk xFxxFA ξξ      (1) 

формула билан ифодаланади. 
P  бўлаклашнинг диаметри pλ  нолга интила борганда юқоридаги 

йиғиндининг қиймати изланаётган иш миқдорини тобора аниқроқ 
ифодалайди. Бу ҳол 0→pλ  да (1) йиғинди-нинг чекли лимитини бажарилган 

иш дейилиши  мумкинли-гини кўрсатади. 
Демак,  

∑
−

=→
∆⋅=

1

00
.)(lim

n

k
kk xFA

p

ξ
λ

 

Модомики, ],[)( baCxF ∈  экан, 

∫∑ =∆⋅
−

=→

b

a

n

k
kk dxxFxF

p

)()(lim
1

00
ξ

λ
  

бўлади. 
Шундай қилиб, ўзгарувчи )(xF  кучнинг ],[ ba  даги бажарган иши 

∫=
b

a

dxxFA )(                               (2) 

формула билан ифодаланади. 
Мисол. Винтсимон пружинанинг бир учи мустаҳкамлан-ган, иккинчи 

учига эса )(xFF =  куч таъсир этиб, пружина қисилган  (21-чизма) 

 
21-чизма 

 
Агар пружинанинг қисилиши  унга таъсир этаётган  )(xF  кучга 

пропорционал бўлса, пружинани a  бирликка қисиш учун )(xF  кучнинг 
бажарган иши топилсин. 
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◄ Агар )(xF  куч таъсирида пружинанинг қисилиш миқдорини x  
орқали белгиласак, у ҳолда 

kxxF =)(  
бўлади, бунда k -пропорционаллик коэффициенти (қисилиш коэффициенти). 
(2) формулага кўра бажарилган иш 

∫ ==
a ka
kxdxA

0

2

2
 

бўлади. ► 
 

Машқлар 
 

1. Учбурчак асосига нисбатан инерция моментини топилсин. 
2. Асосининг радиуси R , баландлиги H  бўлган парабо-лоид 

шаклидаги қозондан, ундаги сувни чиқаришга сарфлан-ган иш ҳисоблансин. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

10-БОБ 
ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАР 

 
43-маъруза 

Чегаралари чексиз хосмас интеграллар 
 

Функциянинг аниқ интеграли (Риман интеграли) тушун-часини 
киритишда интеграллаш оралиғининг чекли булиши талаб этилган эди. 
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Энди чексиз оралиқда ( ),(;],(;),[ +∞−∞−∞+∞ aa  оралиқлар-да) 
берилган функциянинг шу оралиқ бўйича интеграл тушунчасини келтирамиз 
ва ўрганамиз. 

10.Чегаралари чексиз хосмас интеграл тушунчаси. )(xf  функция 
),[ +∞a оралиқда )( Ra ∈  берилган бўлиб, ихтиёрий ],[ ta   да )( +∞<≤ ta  

интегралланувчи бўлсин:  ]).,([)( taRxf ∈  
Ушбу 

∫=
t

a

dxxftF )()(  

белгилашни киритамиз. 
1-таъриф. Агар +∞→t  да )(tF  функциянинг лимити мавжуд бўлса, 

бу лимити )(xf  функциянинг ),[ ∞+a  чексиз оралиқ бўйича хосмас 
интеграли дейилади ва  

∫
+∞

a

dxxf )(  

каби белгиланади: 

∫∫ +∞→+∞→

+∞

==
t

a
tt

a

dxxftFdxxf .)(lim)(lim)(                  (1) 

(1) интегрални чегараси чексиз хосмас интеграл ҳам деб юритилади.  
Қулайлик учун, бундан кейин “чегараси чексиз хосмас интеграл”  

дейиш ўрнига “интеграл” деймиз. 
2-таъриф. Агар +∞→t  да )(tF  функциянинг лимити мавжуд ва чекли 

бўлса, (1) интеграл яқинлашувчи дейилади. 
Агар +∞→t  да )(tF  функциянинг лимити чексиз ёки мавжуд бўлмаса, 

(1) интеграл узоқлашувчи  дейилади. 
1-мисол. Ушбу 

∫
+∞

−

0

dxе x  

интегрални қарайлик. Бу ҳолда 

1)(
0

+−== −−
∫

t
t

x edxetF  

бўлиб,            
1)(lim =

+∞→
tF

t
 

бўлади. 
Демак, берилган интеграл яқинлашувчи ва  

.1
0

=∫
+∞

− dxе
x  

2-мисол. Ушбу     
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)0,0( >>∫
+∞

αα a
x

dx

a

 

интеграл учун 









≠
+−+−

=−
== ++∫

бўлса1агар,
1

-
1

бўлса1агар,lnln

)( 1-1-

α
αα

α
αα

α at

at

x

dx
tF

t

a

 , 

бўлиб, +∞→t  да  

)1()(

,)1(
1

)(
1

≤+∞→

>
−

→
−

α

α
α

α

tF

a
tF

 

бўлади. 
Демак,         

∫
+∞

a x

dx
α  

интеграл 1>α  бўлганда яқинлашувчи, 1≤α  бўлганда узоқла-шувчи бўлади. 
3-мисол. Ушбу  

∫
+∞

0

cosxdx  

интеграл узоқлашувчи бўлади, чунки +∞→t  да 

∫ ==
t

txdxtF
0

sincos)(  

функциянинг лимити мавжуд эмас. 
Юқоридагидек, 

∫ ∫
∞−

+∞

∞−

a

dxxfdxxf )(,)(  

хосмас интеграллар ва уларнинг яқинлашувчилиги, узоқла-шувчилиги 
таърифланади: 

∫ ∫
∞− −∞→

=
a a

t
t

dxxfdxxf ,)(lim)(  

∫∫
−∞→
+∞→

+∞

∞−
=

u

vv
u

dxxfdxxf .)(lim)(  

20. Яқинлашувчи хосмас интегралнинг содда хоссалари. Хосмас 
интегралнинг турли хоссаларини )(xf  функциянинг ),[ +∞a  оралиқ бўйича 
олинган        

∫
+∞

a

dxxf )(  

интеграли учун баён этамиз. Бу хоссаларни  
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∫ ∫
∞−

+∞

∞−

a

dxxfdxxf )(,)(  

интеграллар учун келтиришни  ўқувчига ҳавола этамиз. 

1-хосса. Агар ∫
+∞

a

dxxf )(  интеграл яқинлашувчи бўлса, у ҳолда 

)()( badxxf
b

<∫
+∞

 

интеграл ҳам яқинлашувчи бўлади ва аксинча . Бунда  

                       ∫∫ ∫
+∞+∞

+=
ba

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(                  (2)  

тенглик бажарилади. 
◄ Равшанки,        

)(.)()()( tbadxxfdxxfdxxf
t

b

t

a

b

a

<<+= ∫∫ ∫  

Айтайлик, ∫
+∞

a

dxxf )(  интеграл яқинлашувчи бўлсин. 

Демак,     

∫+∞→

t

a
t

dxxf )(lim  

мавжуд ва чекли бўлади: 

∫∫
+∞

+∞→
=

a

t

a
t

dxxfdxxf )()(lim , 

(2) тенгликдан фойдаланиб, +∞→t  да 

∫∫ ∫
+∞

+∞→
−=

b

a

t

b a
t

dxxfdxxfdxxf )()()(lim  

бўлишини топамиз. Демак, ∫
+∞

b

dxxf )(  интеграл яқинлашувчи ва  

∫∫ ∫
+∞ +∞

−=
b

ab a

dxxfdxxfdxxf )()()(  

бўлади. 

Айтайлик, ∫
+∞

b

dxxf )(  интеграл яқинлашувчи бўлсин, 

Демак, 

∫ ∫
+∞

+∞→
=

t

b b
t

dxxfdxxf )()(lim  

чекли бўлади. 
(2) тенгликдан, +∞→t  да 
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∫∫ ∫
+∞

+∞→
+=

b

t

a

b

a
t

dxxfdxxfdxxf )()()(lim  

бўлиши келиб чиқади. Демак, ∫
+∞

a

dxxf )(  интеграл яқинлашувчи ва   

∫∫ ∫
+∞+∞

+=
ba

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  

бўлади. ► 

2-хосса. Агар ∫
+∞

a

dxxf )(  интеграл яқинлашувчи бўлса, у ҳолда 

∫
+∞

⋅
a

dxxfС )(  ҳам )( constС =  яқинлашувчи бўлиб, 

∫∫
+∞+∞

=⋅
aa

dxxfСdxxfС )()(   

бўлади. 

3-хосса. Агар ∫
+∞

a

dxxf )(  интеграл яқинлашувчи бўлиб, ),[ +∞∈∀ ax  да 

0)( ≥xf  бўлса, у ҳолда                           

0)( ≥∫
+∞

a

dxxf  

бўлади. 

4-хосса. Агар ∫
+∞

a

dxxf )(  ва ∫
+∞

a

dxxg )(  интеграллар яқинла-шувчи бўлса, у 

ҳолда ∫
+∞

±
a

dxxgxf ))()((  интеграл ҳам  яқинла-шувчи бўлиб, 

    )()())()((
a
∫ ∫∫

+∞ +∞+∞

±=±
aa

dxxgdxxfdxxgxf  

бўлади. 

5-хосса. Агар ),[ +∞∈∀ ax  да )()( xgxf ≤  бўлиб, ∫
+∞

a

dxxf )(  ва ∫
+∞

a

dxxg )(    

интеграллар яқинлашувчи бўлса, у ҳолда   

∫
+∞

a

dxxf )( ∫
+∞

≤
a

dxxg )(  

бўлади. 
2)- 5)- хоссаларнинг исботи хосмас интеграл ва унинг 

яқинлашувчилиги таърифларидан бевосита келиб чиқади. 
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Фараз қилайлик, )(xf  ва )(xg  функциялар ),[ +∞a  да берилган бўлиб, 
)(xf  функция чегараланган ,)(( Mxfm ≤≤  )(,)),[ xgax +∞∈  функция эса ўз 

ишорасини ўзгартирмасин ),[( +∞∈∀ ax  да ҳар доим 0)( ≥xg  ёки )0)( ≤xg . 

6-хосса. Агар ∫
+∞

⋅
a

dxxgxf )()(  ва ∫
+∞

a

dxxg )(  интеграллар яқин-лашувчи 

бўлса, у ҳолда шундай ўзгармас )( Mm ≤≤ µµ  топиладики, 

∫∫
+∞+∞

=⋅
aa

dxxgdxxgxf )()()( µ                      (3) 

бўлади. 
◄ Айтайлик, ),[ +∞∈∀ ax  да 0)( ≥xg  бўлсин. Унда  

)()()()( xMgxgxfxgm ≤≤⋅  
бўлиб,        

dxxgMdxxgxfdxxgm
t

a

t

a

t

a
∫ ∫∫ ≤≤ )()()()(  

бўлади. Бу тенгсизликлардан, +∞→t  да лимитга ўтсак унда 

dxxgMdxxgxfdxxgm
a aa
∫ ∫∫

+∞ +∞+∞

≤≤ )()()()(  

бўлиши келиб чиқади. 
Равшанки,  

0)( =∫
+∞

a

dxxg  

бўлганда (3)  тенглик бажарилади. 
Айтайлик,  

0)( >∫
+∞

a

dxxg  

бўлсин. Бу ҳолда 

M

dxxg

dxxgxf

m

a

a ≤≤

∫

∫
∞+

+∞

)(

)()(

 

бўлади. Агар    

∫

∫
∞+

+∞

=

a

a

dxxg

dxxgxf

)(

)()(

µ  

деб олинса, унда Mm ≤≤ µ  бўлиб, 

⋅=⋅∫
+∞

µ
a

dxxgxf )()( ∫
+∞

a

dxxg )(  
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бўлади. 
),[ +∞∈∀ ax  да 0)( ≤xg  бўлганда (3) тенгликнинг бажари-лиши 

юқоридагидек исботланади. ► 
Одатда, бу хосса ўрта қиймат ҳақидаги теорема дейилади. 
30. Хосмас интегралнинг яқинлашувчилиги. Айтайлик, )(xf  

функция ),[ +∞a  оралиқда берилган бўлсин. 
Маълумки,  

∫
+∞

a

dxxf )(  

хосмас интегралнинг  яқинлашувчилиги ушбу 

∫ >=
t

a

atdxxftF )()()(  

функциянинг +∞→t  да чекли лимитга эга бўлишидан иборат. 
13-маърузада функциянинг чекли лимитига эга бўлиши ҳақидаги Коши 

теоремаси, яъни )(tF  функциянинг +∞→t  да чекли лимитга эга бўлиши 
учун 

ε
ε

<′−′′
>′′∀>′∀>∃>∀

)()(

:,,,0 000

tFtF

ttttat
 

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли экани келтирилган эди. 
Бу тушунча ва тасдиқдан 

∫
+∞

a

dxxf )(                                    (4) 

хосмас интегралнинг яқинлашувчилигини ифодалайдиган қуйидаги 
теоремага келамиз. 

Теорема (Коши теоремаси). (4) интегралнинг яқинла-шувчи бўлиши 
учун 0>∀ε  сон олинганда ҳам шундай  )( 00 atRt >∈  топилиб, ихтиёрий 

00 , tttt >′′>′  бўлганда 

ε<∫
′′

′

t

t

dxxf )(  

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.  
 

Машқлар 
 

1. Ушбу 

           ∫
+∞

0

sinxdxx  

хосмас интеграл яқинлашувчи бўладими? 
2. Ушбу 
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           ( )∫
+∞

−=
+0

32 8

1

1

ln
dx

x

xx
 

тенглик исботлансин. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
44-маъруза 

Манфий бўлмаган функциянинг хосмас интеграллари. 
Интегралнинг абсолют яқинлашувчилилиги 

 
10. Манфий бўлмаган функция хосмас интегралининг 

яқинлашувчилиги. 
Айтайлик, )(xf  функция ),[ +∞a  оралиқда берилган бўлиб, ),[ +∞∈∀ ax  

да 0)( ≥xf  бўлсин. Бу функцияни ],[ ta  да )( +∞<< ta   интегралланувчи 
дейлик: ]),([)( taRxf ∈ . Бу ҳолда 

∫=
t

a

dxxftF )()(  

функция ),( +∞a  оралиқда ўсувчи бўлади. 
� Ҳақиқатдан ҳам, +∞<<< 21 tta да 

∫∫∫∫ +=+==
2

1

2

1

12

)()()()()()( 12

t

t

t

t

t

a

t

a

dxxftFdxxfdxxfdxxftF  

бўлиб, 

0)(
2

1

≥∫
t

t

dxxf  

бўлганлиги сабабли 
)()( 12 tFtF ≥  

бўлади. Демак, ),(, 21 +∞∈∀ att  учун   
).()( 2121 tFtFtt ≤⇒< � 

1-теорема. Манфий бўлмаган )(xf  функция хосмас интеграли 
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∫
+∞

>≥
a

axxfdxxf ),0)(()(                (1) 

нинг яқинлашувчи бўлиши учун )(tF  функциянинг юқоридан чегараланган, 
яъни 

CtFatRС ≤>∀∈∃ )(:,  
бўлиши зарур ва етарли. 

�Зарурлиги. Айтайлик, (1) интеграл яқинлашувчи бўлсин. Таърифга 
биноан     

+∞→t
tF )(lim  

мавжуд ва чекли бўлади. Унда, atRС >∀∈∃ ,  да CtF ≤)(  бўлади. 
Етарлилиги. Айтайлик, )(tF  функция ),( +∞a  да юқорида-ги 

чегараланган бўлсин. Айни пайтда, )(tF  ўсувчи функция. Демак, +∞→t  да 
)(tF  функция чекли лимитга эга. Бу эса (1) интегрални яқинлашувчи 

бўлишини билдиради.� 
Бу теоремадан қуйидаги натижа келиб чиқади. 
Натижа. Агар )(tF  функция )),(( +∞∈ at  юқоридан  чегара-ланмаган 

бўлса, у ҳолда              

∫
+∞

a

dxxf )(  

интеграл узоқлашувчи бўлади. 
20. Таққослаш теоремалари. Иккита функция маълум муносабатда 

бўлганда бирининг хосмас интегралининг яқинлашувчи (узоқлашувчи) 
бўлишидан  иккинчисининг ҳам яқинлашувчи (узоқлашувчи) бўлишини 
ифодаловчи теорема-ларни келтирамиз. Одатда, улар таққослаш теоремалари 
дейилади. 

2-теорема. Фараз қилайлик, )(xf  ва )(xg  функциялар   ),[ +∞a  
оралиқда берилган бўлиб, ),[ +∞∈∀ ax  да 

)()(0 xgxf ≤≤                              (2) 
бўлсин. 

Агар ∫
+∞

a

dxxg )(  яқинлашувчи бўлса, у ҳолда ∫
+∞

a

dxxf )(  ҳам яқинлашувчи 

бўлади. 

Агар ∫
+∞

a

dxxf )(  узоқлашувчи бўлса, у ҳолда ∫
+∞

a

dxxg )(  ҳам узоқлашувчи 

бўлади. 

� Айтайлик, (2) муносабат ўринли бўлиб, ∫
+∞

a

dxxg )(  яқинлашувчи 

бўлсин. Унда  1-теоремага кўра 
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∫ ≤=
t

a

CdxxgtG )()(  

бўлади. Айни пайтда, 

∫ ≤=
t

a

tGdxxftF )()()(  

бўлганлиги сабабли яъни 1-теоремага биноан ∫
+∞

a

dxxf )(  яқинла-шувчи бўлади. 

Айтайлик, (2) муносабат ўринли бўлиб, ∫
+∞

a

dxxf )(  узоқла-шувчи бўлсин. 

Унда юқорида келтирилган натижа ва 
)()( tGtF ≤  

тенгсизликдан ∫
+∞

a

dxxg )(  интегралнинг узоқлашувчилиги келиб чиқади.� 

3-теорема. Фараз қилайлик, )(xf  ва )(xg  функциялар   ),[ +∞a  да 
0)(0)( ≥≥ xgxf  бўлиб, 

)0(
)(

)(
lim +∞≤≤=

+∞→
kk

xg

xf
x

 

бўлсин. 

Агар +∞<k  бўлиб, ∫
+∞

a

dxxg )(  яқинлашувчи бўлса, у ҳолда ∫
+∞

a

dxxf )(  ҳам 

яқинлашувчи бўлади.         

Агар 0>k  бўлиб, ∫
+∞

a

dxxg )(  узоқлашувчи бўлса, у ҳолда ∫
+∞

a

dxxf )(  ҳам 

узоқлашувчи бўлади. 
�Айтайлик,  

+∞<=
+∞→

k
xg

xf
x )(

)(
lim  

бўлиб, ∫
+∞

a

dxxg )(  яқинлашувчи бўлсин. Лимит таърифига биноан 

00 ,,0 ttat >∀>∃>∀ε      
да 

)()()( xgkxf ε+<                            (3) 
бўлади. Яқинлашувчи интегралнинг хоссасига кўра 

∫
+∞

+
a

dxxgk )()( ε  

яқинлашувчи бўлади. 
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(3) муносабат ва 2-теоремадан фойдаланиб, ∫
+∞

a

dxxf )(  интегралнинг 

яқинлашувчи бўлишини топамиз. 
Айтайлик, 

0
)(

)(
lim >=

+∞→
k

xg

xf
x

 

бўлиб, ∫
+∞

a

dxxg )(  узоқлашувчи бўлсин. Бу ҳолда 1k  сон )0( 1 >> kk  учун 

шундай at >′0  топиладики, 0tx ′>∀ да 

,
)(

)(
1k

xg

xf >  

яъни   

)(
1

)(
1

xf
k

xg <                              (4) 

бўлади. 

(4) муносабат ва 2-теоремадан фойдаланиб ∫
+∞

a

dxxf )(  интегралнинг 

узоқлашувчи бўлишини топамиз.� 
Натижа. Агар  

k
xg

xf
x

=
+∞→ )(

)(
lim  

бўлиб, +∞<< k0  бўлса, у ҳолда ∫
+∞

a

dxxf )( ва ∫
+∞

a

dxxg )(  интеграллар бир 

вақтда ёки яқинлашувчи, ёки узоқлашувчи бўлади. 
Кўп ҳолларда бирор хосмас интегралнинг яқинлашувчи-лигини ёки 
узоқлашувчилигини аниқлашда аввалдан яқинла-шувчилиги ёки 
узоқлашувчилиги маълум бўлган интеграл билан таққослаб (юқорида 
келтирилган теоремалардан фойдаланиб) қаралаётган интегралнинг 
яқинлашувчи ёки узоқлашувчи бўлиши топилади. 

Масалан, 

∫
+∞

a

dxxf )(  

интегрални 

)0,0( >>∫
+∞

αα a
x

dx

a

 

интеграл билан таққослаб, қуйидаги натижага келамиз: 
Натижа. Айтайлик, бирор )0( +∞<< CС  ва 0>α  сонлар учун +∞→x  

да 
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  αx

C
xf ~)( , 

яъни                                           
Cxfx

x
=⋅

+∞→
)(lim α  

бўлсин. Унда           

∫
+∞

a

dxxf )(  

интеграл 1>α  бўлганда яқинлашувчи, 1≤α  бўлганда узоқла-шувчи бўлади.                 
30.  1-мисол. Ушбу     

∫
+∞

+0
2

2

1

cos
dx

x

x
 

интеграл яқинлашувчиликка текширилсин. 
� Агар                 

22

2

1

1
)(,

1

cos
)(

x
xg

x

x
xf

+
=

+
=  

дейилса, унда  ),0[ +∞∈∀x   
)()(0 xgxf ≤≤  

бўлади. 
Равшанки,        

∫
+∞

+0
21 x

dx
 

интеграл яқинлашувчи. 2-теоремага кўра берилган хосмас интеграл 
яқинлашувчи бўлади.� 

 
 
2-мисол. Ушбу 

∫
+∞

−

1

2

dxe x  

интеграл яқинлашувчиликка текширилсин. 
� 1≥∀x  да 

xx exgexf −− == )(,)(
2

 
функциялари учун  

)()(0 xgxf ≤≤  
бўлади. Қуйидаги 

∫
+∞

−

1

dxe x  

интегралнинг яқинлашувчилиги равшан. Демак, 

∫
+∞

−

1

2

dxe x  
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интеграл яқинлашувчи бўлади.� 
3-мисол. Ушбу         

∫
+∞

−

1

ln xdxe x  

интеграл яқинлашувчиликка текширилсин. 
� 1>∀x  да 

xx <ln  
бўлиб, xx xexgxexf −− == )(,ln)(  функциялар учун  

)()(0 xgxf ≤≤  
бўлади. Энди 

∫ ∫
+∞ +∞

−=
1 1

)( dxxedxxg x  

интегралнинг яқинлашувчилигини эътиборга олиб, 2-теорема-дан 
фойдаланиб, берилган 

∫
+∞

−

1

ln xdxe x  

интегралнинг яқинлашувчилигини топамиз.� 
4-мисол. Ушбу 

∫
+∞

+⋅1
3 2 1xx

dx
 

интеграл яқинлашувчиликка текширилсин. 
�Интеграл остидаги 

3 2 1

1
)(

+⋅
=

xx
xf  

функция учун  

1
1

1

1
lim

1

1
lim)(lim

3
2

3 2
3

5

3

5

=
+⋅

⋅=
+⋅

⋅=
+∞→+∞→+∞→

x
xxx

xxfx
xxx

 

бўлади. 
Равшанки,    

∫
+∞

1 3

5

x

dx
 

интеграл яқинлашувчи. Демак, берилган интеграл яқинла-шувчи бўлади.� 
40. Хосмас интегралнинг абсолют яқинлашувчилиги. Айтайлик, 

)(xf  функция ),[ +∞a  оралиқда берилган бўлсин. Бунда, ),[ +∞∈∀ ax  учун  
( ) 0≥xf  бўлиши шарт эмас 

 
 
Таъриф. Агар  
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∫
+∞

a

dxxf )(  

интеграл яқинлашувчи бўлса, ∫
+∞

a

dxxf )(  интеграл абсолют яқинлашувчи 

дейилади. 

Агар ∫
+∞

a

dxxf )(  яқинлашувчи бўлиб, ∫
+∞

a

dxxf )(  узоқлашувчи бўлса, у 

ҳолда ∫
+∞

a

dxxf )(  шартли яқинлашувчи интеграл дейилади. 

4-теорема. Агар интеграл абсолют яқинлашувчи бўлса, у яқинлашувчи 
бўлади. 

� Айтайлик,       

∫
+∞

a

dxxf )(  

интеграл яқинлашувчи бўлсин. Берилган )(xf  ва )(xf  функ-циялар 

ёрдамида ушбу 

))()((
2

1
)(

,))()((
2

1
)(

xfxfx

xfxfx

+−=

+=

ψ

ϕ
 

функцияларни тузамиз. 
Бу функциялар учун, ),[ +∞∈∀ ax  да 

1) ( ) 0,0)( ≥≥ xx ψϕ  

2) )()(,)()( xfxxfx ≤≤ ψϕ  

3) )()()( xfxx =−ψϕ  
бўлади. Юқорида келтирилган 2-теоремадан фойдаланиб, қуйидаги 

∫∫
+∞+∞

aa

dxxdxx )(,)( ψϕ  

интеграл яқинлашувчилигини топамиз. 
Унда 

dxxx
a

))()(( ψϕ∫
+∞

−  

интеграл ҳам яқинлашувчи бўлади.  Демак, 

∫
+∞

a

dxxf )(  

яқинлашувчи бўлади.� 
Машқлар 

 
1. Ушбу интеграл 
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∫
∞+ −−














−

0

2

2

2

2

dxee x

b

x

a

 

интеграл яқинлашувчиликка текширилсин. 
2.  k  нинг қандай қийматларида 

( )∫
+∞

<
−
+

1

1
sin

sin
kdx

xx

xx
x k  

интеграл яқинлашувчи бўлади? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

45-маъруза 
Интегралнинг яқинлашувчилиги аломатлари. Интегралнинг бош 

қиймати 
10. Дирихле аломати. Фараз қилайлик, )(xf  ва )(xg  функциялар 
),[ +∞a  оралиқда берилган бўлсин.  
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1-теорема (Дирихле аломати). )(xf  ва )(xg  функциялар қуйидаги 
шартларни қаноатлантирсин: 

1) )(xf  функция ),[ +∞a  да узлуксиз ва унинг шу оралиқдаги 
бошланғич ))()(()( xfxFxF =′  функцияси чегара-ланган; 

2) )(xg  функция ),[ +∞a  да узлуксиз )(xg ′  ҳосилага эга ; 
3)  )(xg  функция ),[ +∞a  да  камаювчи; 
4) 0)(lim =

+∞→
xg

x
. 

У ҳолда  

∫
+∞

a

dxxgxf )()(  

интеграл яқинлашувчи бўлади. 
◄ Равшанки,  

)),([)()()),([)(,)),([)( +∞∈⇒+∞∈+∞∈ aCxgxfaCxgaCxf  
бўлади. Бинобарин, )()( xgxf ⋅  функция )(],[ +∞<< tata  оралиқда 
интегралланувчи бўлади. Бўлаклаб интеграллаш формуласи-дан ҳамда 
теореманинг 1)- ва 2)- шартларидан фойдаланиб топамиз:   

∫∫∫ −==
t

a

t

a

t

a

t

a

dxxgxfxFxgxdFxgdxxgxf )(')()()()()()()( .       (1) 

Энди  
))(sup()()()( +∞<=≤ tFMtMgtFtg  

бўлишини эътиборга  олсак, ундан +∞→t  да   
0)()( →tFtg  

бўлиши келиб  чиқади. 
Берилишига кўра, )(xg  функция ),[ +∞a  оралиқда узлук-сиз 

дифференциалланувчи ҳамда шу оралиқда камаювчи функция. Демак, 
),[ +∞∈∀ ax  да 

0)(' ≤xg  
бўлади. Шуни эътиборга олиб топамиз: 

).0)(()())()((

)(')(')(')(

≥≤−=

=−=≤ ∫∫∫

tgagMtgagM

dxxgMdxxgMdxxgxF
t

a

t

a

t

a  

Унда 44 - маърузадаги  2 -теоремадан  фойдаланиб 

∫
+∞

a

dxxgxF )(')(  

хосмас интегралнинг яқинлашувчи эканлигини аниқлаймиз. 
(1) тенгликда +∞→t  да лимитга ўтиб, ушбу 

∫+∞→

t

a
t

dxxgxf )()(lim  



 279 

лимитнинг мавжуд ва чекли бўлишини топамиз. Бу эса     ∫
+∞

a

dxxgxf )()(  

интегралнинг яқинлашувчи бўлишини билдиради.► 
Мисол. Ушбу 

)0(
sin

1

>= ∫
+∞

αα dx
x

x
J  

интегрални яқинлашувчиликка текширилсин. 
◄ Берилган интегрални қуйидагича 

)0(
1

sin
1

>= ∫
+∞

αα dx
x

xJ  

ёзиб, αx
xgxxf

1
)(,sin)( ==  деймиз. Бу функциялар  юқорида келтирилган 

теореманинг барча шартларини қаноатланти-ради. 
1) xxf sin)( =   функция  ),1[ +∞  оралиқда узлуксиз ва унинг бошланғич 

функцияси xxF cos)( −=  функция ),1[ +∞  да чегара-ланган; 

2) )0(
1

)( >= ααx
xg   функция  ),1[ +∞  да 

1
)(' +−= α

α
x

xg  

ҳосилага эга ва у узлуксиз; 

3) )0(
1

)( >= ααx
xg  функция ),1[ +∞  да  камаювчи; 

4) )0(.0
1

lim)(lim >==
+∞→+∞→

ααx
xg

xx
 

Унда  Дирихле  аломатига кўра 

)0(
sin

1

>∫
+∞

αα dx
x

x
 

интеграл яқинлашувчи бўлади. ► 
20. Абель аломати. Фараз қилайлик, )(xf  ва )(xg   функциялар ),[ +∞a  

оралиқда берилган бўлсин. 
2-теорема (Абель аломати). )(xf  ва )(xg  функциялар қуйидаги  

шартларни қаноатлантирсин: 

1) )(xf  функция ),[ +∞a  да узлуксиз бўлиб, ∫
+∞

a

dxxf )(   интеграл 

яқинлашувчи;    
2) )(xg  функция  ),[ +∞a  да узлуксиз )(' xg  ҳосилага эга ва бу ҳосила  
),[ +∞a   да ўз ишорасини сақласин; 
3) )(xg  функция  ),[ +∞a  да чегараланган. 

У ҳолда 
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∫
+∞

a

dxxgxf )()(  

интеграл яқинлашувчи бўлади. 

◄ Равшанки, ∫
+∞

a

dxxf )(  интегралнинг яқинлашувчи бўли-шидан )(xf  

функциянинг ),[ +∞a  оралиқда чегараланган )(xF  бошланғич  функцияга эга 
бўлиши келиб чиқади. 

Теореманинг 2)- ва 3)- шартларидан ҳамда монотон функциянинг 
лимити ҳақидаги теоремадан фойдаланиб ушбу 

( )xg
x +∞→
lim  

лимитнинг мавжуд ва чекли бўлишини топамиз: 
bxg

x
=

+∞→
)(lim . 

Унда 
( ) ( ) bxgxg −=1  

функция +∞→x  да монотон  равишда нолга интилади: 
0)(lim 1 =

+∞→
xg

x
. 

Шундай қилиб )(xf  ва )(1 xg  функциялари Дирихле аломати 
келтирилган барча шартларни қаноатлантиради. Дирихле аломатига кўра 

∫
+∞

a

dxxgxf )()( 1  

интеграл яқинлашувчи бўлади. 
 
Айни пайтда, 

)()()()()( 1 xgxfbxfxgxf +=  
бўлганлиги сабабли, 

∫
+∞

a

dxxgxf )()(  

интеграл ҳам яқинлашувчи бўлади. ► 
30.Хосмас интегралнинг бош қиймати. 
Фараз қилайлик, )(xf  функция ),( +∞−∞  да берилган бўлиб, бу 

оралиқнинг исталган ],'[ tt  )'( +∞<<<−∞ tt  қисмида интегралланувчи 
бўлсин: 

∫=
t

t

dxxfttF
'

.)(),'(  

Маълумки, ушбу 

∫
+∞→
−∞→

+∞→
−∞→

=
t

tt
t

t
t

dxxfttF
'

','
)(lim),'(lim  
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лимит )(xf  функциянинг ),( +∞−∞  оралиқ бўйича хосмас интеграли дейилиб, 
у чекли бўлса, 

∫ ∫
+∞

∞−+∞→
−∞→

=
t

tt
t

dxxfdxxf
'

'
)()(lim  

хосмас интеграл яқинлашувчи дейилар эди. 
Бунда  't  ва t  ўзгарувчиларнинг ихтиёрий равишда 

+∞→−∞→ tt ,'  
га интилиши кўзда тутилади. 

Хусусан, ∫
+∞

∞−
dxxf )(  хосмас интеграл яқинлашувчи бўлса, 

∫ ∫
−

∞

∞−+∞→
=

t

t
t

dxxfdxxf )()(lim  

бўлади. 
Бироқ 

∫=
t

t

dxxfttF
'

)(),'(  

функция, tt −='  бўлиб, +∞→t  да чекли лимитга эга бўлишидан ∫
+∞

∞−
dxxf )(  

хосмас интегралнинг яқинлашувчи бўлиши келиб чиқавермайди. 
Масалан, ушбу  

∫=
t

t

dxxttF
'

sin),'(  

интегрел учун tt −='  бўлса,  

∫
−

>∀=
t

t

tdxx )0(0sin  

бўлиб, 

∫
−+∞→

=
t

t
t

dxx 0sinlim  

бўлади. Бироқ 

∫
+∞

∞−
dxxsin  

хосмас интеграл яқинлашувчи эмас. 
Таъриф. Агар  tt −='  бўлиб, +∞→t   да 

∫
−

=
t

t

dxxfttF
'

)(),'(  

функциянинг лимити мавжуд ва чекли бўлса, ∫
+∞

∞−
dxxf )(  хосмас интеграл бош 

қиймат маъносида яқинлашувчи дейилиб, 
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∫
−+∞→

t

t
t

dxxf )(lim  

лимит эса ∫
+∞

∞−
dxxf )(  хосмас интегралнинг бош қиймати деб аталади. Одатда, 

∫
+∞

∞−
dxxf )(  хосмас интегралнинг бош қиймати 

∫
+∞

∞−
dxxfpv )(..  

каби  белгиланади. Демак, 

∫∫
−

+∞

∞− +∞→
=

t

t
t

dxxfdxxfpv .)(lim)(..  

Бунда pv.  белги французча "valeur principiale"- "бош қиймат" сўзларининг 
дастлабки ҳарфларини ифодалайди. 

Шундай қилиб, ∫
+∞

∞−
dxxf )(  хосмас интеграл яқинлашувчи бўлса, у бош 

қиймат маъносида ҳам яқинлашувчи бўлади. Бироқ, ∫
+∞

∞−
dxxf )(  хосмас 

интегралнинг  бош қиймат маъносида яқинлашувчи бўлишидан унинг 
яқинлашувчи бўлиши ҳар доим ҳам келиб чиқавермайди. 

 
Машқлар 

 
1. Дирихле аломатидан фойдаланиб 

( ) ( )∫
∞+

>+

0

2

0
sin αα dx

x

xx
 

интегрални яқинлашувчи бўлиши исботлансин. 
2. Ушбу интеграл 

( )∫
+∞

>
0

0
sin αα arctgxdx
x

x
 

яқинлашувчиликка текширилсин. 
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46-маъруза 
Хосмас интегралларни ҳисоблаш 

 
10. Ньютон-Лейбниц формуласи.   Ушбу 

∫
+∞

a

dxxf )(  

хосмас интеграл яқинлашувчи бўлиб, уни ҳисоблаш талаб этилсин. 
Айтайлик, )(xf  функция  ),[ +∞a  оралиқда бошланғич )(xF  функцияга 

эга ва +∞→x  да )(xF  функция чекли лимити мавжуд бўлсин: 
)()(lim +∞=

+∞→
FxF

x
. 

Унда 

∞+

+∞→

+∞→

+∞

=−+∞=−=

== ∫∫

a
t

t

a
x

a

xFaFFaFtF

dxxfdxxf

)()()())()((lim

)(lim)(
          (1) 

бўлади. 
(1) формула Ньютон-Лейбниц формуласи дейилади. 
1-мисол. Ушбу,  

∫
+∞

π
2

2

1
sin

1
dx

xx
 

интеграл ҳисоблансин. 

◄ Равшанки, 
x

xF
1

cos)( =  функция ),
2

[ +∞
π

 оралиқда 
xx

xf
1

sin
1

)(
2

=  

функциянинг бошланғич функцияси бўлади. 
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(1)  формуладан фойдаланиб топамиз: 

.1
1

cos
1

sin
1

2
2

2
== ∞+

∞+

∫
π

π
x

dx
xx

► 

20. Бўлаклаб интеграллаш. Фараз қилайлик, )(xf  ва )(xg  
функциялар ),[ +∞a  оралиқда узлуксиз ва узлуксиз, )(xf ′  ва )(xg ′  
ҳосилаларга эга бўлсин. 

Агар 

1) ))()(()()( ∫∫
+∞+∞

′′⋅
aa

dxxgxfdxxgxf  интеграл  яқинлашувчи;                  

2) ушбу ))()((lim xgxf
x +∞→

 лимит мавжуд ва чекли бўлса, у ҳолда 

))()(()()( ∫∫
+∞+∞

′⋅′
aa

dxxgxfdxxgxf  

интеграл яқинлашувчи бўлиб, 

∫∫
+∞

+∞→

+∞
′−⋅−=⋅′

a
x

a

dxxgxfagafxgxfdxxgxf )()()()())()((lim)()(        (2) 








 ′−⋅−=′ ∫∫
+∞

+∞→

+∞

a
x

a

dxxgxfagafxgxfdxxgxf )()()()())()((lim)()(  

бўлади. 
◄ Равшанки, 

∫∫∫ =−==′
t

a

t
a

t

a

t

a

xdgxfxgxfxdfxgdxxgxf )()()()()()()()(  

∫ ′−−=
t

a

dxxgxfagaftgtf .)()()()()()(  

Кейинги тенгликда, +∞→t  да лимитга ўтиб топамиз: 

∫∫
+∞

+∞→

+∞
′−−=′

a
x

a

dxxgxfagaftgtfdxxgxf )()()()())()((lim)()( .► 

(2) формула бўлаклаб интеграллаш формуласи дейи-лади. 
2-мисол . Ушбу 

∫
+∞

−

0

dxxe x  

интеграл ҳисоблансин. 
◄ Агар xexfxxg −=′= )(,)(  деб олсак, унда 

xexfxg −−==′ )(,1)(  
бўлиб, (2) формулага кўра )0( =a      

10)(lim
00

=+−−= ∫∫
+∞

−−

∞+

+∞
− dxetedxxe xt

t

x  
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бўлади. ► 
30. Ўзгарувчиларни алмаштириб интеграллаш. 
Ушбу 
      

∫
+∞

a

dxxf )(  

хосмас интегрални қараймиз. Бу интегралда )(zx ϕ=   алмаш-тиришни 
бажарамиз. Бунда )(zx ϕ=  функция қуйидаги шарт-ларни қаноатлантирсин: 

1) )(zϕ функция  ),[ +∞α  оралиқда узлуксиз ва узлуксиз   )(zϕ ′  
ҳосилага эга; 

2) )(zϕ функция ),[ +∞α  да қатъий ўсувчи; 
3) +∞==+∞=

+∞→
)(lim)(,)( za

z
ϕϕαϕ . 

Агар 

∫
+∞

′⋅
α

ϕϕ dzzzf )())((  

хосмас интеграл яқинлашувчи  бўлса, у ҳолда 

∫
+∞

a

dxxf )(  

интеграл ҳам яқинлашувчи бўлиб, 

∫∫
+∞+∞

′⋅=
α

ϕϕ dzzzfdxxf
a

)())(()(  

бўлади.   
◄ Ихтиёрий )( +∞<< zz α  ни олиб, унга мос tz =)(ϕ  нуқта-ни 

топамиз. 
Равшанки, юқоридаги шартларда ),[ ta  да 37-маърузадаги (2) 

формулага кўра 

( ) ( )( ) ( )∫ ∫ ′⋅=
t

a

z

zzfdxxf
α

ϕϕ  

бўлади. 
Кейинги тенгликда +∞→t  да (бунда +∞→= − )(1 tz ϕ ) лимит-га ўтиб 

топамиз: 

∫∫
+∞+∞

′⋅=
α

ϕϕ dzzzfdxxf
a

)())(()(  

Бу эса  келтирилган тасдиқни исботлайди. ► 
3-мисол. Ушбу 

∫
+∞

+
=

0
41 x

dx
J  

интеграл ҳисоблансин.  
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◄ Бу интегралда 
t

x
1=  алмаштиришни бажарамиз. Натижада 

∫∫
+∞

∞+ +
=−

+
=

0
4

2

2

0

4
1

)
1

(
1

1

1

t

dtt
dt

t
t

J  

бўлиб, 

∫
+∞

+
+=

0
4

2

1

1

2

1
dx

x

x
J  

бўлиши келиб чиқади. 

Кейинги интегралда z
x

x =− 1
 деб, топамиз: 

.
22222

1

22

1
2

π==
+

= ∞+
∞−

+∞

∞−
∫

z
arctg

z

dz
J  

Демак, 

.
2210

4

π=
+∫

+∞

x

dx
 ► 

 
40.Хосмас интегралларни тақрибий ҳисоблаш. 
Айтайлик, )(xf  функция ),[ +∞a  оралиқда узлуксиз бўлиб, ушбу 
          

∫
+∞

a

dxxf )(  

хосмас интеграл яқинлашувчи бўлсин. Таърифга биноан  
      

∫∫ +∞→

+∞

=
t

a
t

a

dxxfdxxf ,)(lim)(  

яъни 
:,,0 00 ttat >∀>∃>∀ε  

ε<−∫ ∫
+∞

a

t

a

dxxfdxxf )()(  

бўлади. 
Равшанки, 

∫ ∫∫
+∞+∞

=−
t

a ta

dxxfxfdxxf .)()()(  

Демак, 

ε<∫
+∞

t

dxxf )( . 

                      
Натижада ушбу 
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∫∫ ≈
+∞ t

aa

dxxfdxxf )()(                            (5) 

тақрибий формулага келамиз. Унинг хатолиги  

ε<∫
+∞

t

dxxf )(  

бўлади. 
4-мисол. Ушбу 

∫
+∞

−

0

2

dxe x  

хосмас интеграл тақрибий ҳисоблансин. 
◄ (5) формулага кўра, берилган интегрални тақрибий ҳисоблаш учун 

ушбу 

)0(
0 0

22

>≈∫ ∫
+∞

−− adxedxe
a

xx  

формулани ҳосил қиламиз. Унинг ҳатолиги 

∫
+∞

−

a

x dxe
2

 

га тенг бўлади. Бу ҳатоликни юқоридан баҳолаймиз: 

.
2

1
)(

2

1
)(

2

11 22222 2 a
a

x

a

x

a

x

a

x e
a

e
a

xde
a

dxxe
a

dxe −∞+−
+∞

−
+∞

−
+∞

− =−==≤ ∫∫∫  

Айтайлик, 1=a  бўлсин. Бу ҳолда 

∫∫
−

+∞
− ≈

1

0

22

dxedxe x

a

x  

бўлиб, бу тақрибий формуланинг хатолиги учун 

1839,0
1

2

≤∫
+∞

− dxe x  

бўлади. 
Айтайлик, 2=a  бўлсин. Бу ҳолда 

∫∫
−

+∞
− ≈

2

0

22

dxedxe x

a

x  

бўлиб, бу тақрибий формуланинг хатолиги учун 

00458,0
2

2

≤∫
+∞

− dxe x  

бўлади. 
Айтайлик, 3=a  бўлсин . Бу ҳолда 

∫∫
−

+∞
− ≈

3

0

22

dxedxe x

a

x  

бўлиб, бу тақрибий формуланинг хатолиги учун 
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00002,0
3

2

≤∫
+∞

− dxe x  

бўлади. ► 
 

Машқлар 
 
1. Ушбу  

∫
+∞

+0
21

ln
dx

x

x
 

интеграл ҳисоблансин. 
2. Ушбу  

( ) ( )∫
+∞

>
−

=
−−0

2222
0

1

arcsin

1
a

aa

a

xax

dx
 

тенглик исботлансин.  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

47-маъруза 
Чегараланмаган функциянинг хосмас интеграллари 
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10. Махсус нуқта. Айтайлик, )(xf  функция RX ⊂  тўплам-да берилган 
бўлсин. Rx ∈0  нуқтанинг ушбу  

};;{)( 0000 xxxxxRxxU ≠+<<−∈= δδδ
&  

атрофида қараймиз,  бунда δ  ихтиёрий мусбат сон. 
1-таъриф. Агар )(xf  функция  

∅≠)( 0xUX δ
&Ι  

тўпламда чегараланмаган бўлса, 0x  нуқта )(xf  функциянинг махсус нуқтаси 
дейилади. 

Масалан, ),[ ba  да берилган  
xb

xf
−

= 1
)(  функция учун bx =0  махсус 

нуқта; }1;0;1{\ −R  тўпламда берилган 
)1(

1
)(

2 −
=

xx
xf  функция учун 

1,0,1 210 ==−= xxx  нуқталар махсус нуқталар бўлади. 
20.Чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли тушунчаси. 

Фараз қилайлик, )(xf  функция ),[ ba  да берилган бўлиб, b  нуқта шу 
функциянинг махсус нуқтаси бўлсин. Бу функция ихтиёрий ],[ ta   да 

)( bta <<  интегралланувчи бўлсин. Равшанки, бу интеграл t  га боғлиқ 
бўлади: 

∫ <<=
t

a

btadxxftF )()()( . 

2-таъриф. Агар 0−→ bt  да )(tF  функциянинг лимити мавжуд бўлса, 
бу лимит чегараланмаган )(xf  функциянинг   ),[ ba  бўйича хосмас интеграли 
дейилади ва  

∫
b

a

dxxf )(  

каби белгиланади: 

∫ ∫−→−→
==

b

a

t

a
btbt

dxxfxFdxxf )(lim)(lim)(
00

.             (1)  

3-таъриф. Агар 0−→ bt  да )(tF  функциянинг лимити мавжуд ва 
чекли бўлса, (1) хосмас интеграл яқинлашувчи дейилади. 

Агар 0−→ bt  да )(tF  функциянинг лимити чексиз ёки мавжуд 
бўлмаса,  (1)  хосмас интеграл узоқлашувчи дейилади. 

)(xf  функция ],( ba  да берилган бўлиб, ax =0  нуқта унинг махсус 
нуқтаси; )(xf  функция ),( ba  да берилган бўлиб, ax =0 , bx =1  нуқталар 
унинг махсус нуқталари бўлган ҳолда шу функциянинг ],( ba  ҳамда ),( ba  
бўйича хосмас интеграллари, уларнинг яқинлашувчилиги ҳамда 
узоқлашувчилиги юқорида-гидек таърифланади: 

∫∫ +→+→
==

b

t
аtаt

b

a

dxxftFdxxf )(lim)(lim)(
00

; 
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∫∫
′−→

+→′
−→
+→′

=′=
t

tbt
at

bt
at

b

a

dxxfttFdxxf )(lim),(lim)(
0
0

0
0

. 

Айтайлик, )(xf  функция }{\),( cba  тўпламда )( bca <<   берилган 
бўлиб, cxbxax === 210 ,,  нуқталар унинг махсус нуқталари бўлсин. Бу 
функциянинг қўйидаги 

∫
′

<<′<′=
t

t

cttattdxxf )(,),()( ϕ  

∫
′

<<′<′=
u

u

buucuudxxf )(,),()( ψ  

интеграллари мавжуд бўлсин. 
4-таъриф. Агар 0,0 −→+→′ ctat  ҳамда ,0+→′ cu  0−→ bu  да 

),(),( uutt ′+′ ψϕ  функциянинг лимити 

])()([lim)],(),([lim

0
0

0
0

0
0

0
0

∫∫
′′

−→
+→′

−→
+→′

−→
+→′

−→
+→′

+=′+′
u

u

t

t

bu
cu

ct
at

bu
cu

ct
at

dxxfdxxfuutt ψϕ  

мавжуд бўлса, бу лимит чегараланмаган )(xf  функциянинг ),( ba  бўйича 
хосмас интеграли дейилади ва 

∫
b

a

dxxf )(  

каби белгиланади. Демак, 

])()([lim)(

0
0

0
0

∫∫∫
′′

−→
+→′

−→
+→′

+=
u

u

t

t

bu
cu

ct
at

b

a

dxxfdxxfdxxf                (2) 

5-таъриф. Агар 0,0 −→+→′ ctat  ҳамда ,0+→′ cu  0−→ bu  да 
),(),( uutt ′+′ ψϕ  функциянинг лимити мавжуд ва чекли бўлса, (2) интеграл 

яқинлашувчи дейилади. 
 
 
1-мисол. Ушбу 

∫
1

0 x

dx
                                                                                                                                                                                                                                              

интеграл яқинлашувчиликка текширилсин. 

◄ Равшанки, 00 =x  нуқта 
x

xf
1

)( =  функциянинг махсус нуқтаси. 

Демак, қаралаётган интеграл чегараланмаган функ-циянинг хосмас интеграли 
бўлади.   

Таърифга биноан        



 291 

2)1(2limlim
0

1

0

1

0

=−==
+→+→ ∫∫ t

x

dx

x

dx
t

t
t

 

бўлади. Демак, берилган хосмас интеграл яқинлашувчи ва у 2 га тенг. ► 
2-мисол. Ушбу          

∫
1

0 x

dx
 

хосмас интеграл узоқлашувчи бўлади, чунки 

.)(lnlimlim 1

0

1

0
+∞==

+→+→ ∫ t
t

t
t

x
x

dx
 

3-мисол. Ушбу 

∫ −

1

0 )1( xx

dx
 

интеграл яқинлашувчиликка текширилсин. 
◄ Интеграл остидаги 

)1(

1
)(

xx
xf

−
=  

функция учун 00 =x , 11 =x  нуқталар махсус нуқталар бўлади. Хосмас 
интеграл таърифидан фойдаланиб топамиз: 

=−=
−

==
− ′

−→
+→′′−→

+→′ ∫∫
t
t

t
t

t

tt
t

x
xx

dx

xx

dx
)]12[arcsin(lim

)1(
lim

)1(
01
0

01
0

1

0

 

.
22

)]12arcsin()12[arcsin(lim
01
0

πππ =+=−′−−=
−→
+→′

tt
t
t

 

Демак, интеграл яқинлашувчи ва  

π=
−∫

1

0 )1( xx

dx
.  ► 

 
 
4-мисол. Ушбу 

                  )0(
)(

,
)(

21 >
−

=
−

= ∫∫ ααα

b

a

b

a xb

dx
J

ax

dx
J  

интеграллар яқинлашувчиликка текширилсин. 
◄ Таърифдан фойдаланиб топамиз: 

.)1(,])()[(
1

1
lim

]
1

)(
[lim

)(
lim

)(

11

0

1

00

≠−−−
−

=

=
−

−=
−

=
−

−−

+→

−

+→+→ ∫∫

α
α

α

αα

α

αα

atab

ax

ax

dx

ax

dx

at

b
t

at

b

t
at

b

a  
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Бу лимит α  га боғлиқ бўлиб, 1<α  бўлганда чекли, демак 1J  хосмас 
интеграл яқинлашувчи, 1>α  бўлганда эса чексиз бўлиб, 1J  хосмас интеграл 
узоқлашувчи бўлади.  

1=α  бўлганда 

b
t

at

b

t
at

b

a

ax
ax

dx

ax

dx
))(ln(limlim

00
−=

−
=

− +→+→ ∫∫  

бўлиб, 1J  интеграл узоқлашувчи. 
Демак, 

)0(
)(

1 >
−

= ∫ αα

b

a ax

dx
J  

интеграл 1<α  бўлганда яқинлашувчи, 1≥α  бўлганда узоқла-шувчи бўлади. 
Худди шунга ўхшаш кўрсатиш мумкин, 

)0(
)(

2 >
−

= ∫ αα

b

a xb

dx
J  

интеграл 1<α  бўлганда яқинлашувчи, 1≥α  бўлганда узоқла-шувчи бўлади. 
► 

Юқорида келтирилган таъриф ва мисоллардан чегара-ланмаган 
функциянинг хосмас интеграли ҳам 43-46- маъру-заларда батафсил 
ўрганилган чегаралари чексиз (чексиз оралиқ бўйича) хосмас интеграл  каби 
эканлигини кўрамиз. 

Шуни эътиборга олиб, чегараланмаган фукциянинг хос-мас 
интеграллари ҳақидаги тушунча ва тасдиқларни келти-риш билангина 
кифояланамиз. Бунда ),[ ba  да берилган ва bx =  унинг махсус нуқтаси 

бўлган )(xf  функциянинг хосмас интеграли ∫
b

a

dxxf )(  ни қараймиз. 

 
 
30. Яқинлашувчи хосмас интегралнинг содда хоссалари. 

1) Агар ∫
b

a

dxxf )(  интеграл яқинлашувчи бўлса, у ҳолда 

∫
b

с

dxxf )(   )( bca <<  

интеграл ҳам яқинлашувчи  бўлади ва аксинча. Бунда 

∫∫∫ +=
b

с

с

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(   

тенглик ўринли бўлади. 

2) Агар ∫
b

a

dxxf )(  интеграл яқинлашувчи бўлса, у ҳолда ∫
b

a

dxxcf )(   ҳам 

)( constс −  ҳам яқинлашувчи бўлиб, 
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∫∫ ⋅=⋅
b

a

b

a

dxxfcdxxfc )()(     )( constс −    

бўлади. 

3) Агар ∫
b

a

dxxf )(  интеграл яқинлашувчи бўлиб, ),[ bax∈∀  да 0)( ≥xf  

бўлса, у ҳолда 

0)( ≥∫
b

a

dxxf  

бўлади. 

4) Агар ∫
b

a

dxxf )(  ва ∫
b

a

dxxg )(  интеграллар яқинлашувчи бўлса, у ҳолда 

∫ ±
b

a

dxxgxf ))()((  интеграл ҳам яқинлашувчи бўлиб, 

∫∫∫ ±=±
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()())()((  

бўлади. 

5) Агар ∫
b

a

dxxf )(  ва ∫
b

a

dxxg )(  интеграллар яқинлашувчи бўлиб, 

),[ bax ∈∀  да )()( xgxf ≤  бўлса, у ҳолда 

∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(  

бўлади. 
40. Хосмас интегралнинг яқинлашувчилиги. Фараз қилайлик, 

)(xf функция ),[ ba  да берилган бўлиб, b  нуқта шу функциянинг махсус 
нуқтаси бўлсин. 

1-теорема (Коши теоремаси). Ушбу 

∫
b

a

dxxf )(  

интегралнинг яқинлашувчи бўлиши учун, 0>∀ε  сон олинганда ҳам, шундай 
0>δ  сон топилиб, btb <′<− δ , btb <′′<− δ    тенгсизликларни 

қаноатлантирувчи ихтиёрий tваt ′′′   лар учун 

ε<∫
''

'

)(
t

t

dxxf  

тенгсизлик бажарилиши зарур ва етарли. 
50. Манфий бўлмаган функциянинг хосмас интеграл-лари. 

Айтайлик, )(xf  функция ),[ ba  да берилган (b  нуқта шу функциянинг махсус 
нуқтаси) бўлиб, ),[ bax∈∀  да 0)( ≥xf    бўлсин. 

2-теорема. Ушбу 
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∫
b

a

dxxf )(  

хосмас интеграл яқинлашувчи бўлиши учун ),( bat ∈∀  да 

)()()( constCCdxxftF
t

a

=≤= ∫  

тенгсизликнинг бажарилиши, яъни ( )tF  функциянинг юқоридан 
чегараланган бўлиши зарур ва етарли. 

Натижа. Агар ∫=
t

a

dxxftF )()(   )),(( bat ∈∀  юқоридан чегараланмаган 

бўлса, у ҳолда ∫
b

a

dxxf )(  хосмас интеграл узоқлашувчи бўлади. 

60. Таққослаш теоремалари. Фараз қилайлик, )(xf  ва )(xg  
функциялар ),[ ba  да берилган бўлиб, b  нуқта шу функцияларнинг махсус 
нуқталари бўлсин. 

3-теорема. Агар  ),[ bax∈∀  да )()(0 xgxf ≤≤  бўлиб, ∫
b

a

dxxg )(  

яқинлашувчи бўлса, ∫
b

a

dxxf )(  ҳам яқинлашувчи бўлади, ∫
b

a

dxxf )(   

узоқлашувчи бўлса, ∫
b

a

dxxg )(  ҳам узоқлашувчи бўлади. 

4-теорема. Айтайлик, ),[)0)(,0)( baxxgxf ∈≥≥  функциялари учун 

k
xg

xf
bx

=
−→ )(

)(
lim

0
 

бўлсин. 

Агар +∞<k  бўлиб ∫
b

a

dxxg )(  яқинлашувчи бўлса, ∫
b

a

dxxf )(  ҳам 

яқинлашувчи  бўлади, 

Агар 0>k  бўлиб ∫
b

a

dxxg )(  узоқлашувчи бўлса, ∫
b

a

dxxf )(  ҳам 

узоқлашувчи бўлади. 
Натижа. Юқоридаги 4-теореманинг шартида +∞<< k0  бўлса, у ҳолда 

∫
b

a

dxxf )(  ва ∫
b

a

dxxg )(  интеграллар бир вақтда ёки яқинлашувчи  ёки 

узоқлашувчи бўлади. 
Натижа. Агар x  ўзгарувчининг b  га етарлича яқин қийматларида 

)0(
)(

)(
)( >

−
= αϕ

αxb

x
xf  

бўлса,  у ҳолда: 
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1) +∞<≤ Cx)(ϕ  ва 1<α  бўлганда ∫
b

a

dxxf )(  интеграл яқинлашувчи, 

2) 0)( >≥ Cxϕ  ва 1≥α  бўлганда ∫
b

a

dxxf )(  интеграл узоқлашувчи 

бўлади. 
5-мисол. Ушбу 

∫ −

1

0
4

2

1

cos
dx

x

x
 

интеграл яқинлашувчиликка текширилсин. 
 
 
◄ Интеграл остидаги функция 

4

1

2

4

2

)1(

cos

1

cos
)(

x

x

x

x
xf

−
=

−
=  

бўлиб, )1,0[∈∀x  учун 

1
4

1
,1cos)( 2 <=≤= αϕ xx  

бўлади. Юқоридаги натижадан фойдаланиб берилган интегралнинг 
яқинлашувчи бўлишини топамиз. ► 

6-мисол. Ушбу 

∫
−

1

0
21 x

xdx
 

интеграл яқинлашувчиликка текширилсин. 
◄ Равшанки, қуйидаги 

∫ −

1

0 1 x

dx
 

хосмас интеграл яқинлашувчидир. 
Энди ушбу 

x

x

x

x

−

−
−→

1

1
1lim

2

01
 

лимитни ҳисоблаймиз: 

  
2

1

1

1
lim

1

1
1lim

201

2

01
=

−
−⋅=

−

−
−→−→ x

x
x

x

x

x

xx
 

Унда юқоридаги натижага кўра берилган хосмас интегралнинг 
яқинлашувчи эканини топамиз. ► 
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70. Хосмас интегралнинг абсолют яқинлашувчилиги. Айтайлик, 
)(xf  функция ),[ ba  да берилган бўлиб, b  нуқта шу функциянинг махсус 

нуқтаси бўлсин. (Бунда ),[ bax ∈∀  да ( ) 0≥xf  бўлиши шарт эмас) 
Равшанки, ушбу 

dxxf
b

a
∫ )(  

интеграл манфий бўлмаган функциянинг хосмас интеграли бўлади. 

5-теорема. Агар  dxxf
b

a
∫ )(  интеграл яқинлашувчи бўлса, у ҳолда 

∫
b

a

dxxf )(  интеграл ҳам яқинлашувчи бўлади. 

6-таъриф. Агар dxxf
b

a
∫ )(  интеграл яқинлашувчи бўлса, ∫

b

a

dxxf )(  

абсолют яқинлашувчи интеграл дейилади. 

Агар dxxf
b

a
∫ )(  интеграл узоқлашувчи бўлиб, ∫

b

a

dxxf )(   яқинлашувчи 

бўлса, ∫
b

a

dxxf )(  шартли яқинлашувчи интеграл дейилади. 

80. Хосмас интегралларни ҳисоблаш. Фараз қилайлик, )(xf  функция 
),[ ba  да узлуксиз бўлиб, унинг бошланғич функцияси 0)( −→bxxF  да чекли 

лимитга эга бўлсин: 
)()(lim

0
bFxF

bx
=

−→
. 

У ҳолда          

b

a

t

a
bxbx

b

a

xFaFbF

aFtFdxxfdxxf

)()()(

)]()([lim)(lim)(
00

=−=

=−== ∫∫ −→−→
 

бўлади. 
Бу Ньютон-Лейбниц формуласи дейилади. 

Айтайлик, )(xu  ва )(xv  функциялари ),[ ba  да берилган ва шу оралиқда 
узлуксиз  )(xu′  ва )(xv′  ҳосилаларга эга бўлиб, b  нуқта )()( xuxv ′⋅  ҳамда 

)()( xvxu ′⋅  функцияларнинг махсус нуқталари бўлсин. 
Агар: 

1)  ∫
b

a

xduxv )()(  интеграл яқинлашувчи ; 

2)   Ушбу   
)()(lim

0
tvtu

bx
⋅

−→
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лимити мавжуд ва чекли бўлса, у  ҳолда ∫
b

a

xdvxu )()(  интеграл яқинлашувчи ва  

∫∫ −=
b

a

b

a

b

a

xduxvxvxuxdvxu )()()()()()(                 (3) 

 
бўлади, бунда 

)()(lim)()(
0

tvtubvbu
bx

⋅=⋅
−→

. 

7-мисол. Ушбу  

∫
−

+1

0 3 2)1(

)1(

x

dxx
 

интеграл ҳисоблансин. 
◄ Бу интегралда  

dx
x

xdvxxu
3 2)1(

1
)(,1)(

−
=+=  

деб олинса, унда ( ) ( ) ( )3

1

13, −== xxvdxxdu  ва 

,3)1(3)1()()(
1

0

3

11

0

=−⋅+=⋅ xxxvxu  

4

9
)1(

4

9
)1(3)()(

1

0

3

41

0

3

11

0

−=−=−= ∫∫ xdxxxduxv  

бўлиб, (3)  формулага кўра  

4

21
)

4

9
(3

)1(

)1(
)()(

1

0 3 2

1

0

=−−=
−

+=⋅ ∫∫
x

dxx
xdvxu  

бўлади. Демак,  

4

21

)1(

)1(1

0 3 2
=

−

+
∫

x

dxx
. ► 

Қуйидаги  

∫
b

a

dxxf )(  

хосмас интегралда (b -махсус нуқта) )(zx ϕ=  алмаштириш бажарамиз, бунда 
)(zϕ  функция ),[ βα  оралиқда узлуксиз 0)( >′ zϕ  ҳосилага эга ҳамда  

bza
z

===
−→

)(lim)(,)(
0
ϕβϕαϕ

β
. 

Агар  

dzzzf )())(( ϕϕ
β

α
′∫  
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интеграл яқинлашувчи бўлса, у ҳолда ∫
b

a

dxxf )(  интеграл ҳам яқинлашувчи 

бўлиб,  

                  dzzzfdxxf
b

a

)())(()( ϕϕ
β

α
′= ∫∫  

бўлади. 
8-мисол. Ушбу  

∫ +

1

0 )1( xx

dx
 

интеграл ҳисоблансин.  
◄ Бу интегралда 2)( zzx == ϕ  алмаштириш бажарамиз. Равшанки, бу 

2zx =  функция ]1,0(  оралиқда 02' >= zx  ҳосилага эга ва у узлуксиз бўлиб, 
1)1(,0)0( == ϕϕ  бўлади. 

Унда  

∫ ∫ ===
+

=
+

1

0

1

0

1

0
2 24

22
1

2

)1(

ππ
arctgz

z

dz

xx

dx
    

бўлади. ► 
90. Чегараланмаган функция хосмас интегралининг бош қиймати. 
Фараз қилайлик, )(xf  функция }{\],[ cba  да берилган бўлиб, c  нуқта 

)( bca <<  шу функциянинг махсус нуқтаси бўлсин. 
Маълумки, ушбу 

                           







+∫ ∫

−

+→
→

α

αα
α

c

a

b

c

dxxfdxxf
'0'

0
)()(lim  

лимит чегараланмаган )(xf  функциянинг хосмас интеграли дейилиб, у чекли 
бўлса 

∫∫ ∫ =







+

−

+→
→

b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxf )()()(lim
'0'

0

α

αα
α

 

хосмас интеграл яқинлашувчи дейилар эди. Бунда α  ва 'α   ўзгарувчилар 
ихтиёрий равишда нолга интилади деб қаралади. 

Хусусан, ∫
b

a

dxxf )(  хосмас интеграл яқинлашувчи бўлса,   

∫∫ ∫ =







+

−

+
→

b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxf )()()(lim
0

α

α
α

 

бироқ, 

∫ ∫
−

+
+=

α

α
αα

c

a

b

c

dxxfdxxfF
'

)()()',(  
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функция, 'αα =  бўлиб, 0→α  да чекли лимитга эга бўлишдан ∫
b

a

dxxf )(  

хосмас интегралнинг яқинлашувчи бўлиши келиб чиқавермайди. 
Масалан, 

)()',(
'

bca
cx

dx

cx

dx
F

b

c

c

a

<<
−

+
−

= ∫∫
+

−

α

α
αα  

учун 'αα =  бўлса, 

ac

cb

cx

dx

cx

dx b

c

c

a −
−=









−
+

− ∫∫
+

−

→
lnlim

0 α

α

α
 

бўлади. Бироқ, 

'
lnln)',(

' α
ααα

α

α
+

−
−=

−
+

−
= ∫∫

+

− b

c

c

a ac

cb

cx

dx

cx

dx
F  

бўлиб, 0',0 →→ αα  да унинг лимити мавжуд эмас, яъни 

)( bca
cx

dxb

a

<<
−∫  

хосмас интеграл яқинлашувчи эмас.         
7-таъриф. Агар  αα ′=  бўлиб, 0→α   да 

∫∫
+

−

+=
b

c

c

a

dxxfdxxfF
'

)()()',(
α

α
αα  

функциянинг лимити мавжуд ва чекли бўлса, у ҳолда ∫
b

a

dxxf )(  хосмас 

интеграл бош қиймат маъносида яқинлашувчи дейилиб,  









+∫ ∫

−

+→

α

αα

c

a

b

c

dxxfdxxf )()(lim
0

 

лимит эса  ∫
b

a

dxxf )(  хосмас интегралнинг бош қиймати дейи-лади. Уни 

∫
b

a

dxxfPV )(..  

каби белгиланади. Демак, 









+= ∫ ∫∫

−

+→

α

αα

c

a

b

c

b

a

dxxfdxxfdxxfPV )()(lim)(..
0

. 

 
Машқлар 

 
1. Ушбу  

                 ∫
− −

1

1
21 x

dx
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интеграл ҳисоблансин. 
2. Ушбу  

                 ∫
2

0

sinln

π

xdx  

интегралнинг яқинлашувчилиги исботлансин, қиймати топилсин. 
3. Ушбу интеграл 

∫ +

1

0 arctgxx

dx
 

яқинлашувчиликка текширилсин. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
48-маъруза 

Хосмас интегралларнинг умумий ҳоли 
 
10. Чегараланмаган  функциянинг чексиз оралиқ бўйича хосмас 

интеграли тушунчаси. Фараз қилайлик, )(xf  функция ),( ∞+a  оралиқда 
берилган бўлиб, a  нуқта унинг махсус нуқта-си бўлсин.  

Айни пайтда, бу функция исталган чекли ],[ τt  )( +∞<<< τta  оралиқда 
интегралланувчи, яъни  
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∫ =
τ

τ
t

tFdxxf ),()(  

интеграл мавжуд бўлсин. 
Маълумки, 0+→ at  да ),( τtF  функиянинг лимити мавжуд бўлса, уни 

чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли дейилиб,    

∫
τ

a

dxxf )(  

каби белгиланар эди: 

∫∫ +→+→
==

ττ
τ

t
at

a
at

dxxftFdxxf )(lim),(lim)(
00

.          (1) 

Айтайлик, )(xf  функциянинг ],( τa  оралиқ бўйича хосмас интеграли 

∫
τ

a

dxxf )(  мавжуд бўлсин. Равшанки, бу интеграл τ  га боғлиқ бўлади. 

Агар +∞→τ  да ∫
τ

a

dxxf )(  нинг лимити мавжуд бўлса, бу лимит )(xf  

функциянинг ),( ∞+a  оралиқ бўйича хосмас интег-рали дейилиб, уни 

∫
+∞

a

dxxf )(  каби белгиланар эди: 

∫∫ +∞→

+∞

=
τ

τ
aa

dxxfdxxf )(lim)( .                          (2) 

(1) ва  (2)  муносабатлардан топамиз: 

∫∫ +→+∞→

+∞

=
τ

τ
t

at
a

dxxfdxxf )(limlim)(
0

.                       (3) 

Бу  (3) муносабат чегараланмаган функциянинг чексиз оралиқ бўйича 
хосмас интегралини ифодалайди. 

20. ∫
+∞

−−

0

1 dxex xa  интеграл ва унинг яқинлашувчанлиги. Равшанки, бу 

интеграл a  га боғлиқ. 1<a  бўлганда, 0=x  нуқта интеграл остидаги 
функциянинг махсус нуқтаси бўлади. Демак, 

∫
+∞

−−

0

1 dxex xa  

интеграл чегараланмаган функциянинг чексиз оралиқ бўйича хосмас 
интеграли. 

Қаралаётган  интегрални қуйидагича  

∫ ∫ ∫
+∞ +∞

−−−−−− +=
0

1

0 1

111 dxexdxexdxex xaxaxa  

ёзиб, тенгликнинг ўнг томонидаги интегралларнинг ҳар бирини 
алоҳида-алоҳида яқинлашувчиликка текширамиз. 
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Ушбу 

∫
−−

1

0

1 dxex xa  

интегралда, интеграл остидаги функция учун    

)10(
111
1

1
1

≤<≤≤ −
−−

− x
x

ex
xe a

xa
a

 

тенгсизликлар ўринли бўлади. 
Маълумки,  

   ∫ −

1

0
1 ax

dx
 

интеграл 11 <− a , яъни 0>a  бўлганда яқинлашувчи, 11 ≥− a ,  яъни 0≤a  
бўлганда узоқлашувчи. 

Демак,  

∫
−−

1

0

1 dxex xa   ва   ∫ −

1

0
1 ax

dx
 

интегралларда  

a
xa

x
ex −

−− ≤
1

1 1
 

бўлиб, 0>a  бўлганда ∫ −

1

0
1 ax

dx
 интеграл яқинлашувчи. Унда таққослаш 

ҳақидаги теоремага кўра  0>a  бўлганда  

∫
−−

1

0

1 dxex xa  

интеграл  яқинлашувчи бўлади. 
Энди        

∫
+∞

−−

1

1 dxex xa  

интегрални яқинлашувчиликка текширамиз. 
Ушбу 

∫
+∞

−−

1

1 dxex xa    ва    dx
x∫

+∞

1
2

1
 

интегралларни қарайлик. Равшанки, dx
x∫

+∞

1
2

1  интеграл яқинла-шувчи. Айни 

пайтда,  

0limlim
1

2

1

1

==
+−−

+∞→+∞→ x
e

a
x

x

x
e

a
x

xx
 

бўлганлиги сабабли, 44-маърузада келтирилган тасдиққа кўра 
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∫
+∞

−−

0

1 dxex xa  

интеграл a  нинг ихтиёрий қийматларида яқинлашувчи бўлади. 
Демак, берилган интеграл 

∫
+∞

−−

0

1 dxex xa  

0>a  бўлганда якинлашувчи бўлади. 

30. ∫
−− −

1

0

1b1a dxx)(1x  интеграл ва унинг яқинлашувчилиги. 

Бу интегралдаги интеграл остидаги функция учун: 
а)  1,1 ≥< ba  бўлганда 0=x  махсус нуқта, 
б)  1,1 <≥ ba  бўлганда 1=x  махсус нуқта, 
в)  1,1 << ba  бўлганда 0=x , 1=x  нуқталар махсус нуқталар 

бўлади. 
Берилган интегрални қуйидагича ёзиб оламиз: 

∫∫∫
−−−−−− −+−=−

1

2

1

11
2

1

0

11
1

0

11 )1()1()1( dxxxdxxxdxxx bababa .  

Равшанки,  

1
)1(

lim
1

11

0
=−

−

−−

→ a

ba

x x

xx
, 

1
)1(

)1(
lim

1

11

1
=

−
−

−

−−

→ a

ba

x x

xx
. 

Унда 47- маърузада келтирилган тасдиқга кўра 

                   ∫
−− −

2

1

0

11 )1( dxxx ba   билан  ∫
−

2

1

0

1dxxa , 

∫
−− −

1

2

1

11 )1( dxxx ba   билан  ∫
−−

1

2

1

1)1( dxx b  

интеграллар бир ваҳтда ёки яҳинлашади, ёки узоҳлашади. 
Маълумки, 0>a  бўлганда  

∫
−

2

1

0

1dxxa  

интеграл яқинлашувчи, 0>b  бўлганда  

∫
−−

1

2

1

1)1( dxx b  



 304 

интеграл яқинлашувчи бўлади. 
Демак, 0>a  бўлганда  

∫
−− −

2

1

0

11 )1( dxxx ba  

интеграл яқинлашувчи бўлади, 0>b  бўлганда 

∫
−− −

1

2

1

11 )1( dxxx ba  

интеграл яқинлашувчи бўлади. 
Шундай қилиб берилган  

∫
−− −

1

0

11 )1( dxxx ba  

хосмас интеграл  0>a  ва 0>b  бўлганда яқинлашувчи бўлади. 
 

 
Машқлар 

 
1. Ушбу интеграл 

∫
+∞ −

+0

1

1
dx

x

x a

 

яқинлашувчиликка текширилсин. 
2. Ушбу интеграл 

∫
+∞

+0
21

ln
dx

x

x
 

яқинлашувчиликка текширилсин. 
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11-БОБ 
СОНЛИ ҚАТОРЛАР  

 
49-маъруза  

Сонли қаторлар ва уларнинг яқинлашувчилиги. Яқинлашувчи 
қаторнинг хоссалари. Коши теоремаси 

 
10. Сонли қатор тушунчаси. Фараз қилайлик,  

:}{ na  ,...,...,,, 321 naaaa  
ҳақиқий сонлар кетма-кетлиги берилган бўлсин. Улар ёрда-мида ушбу  

......321 +++++ naaaa                          (1) 
ифодани ҳосил қиламиз. (1) ифода сонли қатор, қисқача қатор дейилади ва у 

∑
∞

=0n
na каби белгиланади: 

......321
1

+++++=∑
∞

=
n

n
n aaaaa  

Бунда ,...,...,,, 321 naaaa  сонлар қаторнинг ҳадлари, na  эса қаторнинг 
умумий ҳади  (ёки n -ҳади) дейилади.  

Қуйидаги  
,...)3,2,1(...21 =+++= naaaS nn  

йиғинди (1)  қаторнинг n -қисмий йиғиндиси дейилади. 
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Демак, (1) қатор берилганда ҳар доим бу қаторнинг  қисмий 
йиғиндиларидан иборат ушбу { }:nS  

,...,...,,, 321 nSSSS  
кетма-кетликни ҳосил қилиш мумкин. 

Масалан, 

...
)1(

1
...

32

1

21

1 +
+

++
⋅

+
⋅ nn

 

қаторнинг −n қисмий йиғиндиси  

=
+

++
⋅

+
⋅

+
⋅

=
)1(

1
...

43

1

32

1

21

1

nn
Sn  

=
+

−++−+−+−= )
1

11
(...)

4

1

3

1
()

3

1

2

1
()

2

1
1(

nn
 

  
11

1
1

+
=

+
−=

n

n

n
 

бўлиб, улардан  тузилган { }nS  кетма-кетлик 

                          ...,
1

,...,
4

3
,

3

2
,

2

1

+n

n
 

бўлади. 
1-таъриф. Агар ∞→n   да { }nS  кетма-кетлик S  га )( RS ∈  яқинлашса, 

(1) қатор яқинлашувчи дейилади, S  унинг йиғин-диси дейилади: 

∑
∞

=∞→
==

1

,lim
n

nn
n

aSSS . 

Агар { }nS  кетма-кетлик чекли лимитга эга бўлмаса (лимит мавжуд 
бўлмаса ёки чексиз бўлса), (1) қатор узоқлашувчи дейилади. 

1-мисол. Ушбу  

...
)1(

1
...

32

1

21

1

)1(

1

1

+
+

++
⋅

+
⋅

=
−∑

∞

= nnnnn

 

қатор учун 
n

Sn +
−=

1

1
1  бўлиб, 

1)
1

1
1(limlim =

+
−=

∞→∞→ n
S

n
n

n
 

бўлади. Демак, берилган қатор яқинлашувчи ва унинг йиғин-диси 1 га тенг: 

.1
)1(

1

1

=
−∑

∞

=n nn
 

2-мисол. Қуйидаги   

......321
1

+++++=∑
∞

=
nn

n

 

қатор узоқлашувчи бўлади, чунки                                                                                                 

2

)1(
...321

+=++++= nn
nSn  
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учун       
.lim +∞=

∞→ n
n

S  

3-мисол. Ушбу  

...)1(...1111)1(
1

11 +−++−+−=−∑
∞

=

++

т

nn  

қатор учун 





−
−

=−++−+−= +

сонтокагар,1

сонжуфтагар,0
)1(...1111 1

n

n
S n

n  

бўлиб у ∞→n  да лимитга эга эмас. 
Демак, берилган қатор узоқлашувчи. 

 
4-мисол. Ушбу 

∑
∞

=

−− ∈∈+++++=
1

121 ),(......
n

nn RqRaaqaqaqaaq  

қатор яқинлашувчиликка текширилсин. 
◄ Одатда, бу геометрик қатор деб юритилади. 

Берилган қатор учун 

)1(
1

... 12 ≠
−

−=++++= − q
q

aqa
aqaqaqaS

n
n

n  

бўлиб, 1<q  бўлганда 

1
lim

−
=

∞→ q

a
Sn

n
 

бўлади. Демак, бу ҳолда геометрик қатор яқинлашувчи ва унинг йиғиндиси  

q

a

−1
 га тенг . 

Агар 1>q  бўлса,  
,lim ∞=

∞→ n
n

S  

1=q  бўлса,  
∞==

∞→∞→
naS

n
n

n
limlim  

бўлиб, бу ҳолларда берилган қатор узоқлашувчи бўлади. 
1−≤q  бўлганда эса { }nS  кетма-кетлик лимитга эга эмас. Демак, бу ҳолда ҳам 

қатор узоқлашувчи бўлади.   
Шундай қилиб, геометрик қатор 1<q  бўлганда яқинла-шувчи, 1≥q  

бўлганда  узоқлашувчи бўлади. ► 
20. Яқинлашувчи қаторларнинг хоссалари. Айтайлик, бирор  

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa                      (1) 

қатор берилган бўлсин. 
Ушбу  
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∑
∞

+=
++ ++=

1
21 ...

mn
mmn aaa                       (2) 

қатор (бунда −m тайинланган натурал сон) (1) қаторнинг қолдиғи дейилади. 
1-хосса. Агар (1) қатор яқинлашувчи бўлса, (2) қатор   ҳам 

яқинлашувчи бўлади ва аксинча; (2) қаторнинг яқинла-шувчи бўлишидан (1) 
қаторнинг яқинлашувчилиги келиб чиқади. 

◄ (1) қаторнинг қисмий йиғиндиси  

,21 ... nn aaaS +++=  

(2) қаторнинг қисмий йиғиндиси  

kmmm
m

k aaaM +++ +++= ...21
)(  

лар учун 
,)(m

kmnm MSS +=+                           (3) 
бўлади. 

Айтайлик, (1) қатор яқинлашувчи бўлсин. Унда ∞→k  да nmS +  чекли 

лимитга эга бўлиб, (3) муносабатга кўра ∞→k  да  )(m
kM  ҳам чекли лимитга 

эга бўлади. Демак, (2) қатор яқинлашувчи. 
Айтайлик, (2) қатор яқинлашувчи бўлсин. Унда ∞→k  да  )(m

kM  чекли 
лимитга эга бўлади. Яна  (3) муносабатга кўра  ∞→k  да nmS +  ҳам чекли 
лимитга эга бўлади. Демак,  (1) қатор яқинлашувчи. ► 

2-хосса. Агар  

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa  

қатор яқинлашувчи бўлиб, унинг йиғиндиси S  га тенг бўлса, у ҳолда  

∑
∞

=
+⋅++⋅+⋅=⋅

1
21 ......

n
nn acacacac  

қатор ҳам яқинлашувчи ва унинг йиғиндиси Sc ⋅  га тенг бўлади, бунда 0≠c  
бўлган ўзгармас  сон. 

3-хосса. Агар  

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa  , 

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn bbbb  

қаторлар яқинлашувчи бўлиб, уларнинг йиғиндиси мос равишда 1S  ва 2S  га 
тенг бўлса, у ҳолда 

∑
∞

=
+++++++=+

1
2211 ...)(...)()()(

n
nnnn babababa  

қатор ҳам яқинлашувчи  ва унинг йиғиндиси 21 SS +  га тенг бўлади. 
2) ва 3)- хоссаларнинг исботи сонли қаторлар ва уларнинг 

яқинлашувчилиги таърифидан бевосита келиб чиқади. 
4-хосса. Агар    



 309 

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa  

қатор яқинлашувчи бўлса, ∞→n  да na  нолга интилади: 
.0lim =

∞→ n
n

a  

◄ Айтайлик, ∑
∞

=1n
na  қатор яқинлашувчи бўлиб, унинг йиғиндиси S  га 

тенг  бўлсин: Таърифга биноан 
SaaaS n

n
n

n
=+++=

∞→∞→
)...(limlim 21 . 

Равшанки, 

1−−= nnn SSa  
бўлади. Кейинги тенгликдан топамиз:       

0)(limlim 1 =−=−= −∞→∞→
SSSSa nn

n
n

n
. ► 

Эслатма. Қаторнинг умумий ҳади na  нинг ∞→n  да нолга 
интилишидан унинг яқинлашувчи бўлиши ҳар доим келиб чиқавермайди.  
Масалан, ушбу 

...
1

...
3

1

2

1
1

1

1

+++++=∑
∞

= nnn

 

қаторнинг умумий ҳади 
n

an
1=  бўлиб, у ∞→n  да нолга интилади. Аммо 

бу қатор узоқлашувчи , чунки 

n
n

n
n

Sn =≥++++= 11
...

3

1

2

1
1  

кетма-кетлик ∞→n  да ∞+  га интилади: 
∞=

∞→ n
n

Slim . 

Юқорида келтирилган 4)- хосса қатор яқинлашувчи бўлишининг 
зарурий шартини ифодалайди. 

5-хосса. Айтайлик, 

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa                         (1) 

қатор берилган бўлсин. Бу қаторнинг ҳадларини гурухлаб қуйидаги 
...)...()...(

2111 2121 ++++++++ ++ nnnn aaaaaa           (4) 

қаторни ҳосил қиламиз, бунда                  
...21 << nn  

бўлиб, }{ kn  кетма-кетлик натурал сонлар кетма-кетлиги }{n   нинг қисмий 
кетма-кетлиги. 

Агар (1) қатор яқинлашувчи бўлиб, унинг йиғиндиси S  га тенг бўлса, у 
ҳолда (4) қатор ҳам яқинлашувчи ва йиғиндиси S  бўлади. 

◄ (1) қатор яқинлашувчи бўлиб, йигиндиси S  га тенг бўлсин. У ҳолда 
∞→n    да     SaaaS nn →+++= ...21  
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бўлади. 
Айтайлик, (4) қаторнинг қисмий йиғиндиларидан иборат кетма-кетлик 

{ }
knS  бўлсин ,...).3,2,1( =к  Равшанки, бу кетма-кетлик { }nS  кетма-кетликнинг 

қисмий кетма-кетлиги бўлади. Маълум теоремага кўра 
∞→k  да SS

kn →  

бўлади. Демак, (4) қатор яқинлашувчи ва унинг йиғиндиси S  га тенг. ► 
30. Қаторнинг яқинлашувчилиги. Коши теоремаси. 
Фараз қилайлик, 

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa  

қатор берилган бўлсин. Маълумки, бу қаторнинг яқинлашув-чилиги ушбу  
,...)3,2,1(...21 =+++= naaaS nn  

кетма-кетликнинг ∞→n  да чекли лимитга эга бўлишидан иборат. 
9-маърузада сонлар кетма-кетлигининг чекли лимитга эга бўлиши 

ҳақида Коши теоремаси, яъни { }nS  кетма-кетликнинг ∞→n  да чекли 
лимитга эга бўлиши учун 

NmnnNn ∈∀>∀∈∃>∀ ,,,0 00ε   да    ε<−+ nmn SS  

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли экани келти-рилган эди. 

Бу тушунча ва тасдиқдан ∑
∞

=1n
na  қатор яқинлашувчилигини 

ифодалайдиган қуйидаги теорема келиб чиқади. 

Теорема (Коши теоремаси). ∑
∞

=1n
na  қатор яқинлашувчи бўлиши учун 

0>∀ε  сон олинганда ҳам шундай Nn ∈0   топилиб, 0nn >∀  ва ,...3,2,1=m  
бўлганда                 

ε<+++=− ++++ mnnnnmn aaaSS ....21                 (5) 

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли. 

Эслатма. Агар ∑
∞

=1n
na  қатор учун (5) шарт бажарилмаса, яъни 

NmknNk ∈∃≥∃∈∀>∃ ,,,00ε  

         021 .... ε≥+++ +++ mnnn aaa                       (6) 

бўлса, у ҳолда ∑
∞

=1n
na  қатор узоқлашувчи бўлади. 

5-мисол. Ушбу 

...
2

sin
...

2

2sin

2

1sin

2

sin
2

1

++++=∑
∞

=
n

n
n

nn
 

қатор яқинлашувчиликка текширилсин. 
◄ Бу қатор учун Коши теоремасидаги (5) шартнинг бажарилишини  

текширамиз  : 
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 ≤++++++
+++ mnnn

mnnn

2

)sin(
...

2

)2sin(

2

)1sin(
21

 

n

n

mnnn 2

1

2

1
1

2

1

2

1
...

2

1

2

1 1

21
=

−
≤+++≤

+

+++  

Агар 0>∀ε  сонга кўра 1]log[ 20 +−= εn  деб олинса, у ҳолда     0nn >∀  
ва ,...3,2,1=m  лар учун  

ε<++++++
+++ mnnn

mnnn

2

)sin(
...

2

)2sin(

2

)1sin(
21

 

бўлади. Демак, берилган қатор яқинлашувчи. ► 
6-мисол. Ушбу 

...
1

...
3

1

2

1
1

1

1

+++++=∑
∞

= nnn

                     (7) 

қатор яқинлашувчиликка текширилсин. 

◄ 
2

1
0 =ε  ва ихтиёрий Nk ∈  учун kmkn == ,  бўлганда 

02

1

2

1

2

1
...

...
2

1

1

11
...

2

1

1

1

ε==⋅>+

+
+

+
+

=
+

++
+

+
+

k
kk

kkmnnn
 

бўлади.  
(6) шартга кўра (7) қатор узоқлашувчи бўлади. ► 
Одатда, (7) қатор гармоник қатор дейилади. Демак, гармоник қатор 

узоқлашувчи қатор.  
 

Машқлар 
 
1. Ушбу  

( )1
11 2

2 1

±≠
−

∑
∞

=

−

x
x

x

n
n

n

 

қаторнинг яқинлашувчилиги исботлансин, йиғиндиси топилсин.    
2. Агар 

,...)3,2,1,0(
1

=≥∑
∞

=
naa n

n
n  

қатор яқинлашувчи бўлса, у ҳолда 

∑
∞

=1

2

n
na  

қаторнинг ҳам яқинлашувчи бўлиши исботлансин. 
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50-маъруза 
Мусбат ҳадли қаторлар 

 
10. Мусбат ҳадли қаторлар ва уларнинг яқинлашув-чилиги. 
Фараз қилайлик, 

......21
1

++++=∑
∞

=
n

n
n aaaa                 (1) 

қатор берилган бўлсин. 
Агар бу қаторда )(0 Nnan ∈∀≥  бўлса, (1) мусбат ҳадли қатор 

дейилади. 
Мусбат ҳадли қаторларда, уларнинг қисмий йиғинди-ларидан иборат 

{ }nS  кетма-кетлик ўсувчи кетма-кетлик бўлади. Ҳақиқатан ҳам, 

nnnnnn SaSaaaaS ≥+=++++= +++ 11211 ... . 
1-теорема. Мусбат ҳадли 

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa  

қаторнинг яқинлашувчи бўлиши учун 
{ } { } ,...)3,2,1(...21 =+++= naaaS nn  
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кетма-кетликнинг юқоридан чегараланган бўлиши зарур ва етарли. 
◄ Зарурлиги. (1) қатор яқинлашувчи бўлсин. Унда ∞→n  да { }nS  

кетма-кетлик чекли лимитга эга бўлади. Яқинлашувчи кетма-кетликнинг 
хоссасига кўра { }nS  чегараланган, жумладан юқоридан  чегараланган бўлади. 

Етарлилиги. { }nS  кетма-кетлик юқоридан чегараланган бўлсин. Унда 
монотон кетма-кетликнинг лимити ҳақидаги теоремага кўра { }nS  кетма-
кетлик ∞→n  да чекли лимитга эга бўлади. Демак, (1) қатор яқинлашувчи. 
► 

Эслатма. Агар 

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa  

мусбат ҳадли қаторда, унинг қисмий йиғиндиларидан иборат { }nS  кетма-
кетлик юқоридан чегараланмаган бўлса, у ҳолда қатор узоқлашувчи бўлади. 

 
 
 
 
20.Мусбат ҳадли қаторларда таққослаш теоремалари. 
Иккита 

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa  

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn bbbb  

мусбат ҳадли қаторлар берилган бўлсин. 

2-теорема. Фараз қилайлик ∑
∞

=1n
na  ва ∑

∞

=1n
nb  қаторлар учун Nn ∈∀  да 

         nn ba ≤                      (2) 
тенгсизлик бажарилсин. 

У ҳолда: 

1) ∑
∞

=1n
nb  қатор яқинлашувчи бўлса, ∑

∞

=1n
na  қатор ҳам яқинла-шувчи 

бўлади, 

2) ∑
∞

=1n
na  қатор узоқлашувчи бўлса, ∑

∞

=1n
nb қатор ҳам узоқла-шувчи 

бўлади. 

◄ ∑
∞

=1n
na  ва ∑

∞

=1n
nb  қаторларнинг қисмий йиғиндилари мос равишда  

nn aaaS +++= ...21 , 

nn bbbS +++= ...' 21  
бўлсин. У ҳолда (2) муносабатга кўра 
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nn SS ′≤                           (3) 
бўлади. 

Айтайлик, ∑
∞

=1n
nb  қатор яқинлашувчи бўлсин. Унда 1-теоремага биноан { }nS '  

кетма-кетлик юқоридан чегараланган бўлади. Айни пайтда, (3) муносабатни 
эътиборга олиб, { }nS  кетма-кетликнинг ҳам юқоридан чегараланган 

бўлишини топамиз. Яна 1-теоремага кўра ∑
∞

=1n
na  қатор яқинлашувчи бўлади. 

Айтайлик, ∑
∞

=1n
na қатор узоқлашувчи бўлсин. Унда (3) муно-сабат ва 

эслатмадан фойдаланиб, ∑
∞

=1n
nb  қаторнинг узоқлашув-чи бўлишини топамиз. 

► 
1-мисол. Ушбу 

...
2

sin...
2

sin
2

sin
2

sin
2

1

++++=∑
∞

=
n

n
n

ππππ
 

қатор яқинлашувчиликка текширилсин. 
◄  Равшанки, бу қатор  ҳадлари учун  

,...)3,2,1(
22

sin0 =<< n
nn

ππ
 

тенгсизлик ўринли бўлади. 

Натижада берилган қаторнинг ҳар бир ҳади яқинла-шувчи ∑
∞

=12

1

n
n

 

қаторнинг (геометрик қаторнинг) мос ҳадидан кичик. 2-теоремага мувофиқ 
берилган  қатор яқинлашувчи бўлади. ► 

3-теорема. Фараз қилайлик, мусбат ҳадли ∑
∞

=1n
na  ва ∑

∞

=1n
nb  қаторларнинг 

умумий ҳадлари учун  

,...)2,1,0(lim =>=
∞→

nbK
b

a
n

n

n

n
 

бўлсин. У ҳолда: 

1) +∞<K  бўлиб, ∑
∞

=1n
nb  қатор яқинлашувчи бўлса, ∑

∞

=1n
na  қатор ҳам 

яқинлашувчи бўлади. 

2) 0>K  бўлиб, ∑
∞

=1n
nb  қатор узоқлашувчи бўлса, ∑

∞

=1n
na  қатор ҳам 

узоқлашувчи бўлади. 

◄ Айтайлик, +∞<K  бўлиб, ∑
∞

=1n
nb  қатор яқинлашувчи бўлсин. 

Равшанки, 
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00 ,0lim nnNnK
b

a

n

n

n
>∀∈∃>∀⇒=

∞→
ε : 

.)()( nnn
n

n bKabKK
b

a εεε +<<−⇒<−  

Бундан эса, ∑
∞

=
+

1

)(
n

nbK ε  қатор яқинлашувчи бўлгани учун 2-теоремага кўра 

∑
∞

=1n
na  қаторнинг яқинлашувчилиги келиб чиқишини топмаиз.  

Айтайлик, 0>K  бўлиб, ∑
∞

=1n
nb  қатор узоқлашувчи бўлсин. 

Равшанки, K
b

a

n

n

n
=

∞→
lim  ва KK << 10  бўлишидан Nnn ∈>∀ 0  учун 

1K
b

a

n

n >  яъни nn a
K

b
1

1<  бўлиши келиб чиқади. 2-теоремадан фойдаланиб 

∑
∞

=1n
na  қаторнинг узоқлашувчи бўли-шини топамиз. ► 

Натижа. Мусбат ҳадли  ∑
∞

=1n
na  ва ∑

∞

=1n
nb  қаторлар учун 

)0(,lim +∞<<=
∞→

KK
b

a

n

n

n
 

бўлса, у ҳолда  ∑
∞

=1n
na  ва ∑

∞

=1n
nb  қаторлар бир вақтда ёки яқинлашувчи бўлади 

ёки узоқлашувчи бўлади. 
2-мисол. Ушбу 

∑
∞

= +1
1

1

1

n
nn

 

қатор яқинлашувчиликка текширилсин. 

◄ Берилган қатор билан бирга узоқлашувчилиги маълум бўлган ∑
∞

=1

1

n n
 

гармоник қаторни қараймиз. Бу қаторларниг умумий ҳадлари  учун 

1
1

limlim
1

1

lim
1

1

1
1

===
∞→+∞→

+

∞→ nn
n

n

n

n n
n

n

n

n  

бўлади. Демак, берилган қатор узоқлашувчи. ► 

4-теорема. Айтайлик, мусбат ҳадли ∑
∞

=1n
na  ва ∑

∞

=1n
nb  қатор-лар учун 
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n

n

n

n

b

b

a

a 11 ++ ≤  

бўлсин  ,...)3,2,1,0,0( =>> nba nn  
У ҳолда: 

1) ∑
∞

=1n
nb  қатор яқинлашувчи бўлса, ∑

∞

=1n
na  қатор ҳам яқинлашувчи 

бўлади, 

2) ∑
∞

=1n
na  қатор узоқлашувчи бўлса, ∑

∞

=1n
nb  қатор ҳам узоқлашувчи 

бўлади. 

◄ Фараз қилайлик, ∑∑
∞

=

∞

= 11

,
n

n
n

n ba  қаторлар ,0,0( >> nn ba  ,...)3,2,1=n  

учун 

,....)3,2,1(11 =≤ ++ n
b

b

a

a

n

n

n

n  

тенгсизликлар бажарилсин. Бу шартдан қуйидаги муносабат келиб чиқади: 

12

3

1

2

12

3

1

2 ......
−−

⋅⋅⋅≤⋅⋅⋅
n

n

n

n

b

b

b

b

b

b

a

a

a

a

a

a
. 

Кейинги тенгсизликдан топамиз: 

,...)3,2,1(.
1

1 =≤ nb
b

a
a nn  

Айтайлик, ∑
∞

=1n
nb  қатор яқинлашувчи бўлсин. Равшанки, ∑

∞

=1 1

1

n
nb

b

a
 қатор 

ҳам яқинлашувчи бўлади. 2-теоремадан фойдала-ниб, ∑
∞

=1n
na  қаторнинг 

яқинлашувчи бўлишини топамиз.     Худди шунга ўхшаш ∑
∞

=1n
na  қаторнинг 

узоқлашувчи бўлишидан ∑
∞

=1n
nb  қаторнинг узоқлашувчи бўлиши келиб 

чиқиши кўрса-тилади. ► 
Юқорида келтирилган теорема ва мисоллардан кўрина-дики, мусбат 

ҳадли қаторнинг яқинлашувчилиги ёки узоқла-шувчилигини билган ҳолда, 
ҳадлари бу қатор ҳадлари билан маълум муносабатда бўлган (таққосланган) 
иккинчи мусбат ҳадли қаторнинг яқинлашувчилиги ёки узоқлашувчилигини 
аниқлаш мумкин бўлар экан. 

Изоҳ. Юқорида келтирилган теоремалар n  нинг бирор 0n  қийматидан 
бошлаб бажарилганда ҳам ўринли бўлади. 

 
 

Машқлар 
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1. Ушбу 

               ∑
∞

=2
2

3ln

n n

n
 

қаторнинг яқинлашувчи бўлиши исботлансин. 
2. Ушбу 

              
( )∑

∞

=3
lnlnln

1

n
n

 

қаторнинг яқинлашувчи экани исботлансин. 

3. Гармоник қатор ∑
∞

=1

1

n n
 нинг қисмий йиқиндиси nS  учун ушбу  

( ) ( )211ln0 ≥<+−< nnSn  
тенгсизлар ўринли экани кўрсатилсин. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

51-маъруза 
Мусбат ҳадли қаторларда яқинлашиш аломатлари 

 
Мусбат ҳадли қаторлар мавзусида баён этилган таққос-лаш 

теоремаларидан фойдаланиб, яқинлашиш аломатларини келтирамиз. 
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10. Коши аломати. Агар мусбат ҳадли 

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa                 (1) 

қаторда барча  1≥n  учун 
1<≤ qan

n                         (2) 

бўлса, (1) қатор яқинлашувчи бўлади; 
1≥n

na                   (3) 

бўлса, (1) қатор узоқлашувчи бўлади. 
◄ Айтайлик, (1) қатор ҳадлари учун  

1<≤ qan
n  

бўлсин. Равшанки, бу тенгсизликдан 
n

n qa ≤  
бўлиши келиб чиқади. 

Демак, берилган қаторнинг ҳар бир ҳади яқинлашувчи геометрик 
қаторнинг мос ҳадидан катта эмас. Унда 50-маърузадаги 2-теоремага кўра (1) 
қатор яқинлашувчи бўлади. 

Айтайлик, (1) қатор ҳадлари учун  
                                  1≥n

na , яъни 1≥na  

бўлсин. Бу муносабат берилган қаторнинг ҳар бир ҳадини узоқлашувчи        

                              ∑
∞

=
++++=

1

...1...111
n

 

қаторнинг мос ҳадидан кичик эмаслигини кўрсатади. Бу ҳолда яна ўша 2-
теоремага кўра (1) қатор узоқлашувчи бўлади. ► 

Кўпинча Коши аломатининг қуйида келтирилган лимит кўринишидаги 
тасдиғидан фойдаланилади. 

Фараз қилайлик, мусбат ҳадли (1) қаторда 
                                 kan

n
n

=
∞→

lim  

мавжуд бўлсин. У ҳолда : 
1) 1<k  бўлганда (1) қатор яқинлашувчи бўлади, 
2) 1>k   бўлганда (1) қатор узоқлашувчи бўлади. 
     
1-мисол. Ушбу  

∑
∞

=









+
+

1

2

2

1

n

n

n

n
 

қатор яқинлашувчиликка текширилсин. 
◄ Бу қаторнинг умумий ҳади 

2

2

1
n

n n

n
a 









+
+=  

бўлиб, унинг учун  
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n

n
n

n
n

n

n
n

n
a

)
2

1(

)
1

1(

2

1

+

+
=









+
+=  

бўлади. Равшанки, 

e
n

n
n

n

n

1

)
2

1(

)
1

1(
lim =

+

+

∞→
. 

Демак, 1
1 <=
e

k , берилган қатор яқинлашувчи. ► 

1-эслатма. Коши аломатидаги (2) ва (3)  тенгсизликлар n  нинг бирор 

0n  қийматидан бошлаб бажарилганда ҳам тасдиқ ўринли бўлади. 
2-эслатма. Коши аломатининг лимит кўринишидаги ифодасида 1=k  

бўлса, у ҳолда (1) қатор яқинлашувчи ҳам, узоқлашувчи ҳам бўлиши мумкин. 
20. Даламбер аломати. Агар мусбат ҳадли 

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa                 (1) 

қаторда барча 1≥n  учун  

...)2,1,0(11 =><≤+ naq
a

a
n

n

n                    (4) 

бўлса, (1) қатор яқинлашувчи бўлади; 

     ...)2,1,0(11 =>≥+ na
a

a
n

n

n                     (5) 

бўлса, (1) қатор узоқлашувчи бўлади. 
◄ Айтайлик, (1) қатор ҳадлари учун 

11 <≤+ q
a

a

n

n  

бўлсин. Бу тенгсизликни қуйидагича 

)1(
1

1 <≤
+

+ q
q

q

a

a
n

n

n

n  

ёзиш мумкин. 
Равшанки,  

)10(
1

<<∑
∞

=
qq

n

n  

қатор (геометрик қатор) яқинлашувчи. 50-маърузада келти-рилган 3-
теоремадан фойдаланиб, берилган қаторнинг яқин-лашувчи бўлишини 
топамиз. 

(1) қатор ҳадлари учун  
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11 ≥+

n

n

a

a
 

бўлганда (1) қаторнинг узоқлашувчи бўлишини аниқлаш қийин эмас. ► 
Даламбер аломатининг қуйидаги лимит кўринишидаги тасдиқидан 

фойдаланилади. 
Фараз қилайлик, мусбат ҳадли (1) қаторда 

d
a

a

n

n

n
=+

∞→

1lim  

лимит мавжуд бўлсин. У ҳолда : 
1) 1<d  бўлганда (1) қатор яқинлашувчи бўлади, 
2) 1>d  бўлганда (1) қатор узоқлашувчи бўлади. 

2-мисол. Ушбу 

∑
∞

=1

!

n
nn

n
 

қатор яқинлашувчиликка текширилсин. 
◄ Берилган қатор учун 

11
)1(

)!1(
,

!
++ +

+==
nnnn

n

n
a

n

n
a  

бўлиб, 

n
n

n

n

n

n
nn

nn

a

a

)
1

1(

1

!)1(

)!1(
1

1

+
=

⋅+
⋅+= +

+  

бўлади. Равшанки, 

e
n

nn

1

)
1

1(

1
lim =

+
=

∞→
. 

Демак, 1
1 <=
e

d , берилган қатор яқинлашувчи. ► 

3-эслатма. Даламбер аломатидаги (4) ва (5) тенгсизлик-лар n  нинг 
бирор 0n  қийматидан бошлаб бажарилганда ҳам тасдиқ ўринли бўлади. 

4-эслатма. Даламбер аломатининг лимит кўринишидаги ифодасида 
1=d  бўлса, у ҳолда (1) қатор яқинлашувчи ҳам, узоқлашувчи ҳам бўлиши 

мумкин. 
30. Интеграл аломат. Фараз қилайлик, мусбат ҳадли              

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa  

қатор берилган бўлсин. Айни пайтда, ),1[ +∞  оралиқда берил-ган )(xf  
функция қуйидаги шартларни қаноатлантирсин: 

1) )(xf  функция ),1[ +∞  да узлуксиз, 
2) )(xf  функция ),1[ +∞  да камаювчи, 
3) ),1[ +∞∈∀x  да ,0)( ≥xf  
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4) ,...)3,2,1()( == nanf n . 
Бунда берилган қатор ушбу 

∑∑
∞

=

∞

=
=

11

)(
nn

n nfa  

кўринишга келади. 
Юқоридаги шартлардан фойдаланиб, )(1 Nnnxn ∈+<<  бўлганда 

)1()()( +≥≥ nfxfnf , яъни 1)( +≥≥ nn axfa  
бўлишини топамиз. Кейинги тенгсизликни ]1,[ +nn  оралиқ бўйича 
интеграллаш натижасида 

∫
+

+ ≤≤
1

1 )(
n

n
nn adxxfa           (6) 

бўлиши келиб чиқади. 
Энди  берилган 

∑∑
∞

=

∞

=
=

11

)(
nn

n nfa  

қатор билан бирга ушбу 

∑ ∫
∞

=

+

1

1

)(
n

n

n

dxxf                               (7) 

қаторни қараймиз. Бу қаторнинг қисмий йиғиндиси  

∫∑ ∫
+

=

+

=
1

11

1

)()(
nn

k

k

k

dxxfdxxf  

бўлади. 
Айтайлик, )(xF  функция ],1[ +∞  оралиқда )(xf   функция-нинг 

бошланғич функцияси бўлсин:  ).()( xfxF =′  
Уни қуйидагича   

∫ ==
x

FdttfxF
1

0)1(,)()(  

ифодалаш мумкин.  Натижада 

∑ ∫
=

+

+=
n

k

k

k

nFdxxf
1

1

)1()(  

бўлади. 
Агар ∞→n  да )1( +nF  чекли сонга интилса, (бу ҳолда  (7) қаторнинг 

қисмий йиғиндиси чекли лимитга эга бўлади) унда  (7) қатор яқинлашувчи. 

Бинобарин, ∫ =
n

ndxxf
1

,...)3,2,1()(  кетма-кетлик юқоридан 

чегараланган бўлади. (6) муносабатга кўра берилган қатор-нинг қисмий 
йиғиндиларидан иборат кетма-кетлик юқоридан чегараланган бўлиб, мусбат 
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ҳадли қаторларнинг яқинлашув-чилиги ҳақидаги теоремага мувофиқ 

берилган ∑
∞

=1n
na  қатор яқинлашувчи бўлади. 

Агар ∞→n  да ∞→+ )1(nF  бўлса, берилган қатор узоқла-шувчи 
бўлади. 

Шундай қилиб, қуйидаги интеграл аломатга келамиз. 
Интеграл аломат. Агар  

bxF
x

=
+∞→

)(lim  

бўлиб, b  чекли сон бўлса, ∑
∞

=1n
na  қатор яқинлашувчи бўлади, ∞=b  бўлса, 

∑
∞

=1n
na  қатор узоқлашувчи бўлади. 

3-мисол. Ушбу  

∑
∞

=
>+++++=

1

)0(...
1

...
3

1

2

1
1

1

n nn
ααααα  

қатор яқинлашувчиликка текширилсин. 

◄ Агар )0(
1

)( >= ααx
xf  дейилса, унда бу функция ),1[ +∞  оралиқда 

интеграл аломатда келтирилган барча шартларни  қаноатлантиради. Бу 
функциянинг бошланғич функцияси   

)1()1
1

(
1

1
)()(

1
11

≠−
−

=== −∫∫ α
α αα xt

dt
dttfxF

xx

 

бўлади. 
Равшанки, 








<∞

>
−=

=−
−

= −∞→+∞→

,бўлса1агар,

,бўлса1агар,
1

1

)1
1

(
1

1
lim)(lim

1

α

α
α

α αx
xF

xx

 

бўлиб, 1=α  бўлганда 

∞== ∫∞→+∞→

x

xx t

dt
xF

1

lim)(lim  

бўлади. 
Демак, интеграл аломатга кўра  

∑
∞

=1

1

n nα  

қатор 1>α  бўлганда яқинлашувчи, 1≤α  бўлганда узоқлашувчи бўлади. ► 

Одатда, ∑
∞

=1

1

n nα  қатор умумлашган гармоник қатор дейи-лади. 
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40. Раабе аломати. Агар мусбат ҳадли 

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa                       (1) 

қаторда Nn∈  нинг бирор )1( 00 ≥nn  қийматидан бошлаб, 0nn >  учун 

1)1( 1 >≥− + r
a

a
n

n

n  

бўлса, (1) қатор яқинлашувчи бўлади, 

1)1( 1 ≤− +

n

n

a

a
n  

бўлса, (1) қатор узоқлашувчи бўлади. 
◄Айтайлик,  (1) қатор ҳадлари учун 

1)1( 1 >≥− + r
a

a
n

n

n  

бўлсин. Бу тенгсизликдан 

n

r

a

a

n

n −≤+ 11                                 (8) 

бўлиши келиб чиқади. 
Энди 1>> αr  тенгсизликни қаноатлантирувчи α  сонини олиб, уни 

n

n
n 1

1)
1

1(
lim

−

−−
=

∞→

α

α  

каби ифодалаймиз. Лимит хоссасига кўра, шундай Nn ∈′0  топиладики, 
барча 0nn ′>  лар учун  

r

n

n ≤
−

−−

1

1)
1

1( α

, 

яъни 

n

r

n
−≥− 1)

1
1( α                             (9) 

тенгсизлик ўринли бўлади.  
(8) ва (9) муносабатлардан барча 0nn > { }),max( 000 nnn ′=   лар учун 

α

αα

)1(

1

1

)
1

1(1

−

=−≤+

n

n
na

a

n

n  

бўлиши келиб чиқади.  
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Бу тенгсизликни ва 1>α  бўлганда ∑
∞

=1

1

n nα  қаторнинг 

яқинлашувчилигини эътиборга олиб, сўнг 50-маърузадаги 4-теоремадан 

фойдаланиб, берилган ∑
∞

=1n
na  қаторнинг яқинла-шувчи бўлишини топамиз. 

Энди (1) қаторнинг ҳадлари учун 0nn >  бўлганда 

1)1( 1 ≤− +

n

n

a

a
n  

бўлсин. Бу тенгсизликни қуйидагича: 

1

1

1

1

−

≥+

n

n
a

a

n

n  

ёзиш мумкин. 

Бу тенгсизликни ва ∑
∞

=1

1

n n
 қатронинг узоқлашувчилиги эътиборга олиб, 

яна 50-маърузадаги 4-теоремадан фойдала-ниб, берилган ∑
∞

=1n
na  қаторнинг 

узоқлашувчи бўлишини топамиз. ► 
Кўп ҳолларда Раабе аломатининг қуйидаги лимит кўри-нишидан 

фойдаланилади: 
Фараз қилайлик, мусбат ҳадли (1) қатор ҳадлари учун 

ρ=− +

∞→
)1(lim 1

n

n

n a

a
n  

мавжуд бўлсин. У ҳолда: 
1)  1>ρ  бўлганида (1) қатор яқинлашувчи бўлади, 
2)  1<ρ  бўлганида (1) қатор узоқлашувчи бўлади. 

4-мисол. Ушбу 

)0(
2

)
1

1
...

2

1
1(

>∑
∞

=

−
+++−

aa
n

n  

қатор яқинлашувчиликка текширилсин. 
◄ Бу қатор учун 














−=

















−=−
−

−
+++−

+++−
+ n

n

n

n

n an

a

a

a

a
n

1

1

1
...

2

1
1(

)
1

...
2

1
1(

1 11)1(  

бўлиб, 
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∞→

+

∞→
=−

n
n

n

n a

a
n lim)1(lim 1 a

n

a n

ln
1

1
1

=
−

−
−

 

бўлади. 
Агар 1ln >a , яъни ea >  бўлса, берилган қатор яқинла-шувчи бўлади. 
Агар 1ln <a , яъни ea <  бўлса, берилган қатор узоқла-шувчи бўлади 
Агар ea =  бўлса, Раабе аломати берилган қаторнинг яқинлашувчилиги 

ёки узоқлашувчилиги  ҳақида хулоса қилолмайди.► 
 
 
 
 

Машқлар 
 

1. Ушбу  

              ( )∑
∞

=
>









1

0
n

n

n

x
a

x
 

қатор яқинлашувчиликка текширилсин, бунда }{ na  кетма-кетликнинг ҳар 
бир ҳади мусбат бўлиб, ( )Raaan

n
∈=

∞→
lim . 

2. Ушбу 

              ∑
∞

=









1 !

1

n

n

e

n

n
 

қатор яқинлашувчиликка текширилсин. 
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52-маъруза 
Абсолют ва шартли яқинлашувчи қаторлар 

 
10. Абсолют ва шартли яқинлашувчи қаторлар тушунчаси. 
Фараз қилайлик, 

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa                 (1) 

қатор берилган бўлсин. Бу қаторнинг ҳар бир ҳади ихтиёрий ишорали 
ҳақиқий сонлардан иборат. (Одатда, бундай қатор ихтиёрий ҳадли қатор 
дейилади.) 

(1) қатор ҳадларининг абсолют қийматларидан ушбу 

∑
∞

=
++++=

1
1 ......

n
nnn aaaa                 (2) 

қаторни тузамиз. 
1-теоема. Агар (2) қатор яқинлашувчи бўлса, у ҳолда (1) қатор ҳам 

яқинлашувчи бўлади. 
◄ Айтайлик, (2) қатор яқинлашувчи бўлсин. Унда қатор 

яқинлашувчилиги ҳақидаги Коши теоремасига кўра 
...3,2,1,,0 00 =>∀∈∃>∀ mnnNnε   да 

ε<+++ +++ mnnn a...aa 21  

бўлади. Равшанки,  

mnnnmnnn aaaaaa ++++++ +++≤+++ ....... 2121 . 

Кейинги икки муносабатдан  
,...3,2,1,,,0 00 =>∀∈∃>∀ mnnNnε   да 

ε<+++ +++ mnnn aaa ...21  

бўлиши келиб чиқади. Коши теоремасига мувофиқ (1) қатор яқинлашувчи 
бўлади. ► 

1-таъриф. Агар ∑
∞

=1n
na  қатор яқинлашувчи бўлса, ∑

∞

=1n
na  қатор абсолют 

яқинлашувчи қатор дейилади. 
Масалан, ушбу 
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...
)1(

...
4

1

3

1

2

1
1)1(

1 1
1

1

+−++−+−=−
−

−
∞

=
∑ ααααα nn

n
n

n

 

қатор 1>α  бўлганда абсолют яқинлашувчи қатор бўлади, чунки  

...
1

...
4

1

3

1

2

1
1)1(

1

1

1 +++−++=−∑
∞

=

−

n

n

nn ααααα  

умумлашган гармоник қатор 1>α  бўлганда яқинлашувчи. 

2-таъриф. Агар ∑
∞

=1n
na  қатор яқинлашувчи бўлиб, ∑

∞

=1n
na  қатор 

узоқлашувчи бўлса, ∑
∞

=1n
na  қатор шартли яқинлашувчи қатор дейилади. 

Мисол. Ушбу 

...
)1(

...
4

1

3

1

2

1
1)1(

1 1
1

1

+−++−+−=−
−

−
∞

=
∑

nn

n
n

n

 

қатор шартли яқинлашувчи қатор бўлади. 
◄ Равшанки, берилган қаторнинг қисмий йиғиндиси  
 

n
S

n

n

1)1(
...

4

1

3

1

2

1
1

−−++−+−=                (3) 

бўлади. 
Маълумки, )1ln( x+  функциянинг Маклорен формуласига кўра 

ёйилмаси  

)(
)1(

...
432

)1ln( 1

1432

xR
n

xxxx
xx n

nn

+

−

+−++−+−=+ , 

бўлиб, 10 ≤≤ x  бўлганда  

1

1
)(1 +

<+ n
xRn  

бўлар эди. (қаралсин [1], 6-боб, 7-§) 
Хусусан, 1=x  бўлганда 

)1(
)1(

...
4

1

3

1

2

1
12ln 1

1

+

−

+−++−+−= n

n

R
n

   

1

1
)1(1 +

<+ n
Rn                               (4) 

бўлади. 
(3) ва (4) муносабатлардан  

)1(2ln 1++= nn RS  
ва ундан 

1

1
2ln

+
<−

n
Sn  

бўлиши келиб чиқади. 
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Демак, ∞→n  да 2lnSn → . Бу эса қаралаётган қаторнинг яқинлашувчи 
эканини билдиради. 
Айни пайтда, берилган қатор ҳадларининг абсолют қиймат-ларидан тузилган 
қатор  

...
1

...
3

1

2

1
1

)1(

1

1

+++++=−
∑
∞

=

−

nnn

n

 

гармоник қатор бўлиб, унинг узоқлашувчилиги маълум. Демак, берилган 
қатор шартли яқинлашувчи қатор.► 

Энди  

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa  

қаторнинг мусбат ҳадли қатор эканини эътиборга олиб, ∑
∞

=1n
na  қаторнинг 

абсолют яқинлашувчилигини ифодаловчи аломат-ларни келтирамиз. 
Уларнинг исботи 51-маърузада баён этилган аломатлардан келиб чиқади. 

Даламбер аломати. Фараз қилайлик , 

,...)2,1,0(......21
1

=≠++++=∑
∞

=
naaaaa nn

n
n  

қатор ҳадлари учун  

d
a

a

n

n

n
=+

∞→

1lim  

лимит мавжуд бўлсин. У ҳолда: 

1) 1<d  бўлганда, ∑
∞

=1n
na  қатор абсолют яқинлашувчи бўлади, 

2) 1>d бўлганда, ∑
∞

=1n
na  қатор узоқлашувчи бўлади. 

Коши аломати. Фараз қилайлик, 

......21
1

++++=∑
∞

=
n

n
n aaaa  

қатор ҳадлари учун  

Kan
n

n
=

∞→
lim  

лимит мавжуд бўлсин. У ҳолда: 

1) 1<K  бўлганда, ∑
∞

=1n
na  қатор абсолют яқинлашувчи бўлади. 

2) 1>K  бўлганда, ∑
∞

=1n
na  қатор узоқлашувчи бўлади. 

20. Абсолют яқинлашувчи қаторларнинг хоссалари. 
Абсолют яқинлашувчи қаторларнинг хоссаларини келтирамиз. 
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1) Агар қатор абсолют яқинлашувчи бўлса, у ҳолда бу қатор 
яқинлашувчи бўлади. 

◄ Бу хоссанинг исботи 1-теоремадан келиб чиқади.► 
2) Агар  

......21
1

++++=∑
∞

=
n

n
n aaaa            (1) 

қатор абсолют яқинлашувчи бўлиб, { }nb  сонлар кетма-кетлиги чегараланган 
бўлса,  у ҳолда 

......2211
1

++++=∑
∞

=
nnn

n
n babababa                   (5) 

қатор абсолют яқинлашувчи бўлади. 
◄ Шартга кўра { }nb сонлар кетма-кетлиги чегараланган.Демак, 

0>∃ M ,  Nn∈∀  да  Mbn ≤            (6) 

бўлади. 
(1) қатор абсолют яқинлашувчи. Унда Коши теоремасига кўра 0>∀ε  

сон олинганда ҳам 
M

ε
 га кўра шундай Nn ∈0  топиладики, 0nn >∀  ва 

,...3,2,1=m бўлганда  

M
aaa mnnn

ε<+++ +++ ...21                   (7) 

бўлади. 
(6) ва (7) муносабатлардан фойдаланиб топамиз: 

( ) ....

...

21

2211

ε<+++≤

≤+++

+++

++++++

mnnn

mnmnnnnn

aaaM

bababa
 

Яна Коши теоремасидан фойдаланиб, ∑
∞

=1n
nnba  қаторнинг абсолют 

яқинлашувчи эканини топамиз. ► 
3) Фараз қилайлик, 

∑
∞

=
++++=

1
21 ......

n
nn aaaa            (1) 

қатор ҳадларининг ўринларини алмаштириш натижасида ушбу   

∑
∞

=
++++=

1
21 ...'...'''

j
jj aaaa                (8) 

қатор ҳосил қилинган бўлсин. 
Равшанки, (8) қаторнинг ҳар бир ja'  ҳади ,...)2,1( =j  (1) қаторнинг 

тайин бир 
jka  ҳадининг айнан ўзидир, яъни jkj aaNkNj

j
',, =∈∃∈∀  бўлади. 

Агар (1) қатор абсолют яқинлашувчи бўлиб,унинг йиғиндиси S  га тенг 
бўлса, у ҳолда бу қатор ҳадларининг ўринларини ихтиёрий равишда 
алмаштиришдан ҳосил бўлган  (8) қатор абсолют яқинлашувчи ва унинг 
йиғиндиси ҳам S  га тенг бўлади. 



 330 

◄ Айтайлик, (1) қатор абсолют яқинлашувчи бўлиб, унинг йиғиндиси 
S  га тенг бўлсин. 

(8) қатор ҳадларининг  абсолют қийматларидан тузилган ∑
∞

=1

'
j

ja  

қаторнинг қисмий йиғиндисини n'σ  билан белгилайлик: 

)'(.''
1

jkj

n

j
jn aaa ==∑

=
σ  

Агар  j
nj

kn
≤≤

=
1
max'  дейилса, унда nn ≥'  ва Nn∈∀  бўлганда 

∑
=

≤
'

1

'
n

k
kn aσ  

бўлади. 
(1) қатор абсолют яқинлашувчи бўлгани сабабли унинг  қисмий 

йиғиндилари кетма-кетлиги юқоридан чегаралан-гандир. Бинобарин, n'σ  
йиғинди ҳам юқоридан чегараланган бўлади. Унда мусбат ҳадли қаторнинг 

яқинлашувчилиги ҳақидаги теоремага  кўра  ∑
∞

=1

'
j

ja  қатор ва айни пайтда 

∑
∞

=1

'
j

ja  қатор ҳам яқинлашувчи бўлади. Демак, ∑
∞

=1

'
j

ja  қатор абсолют 

яқинлашувчи. Унинг йиғиндисини 'S  дейлик. 

Энди берилган ∑
∞

=1n
na  қатор ҳадларининг ўринларини ихтиёрий равишда 

алмаштиришдан ҳосил бўлган  

...'...''' 21
1

++++=∑
∞

=
k

n
k aaaa  

қатор йиғиндисини S  га тенг эканини исботлаймиз. Бунинг учун 0>∀ε  га 
кўра шундай Nn∈  топилиб, nn >∀  да  

ε<−∑
=

n

k
k Sa

1

'                  (9) 

бўлишини кўрсатиш етарли бўлади. 

Ихтиёрий мусбат ε  сонни тайинлаб оламиз. Модомики, ∑
∞

=1k
ka  қатор 

абсолют яқинлашувчи экан, унда Коши теорема-сига биноан олинган 0>ε  
сонга кўра шундай 0n  номер топиладики, 

∑
+

+−
=<

mn

nk
k ma

0

0 1

),...3,2,1(
2

ε
                 (10) 

шунингдек, қаторнинг яқинлашиш таърифига кўра 

2

0

1

ε<−∑
=

n

k
k Sa            (11) 
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бўлади. 

Юқоридаги натурал сон n ни шундай катта қилиб оламизки, ∑
∞

=1

'
л

ka  

қаторнинг n дан катта бўлган n  номерли ихтиёрий қисмий йиғиндиси  

∑
=

=
n

k
kn aS

1

''  да  ∑
∞

=1k
ka  

қаторнинг барча дастлабки  0n  та ҳади қатнашсин. 
Равшанки, 








 −+






 −=− ∑∑∑∑
====

SaaaSa
n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
k

00

1111

'' . 

Кейинги муносабатдан ва (11)  тенгсизликни эътиборга олиб топамиз.    

2
'''

1 111 11

000 ε+−<−+−≤− ∑ ∑∑∑ ∑∑
= === ==

n

k

n

k
kk

n

k
k

n

k

n

k
kk

n

k
k aaSaaaSa  (12) 

Маълумки, nn >  бўлганда ∑
∞

=1

'
k

ka қаторда ∑
∞

=1k
ka  қаторнинг барча 

дастлабки 0n та ҳади қатнашади. Бинобарин, 

∑∑
==

−
0

11

'
n

k
k

n

k
k aa  

айирма ∑
∞

=1k
ka  қаторнинг, ҳар бир ҳадининг номери 0n  дан катта бўлган  0nn −  

та ҳадининг йиғиндисидан иборат. 
Энди натурал m  сонни шундай катта қилиб оламизки, бунда mn +0  

сон юқорида айтилган барча 0nn −  та ҳадларнинг номерларидан катта 
бўлсин.  

 
Унда 

∑∑∑
+

+===
≤−

mn

nk
k

n

k
k

n

k
k aaa

0

0

0

111

'            (13) 

бўлади. 
(12), (13) ва (10) муносабатлардан фойдаланиб, (9) тенгсизликнинг, 

яъни 

ε<−∑
=

n

k
k Sa

1

'  

тенгсизликнинг бажарилишини топамиз. ► 
 

Машқлар 
 

Айтайлик, 
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∑
∞

=1n
na                (*) 

ихтиёрий ҳадли қатор бўлиб,  





≥
<−

=




<
≥

=
0,0

,0,

0,0

,0,

n

nn
n

n

nn
n a

aa
v

a

aa
u  

бўлсин. 

1. Агар (*) қатор абсолют яқинлашувчи бўлса, у ҳолда ∑ ∑
∞

=

∞

=1 1

,
n n

nn vu  

қаторлар яқинлашувчи ва  

∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=
+=−=

1 1 1 1 11

,
n n n n n

nnnnn
n

n vuavua  

бўлиши исботлансин. 

2. Агар (*) қатор шартли яқинлашувчи бўлса, у ҳолда  ∑ ∑
∞

=

∞

=1 1

,
n n

nn vu  

қаторларнинг узоқлашувчи бўлиши исботлансин. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
53-маъруза 

Ихтиёрий ҳадли қаторларда яқинлашиш аломатлари 
 
10. Лейбниц аломати. Ушбу 

∑
∞

=

−− +−++−+−=−
1

1
4321

1 ...)1(...)1(
n

n
n

n
n cccccc         (1) 

қаторни қараймиз, бунда ,...).3,2,1(0 => ncn  
Одатда, бундай қатор ҳадларининг ишоралари навбат билан ўзгариб 

келадиган қатор дейилади. 
Равшанки, (1) қатор ихтиёрий ҳадли қаторнинг битта ҳолидир. 
Масалан, ушбу 

...
1

)1(...
4

1

3

1

2

1
1

1
)1( 1

1

1 +−++−+−=⋅− −
∞

=

−∑
nn

n

n

n  

қатор ҳадларининг ишоралари навбат билан ўзгариб келади-ган қатор 
бўлади. 
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1-теорема (Лейбниц аломати). Агар ҳадларининг ишора-лари навбат 
билан ўзгариб келадиган (1) қаторда: 

1) ,...)3,2,1(,1 =<+ ncc nn   
2) 0lim =

∞→ n
n

c  

бўлса, у ҳолда (1) қатор яқинлашувчи бўлади. 
◄ (1) қаторнинг дастлабки m2  та )( Nm ∈  ҳадидан иборат қисмий 

йиғиндиси  

mmm ccccccS 21243212 ... −++−+−= −  
ни олайлик. Унда )1(2 +mS  учун 

)( 22122)1(2 +++ −+= mmmm ccSS  

бўлиб, 1222 ++ < mm cc  бўлганлиги сабабли (бунда 02212 >− ++ mm cc  бўлади) 
,...)3,2,1(2)1(2 =>+ mSS mm  

бўлади.  Демак, { }mS2  кетма-кетлик  ўсувчи. 
Энди  mS2  йиғиндини қуйидагича ёзамиз: 

mmmm ccccccccS 21222543212 )(...)()( −−−−−−−−= −− . 
Бу тенгликнинг ўнг томонидаги ифодада қатнашган қавс ичидаги 

айирмалар-нинг, шунингдек mc2  нинг мусбат бўлишини эътиборга олиб, 

12 cS m <  
бўлишини топамиз. Демак, { }mS2  кетма-кетлик юқоридан чегараланган. 

Монотон кетма-кетликнинг лимити ҳақидаги теоремага кўра 
     SS m

m
=

∞→ 2lim        ( −S чекли сон)              (2) 

мавжуд.  
Энди (1) қаторнинг дастлабки 12 −m  та )( Nm ∈  сондаги ҳадидан 

иборат ушбу       

12432112 ... −− ++−+−= mm cccccS  
қисмий йиғиндисини олайлик. Равшанки, 

mmm cSS 2212 +=− . 
Теореманинг ∞→n  да 0→nc  бўлиши шарти ҳамда  (2)  муносабатдан 

фойдаланиб топамиз: 
ScSS mm

m
m

m
=+=

∞→−∞→
)(limlim 2212 . 

Шундай қилиб, берилган (1) қаторнинг қисмий йиғинди-ларидан 
иборат кетма-кетлик чекли лимитга эга экани кўрсатилди. Демак,  (1) қатор 
яқинлашувчи. ► 

Масалан, 

...
)1(

...
4

1

3

1

2

1
1

1

+−++−+−
−

n

n

                  (3) 

қатор ҳадлари келтирилган теореманинг барча шартларини  
қаноатлантиради. Теоремага кўра (3) қатор яқинлашувчи бўлади ((3) 
қаторнинг яқинлашуви ва йиғиндиси 2ln  га тенг бўлиши  кўрсатилган эди). 
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20. Дирихле-Абель аломати. Фараз  қилайлик, 

..,.,...,,,

.,..,...,,,

321

321

n

n

bbbb

aaaa
 

ихтиёрий ҳақиқий  сонлар кетма-кетликлари бўлиб, 

nn aaaS +++= ...21  
бўлсин. У ҳолда  NmNn ∈∀∈∀ ,  учун 

∑ ∑
+

=

−+

=
−++− −⋅+−=

mn

nk

mn

nk
nnmnmnkkkkk bSbSbbSba

1

11)(       (4) 

муносабат ўринли бўлади. 
Одатда,  (4) муносабат Абель айнияти дейилади. 

◄ Равшанки, 1−−= kkk SSa  бўлади. Унда 

∑
+

=

mn

nk
kkba  

йиғинди ушбу кўринишга 

∑ ∑ ∑
+

=

+

=

+

=
−−=

mn

nk

mn

nk

mn

nk
kkkkkk bSbSba 1                     (5) 

келади. Бу тенгликнинг ўнг томонидаги биринчи қўшилув-чини қуйидагича: 

mnmn

mn

nk
kk

mn

nk
kk bSbSbS ++

−+

=

+

=
+= ∑∑

1

  , 

иккинчи қўшилувчини эса қуйидагича 

∑∑∑
−+

=
+−

−+

−=
+

+

=
− +==

1

11

1

1
11

mn

nk
kknn

mn

nk
kk

mn

nk
kk bSbSbSbS  

ёзиб оламиз. 
Натижада  (5) тенглик қуйидагича: 

=−−+= ∑∑∑
−+

=
−+++

−+

=

+

=

1

11

1 mn

nk
nnkkmnmn

mn

nk
kk

mn

nk
kk bSbSbSbSbS  

nn

mn

nk
mnmnkkk bSbSbbS 1

1

1)( −

−+

=
+++ −−−= ∑  

бўлади. ► 
2-теорема (Дирихе-Абель аломати). Айтайлик, 

∑
∞

=
++++=

1
2211 ......

k
kkkk babababa                    (6) 

қатор берилган бўлсин. Агар: 
1) { }kb  кетма-кетлик камаювчи ва у чексиз кичик миқдор, 

2) ∑
∞

=1k
ka  қаторнинг қисмий йиғиндилари кетма-кетлиги     чегараланган 

бўлса, (6) қатор яқинлашувчи бўлади. 

◄ Агар ∑
∞

=1k
ka  қаторнинг қисмий йиғиндисини  
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nn aaaS +++= ...21  
десак, унда теореманинг шартига кўра, шундай 0>M  сон топиладики, барча 

Nn∈  учун  
MSn ≤                          (7) 

бўлади.  
Шартга кўра { }kb  кетма-кетлик камаювчи ва у чексиз кичик миқдор. 

Унда 0>∀ε  га кўра шундай Nn ∈0  топиладики, 0nn >∀  да  

M
bn 2

0
ε<≤                           (8) 

бўлади. 
Энди 

∑
+

=

mn

nk
kkba  

йиғиндига Абель айниятини қўллаймиз: 

nn

mn

nk
mnmnkkk

mn

nk
kk bSbSbbSba 1

1

1)( −

−+

=
+++

+

=
−+−= ∑∑ . 

 
Натижада 

nnmnmnkk

mn

nk
k

nnmnmn

mn

nk
kkk

mn
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kk

bSbSbbS

bSbSbbSba

⋅++−⋅=

=++−≤

−+++

−+

=

−++

−+

=
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+

=

∑

∑∑

11

1

1

1

1

)(

)(

 

бўлади. 
(7) тенгсизликдан фойдаланиб топамиз: 

.)(
1

1 n

mn

nk
mnkk

mn

nk
kk bMbbbMba ⋅+







 +−≤ ∑∑
−+

=
++

+

=

 

Агар  

nmnmnmnnnnn

mn

nk
mnkk bbbbbbbbbbb =+−++−+−=+− ++−++++

−+

=
++∑ )(...)()()( 1211

1

1  

бўлишини эътиборга олсак, унда 

n

mn

nk
kk bMba ⋅≤∑

+

=
2  

бўлиб, (8) муносабатга кўра 

ε<∑
+

=

mn

nk
kkba  

бўлади. Бундан Коши теоремасига кўра ∑
+

=

mn

nk
kkba  қаторнинг яқинлашувчилиги 

келиб чиқади. ► 
Мисол. Ушбу  
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...
cos

...
2

2cos

1

cosсos

1

++++=∑
∞

= k

kxxx

k

kx

л

 

қатор яқинлашувчиликка текширилсин, бунда −x тайинланган  ҳақиқий сон. 
◄ Агар π2=x  бўлса, берилган қатор  

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
=⋅=

111

12cosсos

kkk kk

k

k

kx π
 

гармоник қатор бўлиб, у узоқлашувчи бўлади. 
Айтайлик, π2≠x  бўлсин. Берилган қаторда 

                      
k

bkxa kk
1

,cos ==  

белгилашларни бажарамиз. 

Равшанки, { }






=

k
bk

1
 кетма-кетлик камаювчи ва чексиз кичик миқдор 

бўлади ∞→k(  да )0
1 →
k

. 

Энди ∑∑
∞

=

∞

=
=

11

cos
kk

k kxa  қаторнинг қисмий йиғиндиси nS  ни топамиз: 
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k
n kx

x
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sin2

2
sin2

1
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2
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 −−+= ∑
=

 

Кейинги муносабатдан, π2  га каррали бўлмаган x  лар учун  

2
sin

1
x

Sn ≤  

бўлиши келиб чиқади. Демак, }{ nS  кетма-кетлик чегараланган. Унда 
берилган қатор 2-теоремага кўра яқинлашувчи бўлади.► 

 
Машқлар 

 
1. Ушбу  
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муносабатда n2  хатолик топилсин. 
2. Ушбу 
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( )∑
∞

=

−








 +
+1

1
1

1ln
5

cos

n nnn

n
π

π

 

қатор яқинлашувчиликка текширилсин. 
 
 
 

 
54-маъруза 

Чексиз кўпайтмалар 
 

10. Чексиз кўпайтма тушунчаси. Фараз қилайлик, бирор  
:}{ nс ,...,...,,, 321 ncccc  

ҳақиқий сонлар кетма-кетлиги берилган бўлсин. Улар ёрдамида ушбу 
    ......321 ncccc ⋅⋅⋅⋅                  (1) 

ифодани тузамиз. 

(1) ифода чексиз кўпайтма дейилади ва у ∏
∞

=1n
nc каби белгиланади: 

......321
1

n
n

n cсссc ⋅⋅⋅⋅=∏
∞

=
 

Бунда ...,...,, 21 ncсс  сонлар чексиз кўпайтманинг ҳадлари, nc  эса 
кўпайтманинг умумий ёки  n -ҳади дейилади. 

Қуйидаги 
,...)3,2,1(...21 =⋅= ncccP nn  

кўпайтма, (1) чексиз кўпайтманинг n -қисмий кўпайтмаси дейилади. 
Демак, (1) чексиз кўпайтма берилганда ҳар доим унинг қисмий 

кўпайтмаларидан иборат ушбу  :}{ nP  
,...,...,,, 321 nPPPP  

кетма-кетликни ҳосил қилиш мумкин. 
Масалан, 
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n

 

чексиз кўпайтманинг n -қисмий кўпайтмаси                             
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n
 

бўлиб, улардан тузилган }{ nP  кетма-кетлик 

                            ,...
1

2

1
,...,

5

3
,

8

5
,

3

2
,

4

3

n

n +⋅  

бўлади. 
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1-таъриф. Агар ∞→n  да }{ nP  кетма-кетлик нолдан фарқли чекли P  
сонга интилса (яқинлашса), (1) чексиз кўпайтма яқинлашувчи дейилади, P  
эса унинг қиймати дейилади: 

∏
∞

=∞→
==

1

.,lim
n

nn
n

PPPP  

Агар }{ nP  кетма-кетлик лимитга эга бўлмаса  (ёки унинг лимити 0 
бўлса), (1) чексиз кўпайтма узоқлашувчи дейилади. 

Масалан, юқорида келтирилган 
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n n
 

чексиз кўпайтма учун 

2
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2

1
limlim =+⋅=

∞→∞→ n

n
P
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бўлади. Демак, ∏
∞

=
−

2
2
)

1
1(

n n
 чексиз кўпайтма яқинлашувчи ва унинг қиймати 

2

1
 га тенг. 

20. Яқинлашувчи чексиз кўпайтманинг хоссалари. Айтайлик, бирор 

......321
1

⋅⋅⋅⋅⋅=∏
∞

=
n

n
n cсссc           (1) 

чексиз кўпайтма берилган бўлсин. 
Ушбу 

∏
∞
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++ ⋅⋅=

1
21 ...

mn
mmn ccc                  (2) 

чексиз кўпайтма (бунда m -тайинланган натурал сон) (1) чек-сиз 
кўпайтманинг қолдиғи дейилади. 

1) Агар (1) чексиз кўпайтма яқинлашувчи бўлса, (2) чексиз кўпайтма 
ҳам яқинлашувчи бўлади ва аксинча. 

◄ (1) чексиз кўпайтманинг қисмий кўпайтмаси 

nn cccP ...21 ⋅=  , 
(2) чексиз кўпайтманинг қисмий кўпайтмаси  

kmmm
m

k cccQ +++ ⋅⋅⋅= ...21
)(  

лар учун 
,)(m

kmn QPP ⋅=  
(бунда, kmn += ) бўлади. Бу муносабатдан, ∞→n  да nP  нинг чекли 

лимитга эга бўлишидан ∞→k  да )(m
kQ  нинг ҳам чекли лимитга эга бўлиши, 

шунингдек, ∞→k  да )(m
kQ  нинг чекли лимитга эга бўлишидан, ∞→n  да nP  

нинг ҳам чекли лимитга эга бўлиши келиб чиқади. ►  
2) Агар (1) чексиз кўпайтма яқинлашувчи бўлса, у ҳолда 

1...)...(lim 21 =⋅⋅⋅ +++∞→ kmmm
m

ccc  
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бўлади. 
◄ Айтайлик, (1) чексиз кўпайтма яқинлашувчи бўлиб, унинг қиймати 

P  бўлсин. Унда 
PcccP kmmmm =⋅⋅⋅⋅ +++ ......21  

бўлиб, ундан  ∞→m  да 

1......21 =→=⋅⋅⋅ +++ P

P

P

P
ccc

m
kmmm  

бўлиши келиб чиқади. ► 
3) Агар  (1) чексиз кўпайтма яқинлашувчи бўлса, у ҳолда 
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бўлади. 
◄ Айтайлик, (1) чексиз кўпайтма яқинлашувчи бўлиб, унинг қиймати 

P  бўлсин: 
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бўлади. ► 
Юқорида келтирилган хоссалардан қуйидаги хулоса-ларни 

чиқариш мумкин: 
Чексиз кўпайтмаларнинг яқинлашишида, уларнинг даст-лабки 

чекли сондаги ҳадларининг таъсири бўлмайди. 
Агар чексиз кўпайтма яқинлашувчи бўлса, унда ∞→n  да  1→nc  

бўлганлиги сабабли, унинг бирор ҳадидан бошлаб кейинги ҳадларини мусбат 
деб олиш мумкин бўлади. 

Бу хоссалар яқинлашувчи чексиз кўпайтмаларда улар-нинг ҳадларини 
мусбат деб олиш имконини беради. 

30. Чексиз кўпайтмалар билан қаторлар орасидаги боғланиш. 
Фараз қилайлик,           
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чексиз кўпайтма берилган бўлсин. Бу чексиз кўпайтма ҳадларининг 
логарифмларидан ушбу 
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қаторни ҳосил қиламиз. 
1-теорема. (1) чексиз кўпайтманинг яқинлашувчи бўлиши учун (3) 

қаторнинг яқинлашувчи бўлиши зарур ва етарли. 
◄ Зарурлиги. Айтайлик, (1) чексиз кўпайтма яқинла-шувчи бўлсин: 
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Унда (3) қаторнинг қисмий йиғиндиси учун  
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бўлади. Демак, (3) қатор яқинлашувчи. 
Етарлилиги. Айтайлик, (3) қатор яқинлашувчи бўлсин: 
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бўлади. Демак, (1) чексиз кўпайтма яқинлашувчи. ► 
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кўринишларга эга бўлади. 
Фараз қилайлик, n  нинг )( Nn ∈  етарлича катта қиймат-ларида  

0>na   (ёки 0<na ) 
бўлсин. 

 
2-теорема. Ушбу 
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0lim =
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бўлиши керак. Шу  муносабат бажарилсин. 
Келтирилган теореманинг исботи 

1
)1ln(

lim =+
∞→

n

n

n a

a
 

муносабат ҳамда 1-теореманинг қўлланишидан келиб     чиқади. ► 
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Мундарижа 
 

 

Сўз боши   2-бет 
1-боб. Дастлабки маълумотлар   

1-маъруза. Тўпламлар. Тўпламлар устида амаллар   4-бет 
2-маъруза. Акслантиришлар ва уларнинг турлари   9-бет 
3-маъруза. Хақиқий сонлар 15-бет 
4-маъруза. Ҳақиқий сонлар тўпламининг чегаралари  21-бет 
5-маъруза. Ҳақиқий сонлар устида амаллар 28-бет 
  

2-боб. Сонлар кетма-кетлиги учун 
лимитлар назарияси 

 

6-маъруза. Сонлар кетма-кетлиги ва уларнинг лимити 35-бет 
7-маъруза. Яқинлашувчи кетма-кетликларнинг хосса-лари  

42-бет 
8-маъруза. Монотон кетма-кетликлар ва уларнинг лимити  

50-бет 
9-маъруза. Фундаментал кетма-кетликлар. Коши теоремаси  

55-бет 
  

3-боб. Функция ва унинг лимити  
10-маъруза. Функция тушунчаси 62-бет 
11-маъруза. Элементар функциялар 70-бет 
12-маъруза. Функция лимити 75-бет 
13-маъруза. Лимитга эга бўлган функцияларнинг хоссалари. 
Лимитнинг мавжудлиги 

85-бет 

14-маъруза. Функцияларни таққослаш 92-бет 
  

4-боб. Функциянинг узлуксизлиги ва  
текис узлуксизлиги 

 

15-маъруза. Функциянинг узлуксизлиги тушунчаси 97-бет 
16-маъруза. Узлуксиз функцияларнинг хоссалари 104-бет 
17-маъpyза. Фyнкциянинг текис yзлyксизлиги. Кантоp теоpемаси  

111-бет 
18-маъруза. Компакт тўплам. Компакт тўпламда узлуксиз 
функциялар 

 
116-бет 

  
5-боб. Функциянинг ҳосила ва  

дифференциаллари 
 

19-маъруза. Функциянинг ҳосиласи 120-бет 
20-маъруза. Ҳосилани  ҳисоблаш  қоидалари 126-бет 
21-маъруза. Асосий теоремалар 133-бет 
22-маъруза. Функциянинг дифференциали 140-бет 
23-маъруза. Функциянинг юқори тартибли ҳосила ва  146-бет 
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дифференциаллари 
24-маъруза. Тейлор формуласи 152-бет 
  

6-боб. Функция ҳосилаларининг баъзи  
бир татбиқлари 

 

25-маъруза. Функциянинг монотонлиги. Функция-нинг 
экстремумлари 

158-бет 

26-маъруза. Функциянинг қавариқлиги, эгилиш нуқталари ва 
асимптоталари 

 
165-бет 

27-маъруза. Лопиталь қоидалари 171-бет 
  

7-боб. Аниқмас интеграл  
28-маъруза. Бошланғич функция ва аниқмас интег-рал 
тушунчалари 

 
177-бет 

29-маъруза. Интеграллаш усуллари. Содда касрларни интеграллаш 185-бет 
30-маъруза. Рационал ҳамда триганометрик функ-цияларни 
интеграллаш 

 
192-бет 

31-маъруза. Баъзи иррационал функцияларни интег-раллаш  
203-бет 

  
8-боб. Аниқ интеграллар  

32-маъруза.  Аниқ интегарал тушунчаси 211-бет 
33-маъруза. Функциянинг интегралланувчилиги мезо-ни 
(критерийси) 

 
221-бет 

34-маъруза.  Интегралланувчи функциялар синфи 226-бет 
35-маъруза. Аниқ интегралларнинг хоссалари 229-бет 
36-маъруза. Чегаралари ўзгарувчи бўлган аниқ интеграллар  

238-бет 
37-маъруза. Аниқ интегралларни  ҳисоблаш 242-бет 
38-маъруза. Аниқ интегралларни тақрибий ҳисоблаш 249-бет 
  

9-боб. Аниқ интегралнинг баъзи татбиқлари  
39-маъруза.  Текис шаклнинг юзи ва уни ҳисоблаш 257-бет 
40-маъруза. Ёй узунлиги ва уни ҳисоблаш 268-бет 
41-маъруза. Айланма сиртнинг юзи ва унинг ҳисоблаш  

279-бет 
42-маъруза. Аниқ интегралнинг механика ва физика-га татбиқлари 284-бет 

10-боб. Хосмас интеграллар  
43-маъруза. Чегаралари чексиз хосмас интеграллар 289-бет 
44-маъруза. Манфий бўлмаган функциянинг хосмас интеграллари  

296-бет 
45-маъруза. Интегралнинг яқинлашувчилиги аломат-лари  

304-бет 
46-маъруза. Хосмас интегрални хисоблаш 310-бет 
47-маъруза. Чегаралланмаган функциянинг хосмас интеграллари 316-бет 
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48-маъруза. Хосмас интегралларнинг умумий ҳоли 329-бет 
  

11-боб. Сонли қаторлар  
49-маъруза. Сонли қаторлар ва уларнинг яқинлашув-чилиги. 
Яқинлашувчи қаторнинг хоссалари. Коши теоремаси 

 
 

334-бет 
50-маъруза. Мусбат хадли қаторлар 342-бет 
51-маъруза. Мусбат хадли қаторларда яқинлашиш аломатлари  

348-бет 
52-маъруза. Абсолют ва шартли яқинлашувчи қаторлар  

357-бет 
53-маъруза. Ихтиёрий ҳадли қаторларда яқинлашиш аломатлари  

364-бет 
54-маъруза. Чексиз кўпайтмалар 369-бет 
  
Адабиётлар 375-бет 
 
 

 


