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SO‘Z BOSHI

Oliy ta’lim muassasalarida mavjud “Matematika” va “Matematika o‘qitish 
metodikasi” ta’lim yo‘nalishida o‘qitiladigan “Matematik analiz” fani dasturlari bir- 
biridan o‘qitish maqsadi va mazmuni jihatdan tubdan farq qiladi. “Matematika” 
ta'lim yo‘nalishida “Matematik analiz” fani mazmuni chuqurligi bilan bir qatorda 
o‘qitiladigan bo‘limlari bilan ham farq qiladi. Bu ta'lim yo'nalishida klassik analiz 
asoslari o‘rgniladi. “Matematika o‘qitish metodikasi” ta’lim yo‘nalishida 
o‘qitiladigan matematik analiz kursida klassik analiz asoslari bilan bir qatorda 
differensial tenglamalar, kompleks va haqiqiy o ‘zgaruvchilming funksiyalari 
nazariyalan, funksional analiz asoslari o‘rganiladi.

Respublikamizda matematik analiz fanidan yaratilgan obquv adabiyotlari 
“Matematika” ta’lim yo‘nalishiga moslab yozilgan. ‘"Matematika o‘qitish 
metodikasi” ta’lim yo‘nalishida uchun yaratilgan o‘quv adabiyotlari ham 
yuqoridagi adabiyotlardan kam farq qiladi.

Bo'lajak matematika o‘qituvchilariga “Matematik analiz” fanini o'qitish 
tajribasi, xorijiy tajribalami o‘rganish shuni ko‘rsatadiki, darslikning ta’lim 
yo‘nalishi Davlat ta’lim standarti, malaka talablariga mos yozilishi, talabayechishni 
uddalashi lozim bo‘lgan tayanch masalalami yechish namunalarining berilishini, 
fanga qmquvchi talabalarni ham hisobga olishni, talabalar mustaqil ishini 
tashkillashtirish uchun materiallaming mavjud boiishini taqoza qiladi.

Ushbu darslikni yozishda yuqorida aytilganlar e’tiborga olindi.
Ushbu darslik uch bo‘limdan -  analizga kirish, bir o‘zgaruvchili funksiyaning 

differensial hisobi va bir o‘zgaruvchili funksiyaning integral hisobidan -  iborat va 
o‘n ikkita bobdan tashkil topgan. Bunda matematik analiz dasturida yuqorida 
aytilgan bo‘limlar bo‘yicha ko‘rsatilgan barcha mavzulardan nazariy va qisman 
amaliy materiallar, tayanch masalalar va ulami yechish namunalari, mustaqil ishga 
ajratilgan materiallar masala shaklida keltirilgan

Darslikni tayyorlashda ta’lim bosqichlari orasidagi izchillikka va ta’limning 
kasbiy yo‘nalganlik tamoyillariga, hamda muallifning Nizomiy nomidagi 
pedagogika universitetida, ko‘p yillar davomida matematik analiz bo‘yicha o‘qigan 
leksiyalari va olib borgan amaliy mashg‘ulotlaridan kelib chiqqan xulosalariga 
asoslandi. QoMlanmaning tuzilishi, mavzulaming tanlanishi mana shu tajribalar 
natijasi bo‘lib, shuningdek, shu paytgacha o‘zbek tilida mavjud bo‘lgan darslik va 
o‘quv qo’llanmalardan, horijiy davlatlarda chop etilgan yangi adabiyotlardan ijobiy 
foydalanildi. Foydalanilgan adabiyotlardagi atamalar, tushunchalar va belgilashlami 
saqlab qolishga harakat qilindi.

Darslikda ta’rif, teorema, lemma, xossalar, misollar har bir bob uchun bir xil 
tartibda nomerlangan. Paragraflar so‘ngida berilgan mashq va masalalar ham boblar 
boyicha nomerlangan. Formulalar har bir paragraf bo'yicha, rasmlar barcha 
bo‘limlar uchun ketma-ket nomerlangan.

Teoremalar isbotining boshlanishi 0, yakuni ♦ belgilar bilan belgilangan.

Muallif



BIRINCHI BO‘LIM. ANALIZGA KIRISH 

I -  BOB. HAQIQIY SONLAR NAZARIYASI

l-§. Ratsional sonlar to‘plami va uning xossalari

1. Ratsional sonlar to‘plami. Ma'Iumki, N = { 1 , 2 , 3 , . . n , ...}  kabi barcha 

natural sonlar to‘plami, Z =  { . . . , - n , . . . ,  - 3 , - 2 , - 1 ,  0 ,1 ,2 ,3 ,...}  kabi barcha 

butun sonlar to‘plami belgilanadi.

1.1-ta’rif. Ushbu qisqarmaydigan r  = ~ kasr ko‘rinishda tasvirlash mumkin

bo‘lgan har bir son ratsional son deyiladi, bu yerda p  biror butun, q esa natural son. 

Barcha ratsional sonlar to‘plamini Q orqali belgilaymiz.

kasrlarni har birini qisqartirish natijasida^- qisqarmas kasr ko‘rinishga 

keltirish mumkin. Demak, ulaming har biri ratsional son va ular o ‘zaro teng.

Q to'plamda arifmetik amallar quyidagicha kiritiladi. Aytaylik, rx =  — va

r 2 =  ^  ratsional sonlar berilgan bo‘lsin. Bu rx va r2 ratsional sonlami yig‘indisi deb,

ri +  r2 = — + — =  ?lC?2+P2<?1 songa, ayirmasi deb, rx — r2 = — — — = Pl?2~P2<?1, 
4 1  Чг ЯгЯг  1  2  <7i 4 2 ^ 2

songa, ko‘paytmasi deb, rx • r2 = ^  ^  songa, r2 ^ 0  bolganda ulaming 

bo‘linmasi deb, г*: r2 = ^  songa aytiladi.
4 l  ? 2  4 l P 2

2. Ratsional sonlaming tartiblanganlik xossasi.

1.2-ta’rif. Agar rx — r2 =  0 bo‘lsa, rx =  r2, agar г* -  r2 >  0 bo‘lsa, rx >  r2, 

agar rx - r 2 < 0 bo‘lsa, <  r2 deyiladi.

1.3-xossa. Ixtiyoriy ikkita rx va r2 ratsional sonlar uchun rx =  r2, гг <  

r2' ri >  r 2 munosabatlardan faqatbittasi o‘rinli bo‘ladi.

1.4-xossa. Ixtiyoriy uchta rx,r2 va r3 ratsional sonlari uchun rx < r2 va r2 <  

r3 munosabatlardan rx < r3 bo‘lishi kelib chiqadi.

Bu xossalaming to‘g‘riligi ratsional sonlar ustidagi arifmetik amallaming 

xossalaridan foydalanib isbotlanadi (1-, 2-masalalar).
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3. Ratsional sonlar to‘plamining zichlik xossasi.

1.5-xossa. Bir-biridan farqli ixtiyoriy ikki ry va r2 ratsional sonlar orasida, 

ulardan farqli, kamida bitta ratsional son mavjud.

Isbot. 0 Aytaylik, гг < r2 bo‘lsin. U holda r  =  uchun rt <  r  <  r2

bo‘lishi ravshan. Shuningdek ratsional sonlami qolshish va bo‘lish qoidalaridan 

E Q kelib chiqadi. ♦

Ratsional sonlar to‘plamining zichlik xossasidan ikkita teng bo‘lmagan 

ratsional sonlar orasida cheksiz ko‘p ratsional sonlar mavjud ekanligi kelib chiqadi 

(3-mas ala).

4. Arximed aksiomasi. Ratsional sonlar to^plamining yuqoridagi 

xossalaridan kelib chiqmaydigan quyidagi xossasi olrinli:

1.6-xossa. Har qanday musbat с son uchun undan katta natural son mavjud.

Bu xossa Arximed aksiomasi deb yuritiladi.

2-§. Ratsional sonlarni sonlar o‘qida tasvirlash

To‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy bir nuqtani “boshlang‘ich nuqta” deb olib, О orqali 

belgilaymiz. Bu О nuqtani “O ’(nol) sonining geometrik tasviri deb qaraymiz.

Endi, shu to‘g‘ri chiziqda noldan o‘ng tomonga yurishni musbat yo‘nalish, 

chap tomonga yurishni manfiy yo‘nalish deb qabul qilamiz. Biror kesmani tanlab 

olib, uni o‘lchov birligi deb qabul qilamiz. Bunday belgilashlar qilingan to‘g‘ri 

chiziqni sonlar о qi deyiladi ( 1-rasm).

l

О M
1-rasm

Rasmda, OM orqali tanlangan birlik kesma belgilangan. M nuqta “ 1” bir 

soniga mos keladi deymiz.

1.7-teorema. Har ratsional songa sonlar o ‘qida aniq bitta nuqta mos keladi.

Isbot. 0 Dastlab natural va butun sonlarga mos keladigan nuqtalami

ko‘rsatamiz. 0 ‘lchovbirligini, ya’ni OM kesmani О nuqtadan o'ngga, to‘g‘ri chiziq 

bo‘ylab ketma-ket joylashtirilganda 1, 2 sonlarga mos nuqtalar hosil
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-3 -2 -1 О 1 2 3_____

2- rasm
qilinadi. Xuddi shuningdek, chap tomonda - 1 , - 2 n ,... sonlarlarga mos 

nuqtalar belgilanadi. Bu nuqtalarni “butun nuqtalar” deymiz (2-rasm).

Endi, ^ ko‘rinishdagi musbat yoki — ^ ko‘rinishdagi manfiy ratsional songa 

mos keladigan nuqtani topamiz.

Aytaylik, ^ musbat ratsional son boMsin. Uchi О nuqtada bo‘lgan KOL

burchak chizamiz. Biror kesma olib uni О nuqtadan boshlab OL nur ustiga ketma- 

ket q marta qo‘yib Nq nuqtani va p marta qo‘yib Mq nuqtani belgilaylik. OK nurda 

esa, О nuqtadan sonlar o ‘qining birlik kesmasi OM ni qo'yamiz. Agar M va Nq 

nuqtalami birlashtirsak, OMNq uchburchak hosil bo‘ladi. Endi Np nuqtadan MNq ga 

parallel to‘g‘ri chiziq o‘tkazib, ulaming OK bilan kesishish nuqtasini Mp orqali 

belgilaymiz. Yasashga ko‘ra, OMNq uchburchak OMpNp uchburchakga o'xshash 

(3-rasm).

3-rasm

Shu sababli ^ songa Mp nuqta mos keladi. Agar —^ manfiy ratsional son 

bo‘lsa, u holda dastlab ^ songa mos Mp nuqta topiladi. Keyin uni О nuqtaga nisbatan 

simmetrik almashtiramiz. Hosil boMgan nuqtaga — ̂  manfiy ratsional son mos 

qoyiladi. ♦
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Shunday qilib, sonlar o‘qida barcha ratsional sonlarga mos keladigan 

nuqtalami belgilab chiqish mumkin ekan. Bu nuqtalami “ratsional nuqtalar” deymiz. 

Demak, sonlar o‘qida, har bir ratsional songa aniq bitta nuqta mos keladi.

Bu tasdiqning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni quyidagi teorema o^rinli:

1.8-teorema. Sonlar o ‘qini tasvirlovchi to‘g‘ri chiziqda shunday nuqta borki 

unga mos keluvchi ratsional son mavjud emas.

Isbot. 0 Katetlan, birlik kesma OM ga teng bo‘lgan OMB to‘g‘ri burchakli 

uchburchakning OB gipotenuzasini sirkul yordamida 0  nuqtadan o ‘ngga 

joylashtirsak, sonlar o'qida С nuqtaga ega boMamiz (4-rasm).

Ravshanki, |0 C|2 =  |OB|2 =  2. Mana 

shu С nuqtaga mos ratsional son mavjud 

emas.

Haqiqatan, teskarisini faraz qilaylik,

ya’ni shunday -  ratsional son, qisqarmas kasr о
4- rasm

mavjud bo‘lib, ^  =  2 boMsin. Bundan

P2 =  2<72> ya’ni p ningjuft sonligi kelib chiqadi. Shuning uchun, p = 2m  belgilash 

kiritib uni yuqoridagi tenglikka qo‘ysak q2 =  2m 2 tenglikni hosil qilamiz. Bu esa 

q ning ham juft ekanini ko‘rsatadi. Demak, ^ sonning qisqarmas kasr deb

olganimizga zid xulosaga keldik. Bundan, С nuqtaga mos keladigan ratsional son 

mavjud emasligi kelib chiqadi. ♦

Sonlar o‘qida С nuqtaga o‘xshash, ratsional sonlar orqali ifodalab 

bo‘lmaydigan nuqtalami ko‘plab ko‘rsatish mumkin. Bunday xulosa ratsional sonlar 

to‘plamini kengaytirish zaruriyatini keltirib chiqaradi.

3-§. Ratsional sonlar to‘pIamini kengaytirish masalasi. Ratsional sonlar 

to‘plamining kesimi

Oldingi paragrafda ta’kidlaganimizdek, sonlar o‘qida ratsional nuqtalarga 

mos kelmaydigan nuqtalar mavjud. Bu nuqtalarga ham biror “son ’larni mos qo‘yish
7



zarurati, ya’ni ratsional sonlar to‘plamini okz ichiga oladigan yangi “sonli” to‘plamni 

aniqlash zarur. Quyida 19-asming ikkinchi yarmida nemis matematigi Dedekind 

tomonidan taklif etilgan haqiqiy sonlar nazariyasi bilan tanishamiz. Bu nazariyada 

asosiy tushuncha ratsional sonlar to‘plamining kesimi tushunchasidir.

1.9-ta’rif. Ratsional sonlar to‘plami Q qandaydir usulda/4 va В to'plamlarga 

ajratilgan boiib, quyidagi shartlar bajarilsa, bu ajratish Q ning kesimi deyiladi:

1) А Ф 0, В Ф 0;

2) A U В = Q,

3) A to‘plamga tegishli ixtiyoriy a son В to‘plamga tegishli har qanday b 

sondan kichik (a <  b).

Odatda kesimni (A, В ) ko‘rinishda belgilanadi. Bunda A to‘plam kesimning 

quyi sinfi, В to‘plam esa kesimningyuqori sinfi deyiladi.

Masalan, 3 sonini va undan kichik bo‘lgan barcha ratsional sonlami A sinfga,

3 dan katta boMgan barcha ratsional sonlarni В sinfga kiritamiz:

A =  [x E Q: x  < 3}, В = {x 6 Q \x > 3}.

Bunday ajratish kesimning uchalashartini qanoatlantiradi. Shuningdek, 3 soni 

quyi sinfmng eng katta elementi bo'ladi, ammo yuqori sinf В da eng kichik element 

mavjud emas.

Umumiy holda, ixtiyoriy r ratsional son uchun A = [x 6 Q: x  < г), В = [x 6 

Q : x  > r) to‘plamlami kiritib {A, B) kesimni hosil qilsak, r soni quyi sinf A ning 

eng katta elementi boiadi. Yuqori sinf В da eng kichik element mavjud emas. 

Haqiqatan ham, В da eng kichik element mavjud va u rt ga teng deb faraz qilaylik. 

U holda r <  rt va ratsional sonlar to‘plamining zichlik xossasiga ko‘ra r  dan katta 

va rt dan kichik bo‘lgan r2 ratsional mavjud bo‘lib, u A sinfga ham, В sinfga ham 

tegishli emas. Bu esa (Л, B) ning kesim ekanligiga zid bo‘ladi.

1.10-misol Ixtiyoriy r ratsional soni uchun r dan kichik bo‘lgan barcha 

ratsional sonlami A sinfga, r  va undan katta bo'lgan barcha ratsional sonlami В 

sinfga kiritib hosil qilingan (Л, В ) kesimning quyi sinfi A da eng katta element 

mavjud emas. Yuqori sinf В d a r  eng kichik element bo‘ladi.
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1.11-misol. Kvadrati 2 dan katta bo‘lgan barcha musbat ratsional sonlarni В 

sinfga, qolgan barcha ratsional sonlarni A sinfga kiritsak, (A.B) kesimga ega 

bo'lamiz.

Bu kesimda, quyi sinfvi ning eng katta elementi mavjud emas, ya’ni A sinfdan 

har qanday r ratsional son olmaylik undan katta, A ga tegishli ratsional son har doim 

topiladi. Shuni isbotlaymiz.

Aytaylik, r  biror musbat ratsional son va r 2 <  2 bo‘lsin. Ma’lumki, ixtiyoriy 

n natural son uchun r  <  r  +  -  munosabato‘rinli va r +  -  ratsional son. Shu sababli
n n

( r + i )  < 2  shart bajariladigan n ning mavjudligini ko‘rsatish yetarli. Ravshanki

/  1 \2 .  2r  1 2r  +  l
I r  H—  I =  r 2 + —  + —r <  r 2 + ---------.
\  TlJ n п г n

Shu sababli r 2 + ~ ~  < 2 tengsizlikni qanoatlantiruvchi n  natural sonni

2r+i
topish yetarli. So‘ngi tengsizlikdan n >  ekanligini topamiz. Shunday qilib, 

agar n >  bo‘lsa, u holda r 2 +  — + -  < 2, bundan r 2 + — +  ~7 < r 2 +  — +
2- r 2 n n ’ n n2 n

2
^ <  2 tengsizlik, ya’ni (*” +  “) < 2  o'rinli boMadi.

Demak, quyi sinf A ning eng katta elementi mavjud emas.

Xuddi shu kabi mulohazalar yordamida, yuqori sinf В ning eng kichik 

elementi mavjud emasligi ko'rsatish mumkin (1-3 - masala).

1.12-izoh. Ratsional sonlar to‘plami Q ning, quyi sinfi Л da eng katta element, 

yuqori sinfi В da eng kichik element bor boMgan (A, B) kesimi mavjud emas (2- 

masala).

Bunday mulohazalar Q ning (A, B) kesimi uchun faqat uch turli bo‘lishini 

ko‘rsatadi.

a) Quyi sinf A da eng katta element mavjud, yuqori sinf В  da eng kichik 

element mavjud emas. Bunday kesim birinchi turkesim  deyiladi.

b) Quyi sinf A da eng katta element mavjud emas, yuqori sinf В da eng kichik 

element mavjud. Bunday kesim ikkinchi turkesim  deyiladi.
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с) Quyi sinf A da eng katta element mavjud emas, yuqori smf В da eng kichik 

element mavjud emas. Bunday kesim uchinchi tur kesim deyiladi.

4-§. Haqiqiy sonlar to‘piami va uning xossalari

1. Haqiqiy sonlar to‘plami. Awalgi paragraflarda ratsional va irratsional 

sonlar qanday aniqlanishi va ulaming ta’riflari bilan tanishdik.

1.14-ta’rif. Ratsional sonlar to‘plamining kesmi haqiqiy son deyiladi. Barcha 

haqiqiy sonlar to‘plami R harfi bilan belgilanadi.

Birinchi yoki ikkinchi tur kesimlami ratsional sonlar, uchinchi tur kesimni 

irratsional son deb ataymiz.

Yuqorida ko‘rilgan 1.11 -misoldagi kesim \ f l  irratsional sonini aniqlaydi.

Kelgusida haqiqiy sonlar to‘plamining xosalarini isbotlashda 

tushunmovchilik oldini olish maqsadida ratsional sonni aniqlaydigan kesim yoki 

ratsional son deganda birinchi tur kesim tushiniladi.

(A,В) kesim x  haqiqiy sonni aniqlasa, uni x  =  (Л, B) deb yozishga kelishamiz.

2. Haqiqiy sonlar to‘plamining tartiblanganligi. Dastlab, haqiqiy sonlar 

to‘plamida teng, katta va kichik tushunchalarini kiritamiz.

Aytaylik, x  =  (A, B) v a y  =  (C, D) haqiqiy sonlar, berilgan boisin.

1.15-ta’rif. Agar A=C bo‘lsa, x  =  y; agar А с  С va A *  С bo‘lsa, x  < y; 

agar A 3  С va А Ф С bo‘lsa, x  > у  deyiladi.

Ratsional sonlar to‘plamidagi kabi ushbu xossalar (Haqiqiy sonlar 

to‘plamining tartiblanganlik xossasi) o‘rinli:

1.16-xossa. Ixtiyoriy x  va у  haqiqiy sonlar uchun x  — y ,x  < y ,x  > у  

munosabatlardan faqat bittasi o‘rinli bo'ladi.

Isbot. 0 x  =  (Л, B ),y  =  (C, D) bo‘lsin. Agar A =  С bo‘lsa, u holda ta’rifga 

ko‘ra x  = у  bo‘ladi. Agar А Ф C,A с  С bo‘lsa, x < у  boladi. Agar А Ф C,A э  С 

bo‘Isa, x  >  у  boladi ♦ .

1.17-xossa. Agar x  < у  va у  < z  bo‘lsa, x < z  bo‘ladi.
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Isbot. 0 Haqiqtan ham, x  =  (А, В), у  =  (С, D) va z  =  (£, F) bo‘lsin. U holda 

shartgako‘ra,x  <  у  dan А с  С (1), у  < z  dan C c £  (2) kelib chiqadi. (1) va 

(2) dan А с  E, bundan x < z kelib chiqadi ♦ .

3. Haqiqiy sonlar to*plamining zichligi. Haqiqiy sonlar to‘plamida ratsional 

sonlar to‘plamidadagi kabi quyidagi xossa o'rinli.

1.18-teorema. Bir-biridan farqli ixtiyoriy ikki haqiqiy jc va у  sonlari orasida, 

kamida bitta haqiqiy, xususan ratsional son mavjud.

Isbot. 0 Aytaylik, д;<у bo‘lsin. Agar x  v a j  laming ikkalasi ham ratsional son 

bo‘lsa, u holda ratsional sonlar to‘plamming zichlik xosasiga ko'ra ular orasida 

kamida bitta ratsional son mavjud.

Agar x  ratsional son, v irratsional son bo‘lsa, u holda у  ni aniqlovchi (A.B) 3- 

tur kesim mavjud boMib, x<y ekanligidan xeA  bo‘ladi. Quyi sinf A da eng katta 

element mavjud boMmaganligi sababli x  dan katta r&A ratsional son mavjud: x<r<y.

Shuningdek, x  irratsional son va у  ratsional son bo'lgan hoi yuqoridagiga 

o‘xshash isbotlanadi.

Agar x  va j  laming ikkalasi ham irratsional son bo‘lsa, u holda jc ni aniqlovchi 

(A,B),y  ni aniqlovchi (C,D) 3-tur kesimlar mavjud bo‘lib, x<y ekanligidan A c C  va 

A*C  boMadi. Bundan esa С da^4 ga tegishli bo'lmagan r ratsional son borligi kelib 

chiqadi: x<r<y ♦ .

4. Haqiqiy sonlarni o‘n!i kasrlar bilan ifodalash. Aytaylik, bizga a  

irratsional son berilgan bo‘lsin. U holda shunday c0 butun son mavjud bo‘lib, a  son 

c0va c0 + 1 lar orasida yotadi. Endi, [c0;c0 + 1] kesmani teng 10 ta bo‘lakka 

bo‘lamiz. a  shu bo‘lakchalardan biriga ichki nuqta bo‘ladi. Masalan, uchlari c0, 

va c0, Й1 +  ^ ,  (a t — 0, 1, 2 , . . . ,9  raqamlardan bin) bo'lgan kesmaning ichki 

nuqtasi boMadi. Bu jarayonni davom ettirib, а г,а 2, ... ,a n_x raqamlami 

aniqlagandan so‘ng an raqamni quyidagi qo‘shtensizlikni qanoatlandiradigan qilib 

aniqlaymiz:

1
c0,a xa 2 ... an < a <  c0la t a 2 ...an + —  ( 1) 

li



Shunday qilib, a  irratsional sonning o‘nlik yaqinlashishlarini topish 

jarayonida c0 butun sonni va a x, a 2, ..., an, ... raqamlar ketma-ketligini hosil qildik. 

Ulardan tuzilgan c0, a1a 2 ... an ... simvol cheksiz o'nlik kasr deb ataladi va uni a  

irratsional sonning ifodasi deb qarashimiz mumkin.

a  butun yoki cekli o'nli kasr bo'lganda ham yuqoridagi kabi c0 butun sonni 

va a x, а г, ..., an, ... raqamlami ( 1) ga nisbatan umumiyroq bo‘lgan

1
c0, a xa 2 ... a n < a  < c0, a xa 2 ... an +  —  (2)

munosabatlardan aniqlash mumkin.

Bu holda biror qadamdan so'ng a  uni o ‘z ichiga olgan oraliqning uchlaridan 

biriga teng bo‘lib qoladi. Oraliqning qaysi uchiga teng bo‘lib qolishi bizning 

ixtiyorimizda boMadi. Shu qadamdan boshlab (2) da o ‘ng yoki chap tomonida 

tenglik bajariladi. Chap (o‘ng) tomonida tenglik bajarilsa, navbatdagi barcha 

raqamlar 0 (9) boMadi. shunday qilib, bu holda a  ikki xil ifodaga ega boMadi: biri- 

davrida 0 boMgan cheksiz o‘nlik kasr, ikkinchisi-davrida 9 boMgan cheksiz o'nlik 

kasr. Masalan, 2,017 =  2,017000 ... =  2,016999 ....

Shunday qilib ixtiyoriy a haqiqiy sonni cheksiz olnlik kasr ko‘rinishda 

ifodalash mumkin.

Bu tasdiqning teskarisi ham o‘rinli (1-13-masala).

Kelgusida haqiqiy son deganda cheksiz o‘nlik kasmi tasawur qilishimizga 

boMadi. Chekli yoki davriy cheksiz o'nlik kasr ratsional sonni, nodavriy cheksiz 

o‘nlik kasr irratsional sonni ifodalaydi.

5. Haqiqiy sonlar to‘plamining uzluksizligi. Ratsional sonlar to'plami Q da 

kiritilgan kesim tushunchasini haqiqiy sonlar to‘plami R da ko'ramiz.

1.19-ta’rif. Haqiqiy sonlar to'plami R qandaydir usulda X  va Y to'plamlarga 

ajratilgan boMib, quyidagi shartlar bajarilsa, bu ajratish R ning kesimi deyiladi: 1)

X Ф 0, Y Ф 0; 2)X  U Y =  R; 3) X to'plamdan olingan ixtiyoriy x  haqiqiy son 

Y to‘plamdan olingan ixtiyoriy у dan kichik.
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Xuddi ratsional sonlar to‘plamidagi kabi, kesimni (X,Y) ko‘nnishda 

belgilanadi vaX  to‘plam kesimning quyi sinfi, Y to‘plam esa kesimning>'i/</or/ smfi 

deyiladi.

Ratsional sonlar to‘plami О ning kesimi faqat uch turda boMishini bilamiz. 

Tabiiy savol tug‘iladi: haqiqiy sonlar to‘plami R da kesim necha xil boMishi 

mumkin?

Quyidagi teorema shu savolgajavob beradi.

1.20-teorema (Dedekind teoremasi). Haqiqiy sonlar to‘plami R ning 

ixtiyoriy (X, Y) kesimi uchun quyidagi ikki holdan faqat biri o‘rinli bo‘ladi:

1) Quyi sinf X  da eng katta element mavjud, yuqori sinf Y da eng kichik 

element mavjud emas;

2) Quyi sinf X  da eng katta element mavjud emas, yuqori sinf Y da eng 

kichik element mavjud.

Isbot 0 Aytaylik, R da biror (X,Y) kesim berilgan boMsin. Quyi sinf X  dagi 

barcha ratsional sonlar to‘plamini A, yuqori sinf Y dagi barcha ratsional sonlar 

to‘plamini В orqali belgilaylik. U holda bu A va В tolplamlar ratsional sonlar 

to‘plami Q da kesim hosil qilishini bilamiz.

Ma' lumki, (A,B) kesim biror a sonni aniqlaydi. Bu son X  yoki Y laming biriga 

tegishli boMadi.

Agar a E X bo‘lsa, u holda a son X  to‘plamning eng katta elementi ekanini 

ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, a son X ning eng katta elementi bo‘lmasin. U hoIdaX da a dan 

katta boMgan biror a0 sonni olamiz. Haqiqiy sonlar to‘plamining zichlik xossasiga 

ko‘ra a<Ka0 shartni qanoatlantiruvchi r ratsional son mavjud. Endi r < a0, сцеХ  

dan reX, shuningdek a<r boMganligi uchun, (A,B) kesim xossasiga ko‘ra r& B, ya’ni 

re У kelib chiqadi. Bu qarama-qarshilik farazimizning noto‘g‘ri ekanini ko‘rsatadi. 

Demak, a son X  ning eng katta elementi boMadi.

Agar ae  Y boMsa, u holda a son Y to‘plamning eng kichik elementi ekanligi 

yuqoridagi kabi ko‘rsatiladi*.
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Bu teoremadan, haqiqiy sonlar to‘plamida 3-tur kesim mavjud boimasligi 

kelib chiqadi. Mana shu xususiyatm haqiqiy sonlar to‘plamining uzluksizlik xossasi 

deyiladi.

Demak, haqiqiy sonlar to‘plami R da hosil qilingan har bir kesim faqat bitta 

haqiqiy sonni aniqlaydi.

5-§. Haqiqiy sonlarni sonlar o‘qida tasvirlash

Ratsional sonlami sonlar o‘qidagi nuqtalar orqali tasvirlash bilan 2-§ da 

tanishib o‘tgan edik. Bu paragrafda irratsional sonlami sonlar o‘qida tasvirlash 

mumkinligini ko‘rib chiqamiz.

Quyidagi tasdiqlar o'rinli deb olamiz.

1) To‘g‘ri chiziqdagi nuqtalar to‘plami tartiblangan, ya’ni to‘g‘ri chiziqdagi 

ixtiyoriy ikki с va d nuqtalardan bin ikkinchisidan chapdayotadi. Shuningdek, agar 

с nuqta d nuqtadan, d nuqta e nuqtadan chapda yotsa, u holda с nuqta e nuqtadan 

chapda yotadi.

2) Bir-biridan farqli ixtiyoriy ikki с va d nuqtalar orasida, kamida bitta 

“ratsional” nuqta mavjud.

3) To‘g‘ri chiziqning barcha nuqtalari to‘plamida qurilgan ixtiyoriy (X ',Y r) 

kesim uchun X' sinfning eng o‘ng nuqtasi yoki Y' sinfning eng chap nuqtasi mavjud. 

(Bu tasdiqni to‘g‘ri chiziqning uzluksizlik aksiomasi deyiladi).

4) To‘g‘ri chiziqda eng chap va eng o‘ng nuqta mavjud emas.

Har bir ratsional songa, to‘g‘ri chiziqda ratsional nuqta mos kelishini 2-§ da 

ko‘rsatgan edik. Endi irratsional songa, to‘g‘ri chiziqdagi ratsional bo‘lmagan nuqta 

mos kelishini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, x  irratsional son va (Л, B) uni aniqlovchi kesim bo'lsin. Agar quyi 

sinf A dagi ratsional sonlarga mos keladigan “ratsional” nuqtalami A' sinfga, yuqori 

sinf В dagi ratsional sonlarga mos keladigan “ratsional” nuqtalarni B' sinfga 

kiritsak, u holda to‘g‘ri chiziqning ratsional nuqtalari to‘plamida (A ', В ') kesim hosil 

boMadi.
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Endi to‘g‘ri chiziqdagi barcha nuqtalami X' va Y' sinflarga quyidagicha 

ajratamiz:

A' ning hech bo'lmaganda bitta nuqtasidan chaproqda joylashgan nuqtalami 

X ' sinfga, qolgan nuqtalami Y' sinfga kintiladi. Natijada to‘g‘ri chiziq nuqtalari 

to'plamida (X ', Y') kesim hosil bo'ladi.

To‘g‘ri chiziqning uzluksizlik aksiomasiga ko‘ra (X', Y') kesim biror M (x) 

nuqtani aniqlaydi. Bu nuqta X' da eng o‘ng nuqta yoki Y' da eng chap nuqta boMadi. 

Bu nuqta “ratsional" nuqta bo‘la olmaydi. Shu M (x) nuqtani x  irratsional songa 

mos qo‘yamiz. Xuddi shu kabi, to‘g‘ri chiziqdagi har bir “ratsional” bo‘lmagan 

nuqtaga bitta irratsional son mos kelishini yuqoridagiga o‘xshash mulohazalar 

yordamida ko‘rsatiladi.

Shunday qilib, har bir haqiqiy songa to‘g ‘ri chiziqdagi bitta nuqta va to‘g‘ri 

chiziqdagi har bir nuqtaga bitta haqiqiy son mos keladi. Shu sababli, haqiqiy son 

deganda son o‘qidagi nuqtani, sonlar o‘qidagi nuqta deganda haqiqiy sonni 

tushunish mumkin.

6-§. Haqiqiy sonning absolyut qiyniati va uning xossalari

Haqiqiy sonning absolyut qiymati (moduli) tushunchasi, muhim 

tushunchalardan bin hisoblanadi

Aytaylik, a biror haqiqiy son bo‘lsin. ,

1.21-ta’rif. Agar a > 0 bo‘Isa, uning absolyut qiymati deb, a sonning o‘ziga, 

agar a < 0 bolsa, —a songa aytiladi.

Odatda a sonning absolyut qiymati |a | kabi belgilanadi. Demak,

. - f a ,  agar  a  >  0 bo'Isa,
I—a, agar a < 0 bo'Isa.

Masalan, |4| = 4, |-2 ,5 | = 2,5, | VI -  l |  = V2 -  1, |1 -  J 2 \ = y fl -  1.

1.22-ta’rif. Aytaylik, x ,y  6 R nuqtalar berilgan bo‘lsin. Ushbu \x - y \  son 

shu nuqtalar orasidagi masofa deyiladi.
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Demak, haqiqiy sonning absolut qiymatining geometrik ma’nosi sonlar o ‘qida 

sanoq boshidan shu songa mos keluvchi nuqtagacha boigan masofadan, ya’ni 0 dan 

berilgan songacha bo'lgan masofadan iborat.

Haqiqiy sonning absolyut qiymati xossalari 24-30-masalalarda berilgan.

7-§. Sonlar o‘qidagi sodda to‘planilar

Elementlari sonlardan iborat to‘plamlar sonli to plamlar deyiladi. Biz, asosan 

sonli tolplamlar bilan ish ko‘ramiz. Shu sababli, kelgusida, to‘plam deganda sonli 

to‘plamni tushuniladi. Matematikada ko‘p uchraydigan sodda to'plamlami 

ajratamiz.

Aytaylik, a,b  E R va a < b boMsin.

1.23-ta’rif. a) Ushbu a <  x  <  b qo‘sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 

sonlar to'plami segment yoki kesma deyiladi va [a; b] orqali belgilanadi:

[a; b] = {x E R. a < x  < b}.

b) Ushbu a < x  < b qo‘sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha sonlar 

to‘plami internal yoki ochiq oraliq deyiladi va (a; b) orqali belgilanadi:

(a; b) =  [x E R: a < x  < b}.

c) Ushbu a < x  < b yoki a < x  < b qo‘sh tengsizliklami qanoatlantiruvchi 

barcha sonlar to‘plami yarim segment deyiladi va mos ravishda [a; b) yoki (a; b] 

orqali belgilanadi:

[a;b) = { x E R :  a < x  < fc }, (a ;b ] =  { x  E R : a  < x  < b }.

Kiritilgan bu, to‘rt xil to‘plamlami bir so‘z bilan oraliqlar deyiladi. Demak, 

oraliq deganda segment, interval, yarim segmentlardan biri tushuniladi. Odatda a va 

b sonlar shu oraliqlaming chegaraviy nuqtalari yoki chegaralari deyiladi.

Intervallar va yarim segmentlar orasida chegaraviy nuqtalari cheksiz 

bo‘lganlari ham uchraydi.

Masalan, (—00; + 00) =  R, [a; + 00) =  [ x  E R: x  > a],

(a; + 00) = { x  E R: x  > a ) , (—00; b] =  {x  E R: x < b },

(—00; b) = { x  E R: x  < b}.
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8-§. Chegaralangan va chegaralanmagan to'plamlar

1. Yuqoridan chegaralangan to‘plam. Aytaylik, E с  R bo‘sh boMmagan 

to‘plam berilgan bo‘lsin.

1.24-ta’rif. Agar shunday b son topilib ixtiyoriy x  E E uchun x < b tengsizlik 

bajarilsa, u holda E  toLplam yuqoridan chegaralangan, b uning yuqori chegarasi 

deyiladi.

Masalan, £i=(-oo;0), barcha manfiy sonlar to'plami yuqoridan chegaralangan. 

Bu to‘plam uchun 0 va ixtiyoriy musbat son yuqori chegara boladi.

Е г-{. . -3,-2,-l, 0, 1, 2 } to'plam ham yuqoridan chegaralangan. Bu to‘plam 

uchun 2 soni va undan katta har bir son yuqori chegara bo‘ladi.

Keltirilgan misollardan ko‘rinadiki, yuqoridan chegaralangan to‘plamning 

yuqori chegarasi cheksiz ko‘p bo‘lar ekan.

Agar 24-ta’rif shartini qanoatlantiruvchi b soni topilmasa, u holda E  to‘plam 

yuqoridan chegaralanmagan deyiladi.

Masalan, £ 3=N={ 1, 2, 3 t o' pl am yuqoridan chegaralanmagan. 

Qanday b son olmaylik undan katta n0 natural son mavjud: b < n 0. (n0 sifatida b 

sonining butun qismidan keyingi sonni olish yetarli).

Yuqoridan chegaralangan to‘plamning yuqori chegaralari orasida eng kichigi 

mavjudmi?-degan savolga quyidagi teoremajavob beradi.

1.25-teorema. Yuqoridan chegaralangan to‘plamning yuqori chegaralari 

orasida eng kichigi mavjud.

Isbot. 0  Aytaylik, E  yuqoridan chegaralangan to‘plam bo‘lsin. Ikki holni 

ko‘rib chiqamiz.

a) E  to'plam elementlari orasida eng kattasi mavjud, ya’ni shunday x^e E  son 

borki, ixtiyoriy x e E  lar uchun x<x0 bo‘ladi. Demak, x0 son E  to‘plamning yuqori 

chegarasi bo‘lib E  ning boshqa ixtiyoriy b chegarasidan katta bo'lmaydi: x ^ b .

Bulardan x0 son E  to‘plamning oig kichik yuqori chegarasi ekanligi kelib

chiqadi.
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b) E  to‘plam elementlari orasida eng kattasi mavjud boMmasin. U holda 

haqiqiy sonlar to‘plami R  ni, quyidagicha X  va Y to‘plamlarga ajratamiz: E  

to‘plamning barcha yuqori chegaralari to‘plamini Y orqali, R  dagi qolgan barcha 

sonlar to‘plamini X  orqali belgilaymiz. Bunday ajratish R  da kesim boMadi.

Shuni tekshiraylik:

1) E * 0  va E c X  dan X ^ 0  kelib chiqadi. Shuningdek, E  yuqoridan 

chegaralanganligi uchun uning yuqori chegarasi bor. Demak, Y±*Z.

2) Har bir xe R  son yoki E  ga yuqori chegara boMadi, yoki E  ga yuqori 

chegara boMmaydi. Demak, yoki xeX, yoki xe У boMadi. Bu esaA b7= R  ekanini 

bildiradi.

3) Aytaylik, x e X  va ye  Y boMsin. U holda x  son E  to‘plamning yuqori 

chegarasi boMmaydi, ya’ni E  da x dan katta boMgan biror x^eE  son mavjud. ye Y son 

E  to‘plamning yuqori chegarasi boMganligi uchun boMadi. Bundan ixtiyoriy 

x e X , ixtiyoriy >>e Y uchun x<y boMishi kelib chiqadi.

MaMumki, (Д У) kesim aniq bitta a sonni aniqlaydi. EcJC boMganligi uchun a 

son E  to'plamning yuqori chegarasi boMadi, ya’ni ae Y. Shuningdek, a son Y ning 

eng kichik elementi boMganligi sababli, a son E  to‘plamning yuqori chegaralari 

orasida eng kichik son boMadi ♦ .

1.26-ta’rif. Yuqoridan chegaralangan to‘plam yuqori chegaralari orasida eng 

kichigi, uning aniq yuqori chegarasi deyiladi.

Aniq yuqori chegara supE kabi belgilanadi.

Yuqoridagi mulohazalar shuni ko‘rsatadiki, agar E  to‘plamning eng katta 

elementi mavjud boMsa, u holda o'sha son E  to'plamning aniq yuqori chegarasi 

boMadi. Umuman olganda yuqoridan chegaralangan to'plamning aniq yuqori 

chegarasi uning o‘ziga tegishli boMmasligi mumkin.

Masalan, £ ,4=[0;10] to‘plamda 10 soni uning eng katta elementi va 10 soni bu 

to‘plamning aniq yuqori chegarasi boMadi. £ 5=(-8;l) to‘plam uchun supEs=\ boMib,

1 soni unga tegishli emas.

18



Yuqoridagi misollar uchun supE\=0, supEf=2 boMishini tekshirish qiyin

emas.

Agar E  to‘plam yuqondan chegaralanmagan bo‘Isa, u holda supE=+oo deb 

olinadi.

2. Quyidan chegaralangan to‘plam. Aytaylik, E c R  bo‘sh boMmagan 

to‘plam berilgan boMsin.

1.27-ta’rif. Agar shunday a son mavjud bo‘lib ixtiyoriy x e E  lar uchun x>a 

tengsizlik bajarilsa, u holda E  to‘plam quyidan chegaralangan, a uning quyi 

chegarasi deyiladi.

Masalan, [3 ;+ qo) to‘plam quyidan chegaralangan. Bu to‘plam uchun 3 va 

undan kichik ixtiyoriy son quyi chegara boMadi.

{^ ,n e N }  to'plam ham quyidan chegaralangan. Bu to‘plam uchun 0 va 

ixtiyoriy manfiy son quyi chegara boMadi.

Demak, quyidan chegaralangan to‘plamning quyi chegarasi cheksiz ko‘p 

boMadi. Quyidagi teorema quyidan chegaralangan to'plamlar uchun boMib, 1.25- 

teorema kabi isbotlanadi.

1.28-teorema. Quyidan chegaralangan to'plamning quyi chegaralari orasida 

eng kattasi mavjud.

1.29-ta’rif. Quyidan chegaralangan to‘plam quyi chegaralari orasida eng 

kattasi, uning aniq quyi chegarasi deyiladi.

Aniq quyi chegara inJE kabi belgilanadi.

Agar 1.29-ta’rif shartini qanoatlantiruvchi a soni topilmasa, u ho lda^to^ lam  

quyidan chegaralanmagan deyiladi.

Masalan, E\ va £2 to‘plamlar quyidan chegaralanmagan.

Agar E  to‘plam quyidan chegaralanmagan boMsa, u holda inJE=-oo deb 

olinadi.

1.30-ta’rif. Ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan to‘plam 

chegaralangan to‘plam deyiladi.
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bo'ladi. Bu to‘plam uchun in fl^ .n e N )  =0, sup{^ ,neN )  =1.

Aytaylik, E  chegaralangan to‘plam boMsin. Agar inJE=c, supE=d belgilash 

kiritsak, u holda \c,d\ segment, E to‘plamni o‘z ichiga oluvchi eng kichik segment 

bo‘ladi.

Mashq va masalalar

1-1. 3-xossani isbotlang.

1-2. 4-xossani isbotlang.

1-3. 1.11-misoldadagi (A,B) kesimning yuqori sinfi В da eng kichik elementi 

yo‘q ekanligini isbotlang.

1-4. Ratsional sonlar to‘plami Q ning, quyi sinfi A da eng katta element, 

yuqori sinfi В da eng kichik element bor bo‘lgan (Л, B) kesimi mavjud emas 

ekanligini isbotlang.

1-5. Quyidagi sonlami aniqlaydigan ratsional sonlar to‘plamidagi kesimlami 

tuzing: a) -2, b) 6/7, c) V3.

1-6. Agar p tub son boMsa, u holda J p  irratsional son ekanligini isbotlang.

1-7. Agar n hech bir sonning kvadratiga teng boMmasa, u holda Vn irratsional 

son ekanligini isbotlang.

1-8. y/2 + V3 ning irratsional son ekanligini isbotlang.

1-9. log2 3 ning irratsional son ekanligini isbotlang.

1-10 Ratsional va irratsional sonlaming yig'indisi irratsional son ekanligini 

isbotlang.

1-11 Ikkita irratsional sonning yig'indisi irratsional son bo‘ladimi? 

a, b ratsional sonlar va a < b bo lsin. U holda ular orasida kamida bitta irratsional 

sonning mavjudligini isbotlang.

Masalan, -barcha to'g'ri kasrlar to‘plami, chegaralangan to‘plam
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1-12. Aytaylik a  va /? haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy e  musbat 

son uchun quyidagi shartlami qanoatlantiruvchi s', s ratsional sonlar topilsa: 1) s < 

a < s'; 2) 5 < p < s'; 3) s' — s < e , u  holda a  =  /? bo‘lishini isbotlang.

1-13. c0,a xa 2 . - a n ... cheksiz o'nlik kasr biror a haqiqiy sonning ifodasi 

boMishini isbotlang.

1-14. Haqiqiy sonlar to'plamida Arximed aksiomasi o'rinli ekanligini 

isbotlang.

1-15. 1.28 teoremani isbotlang.

1-16. Quyidagi teoremani isbotlang. a =  supE  bo'lishi uchun quyidagi ikki 

shartning bajarilishi zarur va yetarli: 1) ixtiyoriy x E E uchun x < a; 2) ixtiyoriy e  

musbat son uchun shunday x ' £ E topilib, x ' > a — e  bo'ladi.

1-17. X to‘plam uchun infX, supX ni toping, bu yerda

to‘plamning chegaralanganligini, eng katta, eng kichik elementlari yo‘q ekanligini 

isbotlang. inf X, sup X ni toping.

1-19. Aytaylik, X, Y haqiqiy sonlaming bo‘sh bo'lmagan chegaralangan 

to'plamlari, X +  Y esa barcha x  +  y, bu yerda x E X ,y  G Y, ko'rinishdagi sonlar 

to‘plami bo'lsin. X + Y chegaralangan to‘plam va inf(A  ̂+  Y) — infX + 

inf У ; sup(A' + Y) = sup X + sup Y ekanligini isbotlang.

1-20. Aytaylik, X, Y nomanfiy haqiqiy sonlaming bo‘sh bo‘lmagan 

chegaralangan to‘plamlari, X  ■ Y esa barcha x  • y, bu yerda x  E X ,y  E Y, 

ko‘rinishdagi sonlar to'plami bo‘lsin. X + Y chegaralangan to'plam va 

inf(X • K) =  infX ■ inf Y ; sup(X  ■ Y) = s u p ^  • sup Y ekanligini isbotlang.

1-21. Aytaylik, X, Y haqiqiy sonlaming bo‘sh bo'lmagan chegaralangan 

to‘plamlari, X — Y esa barcha x — y, bu yerda x  E X, у  6 Y, ko‘rinishdagi sonlar
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to‘plami bo‘lsin. X — Y chegaralangan to‘plam bo‘ladimi? Bu to‘plamning aniq 

quyi, aniq yuqori chegaralari haqida nima deyish mumkin?

1-22. Aytaylik, X haqiqiy sonlaming bo‘sh bo‘lmagan chegaralangan 

to'plami, —X esa barcha —x, bu yerda x  e  X, ko‘rinishdagi sonlar to‘plami bo‘lsin. 

—X  chegaralangan to‘plam bo‘ladimi? Bu to'plamning aniq quyi, aniq yuqori 

chegaralari haqida nima deyish mumkin?

1-23. Aytaylik, X, Y haqiqiy sonlaming bo‘sh boMmagan to'plamlari boiib, 

quyidagi shartlar bajarilsin:

a) ixtiyoriy x £ X, ixtiyoriy у  E Y uchun x < у  tengsizlik o‘rinli;

b) ixtiyoriy e >  0 son uchun y£ -  x E <  s  bo‘ladigan x e E X ,yE E Y 

mavjud.

supX  =  infX ekanligini ko‘rsating.

1-24 Ixtiyoriy x E R uchun |x | =  | — x\ va — \x\<x<\x\ boMadi. Isbotlang.

1-25.Ixtiyoriy a>0 uchun |x|<a va -a<x<a (|*|<л va -a<x<a) tengsizliklar 

o‘zaro teng kuchli bo‘ladi. Isbotlang.

1-26 Ikki son yig‘indisining absolyut qiymati va shu sonlar absolyut 

qiymatlari yig‘indisi uchun |х+у|:ф|-ф| munosabat o‘rinli. Isbotlang.

l-27.Isbotlangan xossa qo‘shiluvchi!aming soni ikkitadan ortiq bo‘lgan holda 

ham o‘rinli: |*i+x2+ . . . +*л|< M + M +  • • • +W- Isbotlang.

1-28.Ikki son ayirmasining absolyut qiymati va shu sonlar absolyut qiymatlari 

ayirmasi uchun |jt|-ly|<|*-y| munosabat o‘rinli. Isbotlang.

1-29.Ixtiyoriy x ,y e  R lar uchun |лг - y | =  |x | • |y | boiadi. Isbotlang.

1-30. Ixtiyoriy x ,y  6 R v ay  Ф 0 uchun |^| = bo‘ladi. Isbotlang.

1-31. Agar \b\ <  ^  boMsa, u holda —“ t  < —■ ekanligini isbotlang.z |o—a\ |a|

1-32 Barcha we N va ixtiyoriy a>-1 lar uchun (1 + a )n > 1 -1- na 

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Isbotlang.
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II BOB. HAQIQIY SONLAR KETMA-KETLIGI

l-§. Ketma-ketliklar haqida umumiy tushunchalar

1. Ketma-ketlikning ta’rifi. Ketma-ketliklarning berilish usullari

2.1-ta’rif. Har bir natural son n ( n  E N) ga biror qoida bo‘yicha x„ haqiqiy 

son mos qo‘yilgan boMsin. U holda

x v x 2lx 3, . . . ,x n i ... (1)

sonli ketma-ketlik berilgan deyiladi va bu ketma-ketlik {*„} ko‘rinishida belgilanadi.

x l t x 2,x n sonlar, mos ravishda, ( 1) ketma-ketlikning birinchi hadi, ikkinchi 

hadi va «-hadi deyiladi.

xn ketma-ketlikning umumiy hadi deb ataladi.

Sonli ketma-ketliklar turli xil usullarda beriladi. Shu usullardan ayrimlarini 

keltiramiz.

1. Ketma-ketlikning umumiy had formulasi bilan berilishi. Bu usulda n- 

hadning qiymatini shu hadning tartib nomeri bilan bog‘lovchi formula beriladi. 

Umumiy had formulasi yordamida ketma-ketlikning istalgan hadini topish mumkin, 

ya’ni bu formula ketma-ketlikni to‘la amqlaydi.

(—i )n_12.2-misol. Umumiy hadi xn =  ——— boMgan ketma-ketlikning dastlabki 

to‘rtta hadini yozing.

Yechish. Umumiy hadi x n =  ———  bo‘yicha sonli ketma-ketlikning 

dastlabki hadlarini topish uchun unga tartib bilan n =  1; 2; 3; 4 qo‘yamiz. Natijada 

quyidagi hosil boMadi:
4 9 16

2. Ketma-ketlik o 'z hadining tartib nomeri bilan shu hadning qiymati 

orasidagi moslikni so‘zlar orqali ifodalash yordamida benlishi mumkin. Masalan, 

har bir toq natural songa 3 ni, har bir juft natural songa esa 5 ni mos keltiramiz.

Natijada 3, 5, 3, 5, 3, 5, 3, 5 ,. . . cheksiz sonli ketma-ketlikka ega boMamiz. 

Uning umumiy hadini bir nechta formula bilan, masalan x n = 4 + (—1)" yoki xn =

4 + costctx formula bilan berish mumkin.

23



3. Ketma-ketlikning rekurrent usulda berilishi. Agar ketma-ketlikning 

dastlabki bitta yoki bir nechta hadlari berilgan bo‘lib, keyingi hadlarini shu berilgan 

hadlaryordamidatopish imkonini beruvchi formula (rekurrent formula) ko‘rsatilgan 

bo'lsa, ketma-katlik rekurrent usulda berilgan deyiladi. (Rekurrent so'zi lotin tilida 

qaytish degan ma'noni beradi)

2.3-misol a\=3, a„=2n-a„.r 4 (ri>2) bo'lsa, {a„} ketma-ketlikning a2, a3, a4 

hadlarini toping.

Yechish. Bu yerda {a„} ketma-ketlik rekurrent usulda berilgan. ai=3 boigani 

uchun rekurrent formula ап~2п апЛ-А ga asosan ar=22-ai-4=4- 3-4=8; a3=2^a2-4=& 8- 

4=60; a4=24 а_?-4= 16 60-4=956 ekanligini topamiz.

4. Ketma-ketlik jadval yoki grafik ko‘rinishida berilishi ham mumkin. Ketma- 

ketlikning grafigi diskret nuqtalar to'plamidan (5-rasm) iborat bo‘ladi (lotincha -  

discretus -  uzlukli, alohida qismlardan iborat).

Quyida birinchi misoldagi ketma-ketlikning jadval usilida va grafik usulida 

berilishini keltiramiz.

n 1 2 3 4 n

Xn 1 1
~ 4

1
9

1
~ 1 6

(—l )n_1 
n 2

1/9

5-rasm
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2.4-izoh Agar ketma-ketlikning dastlabki bir nechta hadlari berilgan boiib , 

keyingi hadlami benlgan hadlar orqali ifodalash usuli aytilmagan bo‘lsa, bu 

hadlaming berilishi ketma-ketlikning to iiq  aniqlanishi uchun yetarli bo‘lmaydi. 

Masalan, 3; 5; 7; . . . ketma-ketlikni 2 dan katta toq sonlar yoki 2 dan katta tub 

sonlar ketma-ketligi sifatida, shuningdek, .v„=2/7 + l + sinflw formula bilan berilgan 

ketma-ketlik sifatida ham qarash mumkin.

2. Chegaralangan ketma-ketliklar. {xn} ketma-ketlik berilgan boisin.

2.5-ta’rif. Agar {xn} ketma-ketlik uchun shunday bir a haqiqiy son topilib, 

barcha n natural sonlar uchun x„>a, (x„<a) tengsizlik bajarilsa, {xn} ketma-ketlik 

quyidan (yuqondan) chegaralangan deyiladi.

2.6-ta’rif. Agar {*„} ketma-ketlik uchun ikkita a va b haqiqiy sonlar topilib, 

barcha n natural sonlarda a<x„<b tengsizlik bajarilsa, {xn} ketma-ketlik 

chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.

n — 1 . .
2.7-misol. xn = -----  ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik ekanligini

n + 1

isbotlang.

Yechish. Barcha n natural sonlar uchun quyidagi tengsizliklar o ‘rinli:

/ i - l  n —n n /1-1 /7 + 1 , 
x = ------> ------- = 0; x, = -------< ------ = 1.

/7 + 1 /1 + 1 /1 + 1 w + 1

Demak, 0^x„<l tengsizlik barcha n natural sonlarda o‘rinli. Bu esa {*„} 

ketma-ketlikning chegaralanganligini ko‘satadi.

2.8-teorema. {лгп} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lishi uchun shunday M 

musbat son topilib, barcha n natural sonlar uchun |xn | <  M tengsizlik bajarilishi 

zarur va yetarli.

Isbot. 0 Zaruriyligi. {xn} ketma-ketlik chegaralangan boMsin. U holda a  va 

b haqiqiy sonlar topilib barcha n natural sonlar uchun a < xn < b tengsizlik 

bajariladi. M = m ax(|a |, |b |)  deb olsak, u holda barcha n natural sonlar uchun 

—M < xn < M yoki \xn \ < M bajariladi.

Yetariligi. Agar {xn} ketma-ketlik uchun M  musbat son topilib, barcha n 

natural sonlar uchun |xn | < M  tengsizlik bajarilsa, u holda {xn} chegaralangan
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ketma-ketlik bo‘ladi. Buni isbotlash uchun chegaralangan ketma-ketlikning 2.6- 

ta’rifida a — —M , b - M  deb olish yetarli. ♦

ft22.9-misol. {xn} =  (—l ) n +  ketma-ketlikning chegaralangan ketma- 

ketlik ekanligini isbotlang.

Yechish. 2.8-teoremadan foydalanamiz. |лгтг| =  [(—I ) ” +  " | <

|( —l ) n | + I- 7—-I =  1 +  * ■ < 1 + — 2 munosabatlardan ko‘rinadiki, barcha ln̂  + 1 I n  ̂+ l n2

n natural sonlarda |лт„ | < 2  tengsizlik o‘rinli. Demak, {xn} chegaralangan ketma- 

ketlik ekan.

Geometrik nuqtayi nazardan a < xn < b tengsizlik, chegaralangan {*n} 

ketma-ketlik hadlari [a, b] kesmaga tegishli ekanligini bildiradi. Aksincha, ketma- 

ketlikning barcha hadlari biror kesmaga tegishli bo'lsa, u chegaralangan bo‘ladi.

Haqiqatan ham, {*„} ketma-ketlikning barcha hadlari biror [c, d] kesmaga 

tegishli bo‘lsa, u holda ixtiyoriy ne  N  uchun xn 6 [c, d] bo‘ladi. Bundan с < xn < 

d tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu esa {jcn} ketma-ketlikning chegaralanganligini 

bildiradi.

2.10-ta’rif. Agar ixtiyoriy M musbat soni uchun shunday n nomer topilib, 

(xn | >  M tengsizlik bajarilsa, u holda {xn} ketma-ketlik chegaralanmagan deyiladi.

Ketma-ketlik chegaralanmaganligining geometrik ma’nosi quyidagidan 

iborat: har qanday [-M;M] (M>0) kesma olmaylik, bu kesmaga tegishli bo‘lmagan 

ketma-ketlikning biror hadini ko‘rsatish mumkin.

2.11-misoI. Umumiy hadi xn - 3 n  + 2 bo‘lgan ketma-ketlikning 

chegaralanmaganligini isbotlang.

Yechish. Ta’rifga ko‘ra ketma-ketlikning chegaralanmaganligini ko‘rsatish 

uchun ixtiyoriy M > 0 son uchun |*n | >  M tengsizlikni qanoatlantiruvchi kamida 

bitta xn mavjudligini ko‘rsatish yetarli. Ravshanki, agar n =  [M] -I-1 deb olsak, 

|*n l >  M tengsizlik bajariladi. Demak, berilgan ketma-ketlik chegaralanmagan 

ekan.

3. Monoton ketma-ketliklar. {*„} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
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2.12-ta’rif. Agar ketma-ketlikning ikkinchi hadidan boshlab, har bir hadi 

o‘zidan oldingi haddan katta (kichik) bo4sa, ya'ni xn+1 >  xn (xn+1 < xn) shart 

barcha natural n sonlar uchun bajarilsa, {*„} ketma-ketlik o'suvchi (kamayuvchi) 

ketma-ketlik deyiladi.

Ketma-ketlikni o ‘suvchi yoki kamayuvchi ekanligini aniqlashda xn+1 -  xn 

ayirmani, yoki ketma-ketlik hadlan bir xil ishorali boMganda nisbatdan
xn

foydalanish mumkin.

2.13-misoI. x n =  3n 3 ketma-ketlik o‘suvchi ekanini isbotlang.

Yechish. *n+1 -  x n ayirmani qaraymiz: xn+1 -  x n =  3(n +  l ) 3 -  3n3 = 

3(3n 2 + 3n + 1). Bu ayirma n ning istalgan natural qiymatida musbat bo‘ladi. Shu 

sababli, barcha n natural sonlarda x„+i>jc„, ya’ni {xn} ketma-ketlik o‘suvshidir.

2.14-misol Umumiy hadi xn = ^  bo'lgan ketma-ketlikning kamayuvchi 

ekanligini isbotlang.

Isbot. Bu ketma-ketlikning hamma hadlari bir xil ishorali boigani uchun
*n

1 ^
nisbatni baholaymiz: " < 1. Ketma-ketlikning barcha hadlarixn —т 1.Л+1; n

musbat bo‘lgam uchun, barcha natural n larda xn+x < xn tengsizlikka egamiz. 

Demak, {x n} kamayuvchi ketma-ketlik ekan.

2.15-ta’rif. Agar {*„} ketma-ketlik uchun x n+1 > x n (дгп+1 <  x n) tengsizlik 

barcha n natural sonlarda bajarilsa, {*n} ketma-ketlik kamaymay’digan 

(o ‘smaydigan) ketma-ketlik deyiladi.

Masalan, 1; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 4; 4;... ketma-ketlik kamaymaydigan, 1; — ;—;
2 2

1 1 1 1 1 1 1 , ,
— ••• ketma-ketlik esao‘smtydigan ketma-ketlikdir.
2 3 3 3 4 4 4

Har qanday o‘suvchi ketma-ketlik kamaymaydigan ketma-ketlik bo‘lishini, 

har qanday kamayuvchi ketma-ketlik esa a‘smaydigan ketma-ketlik bo‘lishini 

eslatib o‘tamiz.
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0 Lsmaydigan ketma-ketliklar va kamaymaydigan ketma-ketliklar (umumiy 

nom bilan) monoton ketma-ketliklar deb ataladi. 

n +1
2.16-misol xn = ------- ketma-ketlikni monotonlikka tekshirine

In  - 1

v  . • i w + 2 w + 1 3
Yechish. xn+1 -  xn -  - ------ - - ------ = -  — — -  < 0 tengsizlik n ning barcha

2n + l 2 n - \  4//2 — 1

natural qiymatlarida o‘rinli. Demak, ixtiyoriy n natural son uchun лгп+1<л:л tengsizlik

o‘rinli. Bundan, {xn} ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi kelib chiqadi.

1 + - J  bo‘lgan ketma-ketlikning

kamayuvchi ekanligini isbotlang.

Yechish. n > 2 deb, nisbatning 1 dan kichikligini ko‘rsatish yetarli.П — 1

(  l \ n+1 /  1 \ "

( i  +  ^ r i )  VI + JT ^T  /  n )

tengsizlikdan, {xn} ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi kelib chiqadi. Bu yerda 

Bemulli tengsizligiga ko'ra o'rinli boMgan ( l  + -VT >  1 +  — = 1 + -
v n2/  n2 n

tengsizlikdan foydalandik (Bemulli tengsizligi).

Demak, j ( l  +  ^  |  kamayuvchi ketma-ketlik.

Mashq va masalalar

{xn} ketma-ketlikning dastlabki to‘rtta hadini yozing ( 1-6):

2-1. xn = 2n+1. 2-2. xn =  n 2 + 2n + 3 .

2-3. xn =  ( - 1)"  +  1. 2-4. x n = n

2-5. xn = s / n y  2-6. х г = - 1 ,  xn =  - n  ■

{xn} ketma-ketlikning dastlabki bimechta hadlarini bilgan holda uning 

umumiy hadini formula yordamida bering (7- 10):
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1 1 1 1  
4 ' 9 ' 1 6 ' 2 5

2-9.2,
2 3 4 '

2-10. - 1 ,2 , - 3 ,4 , - 5 , . . .

{xn} ketma-ketlikni chegaralanganlikka tekshiring(l 1-16):

2-11 xn =  ( - 1)”

2-13. xn = —Inn.

2- 12. xn =  n 3 + 2n. 

2-14. x

2-15. xn = (—l ) n • n 2-16, x„ = [
1 a g a r  n  =  2k 

л/гГ a # a r  n  =  2/c +  1.

2-17. Agar {xn} va {yn} chegaralangan ketma-kertliklar bo‘lsa, u holda a) 

{xn + yn}; b) {xn -  y„}; c) {x n • yn) ketma-ketliklaming chegaralangan ekanligini 

isbotlang.

2-18. Shunday lkkita chegaralangan ketma-ketlikka misol keltiringki, 

ulaming nisbati chegaralanmagan bo‘lsin.

Quyidagi ketma-ketliklaming chegaralangan ekanligini isbotlang (19-22):

2-19. xn = л/n 2 + 1 -  n. 2-20. xn =  In (n +  1) -  In n.

2-25. xn =  P2n, (n  >  2) bu yerda P2n -  birlik doiraga ichki chi2dlgan 

muntazam 2n-burchakning perimetri.

ketlikni chegaralanganlikga, monotonlikka tekshiring.

2-§. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar va ulaming xossalari

1. Ketma-ketlikning limiti. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik. Matematikaning 

muhim tushunchalaridan biri-limit tushunchasi bilan tanishishga kirishamiz.

,х г = 2, x 2 = 5.

{xn) ketma-ketlikni monotonlikka tekshiring (23-25). 

2-23. xn = s in n . 2-24. xn = r ~ r -
n  11 3 n —2

2-26. Rekurrent formula bilan berilgan ushbu x t = l , x n = -----— ketma-

29



Umumiy hadlari x n =  2 4- —p -  va yn = 2n -  1 bo‘lgan ketma-ketliklar

berilgan boMsin. Bu ketma-ketliklar hadlarini sonlar o‘qidagi nuqtalar orqali 

tasvirlaylik (mos ravishda 6- va 7-rasmlar).

x3 x4 x2

2 - e 2 + e

5 2 9 5
3 4 2

6-rasm

3

7-rasm

Chizmadan ko‘nnadiki, birinchi {*„} ketma-ketlik hadlari 2 nuqta atrofida 

“qo'yiqlashib” boradi, ikkinchi {>>„} ketma-ketlik uchun bunday “ q o ‘y iq la n ish  

nuqtasi” yoq. Bunday hollarda matematiklar quyidagicha aytadilar: {x„} ketma- 

ketlik yaqinlashuvchi; {yn} ketma-ketlik uzoqlashuvchi.

Tabbiiy savol tug‘iladi: sonlar o‘qidan olingan tayin nuqta berilgan ketma- 

ketlikning “qo‘yiqlanish nuqtasi” bo‘lish-bollmasligini qanday bilish mumkin? Bu 

savolga javob berish uchun yangi matematik atama kiritamiz.

2.18-ta’rif. Aytaylik a sonlar o'qidagi nuqta, £>musbat son bo‘lsin. {a-s,a+e) 

interval (8-rasm) a nuqtaning e atrofi, e  esa atrofning radiusi deyiladi 

_________ . ///////////////
a-e a a+ e x

8-rasm

Masalan, (1,98, 2,02) interval 2 nuqtaning atrofi boMadi, bunda atrofning 

radiusi 0,02 ga teng.

Endi yuqoridagi savolga javob berishimiz mumkin. Matematikada “ketma- 

ketlikning qo‘yiqlanish nuqtasi” degan atama o‘miga “ketma-ketlikning limiti” 

atamasi ishlatiladi.
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2.19-ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy tanlangan atrofida ketma-ketlikning 

biror nomeridan boshlab barcha hadlari yotsa, a soni ketma-ketlikning limiti 

deyiladi.

a soni {x„} ketma-ketlikning limiti ekanligi simvolik ravishda lim x n = an-»CO

ko'rinishda yoziladi (o'gilishi: {x„} ketma-ketlikning n cheksizga intilgandagi limiti 

a gateng), buyerda///w lotincha limes so4ziningoldingi uchtaharfi boMib, o‘zbekcha 

marra, chek ma’nosini bildiradi.

Yuqorida aytilganlardan, agar {x„} ketma-ketlik limiti a ga teng boMsa, u 

holda a nuqtaning e atrofidan tashqarida {x„} ketma-ketlikning faqat chekli sondagi 

hadlari boMishi mumkinligi kelib chiqadi.

Yuqoridagi ta’rifhi tahlil qilamiz. Aytaylik lim xn = a bo‘lsin. (a-si,a+ei)
71-* co

intervalni, ya’ni a nuqtaning si atrofini qaraylik. Ta’rifga ko'ra shunday nomer 

mavjudki, bu nomerdan boshlab ketma-ketlikning barcha hadlari a nuqtaning Ei 

atrofida у otadi: ( а - г 1га + г ^ , x ^ e  ( a - s ua + e,), x^ g ( а - е р Д + е ,) , ...

Agar (a-eza+62) intervalni, bu yerda 0<E2<ei, olsak, ya’ni atrofhing radiusini 

kichiraytirsak nima boMadi? Bu holda ham shunday nomer mavjudki, bu 

nomerdan boshlab ketma-ketlikning barcha hadlan a nuqtaning 62 atrofida yotadi. 

Ammo bu nomer awalgidan katta ya’ni П2>п\ boMadi. Har bir atrof uchun o‘zining 

nomeri mavjud boMadi.

Agar xn& (a -E ,a +  e) boMsa, u holda 

а - е < х п< а  + е О - € < х я-а<е< => |хя- а (<8 boMadi. Yuqorida aytilganlami 

e’tiborga olib 2.19-ta’rifhi quyidagicha bayon qilish mumkin.

2.20-ta’rif. Agar ixtiyoriy musbat e son uchun shunday n0 nomer mavjud 

boMsaki, barcha n >nb da

\xn-a \< £  (1)

tengsizlik bajarilsa, a soni {x„} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Agar {x„} ketma-ketlik a limitga ega boMsa, bunday ketma-ketlik 

yaqinlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.
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{*„} ketma-ketlikning hamma hadlari bir xil a songa teng, ya’ni umumiy hadi 

xn = a bo‘lgan

a, a, a, a , ..., a , ...

ketma-ketlikni tekshiraylik. Bu ketma-ketlikning limiti o'zining a umumiy hadiga 

teng, ya’ni limxn = lima = cr, chunki ixtiyoriy musbat (kichik) e son uchun n
Л-К» W->со

nomeming barcha qiymatlanda \xn -c^  = \a -a \< e  tengsizlik hamma vaqt 

bajarilaveradi. n0 nomer sifatida istalgan natural sonni olish mumkin va n0 nomer e 

songa bog'liq bo'lmaydi. Shunday qilib, o‘zgarmas ketma-ketlikning limiti shu 

ketma-ketlikning hadiga teng.

Shunga o'xshash {xn} ketma-ketlikning dastlabki bir nechta hadi turlicha 

qiymatlami qabul qilib, keyingi hamma hadlari bir xil a songa teng bo‘lganda ham 

ketma-ketlikning limiti a ga teng bo'ladi. Masalan,

1 1 1
t ,3, 3 ,3 ,3 , . . . ,3 , ...

2 3 4

ketma-ketlikning limiti 3 ga teng, ya’ni lim x n =  lim 3 =  3 boiadi, chunki71 “>00 П-* OO

ixtiyoriy e musbat soni uchun n>n0=3 bo'lganda \xn -  3| = |3 -  3| < f  tengsizlik 

hamma vaqt bajariladi.

Endi limit tushunchasining geometrik ma’nosini aniqlaymiz.

Yuqorida aytilganlardan, agar {xn} ketma-ketlik limiti a ga teng bo‘lsa, u 

holda a  nuqtaning e atrofidan tashqarida {xn} ketma-ketlikning faqat chekli sondagi 

hadlari bo‘lishi mumkinligi kelib chiqadi.

2.21-misol. Umumiy hadi x n = bo‘lgan ketma-ketlikning 1 ga

yaqinlashishini isbotlang.

Yechish. Buni isbotlash uchun ixtiyoriy olingan musbat (kichik) £ songa 

ко4 a  shunday n0 nomemi topish mumkinki, n > n 0 boMganda \xn — 1 | <

— l |  <  £ tengsizlikning bajarilishini ko‘rsatish yetarli.

Buning uchun dastlab ——  1 ayirmaning absolyut qiymatini topamiz:
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— l| = ~  Endi < e  tengsizlikni n ga nisbatan yechamiz: n >  ̂— 2. 

Bundan n 0 =  — 2j deb olish mumkin, chunki n > j  — 2 >  — 2J = n 0. 

Shunday qilib, ixtiyoriy г musbat son uchun shunday n0 = [7 “  2] nomer topilib, 

n > n0 boMganda |xn — 1| < l |  < £ tengsizlik 0‘rinli bo‘ladi. Demak,

ketma-ketlik yaqinlashuvchi va lim —  = 1.
n —>00 71+2

Agar [~ — 2J < 0  boisa, n 0 = 1 deb olish yetarli.

Shunday qilib, berilgan sonning ketma -  ketlik limiti ekanligini isbotlash 

uchun quyidagi harakatlami bajarish kerak:

1) \xn — a I ayirmani tuzish;

2) \xn -  a I < e tengsizlikni n ga nisbatan yechish;

3) kerak bo'Isa, tengsizlikni baholashdan foydalanish;

4) tengsizlikni qanoatlantiruvchi biror natural no sonni topish;

5) topilgan uchun ketm a-ketlik  limiti ta’rifining bajarilishini ko'rsatish.

Limitga ega bo‘lmagan ketma-ketlik uzoqlashuvchi deyiladi.

Bu degani har qanday a son olsak ham shunday e > 0 son ko‘rsatish 

mumkinki, ixtiyoriy n0 nomer uchun n > n 0 bo‘lganda \xn — a | >  s tengsizlik 

o‘rinli bo‘ladi.

2.22-misol Umumiy hadi xn =  n bo‘lgan ketma-ketlik uzoqlashuvchi 

ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Teskaridan faraz qilamiz. Ketma-ketlik yaqinlashuvchi va uning 

limiti a ga teng deb faraz qilamiz. U holda s musbat songa ko‘ra shunday n 0 nomemi 

topilib, n >  n0 bo‘lganda |n — a\ < e tengsizlik, ya’ni a — E < n < a  + E 

bajariladi. Ammo a +  e  dan katta bo‘lgan ketma-ketlik hadlari cheksiz ko‘p. Bu 

ziddiyat farazimizning noto‘g‘ri ekanligini, ketma-ketlikning uzoqlashuvchi 

ekanligini ko‘rsatadi.

2.23-misol Umumiy hadi xn =  ( - l )n+1 bo‘lgan ketma-ketlikning 

uzoqlashuvchi ekanligini ko‘rsating.
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Yechish. Aytaylik, bu ketma-ketlik yaqinlashuvchi, ya’ni u biror a limitga ega 

bo‘lsin. Awal a limitning 1 ga teng bo'lalmasligini ko'rsatamiz. Buning uchun 1

nuqtaning (“ »“) atrofni qarash yetarli. Bu atrofning tashqarisida ketma-ketlikning

cheksiz ko‘p hadlari mavjud. Demak, 1 ketma-ketlik limiti bo'lmaydi. Shunga 

o'hshash -1 ning ham ketma-ketlik limiti bolmasligini ko'rsatish mumkin. Endi а Ф 

1 va а Ф — 1 bo'lsin. Agar e deb m infla -  1|, |a  + 1|) dan kichik musbat sonni 

olsak, u holda bu nuqtaning atrofida ketma-ketlik hadlari mavjud bo'lmaydi. Bundan 

a ning ketma-ketlik limiti emasligi kelib chiqadi. Shunday qilib, umumiy hadi xn = 

(—l )n+1 bo'lgan ketma-ketlik uzoqlashuvchi.

2. Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning xossalari

2.24-teorema. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik faqat bitta limitga ega bo'ladi. 

Isbot. 0 Bu teoremani teskarisini faraz qilish usuli bilan isbotlaymiz. 

Aytaylik, {*„} ketma-ketlik a va b turli limitlarga ega, ya’ni 

lim xn -  a, limxn - b ,  (аФ b) bo'lsin. U holda ixtiyoriy s > 0 son uchun shundayrt—*X n-W'

/7, va n7 nomerlar mayjudki, n > n } bo'lganda |o -x „ |< ^  hamda n > n 2 bo'lganda

\xn-b \< £~ bo'ladi; nc nomemi n, va w2 dan katta qilib olinsa, n > n() bo'lganda 

ikkala tengsizlik bajariladi:

\a — x  \< —, \x -b \  < —.
I 2 1 2

Bundan n> n0 bo'lganda

| a - 6| = | ( a - x j  + (x„ - 6) |< |a - x J  + |xH ~b\<*^ + ~  = e.

Demak, manfiy bo'lmagan \a -b \ son ixtiyoriy musbat e sondan kichik 

bo'lishi kerak. Bunday son esa nolga teng, ya’ni \a -  b\ =0 yoki a = b bo'lishi kerak. 

Bu esa а Ф b degan farazimizga zid. ♦
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Bu teoremam geometrik usulda quyidagi isbotlash mumkin. Faraz qilaylik,
^_д

a*b, aniqlik uchun a<b boMsin. a va b laming e= “ — atroflanni qaraymiz. U(a,e)

va U(b,s) atroflar umumiy nuqtaga ega emas (9-rasm).

Ща.ё) ЦЬ.ё)

9-rasm

a nuqta {*„} ketma-ketlikning limiti bo‘lganligi sababli U(a,e) ning 

tashqarisida ketma-ketlikning faqat chekli sondagi hadlari mavjud. Demak U(b,s) 

atrofda {*„} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari yotmaydi. Bu esa b ning {*„} 

ketma-ketlik limiti ekanligiga zid. Shunga o‘xshash, agar b {*„} ketma-ketlikning 

limiti boMsa, a ning limit boMalmasligini ko‘rsatish mumkin. Demak, 

yaqinlashuvchi ketma-ketlik limiti yagona bo Mar ekan.

2.25-teorema. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.

Isbot. 0 lim xn = a boMsin. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik ta’rifigako ra e =П—>oo °

1 uchun, shunday n 0 nomer topilib, barcha n >  n0 lar uchun a — l < x n < a  + l  

boMadi. Agar M= m ax(|x1|, \xz \ , |дгПо|, |a  -  1|, |a  +  1 |) deb olsak, u holda 

ketma-ketlikning barcha hadlari uchun \xn \ < M boMadi. Bundan esa berilgan 

ketma-ketlikning chegaralangan boMishi kelib chiqadi. ♦

Lekin 2.25-teoremaga teskari teorema umuman to‘g‘ri emas, ya’ni har qanday 

chegaralangan ketma-ketlik limitga ega boMavermaydi. Masalan, 2.23-misoldagi 

umumiy hadi xn =  (—l )n+1 boMgan ketma-ketlik chegaralangan, lekin 

uzoqlashuvchi.

2.26-misol Teoremadan foydalanib umumiy hadi xn =  ~  boMgan ketma- 

ketlikning chegaralangan ekanligini isbotlang.

Yechish. Awalgi punktda (2.21-misol) bu ketma-ketlikning yaqinlashuvchi 

ekanligi ko‘rsatilgan edi. Demak, yuqorida isbotlangan teoremadan uning 

chegaralanganligi kelib chiqadi.
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2.27-natija. Chegaralanmagan ketma-ketlik uzoqlashuvchi bo'ladi.

((—i)n+i)2.28-misol. Umumiy hadi x n = - —------n bo‘lgan ketma-ketlikning

uzoqlashuvchi ekanligini isbotlang.

Yechish. 2.27-natijaga ko'ra berilgan ketma-ketlikning 

chegaralanmaganligini, ya’ni har qanday M > 0 sondan katta bo‘lgan ketma- 

ketlikning biror hadi mavjudligini ko‘rsatish yetarli. Aytaylik M ixtiyoriy musbat 

son bo‘lsin. n =  2([M] +  1) deb olamiz. U holda, ravshanki, xn = [M] + 1 > M 
bo‘ladi. Demak, berilgan ketma-ketlik chegaralanmagan, yuqoridagi natijaga asosan 

bu ketma-ketlik uzoqlashuvchi bo‘ladi.

2.29-teorema. Agar lim xn = a va a > p (a  < q) bo‘lsa, u holda biror
71-* oo

nomerdan boshlab, barcha n larda x„>p (xn<q) bo‘ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, a>p  bo‘lsin. U holda haqiqiy sonlaming zichlik xossasiga 

ko‘ra 0<t<a-p  tengsizlikni qanoatlantiradigan 8 son mavjud. Shu б son uchun n 0 E 

N son mavjud boiib, barcha ri>n0 larda a - E < x n < a + £  bo‘ladi. Endi, e < a — 

p, ya’ni a — e  > p  bo'lib, bulardan xn >  p kelib chiqadi. ♦

Xuddi shu kabi, a<q  hoi ham isbotlanadi (30-masala).

2.30-natija. Agar lim xn = a  va a > 0 (a  <  0) boisa, u holda biror
71-» CD

nomerdan boshlab, barcha n lar uchun xn>0 (x„<0) bo‘ladi.

2.31-teorema. Agar barcha n E N larda xn = yn bo‘lib, lim xn = a va
П->оо

lim xn = b bo'lsa, u holda a=b bo‘ladi.
7l->co

Isbot limitning yagonaligidan kelib chiqadi (32-masala).

2.32-teorema. Agar barcha n E N larda xn < yn boiib, lim xn = a vaП-+0О

lim yn = b boMsa, u holda a < b bo'ladi.
П-^оо

Isbot. 0  Faraz qilaylik a >  b bo‘lsin. Bu a va b sonlar orasida biror r  son 

olamiz: a>r>b. Endi lim x n = a va a >r  boigani uchun shunday щ  6 N  son
7l-*0O

mavjud bo‘lib, n > n t bo‘lgandax„>r bo‘ladi.

2.25-teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi:
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Xuddi shuningdek, J i^ y ? i = b va b<r boMgani uchun shunday n2 E N son 

mavjud bo‘lib, n>ri2 boMganda >>„<>* boMadi.

Agar n0=max{n\, n2} deb olsak, u holda n>n0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

barcha n larda, birvaqtda >?w<rvax„>rtengsizliklar o'rinli boMib qoladi. Bu qarama- 

qarshilik farazimizning noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsatadi. Demak, a<b. ♦

2.33-teorema (Oraliq ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema). Agar 

barcha we N larda xn < yn < zn boMib, lim xn = a va lim zn - a  bo‘lsa, u
П-» 00 n —*00

holda lim yn ham mavjud bo‘lib, lim yn = a boladi.
П—>oo n~* oo

Isbot. 0 Aytaylik, lirn xn =  a boMsin. Limit ta'rifiga ko‘ra ixtiyoriy e>0

uchun shunday щ  E N son mavjud boMib, n >  n x boMganda a — e < xn < a + s 

boMadi.

Xuddi shu kabi, Jim zn = a dan, shunday n2 E N  son mavjud boMib, n>ri2

boMganda a -  e  < zn < a +  etengsizliklar o‘rinli boMadi. Agar n0 =  m ax{nv n2} 

deb olsak, u holda n  > n0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha n E  N larda 

yuqori dagi tengsizliklardan a -  e  < xn < yn < zn < a + e , ya’ni a -  e  < yn < 

a + E kelib chiqadi. Bu esa, {yn} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi boMib, lim yn =
П->оо

a ekanini bildiradi. ♦

Mashq va masalalar

Ketma-ketlik limitining ta’rifidan foydalanib, tenglikni isbotlang (27-29):

2-27. lim 3n«  =
П-* 00 n+1

2-28. lim 4n—l _  4
n->ooSn+2 ~~ 5 ’

2-29. lim 2n;+i =  2.П—*oo n

2-30. 2.29-teoremani a < q boMgan holda isbotlang.

2-31. Agar {xn} ketma-ketlik 0 dan farqli songa intilsa, u holda biror 

nomerdan boshlab ketma-ketlik hadlari absolut qiymati biror r  >  0 sondan katta 

boMadi.



2-32. Agar biror nomerdan boshlab xn = yn bo‘lib, lim xn = a va
n->oo

lim xn = b boMsa, u holda a=b boMadi. Isbotlang.П-+00

2-33. Agar biror nomerdan boshlab x n < yn boMib, lim xn = a va
П-* oo

lim yn = b boMsa, u holda a < b boMadi. Isbotlang.
П-юо ^

3-§. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar

1. Ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar

Aytaylik, {xn} va {yn} ketma-ketliklar berilgan boMsin.

2.34-ta’rif. Ushbu

Х1 +У 1, x 2 + y 2, - , x n + y n.....

X 1 — У \’ x 2 у 2 , . . . ,  xn yn , ...,

Х1У1, X2y 2l ...,xnyn,
X\ X2 x n
V  7 ,................v ...............  (Уп *  0 ,n  =  1 ,2 ,. . . )

ketma-ketliklar mos ravishda {*„} va {y„} ketma-ketliklaming yig‘indisi, ayirmasi, 

ko'paytmasi va nisbati deyiladi va {x n + yn}, {xn -  yn}, {*nyn}, [ ^ }  kabi 

belgilanadi.

Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning arifmetik amalar bilan bogMiq xossalarini 

oMganishdan oldin cheksiz kichik ketma-ketliklar va ulaming xossalarini 

o‘ rganamiz.

2. Cheksiz kichik ketma-ketliklar

2.35-ta’rif. Agar lim an = 0 boMsa, {a„} cheksiz kichik ketma-ketlikП-+00
deyiladi.

Buni quyidagicha ham ta’riflasa boMadi:

Ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday n 0 natural son mavjud boMib, barcha n > 

n 0 larda |an | <  e tengsizlik o‘nnli boMsa, {crn} cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.

2.36-misol. Umumiy hadi a„ = ^ boMgan ketma-ketlikning cheksiz kichik 

ketma-ketlik ekanligini isbotlang.
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Yechish. Ravshanki, n >  [7] =  %  boMganda, |^ | <  s bo‘ladi. Demak, {^} 

cheksiz kichik ketma-ketlik.

2.37-misol. Agar |q | < 1 bo‘lsa, u holda {qn} cheksiz kichik ketma-ketlik 

ekanini isbotlang.

Yechish. Ixtiyoriy e  > 0 son uchun \qn \ < e  tengsizlikni n  ga nisbatan 

yechamiz: n >  log|q| e . n 0 =  [log|Qj г] deb olamiz. U holda ixtiyoriy e  > 0 son 

uchun n >  n 0 larda |q n | <  г tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, lim qn =  0.
П->со

3. Cheksiz kichik ketma-ketliklar haqidagi lemmalar. Kelgusida, quyidagi 

lemmalardan foydalanmiz.

2.38-lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklaming yig‘indisi 

cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

Isbot. 0 Isbotni ikkita cheksiz kichik ketma-ketliklar uchun keltiramiz.

Aytaylik, {a„} va {/?n} lar cheksiz kichik ketma-ketliklar bo‘lsin. U holda 

{Yn)={an +  Pn) ham cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini ko‘rsatamiz.

Cheksiz kichik ketma-ketliklar ta’rifiga k o ra  ixtiyoriy e  > 0 uchun shunday 

щ  6 N son mavjud bo‘lib, barcha n >  nt lar uchun |a „ | <  ^ bo‘ladi.

Xuddi shu kabi, shunday bir n 2 € N son mavjud bo‘lib, barcha n >  n 2 lar 

uchun \(3n \ <  I  bo‘ladi.

Agar n0 =  majc{nt / n 2} deb olsak, u holda barcha n >  n 0 lar uchun bir 

vaqtda \an \ <  J va \(2n \ < ~ tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan n >  n 0 larda

IXnl =  \an + P n \  =  k n l  +  \Pn \ С  |  +  |  =  £

kelib chiqadi. Bu esa, {yn} ketma-ketlikning cheksiz kichikligini ko‘rsatadi. ♦

2.39-lemma. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik ketma- 

ketlikning ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, {*„} chegaralangan ketma-ketlik, {an} cheksiz kichik 

ketma-ketlik bo‘lsin. U holda {yn}, bu yerda yn = *n * an ni cheksiz kichik ketma- 

ketlik bo‘lishini ko'rsatamiz.
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Berilishga ko‘ra [xn] chegaralangan ketma-ketlik boMgani uchun shunday 

с > 0 son mavjud bo‘lib, barcha n € N larda <  с tengsizlik o‘rinli boMadi. 

Shuningdek, {an} cheksiz kichik ketma-ketlik boMganligi sababli, ixtiyoriy s >  0 

ga mos ravishda shunday n 0 6 JV son mavjud boMib, barcha n > n 0 lar uchun 

|a n | <  ^ tenglik o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib, barcha n > n0 lar uchun |yn | =

\xnan I = U n i' Wn\ <  c • “ =  £ tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa, {yn} ketma- 

ketlikning cheksiz kichikligini ko‘rsatadi. ♦

2.40-misol Jim =  0 tenglikni isbotlang.

Yechish. Ravshanki, {cosn} chegaralangan ketma-ketlik. j^-j esa cheksiz 

kichik ketma-ketlik (2.36-misol). 2.39-lemmaga asosan (^ p - j  cheksiz kichik 

ketma-ketlik, ya’ni lim = 0.
n-* 00 Tl

3. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik va cheksiz kichik ketma-ketlik orasidagi 

bogManish.

Bu bogManish quyidagi teoremada ifodalangan.

2.41-teorema. Biror a  son {л:л} ketma-ketlikning limiti boMishi uchun, 

{*„ — a} cheksiz kichik ketma-ketlik boMishi zarur va yetarli.

Isbot. 0 Zaruriyligi. Aytaylik, {*„} yaqinlashuvchi ketma-ketlik va limx„=aM—>0C

boMsin. Limit ta'rifiga asosan, ixtiyoriy e>0 son uchun shunday w0e N son mavjud 

boMib, n>n0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha we N larda \xn-a\<z  boMadi. Bu 

yerda xn-a= a„  belgilash kiritsak, |a„|=|x„-a|<e boMib, {an} cheksiz kichik ketma- 

ketlik boMadi.

Yetarliligi. Agar haqlari x„ va biror a son orasidagi a„=x„-a  ayirmalardan 

iborat ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik boMsa, u holda |x„-a| =\а„\<в boMib, 

a son {*„} ketma-ketlikning limiti boMadi. ♦
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Masalan, дгп =  boisa, uni x n = 2 + kabi yozish mumkin. Bu yerda 

umumiy hadi an = -̂ - bo‘lgan ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik (2-25- 

masala, k=2). Bundan, limx„=2 kelib chiqadi.n->00

4. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning arifmetik amallar bilan bog'liq 

xossalari

2.42-teorema. Agar {*n} va {yn} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘lsa, u 

holda {xn ±  yn} ketma-ketliklar ham yaqinlashuvchi va

lim (xn ± yn) = lim xn ± lim yn
П—>oo n->oo n-+oo

tenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, lim xn = a, lim yn =  b bo‘lsin. 2.41-teoremaga asosan
T l— *00 77-» 00

{xn — a] = {an} va {yn — b) — {J3n} cheksiz kichik ketma-ketliklar bo‘ladi. 2.38- 

lemmaga ko'ra umumiy hadi an +  /?n =  (xn +  yn) -  (a  +  b) bo‘lgan ketma-ketlik 

ham cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi. U holda 1-teoremaga ko‘ra umumiy hadi 

xn +  Уп bo'lgan keyma-ketlik yaqinlashuvchi va uning limiti a +  b ga teng bo‘ladi. 

lim (xn -  yn) =  lim xn -  lim yn
П-+СО  71—>00 71-*00

tenglik ham shu kabi isbotlanadi (2-37-masala). ♦

2.43-teorema. Agar {xn} va {yn} lar yaqinlashuvchi bo‘Isa, u holda {xnyn} 

ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi va lim (x n • yn) =  lim xn • lim yn tenglik o‘rinli
П-* 00 n —>co П-* 00

bo‘ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, lim xn = a, lim yn = b boMsin. 2.41-teoremaga ko‘ra
71-* co  n —^oo

umumiy hadi xnyn — ab boigan ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik 

ekanligini isbotlash yetarli. Buning uchun quyidagi almashtirishlami bajaramiz: 

хпУп ~ a b  =  x nyn -  x nb -I- x nb -  ab =  xn(yn -  b )  +  b (x n -  a). ( 1 )  

Teorema shartidan {x n}, {b }  chegaralangan, {xn — a}, {yn — b} lar cheksiz 

kichik ketma-ketliklar ekanligi kelib chiqadi. 2.39-lemmaga asoson umumiy hadlari 

Xn(yn — b), b (x n — a)  bo‘lgan ketma-ketliklar cheksiz kichik ketma-ketliklar 

Demak, (1) ga asosan {x ny n -  ab} cheksiz kichik ketma-ketlik. ♦
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2.44-natija. Agar {дс„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda 

{сдгп}=с-{*4 ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo'lib, lim(t-x„)=c- limx„ tenglik«—►CO /T->00

o‘rinli bo'ladi.

Haqiqatan, 2.43-teoremada^„=c deb olsak, oxirgi tenglik kelib chiqadi.

2.45-teorema. Agar {*„} va {yn} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi va limjv^O
со

bo'lsa, u holda {—) ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo‘lib, lim — = ----- n^УпJ n—>00 yn lim ynП-»00
tenglik o'rinli boMadi.

Isbot. 0 Aytaylik, lim x n — a, lim yn = b Ф 0 bo'lsin. 2.41-teoremaea
71-» со 7l-*oo

asosan xn = a  + an va yn = b + /?n bo'ladi. Shuningdek, \yn \ > p bo'ladi (2-31- 

masala). Bu ma’lumotlardan foydalansak,

\ X n _ a \  \ban - a p n \

I Уп b\ \byn \

bo'ladi. Bunda b a n -  afin cheksiz kichik ketma-ketlik, —Ц  <  — ekanligini, ya’ni
| b y n l b p

chegaralangan ketma-ketlik ekanligini, e’tiborga olsak, ( j 1 - ~] cheksiz kichik,

v lim xn „
ya’ni lim — = — = -  kelib chiqadi. ♦n -*00 yn lim yn b n

4-§. Cheksiz katta ketma-ketliklar. Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma- 

ketliklar orasidagi bogManish

Aytaylik, {*„} biror ketma-ketlik boisin.

2.46-ta’rif. Agar ixtiyoriy katta AX) son uchun shunday n 0 natural son 

mavjud bo'lib, n >  n0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha n E N larda |xn | >  Д 

tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda {jt„} cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

Bunday hoi lim xn =  00 kabi yoziladi.
71 -♦00

Agar biror n 0 natural son topilib, n >  n 0 bo'lganda x n > A (mos ravishda 

xn < —A) bo'lsa, uholda lim xn =  +00 (mos ravishda lim xn =  —cx>) ko'rinishida
n->oo n-*oo

yoziladi.
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2.47-misol. Umumiy hadi xn =  n 2 bo‘lgan ketma-ketlikning cheksiz katta 

ketma-ketlik ekanligini isbotlang.

Yechish. Ixtiyoriy katta Д> 0 son olamiz. |xn | >  Д tengsizlikni qaraymiz: 

n 2 >  Д, bundan n > Va. Agar n0 =  [\/д] deb olsak, u holda n > n0 boMganda 

|xn | > Д boMadi. Demak, lim n 2 =  с».
П-» oo

1 + ( - 1)"
2.48-misol. Umumiy hadi xn =— ±— !— n boMgan ketma-ketlik a)

chegaralangan; b) cheksiz katta ketma-ketlik boMadimi?

Yechish. a) Bu ketma-ketlik chegaralanmagan, chunki ixtiyoriy M musbat 

son uchun ketma-ketlikning n=2([M]+l) -hadi M dan katta boMadi.

b) Ammo bu ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik boMmaydi. Chunki Д> 

0 son va ixtiyoriy n0 uchun shunday n =  2n0 + 1 mavjudki, xn = 0 < Д boMadi.

Bu misoldan har qanday chegaralanmagan ketma-ketlik ham cheksiz katta 

ketma-ketlik boMavermasligi kelib chiqadi.

2.49-teorema. Agar {*„} cheksiz katta ketma-ketlik boMsa, u holda umumiy 

hadi an ~  — boMgan ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik boMadi.
x n

Isbot. 0 Aytaylik, e  yetarlicha kichik musbat son boMsin. Teorema shartiga 

ko‘ra =  oo. Demak, shunday n0 E N son topiladiki, barcha n > n 0 lar

uchun |л:п | >  -  boMadi. Bundan. |a n | <  <  e tengsizlik kelib chiqadi. Bu esa,
e  l*nl

{an} ning cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini bildiradi. ♦

2.50-teorema. Agar {or,,} cheksiz kichik ketma-ketlik va an Ф 0 ,n  =  1 ,2 , ... 

boMsa, u holda umumiy hadi x n = — boMgan ketma-ketlik cheksiz katta ketma-
an

ketlik boMadi.

Isbot (2-51-masala).
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Agar {дгл} va [>'„} yaqinlashuvchi ketma-ketliklar bo‘lsa, u holda {x n + yn), 

{Хп-Уп}> {х пУп}, *  o) ketma-ketliklaming har biri yaqinlashuvchi

boMishini ko'rib o‘tdik.

Endi, yuqoridagi shartlaming ba’zilari bajarilmay qolgan hollarda ham 

yaqinlashish bor yoki yo'qligini ko‘rib o'tamiz.

1. / »  ko'rinishidagi aniqmaslik. Ba’zan, lim xn = 0, lim yn = 0
u  7l->oo 7l-*oo

bo‘lgan holda ham {xn} va {yn} ketma-ketliklaming xarakteriga qarab, lim — ni
П-*oo yn

topish mumkin.

Masalan, a) xn = - , y n = \  uchun lim -  = 0, lim =  0 va lim — =
71 71 n->oo T l П -+ С О  П n->oo y n

1
lim -f- = lim n =  +oo boiadi.

П-+ oo —г  П-» oo n£

b) xn = h> yn =  3  uchun lim — =  0, lim \  =  0 va lim — =  lim Щ- =
n  n  71-*  OO п  71- *  СО П  71- *  CO y n  71- *  CO — у

5-§. Aniqmasliklar

lim -  =  0 bo‘ladi.
7j-»oo П

C)xn = - , y n = —  uchun lim -  =  0, lim —  = 0 va lim — = lim - 9-  =71 n + 1 n->00 n п-юоП+l 71-+CG yn 71-* CO ----71+1
lim —  =  lim (1 + -)  =  1 +  0 =  1 bo‘ladi.

n —*00 n n~*00

Yuqoridagi misollardan ko‘rinibturibdiki, lim xn = 0, lim yn — 0 bo'lganП-+00 n-> 00

holda lim — haqida bir qiymatli fikr aytish mumkin emas. Shu sababli ham buП-*oo yn

holda I—I ketma-ketlik «-» ko'nnishidagi aniqmaslik deyiladi. AniqmaslikningVB' 0

limitini topish aniqmaslikni ochish deb ham aytiladi.

2. «—» ko‘rinishidagi aniqmaslik. Ba’zan lim xn =  oo, lim yn =  oo00 П-+00 n-»oo

bo‘lgan holda ham lim — ni hisoblash mumkin. Bu holda, yuqoridagi kabi, (—]П—*co yn n °

ketma-ketlik «^» ko'rinishidagi aniqmaslik deyiladi.
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a) x„=n2+l, у„=2п2-п uchun lim (w 2+ l)= + o o , l im (2 w 2-« )=  lim w (2 -  — )=+oo
rt-+CC П-+СП п-ЪCO t'l

va

n2\ 1+ A
" i + l  i: ”  Г  V  J .. 1 + „ 2 1lim -s-= lim —-j-----= lim — ^------ r \ = lim — Пг  = ~  bo‘ladi.

n-vn у  я-ио Zn —  П «-»« 2 j 2  1 J 2 ^

1 n j  n

3. «О-оо» ко Yinishidagi aniqmaslik. Agar limjt„=0, limj„=oo boMsa, u holda,
Л —W  f t— >CC'

x у
ХпУп=-£- yoki ХгУ„=^- almashtirishlar yordamida, «О оо» ko'rinishidagi aniqmaslik

Уп

0 oo
« - »  yoki « — » ko'rinishidagi aniqmasliklarga keltirib yechladi.

0 oo

d) x„=——7 , у„=п*+2п uchun lim ——-  =0, lim(w3+2/i)=+oo va n +1 «->*> n +1

" 1 ■ v1L n  J

" 1\l  и J

lim (x^y„)= lim ” + 2n = lim—7— ^ - r  = l boMadi.
Л-КО n->00 J и-*»

Bulardan tashqari, «оо-оо», «О0», «1да», «ос0» ko'rinishidagi aniqmasliklar

mavjud. Bunday aniqmasliklami ham « - »  yoki « — » ko‘rinishidagi
0 00

aniqmasliklarga keltirib yechiladi.

Mashq va masalalar

2-34 Ta’rifdan foydalanib, berilgan ketma-ketliklaming cheksiz kichik 

ketma-ketlik ekanligini isbotlang:
ч 1 1 1 J_ , . 1 1 1  j_ . 1 1  j_
' 2,4,8, '" '2n”" ; C' '2

1
2-35. Umumiy hadi a n — —ц ,к  > 0 boMgan ketma-ketlikning cheksiz kichik 

ketma-ketlik ekanligini isbotlang.
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2-36. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklaming yig‘indisi cheksiz 

kichik ketma-ketlik boMishini isbotlang.

2-37. Agar lim xn =  a, lim yn = b boMsa, u holda lim (xn — y„) = a — b
П—*00 n —*oo n-*oo

boMadi. Isbotlang

Limitlami toping.

2-38. lim 2-39. lim
7l->00 n Л->оо 3 -П 2

_ . .  n 4+ 5 n 2—1 . 7ti2—1
2' 40- lim 2-41. lim7J-*oo 10n3—371+2 ■ n -,00  Sn3 +4n2—2n + l

2-42. lira 2-43. lira
n-*oo 2 1 n J + 7 n —8 n-*oo n 2+1

2-44. lim V"2*3n 2-45. lim 271+1
П-*оо П+ 2 ii-too  V n T + n + 4

2-46. lim -  n ) 2-47. lira
n-*oo v n ^+ T — V 8 n 3 +2

n+cos7m
-2-48. {xn} ketma ketlikning a limitini toping, bu yerda xn = 

a | kattalik £ dan kichik boMadigan N nomemi ko‘rsating, agar 

l)£  = f; 2 )e = 0,1; 3) e = ^boMsa.

2-49. Quyidagi {xn} ketma-ketliklaming uzoqlashuvchi ekanligini isbotlang: 

l ) x n =  ( - ! ) "  2)x n =  l  +  ( - l ) "

3)xn = s i n y  4) xn = (—5)n

5 ) x n = n 2 6)*n = 1 + 2 + -  + n.

2-50. Shunday yaqinlashuvchi {x„} va {yn} ketma-ketliklarga misol 

keltiringki, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) barcha n uchun xn > yn, ammo lim xn =  П т у п:
П->оо 71-+00

2) barcha n uchun xn > 100yn >  0, ammo lim x n =  lim yn.
П-* 00 71-400

2-51. 2.50-teoremani isbotlang.

2-52. {>„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va lim xn =  a. {|xn |} ketma-ketlik
n-*oo

yaqinlashuvchi va lim \xn \ =  |a | ekanligini isbotlang.
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2-53. [xn] ketma-ketlik uzoqlashuvchi, lekin {|*n |} ketma-ketlik 

yaqinlashuvchi bo‘lgan ketma-ketlikka misol keltiring.

2-54. Agar xn > 0 ,n  e  N va lim xn = a boMsa, u holda
n-> OO

a) у/хЦ =  Va; b) Jim \fx.~ = \fa  ekanligini isbotlang.

2-55. Shunday {xn} va {yn} ketma-ketliklarga misol keltiringki, lim xn —
П->оо

0, lim yn =  0 va 1) lim — =  0; 2) lim — =  1; 3) lim — = oo; boMsin. 4)
Л-»oo n-»co Уп 71—>oo yn 7 oo y„  7

lim — mavjud emas.n->00 Уп

2-56. Shunday {дсп} va {yn} uzoqlashuvchi ketma-ketliklarga misol 

keltiringki, quyidagi ketma-kethk yaqinlashuvchi bo'lsin:

1){*„+У„}; 2 )(xn -yn}; 3 ) M .
У̂п*

2-57. Aytaylik, Jirn xn — x, xn Ф 0 boMsin. ketma-ketlik haqidanima 

aytish mumkin?

2-58. a ning qanday qiymatlarida umumiy hadi x n =  boMean
"  n  —2 Sn + 2  °

ketma-ketlik limiti a) +oo; b) —oo; c) chekli son boMadi?

6-§. Monoton ketma-ketlikning limiti. e soni

2.51-teorema. Agar {*„} ketma-ketlik o‘suvchi boMib, yuqoridan 

chegaralangan bo‘Isa, u holda {*„} limitga ega, agar yuqoridan chegaralanmagan 

boMsa, u holda limjt„=-foo boMadi.

Isbot. 0 Faraz qilaylik {*:„} ketma-ketlik o ‘suvchi va yuqoridan chegaralangan 

boMsin. U holda {*„, n= 1, 2 ,. . .} to‘plam ham yuqoridan chegaralangan boMadi va 

shuning uchun, uning aniq yuqori chegarasi mavjud. Uni a orqali belgilaymiz: 

a=sup{x„}. Endi a ni {*„} ketma-ketlikning limiti boMishini koMsatamiz.

To‘plamning aniq yuqori chegarasi xossasiga ko‘ra (I-bob, 8-§.) barchawe N 

lar uchun xn<a boMadi. Shuningdek, har bir eX) uchun shunday n ' son mavjud boMib,
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xn >a-e bo'ladi. Shartga ko'ra {x„} o‘suvchi ketma-ketlik, shu sababli barcha n> n ' 

larda а-ъ<хп<а+e tengsizlik o'rinli. Demak, ta’rifga ko'ra limx„= a

Endi teoremaning ikkinchi qismini isbotlaymiz.

Aytaylik, {x„} o‘suvchi bo'Iib, yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsin. U holda 

har bir A>0 son uchun shunday w’e N son mavjudki, x„->A bo'ladi. Shuningdek, 

barcha n>n lar uchun x„>xn■ ekanligi va yuqoridagilarga asosan, x„>A tengsizlik 

o'rinli bo'lishi kelib chiqadi. Demak, ta’rifga ko'ra limx„=+oo. Shunday qilib,

monoton o'suvchi ketma-ketlik uchun limx„ = sup{x J  ekan. ♦

Yuqoridagi usul bilan quyidagi teoremani ham isbotlash mumkin (2-52- 

masala).

2.52-teorema. Agar {x„} ketma-ketlik kamayuvchi bo'lib, quyidan 

chegaralangan bo'lsa, u holda {x„} limitga ega, agar quyidan chegaralanmagan 

bo'lsa, uholda limx„=-oo bo'ladi.

munosabatdan, barcha ri> 1 larda xn+i<x„ bo'lishi, ya’ni {x„} ketma-ketlikning

. . .  2"
kamayuvchi ekanligi kelib chiqadi. Shuningdek, barcha we N larda x„= —  >0. Shu

n\

sababli, {x„} ketma-ketlik chekli limitga ega, uni a deb olamiz: limx„=ar. Ushbu lim

x ^ i-lim  • limx„ munosabatdan a=Q a va a=0 kelib chiqadi. Demak, lim —n~>® n + 1 n->00 * fj\

= 0.

2.53-misol {x„}- ketma-ketlikning limitini toping. 

2 n+l 2" 2 2
Yechish. x„+i=

(/i + 1)! n\ n + 1 n +1 Xn

2



Buning uchun j ( l + “) |  ketma-ketlikni ko'rib chiqamiz. Uning

kamayuvchi ekanligi 2.17-misolda isbotlangan edi. Uning hadlari musbat, bundan 

uning quyidan chegaralanganligi kelib chiqadi.

Demak, u limitga ega. Bu limitni e orqali belgilaymiz.

Shuningdek,
n + i  ,  i  v n + i

( 1\ ” (1 + n) , im(1 + n) elim (1 + - )  =  lim ------ Ц ------Ц —  =  1j  _  ( l + i } ( l + i } l

demak, [ 1 + -  | ketma-ketlikning ham limiti e ekanligi kelib chiqadi. Bu e soni

irratsional son bo‘lib, uning taqribiy qiymati

e *  2,71828182845904590...

ga teng.

7-§. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi

2.54-teorema. Agar {xn} va {yn} ketma-ketliklar berilgan bo'lib,

1. {xn} o‘suvchi, [yn] kamayuvchi,

2. barcha n E N lar uchun xn < yn,

3- jirn (xn — yn)  = 0 bo'lsa, u holda {*„} va {yn} ketma-ketliklar 

yaqinlashuvchi bo‘lib, lim xn =  lim yn tenglik o‘rinli bo‘ladi.
П-> oo n-»oo

Isbot. 0 Shartga ko‘ra barcha n G N lar uchun xn < yn < уг bo‘ladi. Demak, 

[xn] ketma-ketlik o‘suvchi va yuqondan chegaralangan. Shu sababli, {*„} limitga 

ega: lim x n = c.
П->оо

Xuddi shu kabi, {yn} ketma-ketlik kamayuvchi, quyidan chegaralangan va 

lim yn = c' limit mavjud. Qolaversa,n—*OQ

с '~c= lim yn -  lim x n =  lim (yn -  xn) =  0.П-» 00 П-* oo П-* 00

Bundan с =  с' ekanligi kelib chiqadi. ♦
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Agar [a1;b1],[a2;b2] ,... ,[a n;bn],... segmentlaming har bin o ‘zidan 

oldingisining qismi, ya’ni

W i.b x\ =з [a2;b2] [an;bn] э  -

boMsa, u holda ular ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi. 

Quyidagi tasdiq, ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi deb yuritiladi.

2.55-natija. Agar ichma-ich joylashgan [at ; Ьг], [a2;b2] ,... ,[a n; bn],... 

segmentlar ketma-ketligi uchun lim(a„-6„)=0 boMsa, u holda segmentlaming chap

uchlaridan tuzilgan {an} va o‘ng uchlaridan tuzilgan {b„} ketma-ketliklar bitta 

limitga ega va bu limit barcha segmentlarga tegishli yagona nuqta bo‘ladi.

Isbot. 0 1) {an} o‘suvchi, {bn} kamayuvchi, 2) barcha we N  lar uchun a„<bn,

3) lim (a„-i„)=0 boMganligidan 2.54-teoremaga ko‘ra lima„=lim^>n bo'ladi. Bu
П-̂ СО Л-+СП 00

limitni с deb olsak, barcha we N lar uchun a„<c<b„ kelib chiqadi.

Endi bu nuqtaning yagonaligini ko’rsatamiz. Faraz qilaylik, shu с nuqtadan 

farqli va [an;bn],n  = 1,2,3 .... kesmalaming barchasiga tegishli c' nuqta mavjud 

bo’lsin. U holda bn — an > \c' — c\ > 0 bo’ladi. Bu esa lim (bn — an) = 0 shartgan->00

zid. Demak, с =  c’>

8-§. Yaqinlashish prinsipi

l.Qismiy ketma-ketlik. Aytaylik, {xn} biror ketma-ketlik bo‘lsin. Natural 

sonlardan n\<n2<■ ■ <Пк ■ shartlar bilan n\, n2, nk, ... ketma-ketlik olamiz. {хл} 

ketma-ketlikning shu natural sonlar ketma-ketligiga mos hadlaridan tuzilgan 

х п,’х ъ >—>х«*’••• ketma-ketlikni, {jc„} ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi

deyiladi va { }  kabi belgilanadi.

Masalan, 1, 4, 9, 16, 25,. . ., ya’ni, x„=n2 formula bilan berilgan ketma-ketlik 

uchun quyidagi ketma-ketliklaming har biri qismiy ketma-ketlik boMadi.

a) 1,9, 25,. (2k-\)2,. .

b) 4, 16, 36,. . ., (2k)2,. .

c) 4, 16 ,64 ,256 ,..., (2*)2, . . .  .
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Agar {*„} ketma-ketlik a limitga ega boMsa, u holda {х /ц } qismiy ketma- 

ketlik ham a limitga ega boMadi.

Umuman olganda, {*„} ketma-ketlikning limiti yo‘qligidan uning qismiy 

ketma-ketliklari ham limitga ega emas, degan fikr kelib chiqmaydi, ya’ni shunday 

ketma-ketliklar borki, ulaming limiti yo‘q boMsada, uning ba’zi qismiy ketma- 

ketliklarining limiti mavjud boMadi.

Masalan, -1, 1, -1,. . . , ya’ni, *„=(-1)” kabi benlgan ketma-ketlik limitga ega 

emas. Uning

a) Xl 1,X3 1,. . X2n-\ -lj- • ■ > ИшХ2л-1=-1,
И —Ю0

b)x2= l,x 4=l,. . .,x 2n=\,. . ., lim*2„=ln~*cr]

qismiy ketma-ketliklari limitga ega.

Umuman, qanday ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratib 

olish mumkin?-degan savolga quyidagi lemma javob beradi.

2. Bolsano-Veyershtrass lemmasi

2.56-lemma. Ixtiyoriy chegaralangan ketma-ketlikdan har doim, 

yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin.

Isbot. 0 Aytaylik, xi, x2, x3,. . x„,. . . chegaralangan ketma-ketlik boMsin. 

Demak, uning barcha hadlari tegishli boMgan [ai;6i] segment mavjud boMadi. Bu

. . . .  . . . . a, + b. a. + b,
segmentm teng lkki qismga ajratamiz: [at;—  ̂ ], [■■■»- 1 ,b{\. Hosil boMgan

segmentlaming birida (yoki ikkalasida ham) ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari 

bor boMadi. Segmentlardan, {*„} ketma-ketliknmg cheksiz ko‘p hadlari borini 

(ikkalasida ham boMganda, masalan, chapdagsini) [a2,b2] orqali belgilaymiz. 0 ‘z 

navbatida [a2;b2] segmentni teng ikki qismga ajratamiz. {*„} ketma-ketlikning 

cheksiz ko‘p hadlari borini [a3;63] огЯа1‘ bdgilaymiz. Va xokazo, shu jarayonni 

davom ettirib, ichma-ich joylashgan segmentltr ketma-ketligiga ega boMamiz:

[a\,b\], [a2,b2],. . ., [,an,bn],. . .

[an;b„] segmetning uzunligi bn -  an = boMib, w-xxi da nolga intiladi.
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Ichma-ich joylashgan segmentlar pnnsipiga ko‘ra {an} va {b„} ketma- 

ketliklar umumiy bir с limitga ega bo‘ladi, ya’ni lim an =  lim bn — c.
71-* CO 71->00

Endi, {*„} ketma-ketlikning [ai;6 i] dagi istalgan bir hadini olib, uni

orqali, [a^b^ dagi, xn hadidan keyin kelgan biror hadini olib X orqali, [аз;6з] dagi

л'и, > x „2 hadlaridan keyin kelgan biror hadni olib x n̂ orqali belgilaymiz. Shu

jarayonni davom ettirib, x n , x n̂ . . .  qismiy ketma-ketlikni hosil qilamiz.

Tanlanishiga ko‘ra, x ^  lar uchun a„<xn̂  <b„, n= 1, 2,. . . tengsizliklar o‘rinli

bo‘lib, и -ко  da lim x n =c kelib chiqadi. ♦

3. Ketma-ketlikning quyi va yuqori limitlari. Aytaylik, {*„} ketma-ketlik 

berilgan bo‘lsin.

2.57-ta’rif. Agar {*„} ketma-ketlikdan, limiti a bo‘lgan qismiy ketma-ketlik 

ajratib olish mumkin bo‘Isa, u holda a son {*„} ketma-ketlikning qismiy limiti 

deyiladi.

2.58-ta’rif. {*„} ketma-ketlikning qismiy limitlari ichida eng kattasi uning 

yuqori limiti deyiladi va lim;tn orqali belgilanadi. {*„} ketma-ketlikning qismiy

limitlan ichida eng kichigi uning quyi limiti deyiladi va [imjc„ orqali belgilanadi
/Т—КО

2.59-misol. Umumiy hadi x„ =(-1)" bo‘lgan ketma-ketlikning yuqori va quyi 

limitlarini toping.

Yechish. Berilgan ketma-ketlikning qismiy limitlari to‘plami {-1,1} dan 

iborat. Demak, limx„=l, Hmxn=-1 boMadi.

2.60-misol 1 , 2, 1, 3, 1, 4, 1,. . ., 1, n,. . . ketma-ketlikning ketlikning yuqori 

va quyi limitlarini toping.

Yechish. Ketma-ketlikning 1,1, 1,. . . qismiy ketma - ketligming limiti 1, va

1, 2, 3, 4,. . ., w,. . .  qismiy ketma-ketligining limiti -Hx> boMadi. Demak, limjtn=+x>,n-+ao

lim x.=1.
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Qanday ketma-ketliklaming yuqon va quyi limitlari mavjud? - degan savolga 

quyidagi teorema javob beradi.

2.61-teorema. Ixtiyoriy ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari mavjud. 

Isbot ([1], 106-bet).

4. Ketma-ketlik yaqinlashishining zaruriy va yetarli sharti. 8-§ da,

monoton ketma-ketliklar uchun qanday shart bajarilganda, chekli limitga ega 

boMishi bilan tanishdik. Endi, ixtiyoriy ketma-ketlik, qanday shart bajarilganda 

yaqinlashuvchi boMishi masalasini ko‘rib chiqamiz.

Aytaylik, biror {*„} ketma-ketlik berilgan boMsin.

2.62-ta’rif. Agar ixtiyoriy e>0 uchun shunday njE  N son mavjud boMib, 

barcha n, m>n0 lar uchun \xn-xm\<z tengsizlik bajarilsa, u holda {*„} fundamental 

ketma-ketlik deyiladi.

2.63-misol. Umumiy hadi xn = ^  ketma-ketlikning fundamental ekanini 

isbotlang.

Yechish. Aniqlik uchun m >  n boMsin. U holda |xm - x n | = =

^7 -  l |  < p  ~  £ tengsizlikni n ga nisbatan yechamiz. U holda 3n >  j  dan 

n  > log3;- Agar n0 = [log3 deb olsak, u holda barcha m , n >  n0 lar uchun

Ix m ~  x n\ <  £ o‘rinli boMadi. Demak, berilgan ketma-ketlik fundamental ketma- 

ketlik boMadi.

2.64-teorema. (Koshi teoremasi). Biror, {*„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi 

boMishi uchun, uning fundamental ketma-ketlik boMishi zarur va yetarli.

Isbot. 0 Zarurligi. Aytaylik, {.*„} yaqinlashuvchi ketma-ketlik va uning limiti 

a boMsin, ya ni H m -T „ = a . Limit ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy e>0 uchun, shunday n<£ N
n —XV

s
son mavjud boMib, barcha n>nQ larda \xn-a\<~  tengsizlik o‘rinli boMadi. Bundan, 

barcha n, m>n0 lar uchun

£ S
^ n-.xm|=|(x„-a)-(xm-a)|<\xn-a\+\xm-a\< — + — =e
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kelib chiqadi. Demak, {*„} fundamental ketma-ketlik bo'ladi.

Yetarliligi. Aytaylik, {*„} fundamental ketma-ketlik boMsin. U holda ixtiyoriy 

£>0 uchun shunday noS N  son mavjud bo‘lib, barcha n, m>n0 lar uchun \хп-х т\<г 

tengsizlik o'rinli boMadi. Bundan xm-s<xn<xm+E tengsizlikka ega boMamiz. Agar m 

ning bitta tayin qiymatini olsak, u holda {jc„} ketma-ketlikning chegaralangan 

ekanligi kelib chiqadi. Bolsano-Veyershtrass lemmasiga ko'ra {*„} ketma-ketlikdan 

yaqinlashuvchi {x n } qismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin: Hm x n =c.

Endi, с soni {x„} ketma-ketlikning ham limiti bo'lishini ko'rsatamiz.

Biror к sonini -c|<e va n£>n0 tengsizliklar bir vaqtda o'rinli bo'ladigan

qilib tanlaymiz. Agar m=nk deb olsak, u holda barcha n>n0 lar uchun | x „ - | < e  

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bulardan

|хи-с|=|хи--ХЯ1 + x ^  -c|<|x„-x^ |+)x„t -c|<e+e=2E kelib chiqadi. Bu esa, {x„}

ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini ko'rsatadi>

Isbotlangan teorema ketma-ketlik yaqinlashishining Koshi kriteriyasi 

(alomati) deb ham yuritiladi.

2-59 Ketma-ketlik o'suvchi emas; ketma-ketlik kamayuvchi emas degan 

tasdiqlami ayting (ifodalang).

2-60. Ketma-ketliklarning monoton emasligini ko'rsating:

2-61. Quyidagi ketma-ketliklarning biror hadidan boshlab kamayishini 

ko'rsating:

2-62 Rekurrent usulda berilgan {xn} ketma-ketlik uchun quyidagi jumlalami 

isbotlang, bu yerda xt =  3,xn+1 =  0,5x£ -  1: 1) ketma-ketlik quyidan 

chegaralangan, ammo yuqoridan chegaralanmagan; 2) ketma-ketlik o'suvchi.

Mashq va masalalar

a) (n co sn n } ; b) {cosn}; c) {(—2)”}; d ){ n +  ( - ! ) " }
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2-63. Rekurrent usulda berilgan {xn} ketma-ketlik uchun quyidagi jumlalami 

isbotlang, bu yerda x x =  2, xn+1 =  0,5xT̂ — 1: 1) ketma-ketlik chegaralangan; 2) 

ketma-ketlikning {x2k}, [*2k -i)  qism ketma-ketlilari biror hadidan boshlab 

monoton ekanligini isbotlang.

2-64. 2.52-teoremani isbotlang.

2-65. Ixtiyoriy a uchun lim ^ —=0 ekanligini ko'rsating.

ko‘rsating.

2-67. Limitni toping:

1) lim (1 + - ) n+fc, bu yerda к 6 N. 2) lim
П ->oo 71 ’  n —»oo 1+71

2-68. Agar {>„} ketma-ketlikning {x 2k} va {*2fc-i} qism ketma-ketliklan 

yaqinlashuvchi va lim x 2k =  lim x 2k_x =  a bo‘lsa, u holda {x n} ketma-ketlik71—»oo n~*oo

yaqinlashuvchi va lim xn = a ekanligini isbotlang.

2-69. Agar {xn} ketma-ketlikda [x2k] va {x2k_x} qism ketma-ketliklari uchun 

П™х2 к = а , Ш х гк_1 - Ъ , а Ф Ь  bo‘lsa, u holda {xn} ketma-ketlik 

uzoqlashuvchi ekanligini isbotlang.

2-70. Umumiy hadi a) xn =  ( -1 ) " ;  b) *n = sin у  bo'lgan ketma- 

ketlikning yaqinlashuvchi qism ketma-ketliklanni ko'rsating.

2-71. Berorta ham qism ketma- ketligi chekli songa yaqinlashmaydigan 

ketma-ketlikka misol keltiring.

2-72. Qism ketma-ketligi chekli songa yaqinlashuvchi chegaralanmagan 

ketma-ketlikka misollar keltiring.

2-73. {xn} ketma-ketlikning fundamental ekanligini isbotlang:

2-66. Ixtiyoriy c>0 uchun ekanligini

7i ta

2-74. {*„} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang:
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sin a  sin 2а sin па
a ) x  n  —  +  - 5 _  +  ... +  _ _ ,  a e R .

b ) x n = 1 + 1 + - + 1

2-75. Agar {xn} va (yn} fundamental ketma-ketliklar boMsa, ulaming 

yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi, bo‘linmasi haqida nima aytish mumkin?
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Ill BOB. BIR 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYA VA UNING LIMITI

l-§. Funksiya tushunchasi

Funksiya tushunchasi matematik analizning asosiy tushunchalaridan bin 

bo‘lib, uning yordamida turli kattaliklar orasida mavjud boigan bogManishlar

o4rganiladi.

Aytaylik, ixtiyoriy X  va Y sonli to'plamlar benlgan bo'lsin.

3.1-ta’rif. Agar A' va Y sonli to‘plamlar berilgan bo‘lib, X to‘plamdan olingan 

har bir x songa biror qonuniyat yoki qoida bilan Y to‘plamdagi aniq bitta у son mos 

qo‘yilgan boMsa, u holda X  to‘plamda aniqlangan funksiya berilgan deyiladi. 

Funksiyaз^Дх), y=g(x), y=<p(x),. . . ко'rinishlarda yoziladi.

Agar funksiya berilgan boMsa, u holda X to‘plam funksiyaning aniqlanish 

sohasi, Y esa funksiyaning о zgarish sohasi deyiladi.

Shuningdek, x erkli ozgaruvchi yoki argument, у esa erksiz о zgaruvchi 

deyiladi.

Odatda (Дх): xeX] to‘plam funksiyaning qiymatlar to p/ami deyiladi va E(f) 

orqali belgilanadi. Funksiyaning aniqlanish sohasi D(J) bilan belgilanadi.

2-§. Funksiyaning berilish usullari

Funksiya ta’rifidan uning berilgan bo‘lishi uchun:

a) funksiyaning aniqlanish sohasi - X ; b) funksiyaning qiymatlar to’plami - 

Y; c) x ga mos kelgan у ni topish qoidasi yoki qonuniyat berilgan boMishi kerak.

Funksiya asosan uch xil usulda beriladi: analitik usul, jadval usuli, grafik usul.

1. Analitik usul. Agar у ni topish uchun x bilan bajarilishi kerak boMgan 

amallar majmuasi bitta yoki bir nechta formula ko‘rinishida berilgan boMsa, u holda 

funksiya analitik usulda berilgan deyiladi. /x) formula funksiyaning analitik ifodasi 

deyiladi.
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Funksiya analitik usulda berilganda uning aniqlanish sohasi berilmasligi 

mumkin. Bu holda aniqlanish soha deganda, x ning analitik ifoda ma’noga ega 

boiadigan barcha qiymatlari to‘plami tushuniladi. Bu to‘plam, funksiyaning tabiiy 

aniqlanish sohasi deyiladi va D(f) yoki D{y) orqali belgilanadi.

3.2-misoI. f{x) = funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

Yechish. Kasr maxraj noldan farqli barcha nuqtalarda aniqlangan. Shu sababli

x2 — 4 Ф  0 bo‘lishi lozim. Bundan, x Ф ±2, demak, D(J) =  ( —oo; — 2) U 

(- 2 ; 2 ) U (2 ; +oo).

3.3-misol. f(x) — л/4 — 2x aniqlanish sohasini toping.

Yechish. Kvadrat ildiz ostidagi ifoda nomanfiy bo‘lishi lozim. Bundan 4 — 

2x > 0, yoki 2x < 4. Demak, D(/) = (—oo; 2].

3.4-misol. fix) = x2 + 4x — 2 funksiyaning qiymatlar to'plamini toping. 

Yechish. Funksiyaning aniqlanish sohasi haqiqiy sonlar to‘plamidan iborat.

x2 + 4x — 2 = (x + 2 )2 — 4 va ixtiyoriy x uchun (х + 2 )2 > 0 bo‘lganligi sababli, 

f(x) = x2+ 4x — 2 > —4 bo‘ladi. Shunday qilib, E{f) = [—4; +oo).

2. Jadval usuli. Ba’zi hollarda, argument x ning qiymatlariga mos keladigan 

funksiya qiymatlari jadvali beriladi. Bunda, funksiya jadval usulda berilgan 

deyiladi.

Funksiyaning jadval usulda berilishi ikkita x va у ketma-ketliklar orasida 

bog‘lanishni tajriba yo‘li bilan aniqlashda qo‘l keladi. Bunda x ning bir nechta xi, 

x2, . . . ,  x„qiymatlari olinadi, tajriba asosiday ningx ga mos^i,y% ... ,y„ qiymatlari 

amqlanadi va jadval tuziladi.

X X\ X2 x3 Xn

У У\ >’2 J'3 Уп

3. Grafik usul. Agar y=J[x) funksiya Л' to‘plamda berilgan bo'lsa, u holda 

tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi qaraladi. Tekislikning barcha (x,J[x))
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10-rasm

nuqtalaridan iborat ushbu {M(xJ(x)): jteA'} 

й)‘р1ат>-Дх) funksiyaning grafigi deyiladi.

Agar tekislikda funksiyaning grafigi 

berilgan bo‘Isa, u holda funksiya grafik usulda 

berilgan deyiladi.

Funksiya grafik usulda berilgan boisa, u 

holda Дхо) qiymatni topish uchun abssissa o'qida 

x0 nuqtani olib, undan ordinata o‘qiga parallel 

to‘g‘ri chiziq o‘tkazib, uni grafik bilan kesishgan nuqtasinmg ordinatasiy0 ni olamiz, 

bu son Дх0) dan iborat bo‘ladi (10- rasm).

Funksiyaning grafigi tekislikdagi biror chiziqdan yoki bir nechta nuqtalar 

to‘plamidan iborat bo‘lishi mumkin. Lekin tekislikdagi har qanday chiziq yoki 

nuqtalar to'plami funksiyaning grafigi bo‘lavermaydi.

Koordinatalar tekisligida biror / chiziq berilgan bo‘lsin. Abssissa o‘qining har 

bir nuqtasidan, ordinata o‘qiga parallel qilib o‘tkazilgan to‘g‘ri chiziq / ni ko‘pi bilan 

bitta nuqtada kesib o‘tsa, u holda / chiziq birorta funksiyaning grafigi boMadi.

Masalan x*+y*=R2 aylanani 

olsak, bu aylana hech bir 

funksiyaning grafigi boia olmaydi.

Lekin aylananing yuqori yarmi y=

slR2-x' funksiyaning, quyi yarmi

esay=-yjRz-x2 funksiyaning grafigi 

boMadi (11-rasm).

Har qanday funksiyaning ham 

grafigini chizish mumkin emas.

Masalan, Dirixle funksiyasi deb ataluvchi quyidagi

- (o!
bo‘lmaydi.

1, agar x ratsional son bo'Isa, 

agar x irratsional son bo'Isa

11 -rasm 

funksiyaning grafigini chizib
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4. Funksiyalar ustida amallar. Aytaylik, X tolplamda aniqlangan Дх) vag(x) 

funksiyalar berilgan boMsin.

3.5-ta’rif. Agar ixtiyoriy xeX uchun Дх)=̂ (л:) bo'lsa, u holda bu funksiyalar 

X to‘plamda о ‘zaro teng funksiyalar deyiladi.

Masalan, f(x ) = x + 1 vag(x) = ~~  funksiyalar^ = (—00; 1) U (1; +00)

to‘plamda (uning ixtiyoriy qism to‘plamida ham) teng. Ammo R da teng emas, 

chunki x — 1 nuqtada g(x) funksiya aniqlanmagan.

X to'plamdan olmgan har bir x ga berilgan fix') + g(x) sonni mos qoyish 

natijasida yangi funksiyani hosil qilamiz. Bu funksiya /  va g funksiyalaming 

yig‘indisi deyiladi va f  + g kabi belgilanadi. Shunday qilib, (f + g)(x) = / (x) + 

g(x). Shunga o'xshash bu funksiyalaming ayirmasi, ko'paytmasi va boMinmasi 

(g(x) Ф 0 boMgan nuqtalarda) mos ravishda quyidagicha aniqlanadi: (f — g)(x) =

f(x) - sM, a  • g)W  = fix) ■ g(x), (£) (*) = Щ
Masalan, f(x) = x2, g(x) = x2 + x funksiyalar X- R  da berilgan boMsa, u 

holda (/  + £)(*) = 2x2 + x, (J - g)(x) = -x, (Jg)(x) = + x3 lar X  da,

(~) (*) = esa (—00, —l)  и (—1,0) U (0, +00) da funksiya boMadi.

Funksiyalar ustida yana bir amalni, funksiyalar kompozitsiyasi amalini 

aniqlash mumkin.

3. Murakkab funksiya. Funksiyalar kompozitsiyasi.

3.6-ta’rif. Aytaylik, u=tp(x) funksiya X  to‘plamda aniqlangan va qiymatlar 

to‘plami E(<p) boMsin. Shuningdek, у = /(u ) funksiya E((p) to‘plamda aniqlangan 

boMsin. U holda у=Д^д:)) funksiya X to‘plamda aniqlangan murakkab funksiya yoki 

(p va/ funksiyalaming kompozitsiyasi deyiladi va f  ° <p orqali belgilanadi: (J °

Ф){х) = /ООО)-
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12-rasm

3.7-izoh. Ta’rifdagi X to‘plam и = <p(x) funksiyaning tabiiy aniqlanish

sohasiga teng boMishi shart emas. Masalan, u = <p(x) = 1 — x2, у = f(u ) = Vu 

boMsin. u = 1-x2 funksiyaning tabiiy aniqlanish sohasi (-00; +00), unga mos 

qiymatlar to‘plami (—00, 1]. Bu to‘plamda f(u) = Vu funksiya aniqlanmagan.

Lekin X = [—1,1] deb olsak, E(cp) = [0,1] boMadi va bu to‘plamda f(u) = 

Vu funksiya aniqlangan. Demak, X = [-1,1] to‘plamda f(<p(x)) = Vl - x 2 

murakkab funksiya aniqlangan.

Mashq va masalalar

3-1. f(x) = x3 - 3x funksiya benlgan. Quyidagilarni toping:

0 /(1)

3 ) / ( - V 5 ) .

5)/(3x).

2)A-3). 

4 )f(-x).

8) / ( b - 2).

Berilgan funksiyalaming aniqlanish sohasini toping (2-11):

3-4 fix ) = log3(-x) 3-5. fix) = Vx2 -7x + W

3-6. fix) = x2 + tgx 3-7 fix) = Vx — 7 + V10 -x
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3-8./М = - p §=  3-9 /(дг) = й + 2  +

3-10 ./(*) = e 'x ■ log2(2 - 3x) 3-11. f(x) = arccos(x - 2) - ln(x - 2) 

Berilgan funksiyalaming qiymatlar to‘plamini toping (12-17):

3-12. /(* ) = x2-Qx + 20 3-13. f(x) = 3~*2

3-14. fix) = 2 sin* — 7 3-15./(x) = - + 4

3-16./(x) =-arctgx  3-17. /(*) = + 2

Berilgan funksiya grafigini chizing (18-21):

| -1, agar jc < 0 bo'lsa,

3-18. signx={ 0, agar x = 0 bo'lsa, (x mng ishorasi)

^1, agar x>0 bo'lsa.

3-19. a) v=[x] (x ning butun qismi). Ь)>»={л:} (jc ning kasr qismi)

3-20 f(x~\ = ( *’ адаГ ° - x ~ 1 bo'lsa- 
{2 — x, agar 1 < x < 2 bo'lsa.

3-21 qix)=\ '/*>a9ar0 ^  x < 1 bo'lsa,
12 — x, agar 1 < x <2 bo'lsa.

f  (*) va g(x) funksiyalar berilgan. f  + g ,f  -g, fg, f/g  va g /f 

funksiyalaming aniqlanish sohasini toping. Ulami qiymatlarini hisoblash uchun 

formula yozing (22-23):

3-22 .f(x) = x, g(x) = yjx- l 

3-23. f(x) = VI - x, g(x) = VTTx

3-24. Agar f(x) = x + 5 vag(x) = x2 - 3 bo‘lsa, quyidagilami toping:

a) / ° ^ (0 ) ;  b )/e /(- 5 ); c)g°gix); d )g o f (x); 

e)0 (/( 0)) t)g(g(2))-, g) / (/ (* )); h)/(* (* )).

3-25 . Berilgan f va g funksiyalar uchun f  о fix); f  ° g(x); g ° g{x)) g о 

f  (л:) murakkab funksiyalami tuzing va ulaming aniqlanish sohalarini toping (26- 

28):
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3-26./(*) = i  * ( * ) = £ .

3-27/0) = jlj, s (x) = V3TTT.

3-28./(дг) = д(х) = scm(x)

3-29. 13-rasmda aniqlanish sohasi 

[0,2], qiymatlar tolplami [0,1] boMgan 

f  (x) funksiya grafigi berilgan. Quyidagi 

funksiyalaming aniqlanish sohasi va 

qiymatlar to‘plamini toping, grafigini chizing: 13-rasm

a)f(x) + 1; b )f(x )-  2; c) f(x + 1);

d )f(x-  2); e )- /(* ); f) f(-x); g ) l+ f ( x - l ).

3-§. Funksiyalaming muhim sinflari 

1. Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar

3.8-ta’rif. Agar X  to‘plamda aniqlangan fix) funksiya uchun shunday b son 

mavjud boMib, ixtiyoriy xeX lar uchun fix)<b tengsizlik bajarilsa, fix) funksiya 

yuqoridan chegaralangan deyiladi.

3.9-misol. f{x) = ^ ^ 7  funksiya X = (—oo; -f oo) oraliqda yuqoridan 

chegaralangan ekanligini isbotlang.

Yechish. X dan olingan ixtiyoriy x uchun x2 > 0, bundan ^ 7  < 1 boMadi. 

Demak, shunday 1 soni mavjudki, X = (—00; +00) oraliqdan olingan ixtiyoriy x 

uchun f(x) = < 1 o‘rinli. Bu berilgan funksiyaning yuqoridan chegaralangan 

ekanligini isbotlaydi.

3.10-ta’rif. Agar X  to‘plamda aniqlangan fix) funksiya uchun shunday a son 

mavjud boMib, ixtiyoriy xeX\ai uchun f(x) > a tengsizlik bajarilsa,/jc) funksiya 

quyidan chegaralangan deyiladi.

3.11-misol./(*) = ^“ 7 funksiya X = (-00; +00) oraliqda quyidan 

chegaralangan ekanligini isbotlang.
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Yechish. X dan olingan ixtiyoriy x uchun x2 + 1 > 0 boMganligi sababli 

> 0 boMadi. Demak, shunday 0 soni mavjudki, X = (—oo; +oo) oraliqdan

olingan ixtiyoriy x uchun f(x) = ^ 7  > 0 o‘rinli. Bu benlgan funksiyaning 

quyidan chegaralangan ekanligini isbotlaydi.

3.12-ta’rif. Agar f(x) funksiya X  to'plamda ham quyidan, ham yuqoridan 

chegaralangan boMsa, u shu to‘plamda chegaralangan funksiya deyiladi.

Y uqorida qaralgan funksiya uchun 0 < - ^7  < 1 barcha x EX larda o'rinli. 

Demak, berilgan funksiya chegaralangan.

Geometrik nuqtai nazardan quyidan chegaralangan funksiyaning grafigi, biror 

to'g'ri chiziqdan yuqorida (14-a) rasm), yuqoridan chegaralangan funksiyaning 

grafigi biror to‘g‘ri chiziqdan pastda joylashgan boMadi. (14-6) rasm).

14-rasm

2. Juft va toq funksiyalar.

3.13-ta’rif. Agar ixtiyoriy xeXuchun f(-x ) = f(x) boMsa, u holda7(x) juft 

funksiya deyiladi.

3.14-ta’rif. Agar ixtiyoriy xeX uchun / ( —x) = — f(x) boMsa, u holda fix) 

toq funksiya deyiladi.

Bu ta riflardagi f ( —x) = f(x), f (—x) = —f(x) shartdan agar funksiya x 

nuqtada aniqlangan boMsa, uning -x nuqtada ham aniqlangan boMishi kelib chiqadi.

3.15-ta’rif. Agar ixtiyoriy xeX uchun -xeX boMsa, u holda X to‘plam 

simmetrik to 'plant (O nuqtaga nisbatan) deyiladi.
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Masalan, Хг = (—2; 2), X2 = (—100; +00),Л3 = [—1; 1] lar simmetrik 

to'plamlar, X4 = [—2; 2),X5 = (1; +00) simmetrik bo‘lmagan to‘plamlar bo'ladi.

Shunday qilib, Дх) funksiya toq yoki juft bo'lishi uchun uning aniqlanish 

sohasi simmetrik to‘plam bo'lishi zaruriy shart ekan.

3.16-misol. Ushbu funksiyalami toq-juftlikka tekshiring: a) fix) = x2 - 1; 

b) fix) = yjx - 1; c) f{x) = Mx - 1.

Yechish. a) fix) = x2 — 1 funksiyaning aniqlanish sohasi barcha haqiqiy 

sonlar to'plamidan iborat, demak, simmetrik to'plam. / ( —x) = (—x)2 — 1 = x2 -

1 — fix). Bundan fix) = x2 — 1 juft funksiya.

b) fix) =yjx- 1 funksiyaning aniqlanish sohasi [l;+oo). Ravshanki, u 

simmetrik to'plam emas. Demak, fix) = \Jx- 1 toq ham emas, juft ham emas.

c) /(* ) = yjx-1 funksiyaning aniqlanish sohasi barcha haqiqiy sonlar 

to'plamidan iborat, demak, simmetrik to'plam. / ( —x) = V—x — 1 Ф fix), 

shuningdek, fi~x) = V-x-1 = -y/x + 1 *  - /O ). Demak, /(x) = V x^T  

toq ham emas, juft ham emas.

4. Monoton funksiyalar. Aytaylik, ^Дх) funksiya X to'plamda berilgan 

bo'lsin.

3.17-ta’rif. Agar X  to'plamdan olingan ixtiyoriy xi va хг lar uchun xi<iC2 

tengsizlikdan Л^О^Д^г) tengsizlik kelib chiqsa, u holda bu funksiya X to'plamda

о suvchi deyiladi.

3.18-ta’rif. Agar X to'plamda olingan ixtiyoriy xi va X2 lar uchun Xi<x2 

tengsizlikdan У(х1)>Дх2) tengsizlik kelib chiqsa, u holday(x) funksiya X to‘plamda 

kamayuvchi deyiladi.

3.19-ta’rif. Agar X  to'plamda olingan ixtiyoriy xi va x2 lar uchun xj<x2 

tengsizlikdan Дх1̂ Дх2) (yoki /xi)>/x2)) tengsizlik kelib chiqsa, u holda J[x) 

funksiya X  to'plamda kamaymaydigan (yoki o 'smaydigan) deyiladi.

O'suvchi, kamayuvchi, kamaymaydigan, o'smaydigan funksiyalar, bitta 

umumiy nom bilan monoton funksiyalar deyiladi (15-rasm).
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3.20-misol. y-2x+l funksiyaning aniqlanish sohasida o‘suvchi ekanligini 

isbotlang.

Yechish. Funksiyaning aniqlanish sohasi haqiqiy sonlar to'plamidan iborat. 

Agar < x2 bo'lsa, u holda f(x2) - f(xx) = (2x2 + 1) - (2xx -I-1) = 2(x2 - 

x\) > 0 Bundan f(xx) < f(x2), demak berilgan funksiya o'suvchi.

3.21-misol. f(x) = x2 funksiyaning (—oo;0) da kamayuvchi ekanligini 

isbotlang.

Yechish. Haqiqatan, agar xx, x2 e (-oo, 0) va xx < x2 bo'lsa, u holda

f(.x2) - f(xx) =  ( * 2 ) 2 -  {xx)2 =  (x2 -  x1)(x2 +xx) < 0  

bo ladi, bundan f(xг) > /(дг2) tengsizlik kelib chiqadi. Demak, berilgan funksiya 

kamayuvchi.

5. Teskari funksiya. Aytaylik, у = f{x) funksiya X to'plamda berilgan 

bo'lib, Y = E(f) = {f (x): x E X) uning qiymatlar to'plami bo'lsin. Y to'plamdan 

olingan ixtiyoriy y0 uchun, X to'plamda y0 = / ( x0) tenglikni qanoatlantiruvchi x0 

soni mavjud. Bunday son bitta, yoki bir nechta bo'lishi mumkin.

f  У У

У

kamaymaydigan

15-rasm
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Agar К dan olingan har bir у uchun X to‘p!amda у = f{x) tenglikni 

qanoatlantiruvchi x faqat bitta boMsa, u holda x - <p(y) funksiyaga ega boMamiz. 

Bu funksiya у = /(x) funksiyaga teskari funksiya deyiladi.

Masalan, X = Y = (—00; +00) da berilgan у = yfx funksiya x = y3 

funksiyaga teskari funksiya boMadi.

Bazan, y=J(x) funksiyaga teskari funksiyani x=f'l(y) kabi ham belgilashadi.

Agar x=q>(y) funksiya у = f(x) funksiyaga teskan funksiya boMsa, u holda 

у=_Ддс) funksiya х=ф(у) funksiyaga teskari funksiya boMadi. Shu sababli, bu ikki 

funksiyani о zaro teskari jimksiyalar deyiladi.

MaMumki, у = f(x) funksiyada x argument, у funksiya deb yuritiladi. Unga 

teskari boMgan J^pOO funksiyada x vay 

lar o'mini almashtirib У=ф(х) 

funksiyaga ega boMamiz. Shunday qilib, 

bir xil belgilash boMganda ham, 

funksiya у = f(x) funksiyaga teskari 

funksiya deb qaraladi.

0 ‘zaro teskari y=j[x) va у=ф(х) 

funksiyalarlaming grafiklari, to‘g‘ri 

chiziqqa nisbatan simmetrik boMadi (14- 

rasm). 14-rasm

6. Davriy funksiyalar. Aytaylik, y=j{x) funksiya berilgan va uning aniqlanish 

sohasi A'boMsin.

3.22-ta’rif. Agar biror T Ф 0 son va ixtiyoriy x E X uchun, f(x ± T) = f(x) 

tenglik o‘rinli boMsa, u holda у = /(x) funksiya davriy Jimksiya, T uning davri 

deyiladi.

Ta’rifdan ko'rinadiki, у = /(x) funksiya T davrli davriy funksiya boMishi

uchun

a) uning aniqlanish sohasi X dan olingan ixtiyoriy x uchun x + T,x — T ham 

X ga tegishli boMishi;
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b) ixtiyoriy x EX uchun f{x ± T) = /(* ) tenglik o'rinli bo'lishi kerak.

Agar shu shartlardan birortasi bajarilmasa, u holda Дл:) funksiya davriy 

funksiya bo‘lmaydi.

Davriy funksiyaning eng kichik musbat davri (agar u mavjud bo‘lsa), uning 

asosiy davri deyiladi.

3.23-misol. fix) = sin3x funksiyaning davriy ekanini ko'rsating va uning 

asosiy davrini toping.

Yechish. Funksiyaning aniqlanish sohasi £>(y)=(-oo;+oc). Endi, / (x + T) = 

f  (x) tenglikni qanoatlantiruvchi T ni topamiz. Shartga ko'ra, ixtiyoriy x uchun 

sin3(x + T) = sin3x bo'lishi kerak. Bundan, sin(3x + 3T) — sin3x = 0, 

sinuslar ayirmasini ko'paytmaga keltiramiz: 2cos(Зд: + T) sin у  = 0 kelib

chiqadi. Oxirgi tenglik x ga bog‘liq bo‘lmagan holda bajarilishi uchun sin у  = 0

bo'lishi shart. Bundan у  = nn, T = n E Z. Bu sonlaming har biri berilgan

funksiyaning davri bo'ladi. Demak, funksiya davriy. Uning asosiy davri у  ekanini 

ko'rish qiyin emas.

3.24-misol. у = sin j  funksiya davriy emasligjni ko'rsating.

Yechish. Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi D(y) = (—oo; 0) U 

(0; +oo) to'plamdan iborat. Agar funksiya davriy, davri T ga teng deb olsak, u holda

0 + 7\0- Г  sonlar ham funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli bo'lmasligi 

kerak. Ammo ±Г E D(y). Bu ziddiyat berilgan funksiyaning davriymasligini 

ko'rsatadi.

Mashq va masalalar

Funksiyalami toq-juftlikka tekshiring (30-39):

3-30./(*) =x2 + l. 3-31 f(x) = x3 + x

3-32 ./(*)*“ . 

3-34. f(x) = j i j

3-36. fix) = x2 — Sx 3-37. fix) = x3 - 2.
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3-38. f(x) = |x3|. 3-39. fix ) = yflx

3-40. Simmetrik to'plamda aniqlangan ixtiyoriy Дх) funksiyani toq va juft 

funksiyalaming yig'indisi ko'rinishida yozish mumkinligini isbotlang.

3-41. J(x)=lg(x+\l  ̂+ \) funksiyani toq-juftlikka tekshiring.

3-42 Juft funksiyaning grafigi ordinata o'qiga nisbatan simmetrik bo'ladi. 

Isbotlang.

3-43. Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik 

bo'ladi. Isbotlang.

3-44. Aytaylik fix),gix) funksiyalar haqiqiy sonlar to'plamida aniqlangan, 

hamda/(*)-juft, #(x)-toq funksiya bo'lsin. Quyidagi funksiyalardan qaysilari juft, 

qaysilari toq, qaysilari juft ham emas, toq ham emas bo'ladi?

V f  + g. 2 ) f - g, 3)f-g, 4 ) ^ , 5 ) f 2 = f  ■ f, 6) g2 = g • g,

7 ) f ° g ,  8 ) 5  ° f .  9 ) / ° / ,  1 0 ) 0  0 0 .

3-45 /  funksiya toq ham emas, juft ham emas, g funksiya juft, h funksiya 

toq bo'lsin. Quyidagilami aniqlang: 1) /  + g a) juft, b) toq funksiya bo'lishi 

mumkinmi? 2) f  + h a) juft, b) toq funksiya bo'lishi mumkinmi?

3-46 /  funksiya toq ham emas, juft ham emas, g funksiya juft, h funksiya 

toq hamda ixtiyoriy ikkitasining kompozitsiyasi aniqlangan. Kompozitsiya 1) juft 

funksiya; 2) toq funksiya bo'ladigan barcha kompozitsiyalami ayting.

3-47. fix) = x2 + 2x 4- 4 funksiyaning (—oo, —1] oraliqda kamayuvchi 

ekanligini isbotlang.

3-48 /(* ) = x3 + 1 funksiyaning aniqlanish sohasida o'suvchi ekanligini 

isbotlang.

3-49. Agar fix) monoton funksiya bo'lsa, u holda a) —fix) monoton 

funksiya; b) fix) > 0 bo'lsa, 1 /fix) monoton funksiya ekanligini isbotlang.

3-50 Monoton funksiyalaming kompozitsiyasi monoton funksiya bo'lishini 

isbotlang.
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3-51. (a, b) oraliqda o‘suvchi lkkita funksiyaga misol keltiringki, ulaming 

ko‘paytmasi a) (a, b) oraliqda o‘suvchi; b) (a,b) oraliqda kamayuvchi; c) (a, b) 

oraliqda monoton boMmasin.

3-52. Qat’iy monoton funksiyaning o‘zaro bir qiymatli ekanligini isbotlang.

3-53. Olzaro bir qiymatli, ammo monoton boMmagan funksiyaga misol 

kel tiring.

3-54. Berilgan funksiyaga teskari funksiyani elementar funksiyalarda 

ifodalang, grafigini chizing: a) у = sinx,x E

b)y = cosx,x E [—7Г, 0];

3-55. Agar T Ф 0 soni у = f(x) funksiyaning davri boMsa, u holdanT,n E Z 

son ham uning davri boMishini isbotlang.

3-56. Agar T Ф 0 soni у =  f(x) funksiyaning davri boMsa, u holda nT, n E Z 

son ham uning davri boMishini isbotlang.

3-57. Berilgan funksiyalardan qaysilari davriy, qaysilari davriy emas? Agar 

funksiyaning asosiy davri mavjud boMsa, uni toping:

a)f(x) = sin4x; b)f(x) = cos25x + 2; с)f(x) = tg^;

d)f(x) = sin2x + cos3x; e)f(x) = x2; f) f(x) = 3cosy/x.

3-58. Agar /  va g funksiyalar davriy, davrlar nisbati ratsional son boMsa, u 

holda f  + g ,f  ■ g funksiyalar ham davriy ekanligini isbotlang.

3-59. lkkita /  va g davriy boMmagan funksiyalarga misol keltiringki, a) /  + 

9 i b) /  1 g davriy hamda eng kichik musbat davri mavjud boMsin.

3-60. /  davriy va g davriy boMmagan funksiyalarga misol keltiringki, a) /  + 

9 i b) f  ' g davriy hamda eng kichik musbat davri mavjud boMsin.

4-§. Funksiya limitining ta'riflari

1. Funksiyaning nuqtadagi limiti haqida tushuncha

Grafiklari 16-18-rasmlardakeltirilgan funksiyalami qaraylik. Barcha hollarda 

aynan bitta egri chiziq, lekin turli xil funksiyalar aks ettirilgan. Ular x = a nuqtadagi 

holati bilan farq qiladi.



16-rasm

16-rasmda grafigi keltirilgan funksiya uchun x = a da f(a) qiymati mavjud 

emas, funksiya bu nuqtada aniqlanmagan. Grafigi 17-rasmda aks ettirilgan funksiya 

uchun f(a) mavjud va u o‘zining tabiiy b qiymatidan farq qiladi. Grafigi 18-rasmda 

ko‘rsatilgan funksiya uchun ham f(a) mavjud va u yaxshi, qulay joylashgan.

17-rasm 18-rasm

Agar x = a nuqtani e' tiborga olmasak, uchala funksiya aynan bitta funksiya 

bo4lar edi.

Yuqoridagi uchala holda ham

lim f(x) = b
x-+a

yozuv ishlatiladi. O'qilishi “xa-ga intilganda f(x) funksiya limiti b ga teng”.

Yuqoridagi yozuvning mazmuni quyidagidan iborat, agar argumentining 

qiymati x=a yaqin tanlansa, funksiya qiymati b limit qiymatidan kam farq qiladi. 

Boshqacha qilib aytsak, a nuqtaning yetarlicha kichik atrofida ushbu taqribiy tenglik 

o‘rinli: f(x) »  b.
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Bu holda, ya'na bir bor ta'kidlaymizki, x = b nuqta e'tiborga olinmaydi.

2. Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflari

2.1. Funksiyaning nuqtadagi limiti. Endi funksiyaning nuqtadagi limiti 

tushunchasiga qat'iy matematik ta'riflar beramiz.

Funksiyaning x=a nuqtadagi limiti funksiyaning shu nuqtada 

aniqlanganligiga bo‘g‘liq emas, balki x nuqtaning atrofidagi funksiyaning 

qiymatlariga bo‘g‘liq boMadi.

Aytaylik, biror A" sonli to‘plam berilgan bo‘lsin.

3.25-ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy atrofida X to^plamning a dan farqli 

kamida bitta nuqtasi boMsa, u holda a nuqta X to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.

3.26-misol. Xx = [—3; 4] segmentning har bir nuqtasi uning limit nuqtasi 

boMadi. Bu to‘plamning boshqa limit nuqtalari yo‘q. Isbotlang.

Yechish. Хг = [—3; 4] segmentning har bir nuqtasi uning limit nuqtasi 

boMishi o‘z-o‘zidan ravshan. Aytaylik, a < —3 boMsin, u holda haqiqiy sonlaming 

zichlik xossasiga kora a < с < — 3 boMadigan с son mavjud. e — с — a deb olsak, 

a nuqtaning e  = с — a atrofida Xx = [—3; 4] to'plamning birorta ham nuqtasi yo‘q. 

Demak, a nuqta Хг to'plamning limit nuqtasi emas. Shunga o‘xshash, a > 4 

boMganda ham, a nuqta Xx to‘plamning limit nuqtasi emasligi isbotlanadi.

To‘plamga tegishli boMmagan nuqtalar ham shu to‘plamning limit nuqtasi 

boMishi mumkinligini quyidagi misoldan ko‘rinadi.

3.27-misoI. 2 nuqta A2 = [0; 2) to‘plamning limit nuqtasi ekanligini 

isbotlang.

Yechish. Ixtiyoriy e  > 0 sonni olamiz. U holda 2 — e  < 2 va haqiqiy sonlar 

to‘plamining zichlik xossasiga ko‘ra 2 — £ va 2 sonlari orasida X2 to'plamning 

cheksiz ko‘p, demak kamida bir nuqtasi mavjud. Bundan 2 berilgan to‘plamning 

limit nuqtasi boMadi.

Limit nuqtaning yuqoridagi ta’rifiga teng kuchli boMgan yana bitta ta’rifini 

keltiramiz.

3.28-ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy atrofida X  to‘plamning cheksiz ko‘p

nuqtalari boMsa, u holda a nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.
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Kelgusida quyidagi tasdiqdan foydalanamiz.

3.29-lemma. Agar a nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo'lsa, u holda X 

to‘plam nuqtalaridan tuzilgan va a ga yaqinlashuvchi [xn},xn Ф a ketma-ketlik 

ajratib olish mumkin.

Isbot. 0 Aytaylik, a nuqta X to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. U holda a 

nuqtaning har bir ;a + ~) atrofida X to'plamning, a dan farqli kamida bitta xn 

nuqtasi bor, ya’ni a-^ < xn < a + ^ bo'ladi. Bu qo'shtengsizlikda limitga o'tsak, 

lim xn = a kelib chiqadi. Bunda xn Ф a ekanligi ravshan. ♦
П->оо

Shuni ham ta'kidlash kerakki, a nuqtaning ixtiyoriy atrofida X  to'plamning a 

dan farqli cheksiz ko'p nuqtalari mavjudligi uchun, a ga yaqinlashuvchi {*„} ketma- 

ketliklami cheksiz ko'p usulda tanlab olish mumkin.

3.30-ta’rif. (Geyne). Agar X to'plamdan olingan va a ga yaqinlashuvchi 

ixtiyoriy {*„}, Xrfta ketma-ketlik uchun, funksiya qiymatlaridan tuzilgan {/(*„)} 

ketma-ketlik, doim yagona b limitga ega bo'lsa, u holda b soni fix) funksiyaning a 

nuqtadagi limiti deyiladi.

Funksiya limiti Hm f(x) = b kabi belgilanadi, ba’zan “д;-*a da j{x)-±b”

ko'rinishida ham yoziladi.

Odatda bu ta’rif funksiya limitming ketma-ketliklar tilidagi ta’rifi deyiladi.

3.31-misoI. /(x)=3-jc2 funksiyaning x=\ dagi limiti 2 ekanligini ko'rsating. 

Yechish. x^l va limxn=l bo'ladigan ixtiyoriy {jc„} ketma-ketlik olaylik. U
rt—KJO

holda yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar bajarish qoidalariga 

ko'ra ИтДх„)= lim(3-*„2)=3 - limx„2 =3 - limx„ • Iim*„ =3-1-1=2.
»*-*«. n—KO rt—X» И—Xn П—Kc

Demak, ta’rifga ko'ra lim(3-:c2)=2.

, t * i  X2 —4
3.32-misol. Geyne ta’rifidan foydalanib = 4 tenglikni isbotlang.

• x* ”*4
Yechish. /(*) = ---- funksiya x = 2 nuqtada aniqlanmagan. хф! va

x-2

lim xn = 2 bo'ladigan ixtiyoriy {*„} ketma-ketlik olaylik. U holda
n —>00
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х~ — 4 (y — 2)( хг + ̂ ) 
lim—-- = lim— ----——— = lim(.r + 2) = lim* + lim 2 = 2 + 2 = 4 bo‘ladi
n-+»xn — 2 n-̂> x — 2 "-*» "-»* »-*«

Demak, berilgan tenglik o'rinli.

Ko'p hollarda funksiya limitining Geyne ta’rifi funksiyaning limiti 

mavjudmasligini ko'rsatishda ishlatiladi. Buning uchun qaralayotgan nuqtaga 

yaqinlashuvchi shunday ikkita ketma-ketlik olish kerakki, ularga mos funksiyalar 

qiymatlaridan tuzilgan ketma-ketliklar turli sonlarga intilishi lozim.

3.33-misol. Dirixle funksiyasining hech bir nuqtada limiti mavjud emasligini 

isbotlang.

Yechish. Dirixle funksiyasi ratsional sonlarda 1 qiymat, irratsional sonlarda 0 

qiymat qabul qilar edi. Aytaylik, a ixtiyoriy haqiqiy son bo'lsin. Shu songa 

yaqinlashuvchi {rn} ratsional sonlar ketma-ketligi mavjud. Unga mos funksiya 

qiymatlaridan tuzilgan ketma-ketlik {1} bo‘lib, uning limiti 1 ga teng. Shu songa 

yaqinlashuvchi {an} irratsional sonlar ketma-ketligi ham mavjud. Unga mos 

funksiya qiymatlaridan tuzilgan ketma-ketlik {0}, uning limiti 0 ga teng. Bundan a 

songa yaqinlashuvchi ketma-ketliklar uchun ularga mos funksiyalar qiymatlaridan 

tuzilgan ketma-ketliklar yagona songa intilmaydi, demak limit mavjud emas. a 

ixtiyoriy haqiqiy son boMganligi sababli, Dirixle funksiyasi hech bir nuqtada limitga 

ega emas.

Funksiya limitini boshqacha “e-5” tilida ham ta’riflash mumkin.

3.34-ta’rif. (Koshi). Agar har bir, kichik eX) son uchun shunday bir 5>0 son 

mavjud boiib, x ning 0<|x-a|<8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida 

|Дх)-6|<е tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda b son J(x) funksiyaning a nuqtadagi limiti 

deyiladi.

3.35-misol. lim(3x — 1) = 5 ekanini isbotlang.

Yechish. ̂ x)=3x-l funksiyani qaraymiz va ixtiyoriy e>0 son olamiz. U holda 

\f(x) — 5| < e <=> \3x — 1 - 5| < £ <=> |3(x — 2)| < £ <=> \x — 2| <
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munosabatlardan ko'nnadiki, agar e>0 son uchun 8 = | deb olsak, u holda |x-2|<S 

boiganda, |Ддг)-5|<е tengsizlik bajariladi. Buesa, tanfgako'ra lim(3jr-l)=5 ekanini
x—*2

bildiradi.

3.36-misol. lim(x2 — 3) = 6 ekanini isbotlang.

Yechish. bo‘lsin. Ixtiyoriy e>0 son olaylik. U holda |f(x) - 6| <

e <=> |x2 — 3 — 6| < s <=> \x2 — 9| < e, bundan

\x + 3||x - 3| < e (1)

munosabat o‘rinli.

Agar 5 ni 1 dan kichik deb olsak, u holda \x — 3| < 8 < 1 dan 2<jc<4 kelib

chiqadi. x shu oraliqda o‘zgarganda (1) tengsizlikning chap tomoni 7 • \x - 3| dan

katta boLla olmaydi. Shu sababli 7 • \x -  3| <  e deb olsak, (1) o'rinli bo'ladi.

8 s
Demak, S=min{ 1,-} deb olsak, u holda |Дх)-6|=|х+3|- |x-3|<7--<e bo‘ladi. Bu esa,

ta’rifga ko‘ra Н т ^- З )^  ekanini bildiradi.
x->3

# ^
3.37-misol. Koshi ta'rifidan foydalanib lim----= 4 tenglikni isbotlang.

v-2 X - 2

x'2 — 4
Yechish. /(*) = ---— funksiya x-2 nuqtada aniqlanmagan. Ixtiyoriy e>0

son olamiz va |/(*)-4| ifodani qaraymiz: |/(.v)-4|=

=|*+2-4|=|x-2|. Bundan ko'rinadiki, agar

ixtiyoriy e>0 son uchun 8 =z deb olsak, 0 <| x- 2 1<5 shartni qanoatlantiruvchi 

barcha x larda |/(дг)-4|<б tengsizlik bajariladi. Demak, ta'rif bo'yicha

*2- 4 1
{x-2)(x+2)

x-2 x-2

x'-4 
lim-— — = 4 

x-2

3.38-ta’rif. Agar ixtiyoriy A>0 son uchun shunday bir 6>0 son mavjud bo‘lib, 

xeX ning 0<|x-a|<6 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida |Дх)|>Д
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tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda oo nuqta J(x) funksiyaning a nuqtadagi limiti 

deyiladi. Bu hoi lim f(x) = oo orqali belgilanadi.

Agar x ning a gayetarlichayaqin qiymatlanda Длг)>0 bo'lsa, lim f(x) = +00,
x->a

agar7(x)<0 bo'lsa, lim /(x) = -00 kabi yoziladi. 
x->a

3.39-misol. lim—— = 00 ekanligini isbotlang.
X~>1 X—1 0  "

Yechish. f(x) = ■—  funksiyaning aniqlanish sohasi (—00, 1) и (1, +00), a =

1 uning limit nuqtasi. Ta’rif bo'uicha ixtiyoriy Д> 0 son uchun shunday bir 8 > 0 

son mavjud bo'lib, aniqlanish sohasiga tegishli x ning 0 < |x-l| < 8 tengsizlikni

qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida |^| > A tengsizlik o'rinli bo'lishini 

ko'rsatishimiz kerak.

|у-̂| > A tengsizlikdan \x — 1| < i  ni hosil qilamiz. Agar ixtiyoriy A> 0 

son uchun 8 = - ni olsak, u holda 0 < |лг—11 < <5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi

barcha x larda M— > A o'rinli bo'ladi. Demak, lim — = 00. 
u -11 ’ x-+lX-\

2.2. Funksiyaning bir tomonli limitlari.

3.40-ta’rif. Agar ixtiyoriy S>0 uchun (a-S;a) intervalda X  to'plamning 

kamida bitta nuqtasi bo'lsa, u holda a nuqta X to'plamning chap limit nuqtasi 

deyiladi.

Masalan, (2,4) imterval uchun 4 chap limit nuqta bo'ladi.

3.41-ta’rif. Agar ixtiyoriy ^>0 uchun (a,a+S) intervalda X  to'plamning 

kamida bitta nuqtasi bo'lsa, u holda a nuqta X to'plamning о ng limit nuqtasi 

deyiladi.

Masalan, (2,4) imterval uchun 2 o'ng limit nuqta bo'ladi.

Aytaylik, .у̂ Дл:) funksiya^ to'plamda berilgan bo'lib, a nuqtaX  to'plamning 

chap (yoki o'ng) limit nuqtasi bo'lsin.

3.42-ta’rif (Geyne). Agar X  to'plamning nuqtalaridan tuzilgan va har bir hadi 

a dan katta (mos ravishda, kichik) bo'lib, a ga mtiluvchi ixtiyoriy {*„} ketma-ketlik 

olganimizda ham, funksiya qiymatlaridan tuzilgan (Дх„)} ketma-ketlik doim yagona
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b ga intilsa, b son fix) funksiyaning a nuqtadagi о ng (mos ravishda, chap) limiti 

deyiladi.

Funksiyaning o‘ng limitini lim f[x)=b yok\J(a+0)=b, chap limitini
x - * a +0

lim J(x)=b yok\J(a-0)=b orqali belgilanadi. Agar a=0 bo'lsa, Нт/дг)=У(-К)),
л-Уо—0 x-»+0

lim.ДдО^-О) kabi belgilash ishlatiladi.
x-v-0

{
x — 4, aqar x < 2,

2 „ funksiyaning x = 2
xz, agar x > 2

nuqtadagi chap va ong limitlarini hisoblang.

Yechish. Agar x„<2 shartlar bilan 2 ga yaqinlashuvchi {*„} ketma-ketlik

olsak, u holda / (xn) = xn — 4 va lim /(xn) = lim (xn — 4) = lim xn — lim 4
П - »  oo n - »  oo n - * o o  n - » o a

= 2 - 4 = —2 bo'ladi.

Agar x„>2 shartlar bilan 2 ga yaqinlashuvchi {*„} ketma-ketlik olsak, u holda 

/(*„) = xl va lim /(*„) = lim x% = 4 bo'ladi.
7 l->  oo 71 “ >00

Demak, Urn /(* ) = —2, lim /(* ) = 4. Bu misoldachap vao'ng limitlar 

mavjud, ammo bir-biriga teng emas.

Funksiyaning chap va o‘ng limitlariga “s-S” tilida ham ta’rif berish mumkin.

3.44-taVif (Koshi). Agar har qanday, kichik s>0 son uchun shunday bir <£>0 

son mavjud bo'lib, xeX ning a<x<cr+5 (a-b<x<a) tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

barcha qiymatlarida 1Дх)-6|<£ tengsizlik bajarilsa, b son (̂jc) funksiyaning a 

nuqtadagi о 'ng (chap) limiti deyiladi.

Funksiyaning chap va o'ng limitlari uning birtomonli limitlari deb yuritiladi. 

Agar a nuqta, bir vaqtda^f to'plamning ham chap, ham o'ng limit nuqtasi bo'lsa, u 

holda quyidagi teorema o'rinli.

3.45-teorema. Ддс) funksiya, a nuqtada limitga ega bo'lishi uchun, shu 

nuqtada uning chap va o'ng limitlari mavjud bo'lib, У(а-0)=̂ Да+0) tenglik o'rinli 

bo'lishi zarur va yetarli

Isbot (3-62-masala).
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3.46-ta’rif. Ixtiyoriy A>0 son uchun (A; +00) interval +00 «nuqta»ning, (-oc; A) 

interval -ac «nuqta»ning, (-go;A)u(A;+qc) to‘plam esaoo «nuqta»ning atrofi deyiladi.

Qolaversa, oo, +oc, -oo «nuqta»lar bu to‘plamlarga limit nuqta bo'lishi 

yuqoridagi kabi ta’riflanadi. Bu holda ham, mos ravishda limx„=oc', lim.v„=-Hx, lim
П-ДО /t->00 rt-KO

x„=-cc bo'ladigan {*„} ketma-ketliklami cheksiz ko'p usullarda tanlab olish 

mumkin.

3.47-ta’rif. (Geyne). Agar X to'plamdan olingan va lim xn = 00 bo'lgan
П-* 00

ixtiyoriy {дсл} ketma-ketlik uchun, funksiya qiymatlaridan tuzilgan {/(*„)} ketma- 

ketlik, har doim yagona b limitga ega bo'lsa, u holda b soni/дс) funksiyaning 

cheksizdagi ("00" nuqtadagi)/ш/7/deyiladi vaquyidagichabelgilanadi: lim f(x) =
X -+00

b.

Shunga o'xshash funksiyaning -00, -foo nuqtalardagi limitlariga ta’rif berish 

mumkin.

3.48-misol. J(x)=sinx funksiyaning дг-++оо da limitga ega emasligini 

ko'rsating.

Yechish. Limiti +oc bo'lgan хп=пк yoki x'n = (2n -I- ^)n ketma-ketliklami

olaylik. U holda f(xn) = sinnn = 0,f(x'n) = sin(2n + ^)n=  1 bo'lgani uchun,

/(*n) = = * bo'ladi. Bu esa, х->-кю da^)=sim: funksiyaning

limiti yo'qligini ko'rsatadi, chunki ta’rif bo'yicha limit yagona bo'lishi kerak.

Yuqorida funksiyaning nuqtadagi va cheksizdagi chekli limitlariga ta’riflar 

berildi. Shunga o'xshash holda funksiyaning nuqtadagi va cheksizdagi cheksiz 

limitlariga ta’riflar berish mumkin (63-65-masalalar).

Mashq va masalalar

3-61. To'plamning limit nuqtasiga berilgan ta’riflaming ekvivalentligini, 

ya’ni quyidagi teoremani isbotlang: a nuqta X to'plamning limit nuqtasi bo'lishi

2.3. Funksiyaning cheksizdagi limitining ta’rifi.
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uchun a nuqtaning ixtiyoriy atrofida X  to‘plamning cheksiz ko‘p nuqtalari bo‘lishi 

zarur va yetarli.

3-62. 3.45-teoremani isbotlang.

3-63 . lim / O ) = b ni ta’riflang. Geometrik talqin bering.
X-»+oo * e

3-64. lim f(x) = b ni ta’riflang. Geometrik talqin bering.
*->-00 * ^

3-65 . lim f(x ) = oo ni ta’riflang. Geometrik talqin bering.
X->+oo *

3-66. S ning qanday musbat qiymatlarida 0 < |x-x0| < S tengsizlikdan 

I/O*) ~ a I < £ tengsizlik kelib chiqadi? Bu yerda

a) /(* ) = x2,x0 = 3,a = 9,s = 0,001;

b) x° = 3; a = \> E = 0,01;

c) f(x) =  cosx,x0 =  тг; a =  — 1 , e  = 0,001.

3-67. S ning qanday musbat qiymatlarida \x - 1| < S tengsizlikdan quyidagi 

tengsizlik kelib chiqadi? Bu yerda

a) \lgx\ < 2; b) |^х| < 1; с) \lgx\ < 0,1; d) \lgx\ < 0,01.

3-68. Har bir £ > 0 son uchun shunday S > 0 son ko'rsatinki, \x — 1| < S

tengsizlikdan — 21 < e tengsizlik kelib chiqsin.

Funksiyaning nuqtadagi limitining Geyne ta’rifidan foydalanib, limitni toping 

(69-72):

3-69. lim (4x + 3). 3-70. lim(x2 — 4x + 8).
*->-1 x-»2

3-71. lim Vl — x2. 3-72. lim
x -* -  x -* \f3 x  ~ 1 

Funksiyaning nuqtadagi limitining Koshi ta’rifidan foydalanib tenglikni 

isbotlang (73-76):

3-73. lim(3x — 2) = -2. 3-74. \im(-x + 4) = 3.
x->0 x-»l y

3-75. lim x2 = 9. 3-76. lim- = -.
x-*3  x-*S X 5

f(x) funksiyaning x0 nuqtada limiti mavjud emasligini isbotlang(77-78):

3-77. /(« ) = i  x0 = 0. 3-78 ./(*) = f “0ar ,*o  = 2.
x 0c, agar x < 2 bo Isa
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3-79. Hm/(x) limitning mavjudmasligini isbotlang:

a) f(x) = arcctg ~; b) /(x) = signsin I .

3-80. lim / (x) ni toping. Bu yerda /(x) =
ЛГ-+0

agarx = - (p,q) = 1,

0, x irratsional son

3-81. Koshi ta’rifidan foydalanib lim/(x) = 1 ekanligini isbotlang, bu
x-*x0

yerda /(x) = 2(* ^  + l,x0 = 1. Berilgan £ ga ko‘ra S ni toping: 1) = - ; 2) e =
д. —i  2

0,01.
Ko'rsatilgan nuqtadagi bir tomonli limitlami hisoblang(82-83):

3-82./(х) = [x],x0 = 2.

3-83 .f{x) =
—2, agar x < 1 bo'lsa,

^,agar x > 1 bo'lsa ' a^ °  ~~ ^ X° ~ 9'

5-§. Limitga ega bo‘lgan funksiyalaming xossalari

Aytaylik, y=f{x) funksiya X to'plamda aniqlangan va a son X  to'plamning 

limit nuqtasi bo'lsin.

3.49-xossa. Agar Пт /(x) = b limit mavjud bo'lib, b>p (b<q) bo'lsa, u holda

xeXning a ga yetarlicha yaqin qiymatlariday(jc)>p (f{x)<q) bo'ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, lim f(x) = b bo'lib, b>p bo'lsin. U holda s>0 sonni
x-*a

0<s<b-p tengsizlikni qanoatlantiradigan qilib tanlaymiz. Limit ta’rifiga ko'ra bu s>0 

uchun shunday S>0 son topilib, 0<|x-a|<J tengsizlikni qanoatlantiruvchi xe X larda 

\f{x)-b\<e bo'ladi. Bundan b-e<J{x)<b+e kelib chiqadi. Agar b-s>p tengsizlikni 

hisobga olsak, u holda>(x)>/? ni hosil qilamiz. ♦

3.50-xossa. Agar Urn /(x) = b limit mavjud bo'lib, b>0 (b<0) bo'lsa, u holda 

xeX ning a ga yetarlicha yaqin (x*a) qiymatlarida^x)>0 (Дх)<0) bo'ladi.

Isbot. 0 Yuqoridagi isbotda p = 0 deb olish yetarli. ♦
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3.51-xossa. Agar lim /(* ) = b limit mavjud bo'lsa, u holda xeX ning a ga
x-*a

yaqin (x^) qiymatlarida Дх) funksiya chegaralangan bo'ladi.

Isbot. 0 Limit ta’rifiga ko'ra e>0 son uchun, shunday bir <£>0 son topilib, xeX 

ning a-6 <x<a+ 6  tengsizlikni qanoatlantiruvchi, a dan farqli barcha qiymatlarida 

\f(x)-b\<e yoki b-e< f(x)<b+e bo'ladi. Demak, Дх) funksiya x ning (a-S,a+6 )\{a} 

to'plamdagi barcha qiymatlarida chegaralangan ekan. ♦

3.52-xossa. Agar a nuqtaning atrofidan olingan, a dan farqli barcha x 

nuqtalarda /(x ) < g(x) < <p(x) tengsizlik o'rinli va lim /(x ) = b va lim cp(x) =
x -»a x -*a

b lar mavjud bo'lib, lim /fx) = lim cp(x) = b bo'lsa, u holda limo(x) ham
x-*a x~>a x-*a

mavjud bo'ladi va lim g[x) = b munosabat o'rinli bo'ladi.

Isbot. 0 Shartga ko'ra НптДх)=6. U holda £X) uchun shunday £iX) topilib,
x - > a

0<1лг-дг|<6i tengsizlik o'rinli bo'ladigan barcha x larda b-e<J(x)<b+E bo'ladi. 

Shuningdek, lim(p(x)=/> bo'lganidan, shus>0 uchun бг>0 son topilib,
X-+U

0<|хчт|<52 tengsizlik o'rinli bo'ladigan barcha x larda b-e<q>(x)<b+E tengsizlik 

o'rinli bo'ladi.

Agar S=min {6 1,62} deb olsak, u holda 0<|.v-a|<J tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi barcha дг larda b-e^x^+e va b-£<(p(x)<b+e tengsizliklaming 

ikkalasi ham o'nnli bo'ladi.

Endi, y(x)<g(x)<(p(x) ekanini e’tiborga olsak, u holda oxirgi tengsizliklardan 

b-e<g(x)<b+£ kelib chiqadi. Demak, limg(x)=6. ♦
г-кг

3.53-xossa. Agar Дх) funksiya x-+a da limitga ega bo'lsa, u holda bu limit 

yagona bo'ladi.

Isbot 0 Ketma-ketliklar uchun aytilgan, xuddi shunga o'xshash xossa isboti 

kabi ko'rsatiladi. ♦
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1. Limitga ega boMgan funksiyalar ustida arifmetik amallar. Aytaylik, J(x) 

vag(x) funksiyalar X to‘plamda berilgan boMib, a nuqtaX to‘plamning limit nuqtasi 

bo‘lsin.

3.54-teorema. Agar_/(x) vag(x) funksiyalar a nuqtada limitga ega boMsa, u 

holda a) j{x) ± g(x), b)y{x}g(x), c) ( limg(x)^O) funksiyalaming har biri
gO ) *-»“

limitga ega bo‘ladi va а) Нт(Дх) ± g(x))= lim Дх) ± limg(x), b) lim(/(x}g(x))=
x - + a  x - * a  x —>a x ~ > a

.. f(x) lim /(x) 
итДх)-limg(x), c) lim--- = jlz>----formulalar o‘rinli.
x->a x-»e g(x) limg(x)

x—

Isbot. 0 Aytaylik, НтДх)=6 va limg(x)=c boMsin. U holda X to‘plamdagj
x - H t  X - * J

a yaqinlashuvchi ixtiyoriy {x„}, x /a  ketma-ketlik uchun НтДх„)=6, limg(x„)=c
n-vn n-+00

boMadi.

Bulardan lim^x„)tg(x„))=lim^(xn)±limg(xn)=Z>±c tenglik kelib chiqadi.
m—>or

Demak, Нт(Дхл) ± g(x„) )= lim/(x„) ± lim g(x„).
x - * a  x - * a  x - * a

Xuddi shu kabi qolgan formulalami ham isbotlash mumkin. ♦

3.55-natija. Agar J(x) funksiya a nuqtada limitga ega boMsa, u holda kf{x) 

funksiya ham limitga ega bo‘lib, Нт(АДх))=А:11ПтДх) boMadi. Bu yerda к biror
x-к? x->a

tayin, o‘zgarmas son.

Isbot. 0 54-teoremaning b) holida g(x)=& deb olsak, 

lim (kj(x)y= lim А:- НтДх)=А:НтДх) boMadi. ♦
x - * a  x ~ * a  x —>a x - t a

2. Murakkab funksiyaning limiti. Aytaylik, y=J{u) funksiya U to‘plamda 

berilgan va с son U to‘plamning limit nuqtasi, w=g(x) funksiya A'to‘plamda berilib, 

a son X to‘plamning limit nuqtasi va.E(g)aUboMsin. Shuningdek, a nuqtaning biror 

(a-5;a+5) atrofidagi barcha nuqtalarda g(x)*c boMsin. Bu holda X to'plamdaXg(x))

I
6-§. Limitga ega boMgan funksiyalar ustida amallar
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murakkab funksiya aniqlangan bo‘ladi. Bu murakkab funksiyaning limiti uchun 

quyidagi teorema o'rinli.

3.56-teorema. Agar Hmg(x)=c va limf(w)=Z> bo'lsa, u holda x->a da /fg(x))
ДГ-Х1 u->c ' '

murakkab funksiya ham limitga ega bo'lib, lirr^g(x))=6 bo'ladi.
Г-><2

Isbot. 0 Agar НтДм)=А bo'lsa, u holda ta’rifga ko'ra har bir e>0 son uchun
u—yc

shunday cr>0 son mavjud bo'lib, 0<|m-c|<ct tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 

ueU larda [Дг/)-6|<е bo'ladi. Shuningdek, limg(x)=c bo'lsa, yuqoridagi <r>0 son
X-Vn

uchun shunday 5>0 son mavjud bo'lib, 0<|x-a|<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

barcha x e X  larda |g(x)-c|<a bo'ladi. Demak, s>0 son uchun shunday 5>0 son 

mavjud bo'lib, 0<|x-a|<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xe X  larda |/(g(x))- 

b\<e bo'ladi. Bu esa, limXg(x))=fc ekanligini ifodalaydi. ♦
x —ta

3. Aniqmas ifodalar. Xuddi ketma-ketliklardagi kabi, ba’zan limitga ega 

bo'lgan funksiyalar ustida arifmetik amallar bajarish, ayrim aniqmasliklarga olib 

keladi. Quyida shunday hollami ko'rib o'tamiz.

Aytaylik, J(x) va g(x) funksiyalar X  to'plamda aniqlangan va a nuqta X 

to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

a) Agar x—>a da Лх)->0, g(x)-»0 bo'lsa, u holda ifoda « —»
g(x) 0

ko'rinishdagi aniqmaslik deyiladi.

f( \ 00
b) Agar x-+a da Дх)-хю, g(x)-*x bo'lsa, u holda ZH2. ifoda « —  »

g(x) oo

ko'rinishdagi aniqmaslik deyiladi.

c) x->a da f(x)-»0, g(x)—юс bo'lsa, u holda Дх)g(x) ko'paytma «О-оо» 

ko'rinishidagi aniqmaslik deyiladi.

d) x->a dâ (x)-H-oc (-oo), g(x)-»^x (+oo) bo'lsa, u holda 7(x)+g(x) yig'indi 

«оочс» ko'rinishidagi aniqmaslik deyiladi.

83



Shuningdek, «О0», «1®», «ос0» ko‘nnishidagi aniqmaslik lar ham uchraydi. 

Bunday amqmasliklami yechish davomida, misollar xaraktenga qarab turli usullar 

qoMlaniladi.

x' _  4
3.57-misol. lim------- ni hisoblang.

x —3x+ 2

Yechish. Ko‘rinib turibdiki, bu ifoda«^» ko‘rinishdagi aniqmaslikdan iborat.

.. * 2 - 4  (-*~2 )( jf+ 2 ) _  x + 2
lim —------ -lim 7--- — ----г- lim --- --4.

r - 3 x + 2  (x - 2 ) (x - l)  1,2 x -  1

3.58-misol. lim-■■■-■ ̂ л'~ - limitni hisoblang.
2jc3 +1

00 f t  
Yechish. Bu ifoda « — » ko‘rinishdagi aniqmaslik ekani ravshan.

QO

з x3fl + 4--4-l i
x +2x — \ I, x x )_}_ 

lim --- г---- -lim- 4 . 7 ~ _
*-**■> 2x +1 *-*« ( 2 + '

Mashq va masalalar

3-84 Ushbu tasdiqni isbotlang. Agar a nuqtaning atrofidan olingan, a dan 

farqli barchax nuqtalarda f(x ) > b tengsizlik o‘rinli va lim /(x) mavjud bo‘lsa, u
x-*a

holda lim /(x) > b boMadi. (Bu tasdiq tengsizlikda limitga o’tish haqidagi teorema
x-+a

deb ataladi ).

S ar+ l

Limitlami toping (85-106):

3-85. lim (5x2 + 2x — 1) 3-86. lim ■
x->—2 J *-цх3-2х+3

3-87. lim 3-88. lim ̂
x-*0  x 2- x  x-+3 2x +8

i * x 2- 6 x + 5  4 х 3- З х г +х
3-89. lim—---- 3-90. lim-----

x - » 5  x 2- 2 S  x —*0 2x

-  Л , 1 . X 3+ x+ 2  л л  2 x 2- x —t
3-91. hm —-—  3-92. lim — 7——

X->_1 x +1 x̂ ~~6x +5x+/}
2

.  . .  x 3- x 2+ 3 x - 3  _ _ . x 2+7x +6
3-93. lim . ■■---  3-94. lim

x - * l2 x 3- 2 x 2+ x - l  ' 6 x 3 + 6 x 2 + 3 ;t+ 1 8
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3-95. lim

3-97. lim

3-99. lim
JC-+0

v'x+25-5 

x-+0 x2+2x

У2Х+3-3 
x->3 Vx-2-1

Ve—x—2

3-96. lim
x2-2x

3-98. lim

JC->2 Vat2+6*-4 

sfY—x—i

3-101. lim

X

х+5хг-х3 

X~*oo 2x 3- x 2+7x

x3+x

3-100. lim

x-*l VS—x—2 

X 2 — 16

3-102. lim

ДГ-+4 V s=j?-3V5=3 

1-3*2

X—*oo X 2 + 7x~2

3-103. lim .
X~*oo X * - 3 X 2 +1

3-105. lim (Vx2 + 4 - x)
ДГ—*+oo y

3-104. lim
x s-2x

x-юо2x3+x2+l

3-106. lim (4 — -x)
X -+00 \x 2—3 /

3-107. Ushbu tasdiqni isbotlang. agar lim fk(x),k = l,n  mavjud bo'lsa, u

holda

a) Hm(/j(x) + ••• + /„(*)) = Jim fx(x) + •■•+ lim /„(*);
дг-*а x—*a

^  ’ "■ ’ = iSj/iC*) ‘ - ’ Hjj/nC*)

formulalar o‘rinli.

3-108. Aytaylik lim /(*) = a va lim g(t) = x0 bo'lsin. lim f(g(t)) =
x xo t-*t0 t_»tn;

a kelib chiqadimi? Javobingizni asoslang.

7-§. Ba’zi bir ajoyib limitlar

Limitlami hisoblashga doir mashqlarda ba’zi bir ifodalaming limiti ko‘p 

marta uchraydi. Shuning uchun ulami alohida ko‘rib chiqamiz.

s in  X
3.59-teorema Ushbu lim---=1 tenglik o'rinli

x_>0 X
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19-rasm

Isbot. 0 Ma’lumki, 0<x< — tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x larda

sinx<x<tgx qo‘sh tengsizlik o‘rinli (19-rasm). Shuningdek, sinx>0 boMgani uchun

x 1 sinx
bu tengsizlikni sinx ga bo‘lsak, 1<---<---- hosil boiadi. Bundan cosx<---

sinx cosx x

<1 kelib chiqadi. Uni (-1) ga ko‘paytirib, 1 ni qo‘shsak, 0<l-^^<l-cosx

tengsizlikka kelamiz. Endi, , cosx juft funksiyalar boMgani uchun bu tengsizlik

x ni -x bilan almashtirganda ham o‘zgarmaydi. Shu sababli, oxirgi tengsizlik 0 dan 

farqli barcha x € larda o‘rinli. Qolaversa, 0 < x < j  boMgan x larda 1-

cosx=2sin2 — <2|sin —1<2| — |=|x boMadi. Bulardan, |l-^^|<|x| tengsizlik hosil
2 2 2 x

boMadi. Bundan x -> 0 da 1 ----- * 0, ya’ni lim-- =1 kelib chiqadi. ♦
X X

Odatda bu tenglik birinchi ajoyib limit deb yuritiladi.

3.60-natija. Quyidagi tengliklar o‘rinli:



Isbot. 0 a) lim-1— = lim--- -
x->U % х->0

cos — + sin —  cos — sin

2 sin2 —
= lim- 2 _  1

2 4

= —lim 
2

sin — 
___2

x

v 2 у

smx

b) lim .. . .. sin л: , , , 
lim----lim--- = 11 = 1>

x̂ ° x ^  x x_>flCOSX X J ^cosx  *-*0 X

3.61-teorema. Ushbu lim^l + — j  =e tenglik o‘rinli.

Isbot. 0 Awal lim ^1h— ^ =e ekanligini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, {**} ketma-ketlik +oo ga intiluvchi ixtiyoriy ketma-ketlik boMsin. 

^  holda, barcha к lar uchun лг*>1 deb qarash mumkin. Endi, xk ning

butun qismini nk orqali belgilaylik, ya’ni Пк=[хк]. Shunday qilib,

\  ̂ 1 Г n jj

l| 1 + ^ ^etma"ketlik ||i + A jjj ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi 

boMadi. Endi, nk<, x n < nk+1 dan

1 1 . 1< — < — va 1 +
nb +1

< 1 + — < 1 +

fij- +1

tengsizliklar kelib chiqadi. Shu sababli,

lim
г —►-ко

lim

1 +
1

1 +

nk +1 

1

= lim

= lim

1 +
1

ЧЯЦ+1 ,

Y4

1 +  -
Пt у

Пк + l у
f=e.

1 + — 
n,
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boMadi va oraliq ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga asosan 

limX —►+0C
V

Agar oxirgi tenglikda x=-y almashtirish bajarsak, u holda x->-oo da >->+oo

1 н—  ~e kelib chiqadi. Demak, lim 1 + — = e.
x. x

boMadi va j l + — j =^1-—j = j  =j\ + — j munosabatlargako‘ra

lim I 1 + - I = lim i +. 1
V

y - 1
= lim

У - + + OC'

y—l

У-IJ  к у-1
-e kelib

chiqadi. Demak, lim I 1 + — I =e.

Isbotlangan bu ikki tenglikdan liml 1 + — ) -e boMadi. ♦

Oxirgi tenglikdan 1 ^0  + y )v ~e ekanligini keltirib chiqarish mumkin.

1 t ~ 
Haqiqatan, x=— almashtirish kiritsak, y-+0 da x-*x> boMib, lim(l + y)r =

у  v-»0v

limf 1 + — | = e kelib chiqadi. 
x )

Murakkab funksiyaning limiti haqidagi teorema yordamida quyidagi 

tengliklami keltirib chiqarish mumkin:

.. logQ(1 -+-л:) 1 ln(l + x) , . ..
3.62-natija lim------- = ---, xususan lim----- = 1 tenglik о nnli.

X  lna X

Isbot. 0 lim + — = limlog (1 + x)* = log e = ——
x-м x *-*o ‘ ‘ lna

3.63-natija. limq = Ina, xususan lime = 1 tenglik o‘nnli.
x - * 0  x * - *  X

Isbot. 0 Agary^-l desak, u holda a*=l+y yoki x=loga(l+y) boMib, x->0 da

.. ax -1 v . 
y—»0 boMadi. Demak, lim----= lim--- 1----= lna>

Jr->0 Д- y->0 logQ(l + y) 
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(l + xV'-l
3.64-natija. lim------- =// tenglik o'rinli

x-M) x

Isbot. 0 Agary=(l+jc)>l-l desak, u holda (l+x>‘=l+>> yoki |iln(l+x)=ln(l+y) 

bo'lib, x—>0 day—»0 bo'ladi. Demak,

0 + * r - ilim
x->0

ж-ЛХ x-*C X - l n ( l  +  y )  ^ { l n ( l  +  y )  JC J И ' 

1 — cos 4x
3.65-misoI. lim------ limitni hisoblang

x~*° xsin2x

Yechish. lim— -°s4x iim? sm' 2x = 2 = 4
x-*° xsin2x *-*o xsin2x x-*o 2x

3.66-misol limitni hisoblang.

Yechish. lim

lim
X—КО

f .

i + 1
X + l

( x + 2 Nf-
[x + l ,

Jl
3

•(V,\ x+l

x+l

- 3

= e~-l = e3.

3.67-misol. lim- 1 2x — limitni hisoblang
«-*> 2x 6

Yechish. 64-natijaga ko'ra

<У1-2х-1_ 1 О " 2*)" ~1 ( 1Л 1 1 2
hm--------lim (-2) = —. — .(-2)=- —
x~*° 3x 3 «-л -2x 3 n  3n

8-§. Funksiyalaming limitga ega bo'lish shartlari

1. Monoton funksiyaning limiti. Aytaylik, y=/jc) funksiyaX  to'plamda 

berilgan va a nuqta shu to'plamning limit nuqtasi bo'lib, barcha xe X  lar uchun jc<a 

bo'lsin.
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3.68-teorema. Agar y=J{x) funksiya X  to‘plamda o'suvchi va yuqoridan 

chegaralangan boMsa, u holda u a nuqtada limitga ega, agar yuqoridan 

chegaralanmagan boMsa, uning limiti +00 bo'ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, у=Дх) funksiya X to'plamda yuqoridan chegaralangan 

boMsin, ya’ni {Дх) : xeX } to'plam yuqoridan chegaralangan. Bizga ma’lumki, bu 

to'plam aniq yuqori chegaraga ega. Uni b orqali belgilaylik: Z>=sup{/(x): xeX). Endi, 

b son^.v) funksiyaning x-*a dagi limiti bo'lishini ko'rsatamiz.

Aniq yuqori chegara ta’rifiga ko'ra, barcha x g X  lar uchun J[x)<b va ixtiyoriy 

e > 0 uchun biror x' E X topilib, f(x') > b — s bo'ladi. Berilishiga ko'ra j{x) 

funksiya o'suvchi. Ya’ni, barcha x' < x larda f(x') < f{x) bo'ladi. Bundan 

b — e < f(x) < b < b + e tengsizlikni hosil qilamiz. Agar 5 = a — x' deb olsak, u 

holda 0<\x — a\ < S tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x larda b — e<  

f(x )< b + s  tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Demak, ta’rifga binoan, lim ĵc)=&.
x ~ > a

Endi, Aytaylik, Дх) funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo'lsin. U holda 

qanday ДХ) katta son olmaylik, shunday x' E X mavjud bo'lib, /(* ')  > A bo'ladi. 

Дх) funksiya o'suvchi boMganligi uchun x > x' tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

barcha x E X larda ham f(x ) > A tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, НтДдг)=+оо. ♦

Aytaylik, y=fix) funksiya X  to'plamda kamayuvchi va a nuqta A" to'plamning 

limit nuqtasi bo'lib, barcha x 6 X lar uchun x < a bo'lsin.

3.69-teorema. Agar y=J(x) funksiya X  to'plamda kamayuvchi va quyidan 

chegaralangan bo'lsa, u holda u a nuqtada limitga ega, agar quyidan 

chegaralanmagan bo'lsa, uning limiti -00 bo'ladi.

Isbot. 0 Bu teorema ham yuqoridagi kabi isbotlanadi (3-124-masala). ♦

2. Funksiya limitga ega boMishi uchun zaruriy va yetarli shart.

Aytaylik, y=J{x) funksiyaX to'plamda berilgan vaanuqtaXta'plamning limit 

nuqtasi bo'lsin.
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3.70-teorema (Koshi alomati). lim^jc) mavjud boMishi uchun, ixtiyoriy eX)

songa mos shunday 8> 0 son mavjud boMib, 0 < \x' — a\ < 6, 0 < \x" — a\ < 6 

tengsizliklami qanoatlantiruvchi barcha x', x" £ X larda \f(x') — f(x")\ < e 

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli 

Isbot ([I], 143-bet; [7J, 89-bet).

9-§. Cheksiz kichik funksiyalar va ularni taqqoslash

1. Cheksiz kichik funksiyalaming xossalari. Aytaylik, >^(x) funksiya X  

to‘plamda berilgan va a nuqtaArto‘plamnmg limit nuqtasi boMsin.

3.71-ta’rif. Agar lima(x)=0 boMsa, u holda a(x) funksiya x—>a da cheksiz
x - * a  ^

kichikJunksiya deyiladi.

Cheksiz kichik funksiyalami qisqacha, cheksiz kichik deyiladi.

Masalan, funksiya *->0 da cheksiz kichik, /?(*) = x2 - 4

funksiya x->2 da cheksiz kichik.

Cheksiz kichik funksiyalar ham cheksiz kichik ketma-ketliklardagiga 

o‘xshash quyidagi xossalarga ega.

3.72-xossa. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalaming yigMndisi cheksiz 

kichik funksiya boMadi.

3.73-xossa. Cheksiz kichik funksiya va chegaralangan funksiya ko‘paytmasi 

cheksiz kichik funksiya boMadi.

3.74-misoI. Ushbu f(x) = * 2sin^ funksiyaning x -* 0 da cheksiz kichik 

funksiya ekanligini ko'rsating.

Yechish. Berilgan funksiyani a(x) = x2 va g(x) =sin^ funksiyalaming 

ko'paytmasi ko‘rinishda yozish mumkin. x -> 0 da a(x) = x2 cheksiz kichik 

funksiya ekanligi ravshan. g(x) = sin^ funksiya aniqlanish sohasida

chegaralangan: |sin-| < 1. U holda yuqorida isbotlangan xossaga ko‘ra fix) =

9 . 1
x sin - funksiya x -* 0 da cheksiz kichik funksiya boMadi.
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2. Cheksiz kichiklarni taqqoslash. Aytaylik, o c ( jc )  vaP(x) lar x->a da 

cheksiz kichik bo'lsin.

3.75-ta’rif. Agar, lim limit mavjud va сф 0 bo'lsa, u holda а ( jc )  va p(x)
r-“* fi{x)

cheksiz kichiklar, x->a da birxil tartibli deyiladi.

3.76-ta’rif. Agar lima ^  =1 bo'lsa, u holda a(x) va P ( jc)  cheksiz kichiklar
*-+a P(x)

x-»a da ekvivalent deyiladi. Bu hoi a~p ko'rinishida yoziladi.

3.77-ta’rif. Agar ijm£ii£l =0 bo'lsa, u holda a (x) cheksiz kichik, x - h i da P(x)
x~*a J3{x )

cheksiz kichikka nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik deyiladi.

Buhol a(x) = o(/?(x)) kabi belgilanadi.

3.78-misol. x->0 da ot(jc)=sinx, p(x)=v funksiyalar ekvivalent cheksiz 

kichiklar ekanligini ko'rsating.

Yechish. Haqiqatdan, l im ^ ^ =  1. Demak, 3.76-ta’rifga ko'ra sinx~x.
r-rf> X

3.79-misol. x-»0 da l-cos2x funksiya x ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz 

kichik bo'lishini ko'rsating.

Yechish. 3.77-ta’rifni bajarilishini ko'rsatish yetarli.

Hm = lim = 2 lim ̂  ■ l.msm * = 0 . Bundan l-cos2*
r —>0 x  x—*0 %  x-*0 x  x—>0

funksiya x ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik. Demak, 1 — cosx = o(x).

3.80-misoI. x-»0 da a(x)=Vl +x -1 va P(x)=x lar bir xil tartibli cheksiz 

kichiklar ekanini isbotlang.

Yechish. 3.75-ta’rifriing bajarilishini ko'rsatish yetarli.

.. Vl + x- l F - l ) - F  + l) .. л: 1
lim------ = lim------. — г----= lim— ■ — - = —.
* -* 0  *  x-40 x-y-Jl  +  JC +  l j  X~*° X-[y/l +  X  +  \j 2

demak, berilgan cheksiz kichiklar bir xil tartibli ekan.

3. Ekvivalent cheksiz kichiklar yordamida limitlarni topish.
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3.81-teorema. Agar x-+a da а(хНи(х) va P(xH3,(x) bo'lib, lim ^
x-+a /?i(x)

mavjud bo'lsa, u holda lim ham mavjud bo'lib, lim ̂ 2  = lim2^  tenglik
x->ap(x) x-*aP(x) x-*a Pi(x) b

o'rinli bo'ladi.

Isbot 0 lim ̂  = lim = ljm Щ .. ]im _
x-+aP(x) x x-^a /?(*) pL(x) ~

lim ♦
x->a f t W

3.82-misol. lim--C°s3'Y limitini toping
xsmx

Yechish. l-cos3x=2sin2 — 2 (̂— J . Shuningdek, x~sinx dan xsinx-x2

9x2

kelib chiqadi. Demak, ljm l~-cos3x = i,m_2_ _  £  
x~*° xsinx *-*> x2 2

, S1 . , (3x2 + 4xs + x6Y . .
J.oJ-misol. hm---limitni toping

Vx8 + 4x10

Yechish. 0 x 4 4 x 4 x ^ 3 ^ 2 1 ^ ,  ^ х '+ 4x'° ~ J7  = x‘ munosabatlarga

. . (3xJ +4x'+ *'•)'' 27Xй
b r a  hm --=lim~~~ = hm 27*3 = 0 .

x-*° *JX* + 4д-'° *->o x

Mashq va masalalar

Limitlami toping (109-116):

3-109. l im ^ 4 ^  3.Ц 0 l im i£ i i

3-111 Й 2  1Z7?Z З' т - *  ■ ctg x.

3-113. lim ~-9 2x 3-114 lim £££i£l££fi£
x->0 X-*0

3-115. l i m— 3-116 lim—-2*
ж $ Ш  '  х Ц * 9  4ДГ

Limitlami toping (117-125):



3-125. 3.69-teoremani isbotlang.



IV BOB. UZLUKSIZ FUNKSIYALAR

l-§. Funksiyaning nuqtada uzluksizligi, nuqtada uzluksiz funksiyalaming 

xossalari

Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi matematik analizning asosiy 

tushunchalaridan bin bo'lib, u funksiya limiti tushunchasi bilan bevosita bog‘liq.

4.1-ta’rif Agar Urn/(*)=/(<?) boMsa, / (x )  funksiya X-a nuqtada 

uzluksiz deyiladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, / ( x )  funksiya X-a nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun 

quyidagi shartlar bajarilishi kerak: 1) / ( x )  funksiya X = a nuqtada aniqlangan; 2) 

lim/(x) mavjud; 3) lim f{x) = f{a).

Funksiyaning nuqtada uzluksizligiga Geyne, Koshi ta’riflarini ham berish 

mumkin (1, 3-masalalar).

4.2-misol. У — f{x) funksiyani X-a nuqtadauzluksizlikkatekshiring:

a) f i x )  = x: - 5, a = 2; b) /(*) = [ x ] ,  a = 2; c )/(*) = [*], = 2,5. 
Yechish. a) funksiya a- 2 nuqtada aniqlangan va / ( 2)=- l;

= lim(x — 5) = 4—5 = — 1 mavjud va lim/(x) = /(2 ). Demak, funksiya 

a = 2 nuqtada uzluksiz.

b) funksiya a-2 nuqtada aniqlangan v a /2)=2; lim/(jc) = lim[x] mavjud
x - * l  '  y  x -*2

emas, chunki /(.r-0) = lim [x]= 1, / (x  + 0) = lim [.r] = 2. Demak, funksiya a = 2
*-►2-0 ' x-»2+0

nuqtada uzilishga ega.

c) funksiya a=2,5 nuqtada aniqlangan va/(2)=[2,5]=2; lim / (* )  = lim[x] = 2
x-»2,5 '  r-»2,5

mavjud va = f ( 2). Demak, funksiyaa=2,5 nuqtada uzluksiz.
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Limitga ega bo‘lgan funksiyalaming xossalariga kabi uzluksiz funksiyalar 

ham quyidagi xossalarga ega.

4.3-teorer.a, Aytaylik Дх) va g(x) funksiyalar X oraliqda aniqlangan va 

a& X nuqtada uzluksiz bo'lsin. U holda

1) Cl nuqtaning (a — S, a + 5), 6 > 0 atrofi mavjud bo'lib, bunda f(x ) 

funksiya chegaralangan bo'ladi;

2) agar/(a) > 0,/(a ) < 0 bo'lsa, Cl nuqtaning (a — 6, a + 5), <5 > 0 atrofi 

mavjud bo'lib, bu atrofdan olingan ixtiyoriy X uchun /(x) > 0,/(x) < 0 bo'ladi.

3) У = /(*) + g(x) va у = f(x) — g(x) funksiyalar Cl nuqtada uzluksiz 

bo'ladi;

4) у = f(x) ■ g(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo'ladi;

5) agar у = g(_x) funksiya a nuqtada nolga teng bo'lmasa, u holda у = 

f(x)/g(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo'ladi.

Isbot. (4-5-masala)

4.5-teorema. Agar/(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz, g(u) funksiya u0 = 

f(x0) nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda g(f(x)) funksiya x0 nuqtada uzluksiz 

bo'ladi, ya'ni lim g(/(*)) = g(lim /(x)) = g(/(x0)).

Isbot. (4-7-masala)

4.6-misol. y = yjx2 + 1 funksiyani x = 0 nuqtada uzluksizlikka tekshiring. 

Yechish. y = \lx2 +1 funksiyani u-x1 +1, y = ̂ Ju funksiyalardan tuzilgan

murakkab funksiya deb qaraymiz. U = X +1 funksiya x = 0 nuqtada, у = 'Jti 

funksiya и = 1 nuqtada uzluksiz. Demak murakkab funksiyaning uzluksizligi 

haqidagi teoremaga ko'ra v = y/x2 +1 funksiyani x = 0 nuqtada uzluksiz bo'ladi.

4.7-ta’rif. Aytaylik /(x) funksiya X oraliqda aniqlangan va ore A'bo'lsin. 

Agar f(a  + 0)= lim /(x) = f{a) (J\a-0)= lim /(x) = /(a)) bo'lsa, У~]{х)
x-va+O x-m-0

funksiya Cl nuqtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.
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4.8-misoI y = x3 funksiyaning ixtiyoriy x0€ R nuqtada о‘ngdan va chapdan 

uzluksiz ekanligini koMsating.

Yechish. lim^x3 = lim^x3 = x\, demak y = x3 funksiyaning ixtiyoriy

x0e R nuqtada o‘ngdan va chapdan uzluksiz.

Г, 2x, x > 0,
4.9-misol. у = -Г л funksiyani x=0 nuqtada uzluksizlikka

[3 + x, x<0

tekshiring.

Yechish. Funksiyaning x = 0 nuqtadagi qiymatini, o‘ng va chap limitlarini 

hisoblaymiz: ^(0) = 0, lim у = lim (3 + x) = 3, lim у = lim (2x) = 0 . Bundan
*->0-0 x—*0—0 x—*0+0 x—>0+0

y (0 + 0) = y(0),y (0 — 0) Ф y(0), demak berilgan funksiya x = 0 nuqtada 

o‘ngdan uzluksiz, chapdan uzilishga ega.

4.10-misol. у = signx funksiyani x = 0 nuqtada uzluksizlikka tekshiring. 

Yechish. Funksiyaning * = 0 nuqtadagi qiymatini, o‘ng va chap limitlarini

hisoblaymiz: y(0) = 0, lim у = (- 1) = - 1, lim у = 1 = 1. Bundan y(0 +
ДГ-+0—0 x-*0+0

0) Ф y(0),y (0 — 0) Ф y(0), demak berilgan funksiya x = 0 nuqtada o‘ngdan ham, 

chapdan ham uzilishga ega.

4.11-teorema. Aytaylik f(x ) funksiya X  oraliqda aniqlangan va x0 6 X 

boMsin. f(x) funksiya x = x0 nuqtada uzluksiz boMishi uchun uning shu nuqtada 

chapdan va o‘ngdan uzluksiz boMishi zarur va yetarli.

Isbot. (4-13-masala)

4.12-ta’rif. X oraliqning har bir nuqtasida uzluksiz boMgan f{x) funksiya X 

oraliqda uzluksiz deyiladi. Agar /(x) funksiya (a,b) oraliqda uzluksiz, a  nuqtada 

o‘ngdan, b nuqtada chapdan uzluksiz boMsa, u [a,b] kesmada uzluksiz deyiladi.

COS X
4.13-misol У = —7—--- 7 funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

x + 3x — 4

Yechish. Berilgan funksiya x= l va x=-4 nuqtalardan boshqa barcha 

nuqtalarda aniqlangan. Bu funksiyaning aniqlanish sohasining har bir nuqtasida 

uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz. Haqiqatan ham, у = cosx va y = x: +3x-4
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funksiyalar sonlar o'qining har bir nuqtasida uzluksiz va y = x2 + 3x- 4 funksiya 

x= 1 va x=-4 nuqtalardan boshqa barcha nuqtalarda noldan farqli. Shu sababli 1- 

teoremaning 6-bandiga ko‘ra funksiya x = l va x = -4 nuqtalardan boshqa barcha 

nuqtalarda uzluksiz boMadi. Demak u (—oo, —4) U (—4,1) U (1,+oo) to'plamda 

uzluksiz bo'ladi.

4.14-misol a) Prl(x) = a(Jxn + a]x"~' +... + arf_lx + an ko‘phad funksiya, b) 

v- W  ratsional funksiya aniqlanish sohasining har bir nuqtasida uzluksiz
' QJx)
ekanligini isbotlang.

Yechish. MaMumki, ko'phad funksiya to‘g‘ri chiziqning har bir nuqtasida 

aniqlangan ratsional funksiya esa mahraj noldan farqli bo'lgan barcha nuqtalarda 

aniqlangan Ravshanki, f(x) = С va g(x) — x funksiya to‘g‘ri chiziqning ixtiyoriy 

nuqtasida uzluksiz. 4.3-teoremaning 3 va 4 bandlariga ko‘ra ko‘phad funksiya

to‘g‘ri chiziqning har bir nuqtasida uzluksiz bo‘ladi. V = ratsional funksiya
a w

to‘g‘ri chiziqning noldan farqli boMgan barcha nuqtalarida aniqlangan.

Demak, ko‘phad va ratsional funksiyalar o'zlarining aniqlanish sohalarida uzluksiz 

boMadi.

4.15-misoI. /(x) = funksiyaning [3,5] kesmada uzluksiz ekanligini 

isbotlang.

Yechish. g(x) - x — 2 funksiya sonlar o‘qida aniqlangan, uzluksiz, xususan 

[3,5] kesmada ham uzluksiz. Bu funksiya [3,5] kesmada nol qiymat qabul qilmaydi 

Bundan f{x) = funksiya ham [3,5] kesmada uzluksiz.

2-§. Funksiyaning uzilish nuqtalari va ularining klassifikatsiyasi

Aytaylik X oraliqda aniqlangan /(x) funksiya va x = a nuqta berilgan 

boMsin. Bunda X = a nuqta X oraliqga tegishli boMishi ham, boMmasligi ham 

mumkin.
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4.16-ta’rif. Agar x - a nuqtada limf{x) = /(a) tenglik olrinli bo'lmasa, u 

holda x = a nuqta f(x) funksiyaning uzilish nuqtasi deyiladi.

20-25-rasmlarda x = a nuqta uzilish nuqtasi bo‘ladigan / ( * )  

funksiyalaming grafiklari keltirilgan.

20-rasm 21-rasm



24-rasm 2 5-rasm

Aytaylik /(* ) funksiya X to'plamda aniqlangan va x0 6 X bo'lsin.

4.17-ta’rif. Agar x0 nuqta f(x ) funksiyaning uzilish nuqtasi, f(x0 — 0) va 

f(x0 + 0) bir tomonli limitlar chekli bo'lsa, u holda x0 nuqta funksiyaning birinchi 

tur uzilish nuqtasi deyiladi.

Bunda ikki hoi yuz berishi mumkin:

a) / (* о ~ ~ f (xо + 0), ya’ni bir tomonli limitlar teng. Bu holda Дх) 

funksiya bartara f  qilish mumkin bo'lgan uzilishga ega deb ataladi. Buning uchun 

f(x0) = lim f(x) deb olish kifoya
x-*x0

[ 2x-3, x=£l bo’lsa,
4.18-misol дх)Н funksiyani x=l nuqtada uzluksizlikka

[2, x= 1 bo'lsa

tekshiring.

Yechish. x=l nuqtada funksiyaning chap va o'ng tomonli limitlarini 

hisoblaymiz. x=l nuqtaning chap va o'ng tomonida /(x) = 2x-3 bo'lganligi 

sababli lim Дх)= lim (2x-3)=-l bo'ladi. Demak, 1 1 +0), ammo
x—>1±0 r —*1±0

lim/(x) = - l*2  = /(1) bo'lgani uchun, x=l nuqta funksiyaning bartaraf qilish
X - ¥ \

mumkin bo'lgan uzilish nuqtasi ekan. Agar f(l)=l deb olsak, funksiya x=l nuqtada 

uzluksiz bo'lib qoladi.

b) f(x0 — 0 )Ф f(x0 + 0), ya’ni bir tomonli limitlar teng bo'lmasa, u holda 

.Дх) funksiya x0 nuqtada sakrashga ega deyiladi. Ushbu d = |/(x0 -I- 0) — f(x0 — 

0)| son sakrash kattaligi deyiladi.

* .  , „ ч ( agar x < 0 bo’lsa, . , . .
4.19-misoI J\x)= < funksiyani x=l nuqtada

[2x+l, agarx>0 bo'lsa

uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Funksiyaning x=0 nuqtadagi chap va o'ng tomonli limitlarini 

hisoblaymiz:/0-0)= lim х^О.ДО+О^ lim (3x+l)=l va _Д°-°)*Д0+0).
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Demak, funksiya x=\ nuqtada sakrashga ega, sakrash kattaligi t/=|l-0|=l 

bo‘ladi.

4.20-ta’rif. Agar/(x0 — 0) va f(x0 + 0) birtomonli Iimitlaming kamida bin 

mavjud bo’lmasa yoki cheksiz boMsa, u holda x0 nuqta funksiyaning ikkinchi tur 

uzilish nuqtasi deyiladi.

4.21-misoI.y{x)=— funksiyani x=l nuqtada uzluksizlikka tekshiring. 
x — \

Yechish. Bu funksiya uchun У(1-0)= lim —-— =чхз, ^1+0)= lim---=+oo.
r-M -o jf- i 1

Demak, *=1 nuqta berilgan funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtasi ekan.

4.22-misoI. Sonlar o‘qi, (-oc;+oc) da berilgan v=/)(*) Dirixle funksiyasi uchun 

x0=2 uning uzilish nuqtasi ekanligini kobrsating.

Yechish. Irratsional sonlaming 2 ga intiluvchi {*„} ketma-ketligini olsak, 

D{xn)-0 boiib, D(x„)->0 bo‘ladi. Agar ratsional sonlaming 2 ga intiluvchi {x̂ } 

ketma-ketligini olsak, D(x^,)=1 boMib, D(x„)~»l boMadi. Demak, x0 = 2 nuqtada 

limiti mavjudmasligini, ya’ni uzilishga ega ekanligini ko‘rsatadi. Yuqorida 

tanlangan ketma-ketlik hadlarini 2 dan kichik deb qarashimiz mumkin, bundan D(2- 

0) ning mavjudmasligi, demak x0 = 2 Dirixle funksiyasining ikkinchi tur uzilish 

nuqtasi ekanligi kelib chiqadi.

Shu usul bilan D(x) funksiyaning ixtiyoriy x^. (-oo;-Hx>) nuqtada uzilishga ega 

ekanligini ko‘rsatish mumkin (4-23-masala).

Mashq va masalalar

4-1. Funksiyaning nuqtadagi uzluksizligining Geyne ta’rifini ayting.

4-2. f{x) = ~  funksiyaning x = 2 nuqtada uzluksizligini Geyne ta’rifidan 

foydalanib isbotlang.

4-3. Funksiyaning nuqtadagi uzluksizligining Koshi ta’rifini ayting.

4-4. /(ж) = 2x — 1 funksiyaning x ~ — 1 nuqtada uzluksizligini Koshi 

ta’rifidan foydalanib isbotlang.

4-5. 4.3-teoremani isbotlang.
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4-6. Agar/{x) funksiya xa nuqtada uzluksiz va J{x0)>p (mos ravish da Лх0)<ц) 

boMsa, u holda xQ nuqtaning biror atrofidagi barcha nuqtalarday{jc)>/? (mos ravishda 

Ax)<q) boiadi.

4-7. Murakkab funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremani isbotlang.

4-10. Ta’rifdan foydalanib, /(x) funksiyaning har bir x0 e R nuqtada 

uzluksiz ekanligini isbotlang.

a)f(x) = c; b)/(x) = x; c)/(x) = x3;d)/(x) = 4x2 - 5x + 2.

4-11. Ushbu

f ( ) ~  (*' a9ar x <1  bo'lsa,
12, agar x > 1 bo'lsa

funksiyaning x0 = 1, uzluksiz emasligini, ammo bu nuqtada chapdan uzluksiz

ekanligini ko‘rsating. f(x ) funksiya grafigini chizing.

4-12. Ushbu

funksiyaning x0 = 2, uzluksiz emasligini, ammo bu nuqtada o‘ngdan uzluksiz 

ekanligini ko‘rsating. f(x) funksiya grafigini chizing.

4-13. 4.11-teoremani isbotlang.

4-14. f{x) funksiyani uzluksizlikka tekshiring, grafigini chizing. Uzilish 

nuqtalarida sakrashni hisoblang.

4-8. fix) = funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

4-9. fix) =
sin -, agar x Ф 0 bo'lsa, 

. 1, agar x = 0 bo'lsa
funksiyani uzluksizlikka

tekshiring.

—x - 3, agar x < -2 bo'lsa, 

x2 - 4, agar x > —2 bo'lsa

a) fix) — agar — 2 < x < 2 bo'lsa,

2, agar x > 2 bo'lsa.

2, agar x < —2 bo'lsa,
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4-15. f(x) funksiyani x0 nuqtada uzluksizlikka tekshiring:

2) fix ) = a rc tg ^ ,x 0 = 1; б) Дх) = x0 = 3

4-16. Uzluksiz funksiyaning xossalaridan foydalanib, /(x) funksiyaning 

( —oo: + oo) oraliqda uzluksiz ekanligini isbotlang:

a) fix) = 4x5 -  ̂  + 2. b) fix) = Sx +

c) f ( x) — sinSx — еЪх~г. d)/(x) = Vx — 2 + cos2 4x.

4-17. fix) = л/х funksiyaning x0 > 0 nuqtada uzluksiz, x0 = 0 nuqtada 

o'ngdan uzluksiz ekanligini isbotlang.

4-18 Agar fix) funksiya x0 nuqtada uzluksiz, gix) funksiya x0 nuqtada 

uzlilishga ega bo'lsa, u holda fix) + gix) funksiya x0 nuqtada uzlilishga ega 

boiadi. Isbotlang.

4-19. x0 nuqtada uzilishga ega bo'lgan shunday fix), gix) funksiyalarga 

misol keltirinki, 1) ulaming yig'indisi x0 nuqtada uzilishga ega bo'lsin; 2) ulaming 

yig'indisi x0 nuqtada uzluksiz bo'lsin.

4-20. x0 nuqtada uzluksiz fix), uzilishga ega bo'lgan gix) funksiyalarga 

misol keltirinki, 1) ulaming ko'paytmasi x0 nuqtada uzilishga ega bo'lsin; 2) 

ulaming ko'paytmasi x0 nuqtada uzluksiz bo'lsin.

4-21. Agar fix) uzluksiz funksiya bo'lsa, u holda fi\x\) va |/(x)| 

funksiyalar ham uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

4-22. fix) funksiya X oraliqda uzluksiz bo'lsa, u holda 

яч f rv4 _  (Я*), agar fix) > 0,
am W -  ( 0 agar fix) < o.

b) /_(*) = | ^  ^agar^fix) < 0 funksiyalar ham X oraliqda uzluksiz 

bo'ladi. Isbotlang.

4-23. Dirixle funksiyasining har bir nuqtada uzilishga ega ekanligini 

isbotlang.
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(0, agar х irratsional bo'lsa,
1 p c 7 .  bu yerda -

agar x=~,  peZ,  qEN y q

qisqarmaydigan kasr, boMsin (bu funksiya Riman funksiyasi deyiladi). Isbotlang. 

fix) funksiya a) har bir irratsional nuqtada uzluksiz; b) har bir ratsional nuqtada 

birinchi tur uzilish nuqtasiga ega.

3-§. Kesmada uzluksiz boMgan funksiyalaming xossalari

Biz quyida, asosan [a,b] segmentda uzluksiz bo Igan funksiyalami, ya'ni (a;b) 

intervalda uzluksiz, a nuqtada o‘ngdan va b nuqtada chapdan uzluksiz funksiyalami 

qaraymiz.

4.23-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar>^(x) funksiya 

[a,b] segmentda aniqlangan va uzluksiz boMsa, u holda funksiya shu segmentda 

chegaralangan boMadi.

Isbot. 0 Isbotni teskaridan faraz qilish usuli bilan olib boramiz.

Faraz qilaylik, J[x) funksiya yuqoridan chegaralanmagan boMsin. Ya’ni, 

qanday natural n son olmaylik, shunday хне [a;b] nuqta topilib, j{x„)>n boMadi.

Shu shart bilan [a,b] segmentdan olingan jci, x2, хз,. . xn,. . . ketma-ketlikni 

qaraylik. Bu ketma-ketlik chegaralangan bo‘lgani uchun, Bolsano-Veyershtrass 

lemmasiga ko‘ra undan yaqinlashuvchi {x„k} ketma-ketlik ajratib olish mumkin: 

хпк-ух0e[a;b].

Teorema shartiga ko‘ra j(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz. Shuning uchun 

f  ixnk)~+f ixo) boMadi. Ikkinchi tomondan, bu ketma-ketlikning qurilishiga ko‘ra 

f i xnk) > nk boMib, f(xnk) -> +00 ekani kelib chiqadi. Bu qarama-qarshilik, 

farazimizningnoto‘g‘n ekanligini ko‘rsatadi.

Funksiya quyidan chegaralanmagan holda ham yuqoridagiga o‘xshash 

isbotlanadi. ♦

4.24-teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar^(jc) funksiya 

[a,b] segmentda uzluksiz boMsa, u holda funksiya shu segmentda o‘zining aniq quyi 

va aniq yuqon chegaralariga erishadi.
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Isbot. 0 Teoremaning xulosasini quyidagicha aytish mumkin: [a;6] 

segmentda shunday x\ va Хг nuqtalar mavjud bo‘lib,,A*i)= sup {Ax)}, Д*2)=
* [a ;i]  * l e* l

(Дх)} boMadi.

Demak,X*i) son Дл;) funksiyaning [a,b] segmentdagi eng katta qiymati, Д*г) 

esa eng kichik qiymati ekan.

Berilgan Ддг) funksiya [a;b] segmentda uzluksiz boMgani uchun, 4.23- 

teoremaga ko'ra chegaralangan boMadi. Demak, E{f) toplam aniq yuqori va aniq

quyi chegaralarga ega. Ushbu sup (Ддг)}=с, inf {Ддс)}=чУ belgilashlar kiritaylik.
*[U,6] «Ml

Endi, [a,b] segmentda biror xj nuqta mavjud boMib, Д*1)=с boMishini ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, barcha xe [a\b] larda Дх)<с boMsin. U holda cp(x)=-- ---
c-f{x)

funksiya [a,b] segmentda uzluksiz va 4.23-teoremaga ko‘ra chegaralangan. Ya’ni

shunday ц>0 son topilib, har bir xe [a,b] uchun cp(x)< ц boMadi. BundanУ(д:)<с- —
И

boMib, с-— sony(jt) funksiyaning yuqori chegarasi ekanligi kelib chiqadi. Bu esa, с 
И

son f(x) funksiyaning aniq yuqori chegarasi degan fikrga zid. Bu ziddiyat 

farazimizningnoto‘g‘ri ekanligini koMsatadi. ♦

4.25-teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). Agar^(x) funksiya 

[1a,b] segmentda uzluksiz boMib, segmentning chetki nuqtalarida turli ishorali 

qiymatlar qabul qilsa, u holda shunday с nuqta (a<c<b) topilib, Дс)=0 boMadi.

Isbot. 0 Faraz qilaylik, Aa)<0> boMsin. [a\b] kesmani teng ikkita

[a; -j-]] va ; b] boMakka boMamiz. Agar^(^^)=0 boMsa, u holda teorema isbot 

qilingan boMadi.

Agar^(^j“)^0 boMsa, u holda yangi segmentlardan birining chetki nuqtalarida

funksiya turli ishorali qiymatlar qabul qiladi. Shu kesmani [ai;bi] bilan belgilaymiz: 

f{a\)<0 va f{b\)>0.
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Endi, [ax,b\\ segmentni teng ikkigabo'lamiz va yuqoridagi mulohazani [ai;£>i] 

segmentga nisbatan takrorlaymiz va hokazo.

Umuman, quyidagi ikki holdan biri ro‘y beradi.

a„+ К
1-hol. Biror  ̂ nuqtada Дх) funksiyaning qiymati nolga teng bo‘ladi;

2-hol. Barcha n lar uchun A ~ '1 " )*0 bo'lib, bu jarayon cheksiz davom

etadi.

26-rasm

a + b
Agar 1-holda —̂  —=c deb olsak, u holda Дс)=0 bo'lib, teorema isbot 

qilingan bo‘ladi.

2-holda esa ichma-ich joylashgan [ai;bi] z> [а̂ Ъг] з  . . . z> [a„;b„] z> . 

segmentlar ketma-ketligi hosil bo'lib, barcha n= 1, 2, 3,... larda Да„)<0, J[bn)>0

bo'ladi (26-rasm). Shuningdek, [a„,b„\ segmentning uzunligi an-b„=̂ ~~>-0 

bo'ladi.

Ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi prinsipiga asosan shunday 

ce(a,b) nuqta mavjudki, limcin— Jimb„=c o'rinli. Endi Дх) funksiya с nuqtada

uzluksiz bo'lgani uchun _Дс)=йтДаи)<0 va Дс)=НтД&„)^0 bo'ladi. Bulardan
n —Уоо

Дс)=0 kelib chiqadi. ♦
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Bu teoremadan tenglamalaming yechimi mavjudligini ko'rsatishda 

foydalanish mumkin.

4.26-misol. дг7+дгч+1=0 tenglamaning [-1;0] segmentda yechimi mavjudligini 

ko'rsating.

Yechish. J(x)= x7+x*+l funksiya [-1 ;0] segmentda uzluksiz bo'lib, kesma 

uchlarida Д-1 )=-1<0,у{0)=1 >0 qiymatlami qabul qiladi. 25-teoremaga asosan ce (- 

1;0) son topilib, Дс)=0 bo'ladi.

Demak, [-1;0] segmentda berilgan tenglamaning yechimi mavjud.

4.27-teorema (Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi). Agar / (x) funksiya 

[a;fc] segmentda uzluksiz va kesmaning uchlarida bir-biridan farqli, /(a) = p va 

f(b ) = q qiymatlarga ega bo'lsa, u holda p va q sonlar orasidagi ixtiyoriy d son 

uchun shunday с nuqta (a < с < b) topilib, f(c) = d bo'ladi.

Isbot. 0 Faraz qilaylik, p < d < q bo'lsin. Yordamchi cp(x) = f(x ) — d 

funksiyani olamiz. Bu, (p(x) funksiya Bolsano-Koshining birinchi teoremasining 

barcha shartlanni qanoatlantiradi:

<p(x) funksiya [a;b] segmentda uzluksiz bo'ladi, chunki, у = f(x) va у = 

d funksiyalar [a; b] da uzluksiz.

<p(a) = /(a) - d = p - d < 0, cp(b) = f(b) - d = q - d > 0.

Shuning uchun (a;b) interval da shunday с nuqta topiladiki, cp(c)=0 yoki J{c)- 

d= 0, ya.'hi J(c)=dbo'ladi.

Demak, [a;b] da uzluksiz bo'lgan funksiya o'zining, ixtiyoriy ikki qiymati 

orasidagi barcha qiymatlami qabul qiladi. ♦

4.28-natija. Agar Дх) funksiya X oraliqda uzluksiz bo'lsa, u holda uning 

qiymatlari to'plami ham oraliq bo'ladi, ya’niy(x) funksiyaning qiymatlar to'plami 

E(f) oraliq bo'ladi.

Isbot. 4-37-masala.
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4-25. /(x) funksiyani a) [0; 2]; b) [—3; 1]; c) [4; 5] kesmalarda uzluksizlikka 

tekshiring, bu yerda 1) /(x ) = 2)/(x) = - +̂ _ 3; 3) f{x) = l n ^ ;  4)

/(x) = Vx2 — x — 20.

4-26. Berilgan intervalda uzluksiz va chegaralanmagan funksiyaga misol 

keltiring.

4-27. [a;b] kesmada aniqlangan va chegaralanmagan funksiyaga misol 

keltiring.

4-28. Biror tobplamda uzluksiz 0 va 2 qiymatlami qabul qiladigan, lekin 1 ni 

qabul qilmaydigan funksiyaga misol keltiring.

4-29. [0; 1) va [1; 2] oraliqlaming har birida uzluksiz, lekin ulaming 

birlashmasida, ya'ni [0; 2] kesmada uzluksiz boimagan funksiyaga misol keltiring.

4-30. (a,b) intervalda uzluksiz boMgan /(x) funksiyaga misol keltiringki, 

uning qiymatlar to‘plami a) interval; b) kesma; c) yariminterval boMsin.

4-31 Berilgan kesmada eng katta va eng kichik qiymatlami va ular orasidagi 

barcha qiymatlami qabul qiladigan, lekin shu kesmada uzluksiz bo‘lmaydigan 

funksiyaga misol keltiring.

4-32. Har bir uchinchi darajali ko‘phadning kamida bir haqiqiy ildizi 

mavjudligini isbotlang.

4-33. Agar /(x) funksiya berilgan oraliqda uzluksiz boMsa, u holda |/(x)| 

funksiya ham shu oraliqda uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

4-34. [a;b] da uzluksiz boMmagan shunday f(x) funksiyaga misol 

keltiringki, |/(x)| shu kesmada uzluksiz boMsin.

4-35. /(x) funksiya [a,b] kesmada aniqlangan, uzluksiz va musbat qiymatlar 

qabul qilsin. U holda shunday ц > 0 topilib, barcha x 6 [a, b] uchun f(x) > fi 

boMishini isbotlang.

4-36. Agar /(x) funksiya [a; +oo) da uzluksiz va lim f(x) chekli limit
X-++CO

mavjud boMsa, u holda /(x) funksiya [a; +oo) da chegaralangan boMadi.

4-37. 4.28-natijani isbotlang.

Mashq va masalalar
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4.29-teorema. Agar/*) funksiya X oraliqda monoton funksiya bo'lsa, u 

holda u shu oraliqning istalgan nuqtasida uzluksiz bo‘ladi yoki faqat birinchi tur 

uzilishga (sakrashga) ega bo‘ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, fix ) funksiyaX oraliqda o' suvchi va x0 nuqta Xoraliqning 

ichki nuqtasi bo'lsin. U holda x0 nuqtaning shunday (x0 — 6;x0 + 8) с  X atrofi 

mavjud bo'lib, x < x 0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x 6 X larda fix ) < 

f(x0) bo'ladi. Demak, f(x) funksiya (х0 -<5;х0) to'plamda yuqoridan 

chegaralangan. Monoton funksiyaning limiti haqidagi teoremaga asosan, 

lim f{x) = f ix 0 — 0) < f ix 0) bo'ladi.
x->x0—

x0 dan katta bo'lgan barcha x lar uchun f ix 0) < fix ) o'rinli. Demak 

{fix), x > x0} to'plam quyidan chegaralangan. Bu to'plamning aniq quyi chegarasi 

mavjud, uni b bilan belgilaylik: b = \nf[fix), x > x0}. To'plamning aniq quyi 

chegarasi xossasiga ko'ra ixtiyoriy e  musbat son uchun x to'pilib, fix ) < b + e  

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Funksiyaning o'suvchi ekanligidan x0 < x < x uchun 

b < fix ) < b + e  o'rinli. Ushbu 8 = x — x0 belgilash kiritsak, yuqoridagi 

aytilganlami quyidagicha qayta ifodalash mumkin: e  musbat son uchun 8  > 0 

to'pilib, x0 < x < x0 + 8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi x lar uchun b — e < b < 

fix ) < b + e o'rinli bo'ladi. Bu degani lim fix ) z= fix o + 0) = b.
X~*Xq +0

Bulardan /(x0 - 0) < f ix Q) < / (x0 + 0) qo'sh tengsizlikka ega bo'lamiz.

Agar f ix 0 — 0) = f ix Q) = f ix 0 + 0) bo'lsa, u holda funksiya x0 nuqtada 

uzluksiz bo'ladi. Agar, f ix 0 — 0) < fix 0 + 0) bo'lsa, u holda x0 nuqta fix ) 

funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi bo'ladi.

Agar x0 nuqta X oraliqning chetki nuqtasi bo'lsa, bir tomonli limitning 

mavjudligini ko'rsatish kifoya ♦

Monoton kamayuvchi funksiya uchun ham shu kabi tasdiq o'rinli (4-38- 

masala).

4-§. Monoton funksiyaning uzluksizligi
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4.30-teorema. Agar /(* ) funksiya X oraliqda monoton boiib, uning 

qiymatlari to'plami biror Y oraliqdan iborat bo'lsa, u holda f(x) funksiya X 

oraliqda uzluksiz bo'ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, / ( x) funksiyaX  oraliqda o'suvchi bo'lsin. Faraz qilaylik, 

x0 E X nuqta / ( x) funksiyaning uzilish nuqtasi bo'lsin. U holda 1-teoremaga 

asosan, j(xo-0)<f(xo+Q) bo'ladi. Shuningdek, (Дхо-0),Ддго+0))\{Дхо)} to'plamdagi 

sonlaming hech biri funksiyaning qiymati bo'lmaydi, ya’ni funksiyaning qiymatlar 

to'plami Y oraliqdan iborat bo'lmaydi. Bu ziddiyat fikrimizning noto'g'riligini, 

teoremaning to'g'riligini ko'rsatadi. ♦

5-§. Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi

4.31-teorema. Agar f(x ) funksiya X  oraliqda uzluksiz va o'suvchi 

(kamayuvchi) bo'lsa, u holda funksiyaning qiymatlar to'plami У={Дх): x&X) da 

unga teskari funksiya mavjud bo'lib, u uzluksiz va o'suvchi (kamayuvchi) bo'ladi.

Isbot. 0 f(x) funksiya uzluksiz bo'lgani uchun Bolsano-Koshining ikkinchi 

teoremasiga asosan, uning qiymatlar to'plami Y oraliq bo'ladi. Demak, har bir yjE Y 

uchun Дл:0)=^0 tenglikni qanoatlantiruvchi x0 son mavjud. Bu tenglikni 

qanoatlantiruvchi xa&Xyagona bo'ladi.

Haqiqatan, xa dan farqli x\ nuqta olsak, f(x) funksiya monoton bo'lib, x0̂x\ 

bo'lgani uchuny(x0)^(xi) bo'ladi. Shunday qilib, Y oraliqdan olingan har bir у gaX 

oraliqda f(x) = у tenglikni qanoatlantiruvchi yagona x mos keladi. Demak, Y 

oraliqda j=^x) funksiyaga teskari bo'lgan .v=<p(y) funksiya mavjud.

Endi, y=J(x) funksiya o'suvchi bo'lsa, *=<p(y) funksiyaning ham o'suvchi 

bo'lishini, ya п\у\<у2 {yrzAx\),y2-Ax2)) bo'lgandaxi<X2 tengsizlik o'rinli bo'lishini 

ko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni yt<y2 bo'lganda xx>x2 bo'lsin. U holda 

y=J{x) funksiya o'suvchi bo'lgani uchuny(jfi)>y(jc2), ya’ni>’i>>>2 bo'ladi. Buesa,^i<^2 

deb olinishiga zid. Demak, х=чр(у) funksiya Y oraliqda o'suvchi. ♦
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Monoton funksiyaning uzluksizligi haqidagi 4.29-teoremaga asosan, дг=<рО) 

funksiya У oraliqda uzluksiz bo‘ladi. Funksiya kamayuvchi boMgan hoi ham 

yuqoridagi kabi isbotlanadi.

6-§. Tekis uzluksiz funksiyalar

Aytaylik, f(x) funksiyaX to‘plamda berilgan boMsin.

4.32-ta’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday 8 > 0 son mavjud boMib, 

|x '- *"|<5  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x ',x "6X  larda | 

f(x ")| < e tengsizlik bajarilsa, u holda / (x)funksiya X  to‘plamda tekis uzluksiz 

deyiladi.

Agar x0 e X nuqta olib, ta’rifdagi x' ni x bilan, x” ni x0 bilan almashtirsak, 

fix) funksiyaning x0 nuqtada uzluksizligining Koshi ta'rifi kelib chiqadi. Demak, 

quyidagi teoremao‘rinli.

4.33-teorema. Agar f  (x) funksiya Xto^plamda tekis uzluksiz boMsa, u holda 

bu funksiya shu to'plamda uzluksiz boMadi.

Bu teoremanmg teskarisi har doim o‘rinli emas.

4.34-misol. fix) = ^funksiya (0;1] oraliqda uzluksiz, lekin tekis uzluksiz 

emasligini ko‘rsating.

Yechish. Agar e = ^ deb olsak, u holda ta’rifda aytilganidek unga mos kelgan 

8 > 0 son mavjud emas, ya’ni qanday 8 > 0 son olmaylik, \x' - x"\ < 8 boMgan 

x',x" nuqtalar mavjudki, |/(x') — fix") \ > ~ boMadi. Bu tasdiqni isbotlash uchun 

x' = ^,x" = nuqtalami qaraymiz. Ular orasidagi masofa \x' -x"\ =

Bundan n sonni shunday tanlash mumkinki, —-—  < 8 boMadi Bu tanlansan
n(n+l) °

nuqtalar uchun | fix ') - f i  x")\ = | /  (J) - /  = |n-n- l |  = l > i

Shunday qilib, berilgan funksiya (0; 1 ] da tekis uzluksiz emas.

4.35-misol fix) = x2 funksiya (-oo; +oo) da uzluksiz, lekin tekis uzluksiz 

emasligini ko'rsating.



Yechish. f(x ) = x2 funksiyaning (-00;+00) da uzluksizligi ravshan. Agar 

x' = n,x" = n sonlar uchun \x' —x"\ = ^ bo‘lib, qanday 8 > 0 son

olmavlik, n sonni shunday tanlash mumkinki, - <8  bo'ladi. Bundan
П

I fix ’) - / (* " )  I = |/(n) - /•(„ +1)1 = |„2 - „2 _  2 _  > 2 

kelib chiqadi. Demak, Ддг)=дг2 funksiya (-oo;+oo) intervalda tekis uzluksiz emas.

Uzluksiz funksiyalar qaysi vaqtda tekis uzluksiz bo'ladi?- degan savol 

tug'iladi. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.

4.36-teorema. (Kantor teoremasi). Agar /* )  funksiya [a,b] segmentda 

uzluksiz bo'lsa, u holda/x) funksiya shu segmentda tekis uzluksiz bo'ladi.

Isbot. 0 Teoremani teskaridan faraz qilish usuli bilan isbotlaymiz. Aytaylik, 

f(x) funksiya [a; b] segmentda uzluksiz, ammo tekis uzluksiz boimasin.

Demak, biror e > 0 son mavjudki, <5 > 0 sonni qanchalik kichkina qilib 

olmaylik, [a; fc] da shunday x' va x" nuqtalar topiladiki, \x' — x"\ <8  bo'lsa ham, 

\f(x')-f(x")\ > e bo'ladi.

Endi 8 ning nolga intiluvchi 8X = 1,S2 = j , ...,Sn = ^ , ... qiymatlami 

olamiz. Yuqoridagi £ > 0 songa mos Sn uchun ikkita [a,b] kesmada x'n, nuqtalar 

topiladiki, ular uchun \x„ -x ”\<^ va \f{x'n) - f(x”)\ > £ bo'ladi.

Har doim xn E [a;b] bo'lgani uchun {xn} ketma-ketlik chegaralangan va 

Bolsano-Veyershtrass Iemmasiga asosan undan yaqinlashuvchi {хПк} ketma-ketlik 

ajratib olish mumkin: хПк -» x0. Uzluksizlik ta’rifiga binoan f(.xnk)-+f(xQ) 

bo'ladi. Shuningdek, |*nk _ *nk| < ~  tengsizlikdan x'nk -> xQ ekanligi kelib 

chiqadi. Demak, f(x”k)-^f(x0). Bulardan \f(x'nk) ~ / « k)| < £ kelib chiqadi. 

Ikkinchi tomondan farazga asosan, |f(x'nk) ~ / « k)| > e. B u  qarama-qarshilik 

farazimizni noto'g'ri ekanligini ko'rsatadi. ♦

4.37-ta’rif. sup{/(x)}}-inf {/(*)} ayirma/x) funksiyaning X to'plamdagi
xex xex

tebranishi deyiladi vaco orqali belgilanadi.
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4.38-natija. Agar Дх) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz boMsa, u holda 

ixtiyoriy s>0 son uchun shunday 5>0 son mavjud boMib, [a,b] segmentni uzunliklari 

5 dan kichik boian boMaklarga boMinganda funksiyaning har bir boMakdagi 

tebranishi e dan kichik boMadi.

1. Haqiqiy sonning haqiqiy darajasi. Dastlab haqiqiy sonning ratsional

4.39-lemma. Ixtiyoriy n natural son uchun у = xn funksiya [0; +oo) oraliqda 

o‘suvchi va uzluksiz, hamda л-O day=0, x—>-+oc da_y—>-+x bo'ladi.

Isbot (4-52-masala).

Aytaylik, 0 < a < b boMsin. U holda [0, b] kesmada Bolsano-Koshining 2- 

r teoremasi ga (4.27-teorema) ko‘ra x11 = a tenglama musbat yechimga ega, у = xn 

funksiyaning o‘suvchi ekanligidan bu yechim yagona boMadi. Shu yechim a musbat

sonning n —darajali arifmetik ildizi deyiladi va Va yoki a* ko'rinishida belgilanadi.

Endi ixtiyoriy a irratsional son uchun aa darajani aniqlaymiz.

4.40-lemma a > 1 va a ixtiyoriy musbat irratsional son, {cn} va {dn} a 

sonning kami bilan va ko‘pi bilan olingan taqnbiy qiymatlaridan tuzilgan ketma- 

ketliklar boMsin. U holda sup{aCn} = inf{adn} boMadi.

Isbot. 0 {cn} va {dn} ketma-ketliklarning tuzilishiga ko‘ra ixtiyoriy n va m 

natural sonlar uchun cm < dn o‘rinli. Bundan {aCn} ketma-ketlikning yuqoridan 

chegaralanganligi kelib chiqadi. Demak, bu ketma-ketlikning limiti mavjud: 

lim aCyi = sup{aCn}. Shunga o‘xshash {adn} ketma-ketlikning quyidan

7-§. Elemental- funksiyalar

darajasini aniqlaymiz. Buning uchun quyidagi yordamchi tasdiqdan foydalanamiz.

Aytaylik, ^ ratsional va a musbat son boMsin. Agar p va q lar musbat butun



(1 + х)10 = a tenglamaning yechimini (3 deb belgilaymiz. U holda Bemulli 

tengsizligiga ko‘ra a = (1+ /?)lon > 1 + /? ■ I0 n. Bundan /? < Buni e’tiborga

olsak, adn - ac" = ac"(aT^ - 1) < ac" ~  boMadi. {ac"} ketma-ketlikning 

chegaranganligini, ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini

e’tiborga olsak, Jim (ad" - ac") = 0, bundan sup{ac"} = inf{ad"} kelib chiqadi> 

Shu umumiy limitni aa deb qabul qilamiz.

Agar a < l,a  > 0 bo‘lsa, u holda a“ = — deb olamiz. a > 0 va a < 0
\a)

boMganda, a“ = ^  deb qabul qilamiz.

Shunday qilib, ixtiyoriy haqiqiy x son uchun ax ni aniqladik. Shuni ta’kidlash 

joizki, a* uchun butun ko^rsatkichli darajamng barcha xossalari o'rinli ekanligini 

tekshirib ko‘rish mumkin (4-53-masala).

2. Ko'rsatkichli funksiya va uning xossalari.

4.41-ta’rif. у = ax (a > 0, a Ф 1) ko‘rinishidagi funksiya ko 'rsatkichli 

funksiya deyiladi.

4.42-xossa. Ko‘rsatkichli funksiyaning aniqlanish sohasi (—■oo; +оо), 

qiymatlar to‘plami (0, +oo) dan iborat.

Isbot. 0  Musbat sonning haqiqiy darajasi barcha haqiqiy sonlar uchun 

aniqlangan.

Aytaylik, a > 1 boMsin. U holda a = 1 + X deb olsak, Я > 0 boMadi. an = 

(1 -I- Л)п >1-1- пЛ tengsizlikdan n -* +oo da an -> +oo kelib chiqadi. Demak, ax 

istalgancha katta qiymatlarga ega. a~n = — munosabatdan n -» +oo da a~n -» 0 

kelib chiqadi. ♦

Shunga o‘xshash, 0 < a < 1 holni ham tekshirish mumkin (4-54-masala).

4.43-xossa. Agar a > 1 va x 6 (0; 4-oo) boMsa, u holda ax > 1 boMadi.

Agar a > 1 va x E (-oo; 0) boMsa, u holda ax < 1 boMadi.

Isbot. 0  a > \,x > 0 boMsin. U holda a = 1 + Л deb olsak, Я > 0 boMadi. 

Bemulli tengsizligiga ko‘ra ax = (1 + Я)* > 1 + Ax > 1.
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Agar a > 1 va x 6 (—00; 0) boMsin. U holda ax = —  < 1 boMadi. ♦
a x

4.44-xossa. Agar a > 1 boMganda ax funksiya o‘suvchi, 0 < a < 1 

boMganda kamayuvchi boMadi.

Isbot. 0 a > 1,хг < x2 boMsin, u holda a*2 — a*1 = a*1 ( a * 2-* 1 — 1) > 0, 

chunki a*2-*1 > 1. Bundan aXi < a*2. ♦

Shu kabi, 0 < a < 1 boMganda ax funksiya kamayuvchi ekanligini ko‘rsatish 

mumkin.

4.45-xossa. Ko'rsatkichli funksiya (-oo;+oc) intervalning har bir nuqtasida 

uzluksiz.

Isbot. 0  Dastlab, lim ax — 1 ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, a >  1 boMsin.

_i 1

U holda an > 1 boMadi. Agar fl" = 1 + an deb olsak, u holda a = (1 + an)n >

1 + nan, bundan an < boMadi. an ni tanlashimizga ko‘ra an > 0. Endi 0 < 

an < tengsizlikda limitga o‘tsak, lim an = 0 kelib chiqadi
n 71—*00

£  1
Ushbu an = 1 + an tenglikda limitga o'tsak, lim a* = 1 hosil boMadi.

П-too

1 1  1 _ i 1
—  < x < - tengsizlikni qanoatlantiruvchi x larda — = a * < ax < a*

an

tengsizlik o'nnli. Bundan lim ax = 1 kelib chiqadi
ДГ-+0

Endi ixtiyoriy x0 G (—00, +00) uchun lim ax = ax° ekanligini isbotlaymiz.
x-*x0

lim ax = lim (a10 ■ ax~x°) = ax° lim ax~x° = ax° • 1 = ax°.
x-*x0 x-*x0 x-*x0

Agar 0 < a < 1 boMsa, u holda lim ax = lim — = ---—=? = — = ax°.
" ' " ( : )  Д ? ,®  ©

Shunday qilib, ko'rsatkichli funksiya barcha л: 6 (—oo, +00) larda uzluksiz. ♦

3. Giperbolik funksiyalar. Quyidagi ko'rinishdagi funksiyalar mos ravishda:

—x

4.46-ta’rif. j=chr=-----  -giperbolik kosinus, >^=shr= ----

giperbolik sinus, y=thx=-— ^— -giperbolik tangens, >>=cth;r= -giperbolik
ex + e x ex — e~x

kotangens deyiladi.
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Bu funksiyalaming xossalari 57-61- masalalarda qaralgan.

4. Logarifmik funksiya. ax ko‘rsatkichli funkiyaning aniqlanish sohasi 

(—oo, +00), qiymatlar to‘plami (0,+00) dan iborat boMib, u aniqlanish sohasida 

uzluksiz, a > 1 (0 < a < 1) boMganda o‘suvchi (kamayuvchi). Bundan teskari 

funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi haqidagi 4.31-teorema shartlari bajariladi. 

Demak, aniqlanish sohasi (0 ,+co), qiymatlar to‘plami (—oo,+00) boMgan teskan 

funksiya mavjud. Bu funksiya asosi a boMgan logarifmik funksiya deb ataladi va 

quyidagichabelgilanadi: loga x.

Shuningdek, teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi haqidagi 

teoremadan fix ) = loga x funksiyaning quyidagi xossalari kelib chiqadi.

4.47-xossa. fix ) =  loga x 

funksiya a > 1 da o‘suvchi, 0 < a <

1 da kamayuvchi boMadi.

4.48-xossa. fix) = logax 

funksiya aniqlanish sohasida uzluksiz.

Logarifmik funksiya grafigi 

abssissa o‘qini (1;0) nuqtada kesib 

oMadi (27-rasm).

5. Darajali funksiya. 27-rasm

4.49-ta’rif. fix) = Xй ko‘rinishidagi funksiya darajali funksiya deyiladi, bu 

yerda ц o‘zgarmas haqiqiy son.

Darajali funksiyaning aniqlanish sohasi д ga bogMiq boMadi. Masalan, agar

1 1
fix) = xzm, m 6 N boMsa, u holda D(f) = [0,+00); agar fix) = xzm-i, m E N

boMsa, uholda D(J) = (—00, +00) boMadi. Agar f ix ) = ^ ,m E N  boMsa, u holda

Dif) = (—oo,0) U (0л+оо); agar fix) = xm,m 6 N boMsa, u holda Dif) =

(—00, +00) boMadi.

Agar /i irratsional son boMsa, sonning irratsional darajasi musbat haqiqiy 

sonlarda aniqlanganligidan, fix) = x** funksiyaning aniqlanish sohasi (0, +00) 

boMadi.
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4.50-xossa. ц > 0 bo‘lganda darajali funksiya o‘suvchi, ц < 0 bo‘lganda 

darajali funksiya kamayuvchi bo‘ladi.

Isbot. 0 Haqiqatan ham, f(x) = x* darajali funksiyani logarifmik va 

ko‘rsatkichli funksiyalar qatnashgan murakkab funksiya deb qarashimiz mumkin: 

xv = е^1пх. U holda ц > 0 bo‘lsa, > 1 va Inx funksiyaning o‘suvchi 

ekanligidan (e^)t,ur o‘suvchi bo‘ladi. Agar ц < 0 bo‘lsa, < 1 va Inx 

funksiyaning o‘suvchi ekanligidan (e^),n* kamayuvchi boiadi. ♦

4.51-xossa. f[_x) = x^ funksiya aniqlanish sohasi (0;+oo) da uzluksiz.

Isbot. 0 Murakkab funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremadan kelib

chiqadi. ♦

6. Trigonometrik funksiyalar. Trigonometrik funksiyalar maktabda, 

akademik litsey va kasb-hunar kollejlarida o‘rganilgan. Shu sababli, bu yerda 

trigonometrik funksiyalaming aniqlanish sohasida uzluksizligini isbotlash bilan 

chegaralanamiz.

4.52-teorema. sinx,cosx,tgx,ctgx funksiyalar o‘zining aniqlanish 

sohalarida uzluksiz.

Isbot. 0 x0 6 D(sin) = (—oo, +oo) boisin. lim sinx = sinx0 ekanligini
x->xQ

ko‘rsatishimiz lozim. Quyidagi almashtirishlami bajaramiz: sinx - sinx0 =

Darajali funksiyaning ba’zi xossalarini sanab o ‘tamiz.

X-Xq
n . x -Xq x+xQ x+x0 sin—  sin

sm ~2~ cos~2~ = cos~ 2 --- (x ~*o)- x x o da -x-i\ -* 1, x —
2 2

x0 -> 0, cos esa chegaralangan funksiya. Bundan x -» x0 da sinx — sinx0 -> 0 

bo‘ladi. Demak, lim sinx = sinx0 o‘rinli.
x-*x0

cosx funksiyaning uzluksizligi cosx = sin {x + ayniyat va murakkab 

funksiyaning uzluksizligidan kelib chiqadi.

tgx funksiyaning uzluksizligi tgx = ^  (x Ф ^  + nk, к E z )  ayniyat va 

uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar haqidagi teoremadan kelib chiqadi. 

Shunga o‘xshash ctgx funksiyaning uzluksizligini isbotlash mumkin. ♦
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1. j=arcsinx arksinus funksiya Ma’lumki, sinx funksiya

7. Teskari trigonometrik funksiyalar.

segmentda o'suvchi va uzluksiz bo‘lib, qiymatlari to‘plami [—1; 1] segmentdan 

iborat (28, a) -rasm). Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi haqidagi 

teoremaga asosan, [—1; 1] segmentda sinx funksiyaga teskari funksiya mavjud. Bu 

funksiya arcsinx orqali belgilanadi.

Bu funksiyaning bevosita teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi 

haqidagi teoremadan kelib chiqadigan xossalarini sanab o‘tamiz.

4.53-teorema. arcsinx funksiyaning aniqlanish sohasi D(arcsin) =

[-1; 1], qiymatlari to‘plami E(arcsin) — u aniqlanish sohasida o‘suvchi

va uzluksiz.

Arcsinus funksiyalaming grafigi 28, b) -rasmda berilgan.

2 j=arccosx, arkkosinus funksiya.

cosx funksiya [0; n] segmentda kamayuvchi va uzluksiz bo‘lib, qiymatlar 

to‘plami [—1; 1] segmentdan iborat (29, a)-rasm). Teskari funksiyaning mavjudligi 

va uzluksizligi haqidagi teoremaga asosan, [—1; 1] segmentda cosx funksiyaga 

teskari funksiya mavjud. Bu funksiya arccosx orqali belgilanadi.

X

28-rasm
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4.54-teorema. arccosx funksiyaning aniqlanish sohasi D(arccos) = 

[-1; 1], qiymatlari to'plami E(arccos) = [0; я], u aniqlanish sohasida kamayuvchi 

va uzluksiz.

(29, b)-rasm).

Xuddi shunga o'xshash, arctgx va arcctgx funksiyalami ta’riflash mumkin 

(62-63-masalalar).

Mana shu to'rt xil funksiyalar teskari trigonometrikfunksiyalar deyiladi. 

Darajali, ko'rsatkichli, logarifmik, trigonometrik va teskari trigonometrik 

funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi.

Asosiy elementar funksiyalar ustida to'rt arifmetik amal (qo'shish, ayirish, 

ko'paytirish, bo'lish) va murakkab funksiya tuzish chekli marta bajarilganda hosil 

bo'ladigan funksiyalar elementar funksiyalar deyiladi.

1. Quyidagi funksiyalaming har bin elementar funksiyaga misol bo'ladi: 

a) >-x2+sin2jc,

у

29-rasm

c) >’=sin дгн-1 )+liut.

2. Elementar boMmagan funksiyalarga quyidagilar misol bo'ladi:

a) У=М funksiya, “jc ning butun qismi”.
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b) >'= {д:} =лг-[д:] funksiya, “х ning kasr qismi”.

f 1, agar x ratsional son bo'lsa,
c) Dirixle funksiyasi, D(x)= .

[0, agar x irratsional son bo Isa

Mashq va masalalar

4-38. 4.29-teoremani kamayuvchi funksiya uchun isbotlang.

4-39. Agar fix) funksiya [a;fc] kesmada aniqlangan, uzluksiz va 

teskarilanuvchi bo'lsa, u holda bu funksiya qat’iy monoton ekanligini isbotlang.

4-40. Agar fix) funksiya biror oraliqda aniqlangan va qat’iy monoton bo'lsa, 

u holda uning teskari funksiyasi uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

4-41. x0 nuqtada uzluksiz, lekin teskari funksiyasi y0 = /(x0) nuqtada 

uzilishga ega bo'lgan /  funksiyaga misol keltiring.

4-42. Qat’iy monoton, uzluksiz, lekin teskarisi uzluksiz bo'lmagan funksiyaga 

misol keltiring.

4-43. Aytaylik /  funksiya [0,1] da uzluksiz, qiymatlar to'plami [0,1] ning 

qismi bo'lsin. U holda / (с )  = с bo'ladigan с 6 [a, b] mavjud ekanligini isbotlang.

4-44. Aytaylik /  va g funksiyalar [a,b] da uzluksiz, /(a ) > gia),fib) < 

g{b) bo'lsin. U holda f(c )=g (c ) bo'ladigan c€(a,b) mavjud ekanligini 

isbotlang.

4-45. Aytaylik /  va g funksiyalar [0,1] da uzluksiz, f  ° g = g ° /  bo'lsin. U 

holda/(c) = g{c) bo'ladigan с e [0,1] mavjud ekanligini isbotlang.

4-46 Aytaylik /  va g uzluksiz funksiyalar [0,1] ni o'ziga akslantirsin. U 

holda f(g(c)) = ^ (/(c ))  bo'ladigan с 6 [0,1] mavjud ekanligini isbotlang.

4-47. Aytaylik /  funksiya R da uzluksiz, / ( / ( * ) )  ~ x bo'lsin. U holda 

/(с )  = с bo'ladigan c 6 f i  mavjud ekanligini isbotlang.

4-48. f(x) funksiyaning X to'plamda tekis uzluksiz ekanligini isbotlang:

a) f(x) = 3x — 2, X = R; b) fix) = x2, X = (-2; 3);

c )fix) = \[x, X = [0;2]; d )fix) = xsin~,X = (0;7r].

4-49. fix) funksiyaning X to'plamda tekis uzluksiz emasligini isbotlang:
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a) / (* )  = х2, X = R; b) fix) = sinx2, X = R;

c) fix ) = cos—, X = (0; 1); d )/(x ) = Inx, X ~ (0,1).

4-50. Agar funksiya chegaralangan intervalda chegaralanmagan bo‘Isa, u 

holda bu funksiya shu oraliqda tekis uzluksiz emasligini isbotlang.

4-51. Uzluksiz davriy funksiyaning tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.

4-52. Ixtiyoriy n natural son uchun у = xn funksiyaning [0; +oo) oraliqda 

o‘suvchi va uzluksiz ekanligini isbotlang. Bu funksiyaning qiymatlar to‘pIamini 

toping.

4-53. Quyidagi ayniyatlami isbotlang:

a) a*1 ■ a*2 = aXl+Xl; b) aXl: аХг = a*1-*2;

c) (a*1)*2 = a*1'*2; d)

4-54. 4.42-xossani 0 < a < 1 hoi uchun isbotlang.

4-55. Agar 0 < a < 1 va x E (0; +oo) boMsa, u holda ax < 1 boladi. 

Isbotlang.

4-56. Agar 0 < a < 1 va x E (-oo;0) bo‘lsa, u holda ax > 1 bo‘ladi. 

Isbotlang.

4-57, ^=shx aniqlanish sohasi (-oo;+oo), qiymatlar to‘plami (-oo;-ke) 

intervaldan iborat toq funksiya, aniqlanish sohasida uzluksiz ekanligini isbotlang.

4-58. j=chx aniqlanish sohasi (-qo;+oo), qiymatlar to'plami (l;+oo) intervaldan 

iborat. juft funksiya va aniqlanish sohasida uzluksiz ekanligini isbotlang.

4-59. >>=thx (-оо;-кю) intervalda aniqlangan va qiymatlar to‘plami (-1;1) 

intervaldan iborat toq funksiya, aniqlanish sohasida uzluksiz ekanligini isbotlang.

4-60. j^cthx (—oo; 0) U (0; +oo) to‘plamda aniqlangan, qiymatlari to‘plami 

(-oo;-l)u(l;-foo) dan iborat toq funksiya, aniqlanish sohasida uzluksiz ekanligini 

isbotlang.

4-61. Giperbolik funksiyalar orasida quyidagi munosabatlar o‘rinli ekanligini 

isbotlang:

a) thx- cthx= 1; b) ch2x-sh2x= 1, c) sh(Adbj)=shx- ch>±chx- shy,

d)ch(x±^)=chx chj±shx sh ,̂ e) sh2x=2shx chx, f) ch2x=ch2x+sh2jc.
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g)th(*±y)= ,hx±,hy . h)cth(х±уУ*1±Лх"Ъ-.
1 ± thx thy thx±thy

4-62. tgx funksiyani oraliqda o'rganing. Shu natijalarga asoslanib

arctgx funksiyani ta’riflang, xossalarini ifodalang.

4-63. ctgx funksiyani (0;7r) oraliqda o'rganing. Shu natijalarga asoslanib 

arcctgx funksiyani ta’riflang, xossalarini ifodalang.
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IKKINCHI BO‘LIM. BIR 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING 

DIFFERENSIYAL HISOBI

V BOB. HOSILA

l-§. Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar

1.1. Egri chiziq urinmasi. Urinmaga ta'rif 

berish uchun limit tushunchasidan foydalanishga 

to‘g‘ri keladi. Faraz qilaylik, ybiror egri chiziq yoyi,

MQ shu egri chiziqning nuqtasi bo‘lsin. Egri chiziqqa 

tegishli N nuqtani tanlab, M0N kesuvchi o‘tkazamiz.

Agar N nuqta egri chiziq bo'ylab MQ nuqtaga 

yaqinlashsa, M0N kesuvchi M0 nuqta atrofida buriladi. 30-rasm

Shunday holat bo'lishf mumkinki, Nnuqta M0 nuqtagayaqinlashgan sari M0N 

kesuvchi biror M0T limit vaziyatga intilishi mumkin. Bu holda MQT to‘g‘ri chiziq у 

egri chiziqning M0 nuqtasidagi urinmasi deyiladi. (30-rasm). Agar kesuvchining 

limit holati mavjud boMmasa, u holda M0 nuqtada urinma o'tkazish mumkin emas 

deyiladi. Bunday hoi M0nuqta egri chiziqning sinish (o‘tkirlanish) nuqtasi 

bo‘lganda o‘rinli bo‘ladi.

1.2. Egri chiziq 

urinmasining burchak 

koeffitsientini topish masalasi.

Endi у egri chiziq biror oraliqda 

aniqlangan uzluksiz у = f(x ) 

funksiyaning grafigi bo'lgan 

holda urinmaning burchak 

koeffitsientini topaylik.

Qaralayotgan f(x) funksiya 

grafigini ifodolovchi ^chiziqqa tegishli M0 31-rasm

nuqtaning abssissasi x0, ordinatasi f(x0) va shu nuqtada urinma mavjud deb faraz 

qilaylik.
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у chiziqda М0 nuqtadan farqli N(x0 + Ax,f(x0 + Ax)) nuqtani olib, M0N 

kesuvchi o'tkazamiz. Uning Ox o‘qi musbat yo'nalishi bilan tashkil etgan 

burchagini a bilan belgilaymiz (31-rasm). Ravshanki, a burchak Дх ga bogMiq

boMadi: a = a(Ax) va tga = = — o‘rinli. 
v '  a м0в Дх

Urinmaning abssissa o‘qining musbat yo'nalishi bilan hosil qilgan 

burchagini 0 bilan belgilaymiz. Agar в Ф ^ boMsa, u holda tga funksiyaning 

uzluksizligiga ko‘ra kurinma = tgd = lim tga, va N nuqtaning M0 nuqtaga
N-*Mq

intilishi Ax ning 0 ga intilishiga teng kuchli ekanligini e’tiborga olsak, kurinma =

Ду
lim — tenglikka ega bo‘lamiz.

Ах^О Дх

Shunday qilib, у = /(x ) funksiyaning abssissasi x0 boMgan nuqtasida

Ду • • • •
novertikal urinma o‘tkazish mumkin bo'lishi uchun shu nuqtada lim — limitning

Дх-»0 Д*

mavjud bo'lishi zarur va yetarli, limit esa urinmaning burchak koeffitsientiga teng 

boMar ekan.

3. Harakatdagi nuqta tezligini topish haqidagi masala. Aytaylik, moddiy 

nuqta s = s(t) qonuniyat bilan to‘g‘ri chiziqli harakatlanayotgan boMsin. MaMumki, 

fizikada nuqtaning t0 va t0 + At vaqtlar orasida bosib o‘tgan As = s(t0 + At) — 

s(t0) yo Mining shu vaqt oraligMga nisbati nuqtaning o'rtacha tezligi deyilar edi:

vo'rta = Ravshanki, At qancha kichik boMsa, ^  o‘rtacha tezlik

nuqtaning t0 paytdagi tezligiga shuncha yaqin boMadi. Shuning uchun nuqtaning t0 

paytdagi oniy tezligi deb [t0; t0 + At] vaqt oraligMdagi o‘rtacha tezlikning At nolga 

intilgandagi limitiga aytiladi

Shunday qilib, voniy = Jim^ ̂

Yuqoridagi ikkita turli masalam yechish jarayoni bitta natijaga - funksiya 

orttirmasining argument orttirmasiga boMgan nisbatining argument orttirmasi nolga 

intilgandagi limitini hisoblashga keltirildi. MaMum boMishicha, ko‘pgina masalalar 

yuqoridagi kabi limitlami hisoblashni taqoza qilar ekan. Shu sababli buni alohida 

o‘rganish maqsadga loyiqdir.
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2.1. Funksiya hosilasining ta’rifi. Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda 

aniqlangan boMsin. Bu intervalga tegishli x0 nuqta olib, unga shunday Ax orttirma 

beraylikki, x0 + Ax 6 (a,b) bo‘lsin. Natijada / (x ) funksiya ham x0 nuqtada Ay = 

f(x0 + Ax) — /(x0) orttirmaga egabo‘ladi.

5.1-ta’rif Agar Дх^>0 d a ^  nisbatning limiti lim — = lim £1*,р+д*ЬЯ*о)
"  &x-*o Дх дх-»о Дх

mavjud va chekli bo‘Isa, bu limit f  (x) funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi deyiladi 

va/'Oo). yoki y'(x0), yoki orqali, ba’zan esa y'\x=xn yoki —I kabi
dx*x=x0

belgilanadi.

Demak,

f U ) =  lim  j i  =  |im
V / Ддг-*0 Д* Ax-*0 Дх

Bunda x0 + Ax = x deb olaylik. U holda Ax = x - x0 va Дх^>0 boMib, 

natijada

,lm f  = ,im f± l + у  ~ .  ,im
Ддг->о Дх д*-»о Дл: х — х0

bo‘ladi. Demak, /(х ) funksiyaning х0 nuqtadagi hosilasi x -» x0 da ~/(*Q)
x-x0

nisbatning limiti sifatida ham ta’riflanishi mumkin:

/*(*0) = lim — )~f(Xo).x-*x0 x-x0

xo nuqtada hosilaga ega boMgan funksiya shu nuqtada differensiallanuvchi 

deyiladi. Agar fix) funksiya (a, b) intervalning har bir nuqtasida 

differensiallanuvchi boMsa, u (a, b) intervalda differensiallanuvchi funksiya 

deyiladi.

Hosilani topish amali differensial lash amali deyiladi.

Yuqoridagi limit mavjud boMgan har birxo nuqtaga aniq bitta son mos keladi, 

demak f\x) - bu yangi funksiya boMib, u yuqoridagi limit mavjud boMgan barcha x 

larda aniqlangan. Bu funksiya f[x) funksiyaning hosila funksiyasi, odatda, hosilasi 

deb yuritiladi.

2-§. Hosilaning ta’rifi, hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi
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Endi hosila ta'rifidan foydalanib, у = / ( x) funksiya hosilasini topishning 

quyidagi algoritmini berish mumkin:

1-qadam. Argumentning tayinlangan x qiymati ga mos funksiyaning qiymati 

fix) ni topish.

2-qadam. Argument x ga fix) funksiyaning aniqlanish sohasidan chiqib 

ketmaydigan Ax orttirma berib f(x + Длг) ni topish.

3-qadam. Funksiyaning Д/(х) = f(x  + Ax) — f ix )  orttirmasini hisoblash.

4-qadam. nisbatni tuzish.

5-qadam. nisbatnmg Д* -» 0 dagi limitini hisoblash.

5.2-misol. fix) = kx + b funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Hosila topish algoritmidan foydalanamiz. Argument x ni tayinlab, 

funksiya qiymatini hisoblaymiz: fix) = kx + b. Argumentga Ax orttirma beramiz, 

u holda fix  + Дх) = k(x -I- Ax) + b = kx + kAx + b. Funksiya orttirmasi 

Af(x) = f{x + Ax) — f(jx) = (kx + к Ax + b) - ( kx + b) = kAx boiadi.

nisbatni tuzamiz: ^  = k. Limitni hisoblaymiz: lim = lim /с = к.
Д* Д* Дх-»0 Дх Дх->0

Demak, (kx + b)' = к ekan

Xususan, fix) = b o‘zgarmas funksiya (bu holda к = 0) uchun (b)' = 0; 

fix) = x (k = 1) funksiya uchun x' = 1 bo'ladi.

5.3-misol. f ix )= ^  funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Argumentning tayinlangan x qiymatiga mos funksiyaning qiymati 

fix) =  x ga Ax orttirma berib, funksiyaning x + Ax nuqtadagi qiymatimi 

hisoblaymiz: fix  + Ax) = . Bu yerda umumiylikni cheklamagan holda x > 0 

va |Дх| < x deb hisoblaymiz. Funksiyaning orttirmasini hisoblaymiz: A fix) = 

fix  + Ajc) — fix) = — = — ~ — . Orttirmalar nisbatini yozib,
'  х+Ддг х(х+Дх) J ’

soddalashtiramiz: = — , A-* ■■■■■ = — ? 1-.-. Bu nisbatning limitini
Дx х(х+Дх)Дх x2+xAx °

hisoblaymiz: lim = цт  (— -1— 'j = _  -L
Дх-»0 Д* Дх-*0 V х 2+хДдг/ хг 

126



Demak, (±)' =  -± .

2. Hosilaga ega boMgan funksiyaning uzluksizligi. f(x ) funksiyaning 

*o nuqtada hosilaga ega boMishi bilan uning shu nuqtada uzluksiz boMishi orasida 

quyidagi bogManish mavjud:

5.4-teorema Agar fix) funksiya x0 nuqtada hosilaga ega boMsa, u holda 

funksiya shu nuqtada uzluksiz boMadi.

Isbot 0 Faraz qilaylik, fix) funksiya x nuqtada hosilaga ega boMsin. Demak, 

ushbu Hm — "x_xn ° limit mavjud va f(x0) ga teng. Barcha x*x0 nuqtalarda ushbu

tenglik o‘rinli: f(x) — f(xQ) = • (x — x0). Uholdako‘paytmaning limiti
X —X q

haqidagi teoremaga ko‘ra

lim (f(x) - /O o ))  = lim (—— —
*-*•> x-x„y x- xQ

(x - xQ) =

f ix )- f ix  o)
= (— Г— ----Hm ix - xQ) = f ix  o) -0 = 0

* ^ 0  X  X q X —*Xq

boMadi. Bu esa fix) funksiyaning x0 nuqtada uzluksizligini bildiradi. ♦

Bu teoremaning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni funksiyaning nuqtada 

uzluksizligidan uning shu nuqtada hosilasi mavjudligi kelib chiqavermaydi. 

Masalan, у = \x\ funksiya x ning barcha qiymatlarida, xususan x = 0 nuqtada 

uzluksiz, ammo x = 0 nuqtada hosilaga ega emas. Bu funksiyaning x = 0 nuqtadagi 

orttirmasi Ay = |Дх| boMib, undan

lim — = 1, lim ^  = -1
Дх-*+оДх Дх-*-о Дх

Д у • 1 . . . . .
va дх nis^atn,ng dagi limiti mavjud emasligi kelib chiqadi, demak fix) =

\x\ funksiya x = 0 nuqtada hosilaga ega emas.

3. Bir tomonli hosilalar.

5.5-ta’rif. Agar Ax-> + 0 (Дх-* - 0) da ̂  nisbatning limiti

Hm Hm Hm Hm Я*о + а * )- Я * ,)
Дх-»+ o Ax Дх-*+ o Ax Дх-*- о Ax Дх-*- о Ax
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mavjud va chekli bo'lsa, bu limit f(x ) funksiyaning x0 nuqtadagi o'ng (chap) 

hosilasi deb ataladi va fl(x0) (f'_(x0)) kabi belgilanadi.

Odatda funksiyaning o'ng va chap hosilalari bir tomonli hosilalar deb ataladi. 

Yuqoridagi misoldan, f{x) = |x| funksiyaning x = 0 nuqtadagi o‘nghosilasi 

1 ga, chap hosilasi - 1 gatengligi kelib chiqadi.

Funksiyaning hosilasi ta’rifi va bir tomonli hosila ta’riflardan hamda funksiya 

limiti mavjudligining zaruriy va yetarli shartidan quyidagi teoremaning o'rinli 

ekanligi kelib chiqadi:

5.6-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya x0 nuqtaning biror atrofida uzluksiz 

bo'lsin. U holda f(x ) funksiya x0 nuqtada f'{x0) hosilaga ega bo'lishi uchun

f+(xo), f- (*o) lar mavjud va fl(x0) = fl(x0) tenglikning o'rinli bo'lishi zarur va 

yetarli bo'ladi.

Isbot (5-7-masala).

3-§. Hosilaning geometrik va fizik ma'nolari. Urinma va normal tenglamalari

3.1. Hosilaning geometrik ma’nosi. Yuqorida biz, agar у = f(x) funksiya 

grafigining M0(x0;f(x0)) nuqtasida urinma o'tkazish mumkin bo'lsa, u holda

urinmaning burchak koeffitsienti kurinma = lim 7^ ekanligini ko'rsatgan edik.
дх-»о Длг

Bundan hosilaning geometrik ma’nosi kelib chiqadi:

у = f(x) funksiya grafigiga abssissasi x = x0 bo'lgan nuqtasida o'tkazilgan 

urinmaning burchak koeffitsienti hosilaning shu nuqtadagi qiymatiga teng 

kurinma ~ f  (^o)-

3.2. Hosilaning fizik ma'nosi. Hosila tushunchasiga olib keladigan ikkinchi 

masalada harakat qonuni s = s(t) funksiya bilan tavsiflanadigan to'g'ri chiziq 

bo'ylab harakatlanayotgan moddiy nuqtaning t vaqt momentidagi oniy tezligi

voniy ~ J im0 ̂  ekanligini ko'rgan edik. Bundan hosilaning fizik (mexanik) ma’nosi

kelib chiqadi.
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s = s(t) funksiya bilan tavsiflanadigan to‘g‘ri chiziqli harakatda t vaqt 

momentidagi harakat tezligining son qiymati hosilaga teng: voniy = s'(t)-

Hosilaning mexanik ma’nosini qisqacha quyidagicha ham aytish mumkin: 

yo‘ldan vaqt bo‘yicha olingan hosila tezlikka teng.

Hosila tushunchasi nafaqat to‘g‘ri chiziqli harakatning oniy tezligini, balki 

boshqa jarayonlaming ham oniy tezligini aniqlashga imkon beradi. Masalan, 

Aytaylik, у = Q(T) jismni T temperaturaga qadar qizdirish uchun uzatilayotgan 

issiqlik miqdorining o‘zganshim tavsiflovchi funksiya boMsin. U holda jismning 

issiqlik sig'imi issiqlik miqdoridan temperatura bo‘yicha olingan hosilaga teng 

boMadi:

С = —  = lim ——. 
dT дг-о AT

Umuman olganda, hosilani f(x) funksiya bilan tavsiflanadigan jarayon oniy 

tezligining matematik mode/i deb aytish mumkin.

3.3. Urinma va normal tenglamalari. Aytaylik, у — f(x ) funksiya x0 

nuqtada hosilaga ega, M(x0,f(x0)) funksiya grafigiga tegishli nuqta bo‘lsin. 

Funksiya grafigiga shu nuqtada oltkazilgan urinma tenglamasini tuzaylik.

Bu tenglamani у = kx + b ko‘rinishda izlaymiz. Izlanayotgan to‘g‘ri chiziq 

M(xo>f(xo)) nuqtadan o‘tishi ma’lum, shu sababli f(x0) = kx0 + b tenglik 

o‘rinli. Bundan b = f(xQ) — kx0 ekanligini topamiz. Demak, urinma tenglamasi 

у = kx + f{x0) - kx0 yoki у = f  (x0) + k(x — x0) ko‘rinishga ega boiadi. Agar 

urinmaning к burchak koeffitsienti hosilaning x0 nuqtadagi qiymatiga tengligini 

e’tiborga olsak, у = f(x) funksiya grafigiga M(x0,f(x0)) nuqtasida o‘tkazilgan 

urinma tenglamasi quyidagicha boMadi:

У = fix  o) + f  ix 0)ix - x0) (1)

У = fix) funksiya grafigining M(x0; f(x0)) nuqtasidan o‘tadigan va shu 

nuqtadagi urinmaga perpendikulyar boMgan to‘g‘ri chiziq normal deyiladi. 

Ma’lumki, agar kurinma Ф 0 boMsa, urinma va normalning burchak koeffitsientlari
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кnormal ' kurinma =  —1 shart biJan bogMangan bo'ladi. Bundan у  = f{x ) funksiya 

grafigiga M(x0; f  (x0)) nuqtasida o'tkazilgan normal tenglamasini

У ш W

keltirib chiqarish mumkin.

5.7-izoh, Agar kurinma = 0 boMsa, u holda urinma tenglamasi у = f(x0), 

normal tenglamasi esa x - xD boMadi.

5.8-misol. Abssissasi x = 1 boMgan nuqtada у = ^ giperbolaga o‘tkazilgan 

urinma va normal tenglamalarini tuzing.

Yechish. Bu misolda x0 = 1, f(x0) = 1, f\x) = -_L  , / ' ( l )  = -1. Bu
x2

qiymatlami (1) formulaga qo‘yib urinma tenglamasini hosil qilamiz: у = 1 — (х —

1), ya’ni у = 2 - х ;

(2) formuladan foydalanib, normal tenglamasini yozamiz: у = 1  + (x — 1 ), 

ya’ni у = x.

5.9-misol у = x2 parabolaning Л(0;—4) nuqtadan o‘tuvchi urinma 

tenglamasini yozing.

Yechish. Berilgan nuqtay = x2 parabolaga tegishli emasligi ko‘nnibturibdi. 

Aytaylik, x = x0 nuqta urinish nuqtasining abssissasi boMsin. U holda f(xQ) = x0z, 

f'(x) = 2x, f'(x0) = 2x0. (1) formuladan foydalansak

у = x02 + 2x0(x -x0)

ya’ni

у = 2x0x - X q 2 (3)

tenglamaga ega boMamiz.

Shartga ko‘ra urinma (0; —4) nuqtadan o‘tishi kerak. (3) tenglamada x va у

о miga 0 va —4 qiymatlarini qo‘yib x0 ga nisbatan —4 = — Xq2 tenglamaga ega 

boMamiz. Bundan x0 = 2, x0 = -2 boMishini topamiz.

Agar x0 = 2 boMsa, u holda urinma tenglamasi у = 4x — 4; agar x0 = —2 

boMsa, у = -4x - 4 boMadi.
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Shunday qilib, ko'rsatilgan shartni qanoatlantiruvchi ikkita у = 4x - 4, у = 

—4дс — 4 urinma tenglamasim hosil qildik.

Mashq va masalalar

Ta’rifdan foydalanib, quyidagi funksiyalaming hosilalarini toping (1-4): 

5-1. у = -4. 5-2. у = ex.

5-3. у = 5t3 - 2t + 7. 5-4. f(h) =
' K '  h2 + l

Hosilaning ta’rifidan foydalanib f'(x0) ni toping (5-6):

5-5. f(x ) = Ax2 — 3x + 8,x0 = 1.

5-6. / ( x) = cos 2x, x0 = 0.

5-7. 5.6-teoremani isbotlang.

5-8. у = fix) funksiyaning xQ nuqtadagi hosilasini toping:

a) У = (* + 2)(* + 2){x + 3)(л: + 4)(x + 5), x0 = -3;

b) у = (1 + axb){l + bxa), x0 = 1.

(M “ sin(±),
5-9. a ning qanday qiymatlarida у = funksiya

c)y =

a) uzluksiz bo'ladi; b) hosilaga ega bo'ladi; c) uzluksiz hosilaga ega bo'ladi.

5-10. Quyidagi funksiyalarm differensiallanuvchanlikka tekshiring:

а) У = x\x\; b)y = |siru:|;

x  ̂ agar x < 0, d) - (*3, a9ar x ^ Q>

,e~, agar x > 0 ^  1 0, agar x 6 /.

5-11. Agar x = x0 nuqtada chekli bir tomonli hosilalar mavjud, lekin 

/+(*o) ^  f-{x0) bo'lsa, u holda funksiyaning grafigi qanday bo’ladi? Bu holda 

(x0, f  (x0)) nuqta grafikning sinish nuqtasi deyiladi.

5-12. /  funksiyaning abssissasi x0 nuqtadagi urinmasi va normali 

tenglamalarini tuzing:

a) f{x) = x5 -3x + 2,x0 = 1; 6) fix) = x2 - x - 1, x0 =  -1 

5-13. Usbu (—2; 11) nuqtadan o'tuvchi va у = x2 — 4x funksiyaning 

grafigiga urinadigan barcha to'g'ri chiziqlami toping.
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5-14. Berilgan funksiyalaming grafiklanga umumiy bo’lgan urinmani toping:

а) у = x1 + x va у = x2 - Зх, б) у = x2 + 2x va у = x2 - 4x;

5-15. Ba'zi nuqtalarda ^H m ^  +oo (-g c )  ga teng bo'lishi mumkin. Bunday

hollarda shu nuqtalarda funksiya cheksiz hosilaga ega yoki funksiyaning hosilasi 

cheksizga teng deyiladi.

a) Ushbu у = y/x funksiyaning x = 0 nuqtada hosilasi mavjudmi?

b) Shu funksiyaning grafigini chizing, uning abssissasi x = 0 bo'lgan 

nuqtasidagi urinmasi mavjudmi?

5-16. Cheksiz hosila uchun ham bir tomonli cheksiz hosila tushunchasini 

qarash mumkin. Berilgan x0 nuqtada /+(x0) = +°°. /+(*0) = -оо,/+(л:0) = -с», 

f-{xо) = +oo bo'lishi ham mumkin.

у = \fx funksiyaning x = 0 nuqtadagi bir tomonli hosilalarini mavjudmi?

5-17. Aytaylik, у = f{x) funksiya x = x0 nuqtada uzluksiz va f'(x0) = 

+oo (—oo) bo'lsin. U holda funksiya grafigi abssissasi x = x0 nuqtada urinmasi 

mavjudmi? Mavjud bo'lsa, uni sxematik rafishda chizing.

5-18. Aytaylik, у = / ( x) funksiya x = x0 nuqtada uzluksiz, fl(x0) = 

+oo va fl(x0) = —oo bo'lsin. U holda funksiya grafigining abssissasi x = x0 

nuqtada atrofidagi holati haqida nima aytish mumkin? Uni sxematik rafishda 

chizing.

5-19. Urinmalar yordamida ikki egri chiziq orasidagi burchak tushunchasi 

ta’riflanadi. Ikki egri chiziq orasidagi burchak deb ulaming kesishish nuqtasida shu 

chiziqlarga o'tkazilgan urinmalari orasidagi burchakka aytiladi.

a) Ikki egri chiziq orasidagi burchakni topish formulasini keltirib chiqaring.

b) у = x2 parabola va у = ^ giperbolalar orasidagi burchakni toping.

4-§. Hosilani hisoblash qoidalari

u(x) va v(x) funksiyalar (a, b) intervalda aniqlangan bo'lsin.

1. Yig‘indining hosilasi.
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5.10-teorema. Agaru(x) va v(x) funksiyalaming xE(a,b) nuqtada 

hosilalan mavjud boMsa, и holda f(x ) = u(x) + v(x) funksiyaning ham x nuqtada 

hosilasi mavjud va

f'(x) = u'(x) + v\x) (1)

tenglik o‘rinli boMadi.

Isbot. 0 f(x) — u(x) + v(x) bo‘lsin, u holda Ду = f(x + Ax) - / ( x) = 

(u(x + Ax) + v(x + Дх)) - (u(x) + v(x)) = (u(x + Дх) — u(x)) -I- (v(x + 

Дх) - v(x)) = Au + Av boMadi.

lim — = lim Al~Av = lim ^  + lim ^  = u'(x) + v’(x).
Ax->0 Д* Дх-»0 Д* Ax-*0 Д* Дх->0 Да:

Shunday qilib, (1) tenglik o‘rinli ekan. ♦

5.11-misol. у = x2 + 1/x funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. y' = (x2 + 1/x)' = (x2)' + (1/x)' = 2x — 1/x2. Demak, y' = 

2x- —r
X 2

Matematik induksiya metodidan foydalanib, quyidagi natijani isbotlash 

mumkin:

5.12-natija. Agar u^x ), u2(x), . . . , u „ ( x )  funksiyalaming x  nuqtada 

hosilalari mavjud boMsa, u holda /(x ) = иг(х) + u2(x)+ ... + un(x) 

funksiyaning ham x nuqtada hosilasi mavjud va quyidagi formula o‘rinli boMadi:

/■'(*) = (ui(x) + U2(x) + ... + Un(x))' s  Ul'(x) + u2'(x) + ••• + !*„'(*)•

2.Ko‘paytmaning hosilasi.

5.13-teorema Agar tt(x) va v(x) funksiyalar x e (a, b) nuqtada hosilaga 

ega boMsa, u holda ulaming /(x ) = u(x) v(x) ko‘paytmasi ham x 6 (a, b) nuqtada 

hosilaga ega va

f'(x) = u'(x) ■ v(x) + u(x) ■ i/(x) (2)

tenglik o‘rinli boMadi.

Isbot. 0 /(x ) = u(x)v(x) boMsin, u holda Ду = /(x  + Дх) - / (x )  =

u(* + Л*) »(* + д*) - u(x) »W  = |“[* + = (»W  +

Дгг)(г;(х) + Дг) — u(x)v(x) = Auv(x) + Дггц(х) + AuAv. Funksiya
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orttirmasining argument orttirmasiga nisbatini soddalashtirib, limitga ega 

funksiyalar ustida arifmetik amallar va hosilasi mavjud funksiyaning uzluksizligi dan

foydalansak: lim ^  = ( lim • v(x) + ( lim ■ u(x) + lim ^  • lim Av =
Дх-+0 \Дх->оД*/ \Дг-»оДлг/ Дх-*0 Д* Дх->0

u’(x) v(x) + u(x) v'(x) + и'(х)- lim Av = u’(x) v(x) + u(x) v’(x) bo'ladi. ♦
Дх-»0

5.14-natija Quyidagi (Си(дс))' = C u'(x) formula o'rinli.

Isbot. 0 5.13-teoremaga ко' ra, (Cu(x))' = C' u(x) + C u‘(x). AmmoC’ =  0, 

demak (Cu(x))' = C u'(x). ♦

5.15-natija. Agar (x), u2(x),..., un(x) funksiyalar x nuqtada hosilaga ega 

bo'lsa, uholda ulaming ko'paytmasifix) = иг(х) и2(х)-... un(x) ham* nuqtada 

hosilaga ega va quyidagi formula o'rinli bo'ladi:

f'(x) = (u1(* )u 2(> )- ...uri(* )y  = u[(x)-u2(x)-...-Unix) +

Щ(х)и2'(х)• un(x) + — + щ(х)и2(х)-...-UnXx)

Isbot (5-19-masala).

3. Bo‘linmaning hosilasi.

5.16-teorema, Agar u(x) va t?(x) funksiyalar x E (a, b) nuqtada hosilaga 

ega, v(x) Ф 0 bo'lsa, u holda ulaming / (* )  = u(x)/v(*) bo'linmasi x E (a,b) 

nuqtada hosilaga ega va

J У J V2(X) v )

formula o'rinli bo'ladi.

Isbot. 0 f{x) = ^  bo'lsa, u holda Ay = fix  + Ax) - fix) = -

т |  = Т ^ и л Г п 1- Nisbatni quyidagicha yozib olamiz: — = Au'v̂ ~ Av'u^  =
v(x) (v(x)+Ar)-v(*) 't J b j  ^  (V(x)+&v)-v(x)bx

vix) - u(x) £■) • Zhx)~+v(x)Av- Ax^ °  da ,imitSa o'tamiz, limitga ega

funksiyalaming xossalari va 13-teorema isbotidagi kabi lim Av = 0 tenglikdan
д*-»о

foydalansak, lim ^  = lim (— vix) - u(x) —) ---- -----=
Дх-» 0  Ах Дд—*0 \Ax 4 '  Дx) v2(x)+p(x)Av

и'(ЛС)17(х)—U(x)"V/(x) .. . . .
------------- natijaga erishamiz, ya’ni (3) formula o'rinli ekan. ♦
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5.17-misol. Ushbu /(x ) = ^ funksiyaning hosilasini toping. 

Yechish. f'(x) = (Н+П' = (3” 7),'(5"-4|-1^*7).(5»-4)' =
J 4 J \5X—4/ (5ЛГ-4)2

3g » - « ) - 5 ( 3 *  +  7) ------47  ------- 4 T _

(5яг—4)2 (5x-4)2 (5ЛГ-4)2

З х + 7

5-§. Murakkab funksiyaning hosilasi. Teskari funksiyaning hosilasi

5.1. Murakkab funksiyaning hosilasi. Aytaylik, и = <p(x) funksiya 

(a, b) intervalda, у = /(u ) funksiya esa (c; d) da aniqlangan bo‘lib, bu funksiyalar 

yordamida у = /(<?(*)) murakkab funksiya tuzilgan bo'lsin (bunda, albatta, x e 

(a,b) daw = <p(x) e (c,d) bo'lishi talab qilinadi).

5.18-teorema. Agar u = <p(x) funksiya x e (a, b) nuqtada hosilaga ega, у = 

/ (u ) funksiya esa u = <p(x) nuqtada hosilaga ega bo'lsa, u holda у = /ООО) 

murakkab funksiya x nuqtada hosilaga ega va

(/O K *)))' =  № ) V ( x )  (1)

formula o'rinli bo'ladi.

Isbot. 0 u = <p(x) funksiya x nuqtada hosilaga ega bo'lganligi uchun uning x 

nuqtadagi orttirmasini

Au = (p\x) Дх + аДх (2)

ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda Дх^О da cr-*0.

Shunga o'xshash, у = / (u) funksiyaning и nuqtadagi orttirmasini 

Ду = f'(u)Au + /?Ди (3)

ko'rinishda yozish mumkin, bunda Au->0 da (3->0.

So'ngi (3) tenglikdagi Дu o'miga uning (2) tenglik bilan aniqlangan ifodasini 

qo'yamiz. Natijada Ду = f'{u)((p' (х)Дх + агДх) + /?(<р' (х)Дх + сгДх) = 

f'(u)(p\x)Дх + (f'(u)a + (p'(x)P + ар)Дх tenglikka egabo'lamiz.

Agar Дх-Х) bo'lsa, (2) tenglikdan 0 va Au-M) bo'lishi, agar Au-^0 

bo'lsa, u holda (3) tenglikdan /?-*0 ekanligi kelib chiqadi. Bulardan esa Дх-*0 da 

f'(u)a + <p'(x)fi + aft cheksiz kichik funksiya ekanligi kelib chiqadi, uni у bilan 

belgilaymiz.
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Shunday qilib, Ду = /'(и)<р'(х)Дх + у Ax tenglik o‘rinli. Bundan — =
Ax

f(u)<p'(x) + у va JLmrî  ̂  =  /'(u)<p'(x) o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Bu esa y' = 

f r(u)(p'(x) ekanligini isbotlaydi. ♦

5.19-misol. у = (x2 — funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Bu yerda у = u4, u = (x2 — Demak, y' = (u4)'- (x2 — =

4u3(2* - J r )= 8 (*2- ! )3(*-r?)

Amalda (1) tenglikni ^  ^  ^  yoki yx' = Уц11* ko‘rinishda yozib, 

quyidagi qoida tarzida ifodalaydi:

Murakkab funksiyaning erkli o‘zgaruvchi bo‘yicha hosilasi oraliq 

olzgaruvchi bo‘yicha olingan hosila va oraliq o‘zgaruvchidan erkli o'zgaruvchi 

bo‘yicha olingan hosilalar ko‘paytmasiga teng.

Bu qoidani quyidagicha talqin qilish mumkin: agar berilgan nuqtada у 

o‘zgaruvchi и ga nisbatan yu' marta tez, u esa x ga nisbatan u'x marta tez o'zgarsa, 

u holda у o'zgaruvchi x ga nisbatan yu'u'x marta tez o‘zgaradi, ya’ni y'x = yu'u'x .

Yuqoridagi qoida uchta, umuman chekli sondagi hosilaga ega boMgan 

funksiyalar kompozitsiyasi uchun ham o‘rinli. Masalan, agar у = /(u), и = <p(t), 

t = h(x) boMsa, u holda y'x = yu'u't t'x tenglik o‘rinli boMadi.

5.2. Teskari funksiyaning hosilasi.

5.20-teorema. Agar у = /(x ) funksiya [a; b] kesmada monoton o‘suvchi, 

(a; b) intervalning har bir nuqtasida noldan farqli y' = /'(x ) hosilaga ega boMsa, u 

holda bu funksiyaga teskari boMgan x = <p(y) funksiya (/(a );/(b )) intervalda 

hosilaga ega va ixtiyoriy у 6 (/(a); f(b)) uchun uning hosilasi 1 //'(x ) ga teng 

boMadi.

Isbot. 0 Aytaylik, у = /(x ) funksiya [a;b] kesmada o‘suvchi, (a;fr) 

intervalda y' = /'(x ) hosilaga ega va ixtiyoriy x 6 (a, b) uchun /'(x ) Ф 0 boMsin. 

Quyidagi belgilashlami kiritamiz: / (a ) = a, /(b ) = /?. U holda у = /(x ) funksiya 

uchun teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi haqidagi teorema shartlari
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bajariladi, chunki у = fix) funksiyaning uzluksizligi uning hosilaga ega 

ekanligidan kelib chiqadi. Shunday qilib, [a; /?] kesmada у = f(x) funksiyaga 

nisbatan teskari bo'lgan x =  cp(y) funksiya mavjud boMadi.

Teskari funksiya argumenti у ga Ду Ф 0 orttirma beramiz. U holda x = <p(y) 

funksiya biror Ax = <p(y + Ду) - cp(y) orttirma oladi va teskari funksiyaning 

monotonligidan Ax Ф 0, uzluksizligidan esa Ду-*0 da Дх^>0 ekanligi kelib chiqadi. 

Endi x = cp(y) funksiyaning hosilasini topamiz. Yuqorida aytilganlami

e’tiborga olsak, hosilaning ta’rifiga ko'ra lim — = — r-r = ——  demak x j  —
Ay~*0 дУ lim  ^  У

Лх-*оДу

<р'(У) = 1 /f\x) formula o'rinli ekan. ♦

5.20-teorema f(x) funksiya kamayuvchi bo'lganda ham o'rinli (5-72- 

masala).

Demak, teskari funksiya hosilasini hisoblash qoidasi

formula bilan ifodalanadi.

6-§. Asosiy elementar funksiyalaming hosilalari

6.1. у = x? (x > 0) darajali funksiyaning hosilasi. Bu funksiyaning x 

nuqtadagi orttirmasi Ду = (x + AxY — = x*1 ( l  + - 1 ga teng va ^  = 

(i+—)д-1
xli~l -- ----  bo'ladi. MaMumki, lim ('1+—— - = /x. Shuning uchun lim — =

—  x-*0 x Ax-*0 Дх

/ ( l + ^ ) M- l  \
И тоx^~l ■ I -- ^ ---j = цх>х~1. Bundan funksiyaning x nuqtadagi hosilasi

mavjud vay' = цх**~г bo'ladi.

Demak, (x = цх^~1 formula o'rinli.

Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash formulasini foydalangan holda, 

(u(x))^ ko'rimshdagi murakkab funksiya uchun quyidagi formulani yozish 

mumkin:

137



( ( m ( x ) ) ^ ) > ( u ( x ) ) m _ 1  - u ' ( x ) .

Masalan, у = (x2 + l ) 3 funksiyaning hosilasini topish talab qilinsin. Bu 

misolda u(x) = (x2 + 1), ц = 3. Demak, yuqoridagi formulaga ko'ra

y' = 3(x2 + l ) 2 ((x2 + 1)' = 3((x2 + l ) 2-2x = 6x(x2 + l ) 2

6.2. Ko'rsatkichli funksiyaning hosilasi. у = ax (а> 0 ,аФ 1 )

ko'rsatkichli funksiya uchun Ду = а*+д* — ax = ax( — 1) va — =
Ax Ax

д А X ̂  ̂ a I
Ma’lumki, lim ——  = /па. Shuning uchun lim— -lim cix-——  =

A * " *  * *  Дх—>0 Д  с Ax—»o Д х

=aKlna mavjud. Demak (ax) = axlna, xususan, (ex)' = ex formulalar o‘rinli ekan.

Ko'rinib turibdiki, у = ex funksiya ajoyib xossaga ega: uning hosilasi o‘ziga 

teng ekan.

аи(дг) (a > 0, а Ф 1) funksiya uchun quyidagi formulalaming o‘nnli 

boMishini ko'rish qiyin emas: (a11̂ ) '  = au^  ■ u'(x) • Lna. 

Masalan, (З5*-3)' = З5дг“3 • (5x — 3)r • 1пЗ = 5 ■ З5х~3 • 1пЗ

6.3. у = 1одах (а > О, а Ф 1,х > 0) logarifmik funksiyaning hosilasi. 

Bu funksiya x = ay funksiyaga nisbatan teskari funksiya boMgani uchun teskari 

funksiyaning hosilasini topish qoidasiga ko‘ra уi  =  - V  =  — - —  =  — — , ya’ni
Ху аУ1па xlna J

(loga ХУ ~ Xususan, (Inx)' = ^ formula o‘rinli.

loga u(x) funksiya uchun quyidagi formula o‘rinli: (loga u(x))' = .

6.4. Trigonometrik funksiyalaming hosilalari.

1) у = sinx funksiyaning hosilasi. Funksiyaning x nuqtadagi orttirmasini 

sinuslar ayirmasi formulasidan foydalanib topamiz:

Ду = sin(x + Дх) — sinx = 2 sin —  cos ^x +

sin—
Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbati ^  = —ef*-cos (x +

T
Ду\

ga teng. Bu tenglikda birinchi ajoyib limit va cosx funksiyaning uzluksizligini
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sin— Ax\
e’tiborga olgan holda limitga o'tsak, lim — = lim r; - • limcos(x + — j =

°  b  О ’ Л х _ >0 & x  & x _ tQ a x  & x ^ 0  у  2 J

2

cosx bo'ladi.

Demak, (sinx)' =  cosx formula o'rinli.

2) у = cosx funksiyaning hosilasi. Bu funksiyaning hosilasini topish uchun 

cosx = sin(x + я/2) ayniyat va murakkab funksiyaning hosilasini topish 

qoidasidan foydalanamiz. U holda

(cosx)' = (sin(x + я/2))' = cos(x + я/2)- (x + я/2)' = cos(x + я/2)1 = 

cos( x + я/2).

cos(x + я/2) = —sinx ayniyatni e'tiborga olsak, quyidagi formulalarning 

o'rinli ekanligi kelib chiqadi: (cosx)' = —sinx.

3) У = tgx va у = ctgx funksiyalaming hosilalari Bu funksiyalaming 

hosilalarini topish uchun bo'linmaning hosilasini topish qoidasidan foydalanamiz:

(tgx)' = С-Щ ' =  = -L-.
\cosxJ coszx coszx

Xuddi shunga o'xshash (ctgx)' = — formulani ham keltirib chiqarish 

mumkin. Buni mashq sifatida o'quvchilarga qoldiramiz.

Trigonometrik funksiyalaming argumentlari x erkli o'zgaruvchining u(x) 

funksiyasi bo'lsa, u holda murakkab funksiyaning hosilasi haqidagi teoremaga ko'ra 

quyidagi formulalar o'rinli bo'ladi:

(sinu)' = u'cosu, (cosu)' = —u'sinu,

(tgu)' = -4-, (ctgu)' = - - ~
°  cos2u sin2u

6.5. Teskari trigonometrik funksiyalaming hosilalari. Teskari 

funksiyaning hosilasi haqidagi teoremadan (5.20-teorema) foydalanib, у = arssinx 

(—1 < x < 1) funksiyaning hosilasini topaylik.

Bu funksiyaga teskari bo'lgan x = siny funksiya [~~;^] da monoton 

o'suvchi va (— intervalda hosilaga ega, hamda bu intervalning har bir

nuqtasida hosila noldan farqli: x'y = cosy Ф 0. Shuning uchun y'x — -p- = Endi
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( - 2 ; f )  mterva^ a cosy >  0 va bunda cosy =  V l — sin2x formula o'rinli 

bo'lganligi uchun y'x = — 1 = bo'ladi.
l —sm*y v 1—x

Demak, (arcsinx)' = -=L=, (-1 < л: < 1) formula o'rinli.
\1~хг '

Endi у = arccosx (-1 < x < 1) funksiyaning hosilasi uchun formula 

keltirib chiqaramiz. Bu funksiyaga teskari bo'lgan x = cosy funksiya [0,л] da 

monoton kamayuvchi, (0;я) da hosilaga ega bo'lib, bu intervalning har bir 

nuqtasida noldan farqli x'y = —siny hosilaga ega. Demak, teskari funksiyaning 

hosilasi haqidagi teorema shartlari o'rinli. Shu sababli 5-§ dagi (4) ga ko'ra x'y =

cosy У* = ^ , = ~ 7 ^  =  ~Vi -cos*x =  “ Т гЫ  ham ° ‘rin,i bo‘ ladl yerda

(0; n) da siny — V l — cos2x ekanligidan foydalandik).

Shunday qilib, (arccosx)' = — ( -1 < x < 1) formula o'rinli ekan.
л/1 — x

Ma’lumki, у = arctgx funksiyaning qiymatlar to'plami 

intervaldan iborat. Shu intervalda unga teskari bo'lgan x = tgy funksiya mavjud va 

bu funksiyaning hosilasi x'y = — noldan farqli. Teskari funksiyaning hosilasi 

haqidagi teoremadan foydalansak,

Ух xy (tgyУ ~ cos y ~ 1  + tg2y ~ 1 + x2

bo'ladi.

Demak, quyidagi formula o'rinli.

(arctgx)' = ----Y .
1 + x

Xuddi yuqoridagi kabi y=arcctgx funksiya uchun

(arcctgx)' = ---—-
l + x

formulaning o'rinli ekanligini ko'rsatish mumkin.
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Teskari trigonometrik funksiyalaming argumentlari x erkli o'zgaruvchining 

u(x) funksiyasi bo‘lsa, u holda murakkab funksiyaning hosilasi haqidagi teoremadan 

quyidagi formulalar kelib chiqadi:

(arcsinu(;*:))' = UJ X̂  (arccosif(x))' = —  u
л/l - “-(x) J l- u 2(x)

(arctgu(x))' = ; (arcctgu(x))' = - -
1 + ul(xj 1 + u(x)

Mashq va masalalar

5-20 Matematik induksiya prinsipidan foydalanib, 5.12-natijani isbotlang.

5-21. Chekli sondagi differensiallanuvchi funksiyalar chiziqli 

kombinatsiyasining hosilasi hosilalaming aynan shunday chiziqli kombinatsiyasiga 

teng, ya’ni agar/00 = cxux(x) + c2u2(x)+... + cniin(x) boMsa, uholda f'(x ) = 

c1u[(x) + c2u2(x)+... + cnu’n(x). Isbotlang.

5-22. 5.15-natijani isbotlang.

5-23 Ikki funksiya yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va msbatidan iborat 

bo‘lgan funksiyaning hosilaga ega boMishidan bu funksiyalaming har biri hosilaga 

ega boMishi har doim kelib chiqavermaydi. Shu fikrlami asoslovchi misollar 

keltiring.

5-24 xQ nuqtada hosilaga ega boMgan f(g(x)) murakkab funksiyaga misol 

keltiringki:

a) / '(# (* o)) mavjud, g(x0) mavjud boMmasin;

b) f{g (x „)) mavjud emas, g(x0) mavjud boMsin;

c) f'(g (xo)) mavjud emas, g(x0) mavjud emas.

5-25. Quyidagi tasdiqlami isbotlang yoki mkor qiling:

a) differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi juft boMishi uchun 

funksiyaning toq boMishi yetarli;

b) differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi juft boMishi uchun 

funksiyaning toq boMishi zarur;
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c) differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi toq bo'lishi uchun 

funksiyaning juft bo'lishi yetarli;

d) differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi toq bo'lishi uchun funksiyaning 

juft bo'lishi zarur.

Funksiyalaming hosilalarini toping (26-44):

5-26. у + 5.27 . y = 10x6-i+ 3VZ

5-28. у = 2ctgx - 3sinx. 5-29. у = arctgx + 7 ■ e*

5-30.у = 1 9 *- 8arcsinx. 5-31. у =  (x2 - l)(x3 + x).

5-32. <p(a) = 3arcsina — 4arccosa + 14Va

5-33. f( i)  = 5-34. у = 3sin2x — Igx + 3cos2x

5-37. у =(±)X--L + 4* 5-38 у = ~+lnx
3 \г) з* T J У ex_Lnx

5-39. у = (x + l)(x  + 2)(x + 3).

5-40. у = (x2 - l) (x 2 - 3)(x2 - 5).

5-41. m  5-41 у = - f-
* +4 7 x4+2

5-43.y = V^(*5 + V^ - 2) 5-44. у = ^  - Vx ’ Inx5.

Berilgan funksiyaning *0 nuqtadagi hosilasini toping (45-48):

5’45- f M = ^ ' xo = 1-

5-46. f(x) = 4д: + Ь\[х,х0 = 8.

5-47 ./(* ) = x2 + 3sinx — тсх,хп =-.
2

5-48./(x) =  e*+1 • (4* - 5), x0 = In 2.

Funksiyaning hosilasini toping (49-77):

5-49. у = 10*2+1. 5-50. у = tgAx

5-51. у =  c/i4| 5-52. у = ln(5x3 - x).

5-53. у = cos4 jc — sin4 x. 5-54. у = V4 — 7x2.

5-55. у — у Г +ctgTox 5-56. у = (sin3x — cos3x)2.

5-57. x = ln*sin3t. 5-58./(/i) = arctg yfh.
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1 - -- sin x
5-59. у = -- :—  5-60. у  =

arcsin х * l+tgx

5-61. у = 5-62. у  = sh(ln(tg2x)).

5-63. у = xarcsinx + V l - x 2. 5-64. у = 3sin3*x+*sin2x

_  (n£+2 x-3 _________
5-65.y = e х- s — —— 5-66. у = arcsinyj 1 — x2.

5-67. у  = x - 2 ^  5-68. у  = 5(1/<o5s*)

5-69. у  = -Ы —  5-70. у = ln(e2x + 1) — 2arctge:

5-71 v  =  5 7 ?  — tg cos23x

5-73. у  = in |i^2££ 5-74./(x) = -
^ >/1+со5дг 2 2 ( l+ x 2)"

5-75. / (x) = —^■~1 + arct# i.

5-76. у = 14 arcsin*±1 _  (3»- » )» ^ 2^
2 2 ’

« - г г ____ ln(x2+2) , 2-X 1 ^ *
5-77 у - — —  + - —  arctg-.

5-78 5.20-teoremani /(x ) funksiya kamayuvchi bo'lganda isbotlang.

7-§. Logarifmik hosila. Daraja-ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi

7.1. Logarifmik hosila. Faraz qilaylik, у  = /(x ) funksiya (a;b) intervalda 

differensiallanuvchi va f(x) > 0 bo'lsin. U holda shu intervalda Iny = lnf(x) 

funksiya aniqlangan bo'ladi. Bu funksiyani x argumentning murakkab funksiyasi 

sifatida qarab, x nuqtadagi hosilasini hisoblash mumkin bo'lgan x0 nuqtada f(x) 

funksiyaning hosilasini topish kerak bo'lsin. Murakkab funksiyaning hosilasini 

topish qoidasidan foydalanamiz: (Iny)' QnfO0У> bundan

У = y(lnf(x))' (1)

formulaga ega bo'lamiz.

5.21-ta’rif. Funksiya logarifmidan olingan hosilaga logarifmik hosila 

deyiladi.
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Bimechta funksiyalar ko‘paytmasining hosilasini topishda (1) formuladan 

foydalanish hisoblashlami birmuncha soddalashtirishga imkon beradi. Haqiqatan 

ham, у = щ ■ u2 • *  un funksiya (bu yerda har bir щ, i = 1, n funksiya hosilaga 

ega va ixtiyoriy x £ D (/) da u, > 0) berilgan boMsin. Bu funksiyani logarifmlab, 

Iny = /nUj + lnuz +... +lnu7l, bundan esa

yi ll'x  w z u 'n
— = —  + —  +••* + —  tenglikni hosil qilamiz. So‘ngi tenglikning ikkala
У “ 1 “ 2 1*n

tomoniniy ga ko‘paytirib quyidagiga ega boMamiz:

y' = ux • u2 ■... • un • ^  + ... +
V u i  u2 un J

5.22-misol. у = (х+2р (л.+3)4 funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Berilgan funksiyani logariflaymiz:

Iny = 2ln(x + 1) — 3ln(x + 2) — 4ln(x -I- 3). Bu tenglikdan hosila olib, 

ushbu tenglikka ega boMamiz:

y>_ _  _2_______з_______4

у x+l x+2 x+3'

Bundan

, _  (x+i)2 ( _ 2 _______ 3_______ 4_\ _  (x +1)(5;cz + 14jc+5)

Vx+1 x+2 Х+ 3/ (x+2)4(x+3)s(x+2)3(x+3)4

2. Daraja-koMsatkichli funksiyaning hosilasi. Aytaylik, у = (ii(x))vW 

u(x) > 0) ko‘rinishdagi daraja-ko‘rsatkichli funksiya berilgan va u(x), 

v(x) funksiyalar x ning qaralayotgan qiymatlarida differensiallanuvchi boMsin. Bu 

funksiyaning hosilasini hisoblash uchun (1) formulani qoMlaymiz U holda (1) 

formulaga ko‘ra

y’ =  u(x)pM • ln(u(x)vM) = u(x)vM(v(x) • lnu(x))' = u(x)v(x) ■ 

(v'(x)lnu(x) + i?(x) • boMadi. Bundan (u(x)p̂ y  =

u(x)vWlnu(x) v'(x) -I- v(x) u(x)v(x)~1-u'(x) formula kelib chiqadi.

Shunday qilib, daraja-ko'rsatkichli funksiyaning hosilasi ikkita 

qo'shiluvchidan iborat: agar u(x)v(x) ko'rsatkichli funksiya deb qaralsa birinchi
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qo‘shiluvchi, agar u(x)v^ ) darajali funksiya deb qaralsa ikkinchi qo'shiluvchi hosil 

bo'ladi.

5.23-misol. у = xx~l funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. (1) formulani qoilaymiz.

y' = y(lnxx~1)' = xx~x((x — 1 )lnx)' = xx~l (lnx + 1 — -).
x

8-§. Yuqori tartibli hosilalar

8.1. Yuqori tartibli hosila tushunchasi. Faraz qilaylik, biror (a,b) da 

hosilaga ega f\x) funksiya aniqlangan bo'lsin. Ravshanki, / '(* ) hosila (a,b) da 

aniqlangan funksiya bo'ladi. Demak, hosil bo'lgan funksiyaning hosilasi, ya’ni 

hosilaning hosilasi haqida gapirish mumkin. Agar f'(x) funksiyaning hosilasi 

mavjud bo'lsa, uni / (x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va y",

"'J r  simvollaming biri bilan belgilanadi. Shunday qilib, ta’rif 

bo'yicha y"(x) = ( y ekan.

Shunga o'xshash, agar ikkinchi tartibli hosilaning hosilasi mavjud bo'lsa, u

uchinchi tartibli hosila deyiladi vay"',f'"(x), kabi belgilanadi.

Demak, ta’rif bo'yicha y'" = (y")'.

Berilgan funksiyaning to'rtinchi va h.k. tartibdagi hosilalari xuddi shunga 

o'xshash aniqlanadi. Umuman f(x) funksiyaning (n — l)-tartibli / (n-1)(x) 

hosilasining hosilasiga uning «-tartibli hosilasi deyiladi va f^n\x),

dny dnf(x)
7x»' dxn s>mv°4arnm8 biri bilan belgilanadi. Demak, ta’rif bo'yicha л-tartibli

hosila y ^  = (y(n-1))' rekkurent (qaytma) formula bilan hisoblanar ekan.

5.24-misol. у = x4 funksiya berilgan. y"'(2) ni hisoblang.

Yechish. y' = 4x3, y" = 12x2, y'" = 24x, demak y '" (2) = 24*•2 = 48. 

Yuqonda aytilganlardan, funksiyaning yuqori tartibli, masalan, w-tartibli 

hosilalarini topish uchun uning barcha oldingi tartibli hosilalarini topish zarurligi

145



kelib chiqadi. Ammo ayrim funksiyalaming yuqori tartibli hosilalari uchun umumiy 

qonuniyatni topish va undan foydalanib formula keltirib chiqarish mumkin.

Misol tariqasida ba’zi bir elementar funksiyalaming я-tartibli hosilalarmi 

topamiz.

1) у = x^ (лг > 0, ixeR) funksiya uchun y (n) ni topamiz. Buning uchun 

uning hosilalarmi ketma-ket hisoblaymiz: у' = ц Xfi - 1, у" = - I)*-"-2, ...

Bundan

(хП(п) = /u(ju - 1)0« - 2)... 0« - n + l)*"-71 (1)

deb induktiv faraz qilish mumkinligi kelib chiqadi. Bu formulaning n = 1 uchun 

o‘rinliligi yuqorida ko'rsatilgan. Endi (1) formula n = к da o'rinli, ya'ni

у W = — l ) . .. (ju — к + 1)х^~к bo'lsin deb, uning n = к + 1 da o'nnli 

bo'lishini ko'rsatamiz.

Ta’rifga ko'ra y(fe+1) = (yW)'. Shuning uchun

y (*+i) = = + 1 )х*‘-кУ =

= - 1)... (ju — к + 1) • (jj — к)хм~к~г 

bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa (1) formulaning n = к + 1 da ham o'rinli bo'lishini 

bildiradi. Demak, matematik induksiya usuliga ko'ra (1) formula ixtiyoriy n E N 

uchun o'rinli.

(1) da/x = — 1 bo'lsin. U holda у = ^ funksiyaning л-tartibli hosilasi

0
(w) C-l)n *n'

=  (-D C -2)... (— =

formula bilan topiladi.

2) у = Inx {x > 0) funksiyaning w-tartibli hosilasini topamiz. Bu 

funksiyainng birinchi tartibli hosilasi У = \ bo'lishidan hamda (2) formuladan 

foydalansak,

y(n) = 0 ,0 (n-., = ( i ) 1"-11 = L O z f f i  (3) 

formula kelib chiqadi.
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3) у = sinx bo'lsin. Ma’lumki, bu funksiya uchun y '= cosx. Biz uni 

quyidagi

y’ = cosx = sin(x + j )

ko'rinishda yozib olamiz. So'ngra у = sinx funksiyaning keyingi tartibli 

hosilalarini hisoblaymiz.

y" = (cosxУ = - sin [x + 2 • j ) ,  

y'" = (-sinx)' = cosx = sin (x + 3 • j ) ,

y(IV) = (-cosx)' = sinx = (x + 4 • Ĵ j,

Bu ifodalardan esa у = sinx funksiyainng w-tartibli hosilasi uchun

y (n) = sinx = (x + n ■ j )  (4)

formula kelib chiqadi. Uning to‘g‘riligi yana matematik induksiya usuli bilan 

isbotlanadi.

Xuddi shunga o'xshash

(cosx)(n) = cosx = (x + n ■ 0  (5) 

ekanligini ko'rsatish mumkin.

Masalan,

(cosx)(115> = cos(x + 115 • j )  = cos (x + y )  = sinx

8.2. Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nosi. Ikkinchi tartibli hosila 

sodda mexanik ma’noga ega. Aytaylik, moddiy nuqtaning harakat qonuni s = s(t) 

funksiya bilan aniqlangan bo'lsin. U holda uning birinchi tartibli hosilasi v(t) = 

s'(t) harakat tezligini ifodalashi bizga ma’lum. Ikkinchi tartibli a = v’(t) = 

s"(t) hosila esa harakat tezligining o'zgarish tezligi, ya’ni harakat tezlanishini 

ifodalaydi.

5.25-misol. Moddiy nuqta s = 5t2 + 3t + 12 (s metrlarda, t sekundlarda 

berilgan) qonun bo'yicha to'g'ri chiziqli harakat qilmoqda. Uning o'zgarmas kuch 

ta’sirida harakat qilishini ko'rsating.
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Yechish. s' = (5t2 + 31 + 12) = 101 + 3, 5" = (lOt + 3)' = 10, bundan 

a = 10m/s2 boiib, harakat tezlanishi o'zgarmas ekan. Nyuton qonuni bo‘yicha 

kuch tezlanishga proporsional. Demak, kuch ham o‘zgarmas ekan.

8.3. Yuqori tartibli hosilaning xossalari. Leybnits formulasi.

5.26-xossa. Agar u(x) va v(x) funksiyalar w-tartibli hosilalarga ega boMsa, u 

holda bu ikki funksiya yigMndisining n -tartibli hosilasi uchun

(u(x) + i?(;c))(n) = u (n)(x) + r (n)(X) 

formula o‘rinli boMadi.

Isbot. 0 Aytaylik, у — и + v boMsin. Bu funksiyaning hosilalarini ketma-ket 

hisoblash natijasida quyidagilami hosil qilamiz:

y' = u' + v\ у" = (у')' = ( и' + t;')' = u" + v".

Matematik induksiya metodidan foydalanamiz, ya’ni n = к tartibli hosila 

uchun yw  = иw  tenglik o‘rinli boMsin deb faraz qilamiz va л = /с + 1

uchun y(k+V = u(k+1) + ekanligini ko‘rsatamiz.

Haqiqatan ham, yuqori tartibli hosilaning ta’rifi, hosilaga ega boMgan 

funksiyalar xossalaridan foydalanib y(k+1•) = (y W )' = (и^  = ( u ^ ) '  +

(yM )' = uC*+i) -1- v (/c+i) ekanligini topamiz.

Matematik induksiya prinsipiga ko‘ra у^  = и^  tenglik ixtiyoriy

natural n uchun o‘rinli deb xulosa chiqaramiz. ♦

5.27-xossa. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini w-tartibli hosila belgisi oldiga 

chiqarish mumkin: (Си)W  = Cû n\

Bu xossa ham matematik induksiya metodidan foydalanib isbotlanadi.

2jt+3
5.28-misol у = xr^5x+6 funksiyaning я-tartibli hosilasi uchun formula 

keltirib chiqaring.

Yechish. Berilgan kasr-ratsional funksiyaning maxrajini ko‘paytuvchilarga 

ajratamiz: x2 — 5x + 6 = (x — 2)(x — 3). So'ngra 

2* + 3 A В

(x — 2)(x — 3) x — 2 +x — 3 ^
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tenglik o‘rinli boiadigan A va В koeffitsientlami izlaymiz. Bu koeffitsientlami 

topish uchun tenglikning o'ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz va ikki 

kasming tenglik shartidan foydalanamiz. U holda 2x + 3 = A(x - 3) + B(x - 2), 

yoki

2x + 3 = (A + B)x + (-3A -  2B)

tenglikka ega bo'lamiz. Ikki ko'phadning tenglik shartidan (ikki ko'phad teng

bo'lishi uchun o'zgaruvchining mos darajalari oldidagi koeffitsientlar teng bo'lishi

zarur va yetarli) quyidagi tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi:

Г A + B = 2 
l -ЗЛ -2B = 3

Bu sistemaning yechimi A=-7, B=9 ekanligini ko'rish qiyin emas. Topilgan 

natijalami (1) tenglikka qo'yamiz va yuqorida isbotlangan xossalardan foydalanib, 

berilgan funksiyaning w-tartibli hosilasini kuyidagicha yozish mumkin:

Endi ^  va ~  funksiyalaming я-tartibli hosilalarini topishimiz lozim. 

Buning uchun u = —  funksiyaning w-tartibli hosilasini bilish yetarli. Bu funksiyani 

u = (x + a )-1 ko'rinishda yozib, ketma-ket hosilalami hisoblaymiz. U holda 

u' = ~(x + a)"2, u" = 2{x + a)-3,

u'" = -2-3(* + a) " 3 = -6(x + a)"4.

Matematik induksiya metodi bilan

u(") = (—l) n n! (x + a)-n_1 (8)

Shunday qilib, (7) va (8) tengliklardan foydalanib quyidagi

yin) =  -7. ( x - 2)-n-i + 9 .(—i) n.n ! (x - 3 ) -n -1

= (- l)n n' (-- -------- --- )
L ; пЛ (х- 3 )" Сx - 2 )n)

natijaga erishamiz.

5.29-xossa Agar u(x) va v(x) funksiyalar я-tartibli hosilalarga ega bo'lsa, u 

holda bu ikki funksiya ko'paytmasining n -tartibli hosilasi uchun
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(uv)(n) = U^V  + C^u^n~^v' + C%'u(n~2)v" + --h Cku^n~k̂ v^  + •••

+ C£“V  v^-V+uvW (9)

formula o'rinli bo‘ladi. Bunda C,i = (~n~A:+1)
” kl

Isbot. 0 Matematik induksiya metodini qoMlaymiz. Ma’lumki, (uv)' = 

u'v + uv'. Buesan = 1 boMganda (9) formulaning to‘g‘riligini ko'rsatadi. Shuning 

uchun (9) formulani ixtiyoriy n uchun o‘rinli deb olib, uning n + 1 uchun ham 

to‘g‘riligini ko‘rsatamiz. (9) ni differensiyalaymiz:

(ш;)(п+1) = u^n+1) v + u<nV  + + C ' u ^ V '  + C ^ - ^ v "  +

C2u ^ v ' "  + -  + CnV n-k+1M*> + Cku ^ v ^  + -  + V ' " (n_1) +

Cn-V y (n) + u .v(") + uv(n+1) (10)

Ushbu

1+  c; = 1 + n = C 'tl, C'+C„2U = „ + natli = = c„2+1 , 

rk- 1 . "C™ ~  ! )  -  (n  + 2 -  fc) n ( n  -  1) ... (n-k  + 1)
n " ( F T i j l  + Ш--------

_  (n + l)n  ... (n + l - ( k -  1)) rk 

k\ “  Cn+1 

tengliklardan foydalanib, (10) ni quyidagicha yozamiz:

(ut?)(n+1> = u (n+1b  + C*+1uWv' + CZ+1u(n~Vv" + -  + Ck+1u ^+1~k̂ vw

H---1- UVCn+1>

Demak, (9) formula n + 1 uchun ham o‘rinli ekan. Isbot etilgan (9) formula 

Leybnits fomiulasi deb ataladi. ♦

530-misol. у = x3ex funksiyaning 20-tartibli hosilasini toping.

Yechish. u = ex va v = x3 deb olsak, Leybnits formulasiga ko‘ra 

y (20) =  Хз(еху20) + С10 (д,зу(**)<19) + C220(x3 )"(e*)(i8) + 

С!о(х3У"(ехУ17) + Cl0(x3)W(ex) M  + ... + (*з)(20)е* boMadj (хзу = 3 * 2  

(x3)" = 6x, (л:3)"' = 6, (x3)(4) = 0 tengliklami va у = x3 funksiyaning hamma 

keyingi hosilalarming 0 gatengligini, shuningdek Vn uchun (e*)(n) = ex ekanligini 

e’tiborga olsak,
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у ( 2 0 )  =  еХ(х г +  з с 210 д ,2  +  6C2qX +  6 С | 0  t e n g l i k  h o s i l  b o 4 a d i

Endi koeffitsientlami hisoblaymiz:

/-1 _ 7n r 2 _ 20-19 _ 3 20-19-18 20-19-18
l20 - zu, C20 - —  - 190, C20 = — -—  = — -— =1140

A 3! 3!

Demak,

У (2°) =  ex(x3 + 6 0 x 2 + 1140x + 6840 ).

Mashq va masalalar

Logarifmik hosiladan foydalanib, hosilani hisoblang (79-91):

5-79. у = Xarct9x. 5-80. у = (x2 + 1 ) ^

5-81. у = 5_82 у = — r'-v̂ rrU
• У (лг2+4)3-\/*—6

5-83. у = 3х ■ x5 • six4 + x 5-84. / ( t )  = t̂ ~t

Ko‘rsatilgan tartibli hosilalami toping (79-87):

5-85. у = In cosx, y" =? 5-86. у = sin2 x,y" =?

5-87. у = 5* у" =? 5-88. у = — ,y "  =?
17 4JC—1

5-89./ (* )  = xe*,/"'(x ) =? 5-90. r(tf) = cos tf, r ^ C f l )

5-91. у = Inx,у^  =?
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VI BOB. DIFFERENSIAL

l-§. Differensiallanuvchi funksiya. Differensiallanuvchi boMishining zaruriy 

va yetarli sharti

Aytaylik, y = /(x ) funksiya (a, b) oraliqda aniqlangan va x0 6 (a, b) 

boMsin.

6.1-ta’rif. Agar f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi Ду orttirmasini 

Ay = A-Ах -I- а(Дx)Ax (1)

ko‘nmshda yozish mumkin boMsa, bu funksiya x = x0 nuqtada differensiallanuvchi 

fimksiya deyiladi. Bunda A — Ax ga bog'liq bo‘lmagan biror o‘zgarmas son, а(Дх) 

esa Дд:̂ >0 da cheksiz kichik funksiya, ya m lim a(Ax) = 0.
Дх-*0

у = kx + b chiziqli funksiyani qaraylik. Uning uchun Ду = kAx tenglik 

o‘rinli, ya’ni funksiya orttirmasi argument orttirmasiga tobg‘ri proporsional. 

Tarifdagi Ду = A-Ax + a{Ax)Ax tenglik esa funksiya orttirmasi argument 

orttirmasiga «deyarli to‘g‘ri proporsional»ligini bildiradi, ya’ni Ay «  AAx. Bu 

tenglik |Длг| qanchalik kichik boMsa, shunchalik aniqroq boMadi. Geometrik nuqtai 

nazardan funksiyaning x nuqtada differensiallanuvchi boMishi funksiya grafigi x 

nuqtaning yetarlicha kichik atrofida biror novertikal to‘g‘ri chiziq, ya’ni biror 

chiziqli funksiya grafigi bilan «qo‘shilib» ketishini anglatadi. Shunday qilib, 

geometrik nuqtai nazardan funksiyaning x nuqtada differensiallanuvchi boMishi 

funksiya grafigjni x nuqtaning yetarlicha kichik atrofida «to‘g‘rilash» mumkinligini 

anglatadi.

Masalan, 32-rasmda у = x2 funksiya grafigini x0 = 1 nuqta atrofida у = 

2x — 1 tokg‘ri chiziq grafigi bilan «qo‘shiIib» ketishi ko‘rsatilgan.
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ЗЗ-rasmdan у = |x| funksiyani x = 0 nuqtada differensiallanuvchi emasligi 

kelib chiqadi, bu funksiya grafigini x = 0 nuqtaning hech bir atrofida «to‘g‘rilab» 

bo‘lmaydi.

О

32-rasm 3 3-rasm

6.2-teorema. /(x ) funksiya x = x0 nuqtada differensiallanuvchi boMishi 

uchun uning shu nuqtada chekli f'(x0) hosilasi mavjud boMishi zarur va yetarlidir.

Isbot 0 Zaruriyligi. Funksiya x = x0 nuqtada differensiallanuvchi boMsin. U 

holda funksiyaning orttirmasini (1) ko‘rinishda yozish mumkin. Undan Дх Ф 0 da

= A + a (Ax) ni yozish mumkin. Bundan Дх-̂ O da lim — = A, demak x
ax д*-*о Д*

nuqtada hosila mavjud va f'(x) = A ekanligi kelib chiqadi.

Yetarliligi. Chekli f'(x0) hosila mavjud boMsin, ya’ni lim — = f'(xA U
Дх-»0Д* ‘ v u/

holda ^  = /'(xo) + а(Дх), bu yerda а(Дх) Дх-Х) da cheksiz kichik funksiya. 

Demak,

Ду = f\xQ)Ax + а(Дх)Дх (2)

yoki Ду = Л-Дх + а(Дх)Дх, bu yerda A = /'(x0). Shunday qilib x = x0 nuqtada 

/(x ) funksiya differensiallanuvchi va A = f'(xQ) ekan. ♦

Bu teorema bir o‘zgaruvchili funksiya uchun differensiallanuvchi boMish 

hosilaning mavjud boMishiga teng kuchli ekanligini anglatadi. Shu sababli hosilani
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topish amali funksiyani differensiallash, matematik analizning hosila o‘rganiladigan 

bo'limi differential hisob deb ataladi.

Shunday qilib, avvalgi 1-ta’rif bilan ekvivalent bo'lgan ushbu ta’rifhi ham 

bensh mumkin:

6.3-ta’rif. Agar / ( j c ) funksiya x = jc 0 nuqtada chekli f'(x0) hosilaga ega 

bo'lsa, u holda f(x) funksiya x = x0 nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.

2-§. Funksiya differensiali, uning geometrik va fizik ma'nolari

2.1. Funksiya difTerensiali. / ( j c )  funksiya ( a ; b )  intervalda aniqlangan 

bo'lib, xE(a;b)  nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. Ya’ni funksiyaning x 

nuqtadagi orttirmasini

ko'rinishda yozish mumkin bo'lsin, bunda Ax->0 da a (Ax) -*0.

6.4-ta’rif. x nuqtada differensiallanuvchi / ( x) funksiya orttirmasi (1) ning 

bosh qismi f'(x)Ax  berilgan / ( j c )  funksiyaning shu nuqtadagi differensiali deyiladi 

va dy yoki df(x) orqali belgilanadi, ya’ni dy =  f'(x)Ax.

Masalan, у = x2 funksiya uchun dy =  2xAx ga teng.

Agar /(jc) = jc bo'lsa, u holda f\x) = 1 va d/(jc) = 1-Ajc, ya’ni dx = Ax 

bo'ladi. Shuni hisobga olgan holda argument orttirmasini, odatda, dx bilan 

belgilashadi. w

Ay = f'(x)Ax + a(Ajc)Ax (1)

Buni nazarga olsak, / ( j c )  funksiya 

differensialining formulasi 

dy = /'(jc)djc yoki dy = y'dx (2) 

bo'ladi.

2.2. Differensialning geometrik 

ma’nosi. Endi jc  6 (a; b) nuqtada <
я

differensallanuvchi bo'lgan / ( j c )  

funksiyaning grafigi 34-rasmda ko'rsatilgan 

chiziqni ifodalasin deylik.

X  2+Дл

34-rasm
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Bu chiziqning (x,f(x)) va (x + Ax,f{x + Ax)) nuqtalarin mos ravishda M 

va К bilan belgilaylik. Unda MC = Ax, КС = Ay boMadi. f(x ) funksiya x nuqtada 

chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lgam uchun f(x) funksiya grafigiga uning M(x,f(x)) 

nuqtasida oMkazilgan ML urinma mavjud va bu urinmaning burchak koeffitsienti 

tg<P = fix ). Shu ML unnmaning КС bilan kesishgan nuqtasini E bilan belgilaylik.

EC
Ravshanki, AMEC dan —  = tgcp Bundan EC = MCtgcp = f'(x)Ax ekani kelib 

chiqadi. Demak, f(x) funksiyaning x nuqtadagi differensiali у = f\x)Ax funksiya 

grafigiga M{x,f{x)) nuqtada o'tkazilgan urinma orttirmasi EC ni ifodalaydi. 

Differensialning geometrik ma’nosi aynan shundan iborat.

3. Differensialning fizik ma’nosi. Moddiy nuqta s =  f(t). bu yerda s -bosib 

o‘tilgan yo‘l, t —vaqt, /(t)-differensiallanuvchi funksiya, qonuniyat bilan to‘g‘ri 

chiziqli harakatlanayotgan bo‘lsin.

At vaqt oralig‘ida nuqta As = f(t + At) - f(t) yo‘lni bosib o‘tadi. Yo'lning 

bu orttirmasini As = f'(t)At + a(At)At ko‘rinishda ifodalashimiz mumkin. Bu 

yo‘lni nuqta biror o‘zgaruvchan tezlik bilan bosib o‘tgan. Agar At vaqt oralig‘ida 

nuqta o‘zgarmas f\t) tezlik, ya’ni t vaqtdagi tezligiga teng tezlik bilan harakatlandi 

desak, bu holda bosib o‘tilgan yo‘l f\t)At ga teng boMadi. Bu esa yo‘lning 

differensialiga teng.

ds = f'{t)At.

3-§. Elementar funksiyalaming differensiallari. DifTerensialni topish 

qoidalari. Differensial formasining invariantligi

3.1. Elementar funksiyalaming differensiallari. Elementar funksiyalaming 

hosilalarini bilgan holda ulaming differensiallari uchun quyidagi formulalami 

yozish mumkin:

1. d(xP) = ju x ^ d x  (a: > 0);

2. d(ax) = ax lna dx (a > 0, a Ф 1);

2 dx
3- ̂ 0°ga x) ~ x n̂a dx, (x > 0, a > 0, a Ф 1), xususan, d(lnx) = —  (x > 0);
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4. d(sinx) = cosxdx;

5. d(cosx) = —sinxdx;

8.d(arcsinx) = - = = d x  (-1 < x < 1); 
v l  — x2

9. d(arccosx) = (-1 < * < 1);

1
10. d(arctgx) = -----dx;

1 + JC2 

1
11. d(arcctgx) = ----- -dx.

1 + xz

3.2. DifTerensialni topish qoidalari. Funksiya differensiali ta’rifi va hosila 

topish qoidalaridan quyidagi tasdiqlaming o‘rinli ekanligi kelib chiqadi:

6.5-teorema. Chekli sondagi differensiallanuvchi funksiyalar yig'indisining 

differensiali ulaming difTerensiallari yig'indisiga teng.

Isbot. 0 Ikki funksiya yig‘indisi uchun quyidagicha isbotlash mumkin: 

d(u(x) + v(x)) = (u(x) + v (x))'dx = (u'(x) + v\x))dx =

= u'(x)dx + v'(x)dx = du + dv.

Umumiy holda matematik induksiya metodi bilan isbotlanadi. ♦

6.6-teorema. Quyidagi d(u(x) v(x)) = v(x)du + u(x)dv formula o'rinli. 

Isbot. 0 Ko'paytmaning hosilasi va funksiya differensiali formulalaridan

foydalanamiz:

d(u(x)v(x)) = (u(x)v(x))'dx = (u’(x)v(x) + u(x)v'(x))dx =

= (u'(x)dx) v(x) + u(x) (v'(x)dx) = v(x) du + u(x) dv.♦

6.7-teorema. Quyidagi d(Cu(x)) = Cu'(x)dx formula o'rinli.

Isbot (6-1-masala).

6.8-teorema. Boiinmaning differensiali uchun quyidagi
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formula o‘rinli.

Isbot (6-2-masala).

3.3. DifTerensial formasining invariantligi Aytaylik, у = f(x ) funksiya x 

nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Differensialningta’rifiga ko‘ra dy = yx'Ax, 

yoki erkli o'zgaruvchinmg orttirmasini dx kabi yozishga kelishganimizni e’tiborga 

olsak, dy = yx'dx edi.

Endi x erkli o‘zgaruvchi emas, balki t erkli o‘zgaruvchining 

differensiallanuvchi funksiyasi boMsin: x = <p(t). U holda у = /(p (t)) = 9(t) 

funksiya t o‘zgaruvchining murakkab funksiyasi va dy = yt'dt tenglik o‘rinli 

boMadi. Lekin yt = yx'xt'dt va dx = xt'dy lami e’tiborga olsak, dy = yx'dx 

formulaga ega boMamiz, ya’m differensialning avvalgi ko‘rinishiga qaytamiz.

Shunday qilib, differensial formasi o‘zgarmadi, ya’ni funksiya 

differensialining formasi x erkli o'zgaruvchi boMganda ham, erksiz (oraliq) 

o‘zgaruvchi boMganda ham bir xil ko'rinishda boMadi: differensial hosila va hosila 

qaysi o‘zgaruvchi bo‘yicha olinayotgan boMsa, o‘sha o‘zgaruvchi differensiali 

ko‘paytmasiga teng boMadi. Bu xossa differensial formasining invariantligi 

deyiladi. Shuni aytib o‘tish lozimki, bu xossada faqat differensial formasining 

saqlanishi haqida gap boradi. Agar x erkli o‘zgaruvchi boMsa, u holda dx = Ax; x 

erksiz o'zgaruvchi boMsa, u holda, umuman olganda, dx Ф Ax boMadi.

6.9-misol. у = \[x berilgan. 1) x erkli o'zgaruvchi boMganda va 2) x = ts + 

t2 — 3 boMganda dy ni hisoblang.

Yechish. 1) 2-§ dagi (2) formulaga ko‘ra

1 2 dx
dy = -x зdx =

3 ъЧх2

2) Differensial formasining invariantlik xossasidan foydalansak, dy

boMib,

1..............................с p (5t4 + 2t)dt 
dy = — .................  ~d(t5 + t2- 3) = -- -

33V (ts + t2 - 3 )  33V (t5 + t 2-3 )

natijaga ega boMamiz.

dx

зУх1
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Yuqorida ta’kidlaganimizdek, x0 nuqtada differensiallanuvchi у = / (х ) 

funksiya uchun Ду *  f(x Q)dx, ya’ni Ду «  dy taqribiy tenglik o‘nnli. Shu taqribiy 

tenglik matematik analizning nazariy va tatbiqiy masalalarida muhim ahamiyatga 

ega boMib, differensialning mohiyatini belgilaydi. Yuqoridagi tenglikda Ay = 

f  (*) ~ f i xo)> Ax = x — x0 deb olsak, quyidagi tenglikka ega boiamiz:

/ ( * )  ~ fix  o) *  f ix  0)( x -  x0) yoki

fix) *  f(x0) + /'(x0)( x -  x0) (1)

(1) formula funksiya qiymatlarini taqribiy hisoblashda keng qoMlaniladi.

Masalan, / (x) = Jx funksiya uchun quyidagi

л/х + Дх «  Vx + (2)
2Vx

formula o‘rinli. Agar fix) = Vx funksiyaning x = 0,98 dagi qiymatini hisoblash 

talab qilinsa, (2) formuladax = 1, Дх = -0,02 deb olish yetarli. U holda Vc[98 «

V l + = 1 — 0,01 =  0,99 boMadi. Agar V0,98 kalkulyatorda hisoblasak, uni

10-6 aniqlikda 0,989949 teng ekanligi ko‘rish mumkin. Demak, differensial 

yordamida hisoblaganda xatolik 0,001 dan katta emas.

5-§. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari

5.1. Yuqori tartibli differensiallar. Aytaylik, у = /(x ) funksiya biror (a, b) 

intervalda berilgan boMsin. Bu funksiyaning dy = f\x)dx differensiali x ga bogMiq 

boMib, dx = Дх va Дх orttirma x ga bogMiq emas, chunki x nuqtadagi orttirmani x 

ga bogMiq boMmagan holda ixtiyoriy tanlash mumkin. Bu holda differensial 

formulasidagi dx ko‘paytuvchi o‘zgarmas boMadi va f'(x)dx ifoda faqat x ga 

bogMiq boMib, uni x bo'yicha differensiallash mumkin.

Demak, bu funksiyaning differensiali mavjud boMishi mumkin va u, agar 

mavjud bo lsa, funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb ataladi.
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Ikkinchi tartibli differensial d2y yoki d2f(x) kabi belgilanadi. Shunday qilib, 

ikkinchi tartibli differensial quyidagicha aniqlanar ekan: d2y = d(dy).

Berilgan у = f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali lfodasini topish 

uchun dy = f ’(x)dx formulada dx ko'paytuvchi o‘zgarmas deb qaraymiz. U holda 

d2y = d(dy) = d(f'(x)dx) = d(f'(x))dx = (f"(x)dx)dx = f"(x)(dx)2 

bo'ladi. Biz kelgusida dx ning darajalarini qavssiz yozishga kelishib olamiz. Bu 

kelishuvni e’tiborga olsak, (dx)2 = dx2 boiadi va ikkinchi tartibli differensial 

uchun quyidagi ifodani hosil qilamiz:

d2y = f"(x)dx2 (1)

Shunga o'xshash, uchinchi tartibli differensialni ta’riflash va uning uchun 

ifodasini keltirib chiqarish mumkin: d3y = d(d2y) = d(f"(x)dx2) = f"'(x)dx3.

Umumiy holda funksiyaning (n - l)-tartibli differensiali d(n_1)y dan 

olingan differensial funksiyaning n-tartibli differensiali deyiladi va dny kabi 

belgilanadi, ya’ni dny = d(dn~ly). Bu holda ham funksiyaning n-tartibli 

differensiali uning w-tartibli hosilasi orqali quyidagi

dny = f in)(x)dxn (2) 

ko'rinishda ifodalanishini isbotlash mumkin.

Yuqoridagi formuladan funksiyaning я-tartibli hosilasi uning я-tartibli 

differensiali va erkli o'zgaruvchi differensialining w-darajasi nisbatiga teng ekanligi 

kelib chiqadi:

fW(x) = dny/dxn.

5.2. Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Endi x 

argument biror t o'zgaruvchining funksiyasi x = <p(t) bo'lgan hoi uchun yuqori 

tartibli differensiallami hisoblash formulalarini keltirib chiqaramiz.

Bu holda dx = cp'(t)dt bo'lganligi sababli, dx ni x ga bog'liq emas deb 

bo'lmaydi. Shu sababli ta’rif bo'yicha (d2y = d(f’(x)dx)) hisoblaganda, d2y ni 

ikkita f'(x) va dx funksiyalar ko'paytmasining differensiali deb qaraymiz.

Natijada
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d2y = d(J'(x)dx) = d(f'(x))dx +f\x)d2x = (f"(x)dx)dx + 

f'(x)d2x = f ’\x)dx2 + f'(x)d2x, 

ya’ni

d2y = f"(x)dx2 + f'(x)d2x (3)

formulaga ega bo'lamiz.

Endi ikkinchi tartibli differensial uchun hosil qilingan (1) formula (3) 

formulaning xususiy holi ekanligini ko‘rsatish qiyin emas.

Haqiqatan ham, agar jc erkli o'zgaruvchi boisa, u holda d2x = x"dx2 = 

0 dx2 = 0 bo'lib, (3) formuladagi ikkinchi qo‘shiluvchi qatnashmaydi.

Uchinchi tartibli differensial uchun quyidagi

d3y = f ’"(x)dx3 + 3 f"(x)dxd2x + f ’(x)d3x (4)

formula o^rinli ekanligini isbotlashni o'quvchilargataklif qilamiz.

Ikkinchi va uchinchi tartibli differensiallar uchun olingan formulalardan 

murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallarini hisoblashda differensial 

formasining invariantligi buziladi. Boshqacha aytganda, ikkinchi va undan yuqori 

tartibli differensial formulalari ko‘rinishi x argument erkli o‘zgaruvchi yoki boshqa 

o‘zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyasi boiishiga bog‘liq bo'ladi.

Mashq va masalalar

6-1. 6.7-teoremani isbotlang.

6-2. 6.8-teoremani isbotlang.

Funksiyaning differensialini toping (3-6):

6-3. у = arctg \/x. 6-4. у = (x3 — x) tg x.

6-5. у = x2lnx. 6-6. у = .
J J X +1

У = У(х) funksiyaning orttirmasi va differensialini umumiy ko‘rinishda, 

shuningdek Дх ma’lum boMganda x0 nuqtada toping (7-8).

6-7. у = x3 + 2x, x0 =  1, Дх =  0,01.

6-8. у = x2 + x — 5, x0 = 0, Дх = 0,5.

Differensial yordamida taqribiy hisoblang (9-11):

160



6-9. V26. 6-10. tg44°. 6-11. (l,02)s.

6-12. Funksiya orttirmasini differensial bilan almashtinb, у = y(x) 

funksiyaning ko‘rsatilgan nuqtadagi qiymatini taqribiy hisoblang:

a) у = Vx, x = 65;x = 125,1324; b) у = Vx, x = 90; x = 15,8;

e)y = sinx, x = 29°;x = 359°; d)y = arcsinx, x = 0,51,

6-13. Xq ga nisbatan kichik Дх uchun quyidagi taqribiy formula o‘rinli 

ekanligini isbotlang:

n/j-

V*o + Дх «  V^o +— -Д*, x0 > 0. 
nx0

Shu formula yordamida taqribiy hisoblang:

a)V640; b) Vl99; c) ^243,45; d )1" ®  

dy va d2y lami toping (12-13):

6-14-У = — . 6-15. у = x(lnx — 1).

6-16. Diflferensialdan foydalanib, (1 + a)n *  1 + n • a taqribiy formulani 

isbotlang.
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VII BOB. DIFFERENSIAL HISOBNING ASOSIY TEOREMALARI VA 

ULARNING TATBIQLARI

l-§. 0 ‘rta qiymat haqidagi teoremalar

Matematik analiz kursida o'rganiladigan asosiy va amaliy masalalami 

yechishda katta ahamiyatga ga bo'lgan funksiyalar sinflaridan (to'plamlaridan) biri- 

bu uzluksiz funksiyalar sinfi hisoblanadi. Oldingi bobda biz differensiallanuvchi 

funksiyalar sinfi uzluksiz funksiyalar sinfining qismi bo'lishini ko'rsatgan edik. 

Differensiallanuvchi funksiyalar o'ziga xos ahamiyatga ega, chunki ko'pgina 

tatbiqiy masalalami yechish hosilasi mavjud funksiyalami o'rganishga keltiriladi 

Bunday funksiyalar ba’zi bir umumiy xossalarga ega. Bu xossalar ichida o'rta 

qiymat haqidagi teoremalar nomi bilan birlashgan teoremalar alohida ahamiyatga 

ega. Ushbu teoremalar [a; 6] kesmada o'rganilayotgan funksiya uchun u yoki bu 

xossaga ega bo'lgan [a; b] kesmaga tegishli с nuqtaning mavjudligini ta’kidlaydi.

1.1. Ferma teoremasi

7.1-teorema. Agar / (* )  funksiya (a ,b) oraliqda aniqlangan va biror c6  

(a, b) nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga erishsa va shu nuqtada chekli /'(c) 

hosila mavjud bo'lsa, u holda/'(с) = 0 bo'ladi.

Isbot. 0 /(c) yimksiyaning eng katta qiymati bo'lsin, ya’ni ixtiyoriy x 6 

(a;b) da f(x ) < /(c ) tengsizlik o'rinli bo'lsin. Shartga ko'ra bu с nuqtada chekli 

f\c) hosila mavjud.

Ravshanki,

r t o . h M .  Iim m - m .  Iim [ M - № >
X-*C X  — С X-+C- О X  — С дг-*с+0 x  — С

Ammo х < с bo'lganda > о -> /  ' (с) > 0 va д: > с bo'lganda

^  0 -» / ;(с) < 0 bo'lishidan /'(с) = 0 ekani kelib chiqadi.

Eng kichik qiymat holi shunga o'xshash isbotlanadi. ♦
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Ferma teoremasi sodda geometrik ma’noga ega. U f(x ) funksiya grafigiga 

(c; /(c)) nuqtada oMkazilgan unnmaning Ox o‘qiga 

paralell boMishini ifodalaydi (35-rasm).

7.2-izoh. Ichki с nuqtada/'(с ) = 0 bo‘lsa ham 

bu nuqtada f(x) funksiya eng katta (eng kichik) 

qiymatni qabul qilmasligi mumkin. Masalan, f(x) =

2x3 — 1, x 6 (—1; 1) da berilgan bo‘lsin. Bu 

funksiya uchun /'(0) = 0 boMadi, lekin 

/ (0) = —1 funksiyaning (—1; 1) dagi eng katta yoki eng kichik qiymati boMmaydi.

1.2. Roll teoremasi

7.3-teorema (Roll teoremasi). Agar / (x) funksiya [a; b] kesmada aniqlangan 

boMib, quyidagi 1) [a; b] da uzluksiz; 2) (a; b) da differensiallanuvchi; 3) / (a )  = 

/(b ) shartlami qanoatlantirsa, u holda /'(c) = 0 boMadigan kamida bitta с (a < 

с < b) nuqta mavjud boMadi.

Isbot. 0  MaMumki, agar f(x )  funksiya [a; b] kesmada uzluksiz boMsa, u 

holda funksiya shu kesmada o‘zining eng katta M va eng kichik m qiymatlariga 

erishadi. Qaralayotgan f(x) funksiya uchun ikki hoi boMishi mumkin.

1. M = m, bu holda [a, b] kesmada f(x) = const va f ’(x) = 0 boMadi. 

Ravshanki, /'(c) = 0 tenglamani qanoatlantiradigan nuqta sifatida (a; b) ning 

ixtiyoriy nuqtasini olish mumkin.

2. M > m, bu holda teoremaning /(a ) =  /(6 ) shartidan funksiya M yoki m 

qiymatlaridan kamida birini [a, b] kesmaning ichki nuqtasida qabul qilishi kelib 

chiqadi. Aniqlik uchun /(c) = m boMsin. Eng kichik qiymatning ta’rifiga ko‘ra 

Vx e [a, b] uchun f(x) > /(c ) tengsizlik o‘rinli boMadi.

Endi /'(c) = 0 ekanligini ko‘rsatamiz. Teoremaning ikkinchi shartiga ko‘ra 

/ (x) funksiya (a; b) intervalning har bir x nuqtasida chekli hosilaga ega. Bu shart, 

xususan с nuqta uchun ham o‘rinli. Demak, Ferma teoremasi shartlari bajariladi. 

Bundan /''(c) = 0 ekanligi kelib chiqadi.

/(с )  = M boMgan holda teorema yuqoridagi kabi isbotlanadi. ♦

35-rasm
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Roll teoremasiga quyidagicha 

geometrik talqin berish mumkin (36- 

rasm). Agar [a, b] kesmada uzluksiz,

(a,b) intervalda differensiallanuvchi 

f(x ) funksiya kesma uchlarida teng 

qiymatlar qabul qilsa, u holda f(x ) 

funksiya grafigida abssissasi x = с

bo‘lgan shunday С nuqta topiladiki, shu 36-rasm

nuqtada funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinma abssissalar o‘qiga parallel bo'ladi.

7.4-izoh, Roll teoremasining shartlari yetarli bo'lib, zaruriy shart emas. 

Masalan, 1) f(x) = x3, x 6 [—1:1] funksiya uchun teoremaning 3-sharti 

bajarilmaydi.

(/(-1 ) = - 1 * 1  =  / ( l ) ) ,  lekin / ’(0) = 0 bo'ladi.

x, agar 0 < x < 1,

2 ) / W  = 0, agar 1 < x < 2, funksiya uchun Roll teoremasining 
. 2, agar x > 2,

barcha shartlari bajarilmaydi, lekin (1; 2) intervalning ixtiyoriy nuqtasida f ’(x) —

0 bo'ladi.

1.3. Lagranj teoremasi

7.5-teorema (Lagranj teoremasi). Agar / ( x) funksiya [a,b) kesmada 

uzluksiz va (a,b) da chekli f\x) hosila mavjud bo'lsa, u holda (a, b) da kamida 

bitta shunday с nuqta mavjud bo'lib,

fib) -f(a)

b — a
= Г(с) (1)

tenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot. 0 Quyidagi yordamchi funksiyani tuzib olamiz:

Ф «  = f M  - f(a) - Л ^ ~ Д а )  =  (x - a)
b - a v 7

Bu Ф(х) funksiyani [a, b] kesmada uzluksiz va (a, b) da hosilaga ega bo'lgan 

f(x) va x funksiyalaming chiziqli kombinatsiyasi sifatida qarash mumkin. Bundan
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Ф(дО funksiyaning [a, b] kesmada uzluksiz va (a, b) da hosilaga ega ekanligi kelib 

chiqadi. Shuningdek

Ф(а) = Ф (b) = 0, 

demak Ф(х) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini qanoatlantiradi.

Demak, Roll teoremasi ga ko‘ra (a, b) intervalda kamida bitta shunday с nuqta 

mavjud bo‘ladiki, Ф(с) = 0 bo'ladi.

Shunday qilib,

Г(Ь)-Па)

b — a
= 0

va bundan esa isbot qilinishi kerak bo'lgan (1) formula kelib chiqadi. ♦

(1) formulani ba’zida Lxigranj 

formulasi deb ham yuritiladi. Bu formula 

/ ( Ь ) - / ( а ) = / ' ( с ) ( Ь - а )  (2) 

ko'rinishda ham yoziladi.

Endi Lagranj teoremasining 

geometrik ma’nosiga to'xtalamiz. f{x) 

funksiya Lagranj teoremasining shartlarini 

qanoatlantirsin deylik (37-rasm). Funksiya grafigining A(a;f(a)),B(b;f(b)) 

nuqtalar orqali kesuvchi o'tkazamiz, uning burchak koeffitsienti

„ BC / ( b ) - / ( a )

=  ~AC---ГГГ-
bo'ladi.

Hosilaning geometrik ma’nosiga binoan /'(c) - bu f(x) funksiya grafigiga 

uning (c;/(c)) nuqtasida o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti: tg/3 = 

/'(c) Demak, (1) formula (a, b) intervalda kamida bitta shunday с nuqta 

mavjudligini ko'rsatadiki, / (* )  funksiya grafigiga (c;/(c)) nuqtada o'tkazilgan 

urinma AB kesuvchiga paralell bo'ladi.

Isbot qilingan (1) formulani boshqacha ko'rinishda ham yozish mumkin. 

Buning uchun a < с < b tengsizliklami e’tiborga olib, = 9 belgilash kiritamiz,

u holda с = a + (b — а)0, 0 < в < 1 bo'lishi ravshan. Natijada (1) formula ushbu
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f(b ) - / (a ) = f\a + 0(b - a))(b - a)

Agar (1) formulada a = x0; b = x0 + Ax almashtirishlar bajarsak, u 

/ (x0 + Ax) - f(x0) = f\c)Ax (3)

bu yerda x0 < с < x0 4- Ax, ko‘rinishga keladi. Bu formula argument orttirmasi 

bilan funksiya orttirmasini bogMaydi, shu sababli (3) formula chekli orttirmalar 

formulasi deb ataladi.

Agar (1) Lagranj formulasida /(a )  = f{b) deb olsak, Roll teoremasi kelib 

chiqadi, ya’ni Roll teoremasi Lagranj teoremasining xususiy holi ekan.

7.6-misol. Ushbu [0,2] kesmada f(x) = 4x3 — 5x2 + x — 2 funksiya uchun 

Lagranj formulasidagi с ning qiymatini toping.

Yechish. Funksiyaning kesma uchlandagi qiymatlarini va hosilasini 

hisoblaymiz: /(0 ) = —2;/(2 ) = 12; f\x) = 12x2 — lOx + 1. Olingan natijalami 

Lagranj formulasiga qo'yamiz, natijada

12 — (—2) = ( 12c2 — 10c + 1)(2 — 0) yoki 6c2 — 5c — 3 = 0 kvadrat

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamani yechamiz: c12 = Topilgan

ildizlardan faqat ~ ~  qaralayotgan kesmaga tegishli. Demak, с = -у"- ekan.

L^ranj teoremasi o‘z navbatida quyidagi teoremaning xususiy holi bo‘ladi.

1.4. Koshi teoremasi

7.7-teorema (Koshi teoremasi). Agar [a,b] kesmada f(x) va g(x) 

funksiyalar berilgan bo‘lib, 1) [a, b] da uzluksiz; 2) (a, b) intervalda f'(x) va g'(x) 

mavjud, hamda g'(x) Ф 0 bo‘lsa, u holda hech bo‘lmaganda bitta shunday с (a < 

с < b) nuqta topilib,

fib ) -  /(a )  = / 4 0  

9(b) - g(a) g'(c)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. 0 Ravshanki, (4) tenglik ma’noga ega boMishi uchun g(b) Ф g(a) 

boMishi kerak. Bu esa teoremadagi g‘(x) Ф 0, x E (a;b) shartdan kelib chiqadi. 

Haqiqatdan ham, agar g(a) = g{b) boMsa, u holda g{x) funksiya Roll
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teoremasining barcha shartlarini qanoatlantirib, biror с E (a; fo) nuqtada g\c) = 0 

bo‘lar edi. Bu esa x E (a; b) da g'(x) Ф 0 shartga ziddir. Demak, g(b) Ф g{a). 

Endi yordamchi

Ф (*) = / (* )  - f(a) - '^Zglai = ^  ̂  funksiyani tuzaylik.

Shartga ko'ra f(x) vag(x) funksiyalar [a, b] da uzluksiz va (a, b) intervalda 

differensiyalanuvchi bo'lgani uchun F(x) birinchidan [a, b] kesmada uzluksiz 

funksiyalaming chiziqli kombmatsiyasi sifatida uzluksiz, ikkinchidan (a, b) 

intervalda

ф'(х) = f\x) - = g'(x)
UJ I W  g(b)-g(a) g W

hosilaga ega

So'ngra Ф(дг) funksiyaning x = a va x = b nuqtalardagi qiymatlarini 

hisoblaymiz: Ф(а) = Ф(Ь) = 0. Demak, Ф(х) funksiya [a, b] kesmada Roll 

teoremasining barcha shartlarini qanoatlantiradi. Shuning uchun hech bo'lmaganda 

bitta shunday с (а < с < b) nuqta topiladiki, Ф'(с) = 0 bo'ladi. Shunday qilib,

0 =  ф Чс ) = / Ч с ) - “ Н ' ( с )

va bundan (4) tenglikning o'rinli ekani kelib chiqadi. ♦

Isbotlangan (4) tenglik Koshi formulas/ deb ham ataladi.

7.8-misol. Ushbu f(x) = x2 va <p{x) — *Jx funksiyalar uchun [0,4] kesmada 

Koshi formulasini yozing va с ni toping.

Yechish. Berilgan funksiyalaming kesma uchlaridagi qiymatlari va 

hosilalarini topamiz: /(0 ) = 0, /(4 ) = 16, ^>(0) = 0, cp(4) = 2; f ix )  = 2x, 

<p'(x) = ^=. Bulardan foydalanib Koshi formulasini yozamiz:

= n r , bundan 4c\[c = 8 yoki cy/c = 2. Demak с = V4.
гТс

Mashq va masalalar

7-1. Roll teoremasini f[c) = M bo'lgan holda isbotlang.
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7-2. Berilgan kesmada f(x ) funksiya uchun Roll teoremasi to'g'riligini 

tekshiring, teoremadagi с ning qiymatini toping (agar u mavjud bo'lsa) (3-6):

Berilgan kesmada f(x ) funksiya uchun Lagranj teoremasi to'g'riligini 

tekshiring, teoremadagi с ning qiymatini toping (agar u mavjud boisa) (7-9):

у = f(x ) egri chiziqning, urinmasi A va В nuqtalarini tutashtiruvchi vatariga 

parallel bo'ladigan nuqtasini toping (10-11):

7-10. у — x2 — 4x, A(l; —3); B(5; 5). Chizma yordamida tushintiring.

7-11. у = Inx, A (l; 0); B(e;l).

7-12. Roll teoremasining quyidagi shartlaridan boshqa barcha shartlari 

bajarilsa, / ( f )  = 0 bo'ladigan f  6 (a, b) nuqta har doim mavjud bo'ladimi?

a) /  funksiya [a, b] kesmada uzluksiz;

b) /  funksiya (a, b) intervalda chekli hosilaga, yoki bir hil ishorali cheksiz 

hosilaga ega;

7-13. Roll teoremasi shartlari / (<f) = 0 bo'ladigan f  G (a, b) nuqta mavjud 

bo'lishi uchun zaruriy va yetarli shart bo'ladimi?

7-3. / (* )  = |x| - 2, [-2; 2]. 7-4. / (* )  = - *2 + 4x - 3, [0; 4].

7-5. f(x) — cosx, [ f:y ]  7-6 f(x) = У ^[- 1 :1 ] .

7-7. f(x) = ex, [0; 1].

c) f(a) = f(b).

7-14. f(x) =
r • 1xsin-, agar x Ф 0, 

k 0, a^ar д: = 0
funksiya uchun [-1; 1] kesmada

Lagranj teoremasi o'rinlimi?

2-§ Aniqmasliklarni ochish. Lopital qoidalari

Tegishli funksiyalaming hosilalari mavjud bo'lganda , 0-oo, oo — oo,
0 oo

1°°, 0°, oo° ko'rinishdagi aniqmasliklarni ochish masalasi engillashadi. Odatda
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hosilalardan foydalanib, aniqmasliklami ochish LopitaI qoidalari deb ataladi. Biz 

quyida Lopital qoidalarining bayoni bilan shug‘ullanamiz.

2.1. ^  ko‘rinishdagi aniqmaslik. Ma’lumki, x-ю. da/(x)->0 va 

g(x)—>0 boMsa, ifoda jj ko‘rinishdagi aniqmaslik deyilar edi. Ko‘pincha x -» a

f (x) f f(x')
da —  ifodaning limitini topishga qaraganda —— ifodaning limitini topish oson

boMadi. Bu ifodalar limitlarining teng bo‘lish sharti quyidagi teoremada ifodalangan.

7.9-teorema Agar

1) / 0 0  va g(x) funksiyalar (a - 8; a) U (a; a + 5), bu yerda S > 0, 

to'plamda differensiallanuvchi va shu to‘plamdan olingan ixtiyoriy x uchun g(x) Ф 

°>g\x) ^  0; 2) lim /0 0  = lim #00  = 0; 3) hosilalar nisbatining limiti (chekli
x->a x ->a

yoki cheksiz) mavjud boMsa, u holda funksiyalar nisbatining limiti lim —  mavjud
x->ag(x)

va

lira£ «  Um£ £ )  (1) 
x-*ag(x) x->ag'{x)

tenglik o‘rinli boMadi.

Isbot. 0 Har ikkala funksiyani x =  a nuqtada /(a )  = 0, g(a) =  0 deb 

aniqlasak, natijada ikkinchi shartga ko‘ra

Игп/00 = 0 = f  (a), \img(x) = 0 = g(a ) tengliklar o‘rinli boMib, f(x )  va 

g(x) funksiyalar x = a nuqtada uzluksiz boMadi.

Awal x > a holni qaraymiz. Berilgan / ( x) va g(x) funksiyalar [a;x], bu 

yerda x < a + S, kesmada Koshi teoremasining shartlarini qanoatlantiradi. Shuning

uchun a bilan x orasida shunday с nuqta topiladiki, ushbu — Ll£l tenglik
s M - s ( a )  g'(c) ®

o‘rinli boMadi. /(a ) = g(a) = 0 ekanligini e’tiborga olsak, so‘ngi tenglikdan

/(* )  /Ч с )  

g(x) g'(c)

169



bo'lishi kelib chiqadi. Ravshanki, a < с < x bo'lganligi sababli, x -> a bo'lganda 

с -* a bo'ladi. Teoremaning 3-sharti va (2) tenglikdan lim^-^ = lim ^-^ = A
x-*agM x^ag 'ix )

kelib chiqadi.

Shunga o'xshash, x < a holni ham qaraladi. ♦

7.10-misol. Ushbu lim —— limitni hisoblang.
x->2X2+3-10 °

Yechish. Bu holda / (x) = ln(x2 - 3),g(x) = x2 + 3 - 10 bo'lib, ular 

uchun 7.9- teoremaning barcha shartlari bajanladi.

Haqiqatan ham, 1) lim f(x) = lim 1п(лг2 -  3) = Ini = 0, lim q(x) =
x-*2 x-*2 x-+2

Нт(дг2 + 3 -  10) = 0; 2)/ '( * )  = = 2x + 3,x*  +V3;

3) lim = lim — --- *  ± bo'ladi.
x->2 g 'W  x->2 (x2—3)(2x+3) 7

Demak, 7.9-teoremaga binoan lim ~3̂ = -
x-*2 x +3—10 7

7.11-eslatma. Shuni ta’kidlash kerakki, berilgan funksiyalar nisbatining limiti

3) shart bajarilmasa ham mavjud bo'lishi mumkin, ya’ni 3) shart yetarli bo'lib, 

zaruriy emas, haqiqatan ham /(* )  = *2 cos^,g(x) = x funksiyalar (0; 1] da 1),

2) shartlami qanoatlantiradi va

/(« )  

g(x)

lekin

/ О )  / 1\
lim = lim xcos - = 0, 
x-+o g(x) *-*o\ x)

+

/'(*) |  ̂
lira ——  = lim(2xcos- + sin-) mavjud emas, chunki n -> oo dax->og W  x-+o x x

Xn = — -» o va lim (2ДГС05- + sin-) = lim (- ^—  + sinzrn) = 0,
n n  x n ->0 X  X J  n->CO 7ГП J  ‘

xn =  0 uchun lim  (2x cos-  + s in - ) =  lim  [ — Ц - c o s (2 n n  +
* (2 n + j)  xn->0 \ x  x /  n-»oo I rr(2n+i) V 2 /

sin(27rn + |)^ = 1.

7.12-teorema. Agar [c; +oo) nurda aniqlangan f(x) va g(x) funksiyalar 

berilgan bo'lib, 1 ) (c; +oo) da chekli f\x) va g\x) hosilalar mavjud va,0'(x) Ф 0,
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. . .  (дс)
2) lim f ix ) = 0, lim g(x) = 0 ; 3) hosilalar nisbatining limiti lim ——

' x-t+co x-*+oo x-*+co g W

(chekli yoki cheksiz) mavjud bo'lsa, u holda funksiyalar nisbatining limiti

Л  Ш mavjud va
/ (* )  f 'M

lim ——  = lim — — (3) 
x-*+co g (x )  дг-*+оо g '(x )

tenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot (7-15-masala).

2.2. — ko‘rinishdagi aniqmaslik. Agar x -» oo da f(x ) -* oo, g(x) -» oo
OO

bo'lsa, ifoday ko'rinishidagi aniqmaslik deyilar edi. Endi bunday aniqmaslikni

ochishda ham f ix ) va g(x) funksiyalaming hosilalaridan foydalanish mumkinligini 

ko'rsatadigan teoremani keltiramiz.

7.13-teorema. Agar 1 )f(x )  va g(x) funksiyalar (a;oo) nurda 

differensiallanuvchi, hamda a'(x) Ф 0, 2) lim /(x ) = lim g(x) = oo, 3)
X -* o o  JC-» + co

lim ^~r~ mavjud bo'lsa, u holda lim mavjud va lim = lim
x-*co g'(x) J ДГ—»oo fl(x ) J x-*oo g(x) x-*oo g'(x)

bo'ladi.

f'(x) f{x)
Isbot. 0 Teorema shartiga ko'ra lim ——  mavjud. Aytaylik, lim ——- = fj.

x-+ao g'(x) J X-.0O g(x)

bo'lsin. U holda Ve > 0 sonni olsak ham shunday N > 0 son topilib, x > N 

bo'lganda

£ f'(x ) £

tengsizliklar bajariladi. Umumiylikni cheklamagan holda N >  a deb olishimiz 

mumkin. U holda x > N tengsizlikdan x 6 (a; oo) kelib chiqadi

Aytaylik, x > N bo'lsin. U holda [N; x] kesmada/(x) va g(x ) funksiyalarga 

Koshi teoremasini qo'llanib quyidagiga ega bo'lamiz:

S b ^  = ^ ,b u y e r d a iV < c < A : .
f fW - f l(N )  9 '{C )

Endi с > N bo'lganligi sababli x = с da (3) tengsizliklar o'rinli:
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£ f  (с) £
V - ~ <  -— <11+-,

2 g (с) 2

£ fix )- f(N ) E

tengsizliklarga ega boMamiz.

Teorema shartiga ko‘ra lim/ (* )  = oo, lim g(x ) = oo, f(N ) Va q(N) lar
X -* o o  X -* + o o  y  '

esa chekli sonlar. Shu sababli x ning yetarlicha katta qiymatlarida
g(x)-g(N)

f(X)
kasrdan istalgancha kam farq qiladi. U holda shunday M soni topilib, x > M

larda

£ f(x ) £

** 2 < ^ 0 0 < /i + 2' (4) 

tengsizlik o‘rinli boMadi.

Shunday qilib, ixtiyoriy e >  0 son uchun shunday M soni mavjudki, barcha 

x > M larda (4) tenglik o‘rinli boMadi, bu esa lim = и ekanligini anglatadi ♦
x-*oo g(x)

7.14-misol. Ushbu lim —  limitni hisoblang
дг->со x °

Yechish. f(x ) = Inx, g(x) = x funksiyalar uchun 7.13-teorema shartlarini 

tekshiramiz: 1) bu funksiyalar (0 ,+oo) da differensiallanuvchi; 2) f\x) = 1/x

g (*) = 1; 3) = l̂inri  ̂—  = 0, ya'ni mavjud. Demak, izlanayotgan

ItlX
limit ham mavjud va lim —  = 0 tenglik o‘rinli.

JT—*oo X

2.3. Boshqa ko‘rinishdagi aniqmasliklar. Ma’lumki, lim/(x) =
X -* o o

= °° BoMganda f(x ) g(x) ifoda O-oo ko‘rinishidagi aniqmaslik boMib, 

uning quyidagi

с \ / (* )  g00  f(x )g(x ) = —j— = ~y ~

Ж х) Ш )

bundan  esa
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kabi yozish orqali ^ yoki ^  ko'rinishidagi aniqmaslikka keltirish mumkin. 

Shuningdek, lim /(x) = +00, lim^(x) = +00 bo'lganda f(x ) — g{x) ifoda 00 —
ДГ-+00 X->oo

00 ko'rinishidagi aniqmaslik bo‘lib, uni ham quyidacha shakl almashtirib

m - a

T ix j'K x )

^ ko'rinishdagi aniqmaslikka keltirish mumkin.

Ma’lumki, x -* a da / (* )  funksiya 1,0 va 00 ga, g(x) funksiya esa mos 

ravshda 00,0 va 0 intilganda (J(x ))9^  darajali-ko‘rsatkichh ifoda I 00, 0°, oo0 

ko‘rinishidagi aniqmasliklar edi. Bu ko'rinishdagi aniqmasliklarni ochish uchun 

awal у = (f(x ))gW  ni logarifmlaymiz: Iny = g (x )ln (f(x )). Bundax -» a da 

g (x )ln (f(x )) ifoda O-oo ko'rinishdagi aniqmaslikni ifodalaydi.

Shunday qilib, funksiya hosilalari yordamida O-oo, 00 — oo, 1°°, 0°, oo°, 

ko‘rinishdagi aniqmasliklarni ochishda, ulami j|yoki £  ko'rinishidagi aniqmaslikka 

keltirib, so'ng yuqoridagi teoremalar qo'llaniladi.

7.15-eslatma. Agar f(x ) va g(x) funksiyalaming f (x )  va g‘(x) hosilalari 

ham f(x ) va g(x) lar singari yuqorida keltirilgan teoremalaming barcha shartlarini 

qanoatlantirsa, u holda

/(* )  f ( x )  / " ( * )
lim -p-r =  lim —— t = lim

g(x) *-»a g (a :) x->a g"(x )

tengliklar o'rinli bo'ladi, ya’ni bu holda Lopital qoidasini takror qo'llanish mumkin 

bo'ladi.

1

7.16-misol. Ushbu lim ( ~ ) л2 limitni hisoblang.

1

Yechish. Ravshanki, x-*0 da (“p)*2 ifoda l 00 ko‘rinishdagi aniqmaslik 

bo'ladi. Uni logarifmlab, ^ aniqmaslikni ochishga keltiramiz:
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1 х - sinxcosx 1 (x — sinxcosx)
= - lim ----- ----- = - l im -----——-----=

2 *-»o x3 2 x->o (x У

1 ,. 1 —cos 2x + sin2x 1 2 sin2x 1 1 
= - hm  — ----- = - l im --- —  = -■ 2 = -

2 *-*o 3x2 6 ДГ—*o x2 6 3

Demak, lim [
x->0 \

— ) = ез 
x->0 \  x  / 4~e.

Mashq va masalalar

7-15. 7.12-teoremani isbotlang. Ko'rsatma: Umumiylikni saqlagan holda, 

teoremadagi с sonni musbat deb oling va x = | x almashtirishdan foydalaning.

7-16. 7.13-teoremaning x -> a da ham o‘rinli bo'lishini ko'rsating. 

Ko'rsatma: t = almashtirishdan foydalaning.

Lopital qoidasidan foydalanib limitlami toping (17-30):

_ x3+x-10
7-17. lim —----

x-*2 х3—Ъх—2

7-19. lim —
x-»0 sinx

7-21. lim 4
X-*+oa X3

7-23. lim x2 ■ e~x.
X-»+oo

7-25. lim x (e* — lY
*->00 V J

7-27. l im x ^ *
X-+0

7-29. lim (-Y
x-+0 W

7-18. lim —
x—*l x- l

lnx
7-20. lim

X—*+oo X

7-22. lim
in *

x-*0 Ctg 2x

7-24. lim (- — —
X-»0 ''X Sin X /

7-26. lim
x-*l V l-X3 1 - X 2J

7-28. lim (cos 2x)^ . 
x-»o

7-30. lim xi+m*.
x-*0

3-§. Teylor formulasi

Teylor formulasi matematik analizning eng muhim formulalaridan biri bo'lib, 

ko'plab nazany tatbiqlarga ega. U taqribiy hisobning negizini tashkil qiladi.



3.1. Teylor ko'phadi. Peatio ko‘rinishdagi qoldiq hadli Teylor formulasi.

Ma’lumki, funksiyaning qiymatlarini hisoblash ma’nosida ko‘phadlar eng sodda 

funksiyalar hisoblanadi. Shu sababli funksiyaning x0 nuqtadagi qiymatini hisoblash 

uchun uni shu nuqta atrofida ko'phad bilan almashtirish muammosi paydo boMadi.

Nuqtada differensiallanuvchi funksiya ta'rifiga ko‘ra, agary=f(x) funksiya x0 

nuqtada differensiallanuvchi boMsa, u holda uning shu nuqtadagi orttirmasini 

д/ ( *  о) =  Г Ы Ь х  + 0(Дх), ya’ni

/ (* )  = f(x 0) + f(*b )(*  -  *o) + o(x -  x0) 

ko‘rinishda yozish mumkin.

Boshqacha aytganda x0 nuqtada differensiallanuvchi y=f(x) funksiya uchun 

birinchi darajali

Pi 00 =  /(*o) + bt (x - x 0) (1)

ko‘phad mavjud boMib, x->x0 da / (* )  = Px(x) + o(x -  x0) boMadi. Shuningdek, 

bu ko'phad Px(x0) = f(x 0), P[(x0) = b = f '(x 0) shartlami ham qanoatlantiradi.

Endi umumiyroq masalani qaraylik. Agar x = xQ nuqtaning biror atrofida 

aniqlangan у = f(x ) funksiya shu nuqtada f'(x ), f " (x ) ,..., /  (x) hosilalarga 

ega boMsa, u holda

/ (* )  = Pn(x) + o((x - x0)n) (2)

shartni qanoatlantiradigan darajasi n dan katta boMmagan Pn(x) ko‘phad mavjudmi?

Bunday ko‘phadni

Pn(x) = b0 + bx(x -  x0) + b2(x -  x0)2+ ... +bn(x -  x0)n, (3) 

ko‘rinishda izlaymiz. Noma’lum boMgan b0, bx, b2......bn koeffitsientlami topishda

p„(*„) =/(*„). Р„Ч* о) = ГЫ,Рй'ы  = /"(*„).....РпМЫ  =

= Г(п)Ы  (4) 

shartlardan foydalanamiz. Awal P„(x) ko‘phadning hosilalarini topamiz:

Pn(x) = bx +2b2(x - x 0) + 3b3(x — x0)2+ ...+nbn(x — x0)n_1,

Pn (x) = 21 b2 + 3-2b3(x — x0)+ ...+n (n - l)b n(x - x0)n~2,

K "(x ) = 3-2 - lb3 + ... +n(n — l)(n  — 2)bn(x — x0)n-3,
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рпП\х) = n (n -  l )  (n - 2)-... 21bn.

Yuqorida olingan tengliklar va (3) tenglikning har ikkala tomoniga x o‘miga 

x0 ni qo'yib barcha b0, bv b2,...,b n koeffitsientlar qiymatlarini topamiz:

Pn(x o) = /(*o) = b0,

Pn(x o) = / 'U 0) = bv 

Р п 'Ы = Г Ы  = 21Ь2 = 2\Ь2,

РпП)(*о) = / (n)(*0) = n (n -  l ) : . .  21bn = n! bn

Bulardan b0 = / ( * 0), bx = /'(*,0), fe2 = ± f"{x0) , ... , bn = ^ / (n)(^o) 

hosil qilamiz. Topilgan natijalami (3) qo‘yamiz va

Rn00  = f ( x o) + f  ( x 0) ( x  — x0) + ~ f " ( x 0) ( x  — Xq) 2 + •••

+ ^ / (п)Ы ( х - х 0Г, (5)

ko‘rinishda ko'phadni hosil qilamiz. Bu ko'phad Teylorko phadi deb ataladi.

Teylor ko'phadi (2) shartni qanoatlantirishini isbotlaymiz. Funksiya va 

Teylor ко‘phadi ayirmasini Rn(x) orqali belgilaymiz: Rn(x) = / 0 0  - Pn(x). (4) 

shartlardan Rn(x0) = R'n(x0) = -  = R’n(x0) = 0 boMishi kelib chiqadi.

Endi Rn(x) = o((x -  дг0)п), ya’ni lim = 0 ekanligini

ко rsatamiz. Agar x -» Xq bo'lsa, lim ■■ ifodaning - ko‘rinishdagi aniqmaslik
x-*Xq \X—Xq) 0

ekanligini ko‘rish qiyin emas. Unga Lopital qoidasini n marta tatbiq qilamiz. U holda 

lim ■ , -----=  Вга! Л 0  =
x-+x0 (*-*o)n x̂ >x0 n(x-x0)n 1 x^x0 п!(дг—дг0) д:-»Хо n!

R )

J*™ = 0 » demak x -» x0 da Rn(x) = 0((дг -  x0)n) o‘rinli ekan.

Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi:

7.17-teorema. Agar у — f(x ) funksiya x0 nuqtaning biror atrofida n marta 

differensiallanuvchi boMsa, u holda x -» x0 da quyidagi formula

/CO = / (* o) + Г Ы ( х  - x0) + j J " ( x Q){x - xQ)2 +
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+--. + -\/(n)(*o )(*  ” *o)n + o ( ( * - * o ) n) (6)П!

o'rinli bo'ladi

Bu yerda Rn(x) = 0((x — x0)n) Peano ко rinishidagi qoldiq had deyiladi. 

Agar (6) formulada дг0 = 0 deb olsak, Teylor formulasining xususiy holi hosil 

bo'ladi:

/(*) = /(0) + r(.0)x+ lf"(0)x4...+-fW(p)x’' + o(xn).(7)
2 ! n\

Bu formula Makloren formulasi deb ataladi

3.2. Teylor formulasining Lagranj ko'rinishdagi qoldiq hadi. Teylor 

formulasi Rn(x) qoldiq hadi yozilishinmg turli ko'rinishlari mavjud. Biz uning 

Lagranj ko'rinishi bilan tanishamiz.

Qaralayotgan f(x ) funksiya x0 nuqta atrofida n + 1 -tartibli hosilaga ega 

bo'lsin deb talab qilamiz va yangi g(x) = (x - x0)n+1 funksiyani kiritamiz. 

Ravshanki,

e (*0) = g\x„) = .. .=  = 0; s (n+,4*o) =  (П + 1)! *  0.

Ushbu Rn(x) = f(x ) — Pn(x) va g(x) = (x — x0)n+1 funksiyalarga Koshi

teoremasini tatbiq qilamiz. Bunda Яп(*а) = Rh(xo) —■■•• = (xo) = 0 

e’tiborga olib, quyidagini topamiz:

flnP ) RnW  ~ fln(*o) _ R'n(c 1) _  ^  n(ci) ~ flnPo) _ R"n(.c2) 

g(x) ~ g (x )- g (x 0) g'(x ) g '(x )- g '(x 0) g"(c2)

g ,n>(c„) g '"> (x )- g (n>(x„) a (n+1)(£>' 

bu yerda ct E (x0;x), c2 E (x0;c2 ,cn E 

Shunday qilib, biz

R„(x)

g(x) g {n+1K4) 

ekanligini ko'rsatdik, bu yerda £e(x0;x). Endi g(x) = (дг — x0)n+1,

^ (n+D(^) =  (n + 1)!, Яп(п+1)(£) = /^n+i)(£) ekanligini e’tiborga olsak 

quyidagi formulaga ega bo'lamiz:
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RnW  = -̂ + 1}, (x - X0)n+\£E (x0;x) (8)

Bu (8) formulani Teylor formulasining Lagranj ко rinishidagi qoldiq hadi 

deb ataladi.

Lagranj ko‘rinishdagi qoldiq hadni

r, / \ f <'n+1\x0 + d(x — x0))

R" W  = ----- (n + 1)! (» "  ^ " +’' №

ko rinishda ham yozish mumkin, bu yerda <?birdan kichik bo‘lgan musbat son, ya’ni

0 < в <  1.

Shunday qilib, / (* )  funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor 

formulasi quyidagi shaklda yoziladi:

~ f(x o) + f  (xq)(x — x0) + —f  (xq)(x — x0)2 + ...+

1 / ч f (n+1)(£)
+ ~\ f  ” (*o )(*- *o )n + ~n + гу (x - x 0)n+1, bu yerda (x0;x).

Agar x0 = 0 boMsa, u holda £ = x0 + 0{x - x0) = 0x, bu yerda 0 < в < 1, 

bo lishi ravshan, shu sababli Lagranj kol rinishidagi qoldiq hadli Makloren formulasi

f(x ) = /(0 ) + / ' (0)x + l / " ( 0 ) x 2+ ... + - / (n)(0)x(n)
2! n\

f {n+1)(Ox)
+ -------- x +1 flO’i

(n + 1)!

shaklida yoziladi.

4-§. Ba’zi bir elementar funksiyalar uchun Makloren formulasi

4.1. ex funksiya uchun Makloren formulasi. f(x)=e* funksiyaning (-оо;-кю) 

oraliqda barcha tartibli hosilalari mavjud: f c)(x)=ex, k=l, 2, ..., n+1. Bundan x=0 da 

f k>(0)-l, k=J, 2, n ,fn4>(6x)=eac\a. f(0)=\ hosil boMadi. Olingan natijalami 3- 

§ dagi (10) formulaga qo'yib

v  v 2 v ” v ”+1г  л X  X  X  X  Ли
e =1 +—+ —  + ...+— +-----e m

1/ 2/ n! (n + \)! y)
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38-rasmda J(x )- e x funksiya va Рз(х) ko'phad funksiyaning grafiklari 

keltirilgan.

bu yerda 0«9<1, formulaga ega bo'lamiz.

38-rasm

2. Sinus funksiya uchun Makloren formulasi. f(x)=sinx funksiyaning 

istalgan tartibli hosilasi mavjud va w-tartibli hosila uchun quyidagi formula o'rinli

edi (V.8-§): f (n)(x) = sin(x+ ~ ) .  *=0 d a / 0)=0 va

/ w (0) = sin — = 1 °' ^  П = 2к'
2 [(-l)*, agar п = 2к + \

Shuning uchun 3-§ dagi (10) formulaga ko'ra

X* l jc2**1 х ^+э ^-t-3
sinx = x - —• + ... +(-1)* — -- -  + - 7 --- sin(0 x + — —  ;r), 0 <# < 1

3! (2A: + 1)! (2k + 3)! 2

(5) ko'rinishdagi yoyilmaga ega bo'lamiz.
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39-rasm

39-rasmda/fxj=s/n.r, Рз(х), Рз(х) funksiyalaming grafiklari keltirilgan.

4.3. Kosinus funksiya uchun Makloren formulasi. Ma’ lumki, f(x) =cosx

funksiyaning л-tartibli hosilasi uchun f <n>(x ) = cos(x + — ) formulaga egamiz

П7Г f. agar n = 2k +1,
(V.8-§). x=0 da Д0)=1 va / (и)(0) = со5—  =

2 |(—1)*, agar n — 2k 

Demak, cosx funksiya uchun quyidagi formula o'rinli:

2 4 6 2it 2 к+2

cosx = 1 — ——h ——  —— + (— 1)* —— I— ---- cos(0x + /r;r), O<0<\ (6)
2! 4! 6! 2Аг! (2A: + 2)!

40-rasmda/('x) =cosx, P?(x), P4(x) funksiyalaming grafiklari keltirilgan.

40-rasm
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4А./(х)=(1+х/* (//в R) funksiya uchun Makloren formulasi. Bu funksiya 

(-1; 1) intervalda aniqlangan va cheksiz marta differensiallanuvchi. Uni Makloren 

formulasiga yoyish uchun f(x)=(l+x/‘ funksiyadan ketma-ket hosilalar olamiz.

f ( x ) = н а +* r x, г м = н(н  - v o + x f- 2,

Г ” (х)=н (Н -у(И -2)(\  + х ) ^

Г ** (х ) = ц(ц-\ )...(ц-п + i)(\ + х Г " . (7)

Ravshanki, f(0)=l, / п)(0)=ц(ц-1)-..(ц-п+1). Shuning uchun f(x)=(l+x/1 

funksiyaning Makloren formulasi quyidagicha yoziladi:

2 ! n\

+-^  I f  n\\ + 0xY~"~]xr+l (0<e<\). (8)
(w + 1)! ’

4.5. f(x)=ln(l+x) funksiya uchun Makloren formulasi. Bu funksiyaning 

(-l;oo) intervalda aniqlangan va istalgan tartibli hosilasi mavjud. Haqiqatan ham, 

f\x) = (ln(l + x)/ = (1 + x)"1 funksiyasiga (7) formulani qo41ab, undaц=-\ deb n ni

w-1 bilan almashtirsak, / ln)(x) = -—\ formulani hosil qilamiz.
С1 + x)

Ravshanki, f(0)=0. f n}(0)=(-l)n l(n-l)\ Shuni e’tiborga olib, berilgan 

funksiyaning Makloren formulasini yozamiz:

i n ( i + x ) = x ~ + ~ ; +LzVn x~l o<& < i (9)
2 3 4 n (n + \) (\+вх)

Yuqori da keltirilgan asosiy elementar funksiyalaming Makloren formulalari 

boshqa funksiyalami Teylor formulasiga yoyishda foydalaniladi. Shunga doir 

misollar ko‘ramiz.

7.18-misol. Ushbu f(x)=e~3x funksiya uchun Makloren formulasini yozing.

Yechish. Bu funksiyaning Makloren formulasini yozish uchun f(0), 

f '(0 ) ,..Jn,(0) lami topib, 3-§ dagi (10) formuladan foydalanish mumkin edi. Lekin 

f(x)=e* funksiyaning yoyilmasidan foydalanish ham mumkin. Buning uchun (1) 

formuladagi x ni -3x ga almashtiramiz, natijada
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_3х . Зх 9х- 3"х" (-Ъх),м _3&
е 1 ~77+ — Г + /  i n  е • о<б><1,

1/ 2/ п! (п + \)!

formulaga ega boMamiz.

7-19-misol. Ushbuf(x) =lnx funksiyani x0= 1 nuqta atrofida Teylor formulasini

yozing.

Yechish. Berilgan funksiyani Teylor formulasiga yoyish uchun f(x)=ln(l+x) 

funksiya uchun olingan (9) asosiy yoyilmadan foydalanamiz. Unda x ni x-\ ga 

almashtiramiz, natijada lnx~ln((x~ 1)+1) va

(Х~1 Г ' м1, 0<в<1
2 n (n + \) (\+в(х-\))"*у

formulaga ega boMamiz. Bu formula x-l>-l boMganda, ya’ni x>0 larda o'rinli.

4.6. Teylor formulasi yordamida taqribiy hisoblash. Makloren formulasi 

Lagranj ko'rinishdagi qoldiq hadini baholash masalasini qaraylik.

Faraz qilaylik, shunday o'zgarmas M  son mavjud boMsinki, argument x ning 

xo=0 nuqta atrofidagi barcha qiymatlarida hamda n ning barcha qiymatlarida 

\fn>(x)\<M tengsizlik o'rinli bo'lsin. U holda

f {n+l}(Ox) „+1 |хГ 1 
\Rn(x)b\~ T77~x \

(n + l) ! 1 (n + \)f

x|"+1
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Argument x ning tayin qiymatida um ----- =0 tenglik

(n + l) !

o'rinli, demak n ning yetarlicha katta qiymatlarida R„(x) yetarlicha kichik bo'lar 

ekan.

Shunday qilib, x0=0 nuqta atrofida f(x) funksiyani

f(0)+f(0)x+ j/" (0 )x 2+... +j-/">(0)x"

ko'phad bilan almashtirish mumkin. Natijada funksiyaning x nuqtadagi qiymati 

uchun

f(x)*f(0)+ f(0)x+ ~ f  ,(0)x2+ ... + ̂ f n)(0)xn
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taqribiy formula kelib chiqadi. Bu formula yordamida bajarilgan taqribiy 

hisoblashdagi xatolik \R„(x)\ ga teng boMadi.

7.20-misol. e0,1 ni 0,001 aniqlikda hisoblang.

Yechish. e* funksiyaning Makloren formulasidan foydalanamiz. (1) 

formulada jc=0, 1 deb olsak, u holda

0,1 0,01 (0,1)'

1! 2! n\

masala shartiga ko‘ra xatolik 0,001 dan katta bo‘lmasligi kerak, demak

0,Г+1 0iW
R Yn + \Jte tengsizlik o‘rinli boMadigan birinchi n ni topish

yetarli. eaie <2 ekanligini e’tiborga olsak, so‘ngi tengsizlikni quyidagicha yozib 

olish mumkin:

—- . 2---- <0,001-
10ш (п + 1)1

Endi n= 1, 2, 3, ... qiymatlami so‘ngi tengsizlikka qo‘yib tekshiramiz va bu 

tengsizlik /7=3 dan boshlab bajarilishini topamiz. Shunday qilib, 0,001 aniqlikda

o, . 0,1 0,01 0,001 ,
ev'1 *1 + -̂ - + -̂ — -- = 1,055.

1/ 2/ 3/

Xususiy holda, n= 1 bo‘lganda

f"C £ )
f(x)*f(x0) +f(xQ)(x-x0) taqribiy hisoblash formulasi R2(x)= ^ -(x-x0)2,

xo<£<x aniqlikda o‘rinli boiadi.

7.21-misol. Differensial yordamida radiusi r=l,01 bo‘lgan doira yuzini 

toping. Hisoblash xatoligini baholang.

Yechish. Doira yuzi S^m 2 ga teng. Bunda ro= 1, Ar=0,01 deb olamiz va 

S=S(r) funksiya orttirmasini uning differensiali bilan almashtiramiz:

S(r) *S(r0)+dS(r0)=  S(r0)+ S'(r0)Ar.

Natijada

S(l,01) »S(I)+dS(l)= S(l)+ S ’(l)0 ,01=nl2+2n0,01=1,02лhosil boMadi. 

Bunda hisoblash xatoligi
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S"(£)
R2(r)= ——  • (у-го) 2, ro<4<r dan katta emas. S ”(r)=2n\a r ga bog'liq emas,

shu sababli R^r) = 0,012=0,000In. Demak, hisoblash xatoligi 0,000314 dan 

katta emas.

7.22-misol. Ushbu f(x)=ex ~x funksiyaning x=0,03 nuqtadagi qiymatini 

differensial yordamida hisoblang. Xatolikni baholang.

Yechish. Taqribiy hisoblash formulasi f(x)*f(xq)+f'(xo)(x-xo) da*(p0, x=0,03 

qiymatlami qo‘ysak,f(0,03)*f(0)+f (0)0,03 bo‘lib, xatolik

R2=£ Ш о,032, 0<г<0,03 bo'ladi.2/ 2/

Berilgan funksiya hosilalarini va nuqtadagi qiymatlarini hisoblamiz:

f ’(x)=(2x-l)ex ~K,bundan f  ’(0)=-l, / ’ '(x)=2ex~x +(2x-l)2ex ~x =ex~x(4x2-4x+3), 

bundanf"(%)<3. Olingan natijalardan foy dal an\b,f(0,03)~l+(-1) 0,03=0,97 vaR2<

3
— 0.032=0.0017 ekanligini topamiz.

Teylor formulasi funksiyalami ekstremumga tekshirishda, qatorlar 

nazariyasida, integrallami hisoblashlarda ham keng tatbiqqa ega.

Mashq va masalalar

7-31. Agar ex funksiyaning Makloren formulasida x=l bo'lsa,

, 1 1  1 e9

e - 1 + n + 2! + ' " + ;ri+ a m ) !  (2)

formulani hosil qilamiz. Bu formula yordamida e sonining irratsionalligini isbotlang.

Teylor formulasidan foydalanib P(x) ko'phadni x — x0 ning darajalari 

bo'yicha yoying (32-33):

7-32. P(x) = x3 + 4x2 -  6x - 8, x0 = -1.

7-33. P(x) = x5 - 3x4 + 7x + 2, x0 = 2.

/ (x) funksiyani x0 nuqtada Teylor formulasi boyicha yoying (34-35):

7-34 f ix )  =xe* ,*0 = - 1 . 7-35. / (* )  = fn(2x - 1), x0 = 1.
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/ ( jc)  funksiyani Makloren formulasi boyicha o(x*) gacha yoying, bu yerda

7-36./(x) =  sin2 \,k = 4. 7-37. /00 = chx.k = 5.

7-38. Lagranj qoldiq hadli Teylor formulasi yordamida quyidagi ifodalami 

10-3 aniqlikda taqribiy hisoblang:

a) vT27; b) V83; c) V250; d) Me; 

e) sin85°; f) cos72°; g) ln l,3 ; h)arctg0,8.

7-39. Teylor formulasi yordamida quyidagi taqnbiy formulalaming absolut 

xatoligini baholang:

a)e* «  I/J=o|7' Q ^ x <1 ;  b) sinx *  * - f r  + ̂  1*1 ^  1;

c)cos* *  + |дс| < 0,5; d )t5jc ~ * + y , M  < 0,1.

e) /n (l + x) *  jc - у  + у  - |лг| < 0,1.

f ) V r + I ~ l + f - £  + £  0 < * < 0 ,2 .

7-40. Teylor formulasi yordamida taqribiy hisoblang:

a) e, 10-7 aniqlikda; b) x/lO, 10-3 aniqlikda; 

c) s in l°, 10“6 aniqlikda; d) V30, 10-4 aniqlikda.
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VIII BOB. HOSILA YORDAMIDA FUNKSIYANI TEKSHIRISH

l-§. Hosila yordamida funksiyani monotonlikka tekshirish

1.1. Funksiyaning o‘zgarmas!ik sharti

8.1-teorema. f(x) funksiya (a,b) da differensiallanuvchi boMsin. Shu 

intervalda^ft) funksiya o‘zgarmas boMishi uchun/'(x) = 0 boMishi zarurva yetarli.

Isbot. 0 Zarur/igi ravshan. Chunki funksiya o‘zgarmas boMsa, barcha 

nuqtalarda f'(x)= 0 boMadi.

Yetarliligi. Shartga ko‘ra f(x) funksiya (a,b) intervalda differensiallanuvchi, 

ya’ni (a; b) oraliqga tegishli ixtiyoriy x uchun chekli f  '(x) hosila mavjud vaf'(x)=0. 

Endi xi<X2 boMgan ixtiyoriy xi,x2e(a;b) nuqtalami olaylik. Qaralayotgan f(x) 

funksiya kesmada Lagranj teoremasining barcha shartlarini qanoatlantiradi.

Demak, (jci;xj) intervalga tegishli shunday с nuqta topilib,

/ ( * 2) - / ( * , )  = / ’(0 ( * 2 - * i)  (1) 

tenglik o‘rinli boMadi. Teorema shartiga ko‘ra ixtiyoriy x 6 (a; b) uchun f '(x ) = 0, 

bundan /'(c) = 0, va (1) tenglikdan f(x 2) — f(x i) = 0 ekanligi kelib chiqadi.

Shunday qilib,/fx) funksiyaning (a;b) intervalning istalgan ikkita nuqtasidagi 

qiymatlari o‘zaro teng. Demak, funksiya o'zgarmas boMadi. ♦

Bundan integral hisobda muhim rol o'ynaydigan quyidagi natija kelib chiqadi

8.2-natija. Agar f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da chekli f'(x) va g'(x) 

hosilalarga ega va f(x)=g'(x) tenglik o‘rinli boMsa, u holda f(x) bilan g(x) 

funksiyalar o‘zgarmas songa farq qiladi:

f(x)=g(x)+C, C=const.

Haqiqatan ham, shartga ko‘ra (f(x)-g(x)) ’=C'= 0. Bundan 1-teoremaga asosan 

f(x)-g(x)=C, ya ni f(x)=g(x)+C tenglik o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

83-misol. Funksiyaning o‘zgarmaslik shartidan foydalanib 

sin2 x = ^ (1 — cos2x) ayniyatning o‘rinli ekanligini isbotlang.
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Yechish. Quyidagi funksiyani qaraymiz: f(x ) = sin2 x — ^(1 — cos2x) bu

funksiya (-oc;+oc) da aniqlangan, differensiallanuvchi va hosilasi aynan nolga teng: 

f ’(x) = 2sinxcosx — sin2.x = 0. Funksiyaning o'zgarmaslik shartiga ko'ra

1 ,
:sinz x — - (1 - cos2x) = С 

o'rinli. С ni aniqlash uchun дг argumentga qiymat beramiz, masalan x=0 bo'lsin. U 

holda С = 0 va sin2 x — i ( l  — cos2x) = 0 yoki sin2* = ^(1 — cos2x) bo‘ladi.

1.2. Funksiyaning o‘sishi va kamayishi. Biz bu yerda funksiya hosilasi 

yordamida funksiyaning monotonligini aniqlash mumkinligini ko'rsatamiz.

8.4-teorema Aytaylik, f(x) funksiya (a;b) intervalda aniqlangan va 

differensiallanuvchi boMsin. Bu funksiya (o;b) intervalda kamaymaydigan 

(o‘smaydigan) bo'lishi uchun f ’(x)>0 (f’(x)<0) tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi zarur 

va yetarli.

Isbot. 0 Kamaymaydigan funksiya holini qaraymiz.

Zanmyligi. f(x) funksiya (a;b) intervalda kamaymaydigan boMsin. U holda 

ixtiyoriy x 6 (a; b) va Ar>0 uchun Ay=f(x+Ax)-f(x)> 0 tengsizlik, Ax<0 uchun

4y=f(x+Ax)-f(x)<0 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa — >0 boiishi ravshan.
Ax

Teorema shartiga ko'ra f(x) differensiallanuvchi, demak —  nisbatning Ax->0 da
Ax

chekli limiti mavjud, tengsizlikda limitga o‘tish haqidagi teoremaga (3-84 masala)

• Ay
ko'ra, bu limit nomanfiy bo'ladi, ya’ni lim -JL-=f '(x)> 0.

Л->0 At

Yetarliligi. ixtiyony x E (a; b) uchun f ’(x)> 0 bo'lsin. Endi xj<x2 bo'lgan 

ixtiyoriy xi, X2e(a;b) nuqtalami olaylik. Qaralayotgan f(x) funksiya [xi;x2] kesmada 

Lagranj teoremasining barcha shartlarini qanoatlantiradi. Demak, (д:r,x2) intervalga 

tegishli shunday с nuqta topilib,

f(x2)-f(x,)=f'(c) (xr x,) (2)
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tenglik o'rinli boladi. Teorema shartigaf ’(x)>0, bundan f(c )Z 0, va (2) tenglikdan 

f(x2)~f(xi)>0, ya’ni f(xo)> f(xi) ekanligi kelib chiqadi. Bu esa funksiyaning (a;b) 

intervalda kamaymaydigan funksiyaligini ko‘rsatadi.

0 ‘smaydigan funksiya holi ham yuqoridagi kabi isbotlanadi. ♦

Endi funksiyaning qat’iy monoton boMishining yetarli shartini isbotlaymiz.

8.5-teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda differensiallanuvchi va 

ixtiyoriy x e (a;b) uchun f'(x)>0 (f(x)<0 ) boMsa, u holda f(x) funksiya (a,b) 

intervalda qat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) boMadi.

Isbot. 0 Aytaylik, xt,x2e(a;b) va 

xj<x2 bo‘lsin. Ravshanki, [xr,x2] kesmada 

f(x) funksiya Lagranj teoremasining 

barcha shartlarini qanoatlantiradi. Bu 

teoremaga binoan shunday ce(xi;x2) 

mavjudki

ftxj-ftx,) =f(c) (X2-X,) 

tenglik o'rinli boMadi. Bu tenglik va 

f'(c)> 0 (J’(cj<0 ) ekanligi dan f(x2)>f(xi) 

if(x2)<f(xi)) boMishi kelib chiqadi. 41-rasm

Buf(x) funksiyaning qat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) boMishini ifodalaydi. ♦

Ushbu y=x3 funksiya (-1; 1) intervalda qat’iy o‘suvchi, lekin uning hosilasi 

x=0 nuqtada nolga teng boMadi.

Shunga o'xshash f(x)=x+cosx funksiya ham aniqlanish sohasida qat’iy 

o'suvchi, ammo uning hosilasi f'(x)=l-sinx cheksiz ko‘p nuqtalarda (x = ^ + 

2nn, n e Z) nolga teng boMadi (41-rasm).

Bu misollar yuqoridagi teoremaning shartlari funksiyaning qat’iy o‘suvchi 

(kamayuvchi) boMishi uchun faqat yetarli shart ekanligini ko‘rsatadi.

8.6-misol. Ushbu f(x)=2x2-lnx funksiyaning monotonlik intervallarini toping.

Yechish. Funksiya (0;+oc) intervalda aniqlangan va hosilasi f  (x)=4x-l/x ga

teng. Yuqoridagi yetarli shartga ko‘ra, agar 4x-7/x>0 boMsa, ya’ni x>l/2 boMsa,
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o‘suvchi; agar 4x-l/x<0 boMsa, ya’ni *<1/2 bo'lsa funksiya kamayuvchi boiadi. 

Shunday qilib, funksiya (0; 1/2) intervalda kamayuvchi, (1/2;+») intervalda o'suvchi 

bo'ladi.

8.7-misol. Ushbu f ( x ) = 2xJ -5x2 + 14x-6 

2 x2
funksiyaning monotonlik

oraliqlarini toping.

Yechish. Bu funksiyaning aniqlanish sohasi (-oo;0)u(0;+x>) dan iborat. 

Funksiyaning hosilasini topamiz:

j f >f x j  _  x3 — 7 x + 6 (x+3Xx-lXx-2) 

xJ x3

Bundan (-oc;-3]u(0;l]u[2;oc) to'plamda f'(x)>0, [-3;0)u[l;2] da esa f(x)<0 

bo'lishini aniqlash qiyin emas.

Demak, berilgan f(x) 

funksiya (-qo;-3], (0;1] va [2;oc) 

oraliqlaming har birida o'suvchi;

[-3;0) va (1 ;2] oraliqlaming har 

birida kamayuvchi bo'ladi.

8.9-misol. Agar 0<x<l 

bo‘lsa, x-x3/3<arctgx<x-x3/6 qo'sh 

tengsizlik o'rinli bo'lishini 

isbotlang.

Yechish. Berilgan

tengsizlikning o'ng qismi arctgx<x-x3/6 tengsizlikni 42-rasm

isbotlaymiz. Chap qismi shunga o'xshash isbotlanadi. f(x) =arctgx-x+xs/6 

funksiyani qaraymiz, uning hosilasi

1 x2 х'(х2 —1) 
f  (X)~ l + x2 = 2(l + x:) ten® /(х) =агсЩх-х+х3/б funksiya sonlar

o‘qida aniqlanagan va uzluksiz, demak u [0; 1 ] kesmada ham uzluksiz, (0;1) 

intervalda f'(x)<0. Bundan esa f(x) funksiya [0;1] kesmada kamayuvchi bo‘lib,
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(Кх<1 shartni qanoatlantiruvchi x lar uchun f(x)<f(0) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. 

So‘ngi tengsizlikni/0)=0 ni e’tiborga olib, quyidagicha yozib olamiz: 

arctgx-x+x3̂  <0 bundan arctgx<x-x3/6.

Bu qo‘shtengsizlikda qatnashgan funksiya grafiklari 42-rasmda keltirilgan. 

Mashq va masalalar

Funksiyaning monotonlik oraliqlarini toping:

8-1. / ( я )  =  (дс — 2 )2 ■ (x  + 2). 8-2. / ( jc) =  ln(x2 - 2x + 4).

8-3. / ( * )  =  x + e~x. 8-4. / ( jc )  —  xlnx.

8-5. у =  8-6. 5(t) =  t + cost.

8-7. a parametm ing qanday qiymatlarida / ( jc) funksiya sonlar o ‘qida 

o ‘ suvchi bo 'lad i?

a) / ( * )  = x3 - ax; b) / ( jc) = ^ - ^ Jc 3 + (a -  1 )jc2 + 2x;

c) / ( jc )  =  ax —  sinx; d) / ( jc )  = ojc + 3sinjc + 4cosx.

8-8. Agar f(x) funksiya (a;b) oraliqda uzluksiz va (a;b) oraliqning chekli 

sondagi nuqtalaridan boshqa barcha nuqtalarda f ix )  > 0 bo‘lsa, f(x ) funksiya 

(a; b) oraliqda qat’iy o‘suvchi bo‘ladi. Isbotlang.

8-9. Aytaylik, fix ) funksiya (a;fc) oraliqda o‘suvchi bo‘lsin. Bundan / ' ( jc) 

ham (a;fc) oraliqda o‘suvchi bollishi kelib chiqadimi?

8-10. Agar 8 > 0 topilib, jc e (jc0 — 8, x0) uchun /(jc) <  / ( jc0) va jc e 

(x0,x0 + 5) uchun f ix 0) <  fix )  bo‘ Isa, u holda/(jc) funksiya jc0 nuqtada о ‘suvchi 

deyiladi. Quyidagilami isbotlang:

a) f ix )  funksiya biror oraliqning har bir nuqtasida o‘suvchi bo‘lsa, u shu 

oraliqda o‘suvchi bo‘ladi.

b) f ix )  = I х + X S*n x' x *  funksiya jc = 0 nuqtada o‘suvchi, lekin
I  0, jc =  0

shu nuqtani o‘z ichiga olgan hech bir oraliqda osuvchi emasligini isbotlang.
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2.1. Funksiyani parametrik usulda berilishi Aytaylik, / o'zgaruvchining T 

qiymatlar to"plamida

2-§. Parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi

funksiyalar sistemasi berilgan va x = <p(f) funksiyaning qiymatlar to‘plami D 

boisin. Ushbu savolga javob izlaymiz: (1) sistema D  to‘plamda у ni x ning 

funksiyasi sifatida aniqlaydimi? Har bir jc ga unga mos / bo‘yicha У = ̂ ( 0  soni mos 

qo‘ysak, bu moslik funksiya bo'ladimi?

D  to 'plam dan ixtiyoriy jc0 ni tayinlab,

tenglamani qaraymiz.

Bu tenglama T to'plamda yechimga ega. Ammo (2) tenglamaning ildizi 

yagona boimasligi ham mumkin. Aytaylik, bu tenglama 7’to‘plamda bir nechta /0i> 

/02, .. • ildizlarga ega bo'lsin. U holda yol = ̂ (/01), У02 = V'fte)» - sonlar ichida bir- 

binga teng bo'lmaganlari mavjud bo'lishi mumkin, masalan yQl * yo: bo'lsin. U 

holda yuqoridagi moslikka ko'rax=x0 gay0 sifatiday0i ni hamy02 ni ham mos qo'yish 

mumkin. Shu sababli (1) funksiyalar sistemasi yordamida D  to'plamda jc ning 

funksiyasini aniqlab bo'lmaydi.

Ikkinchi tomondan, (2) tenglama ildizlari to'plamida y = <p(t) funksiya

o'zgarmas songa teng bo'lishi mumkin: ^(^oi) = ̂ (^02) = >0 - U holda qaralayotgan 

*o songa у o'zgaruvchining t ga mos keladigan yagona yo qiymatini mos qo'yish 

mumkin.

Agar D  dan olingan har bir x uchun yuqoridagi xossa o'rinli bo'lsa, u holda D 

sohada yuqoridagi qoida yordamida y=j{jc)  funksiya aniqlanadi. Bu funksiya (1) 

sistema yordamida aniqlangan deyiladi. (1) dagi t o'zgaruvchi parametr, y=j{x) 

funksiya esa parametrik ko'rinishda berilgan deyiladi.

Г x = m(t)
(1)

*o=P(0 (2)



(1) sistemadan y=J(x) funksiyaning analitik ifodasini olish parametmi 

yo qotish deb ataladi.

(1) sistema у o'zgaruvchini л: o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida aniqlashi 

uchun x = (p(t) funksiya (T to‘plamdan olingan t uchun) teskarilanuvchi bo‘lishi 

yetarli. Haqiqatdan ham, bu holda (2) tenglama T to‘plamda yagona yechimga ega 

bo‘ladi. Demak, D  dan olingan har bir *o uchun Jt0 =(p{t0) bo‘ladigan yagona to 

mavjud, bu t0 songa yagona >’0 = \f/(tv) mos keladi. Shunday qilib, (1) sistema у ni x 

n ingy^x) funksiyasi sifatida aniqlaydi. Bu funksiyani x ning murakkab funksiyasi 

sifatida aniqlash mumkin:

y = f{x ) = y/((p~\x)), 

bu yerda (p~\x) funksiya x-(p(t) funksiyaga teskari funksiya.

fjc = /3
8.10-misol. 7 = (-co,+oo) da -I benlgan. Bu sistema y^flx) funksiyani

I [y=tA

aniqlaydimi?

Yechish. x=P funksiya T da qat’iy monoton va /) = (—oo;+ao) da teskari

Г  ( X = t3
funksiyasi t = \Jx mavjud. Bundan <( sistema у ni x ning funksiyasi sifatida

\{y=tA

aniqlaydi.

Bu holda у funksiyani t parametmi yo‘qotib, x orqali ifodalash mumkin: 

у = xyfx, bu yerda XE (-oc;+oc).

2.2. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi. Faraz qilaylik, 

x argumentning у funksiyasi quyidagicha

\ x = (p{t),
4 (5)
13' = И 0 , a < t< P

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘Isin.

Agar x=(p(t) funksiya teskarilanuvchi boMsa, ya’ni t = (p~\x) mavjud boisa, 

u holda y^itft) tenglamani y=\f̂ (p~\x)) ko'rinishda yozib olish va y=4'((P~\x))
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funksiyaning hosilasini topish masalasini qarash mumkin. Odatda bu masala 

parametrik tenglamalar bilan berilgan funksiyaning hosilasini topish masalasi deb 

ham yuritiladi.

8.11-teorema. Aytaylik, cp(t) va ty(t) funksiyalar [a;P] da uzluksiz va (<x;P) 

da differensiallanuvchi hamda <p’(t) shu intervalda ishorasini saqlasin. Agar x=q>(t) 

funksiyaning qiymatlar to'plami [a,b] kesma boMsa, u holda x=(p(t), y=i/40 

tenglamalar [a,b] da uzluksiz, (a,b) da differensiallanuvchi bo‘lgan y=f(x) 

funksiyani aniqlaydi va

y , - r w - 4 = ^ 4  (6)
x ,  q>(t)

formula o‘rinli boMadi.

Isbot. 0 Teorema shartiga ko'ra <p’(t) funksiya [a;p] da ishorasini saqlaydi, 

aniqlik uchun <p '(t)> 0 boMsin. U holda x=<p(t) funksiya [oc;P] da uzluksiz va qat’iy 

o‘suvchi boMadi. Shuning uchun [a.b] kesmada unga teskari boMgan uzluksiz, qat’iy 

o‘suvchi t = <p~'(x) funksiya mavjud va bu funksiya (a,b) oraliqda 

differensiallanuvchi, hosilasi t'. = -— formula bilan hisoblanadi. Bu holda
A

У=1У(0~М9 (x)) funksiya ham [a,b] kesmada uzluksiz boMadi. Bu funksiyaning 

hosilasini topamiz. Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasiga ko‘ra

yx= y'tt’x, bundan esa у . = y t■ —  = У-L (x\?tOJ boMishi kelib chiqadi. ♦
x', x\

(a J3) da (p’(t)<0 boMgan holda teorema shunga o‘xshash isbotlanadi.

[ x= 4cos31,
8.12-misol. Ushbu л , parametrik tenglamalar

\{у = 4ят*1, 0< t<7r/2

bilan berilgan funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. (0,я/2) da x’t--l2cos2ts in t<0 va bu kesmada yuqoridagi 

teoremaning barcha shartlari bajariladi. Shuning uchun (6) formulaga ko‘ra

, 12sin2tcost . «1 ••
у = ----- ----— = —tgt bo ladi.

— 12cos tsint
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Ravshanki,

j X = <p(t\

i// (t) a  < t<  P 

<PV)'

(7)

tenglamalar у x funksiyani x ning funksiyasi sifatida parametrik ifodalaydi.

Aytaylik, (6) tenglamalar sistemasi yuqoridagi teorema shartlarini 

qanoatlantirsin. U holda у л funksiyaning x bo'yicha hosilasi, ya’ni у ning jc bo'yicha 

ikkinchi tartibli hosilasini quyidagicha hisoblash mumkin:

Shunday qilib, quyidagi qoida o‘rinli ekan: у  ning jc bo'yicha ikkinchi tartibli 

hosilasini topish uchun parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning birinchi tartibli 

hosilasi у ’x ni / parametr bo'yicha differensiallab, so'ngra hosil qilingan natijani jc 

ga bo'lish kerak.

Misol tariqasida yuqorida berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini 

topamiz: y'x=tgt, (y ’J  \=(igt) \=l/cos2t va x ’t=-J2cos2t sint ekanligini e’tiborga

olsak, qoidaga ko'ra у 2 -------j---- bo'ladi.
12 cos t sint

Xuddi shu usulda uchinchi va boshqa yuqori tartibli hosilalar ham 

hisoblanadi.

8-11 *( sistema berilgan. Bu sistema y=fix) funksivani
[y = cost, te  (-oo;+oo) J

amqlaydimi?

I X  =  t + C O S t ,
8-12. Ushbu < . sistema biror sohada у  ni jc ning

[y = sinf+ ln/, 0 < / < +OD J &

funksiyasi sifatida aniqlaydimi?

Parametrik ko'rinishda berilgan у = y(x) funksiya uchun y\x) ni toping(13-

Mashq va masalalar

16):
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8-13. х = t3, у = 31. 8-14. x = cos3t,у = sin3 t.

8-15. x = у 8'16- x = t — arctgt,y  =  4- 1.

Ko'rsatilgan tartibli hosilasini toping (17-18):

8-17. x = cos3t,y  - sin3t,yxx = ?

8-18. * = e3t,y  = e5t,yxx =?

\x = q>{t),
8-19 Agar biror chiziq < a < t< ,p  sistema yordamida parametnк

[У = У'(0,

berilgan bo'lsa, bu chiziqning t parametming t0 qiymatiga mos (xô yo) nuqtasida

o‘tkazilgan urinmasi va normalining tenglamalarini yozing.

8-20. x = t 2,y  = t 3 chiziqning t0 =  2 nuqtasidagi o'tkazilgan urinma va

normal tenglamalarini yozing.

I x = 4cos3/, rn J ,  , ,  , , я
8-21. { , te [0,— J chiziqning / = — ga mos keluvchi nuqtasida

|[y = 4sin3/ 2 4

o4kazilgan urinma va normal tenglamalarini yozing.

8-22. p  =a\lcos W  lemniskataning в = — qiymatlariga mos keluvchi
6

nuqtasida o'ikazilgan urinmaning burchak koeffitsientini toping. Ko'rsatma: x = 

pcosd.y = psinQ formulalandan foydalaning.

3-§. Birinchi tartibli hosila yordamida funksiyani ekstremumga tekshirish

3.1. Funksiyaning ekstremumlari. Aytaylik,/fx) funksiya (a.b) intervalda 

aniqlangan va x0e(a;b) boMsin.

8.13-taVif. Agar x0 nuqtaning shunday (xo-S:xo+S) atrofi mavjud bo‘lib, shu 

atrofdan olingan ixtiyoriy x uchun f(x)<f(xo) (f(x)^f(xo) ) tengsizlik o'rinli bo'lsa, u 

holda x0 nuqta f(x) funksiyaning maksimum {minimum) nuqtasi, f(xo) esa 

funksiyaning maksimumi (minimumi) deb ataladi.
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8.14-ta’rif Agar x0 nuqtaning shunday atrofi (xo-S;x0+S) mavjud boMib, shu 

atrofdan olingan ixtiyoriy x#x0 uchun f(x)<f(x0) (f(x)>f(xo) ) tengsizlik o'rinli bo‘Isa, 

u holdaДх) funksiya xo nuqtada qat’iy maksimumga (minimumga) ega deyiladi.

Funksiyaning 

maksimum va minimum 

nuqtalan funksiyaning

ekstremum nuqtalari,

maksimum va minimum 

qiymatlari funksiyaning 

ekstremumlari deb ataladi.

Shunday qilib, agarf(x0) 

maksimum (minimum) bo‘Isa, 

u holda f(xq) funksiyaning 

xo nuqtaning kichik atrofida qabul qiladigan qiymatlaming eng kattasi (eng kichigi) 

bo'ladi, ya’ni funksiya ekstremumi lokal xarakterga ega. Bundan funksiya 

ekstremumi u aniqlangan sohada eng katta yoki eng kichik qiymati boMishi shart 

emasligi kelib chiqadi.

Shuningdek, Дх) funksiya (a,b) intervalda bir qancha maksimum va 

minimumlarga ega boMishi, maksimum qiymati uning ba’zi bir minimum 

qiymatidan kichik boMishi ham mumkin. Masalan grafigi 43-rasmda ko‘rsatilgan 

y=f(x) funksiya uchun x=a nuqtada lokal maksimum, x=b nuqtada lokal minimum 

mavjud boMib,f(a)<f(b) tengsizlik o‘rinli.

3.2. Ekstremumning zaruriy sharti. Funksiya hosilalari yordamida uning 

ekstremum nuqtalarini topish osonlashadi.

Awal ekstremumning zaruriy shartini ifodalovchi teoremani keltiramiz.

8.15-teorema. Agar f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz, shu nuqtada 

ekstremumga ega boMsa, u holda bu nuqtada Дх) funksiyaning hosilasi nolga teng 

yoki mavjud emas.

43-rasm
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Isbot. 0 Aytaylik, f(x) funksiya xо nuqtada maksimumga ega bo‘lsin. U holda 

xo nuqtaning shunday (xo-S; Хо+S) atrofi mavjud bo‘lib, bu atrofdan olingan va xo 

nuqtadan farqli ixtiyony x uchun f(x<j)>f(x) boMadi. Agar дг>дг0 boMsa, u holda

f(x )~  f ( x 0) ̂  

x-x0

tengsizlik, agar x<x0 boMsa, u holda

f ( x ) - f ( x o K n 

x - r 0

tengsizlik o'rinli boMishi ravshan.

Bu tengsizliklar chap tomonidagi ifodalaming x^>x0 da limiti mavjud boMsa, 

u holda

lim f ( x )~ f ( x 0 > =f(x0+0)<0, lim ffJE) ~ ) =f'(x(rO)>0
x->jto+° x-x0 x-4JC0-0 x- x0

bo'ladi.

Agar funksiyaning chap f  (xfr0) va o‘ng f  (x0+0) hosilalan nolga teng 

boMsa, u holda funksiya hosilasi f  (xo) mavjud va nolga teng boMadi.

Agar /'(x0 — 0) va f\xQ + 0) lar noldan farqli boMsa, ravshanki 

f i x  о + 0) < /'(x0 — 0) bo‘lib, / '(x 0) mavjud bo'lmaydi.

Funksiya x0 nuqtada minimumga ega boMgan hoi ham yuqoridagi kabi 

isbotlanadi ♦

8.16-ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqtalar yoki hosila 

mavjud boMmaydigan nuqtalar funksiyaning kritik nuqtalari deb ataladi. Funksiya 

hosilasi nolga teng boMgan nuqtalar statsionar nuqtalar deb ataladi.

Har qanday kritik nuqta funksiyaning ekstremum nuqtasi boMavermaydi.

Masalan,f(x) =(x-l)3, /  (x)=3(x-l)2, f  (1)=Q boMib, xo=l kritik nuqta. Lekin 

xofI nuqtaning ixtiyoriy atrofida /(!)=  0 eng kichik, yoki eng katta qiymat boMa 

olmaydi. Chunki har bir atrofda noldan kichik va noldan katta qiymatlar istalgancha 

bor. Demak, x=l nuqtada ekstremum yo‘q.

8.17-misol. Agarf(x) funksiya x0 nuqtada cheksiz hosilaga ega boMsa, u holda 

bu nuqta funksiyaning ekstremum nuqtasi boMa olmasligini ko‘rsating.
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Yechish. Aytaylik, f '(x Q) = hm = +00 bo'lsin. U holda
*-»*b X  — Ху

Ixtiyoriy e >0 uchun shunday 5>0 son topilib, (Xo-S; x0+S) dan olingan

ixtiyoriy x#x0 lar uchun f ( x) ~ f ( xo) > 1 tengsizlik bajariladi. Bundan esax>x0
x — x0 e

da f(x)>f(xo), x<x0 da f(x)<f(x0) ekanligi kelib chiqadi. Demak, f(x) funksiyaning x0 

nuqtada ekstremumi yo'q. f  ( x q ) = - o c bo'lgan hoi ham yuqoridagi kabi isbotlanadi.

3.3. Ekstremum mavjud boMishining yetarli shartlari.

8.18-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya xo nuqtada uzluksiz va xо nuqta 

funksiyaning kritik nuqtasi bo'lsin.

a) Agar ixtiyoriy (xo-S;x0) da f  (x)>0, (x0;x0+S) da /  (x)<0 tengsizliklar 

o'rinli bo'lsa, ya’ni f  (x) hosilax0 nuqtadan o'tishida o'z ishorasini «+» dan «-» ga 

o'zgartirsa, u holda ̂ x) funksiya x0 nuqtada maksimumga ega bo'ladi.

b) Agar (xor5;xo) da f  (x)<0, (xo;xo+S) da f  (x)>0 tengsizliklar o'rinli bo'lsa,

ya’ni / (x) hosila xo nuqtadan o'tishda o‘z ishorasini «-» dan «+» ga o'zgartirsa, u 

holda f(x) funksiya xo nuqtada minimumga ega bo'ladi.

c) Agar f  (x) hosila xo nuqtadan o'tishda o'z ishorasini o'zgartirmasa, u holda 

f(x) funksiya x0 nuqtada ekstremumga ega bo'lmaydi.

Isbot. 0 a) holni qaraymiz. Bu holda (xo-S;x0) da f  (x)>0 bo'lishidan f(x)

funksiyaning (xorS; xo) da qat’iy o'suvchiligi kelib chiqadi. So'ngra shartga ko'ra 

f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz bo'lgani sababli

lim f(x )=  lim f (x )  = f (x Q) (l)
х-ьхц-0 Х-+ХЦ+0

tenglik o'rinli. Demak, (x0 -S; X q)  dan olingan ixtiyoriy x uchun 

f(x)<f(x0) (2)

bo'ladi. (xo; x0+S) da f ’(x)< 0 bo'lishidan Дх) funksiyaning (xft‘ xo+S) da qat’iy 

kamayuvchiligi kelib chiqadi. Demak, (1) tenglikni e’tiborga olsak, (xo;xo+S) dan 

olingan ixtiyoriy x uchun yana (2) tengsizlik bajariladi. Bundan x0 dan farqli barcha
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xe(xo-8;xo+S) uchun f(x)<f(xo) bo'ladi, ya’ni f(x) funksiya x0 nuqtada maksimumga 

ega.

b) bu holda f(x) funksiya Xo nuqtada minimumga erishishi a) holga o'xshash 

isbotlanadi

f'(x) hosila xo nuqtadan o'tishda o'z ishorasini o'zgartirmaydigan с) holdaf(x) 

funksiya xo nuqtaning (x0 -S; xo^S) atrofida qat’iy o‘suvchi yoki qat’iy kamayuvchi 

bo'ladi. Demak, x0 nuqtada ekstremum yo‘q. ♦

Shunday qilib ekstremumga sinalayotgan nuqtani o'tishda funksiya hosilasi 

ishorasining o‘zgarishi ekstremumga erishishning faqat yetarli sharti bo‘lib, lekin 

zaruriy sharti bo'la olmaydi.

Yuqoridagi teoremadan funksiyaning ekstremumga tekshirish uchun 1- 

qoidani keltirib chiqaramiz.

8.19-qoida f(x) funksiyaning ekstremumlarini topish uchun

1 )f(x) funksiyaning/’̂  hosilasini topib,/Y*)=0 tenglamani yechish kerak. 

So'ngra f'(x) mavjud bo‘lmagan nuqtalami topib, kritik nuqtalar to‘plamini hosil 

qilish kerak.

2) har bir kritik nuqtadan chapda va o'ngda hosilaning ishorasini aniqlash

kerak.

3) agar hosila ishorasini «+» dan «-» ga («-» dan «+» ga) o'zgartirsa, u holda 

bu kritik nuqtada f(x) funksiya maksimumga (minimumga) egaboMadi. Agar hosila 

ishorasi o'zgarmasa, ekstremum mavjud boMmaydi.

8.20-misoI. f (x )  = (x + 4)\ (x- l)2 funksiyaning ekstremumini toping. 

Yechish. Bu funksiya (-qo;+oo) oraliqda aniqlangan va uzluksiz. Uning

hosilasini topamiz: f ( x ) =  ̂.
3vX-l

Ravshanki, hosila x=-\ nuqtada nolga aylanadi, x=l nuqtada esa chekli hosila 

mavjud emas.
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Endi hosilani ishorasini aniqlaymiz. Buning uchun (-x;+oo) oraliqni 44- 

rasmda ko‘rsatilgandek oraliqlarga ajratamiz va hosil boMgan har bir oraliqda 

hosilaning ishorasini aniqlaymiz.

44-rasm

Bu chizmadan qoidaga ko‘ra berilgan funksiyaning x=-l nuqtada maksimum 

qiymat j(-\) = 3\ 4 ga va x=\ nuqtada minimum qiymatf(x)= 0 ga ega boMishini 

ko‘rish mumkin.

4-§. Yuqori tartibli hosilalar yordamida funksiyani ekstremumga tekshirish

4.1. Ikkinchi tartibli hosila yordamida ekstremumga tekshirish

8.21-teorema. Aytaylik,/^ funksiya x0 nuqtada birinchi va ikkinchi tartibli 

hosilalarga ega va f  (xq)=0 boMsin. U holda agar / "  (x0)<0 boMsa, x0 nuqta ./fr) 

funksiyaning maksimum nuqtasi, agar f *  (xq)> 0 boMsa, minimum nuqtasi boMadi.

Isbot. 0 f(x) funksiya xо nuqtada birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarga ega 

va j  (xq)= 0, f  (xq)< 0 boMsin. Demak, kritik nuqtada f  (x) kamayuvchi, ya’ni 

ixtiyoriy xe(xor5;xo) lar uchun f  (x)> f  (x0)=0 va ixtiyoriy xe(x0; x0+S) uchun 0=

f  (xq)> f  (x) boMadi. Bu esa xo nuqtadan oMishda hosila o‘z ishorasini «+» dan 

«-» ga o^zgartirishini, demak, x0 maksimum nuqta ekanligini bildiradi.

f  ( x q ) > 0 boMgan holda x0 ning minimum nuqta boMishi shunga o‘xshash 

isbotlanadi. ♦

Isbotlangan teoremaga asoslanib, ikkinchi tartibli hosila yordamida 

funksiyani ekstremumga tekshirishning quyidagi qoidasini keltiramiz.

8.22-qoida. f(x) funksiyaning ekstremumga tekshirish uchun

1) f'(x )=0 tenglamaning barcha yechimlarini topamiz;
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2) har bir statsionar nuqtada f  ( x q )  ning ishorasini aniqlaymiz. Agar f *

(xq}<0 bo‘lsa, xo maksimum nuqtasi, f  (xo)>0 bo‘lsa, xo minimum nuqtasi bo‘ladi.

3) ekstremum nuqtalar qiymatini y=--f(x) qo‘yib, f(x) ning ekstremum 

qiymatlarini topamiz.

Umuman aytganda, bu qoidaning qo‘llanish doirasi torroq masalan, u birinchi 

tartibli chekli hosila mavjud bo‘lmagan nuqtalarga qo‘llanila olmasligi o‘z-o‘zidan 

ravshan. Ikkinchi tartibli hosila nolga aylangan yoki mavj ud bo‘lmagan nuqtada ham 

qoida aniq natija bermaydi.

8.23-misoI. Ikkinchi tartibli 

hosila yordamida y=2sinx+cos2x 

funksiya ekstremumlarini aniqlang.

Yechish. Funksiya davriy 

boMganligi sababli [0;2я] kesma 

bilan cheklanishimiz mumkin.

Funksiyaning birinchi va ikkinchi 

tartibli hosilalarini topamiz:

у - 2cosx-2sin2x =2cosx(I - 

2sinx) , у ’ ’= -2sinx-4cos2x.

45-rasm

Ushbu 2cosx(l-2sinx)=0 tenglamadan funksiyaning [0;2л] kesmaga tegishli 

bo‘lgan kritik nuqtalarini topamiz: xi =7i6; X2-7t/2; Х з = 5 л 6 ;  X4=5tc/2. Endi har bir 

kritik nuqtada ikkinchi tartibli hosila ishorasini aniqlaymiz va tegishli xulosa 

chiqaramiz:

y"(7t/6)=-3<0, demak xi=n/6 nuqtadaу(ти6)=Ъ!2 maksimum mavjud. 

y"(7t/2)=2X), demak x ^ k / I  nuqtada у(л/2)=1 minimum mavjud. 

у ' уЗ^б^—ЗсО, demak х3=5л!в nuqtadaу(5т1б)=-Ъ12 maksimum mavjud. 

y "(3n/2)= 6>0, demak Х4=3я/.2 nuqtada у(3л'2) =-3 minimum mavjud.

Bu funksiyaning (-2я;2тг) intervaldagi grafigi 45-rasmda keltirilgan.
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4.3. Teylor formulasi yordamida ekstremumga tekshirish

8.24-teorema. Aytaylik,/(*,> funksiya xo nuqtaning biror (Xff-S;x0+S) atrofida 

J (*)> /  (x)> •••. f in>(x) (n>2) uzluksiz hosilalarga ega va

f  (xo) =  j  ( x q )  =...= f {n~[)(x0) =0, f {n (x0)^O bo'lsin.

U holda

1) Agar n juft va J w (x0)<0 bo'lsa, funksiya x0 nuqtada lokal maksimumga 

ega bo'ladi;

2) Agar и juft va f [n> (x0)>0 bo'lsa, funksiya xo nuqtada lokal minimumga ega 

bo'ladi;

3) Agar n toq bo'lsa, funksiya xq nuqtada ekstremumga ega bo'lmaydi.

Isbot. 0 f(x) funksiya uchun Lagranj ko'rinishidagi qoldiq hadli Teylor

formulasini yozamiz:

f(x)=f(x0) + /  (xo)(x-xo) + f  (X0)(X-X0) 2 + ...

+ - — - - 7  f"~l)(хо)(х-х0)п'1 + —— (bJ-(x-x0)n, bu yerda 4^(xax).
(n  — 1)! n!

Teorema shartiga ko'ra f  (x0)=  f ” (x0)= ...=  f ”~l)(xo)=0, shu sababli

f(x) =f(xq) + L — (±2(x -x0)n. yoki 
n!

f(xH (xo) = (x-x0)n (1)
n!

tenglik o'rinli bo'ladi. Yana teorema shartiga ko'ra f {n> (x) funksiya x0 nuqtada 

uzluksiz. Shuning uchun uzluksiz funksiyaning lokal xossalariga ko‘ra xo nuqtaning 

shunday (xo-S,x0+&) atrofi topilib, bunda / 1л) (x) funksiyaning ishorasi f tn] ( x q )  ning

ishorasi bilan bir hil bo'ladi. Aytaylik, xe (xo-S,xo+5) bo'lsin. U holda (xo-S,xo+S) 

bo'lishi ravshan. Endi quyidagi ikki holni qaraymiz.

1-hol. Aytaylik, n toq son bo'lsin. U holda (xo-S,xo+S) atrofda (1) tenglikning 

o'ng tomonidagi J <я (ф  ko‘paytuvchining ishorasi / (я) (xq)  ning ishorasi bilan bir hil
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boMadi, ikkinchi ko‘paytuvchi esax>Xo da(x-x0)'1 >0, x<x0 da (x-xo)n<0 boMadi, ya’ni 

(лг-jco)” ifoda x0 nuqta atrofida ishorasini o‘zgartiradi. Bundan esa (1) tenglikning 

chap tomoni, ya’ni f(x)-f(x0) ayirma ham x0 nuqta atrofida ishorasini o‘zgartirishi 

kelib chiqadi.

Shunday qilib, n toq son boMganda f(x) funksiya xo nuqtada ekstremumga ega 

boMmaydi.

2-hol. Endi n juft son boMsin. U holda (1) tenglikning o‘ng tomoni ishorasini 

o‘zgartirmaydi, uning ishorasi /'"* (xq) ning ishorasi bilan bir hil boMadi. Bundan 

agar / (xq)<0 boMsa, u holda f(x)-f(xo)<0, ya’ni f(x)<f(xo), demak, funksiya xo 

nuqtada maksimumga ega boMadi. Agarda f  ̂  (xo)>0 boMsa, u holda f(x)-f(xo)>0, 

ya’ni f(x)>f(xp), demak, funksiya xo nuqtada minimumga ega boMadi. ♦

8.25-misol. Ushbu y=xs-5x4-5 funksiyaning ekstremumlari topilsin.

Yechish. Funksiyaning kritik nuqtalarini topamiz. Uning uchun funksiya 

hosilasini topamiz: у ’=5x4-20x3. Kritik nuqtalar faqat statsionar nuqtalardan iborat, 

shuning uchun 5x4-20x3=0 tenglamani yechamiz. Uning ildizlari x/=0, xf=4 boMadi.

Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: f "  (x)=20x3-60x2.

f  (4)>0 boMgani uchun, x=4 nuqtada funksiya minimum qiymat qabul 

qiladi: f(4)=-261. (0)=0 boMgani uchun uchinchi tartibli hosilani hisoblaymiz: 

^=60дг7-120д:, f "  (0)=0, to‘rtinchi tartibli hosilani hisoblaymiz: f (i)(x)=\20x- 

120, f A>(0y=-\20<0 va n=4 juft boMgani uchun 3-teoremaga ko‘ra jc=0 nuqtada 

funksiya maksimumga ega:/(0)=-5.

5-§. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari

Faraz qilaylik, f(x) funksiya X  sohada aniqlangan boMsin. Bu funksiyaning 

qiymatlar to'plami E(j) = {f(x): xeX} ni qaraymiz.
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Agar Еф  to'plam chegaralangan bo1 Isa, u holda uning aniq yuqori chegarasi 

mavjud, uni M=sup {f(x)} deb belgilaymiz. AgarMeE(j) bo‘lsa, u holdaA/som f(x)
HEX

funksiyaning eng katta qiymati deb ataladi vaM=max \f(x)} kabi belgilanadi. Xuddi
яеХ

shunga o'xshash E(f) to'plamning aniq quyi chegarasi mavjud, uni m= inf (Дх)} deb
Jtf X

belgilaymiz. Agar meE(f) bo'lsa, u holda m soni f(x) funksiyaning eng kichik 

qiymati deb ataladi va m=min {f(x)} kabi belgilanadi.
i t  X

Endi [a,b] kesmada aniqlangan va uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiyani qaraymiz. 

Bu holda Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra funksiyaning [a;b] da eng 

katta va eng kichik qiymatlari mavjud bo'ladi. Ravshanki, bu holda quyidagi qoida 

o'rinli bo'ladi.

8.26-qoida [a,b] da funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini topish 

uchun bu kesmaga tegishli barcha kritik nuqtalari topiladi, funksiyaning shu 

nuqtalardagi qiymatlari hisoblanadi. So'ngra bu qiymatlar bilan f(a) va f(b) lar 

taqqoslanadi. Bu qiymatlar ichida eng kattasi f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi eng 

katta qiymati, eng kichigi esaf(x) funksiyaning eng kichik qiymati bo'ladi.

8.27-misoI. f ( х) — хл—  funksiyaning [ j^;100] kesmada eng katta va eng 

kichik qiymatlarini toping.

2 _  |

Yechish. Funksiya hosilasini topamiz: f'(x)= — Uni  nolga tenglab, ya’ni

x2 -1
— — -Otenglamani qarab, x=-l vax=l ekanligini topamiz. Bulardan x=-l nuqta [ 

— ; 100] kesmaga tegishli emas va bu kesmada hosila mavjud bo'lmagan nuqta 

yo'q. Faqat bitta x=l statsionar nuqta [^;100] kesmaga tegishli. Berilgan 

funksiyaning x=——; x=l; x=100 nuqtalaridagi qiymatlarini hisoblaymiz.
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Tfl/100)=100,01;Д1)=2; Д100)=100,01. Bu qiymatlaming eng kattasi 100, 01; eng 

kichigi 2.

Demak, berilgan funksiyaning [ ; 100] dagi eng katta qiymati 100,01, eng

kichik qiymati esa 2 ga teng, va’ni max {f(x)\=100,01; min {f(x)}= 2.
/o.ouoo; /} /o.uuoo;

Agar Дх) funksiya intervalda, to‘g‘ri chiziqda, [a,b), [a;+oo), (-°o;b], (a;-hx>), 

(-oo,b), (a,b] oraliqlarda tekshirilayotgan bo‘lsa, u holda bunday oraliqlarda 

funksiyaning eng katta (eng kichik) qiymatlari mavjud bo'lmasligi ham mumkin.

Masalan, y=x funksiyaning (1;2] oraliqda eng kichik qiymati, [1 ;2) oraliqda 

esa eng katta qiymati mavjud emas. Sonlar o‘qida y=x* funksiyaning eng katta 

qiymati, y=arctgx funksiyaning eng katta, eng kichik qiymatlari mavjud emas.

Agary(x) funksiya [a,b) ([a;+oo)) oraliqda o'suvchi boMsa, u holda bu oraliqda 

funksiyaning eng kichik qiymati mavjud va unga x=a nuqtada erishadi.

Shunga o'xshash tasdiq (a,b] ((-oo;6]) oraliqda uzluksiz funksiya uchun ham 

o‘rinlidir.

Agar^x) funksiya (a,b) intervalda uzluksiz, xoe (a,b) kritik nuqtaga ega, (сгм) 

intervalda o‘suvchi (kamayuvchi), (x0,b) intervalda kamayuvchi (o‘suvchi) bo'Isa, u 

holda qaralayotgan oraliqda Дх) funksiya xo nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga 

erishadi.

Agar Дх) funksiya (a\b) intervalda uzluksiz, unda chekli sondagi kritik 

nuqtalarga ega va a<x0<x\<...<xn<b, (ам ) intervalda o‘suvchi (kamayuvchi), (x„,b) 

intervalda kamayuvchi (o'suvchi) boMsa, u holda qaralayotgan (a,b) intervalda Дх) 

funksiya eng katta (eng kichik) qiymatga erishadi. Bu qiymatni funksiya kritik 

nuqtalardan birida qabul qiladi.

Agar7(x) funksiya (-oo;+oo) ([a;Z>)) da uzluksiz va x-*-oo, x->-hr (x->b-0)) da 

chekli yoki cheksiz limitga ega bo'lsa, u holda bu funksiyaning kritik nuqtalardagi 

qiymati va cheksizdagi limitlarini solishtirib, uning eng katta, eng kichik 

qiymatlarining mavjudligi haqida fikr bildirish mumkin.

205



8.28-misol /x)-lnx-x funksiyaning (0;+oo) oraliqdagi eng katta qiymatini 

toping.

Yechish. Funksiyaning hosilasini va kritik nuqtalarini topamiz: f '(x ) = —

x — 1. Agar 0<x<l bo'lsa, u holda /  (x)>0, bundan Дх) o'suvchi. Agar l<x<+oo

bo'lsa, u holda j  (*)<0, bundan Дх) kamayuvchi. Demak,/x)=lnx-x funksiyani 

nuqtada eng katta qiymatiga erishadi:/l)=-l.

8.29-misol Ushbu / ( x) = ^ funksiyaning (0; 1) intervaldagi eng kichik 

qiymatini toping.

Yechish. Bu funksiya uchun f'(x )  = va bundan funksiyaning

(0;1) intervalga tegishli bo'lgan kritik nuqtasi x = ^ ekanligini topamiz. Agar 0 < 

x < - bo'lsa, u holda f '(x )  < 0, bundan f(x ) kamayuvchi. Agar ^ < x < 1 bo'lsa, 

u holda f\x) > 0, bundan f(x ) o'suvchi. Demak, (0;1) intervalda berilgan 

funksiya x = ^ nuqtada eng kichik qiymatga erishadi: f  Q ) = 64.

Mashq va masalalar

Funksiyani ekstremumga tekshiring (23-38):

8-23. A x ) = lf .  8-24• / ( * ) “ .

8-25. f(x ) = x3 - 3x + 1. 8-26. у = e*2_4*+5

8-27. у = x — arctgx. 8-28. r = V5 -  2d + tf

8-29. у = x3 - 4x2. 8-30. у = x(x - 3)2(x + l ) 2.

8-31. у = 2sinx + cos2x. 8-32. у = (x - 5)6*.

8-33. у = (2x + l)  \ l(x-2)z. 8-34. у = x4 -  8x2 + 12.

8-35. у = x5 - 5x4 + 5x3 - 1. 8-36. у = — .
J 1+x2

8-37. у = sin2x — x. 8-38 у = —.
X

Berilgan funksiyaning oraliqdagi eng katta va eng kichik qiymatlarini toping 

(39-42):
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8-39 f(x ) = x3 - 6x2 + 9, л: 6 [-1; 2].

8-40 f(x ) = ^x3 — 9x2 + 48x,x £ [0;9].

8-41 fix ') = ^ + x 6 (0; 1).

8-42. f(x ) = x — 2\[x, x 6 [0,5].

8-43 Radiusi R boMgan doiraga ichki chizilgan eng katta yuzli to‘g‘ri 

to‘rtburchakningtomonini toping.

8-44 R radiusli sharga ichki chizilgan eng katta hajmli silindming 

balandligini toping.

8-45. R radiusli sharga ichki chizilgan eng katta hajmli konusning 

balandligini toping.

8-46. R radiusli sharga ichki chizilgan eng katta yon sirtli silindming 

balandligini toping.

8-47. R radiusli sharga tashqi chizilgan eng kichik hajmli konusning 

balandligini toping

8-48. Berilgan silindrga, asos markazi silindr asosining markazi bilan bir xil 

boMgan konus tashqi chizilgan. Konus asosining radiusi qanday boMganda, uning 

hajmi eng kichik boMadi?

8-49 Berilgan konusga ichki chizilgan eng katta hajmli silindming 

balandligini toping

8-50 2x2+y2=18 ellipsga tegishli A(\,4) va B(3,0) nuqtalar berilgan. Ellipsga 

tegishli shunday С nuqta topingki, ABC uchburchakning yuzi eng katta boMsin.

6-§. Egri chiziqning qavariqligi va botiqligi. Egri chiziqning burilish nuqtasi

6.1. Egri chiziqning qavariqligi va botiqligi. Aytaylik, f(x) funksiya x=xo 

nuqtada /Yxq) hosilaga ega, ya’ni funksiya grafigining M(xaffxoj) nuqtasidan 

novertikal urinma oMkazish mumkin boMsin.

8.30-ta’rif. Agar x=xo nuqtaning shunday atrofi mavjud boMib, y=f(x) egri 

chiziqning bu atrofdagi nuqtalarga mos boMgan boMagi shu egri chiziqqaM(xoJ(xo))

207



nuqtasidan oMkazilgan urinmadan pastda (yuqorida)joylashsa, u holdaf(x) funksiya 

X'-Xq nuqtada qavariq (botiq) deyiladi.

Agar egri chiziq biror intervalning barcha nuqtalarida qavanq (botiq) boMsa, 

u holda bu chiziq shu intervalda qavariq (botiq) deyiladi. 46-rasmda qavariq va 47- 

rasmda botiq egri chiziqlar chizilgan.

46-rasm 47-rasm

48-rasm 49-rasm

Egri chiziq nuqtasining ordinatasini у bilan, shu egri chiziqqa M(x0J(xq)) 

nuqtasida oMkazilgan urinmaning x ga mos ordinatasini Y bilan belgilaylik. 

Ravshanki, agar x0 nuqtaning biror atrofidan olingan barcha x lar uchun y-Y < 0 (y- 

Y > 0) tengsizlik o‘rinli boMsa, u holda egri chiziq x=xo nuqtada qavariq (botiq) 

boMadi. (48-,49-rasmlar)

8.31-teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X  oraliqda aniqlangan va x0eX 

nuqtada ikkinchi tartibli hosilasi mavjud boMsin. Agar f  (xo)>0 boMsa, u holda
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funksiya grafigi x0 nuqtada botiq; agar f  (x0)<0 bo'lsa, u holda funksiya grafigi x0 

nuqtada qavariq bo'ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, j "  (xo)>0 bo'lsin. Quyidagicha yordamchi funksiya 

kintamiz: F(x)=y-Y, ya’ni F(x)=f(x)-f(xo)~ f  (xo)(x-xo). Ravshanki F(xo) =0, F  (x) = 

= f  (x)- f  (xo). F ” (x) = f  (x) bo'ladi. Bundan F  (x0) = f  (x0)~ f  (x0)=0 va F ” 

(xq) = Г  (xo) > 0 ekanligi kelib chiqadi. Demak, (ekstremum mavjudligining yetarli 

shartiga ko'ra) xo nuqta F(x) funksiyaning minimum nuqtasi bo'ladi, ya’ni xo 

nuqtaning biror atrofida F(x)>F(x0)= 0 bo'ladi. F(x)=y-Y bo'lganligidan y>Y 

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu esa xo nuqtaning aytilgan atrofida funksiya grafigi 

urinmadan yuqorida joylashishini, ya’ni funksiya grafigi x0 nuqtada botiq bo'ladi. 

Teoremaning ikkinchi qismi shunga o'xshash isbotlanadi.

Agar biror intervalda f *  (x)>0 ( f *  (x)<0 ) bo'lsa, u holda y=f(x) egri chiziq 

shu intervalda botiq (qavariq) bo'ladi. ♦

8.32-misol Ushbu y=x5 funksiya grafigining botiqlik, qavariqlik oraliqlarini 

aniqlang.

Yechish. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz: у ’ - 20X3. Bundan, 

agar x>0 bo'lsa, у ’>0, agar x<0 bo'Isay’O  bo'ladi. Demak, (-oo;0) oraliqda egri 

chiziq qavariq, (0;+oo) oraliqda esa botiq bo'ladi

6.2. Egri chiziqning burilish nuqtasi. Endi egri chiziqning burilish nuqtasi 

tushunchasini kiritamiz.

8.33-ta’rif. Agar Xo У 

nuqtaning shunday (Xo-S;xo+S) 

atrofi topilib, f(x) funksiya (xg- 

S;x0) oraliqda botiq (qavariq),

(xo;xo+S) oraliqda esa qavariq 

(botiq) bo'lsa, u holda xo nuqta О 

y=f(x) egri chiziqning burilish

nuqtasi deyiladi. 50-rasm
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Agar burilish nuqtasida urinma mavjud bo'lsa, u egn chiziqni kesib o'tadi. 

(50-rasm)

8.34-teorema. Aytaylik, y=f(x) funksiya x=x0 nuqtada differensiallanuvchi 

bo'lsin. Agar x=x0 nuqta funksiyaning grafigining burilish nuqtasi bo'lsa, u holda 

shu nuqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi mavjud va nolga teng yoki 

mavjud bo'lmaydi.

Isbot. 0 Aytaylik, x0 nuqtaf(x) ning burilish nuqtasi bo'lsin. Teskarisini faraz 

qilamiz: f  (x0) mavjud va f  (xq)*0. U holda f  (x0)<0 yoki f  (x0)>0 bo'ladi.

f *  (xo)<0 ( j  (x0)>0) bo'lgan holda 8.31-teoremaga binoan xo nuqtaning 

biror (x(r5;xo+S) atrofi topilib, bunda f(x) funksiya qavariq (botiq) bo'ladi. Bu xo 

ning burilish nuqta bo'lishiga zid. Demak, burilish nuqtada f  (x0) nolga teng 

bo'ladi yoki mavjud bo'lmaydi.

f  (xo)=0 bo'lishi yoki f  (x) ning mavjud bo'lmasligi burilish nuqtasi 

mavjudligiinngfaqat zaruriy sharti bo'lib, yetarli shart bo'laolmaydi. Masalan,у =x4 

funksiya uchun у -4x3, y ’’=J2x2 v a> ”(0)=0 bo'ladi. Lekin, x=0 burilish nuqtasi 

emas. ♦

Endi burilish nuqtasi mavjudligining yetarli shartini tayinlovchi teoremani 

keltiramiz.

8.35-teorema. Aytaylik,/^ funksiya x=xo nuqtada differensiallanuvchi va xo 

nuqtaning shunday (xr S; x0+S) atrofi topilib, (xo-S;x0) va (xft- x0+S) intervallarda 

f  (x) mavjud, hamda har bir intervalda f ” (x) ishorasi o'zgarmas bo'lsin. Agar xo 

nuqtaning chap va o'ng tomonlarida (x) har xil ishorali bo'lsa, xo nuqta f(x) 

funksiyaning burilish nuqtasi bo'ladi; agar f ” (x) bir xil ishorali bo'lsa, u holda xo 

nuqtada burilish bo'lmaydi.

Isbot. 0 Haqiqatan ham, xo-S<x<xo bo'lganda f *  (x)<0 ( f *  (x)>0) bo'lsa, 

дго<х<хо+^bo'lganda esa J ” (x)>0 ( f  (x)<0) bo'lsa, 8.31-teoremaga ko'rax0 dan
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chapda f(x) funksiya qavanq (botiq), x0 dan o‘ngda esa botiq (qavariq) bo‘ladi. 

Demak, x0 nuqta f(x) funksiyaning burilish nuqtasi boMadi.

Agar (xorS;xo) va (x0; x0~S) intervallarda f "  (x) bir xil ishorali, masalan f *  

(x)<0 boMsa, u holda bu intervallarda f(x) funksiya qavariq bo‘lib, burilish 

boMmaydi. ♦

Shunday qilib,y(x) funksiyaning bunlish nuqtasini aniqlash uchun f  (x)=0 

tenglamani yechamiz hamda f *  (x) mavjud boMmagan nuqtalami topamiz. Hosil 

qilingan har bir x^nuqtadan chapda va o‘ngda j n (x) ning ishorasini tekshiramiz.

8.36-misoL Ushbu f (x )  = Vx* funksiyaning burilish nuqtasini toping. 

Yechish. Funksiyaning aniqlanish sohasi - (-qo;+qo). Birinchi va ikkinchi

tartibli hosilalarini topamiz: / '  (x)= x: , f" (x ) = — • . Ikkinchi tartibli hosila
3 9 vx

x=0 nuqtadan boshqa barcha nuqtalarda mavjud va noldan farqli. Bu nuqta atrofida 

35-teorema shartlarini tekshiramiz. AgarxO boMsa f  (x)<0; x>0 boMsa f  (.x)>0 

boMadi. Demak, grafikning (0,Д0)) nuqtasi burilish nuqtasi boMadi.

8.37-misol. y = —ln— (a> 0 ), 0<x<oo, funksiyaning burilish
x a

nuqtasini toping.

Yechish. Bu funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi y”= —r(ln—- —) gateng.
x' a 2

x 3 -
Agar In—  — = 0 boMsa, u holda / "  (x)=0 boMadi. Demak, x = ae2 

a 2

boMganda j  (x)=0. Bu nuqtadan chapda va o‘ngda f  (x) ning ishorasini

з з

tekshiramiz: 0<x<ae2 boMganda f  (x)<0, x>ae7 boMganda f  (x)>0 boMadi.

1 3
Demak, grafikning (ae2 e 2) nuqtasi burilish nuqtasi boMadi.

8.39-misol. Quyidagi funksiyalaming qavariqlik, botiqlik intervallari va 

burilish nuqtalarini toping:
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a) у=х4+х3-18х2+24х-15; Ъ) у-=х+х5̂

Yechish. a) funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalanni topamiz: 

v ’= 4x3+3x2-36x+24, у ' '= 12x2+6x-36=J2(x2+x/2-3).

Ushbu v 1 -0 tenglamani yechib, xi=-2, *7=1,5 ekanligini topamiz.

Bundan (-<«;-2) va (1,5; oo) oraliqlarda >’ ">0, demak bu oraliqlarda grafik 

botiq boladi; (-2; 1,5) oraliqda y" < 0, demak bu oraliqda grafik qavariq boMadi. 

X]=-2  vax?=l,5 nuqtalardan o‘tishda ikkinchi tartibli hosila ishorasini o'zgartiradi. 

Shu sababli (-2;-l27) va (1,5; -11,0625) nuqtalar burilish nuqtalari boMadi.

5 " 10
b) funksiyaning hosilalarini topamiz: y- l+ ~ x3, (д#Ю). x=0

boMganda ikkinchi tartibli hosila mavjud emas. jc<0 boMganda y ”<0, demak 

funksiya grafigi qavariq, x>0 boMganda у ">0, demak grafik botiq boMadi. Ikkinchi 

tartibli hosila ar=0 nuqtadan oMganda ishorasini o‘zgartiradi, shu sababli (0;0) nuqta 

burilish nuqtasi boMadi.

Mashq va masalalar

Funksiyaning botiqlik, qavariqlik oraliqlari va burilish nuqtalarini toping:

8-51. f{x) = ^  8-52. f(x ) = x4 -  4x3 - 48x2 + 6x - 9.

8-53. f(\) = e-*2. 8-54. у = x5 — 10x2 + 7x — 9.

8-55. у = (x2 — l ) 3. 8-56. у = x • arctg x.

8-57. у = — . 8-58. у = — .
7  X + l  J  X

8-59. у = 3 -I- Vx — 4. 8-60. у = хЧх*(х + 8).

Х+1
8-61. у = egri chiziqning bir to‘g‘ri chiziqda yotuvchi uchta burilish 

nuqtasi mavjudligini ko‘rsating.

8-62. a ning qanday qiymatida abssissasi x = 1 boMgan nuqtada у = x3 + 

ax2 + 1 egri chiziqning burilish nuqtasi mavjud boMadi?

8-63 a ning qanday qiymatida у = ex 4- ax3 egri chiziq burilish nuqtaga

ega?
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8-64. avab  laming qanday qiymatlarida M(l,3) nuqta у = ax3 + bx2 egri 

chiziqning burilish nuqtasi bo‘ladi?

7-§. Asimptotalar

Funksiyani cheksizlikda, ya’ni x-++co va jc->-oo da, yoki uning ikkinchi tur 

uzilish nuqtasi atrofida o‘rganish ko‘p hollarda funksiya grafigi nuqtalari bilan biror 

to‘g‘ri chiziqning nuqtalari orasidagi masofa yetarlicha kichik bo'lishini ko'rsatadi. 

Bunday xossaga ega boMgan to‘g‘ri chiziqlami topish funksiyani tekshirishda 

yordam beradi.

8.40-ta’rif. Agary=f(x) egri chiziqda olingan o'zgaruvchi nuqta koordinatalar 

boshidan cheksiz uzoqlashganda shu nuqtadan biror to'g'ri chiziqqacha bo'lgan 

masofa nolga intilsa, u holda bu to'g'ri chiziq egri chiziqning asimptotasi deyiladi.

Asimptotalar vertikal (ordinatalar o'qiga parallel) va og та  (ordmatalar 

o'qiga parallel emas) bo'lib ikkiga ajraladi.

Og'ma asimptotalar ichida abssissalar o'qiga 

parallel bo'lganlari ham mavjud bo'lib, ular 

gorizontal asimptota deyiladi.

7.1. Vertikal asimptotalar. Faraz 

qilaylik, a nuqtadagi bir tomonli limitlaming 

kamida biri cheksizga teng bo'lsin. U holda 

y=f(x) egri chiziqdagi M(x,y) nuqta x—>a da 

koordinatalar boshidan cheksiz uzoqlashadi, 

shu nuqtadan x=a to'g'ri chiziqqacha bo'lgan 51-rasm

masofa MN=|x-a| nolga intiladi. Demak, ta’rifga ko'rax=a to'g'ri chiziqy=f(x) egri 

chiziqning (funksiya grafigining) vertikal asimptotasi bo'ladi.

Ravshanki, haqiqiy sonlar to'plamida uzluksiz bo'lgan funksiyalar uchun 

vertikal asimptota mavjud emas. Vertikal asimptota faqat ikkinchi tur uzilish 

nuqtalarida bo'lishi mumkin.
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8.41-misol Ushbu funksiyaning f(x)= 

toping.

Yechish. Funksiyaning aniqlanish 

sohasi, ravshanki jc2-4=0 tenglama 

ildizlaridan boshqa barcha haqiqiy sonlar 

to'plamidan iborat.

Bu nuqtalarda funksiya ikkinchi tur

x + 9x 

x2 -4
vertikal asimptotaiarini

uzilishga ega. Haqiqatan ham lim
*-►2-0 X — 4

x +9x__. . , x +9x
lim —r--- — ню , hm — ------

*-►2+0 x — 4 *->—2-0 X — 4

lim
9x

=+oo, demak x -2 va
-2+0 x2 -4  

52-rasm

jc= 2  to'g'ri chiziqlar vertikal asimptota bo'ladi (52-rasm)

7.2. Og‘ma asimptota. Og‘ma 

asimptota tenglamasini y=kx+b 

ko'rinishda izlaymiz. Bir xil abssissali 

egri chiziq ordinatasi va asimptota 

ordinatasi orasidagi masofa jc->+ oo 

yoki x—►-oo da nolga intilishini 

ko'rsatamiz.

Faraz qilaylik, M vaN  abssissasi 

jc ga teng bo'lgan egri chiziqdagi 53-rasm

va asimptotadagi nuqtalar, (53-rasm) MP esa M  nuqtadan asimptotagacha bo'lgan 

masofa, a (a?4t/2) asimptotaning Ox o'qining musbat yo'nalishi bilan hosil qilgan 

burchagi bo'lsin. U holda AMNP uchburchakdan MP=MNcosa, bundan esa

MN=MP/cosa

i\
У

a

N У р

0 y\ZL X

У  x
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tenglikka ega boMamiz. Bu tenglikdan, agar MP nolga intilsa, u holda MN ham nolga 

intilishi, va aksincha, agar MN nolga intilsa, u holda A/P nolga intilishi kelib chiqadi.

Shunday qilib, agar x-H-oo yoki x-> -oo da f(x)-kx-b ayirma nolga intilsa, u 

holda_у=Ах+6 to‘g‘ri chiziq y=f(x) funksiya grafigining asimptotasi bo‘lar ekan.

Bundan Hm (f(x)-kx-b)=0 shart y=kx+b to‘g‘ri chiziqning y=f(x) funksiya

grafigining og‘ma asimptotasi boMishi uchun zaruriy va yetarli shart ekanligi kelib 

chiqadi.

Xususan, y=b gorizontal asimptota boMishi uchun iim(f(x)-b)=0, ya’ni цт
дг-̂со Г-+О0

f(x)=b shartning bajarilishi zarur va yetarli.

Amalda og‘ma asimptotalami topish uchun quyidagi teoremadan 

foydalaniladi.

8.42-teorema. y=f(x) funksiya grafigi y=kx+b og‘ma asimptotaga ega 

boMishi uchun

f  ( x )
к —lim ---- va b — lim (f(x )—kx)

X-*» X x-w

chekli limitlaming mavjud boMishi zarur va yetarli.

Isbot. 0 Zaniriyligi. y=kx+b to‘g‘ri chiziq y=f(x) funksiya grafigining x-*» 

dagi asimptotasi boMsin, ya’ni lim (f(x)-kx-b)= 0. U holda f(x)-kx-b =a(x) tenglik
ДГ-*»

o‘rinli, bu yerda a(x) x-xx>da cheksiz kichik funksiya. So‘ngi tenglikni quyidagjcha 

yozib olish mumkin: f(x)=kx+b+a(x). Demak,

/• f ( x) i /1 b a (x)  \ ,
lim ----- lim (k + - +---- )-k, h m (f (x)-kx) = lim (b+a(x))=b
X-*co X X-*<*> X X x-*oo x —>00

tengliklar o‘rinli boMadi.

f ( x)
Yetarliligi. Aytaylik, к = lim ---- va b= um( f ( X)-kx) chekli limitlar

X x-m

mavjud boMsin. So'ngi hm (f(x)-kx)=b tenglikni quyidagjcha yozib olish mumkin:
X —K>0

f(x)-kx=b+/3(x), bu yerda P(x) x-teo da cheksiz kichik funksiya. Demak, f(x)-kx-
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b p(x), ya’ni Пт (f(x)-kx-b)=0. Bu esa y=kx+b to‘g‘ri chiziq y=f(x) funksiya
X —КО

grafigining x-*oc dagi asimptotasi ekanligini bildiradi. ♦

8.43-misol Ushbu f (x )  = xln(e + —) funksiyaning asimptotalarini toping.
x

Y echish. Awal bu funksiyainng aniqlanish sohasini topamiz. Buning uchun

e + ->0  tengsizlikni yechib, D (v) = (-oo;--)u(0;oo) ni hosil qilamiz. 
x e

Endi chegaraviy nuqtalardagi funksiya holatini aniqlaymiz.

lim x ln(e + —) = -oo, x—»+0 dagi limitni hisoblashda Lopital qoidasidan
*■->— о x

e

— ( ~ >  i i 2
j ln(e + -) e + - 

foydalanamiz: lim xln(e + —)=  lim ---- —  = lim -- ------ = 0.
дг-н-0 x x-M-0 1 x-m-0 1

Bulardan ko‘rinadiki, berilgan egri chiziqning x = —  vertikal asimptotasi
e

mavjud.

Endi og‘ma asimptotalar mavjudligini tekshiramiz.

к = lim = lim ln(e + - ) = 1, b- lim (f(x )- kx )-  limx(ln(e + -)-\)
X-*C X  *-**> X  X~*ac X

1 1 ' г '
ln(e + -)-\ e + - x

= = lim -------- = lim ---—
дг-ио e

Demak, grafikning у  = x + — og‘ma asimptotasi mavjud. 
e

2x
8.44-misol Asimptotalami toping, a) y=2x+----, b) у =xe,/x

x - 3
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Yechish. а) x=3 da f(x)=2x+ —— — funksiya ikkinchi tur uzilishga ega va 

2x
lim (2лН----)=±oo boMganligi sababli, x=3 vertikal asimptota bo'ladi.

x-3

л У 2
Og‘ma asimptotalarni izlaymiz. k= lim —= цт  (2н— —  )=2;

*-*** x x-3

2x
b= lim (y-kx)= Um (2дН --2x)-2. Demak, y=2x+2 og'ma asimptota

X  -»±0? X - * ± 0 . '  X  —  3

bo'ladi.

b) y=xe1/x funksiyaning aniqlanish sohasi (-oo ;0 ) u (0 ;+ qc )  to'plamdan iborat. 

x=0 nuqtada funksiyaning chap va o'ng limitlarini hisoblaymiz.

lim xe1/x=0; Um xel x= (J/x=t belgilash kiritamiz, u holda .*-*+0 da /->+oo

2 jc

bo'ladi)- Um — = +».) Demak, x=0 to'g'ri chiziq vertikal asimptota bo'ladi.
t—И-» t

Endi og'ma asimptotalami izlaymiz: k= lim — = цт  eI/x=e°=\,
* “ ► ± 0 0  X  X - * ± r J l

eu ,-\
b= lim (y-kx)= lim (xeI/x-x)= = lim ~ — =\l/x=z, x->±oc, z->0|=

Jf—>±oc• x —►loo X-+±<X) 1 /  X

6* — 1
-lim----= 1, shunday qilib y=x+1 og'ma asimptota ekan.

r->0 -

8-§. Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash

Funksiyaning xossalarini tekshirish va uning grafigini yasashda quyidagilami 

bajarish maqsadga muvofiq:

1) Funksiyaning aniqlanish sohasi va uzilish nuqtalari topiladi; funksiyaning 

chegaraviy nuqtalaridagi qiymatlari (yoki unga mos limitlari) hisoblanadi.

2) Funksiyaning toq-juftligi, davriyligi tekshiriladi.

3) Funksiyaning nollari va ishora turg'unlik oraliqlari aniqlanadi.

4) Asimptotalar topiladi.
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5) Funksiya ekstremumga tekshiriladi, uning monotonlik intervallari 

aniqlaniladi.

6) Funksiya grafigining burilish nuqtalari, qavariqlik va botiqlik intervallari 

topiladi.

8.45-misol. y=x(x2-l) funksiyani tekshiring va grafigini chizing.

Yechish. 1) aniqlanish sohasi - haqiqiy sonlar to‘plami. Uzilish nuqtalari 

yo‘q. Funksiyaning chegaraviy qiymatlan: lim x(x2-l)=+oc; цт  x(x?-l)=-oo;
X —Ж О  X —►—on

2) funksiya davriy emas, toq funksiya;

3) funksiyaning uchta noli bor: x=0; x=-l; r=l. Ushbu x(x3-J)> 0 tengsizlikni 

yechamiz, uning yechimi (-1,0)и(1,+оо) to'plamdan iborat. Demak, funksiya (- 

l,0)u(l,-H») to‘plamda musbat va (-oo,-l)kj(0,l) to'plamda manfiy qiymatlar qabul 

qiladi.

4) og'ma asimptotanmg burchak koeffitsientini topamiz:

У 5
k= lim — = = lim (л-1 )=oo.

X—КО X ЛГ-КО

Demak, og‘ma asimptota mavjud emas. Vertikal asimtotalar ham mavjud 

emas (chunki, uzilish nuqtalari yo‘q).

5) Funksiya hosilasini topamiz: у-Зх2-!. Hosilani nolga tenglashtirib

statsionar nuqtalarini topamiz: у - 0 yoki Зх2-1 =0, bundan х^-1/\/з, х=\/у/з . 

Ushbu (54-a-rasm) sxemani chizamiz, va intervallar metodidan foydalanib funksiya 

hosilasining ishoralarini aniqlaymiz. Bundan funksiya (-00,- 1Л/3) va (l/>/3 ,+cc) 

intervallarda monoton o‘suvchi, (—1/л/3,1/л/3) intervalda monoton kamayuvchi; 

x =  —1/V3 nuqtada maksimumga, x = l /л/З nuqtada minimumga ega ekanligi 

kelib chiqadi. Ekstremum nuqtalarida funksiya qiymatlarini hisoblaymiz: agar 

Xmax = —l /л/З bo‘Isa, u holda ymax = 2/(3\/3); agar xmin = l /л/З bo'lsa, u 

holda ymin = —2/(Зл/3) bo'ladi.

6) Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: y" — 6x. Ikkinchi tartibli hosilani nolga 

tenglashtirib y ”=6x=Q, x=0 ekanligini topamiz. Sxemani (54-b-rasm) chizamiz va
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hosil bo‘ lgan intervallarda ikkinchi tartibli hosila ishoralarini aniqlaymiz. Bundan 

x=0 nuqtada bunlish mavjud, (-oo;0) da funksiya grafigi qavariq, (0; +00) da botiq 

ekanligini topamiz. Burilish nuqtasi ordinatasini topamiz: y(0) =  0.

Funksiya grafigi 54-c-rasmda keltirilgan.

y'-O y'-O

54-rasm

8.46-misol. у = V4 + V4 — x funksiyani tekshiring va grafigini chizing. 

Yechish. 1) Aniqlanish sohasi - [0,4] kesma. Funksiyaning chegaraviy 

qiymatlarini topamiz: agar x = 0 bo‘lsa, u holda у = 2; agar x = 4 boMsa, у = 2. 

Funksiyaning uzilish nuqtalari yo‘q.

2) Funksiya toq ham, juft ham emas, davriy ham emas.

3) funksiyaning nollari yo‘q,

4) Og‘ma asimp to talari yo‘q, chunki aniqlanish sohasi kesmadan iborat.

5) Hosilasini topamiz: y'- .^4 ~* ~ л x
2yjx • V4 — x

Hosilani nolga tenglashtirib, kritik (statsionar) nuqtani topamiz: x - 2 .  55- 

rasmdagi sxemani chizamiz. Bundan funksiya (0,2) intervalda o‘suvchi, (2,4) 

intervalda kamayuvchi, x = 2 nuqtada funksiya maksimumga erishishi kelib

chiqadi. Maksimum nuqtasining ordinatasi ymax=2 \f2 .
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У' + У-О .

о 4

6) Ikkinchi tartibli hosilani 

topamiz:

1 (4- x / /2 + x3/2

> - 4  ^ ( A - Xr  ' (° '4)

intervalda ikkinchi tartibli hosila 

manfiy, demak bu intervalda 

funksiya grafigi qavariq bo'ladi.

Funksiya grafigi 55-rasmda 

chizilgan. Shuni aytib o‘tish 

kerakki, lim л! = +oc,
x->+0

lim j/ = —oci boiganligi
i ->4-0

sababli, funksiya grafigi (0,2) 

nuqtada ordinatalar o'qiga, (4,2) nuqtadax=4 to‘g‘ri chiziqqa urinadi. 

rasm

8.47-misol. у - X е. funksiyani tekshiring va 

grafigini chizing.

Yechish. Awal funksiyani quyidagicha 

yozib olamiz: y=x(=exInx.

1) funksiyaning aniqlanish sohasi 

barcha musbat sonlar to'plami. Chegaraviy 

qiymatlari: цт  ex!ra=\, Um exInx=+oo. Uzilish
x —►O-f- дг-̂ ч-ос

nuqtalari yo‘q.

2) Funksiya juft ham, toq ham, davriy ham

emas.

3) Funksiyaning nollari mavjud emas.

55-

4) Og'ma asimptotasini izlaymiz: k= Um ---=+<», demak og'ma asimptota
x

yo q.
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5) Hosilasini topamiz: y ’=xx(lnx^l). y'=0 tenglamadan x=e'1. funksiya 

(0,1/e) intervalda kamayuvchi, (1/e,+00) intervalda o‘suvchi boMadi. x = e-1 

nuqtada funksiya minimumga ega, uning ordinatasi ymin = 0,692.

6) Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: у ’ ,=x3C((lnx+J)2+l/x). Ikkinchi tartibli 

hosila (0, +00) intervalda musbat, demak funksiya bu intervalda botiq.

Funksiyaning x=0 nuqta atrofida tekshiramiz.

limy - \mxx(lnx+l)=-oo, bundan funksiya grafigi (0,1) nuqtada ordinatalar
x-M)+ x-+Q+ \ / -1

o‘qiga urinishi kelib chiqadi.

Funksiya grafigi 56-rasmda berilgan.

8.47-misol. f(x)=x+ln(x2-l) funksiyani toMa tekshiring va grafigini chizing.

Yechish. 1) Funksiya x2 - 1 > 0, ya’ni (- 00;-1) va (1; +00) oraliqlarda 

aniqlangan va uzluksiz. Funksiyaning chegaraviy qiymatlarini izlaymiz:

lim f(x)= lim (x+ln(Х*-1))=*-ао; Цт f(x)= Цт (x+ln(x2-l))=-oc.
x-*—1—0 x-t— 1—0 x-»l+0 r—»l+0

Demak, funksiya grafigi ikkita x =

—lvax = l  vertikal asimptotalargaega.

2) funksiya toq ham, juft ham, 

davriy ham emas.

3) funksiya (—00, —1) intervalda 

manfiy, (1, +00) intervalda yagona noli 

mavjud, uni topish uchun taqribiy 

hisoblash metodlandan foydalaniladi, 

natijada x0 »  1Д5 ekanligini 

aniqlashimiz mumkin. Demak, funksiya 

(1; 1Д5) intervalda manfiy, (1,15, +00) oraliqda musbat.

4) Og‘ma asimptotalarini izlaymiz:

X  x-*±<n X

demak og‘ma asimptota mavjud emas.

57-rasm

k= lim lim (1+—— -- — )-l, b= lim (y-kx)= lim ln(X"M)=+oo,
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5) Funksiya hosilasi у' - 1 + 2х/(хг - 1) funksiyaning aniqlanish sohasida 

mavjud, shu sababli uning kritik nuqtalari faqat statsionar nuqtalardan iborat bo'ladi. 

Bunda y’ — 0 tenglama yechimlari xt = — 1 — л/2 va x2 = — 1 + л/2 bo'lib, x2 = 

—1 + л/2 funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli emas. Shunday qilib, yagona 

kritik nuqta mavjud va (—oo;—1) oraliqqa tegishli. (l;+oo) oraliqda y‘ > 0 va 

funksiya o'suvchi bo'ladi. xx = —1 — л/2 nuqtada maksimum mavjud. Uning 

ordinatasi / ( —1 — л/2) = — 1 — л/2 + ln(2 + 2\fT) «  —0,84 ga teng.

6) Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: y" = — Bundan y" < 0, demak 

grafik qavariq. Funksiya grafigi 57-rasmda berilgan.

Mashq va masalalar

f(x ) funksiya grafigining asimptotalarini toping (65-70):

8-65. /(x) = . 8-66 f (x )= x - e x.

8-67. у = ■ 8-68. у = e”
^ X+2 ^

8-69 / 0 )  = X2+SX_ 6 8-70./(x) = x -  arctgx.

Funksiyani to'liq tekshiring va grafigini chizing:

8-71. у = e ^ .  8-72. у =  /п( 1 -  л:2).

8-73, у = . 8-74. у — x3 - 4x2 + 3x.
^ l-x2 J

8-75. у = x + 8-76. у = хг • e~*.

8-77. у =  8-78. у  =  ——%■
J  x-2 J  Sxz

8-79 у =  ^ 7  8-80. у =  x -  fax.

8-81. у =  sinx + sin2x. 8-82. у =  sin2 x + cosx.

8-83. у =  exZ~2x. 8-84. у =  x3 In2 x.
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UCHINCHI BO‘LIM. BIR 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING 

INTEGRAL HISOBI 

IX BOB. ANIQMAS INTEGRAL

l-§. BoshlangMch funksiya va aniqmas integral tushunchalari

Differensial hisobning asosiy masalalaridan biri berilgan Дх) funksiyaga ko‘ra 

uning hosilasi f  (x) ni topishdan iborat edi. Bu masalaning teskarisi, ya’ni 

hosilasiga ko‘ra funksiyaning o‘zini tiklash masalasi katta ahamiyatga ega boMib, 

integral hisobning asosiy masalalaridan hisoblanadi.

f(x) funksiya biror (a,b) (chekli yoki cheksiz) intervalda aniqlangan boMsin.

9.1-ta’rif. Agar (a,b) daf(x) funksiya biror F(x) funksiyaning hosilasiga teng, 

ya’ni [a,b) intervaldan olingan ixtiyoriy x uchun F ^ x ^ /x )  bo'lsa, u holda F(x) 

funksiya (a,b) intervalda^x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi deyiladi. 

Masalan,

1) f(x)=~f= boMsin. Bu funksiyaning (0;4i») intervalda boshlangMch
V X

funksiyasi F(x)=2 Vx boMadi, chunki (0;-Hx>) da F'(x) = (2y/x)’ = -]= = f(x ) ;
\fx

з
2)f(x)=x2 ning (-oo;+oo) oraliqda boshlangMch funksiyasi F(x) = --r  boMishi 

ravshan.

Ravshanki, agar biror oraliqda F(x) funksiyaf(x) ning boshlangMch funksiyasi 

boMsa, u holda ixtiyoriy o‘zgarmas С  son uchun

F(x)+C (1)

funksiya ham f(x) ning boshlangMch funksiyasi boMadi, chunki 

(F(x)+C)’=F'(x)=f(x).

Bundan quyidagi xulosa kelib chiqadi: agar f(x) funksiya biror boshlangMch 

funksiyaga ega boMsa, u holda uning boshlangMch funksiyalari cheksiz ko‘p boMadi. 

Quyidagi savol tugMlishi tabiiy: biror oraliqda berilgan f(x) funksiyaning

barcha boshlangMch funksiyalari (1) formula bilan ifodalanadimi, boshqacha
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aytganda ffx) funksiyaning (1) formula bilan ifodalanmaydigan boshlang‘ich 

funksiyalari mavjudmi?

Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.

9.2-teorema. Agar biror oraliqda F(x) funksiya f(x) ning boshlangMch 

funksiyasi boMsa, u holda f(x) funksiyaning ixtiyoriy boshlang‘ich funksiyasi С 

o‘zgarmasning biror qiymatida (1) formula yordamida ifodalanadi.

Isbot. 0 Aytaylik, G(x) funksiya qaralayotgan oraliqda ffx) funksiyaning 

boshlangMch funksiyasi bo‘lsin. Ushbu (p(x)=G(x)-F(x) yordamchi funksiyani 

qaraymiz. Bu funksiya uchun <p fx)=G'(x)-F (x)=f(x)-f(x) =0 bo‘ladi, ya’ni, 

qaralayotgan oraliqda <p(x) funksiya uchun funksiyaning doimiylik sharti bajariladi. 

Boshqacha aytganda G(x)-F(x)=C, ya’ni G(x)=F(x)+C boMadi. Demak, G(x) 

funksiya (1) formuladan С  ning biror qiymatida hosil boMadi. ♦

Shunday qilib, agar oraliqda berilgan/fx) funksiyaning bitta Ffx) boshlangMch 

funksiyasi ma’lum boMsa, u holda uning barcha boshlangMch funksiyalari F(x)+C, 

bu yerda С ixtiyoriy o‘zgarmas son, ko‘nnishda ifodalanar ekan.

9.3-ta’rif. (a,b) intervalda berilgan ffx) funksiya boshlangMch funksiyalaming 

umumiy ifodasi F(x)+C, bu yerda C= const, shu ffx) funksiyaning aniqmas integrali

deb ataladi va u jf(x)dx  kabi belgilanadi. Bunda \ - integral belgisi, ffx) integral

ostidagi funksiya, ffx)dx - integral ostidagi ifoda, x - integrallash о zgaruvchisi deb 

ataladi.

Demak, ta’rifga ko‘ra

jf(x)dx=F(x)+C, (2)

bu yerda Ffx) funksiya ffx) ning biror boshlangMch funksiyasi.

Masalan, (-qo;+ qo) da ffx) =cosx boMsin. Bu holda (sinx)'=cosx boMgani uchun 

J c o s jtdx=sinx+C boMadi.

(2) formuladan ko‘rinadiki, berilgan ffx) funksiyaning biror boshlangMch 

funksiyasini va uning an iqmas integral ini topish masalalari deyarli bir xil 

masalalardir. Shu sababli/^ funksiyaning boshlangMch funksiyasini topishni ham,
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aniqmas integralini topishni ham f(x) funksiyani integrallash deb ataymiz. 

Integrallash differensiallashga nisbatan teskari amaldir.

Integrallash amalining to'g'ri bajarilganligini tekshirish uchun olingan 

natijani differensiallash yetarli: differensiallash natijasida integral ostidagi funksiya 

hosil bo'lishi lozim.

Masalan, | з x1dx = x>+C

ekanligini tekshirish uchun 

tenglikning o'ng tomonidagi 

funksiyadan hosila olamiz:

(â +Q’=3x2, demak, integrallash 

to'g'ri bajarilgan.

Geometrik nuqtai nazardan bu 

teorema f(x) funksiyaning aniqmas 

integrali y=F(x) +C bir parametrli 

egri chiziqlar oilasini ifodalaydi (C-parametr). Bu egri chiziqlar oilasi quyidagi 

xossaga ega: egri chiziqlarga abssissasi x=x0 bo'lgan nuqtasida o'tkazilgan 

urinmalar bir-biriga parallel bo'ladi (58-rasm).

F(x)+C egri chiziqlar oilasi integral egri chiziqlar deb ataladi. Ular bir-birlari 

bilan kesishmaydi, biri-biriga urinmaydi. Tekislikning har bir nuqtasidan faqat bitta 

integral chiziq o'tadi. Barcha integral chiziqlar biri ikkinchisidan Oy o'qiga parallel 

ko'chirish natijasida hosil bo'ladi.

9.4-misol. Abssissasi x bo'lgan nuqtasida o'tkazilgan urinmasining burchak 

koeffitsienti k^x3 formula bilan ifodalanadigan va (2;5) nuqtadan o'tuvchi egri 

chiziqni toping.

Yechish. Ma’lumki, y'=k=xs, bu shartni qanoatlantiruvchi у funksiyaning

jr4
umumiy ifodasi у - [дЛйс bo'ladi. Bu integralni hisoblab y = —  + C ifodaga ega 

J 4

bo'lamiz. Izlanayotgan egri chiziq (2;5) nuqtadan o'tadi. Shu sababli funksiya

ifodasiga berilgan nuqta koordinatalarini qo'yamiz va С  ning kerakli qiymatini
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topamiz. Natijada 5 = —  +С, C=1 hosil bo'ladi. Demak, izlanayotgan egri chiziq

x"1
tenglamasi у = —  +1 ekan.

4

Endi quyidagi savolga javob izlaymiz: biror oraliqda berilgan har qanday f(x) 

funksiyaning boshlangMch funksiyasi mayjudmi?

Har qanday funksiyaning ham boshlang'ich funksiyasi mavjud bo'lavermaydi 

(36-masala), lekin quyidagi teorema o'rinli.

9.5-teorema Agar f(x) funksiya biror oraliqda uzluksiz bo'lsa, u holda uning 

boshlang'ich funksiyasi mavjud bo'ladi.

Bu teoremaning isboti kelgusida ko'rsatiladi, shu sababli bu bobda uzluksiz 

funksiyalami integrallash haqida gapiriladi. Uzilishga ega bo'lgan funksiyalar uchun 

integrallash masalasi uning u yoki bu uzluksizlik oraliqlari uchun qaraladi.

Masalan, f{x) = ^ funksiya x = 0 nuqtada uzilishga ega. Bu funksiya 

(0; +oo) va (—oo;0) oraliqlarda uzluksiz. Birinchi oraliqda j^ d x  = lnx+ C  

formula o'rinli. Ammo ikkinchi oraliq uchun bu formula ma’noga ega emas. Lekin 

bu oraliqda quyidagi formula o'rinli bo'lisini tekshirib ko'rish qiyin emas: /  ̂ dx  = 

ln(-x) + С

Bu ikki formulani quyidagicha umumlashtirib yozish mumkin: / -dx = 

ln|x| + C.

2-§. Aniqmas integrating sodda xossalari

9.6-xossa Aniqmas integrating differensiali (hosilasi) integral ostidagi 

ifodaga (funksiyaga) teng:

d\f(X)dx=f(x)dx ( ( J / ( x ) r f x ) ’ =f(x)).

Isbot. 0 Ta’rifga ko'ra

d J f(x )dx  = d{F(x) +C) =  dF(x) =  F'(x)dx  = f(x )dx . ♦
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9.7-xossa. Biror funksiya differensialining aniqmas integrali shu funksiya 

bilan o'zgarmas son yig'indisiga teng: /  dF(x) = F(x) + C.

Isbot. 0 f  dF(x) - f  F'(x)dx = F(x) + C. ♦

9.8-xossa. Agar / (* )  ning boshlang‘ich funksiyasi mavjud bo'lsa, u holda 

ixtiyoriy к (к Ф 0) son uchun

\kf(x)dx=k\f(x)dx (1)

boMadi, ya’ni o‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisi oldiga chiqarish mumkin.

Isbot. 0 \f(x)dx=F(x)+C boisin. U holda

k\f(x)dx=k(F(x)+C)=kF(x)+kC (2)

boiadi. (kF(x))’ =kF'(x)=kf(x) va kC ixtiyoriy o'zgarmas son boiganligi uchun 

kF(x)+kC ifoda kf(x) funksiyaning barcha boshlangMch funksiyalarini beradi, ya'ni 

\kf(x)dx= kF(x)+kC (3)

bo‘ladi. (2) va (3) dan (1) kelib chiqadi. ♦

9.9-izoh. k= 0 boMganda (1) tenglik o‘rinli emas. Haqiqatan ham, bu 

tenglikning chap tomoni \0f(x)dx=\0dx=C, С -ixtiyoriy o‘zgarmas son, o‘ng tomoni 

esa 0{f(x)dx=0-(F(x)+C)=0.

9.10-izoh. Integrallami topishda kC yozilmaydi. Uning o‘miga С yoziladi, 

chunki ixtiyoriy o‘zgarmas sonni yozish usuli muhim emas. Bunda o‘zgarmas 

qo‘shiluvchining ixtiyoriy qiymat qabul qila olishi muhim hisoblanadi.

Agar C-ixtiyoriy o‘zgarmas son boMsa, u holda C3, 4С - ixtiyoriy o‘zgarmas 

son boMadi. Lekin C2, sinC - ixtiyoriy o‘zgarmas son emas, chunki C^O, |sinCl<l.

9.11-xossa. Agarffx) \ag(x) lammg boshlangMch funksiyalari mavjud boMsa, 

u holda / ( / ( * )  ± g(x))dx  = /  f(x )dx  ± /  g(x)dx boMadi, ya’ni ikkita funksiya 

algebraik yigMndisining integrali aniqmas integrallar algebraik yigMndisiga teng.

Isbot. 0 Aytaylik, F(x) va G(x) lar mos ravishda f(.x) va g(x) laming 

boshlangMch funksiyalari boMsin. U holda /  f(x )dx  ± /  g(x)dx = (F(x) + Ct) ± 

(C(x) + C2) =  (FO ) ± C(x)) + (Cj ± C2)

Ammo, F(x) ± G(x) funksiya f(x ) ± g{x) ning boshlangMch funksiyasi, 

chunki (F(x) ± G(x))' = F'(x) ± G'(x) = f(x ) ± g(x), Cx ± C2 esa - ixtiyoriy
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ikkita o ‘zgarmas sonlaming algebraik yigMndisi- yana ixtiyoriy o'zgarmas son 

boMadi.

Shu sababli (F(x) ±  G (x)) +  (Ct ±  C2) ifoda f ( x ) ± g ( x )  ning barcha 

boshlangMch funksiyalarmi beradi, ya’ni / (J(x) ±  g(x ))d x  ga teng boMadi. ♦

Bu xossani chekli sondagi funksiyalar uchun ham isbotlash mumkin. Buning 

uchun matematik induksiya metodidan foydalanish yetarli (9-34-masala).

9.12-izoh. Integrallami topishda C/±C2 o 'm iga С yoziladi.

Masalan. J  (cos x + Зх2 )ойс = J  cos xdx + f 3x~dx =  sin x + x3 + С .

9.13-xossa. Agar F(x) funksiya f (x )  ning boshlangMch funksiyasi boMsa, u 

holda /  f (a x  +  b)dx = ~F(ax  +  b) +  С, (а  Ф 0) tenglik o'rinli boMadi.

Isbot. 0 Tenglikning o'ng tomonining hosilasi integral ostidagi funksiyaga

teng ekanligini ko'rsatish yetarli. Haqiqatan ham, ^F (cu i: +  b)^ = ^(F (ax +

b ))  =  f(a x  4- b).♦

9.14-xossa. (integrallash formulasining invariantligi). Agar integrallash 

formulasida integrallash o ‘zgaruvchisini shu o'zgaruvchining istalgan 

differensiallanuvchi funksiyasi bilan almashtirsak integrallash formulasining shakli 

o'zgarmaydi, ya’ni agar J  /  (x)tfx =  F(x) +  С va и funksiya x ning

differensiallanuvchi funksiyasi boMsa, u holda J f(u)du  =  F(u) +  С boMadi.

Isbot. 0  Birinchi tartibli differensialning invariantlik formasidan 

foydalanamiz. Bunga ko'ra, agar dF(x)=F (x)dx va u=u(x) differensiallanuvchi 

funksiya bo'lsa, u holda dF(u)=F’(u)du boMadi. j  f(u)du = F(u) + С ekanligini

isbotlaymiz. Buning uchun so'ngi tenglikning ikkala tomonidan differensial olamiz: 

d (j/(u )d u )  = f(u)du, d(F(u) + C )=F \u)du  = f(u)du.

Bu differensiallaming tengligidan 9.14 -  xossaning o'rinli ekanligi kelib 

chiqadi.♦
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3-§. Asosiy integrallar jadvali

Yuqorida isbotlangan aniqmas integrating sodda xossalari va aniqmas 

integrallar jadvali birgalikda integrallami hisoblashning asosiy qoidalarini 

aniqlaydi. Integrallash amali differensiallash amaliga teskari amal boMganligi 

sababli, quyida keltinladigan formulalaming ko‘pchiligini hosilalar jadvalidan hosil 

qilish mumkin.

Quyida asosiy aniqmas integrallar jadvalini keltiramiz. Bunda har bir formula 

integral ostidagi funksiyalaming aniqlanish sohasida qaraladi.

1- \x ad x - ------+ C, a * - l ;  2. -=1п Ы  + С, дг*0-J rf -u 1 I I ’ »

3. j a xdx — ------f C ,  a >  0, a r ^ l ;  j e xdx = ex +  С  ;

8. Jcosxd£c= s in r  +  C ,  9. JsinAiC& =  —COS-X+C; 

10. \chxdx = shx+C-, 11. jshxdx = ch x+C  ;
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4.1. Bevosita integrallash usuli. Bu usul integral ostidagi ifodani jadvaldagi 

biror integral ostidagi ifoda ko‘ rinishiga keltirish va aniqmas integral xossalaridan 

foydalanishga asoslangan.

9.15-misol. Quyidagi integrallami toping: a) /  2 2x • 3Xdx;  b) f  tg 2xdx;  c)

/ ( s i n | - c o s 0  dx ; d) /  cos2 xdx.

Yechish. a) [22x-3r<& = f(22-3)xdx= [l2 xdx = — + C ;
J J J In 12

b) f tg2xdx =  f S n̂-; X dx = f -— C-),S x dx = [ — \ —dx -  f dx =tgx - x  + C',
J J cos" X  J cos X J cos X J

c) j^ s in ^ - cos-^ j  dx = J^sin2 2 sin^cos^ + cos2 =

=  J (1 — sin х)й£х =x +  cos x +  C;

d) jc o s 2 xdx=^cos2 x ~ d ( 2 x )= ^ c o s ( 2 x)d(2 x) = - s in 2 x + C y bunda 

integrallash formulasining invariantligi xossasidan foydalanildi.

4.2. 0 ‘zgaruvchini almashtirish usuli. Ushbu \f(x)dx integralni hisoblash 

talab qilinsin. Integralda o ‘zgaruvchini almashtirish usulining mohiyati shundan 

iboratki, unda integrallash o ‘zgaruvchisi x ni biror x=(p(t) formula yordamida t 

o‘zgaruvchi bilan almashtiriladi. Bunda <p’(t) uzluksiz va x=(p(t) ga nisbatan teskari 

funksiya t=<p! (x) mavjud deb faraz qilinadi. Endi

x=<p(t), dx=<p'(t)dt

ifodalami \f(x)dx ga qo'yamiz.

\f(x)dx=]f(<p(t))<p (t)dt (3)

Bu yerda (p(t) ni shunday tanlash kerakki, o ‘ng tomondagi integral soddaroq 

boMsin. Agarf((p(t))g> (t) funksiyaning boshlangMch funksiyalaridan biri F(t) boMsa,

\f(x )dx -\f(f(t))v (t)dt=F<t)+C=F(r'(x))+C  

kelib chiqadi.

4-§. Integrallash usullari
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(3) formula aniqmas integral da о ‘zgaruvchini almashtirish formulasi deb 

ataladi.

B a’zi hollarda yangi o'zgaruvchini t=(p(x) formula orqali kiritish foydadan 

holi emas.

9.16-misol. \ ~ j = =  ni hisoblang.
4 e x-\

Yechish. eM  =f- almashtirish kiritamiz. U holda x ^ ln ^ + l) ,  dx=

- ^ —dt va f cix =  f-7—  =2arctgt + С  =  2arctg^ex - 1 +  С boMadi. 
t 2 +1  * + 1

9.17-misol. J s in 3 xco&xdx ni hisoblang.

Yechish. t=sinx, dt=cosxdx almashtirishni kiritamiz. Bu holda 

/4 1
[sin3x- co s jcdx- \ t ?dt =  — + C =  — sin4 x + C boiadi.J J 4 4

0 ‘zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib aniqmas mtegralni 

hisoblashda almashtirishni qo‘ lay tanlab olish muhim hisoblanadi. Ixtiyoriy 

integralni hisoblashda o ‘zgaruvchini almashtirishning umumiy qoidasi yo‘q. 

Bunday qoidalami ba’zi funksiyalar (trigonometrik, irratsional va boshq.) sinflari 

uchun keltirish mumkin.

K o ‘p hollarda integrallami hisoblashda integral ostidagi funksiyani 

differensial belgisi ostiga “ kiritish” usulidan foydalanadi. Funksiya differensialining 

ta’ rifiga ko'ra <p’(x)dx=d(<p(x)). Bu tenglikning chap tomonidan o'ng tomoniga 

o ‘ tish (hosil qilish) <p’(x) ko‘paytuvchini differensial belgisi ostiga “ kiritish” deb 

aytiladi.

Aytaylik, ushbu J/(<p(x))«?> \x)dx  ko‘ rinishdagi integralni hisoblash talab

qilinsin. Bu integralda <p'(x) ko‘paytuvchini differensial belgisi ostiga kiritamiz va 

so'ngra (p(x) =u almashtirish bajaramiz. U holda quyidagiga egabo iam iz: 

j  f(<P(x))<pXx)dx=f  f(<p(x))d(<p(x)) = jf(u )d n

9.18-misol. 1= JV l + x'xdx integralni hisoblang.

231



Yechish. xdx=—ci(\ + j r )  ekanligidan foydalanamiz, u holda

4

/=^|(1+х2)Х 1 + 12)^1+х2= и|=1Г«5д = ~ + с =^</(ГГ7)г + с2 3 2 J 2 4 g v
3

boMadi.

9.19-misol. /=  [ - sm xc,x ,,, integralni hisoblang.
V4 +  3cosx

Yechish. sinxc& =  — jt / ( 4 + 3 c o s x )  ekanligini ko‘rish qiyin emas.

4+Заш г=и deb belgilaymiz. Natijada

/=

1 г — ̂ | i o JL
- - [ ( 4  + 3 cosx) 2d'(4+ 3cosx) =  — Гм 2du = ----u2 + C  = — >/4 + 3cosx + C

3 J 3 J 3 3
hosil boMadi.

Agar integral ostidagi funksiya <p'(x)/<p(x) ko'rinishda boMsa, u holda <p’(x) 

ko‘paytuvchini differensial belgisi ostiga kiritish orqali uni jadvaldagi integralga 

keltirish mumkin:

J <p(x) J ip(x)

Masalan,

/ ^ = | ^  =  - | ^ ) = ) »  =  с о з ф - Г ^  =  - 1 п | „ |+ С = - 1 п |с 05, | + С.
J 3 cosx  3 cosx 3 и

4.3. BoMaklab integrallash usuli. Bu usul ikki funksiya ko‘paytmasining 

differensiali formulasidan kelib chiqadi. MaMumki, agar u(x) va v(x) funksiyalar 

differensiallanuvchi funksiyalar boMsa, u holda d(uv)=udv+vdu yoki udv=d(uv)- 

vdu boMadi. Bu tenglikni ikkala tomonini integrallasak,

\udv=\d(uv)- \vdu, yoki

I udv=uv - J vdu (4)
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formula hosil boMadi. Bu formula boMaklab integrallash formulasi deyiladi. Bu

formula yordamida fudv ni hisoblash boshqa, \vdu integralni, hisoblashga

keltiriladi. Bu formuladan f udv ga msbatan J vdu integralni hisoblash oson boMganda 

foydalamladi.

9.20-misol \xcosxdx ni hisoblang.

Yechish. u=x, du= x, v=sinx, dv=cosxdx belgilashlami kiritamiz. U holda 

jx-cosxdx = jiuh’ = и ■ v — Jvdlu = x • sin x — Jsinxafcc =  x sin x  +  cosx  +  С  

boMadi.

9.21-misol. \lnxdx ni hisoblang.

Yechish . u=lnx, du= — , v=x, dv=dx almashtirishni kiritamiz. U holda,

J in xdx = ^udv = x- Inx — J x  —  =  x- l n x - x  +  C  boMadi.

Endi amaliyotda tez-tez uchrab turadigan va boMaklab integrallash usuli bilan 

hisoblanadigan integrallar tiplarini keltiramiz.

1. J Pi{x)ekxdx, J.Pn(.x:)smAacc&;, J / ; ,( * )  cos foot* ko^rinishdagi integrallar, bu

yerda P„(x) - n -  darajali ko'phad, к -  biror son. Bu integrallami hisoblash uchun 

u=P„(x) deb olish va (4) formulani n marta qoMlash yetarli.

2-JP„(x)lnxiir, Jp „(x )  arcsin xafic, J P  (x)arccosx*&, J  Pti(x)arctgxdx,

J Pil(x)arcctgxdx ko‘rinishdagi integrallar, bu yerda P„(x) - n -  darajali

ko‘phad. Bu integrallami boMaklab integrallash uchun P„(x) oldidagi ko‘payuvchi 

funksiyani и deb olish lozim.

3. J e ^ c o s bxdx, J e ^ c o s bxdx, bu yerda a va b lar haqiqiy sonlar. Bu 

integrallar ikki marta boMaklab integrallash usuli bilan hisoblanadi.

9.22-misol. Jarcsin xt/x integralni hisoblang.

Yechish. Bu integral 2-tipga kiradi, bunda Pr/x)=\ va u=arcsinx deb olamiz. 

U  holda
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JaresinxY&r =
и = arcsin x, du =

dv = dx.

d x

x
v = x

= x arcsinin x -  J
xdx

■Jl-x

= xarcsinx + ^ J ( l - x 2) 2^ ( l - x 2) = xarcsinx+>/l-x2 + C  bo'ladi. 

f x
9.23-misoI. J e 1 cos—dx integralni hisoblang.

Yechish. Bu integral 3-tipga mansub. и sifatida dx ning oldidagi 

ko‘paytuvchilardan ixtiyoriy birini olamiz va ikki marta bo ‘ laklab integrallashni 

bajaramiz. Ikkinchi marta integrallaganimizda aw al berilgan integralni o‘z ichida 

saqlaydigan tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikdan berilgan integralni topamiz:

(e xcos-dx  = 
J 2

и  =  e~ d u  =  —e Xd x

X  С X Xd\> =  co s—с/х, v -  2 cos—d (—) =  2sin- 
2 J ?  ?

+ 2 ^ e ~ x s 'm —d x  =

и  =  e

2  2 

du =  —e~*dx

=  2fT*sin —+ 
2

X X
d v  =  $ in —d x , v =  —2 cos— 

2 2
= 2e x sin — -  4e~x cos — -  

2 2

С x x С X V X г X
-4 U "* cos—dr, ya’ni e~xcos—dx=2e~x s\n'--4e~x cos— - 4 I e_;rcos—dx 

3 2 1 2 2 2 J 2 ’

f - x X X
bundan 5 e' 1 cos-dx=2e~*sin— 4e~*c o s -  voki 

J 2 2 2

f e x cos^-dx=-(e~x sin -  -  2 e~z cos - ) .
J 2 5 2 2

Mashq va masalalar

Bevosita integrallash usulidan foydalanib integrallang (1-6):

9’ 1- 9-2

9-3. /  V x (x 2 +  1 )dx.

9-5. /  ^ - ~ - d x .J sfx

Integrallami hisoblang’ (7-14):

n  . г З+л/4— X 2 ,
9-4, I —7= r dx.

J х/4-д:2

9-6. /  (4  s in x  +  8 x 3 ---- Ц - )  dx.
V coslx J
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9-7. /  sin2 3x dx . 9-8. /  cos2Qx dx.

9-9. /  tg 2xdx. 9-10. f ^ j - d x .

9-11. / (3 tgx  -  2c tg x )2dx. 9-12./ d x .

9-13 / .c o sz x d *  9-14.
J  S lT lz X  C O S* X  J c o sx

0 ‘zgaruvchini almashtinsh usulidan foydalanib integrallang (15-22):

9-15./ y[4x~^~5 dx  9-16./ 7—— rr.
J  J (3 x + 2 )«

9-17. /  sinzxcos x dx. 9-18. /  ■ x 2dx.

9_19 9_2 0  rfm xdx
X •* CO S x + l '

9-21 9-22. г г ^ £ .
J  x 3+ l  J  x z+ i

Bo'laklab integrallash usulidan foydalanib integrallang (23-28):

9-23. /  л: sin xdx . 9-24. /  (2x  — 1) • e3*  dx.
9 25 j  in±dx g 26 j  x 12Xdx

9-27. /  In2 x dx. 9-28. /  x arctgx  dx. 

Integrallami hisoblang (9-34):

9-29. /  -^ = — dx. 9-30. /  arctgyfxdx.

9-31 /  — . 9-32. /•"sinx ■* x'\3̂ ~In x ’

„arctfljc.oy 3x+5sin(-V)
9-33 /  ------- - ^ d x .  9 -3 4 ./------ - ^ d x .

1 + x  J  e x

9-34 9.11-xossani matematik induksiya metodidan foydalanib, chekli 

sondagi integrallanuvchi funksiyalar uchun isbotlang.

9-35. Darbu teoremasini isbotlang: Agar f (x )  funksiya biror oraliqda f '(x )  

hosilaga ega bo‘ lib, shu oraliqqa tegishli bo‘ lgan x = a ,x  =  b nuqtalarda / ' ( a ) =  

А Ф В = f ' ( b ) boMsa, u holda bu oraliqda / ' ( x ) funksiya A va В sonlar orasidagi 

barcha qiymatlami qabul qiladi, ya ni Av&B  sonlar orasidan olingan har qanday С 

soni uchun (a.b) intervalga tegishli boMgan kamida bitta с nuqta topilib, f ' ( c ) =  С 

boMadi.
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9-36. Darbu teoremasidan foydalanib, f ( x ) =  ( a ^ a r  ^ X <J ’ v (2 , a,gar 1 <  x <  2

funksiyaning [0;2] da boshlang‘ ich funksiyaga ega emasligini isbotlang.

9-37. Aytaylik, F(x) funksiya f ( x ) funksiyaning boshlangMch funksiyasi 

boMsin. Quyidagi tasdiqlami isbotlang yoki rad eting: a) agar f ( x ) toq funksiya 

boMsa, u holda F (x )  -  toq funksiya; b) agar f (x )  juft funksiya boMsa, u holda F(x)

-  juft funksiya; c) a) agar f ( x ) davriy funksiya bo‘ lsa, u holda F(x) -  davriy 

funksiya.

9-38. Uzilishga ega, lekin sonlar o ‘qida uzluksiz boshlang‘ich funksiyasi 

mavjud boMgan funksiyaga misol keltiring.

9-39. Quyidagi funksiyalaming boshlangMch funksiyalarini toping: a) x\x\, 

x 6 R) b) |1 -  x\ +  |1 +  x\, x 6 R; c) (2x -  3)\x - 2 \ ,  x 6  R; d) 

m a x (l ,x 2) , x  6 R.

5-§. Ratsional funksiyalarni integrallash

5.1. Sodda ratsional kasrlar va ularni integrallash. Sodda ratsional kasrlar 

deb nomlanadigan kasrlar asosan to‘ rt xil boMadi. Ratsional funksiyalami 

integrallash shu to‘rt xil sodda kasrlami integrallashga keltiriladi. Shu sababli bu 

to‘rt xil kasmi integrallash masalasi alohida ahamiyat kasb etadi. Ulaming ko‘rinishi 

quyidagicha:

A A__  M x+N  уа M x + N
x - a  (x - a ) k x2 + px + q (xl + px + q^f ’

bunda A, M, N, a, p  va q lar haqiqiy sonlar, k> 1 natural son va p 2-4q<0 deb 

hisoblanadi.

Endi yuqoridagi kasrlami integrallash masalasiga oMamiz.

A
a) —----- ni integrallash quyidagicha amalga oshiriladi:

f Adx rd (x -a )
J----- -A  J ----------=Aln jjc-<ar| +C.
x -a  x - a
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А
b )  - ni integrallaymiz (&>1).

( x - a )

 ̂l А^ \ к =A ̂  (x-a) kd(x'a) =A 77— ---- y^r( x - a )  -&  + 1 ( l - f c ) ( x - a )

c) r A/x + ^__cjx nj integrallash (/r-4t/<0) suratida mahrajining 
J x  +  /jx  +  q

differensialini ajratib olish va mahrajini kvadratlar y ig ‘ indisiga keltirish orqali 

jadvaldagi integrallarga keltiriladi.

f M x + N  , _
I —-----------J x  +  />x 4- q

d(x 2 + p x + q ) = (2 x + p)dx

\Mx + N = - ( 2 x + p )  + N - ^ -
2 2

M  rd (x 2 + px + q )_  м  rci^x
"  T j - ^

= " ln (*!  + px  + ,) + f ЛГ -  V=J____ :arc,g -1LLL,
2 I  2 j j q - p ' l  4 % /4 ? - p !

2 J x + p x+ q

d(x + p / 2 )
(x+ p / 2 ) 2 + q - p 2/4  

+ C.
d) — +  -У —  (Ar>l) sodda kasmi integrallash uchun x+p/2 =z almashtirish

( x 2 +  p x  +  ^ ) /:

bajaramiz, bundan dx=dz,x2+px+q=(x+p/2)2+q-p2/4=z2+a2, bu yerdaa2=q-p2/4. U 

holda

f M x+ N  . . t zdz 2N -M p  r dz . .. 2 N -M p  r
J — ------------Tdx = M  J — -----—  + --------- - I - --------- T = MI0 + ---------

(x' + p x + q ) (z + a  ) 2 ( z 2+ a 2) 2

bo‘ ladi. Ravshanki, /  =  f — — —T = ----------- ?-------- г т  + С-
° } ( z 2 + a 2)k 2 ( \ - k ) ( z '  + a ')k-'

Demak,

dzh= J----1—j  integralni hisoblash kifoya boMadi.
( z :  +  < r)
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h r

f dz _  1 [■ z" + a " — z 2 y _ 1 j- dz I f

fz2 - ^ " * 2 ' k w r  : " 7 t e r " 7 J(z2 + a : )* a ~ (z2 + a : f
z 2 dz

( z 2 + a 2) k~] a 2 J ( z 2 + a 7) k
Bu

yerda J——— . , -h-i ekanligini e ’tiborga olsak,
( z - +  a - )k-x

4=1-
c/z 1

( z 2+ a 2f  * 4
(5)

boiadi.

Endi I
z 2dz

( - 3 +Д 2)* n* bo‘laklab integrallaymiz.

(z2+a2)k dv =

du = dz 
1

и =  z , 
zdz

l z 2 + а 2 У ’ V~ 7 (1 -  £ )(z2 + Д2)* 

z1 |- Jz
2(1 -  Ar)(z2 + я 2)*"1 2(1 -  * )  •' (z2 +  a 2)*-1 2(1 -  * ) ( z 2 + a 2)k~l 2(1 - k) 

So'ngi topilgan ifodani (5) formulaga qo‘yamiz, natijada

Л-,

2 k — Z
2 k - 2  2(1 - k y t f + a ' f - (6)

(6) rekurrent formula deb ataladi. z  =  P Va
2

almashtirishlarga qaytib, izlanayotgan integralni topamiz.

a = ^ E

- _  f flfe 1 z 
Л - J “ 5T Г - - 1arctg— + C bilgan holda (6) formula yordamida J z  +  a a a

Iг = f —5—~ t t  integrali hisoblash mumkin. Haqiqatan ham, J (z +  a )

f dz _ \ ( \ e dz z  ^

■'(z2+a2)2 a2 [ 2 r2 + a2 + 2(r2 + a2) J
r 1 * ^— ;— ;---- r- + — rarctg—+ С .

2a~(z + a ) 2a  а
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qildik.

5.2. Ratsional funksiyalarni integrallash Integralni hisoblash uchun 

umumiy usullar boMmagani uchun ayrim funksiyalar sinflarini integrallash yoilari 

o^rganilgan. Hozir biz ana shunday funksiyalar sinflaridan biri bilan tanishib 

chiqamiz.

M a’ lumki, R„(x):=aoxn+aixn~, +...+a„.ix+an ko‘phad butun ratsional funksiya,

Ш  = &  + (a * 0, * 0) 
Q.W  ЬахГ + Ъ1х~-' + ... + Ь ^ х+ Ь т " >

esa kasr ratsional funksiyalar deb ataladi. Butun va kasr ratsional funksiyalar 

umuman ratsional funksiyalar deb aytiladi. Butun ratsional funksiyani integrallash 

quyidagicha bajariladi:

(x)dx= 1 atjxndx + j a ixn~ Idx+...+la„./xdx+ J a„dx=

=_^L_x',+l + — x" +... + a ,• —  + a x  +  С . 
n + 1 «  ""I 2

Endi kasr ratsional funksiyalarni integrallash masalasiga o ‘ tamiz.

Ushbu f(x)= fiSlL  kasr ratsional funksiya berilgan boMsin.
GLW

Agar n<m boMsa, u holda f(x) - to‘g ‘ ri, n>n\ boMsa, f(x) - noto‘g ‘ ri kasr 

ratsional funksiya deyiladi.

3  X  I  . , • “f- 3  "4” X  ”4“ 5
Masalan, —=---- , —  to‘g ‘ ri kasr ratsional funksiyalar; -------  -----------

x 2 + \ x X2 +  5 x + 4

- noto‘g ‘ ri kasr ratsional funksiyalar boMadi.

To‘g ‘ ri ratsional kasmi integrallashni o ‘ rganamiz.

(n<m) to‘g ‘ ri ratsional kasr berilgan boMsin. Uni chekli sondagi sodda 

ratsional kasrlaming yigMndisi ko^rinishda ifodalash mumkin. Shu maqsadda
& ,(*)

kasming mahrajini chiziqli va kvadrat ko‘paytuvchilarga ajratish lozim, buning 

uchun Qm(x)= 0, ya’ni

S h u n d a y  q i l ib ,  b i z  b a r c h a  s o d d a  k a s r la m i  in t e g r a l la s h  fo r m u la la r in i  h o s il
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b0xm+blxm-,+ ... + bm=0 (7)

tenglamani yechish kerak. Algebraning asosiy teoremasiga ko'ra Qm(x)=0 tenglama 

karrali lldizlanni hisobga olganda m ta ildizga ega bo‘ ladi. Bu ildizlar haqiqiy (sodda 

yoki karrali) va kompleks (sodda yoki karrali) bo lishi mumkin.

M a’ lumki, agar x= a  qaralayotgan Qm(x) ko‘phadning sodda (к karrali) ildizi 

boMsa, u holda Qm(x) ko'phad x-a ((x-a)k)  ga qoldiqsiz bo'linadi va 

Qm(x) =(x-a)Qm.,(x) (Qm(x) =(x-a)kOm.k(x)) 

tenglik o'rinli boMadi.

Agar z=u+iv kompleks son Qm(x) ko‘phadning sodda ildizi boMsa, u holda 

unga qo'shma boMgan z  =u-iv kompleks son ham Qm(x) ko‘phadning ildizi boMadi. 

Bu holda ko'phad (x-z)(x- z  )=x*+px+q ga qoldiqsiz bo'linadi, bu yerda p=-(z+  

Z )=-2u, q = z z  =u2+v2l, p 2/4-q<0 va uni Qr/x) =(x2+px+q)Qm.2(x) ko'rinishda 

ifodalash mumkin. Shunga o'xshash, agar z  kompleks son s karrali ildizi boMsa, u 

holda Qm(x)=(x2+px+q)sQm_2s(x) tenglik o'rinli boMadi.

Faraz qilaylik, (7) tenglamaning barcha haqiqiy va kompleks ildizlari topilgan 

bo'lsin. U holda Qm(x) ko'phadni chiziqli va kvadrat uchhadli ko'paytuvchilarga 

ajratish mumkin:

Qm(x)= b(l(x -a )k'(x-/3)k>...(x-rf(x2+plx + q]y'(x2 + p2x + q2y\..(x2 + prx+qrY' , 

bu yerdak\ +k2+... +k,+2 si+ 2 s2+...2sr=m.

Algebra kursida to'g'ri ratsional kasr elementar (sodda) kasrlar
Q jx)

yig'indisi shaklida yozilishi ko'rsatiladi:

A W =_ i L + _ A _ + , \  , 3  ] в2 | вк
Q M  x ~a ( x - a ) 2 ( x - a f 1 x - p  (.x - p f  (.x - p f 1 

A 4 4, M.x + N. M x + N
+ —— + -----i-T  +  ... + ---- —̂r + ^ r - 1------ — + . . . + ------------- -— + +

x -Y  ( x - r )  (x- Г Г  x2 + p]x+ql (x2 + p{x + q ^  

U,x + V. U,.x+Vt
+  ——■------!—  +  ... +  —— i ----- i ----  (g)

*‘ + Prx +qr (x2 + prx+qr)'f ’
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bundaAi, A2, ... B,........Bl: , L,......  Lk , Mh NSi, Ui,...,USf,

V/t...,Vs - noma’lum koeffitsientlar.

Yuqoridagi formulani koeffitsientlami topmagan holda bir necha misollarda 

koTsatamiz:

x2+ 2 _ x2 + 2  A B x+C  Dx + E
(x3- l) (x 2 + l) (x - l) (x 2 + x+ l)(x2 + l)  x - \  x2 + x + l x2 + l

2) 3 x — 2 A | В [ С  | D  
(x  +  4 ) (x - 2 ) 3 x  +  4 x —2 (x —2)2 ( x - 2 ) ?

3)

x2 - 2 x  + 3 А В С Dx + E Fx + G H
( x - l ) 3(x2 + 2)2(x +5) x - 1  (x - 1 ) 2 (x - 1)3 x2 + 2 (x: +2)2 x+ 5'

(B) yoyilmadagi koeffitsientlami topish uchun noma'lum koeffitsientlar 

metodi yoki xtisusiy qiymatlar metodidan foydalaniladi.

Noma’ lum koeffitsientlar metodining mohiyati quyidagidan iborat. Aytaylik,

to‘g ‘ ri ratsional kasming (8) ko‘ rinishdagi noma’ lum koeffitsientli soddaQm(x)
kasrlar y igcindisi shaklidagi yoyilmasi berilgan boisin . Sodda kasrlami Om{x) 

umumiy mahrajga keltiramiz va suratda hosil boMgan ko‘phadni P„(x) ga 

tenglashtiramiz.

M a’ lumki, ikkita ko‘phad aynan teng bo ‘lishi uchun bu ko‘phadlardagi x ning 

bir xil darajalan oldidagi koeffitsientlaming teng boMishi zarur va yetarli. Shuni 

hisobga olgan holda hosil boMgan ayniyatning o ‘ng va chap tomonidagi x ning bir 

xil darajalari oldidagi koeffitsientlami tenglashtiramiz va yuqoridagi noma’ lum 

koeffitsientlarga nisbatan m ta chiziqli tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Shu 

sistemani yechib, noma’lum koeffitsientlami topamiz.

x2 . . .
9.24-misol. Ushbu —---- ratsional kasmi sodda kasrlarga yoying.

X  — о

Yechish. x3-8=(x-2)(x2+2x+4) boMganligi sababli (8) formulaga ko‘ra

x 2 _  x2 A Bx+C
x 3 — 8 (x -2 )(x 2 + 2x+ 4) x - 2  x2 + 2x + 4 ’
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bu yerda A, В va С lar noma’lum koeffitsientlar. Bu tenglikning o'ng tomonini 

umumiy mahrajga keltiramiz, u holda

x2 A(x2 + 2 x + 4 ) + (Bx + C ) ( x - 2 )
—г------ ;  —~~l Г ---------- bo‘ ladi. Bundan
x — 8 ( x - 2 ) ( x  + 2 x + 4 )

х2=(А+В)х2+(2А+С-2В)х +4A-2C.

Endi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlami tenglashtinb, А, В, С 

lami topish uchun ushbu tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:

1 = A + B, 1

0 = 2A + C - 2 B ,l'>=>A =  - , B  = - ,  C  =  — .

0 = 4A -2 C  jj 3 3 3

Shunday qilib, 

x2 =  1 2 (x + 1)
x3 - 8  3(x—2) 3(x2 + 2x  + 4)

9.25-misol. Ushbu / A + ^ x 9— ratsional kasmi sodda kasrlarga yoying.x + 4x + 4x — 9 ь у у &

Yechish. Kasming mahrajim ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

x4+4x3+4x2-9=(x2+2x)2-9=(x2+2x-3 )(x2+Zx+3 )= (x-  1 )(x+3 )(x2+2x+3).

(8) formuladan foydalanib yoyilmani yozamiz:

7x2 +  2 6 x - 9  A В C x+ D
(x - l)(x  +  3)(x2 +  2x +  3) x — 1 x +  3 x2 +  2x +  3

Tenglamaning o ‘ng tomonini umumiy mahrajga keltiramiz. U holda

7x2 +  2 6 x - 9  

(x - l)(x  +  3)(x2 +  2x +  3)

A(x +  3)(x2 +  2x +  3) +  B (x  -  l)(x2 +  2x +  3) +  (Cx +  D)(x +  3)(x -1 )

(x - lX x  +  ЗХ^2 +  2x +  3) 

boiadi. Bu kasrlaming suratlarini tenglashtiramiz so ‘ngra x oldidagi 

koeffitsientlami tenglashtirib quyidagiga ega boMamiz:
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О = А + В + С, ] 

7 = 5А + В + 2С + D, 
26 = 9А + В -З С  + 2 D 

- 9  = 9 А -З В  -  3D,

А = \, В = ],С  = -2 , D = 5.

Demak,

7х2 +  26л:- 9 1 1 - 2 х  +  5 
■ +  +  ■

( х - 1)(х-+-3)(х -ь2jc +  3) х - \  х +  3 х~ +  2х +  3 

Nom a’ lum koeffitsientlami topishda х ning bir xil darajalari oldidagi 

koeffitsientlami solishtirish o ‘m iga jc o ‘zgaruvchiga bir nechta (noma’ lum 

koeffitsientlar soniga teng) qiymatlar berib, noma’ lum koeffitsientlarga nisbatan 

tenglamalar sistemasini hosil qilish mumkin. Bu metod xususiy qiymatlar metodi

deb yuritiladi. Bu metod ayniqsa ratsional kasr mahraji ildizlari sodda va
& .(*)

haqiqiy bo'lganda qo‘ l keladi. Bundax ga shu ildizlarga teng qiymatlar berish qo'lay 

bo'ladi.

9.26-misol. 4.:~— ni sodda kasrlarga aj rating. 
jc  - 4 jc

Yechish. (8) formulaga ko'ra 

4 x2 +  16x —8 4x2 + 16x- _ A
x(x + 2 ) (x - 2 )  x x + 2  x - 2

В С 
• + ■

jc  -  4x

Ushbu tenglikning o'ng tomonini umumiy mahrajga keltiramiz va suratlarini 

tenglashtiramiz:

4 jc2+ 1 6 x -8 = . /4 (x + 2 ) ( x -2 )+ Z ? jc( x - 2 ) + C x ( jc+ 2 ) .

x ga ketma-ket jc= 0, jc= -2  va x=2 qiymatlar berib quyidagini hosil qilamiz: 

jc = 0 - 8  =  -4 A l Г /4=2 , 

x - - 2  -24  = S b \= > \b  = -3 , 
x = 2  40 =  8C || \ c  = 5.

Shunday qilib,

4x“ +1 6 jc —8 3 5
■ + •

x (x + 2 ) ( x - 2 ) x x + 2  x - 2
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B a ’zi hollarda yuqorida ko'rilgan ikkala metoddan birgalikda foydalanish 

ham mumkin, ya’ni noma’ lum koeffitsientlarga nisbatan tenglamalar sistemasini 

hosil qilish uchun x ga bir qator xususiy qiymatlar berish va x ning oldidagi 

koeffitsientlami tenglashtirish mumkin.

Endi ratsional kasr funksiyalami integrallash qoidasini keltiramiz. Ratsional 

kasmi integrallash uchun quyidagi ishlami bajarish lozim:

1) agar qaralayotgan P'S?) ratsional kasr noto'g'ri (n>ni) bo'lsa, u holda uni
Qm(x)

ko‘phad va to'g'ri ratsional kasr yig'indisi ko'rinishda ifodalab olamiz:

£ , ,( * )  Q M

2) agar qaralayotgan ratsional kasr to'g'ri (w <m) bo'lsa, u holda uni
QJx)

(8) formula yordamida sodda kasrlarga yoyyamiz;

3) ratsional kasr integralini uning butun qismi va sodda ratsional kasrlar 

integrallari yig'indisi ko'rinishida yozib olamiz va har bir integralni hisoblaymiz.

Noma’ lum koeffitsientlami topganimizdan keyin ratsional kasmi
6L(*)

integrallash masalasi yuqoridagi ayniyatda qatnashgan sodda kasrlami integrallash 

masalasiga keltiriladi.

f x3 +1 ,
9.27-misol. J —---- integralni hisoblang.

Yechish. Integral ostidagi funksiya to'g'ri kasrdan iborat. Uni quyidagi 

ko'rinishda yozib olamiz:

Xs + \ Л В С D  
■ = — + ----- + -------- -  +  •

x ( x - l )  x x - 1  ( x - l ) : ( x - 1 ) 3

Bundan x3+l=A(x-J)3+Bx(x-1)2+Cx(x- 1)+Dx kelib chiqadi. Endi x 

o'zgaruvchiga 0, 1, 2 va -1 qiymatlar berib, quyidagi tenglamalar sistemasini hosil 

qilamiz:
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-А = 1,
D= 2,

' A + 2B  + 2C + 2 D = 9, 

{ -% A -4 B + 2 C -D  = 0.

Bundan A=-l, B=2, C= 1, Z)=2 ni topamiz.

x3 + l ■t/x
X

dx dx dxr x + i  rax Г ax г ax r ax
Demak, ---------r</x =  -  —  + 2 ----- + --------- + 2 \ ------- r =

x(x  — 1)  ̂ X V r- 1  M r  —IV J (y — П3x - 1  J ( x - l ) J (x-1)

= — In |x| +  21n|x —1|---- -̂-------- —̂t + C .
11 1 1 x - 1  ( x - 1 ) 2( x - 1  Y

9.28-misoI. /=  f x — -d x  integralni hisoblang.
J x - 4 x

Yechish. Integral ostidagi kasr-noto‘g ‘ ri kasr. Uning butun va to‘g ‘ri 

qismlarini ajratib olamiz:

4x2 + 16x - 8x 5 +  x 4 — 8 
x 3 -  4x

=x‘ + x + 4 + -
x (x - 2 ) (x  + 2)

To‘g ‘ ri qismi *  —-  ni sodda kasrlarga ajratamiz (qarang 9.26-misol),
x  -  4x

x 3 — 4x 

Bundan

/=

x  x + 2  x - 2
tenglikka ega boiam iz.

f[ 2 , л l  5 5 ] , X X' rdx t dx r dx
II X + X + 4 + ---------- + ------  mX — — i----- h4x + 2 1-----3 ------ + 5  ------ =
■4 x x + 2  x - 2  I 3 2 ' x ■* v + 9  J r  —?

dx
x + 2

dx
x - 2

— —  + 4̂ “ + 4x + 2 l n |x |—3 1 n |x + 2 |+ 5 1 n |x  —2 |+ ln C  = —  + — + 4x +

+ln
C x \ x - 2 f

(x  +  2 У

9.29-misoI. — dx integralni hisoblang. 
J x - 8
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Yechish. Integral ostidagi funksiya to‘g ‘ ri kasrdan iborat. Uni sodda kasrlarga 

ajratishni 9.24-misolda ko‘rgan edik. Shu yoyilmadan foydalanib integralni 

hisoblaymiz:

f - r — 'dx-J -r _ 8

J Bx + C
A = ~, 

3

B = C = -  
3

( x - 2 ) ( x : + 2x + 4) J U - 2  x2 + 2x+ 4

= ~ } ~ ~  +  | | - T 2 ir+ 2  d x = - ln \x - 2 \ + - j d ^\ + 2x + 4) = - \ n \ x - 2 \
3 x - 2  3 J x + 2 x + 4 3 1 1 3 J x + 2 x + 4 3 1 13 J x - 2  3 j x 2 + 2 x  + 4  3 ' 3 3 x 2 + 2 x +  4 3

+ -  In | x2 + 2x +  4 1 +  ~  In С. =  In | (C (x  -  2)(x2 + 2x +  4))5 |= In tJC(x3 -  8).

9.30-izoh. Integrallami hisoblashda har doim ham tayyor sxemalardan 

foydalanishga harakat qilavermaslik kerak. Xususan, yuqoridagi misolda

x~dx = - d ( x 3 -  8) ekanligidan foydalanish mumkin edi. U holda f— __dx=
J  J v 3_ 1

1 г</(х3- 8 ) ^  1, , з , 1  /-----------
3 J dx = -  In IX3 -  8 1 +  -  In С =  In ̂ /C(x3 -  8) .

Mashq va masalalar

Sodda kasrlami integrallang (40-47)

9-40./

9 -4 2 /

4 dx 
x+3'

1 1  dx 
(x+2)3' 
(x+6  )dx

9-41./
J (x —l)

9-43. /
dx

x 2—2x+17 
dx

9-44 /

9-46 f
J (x2+ l )3

Integrallami toping (48-53):

9 -4 5 /

9-4 7 f e

X2+10x +29

(4x-l)dx  
x2+ x + l 

dx
(x2—4X+29)2

9 -4 8 /

9-5 0 /

2x —3
(x-5)(x+2)

dx 
x 4+x2 ’

dx. 9-49. /•> r2 —
x +2

x 2—6x+S
■dx.

951  j z Z i g + d x .  
J X3—4x
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9- 52. 1 9-53 r I f ± ^ t E 2 lz I Z dx,
x —8 J (xz+9)(x2+x-2 )

6-§. Trigonometrik ifodalarni integrallash

Kelgusida R(u,v,...,w) kabi belgilashdan foydalanamiz. U u,v,...,w larga

nisbatan ratsional funksiyani, ya’ni u,v.....w va haqiqiy sonlar ustida chekli sondagi

to‘ rt arifmetik amalm bajarish natijasida hosil boMgan ifodani anglatadi. Bu yerda u, 

v, ...,w lar harf, ifoda boMishi mumkin.

/Г 2 _
Masalan, R(u,v)= и va v larga nisbatan ratsional funksiya;

3u +  4vJ — 1

R{x,sfx,ljx)= ^  + x \fx  larga nisbatan ratsional funksiya; 
x + 3yx

i?(sinx,cosx) =  --3sinx + cos x sinx va cosx larga nisbatan ratsional funksiya
3 — sin ' x + 2eosx

boMadi.

x + 4\[x — 3 ifoda x ga nisbatan ratsional funksiya emas, chunki ifodada x dan 

ildiz chiqarish amali ham ishtirok etmoqda. Lekin x, Vx larga nisbatan ratsional 

funksiya boMadi.

/  =  Jft(sinx,cosx)c&  integralni qaraylik. Ushbu integralni hisoblash uchun

x
umumiy usul mavjud. Haqiqatdan ham, t = tS ~  almashtirishni bajarsak,

, 2d, 1-,= . 2« f  2, 
x =  2arctgt, dx = ------  cosx = --------^  = ------  s m x = ------ £—=  ■

1 + ' ”  l + ^ i  1 + ' ! ' i + rg ! -  I + , i
2 2

kelib chiqadi. Bu ifodani integralga qo‘ysak,

r r n,  2/ l - / \  2dt f _ . . .
=  I  <T 7 ? ' T 7 7 ) ' 1 7 7 = i R'(l)d'

hosil boMadi. Bunda/? o ‘z argumentlarining ratsional funksiyasi boMgani uchun Ri 

ham ratsional funksiya boMadi. Demak, berilgan integral ratsional funksiyalami 

integrallashga keltiriladi.
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9.31-misol. [— ——  ni hisoblang 
■* 1 + s in *

x
Yechish. Bunda tg — = t almashtirishni bajaramiz. U holda

f ^x ~ f * -  f ,
•Ч + sin x v  2/ l +  /2 -4 + 2 t + r  J1 + - = -  - ( '+ ! )  / + 1 l + t g -

l + t 2 й 2

boMadi.

x
Shuni ta’ kidlash kerakki, t — tg — universal almashtirish yordamida 

f dx
---------- — -------  ko‘ rinishdagi integrallami hisoblash osonlashadi.

J a c o sx + fts in x  + c

n  -* • f  t/Y9.32-misol.  integralni hisoblang.
J 9 +  8 c o sx +  sinx

x
Yechish. tg — = t almashtirishdan foydalanamiz. U holda 

f______ ^ ______ - r  2 dt t 2 di

{ i+ t 2 i + s  i
9 +  8 co sx  +  sin x J f  8(1 —f2) 2/ A b 2 + 2/ +  17

x
_ -(• c / ( f + l )  1 t + \ _ 1 ^ 2  + 1 ^— 2 —----------- =  —arctg----- +  С =  —arete — “---- + С .

J (r+ 1 )2 +16  2 * 4  2 4

K o ‘pgina hollarda bunday universal almashtirish murakkab ratsional 

funksiyalami integrallashga olib keladi. Shuning uchun, ba’zi hollarda boshqa 

almashtirishlardan foydalanish ancha qulay boMadi.

a) R(sinx, -cosx)=-R(sinx, cosx) boMsa, u holda sinx=t almashtirish bajariladi. 

Agar R(-sinx, cosx)=-R(sinx, cosx) bo lsa, u holda cosx=t almashtirish 

bajariladi. Nihoyat,

R(-sinx, -cosx)=R(sinx, cosx) boMsa, u holda tgx=t almashtirishdan 

foydalaniladi.

dx 
cos4*

r dx
9.33-misol, ---- 7 integralni hisoblang.

J  r * n c  V
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Yechish. Bu holda integral ostidagi funksiya uchun 

R(-sinx, -cosx)=R(sinx, cosx) 

shart bajariladi, tgx^t almashtirishdan foydalanamiz. Natijada

J  -  d-4- = J(1 + tg2x)d(tgx) = J(1 + t 2)dt = t + — + С = tgx+ + С bo‘ ladi. 
cos x 3 3

b) /  = Jsin''x- cos'" xdx integralni qaraylik. Bunda m, n- butun sonlar. 

Quyidagi uchta holni ko‘ramiz:

1) m va n lardan hech boMmaganda bin toq son bo‘lsin. Masalan, m- toq son, 

ya’ni m=2k+\, /г-butun son. U holda t=sinx, dt=cosxdx, cos2kx=(l-sin2x)k=(\-t2)k 

almashtirishlar natijasida

7 =  Jsin" x- cos'" xdx = J s in "x c o s2* xcosxrf* =  J/"- (1 — t2)kdt bo‘ ladi.

Demak, t ga nisbatan ratsional funksiyaning integraliga ega boMamiz.

9.34-misol. J  sin4 2x- cos3 Ixdx integralni hisoblang.

Yechish. |s in 42x-cosJ2xrfx: = Jsin4 2x ( l - s in 2 2x )cos2xrt!)c =

= — J f 4(l — t')dt = — — ~ ^ 7 + С = 2x —— sin7 2x + C kelib chiqadi.

2) m va n musbat juft sonlar boMsin, ya’ni m=2s, n=2k, s, k- natural sonlar. 

Bu holda ushbu

2 l + cos2x . 2 l - c o s 2x
cos x = -------------, sin x = ------------- , sin2x = 2 sin xcosx  formulalardan

2 2

foydalanish maqsadga muvofiqdir. Bu formulalar orqali sinx va cosx laming

darajalarini pasaytirish mumkin boMadi.

9.35-misoI. Jsin4 x cos2 xdx ni hisoblang.

Yechish. Jsin ’x- cos2 xdx = Jsin2 x (sin xcosx)2dx =

= f —( l - c o s 2x)(— s\n2xfdx=  -  [sin 2 2xdx~-  [sin 22x- cos2xdx- 
3 2 2 8 J 8 J

=■— f  (1 -  cos 4x)dx — — f sin2 2xd(sit\ 2x) = —  x - — sin 4x - — sin3 2x + С . 
16s 16J 16 64 48
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3) Agar m va n lar juft sonlar bo'lib, ulaming kamida biri manfiy bo'lsa, 

yuqorida bayon qilingan usul maqsadga olib kelmaydi. Bunda tgx t almashtirishni 

bajarish lozim bo'ladi.

c) jig"xdx, jctg"xdx, n -natural son, n> 1 ko'rinishdagi integrallar mos 

ravishda tgx=t va ctgx=t almashtirishlar yordamida hisoblanadi.

Masalan, tgx=t, x=arctgt, dx = ---- - almashtirishlami bajarsak,
1 + r

f tg'‘xdx = f ——-d t  hosil bo'ladi. Demak, berilgan integral ratsional funksiyani 
J J 1 + 1 ~

integrallashga keltiriladi.

9.36-misol. ^tg'xdx ni hisoblang.

Yechish. Yuqoridagi almashtirishlami bajarsak,

f tg' xdx = f - t—jd t  =  f (f3 -  / +  -4 —  )dt =  -—  — +  -  f + ^  =
J J l + f 2 3 t 2 + 1 4 2 2 J t 2 + 1

=  ! : . £ + V  +  i) + c ^ i + i i n ( ^ + i ) + c
4 2 2 4 2 2

hosil bo'ladi.

d) J s in /гх- cosmxdx, Jcosm :-cos/ra*£c, Jsinnx-sin/mx/x: 

ko'rinishdagi integrallami hisoblash uchun ushbu

sinm: cosmx -  — (sin(« -m )x  + sin(w + m)x), 

cos nx ■ cos mx =  — (cos(w-m )x +  cos(/i +  m)x), 

sin их sin mx =  ^(cos(w -  m)x -  cos(n +  m)x),

formulalardan foydalanib, berilgan integrallami yig'indining integraliga keltirish 

mumkin.

9.37-misol. Jsin5x- cos3xtfr ni hisoblang.

Yechish. Jsin5x- cos3xflfr =  ^ J*(s in (5 x -  3x )+  sin(5x+ 3x))&  =
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=  — f s in 2 x + -  fsin8xc/x =  - —c o s 2 x - — cos8x + C 
2 J 2 J 4 16

Mashq va masalalar

Integrallami toping (54-69):

9-54 f
J  CO S X

9 -5 6 /
dx

5 + 4 sin x ' 
dx

2sinx-co sx+5

dx
5sinzx-3cos2x+4

dx

9-58. /  —J 9 oi

9-60 , /

9-62. Г , .
J  l + 3 c o s 2x

9-64./ s in 5*  dx. 

9.66
^  COS7 X

9-68. /  s in 6*  dx.

9-57./ 

9-59. /

dx.
2-sin  a:
2 +cosx 

1 +sin x 
(l+cos x) sinx 

dx

dx.

9-61./ ——7— — — .4smzx+9cos2;c

9-63./J sm*x
9-65. /  s in 4x • c o s5x dx. 

9 .67  f sin*xdx'
J cosx

9-69./ s in 2x ■ cos*xdx.

7-§. Sodda irratsional funksiyalami integrallash

Har qanday ratsional funksiyaning boshlang‘ich funksiyalari elementar 

funksiya bo‘ lishini va ulami hisoblash usullarini ko‘ rib chiqdik. Lekin har qanday 

irratsional funksiyaning boshlangMch funksiyalari elementar funksiya 

boMavermaydi. B iz hozir boshlangMch funksiyalari elementar boMadigan ba’zi bir 

sodda irratsional funksiyalami integrallash bilan shug‘ullanamiz. Ular asosan biror 

almashtirish yordamida ratsional funksiyaga keltiriladigan funksiyalardir.

ko‘rinishdagi integrallar.

Bu integral x=f, bu yerda s 0h .^h .t Щк. kasrlaming eng kichik umumiy
«1 «2 «*

maxraji, almashtirish natijasida ratsional funksiya integraliga keltiriladi.

..... t r> )sr'd i
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л . . Г 'Jxdx
9.38-misol. J —j=— jj=  ni hisoblang. 

v  x — у/ x

Yechish. 1/2 va 1/3 kasrlaming eng kichik umumiy maxraji 6 ga teng 

bo lganligi sababli x=f almashtirish bajaramiz. U holda dx^et’dt bo‘ Iadi.

Г \ f x d x  г t 1 6 i s , i  t 6 r  ,  I

f c / r f c ' i , = 6 ! — 1 d , - 6 ! ^ + ' + ? + t > < * =

6 3 /-
= t6 + — /5 + — / 4 + 2/? + 3 r  + 6/+  6 l n | / - l |  + C  = x +  —yfx* +

5 2 1 1  5

+ -V -r2 + 2>/x + 3-Vx + 6^/T + 61n|V r-1| + С 

7.2.1=1 R a x + b f  ( ax+ b y  j
d  j  ’"'\~cx + d  ' I k0‘ rinisW agi integralk cx + 1

Bu integralda R-o ‘z argumentlarining ratsional funksiyasi, a, b, c, d  lar 

haqiqiy sonlar va (X̂ , О С ratsional sonlarbo‘ lib, ulaming eng kichik umumiy

maxraji m va a d -  be *  0 bo‘ lsin. (Agar ad-bc=0 boMsa, u holda ~ -  b =const va

R

cx + d

Г ax+ b  Y ‘ f a x  + /> Y " l  
\ c x +  d  j ’ ' " \ c x  + rf J I if° d a *  ёЭ nisbatan га^ опа1 funksiya bo'ladi).

Quyidagi

Jax + b ax + b 
t= ------ - yoki Г ~ --------

\  cx + d  cx + d

almashtirishni kiritamiz. U holda

t d -b  m(ad -  Ac)/'""1 dtx = ------ - va dx= -----------——
a —ct (a -c tm)

bo ladi. Natijada, berilgan integral I ga nisbatan ratsional funksiyani integrallashga 

keltiriladi, ya’ni

/ = f «  л " - ь r . . l m ia d - bc)r ' 
a - c T ..............  7 (a -C l”)1

dt.
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Bundan aw al R ning argumentlari irratsional ifodalardan tashkil bo'lsa, endi 

argumentlar ratsional va butun ratsional funksiyalarga keltirildi.

Qisqacha qilib yozsak, I=\.Ri(t)dt, bunda R,(t) - ratsional funksiya. A w al 

olingan natijalarga ko'ra bunday integral elementar funksiyalar orqali lfodalanadi.

d x9.39-misol. /=  { - 7= — j = =  integralni hisoblang.
y/X+] -\JX +  1

Yechish. Integral ostidagi funksiya R(x,>]x + \ ,s jx + 1) ko'rinishdagi 

funksiya bo'lib, bu yerda , a 2= ~ .  Bu kasrlaming eng kichik umumiy

mahraji w=6. U  holda^=x+l, x = f - l ,  d x ^ d t ,  J x + l^ t3, V*+7=^alm ashtirishlar

6 d t  /jy
bajarib, quyidagi —7^= ^ 7 — 1 integralga kelamiz. Natijada

1  = б |  (t2+ t + \ + - l - ) d t  = 2t’ + 3t2 +  6r + 6 1 n [r - l |+ C  =

= 2\Jx + 1 + 3 yjx +1 +  6 \Jx +1 +  61n I \Jx +1 — 11+C bo'ladi.

Mashq va masalalar 

Integralni toping (70-73):

9-70^ f e

9'721щ Ы Ь ш  9-7 3 / т ^ г f

9-74. I =  /  R [x ,\lax 2 +  bx +  с 'jdx integralni, agar

a) a <  0 va ax 2 +  bx +  с kvadrat uchhad a ,/?  haqiqiy ildizlarga ega bo'lsa, 

u holda yJax2 +  bx +  с =  (x — a ) t  almashtirish;

b) a >  0 bo'lsa, V a * 2 + bx +  с =  t -  x\[a  yoki V a * 2 +  bx +  с =  t +  xyfa 

almashtirish;

c) с >  0 bo'lsa, л/ax 2 +  bx +  с =  x t +  y[c

t ga nisbatan ratsional funksiyaning integraliga keltirish mumkinligini isbotlang. 

Yuqoridagi almashtirishlar Eyler almashtirishlari deyiladi.
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9-75. Ushbu / =  /  x m • (a  +  bxn)pdx  integral berilgan boMsin, bunda m, n. 

p  -  ratsional sonlar, a v a b -  haqiqiy sonlar. a +bx" binom (ikki had) boMgani tufayli 

integral ostidagi ifoda binomial differensial deb aytiladi. Binomial differensialga 

bogMiq quyidagi teorema o ‘ rinli.

Teorema. (P.L.Chebishev teoremasi). Quyidagi uch holdagina binomial 

differensialning integrali elementar funksiya boMadi.

1 -hoi. p  -  butun son;

2-hoi. p =  -  kasr son, lekin - butun son; s n

Ъ-hol. p =  - va - kasr sonlar, lekin + p - butun son.s n n

Ushbu uch holda binomial differensialning integrali elementar funksiya 

boMishini koMsating. Ko'rsatma. 1-holda p  butun son boMsa, m va n kasrlaming 

umumiy mahraji к ni topib, almashtirishdan foydalaning.

2-holda a +  bxn = t s almashtirishdan foydalaning.

3-holda a +  bxn =  t sxn almashtirishdan foydalaning.
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X  BOB. ANIQ INTEGRAL

1.1. Y uza haqidagi m asala. [a;b] kesmada uzluksiz va nomanfiy f(x) 

funksiya berilgan boisin. y=f(x) funksiyaning grafigi, Ox o‘q, x=a  va x=b to‘g ‘ri 

chiziqlar bilan chegaralangan tekis figura aABb egri chiziqli trapetsiya deb ataladi.

Hususiy holda A bilan a nuqta yoki В va 6 nuqtalar ustma-ust tushishi ham 

mumkin, yoki har ikki hoi bir vaqtda yuz berishi mumkin. Bu hollarda ham 

qaralayotgan figura egri chiziqli trapetsiya deb yuritiladi.

l-§. Aniq integral tushunchasiga olib keladigan masalalar

59-rasm

aABb egri chiziqli trapetsiyaning yuzini topish talab qilinsin. Buning uchun 

[a; b] kesmani

a =x0 < X 1 < X 2 < . . . <x„=b 

nuqtalar yordamida n ta boiakka bo‘lib va bu nuqtalardan Oy o ‘qqa parallel tolg ‘ ri 

chiziqlar o ‘ tkazib, aABb egn chiziqli trapetsiyani n ta kichik egri chiziqli 

trapetsiyalarga bo'lamiz. Endi har bir [**-/,**] kesma ichida ixtiyoriy %k nuqta 

olamiz. Har bir trapetsiyada asosi [ *ы Л ]  va balandligi / £ * )  boMgan to‘g ‘ ri 

to‘trburchak chizamiz. Bu to‘g ‘ri to‘trburchaklaming yuzalari

255



f(Zk)(xirXk-i) =f(Zk)Axk, k=\,2,...,n 

bo‘ ladi. To‘g ‘ ri to‘rtburchaklar yuzlarining yigMndisi esa

*=i

orqali belgilaymiz. Agar Л -  max Лхк deb belgilasak va X -*0  boMsa, (bu holda [a;b]
isfcs«

ni mayda boMaklarga boMishlar soni n cheksiz o'sadi) Sn ifoda egri chiziqli trapetsiya 

yuzigatoborayaqinlashaboradi. Shuning uchun egri chiziqli trapetsiyaningyuzi deb

k=l

ni qabul qilish tabiiydir.

1.2.0‘zgaruvchan kuch bajargan ish haqidagi masala. Faraz qilaylik, jism  

Ox o ‘q bo‘ylab Ox o‘qdagi proeksiyasi x ning funksiyasi bo'lgan F=f(x) kuch 

ta’sirida harakat qilayotgan boMsin. Jism  shu kuch ta’sirida a nuqtadan b nuqtagacha 

harakatlanganda bajarilgan ishni topish talab qilinsin.

Buning uchun [a;b] ni n ta boMakka boMamiz:

a=x0<xi<x2< ...< xn-i<x„=b. [**./,**]  boMakdan ixtiyoriy gk nuqtani tanlab 

olamiz va shu boMakda jism ga ta'sir etuvchi V\\chri\ f(£k) ga, uning bajargan ishini 

M 0 ( * k  ~Xk-1)  =№ к)Дхк 

ga teng deb qaraymiz. U holda F=f(x) kuchning [a;b] da bajargan ishi taqriban
n n

£  f ( g k)Ax;. ga teng boMadi Ravshanki, A = max Axk nolga intilsa, ^  f ( g t )Axk 
*=i K Sh t=i

bajarilgan ishni aniqroq ifodalaydi va uni Л = П т У  f(£,)Axt deb olish mumkin.
K=l

Shunday qilib, yuqoridagi ikki masalani yechish ushbu

t=l

koMinishdagi yigMndining limjtini hisoblash masalasiga olib keldi, Shunga o ‘xshash 

ko‘pchilik geometrik, mexanik va h.k. masalalar shunday yigMndilarning limitini 

izlashga keltiriladi.
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Aytaylik, f(x) funksiya [a;b] da aniqlangan bo‘ lsin. [a;b] kesmani 

a=x0< x/< x2< ...<xn—b 

nuqtalar bilan n ta bo‘ lakka bo‘ lamiz. [a;b] ni bo‘ luvchi bu sonlar to‘plamini [a;b] 

ning bo ‘linishi deb ataymiz va t„ bilan belgilaymiz:

тп={дго, xi, x„\ a=x0< xt< x2< ...<x„=b}.

Har bir elementar (k= l,2 .....n) kesmada bittadan ixtiyoriy £k nuqta

tanlab, shu nuqtalarda funksiyaning ) qiymatlarini hisoblaylik va quyidagi 

y ig ‘ indini tuzayhk:

( * )
t=i

bu yerda Ах*=х*-х*_\ [x*-/,**] (k=J,2.....ri) kesmaning uzunligi.

Ushbu (1) yig‘ indi f(x) funksiyaning [a;b] dagi integralyig indisi deb ataladi. 

[a:b] ning boMinishlari r„ va har bir [х ы л ]  kesmadan %k nuqtalami tanlash 

usullari cheksiz ko'p bo‘ lganligi sababli f(x) ning [a;b) dagi (1) integral yig‘ indilari 

to‘plami cheksiz to‘plam boMadi. X=m ax Ax* belgilash kiritamiz.
lSltSn

10.1-ta’ r i f  Agar X nolga intilgandaf(x) ning [a;b] dagi (1) integral yig‘ indisi 

chekli I limitga ega bo‘ lib, bu limit [a;b] ning r„ bo‘ linishlariga va %k nuqtalarini 

tanlash usuliga bog‘ liq boMmasa, o ‘ sha I limit f(x) ning [a;b] dagi aniq integrali 

deyiladi va u

\f(x )d x
a

orqali belgilanadi:

ь
lim £  / ( &  )bxk= \ f (x ) d x

Ar=l a

Bunday holdaf(x) funksiya [a:b] da integrallanuvchi (yoki Riman m a’nosida 

integrallanuvchi) deyiladi.

2-§. Integral yig‘ indi, aniq integralning ta’ rifi
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Bu yerda ham aniqmas integraldagi kabi f(x)dx integral ostidagi ifoda, ffx)- 

integral ostidagi funksiya, x - integrallash о zgaruvchisi deb ataladi, a vab  esa mos 

ravishda integrallashning quyi va yuqori chegaralari deyiladi.

belgilanishiga o ‘xshash. Bu tasodifiy emas. Aniq integralni hisoblash shu integral 

ostidagi funksiyaning aniqmas integralini hisoblashga keltiriladi, ularmng 

belgilashlarimng o ‘xshashligi integrallash formulalarini eslab qolishni 

osonlashtiradi. Ammo aniq integral bilan aniqmas integral orasida muhim farq 

mavjud: ffx) funksiyaning [a;b] kesmadagi aniq integrali biror sondan iborat, shu 

funksiyaning aniqmas integrali esa uning barcha boshlangMch funksiyalarini 

ifodalaydi. Shu sababli bular turli tushunchalardir.

Aniq integral tushunchasiga olib kelgan birinchi masaladan aniq integrating 

geometrik m a’nosiga kelib chiqadi: geometrik nuqtai nazardan nomanfiy 

funksiyaning aniq integrali son jihatdan shu funksiyaga mos egri chiziqli 

trapetsiyaning yuziga teng boiadi.

10.2-teorema. Agar ffx) funksiya [a; b] da integrali an uvchi boMsa, u holda bu 

funksiya [a;b] da chegaralangan boMadi.

Isbot. 0 Teskarisini faraz qilaylik. U holda ffx) funksiya [a;b] kesmaning r„ 

boMinishiga mos (k=\,2 ,...,n ) kesmalaming hech boMmaganda birida

chegaralanmagan boMadi. Masalan, funksiya [xj.i,xj\ da chegaralanmagan boMsin. 

Integral yigMndini quyidagicha yozish mumkin:

ь

Aniq integrating belgilanishi shu funksiyaning aniqmas integrali
a

3-§. Aniq integral m avjud boMishining zaruriy sharti

S(TH)= A +ff^ )A xj,

bunda
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1Д£ )Адгу| >И |+ — tengsizlik o'rinli bo‘ladi. U holda 
Л

\S(tJ\ =\A+f(Zl)AxJ\ к № ,)Д*,\-\А \ >И 1+ J  M \ - j

Demak, Л-> 0 da S(rJ-teo  bo'ladi va bundan integral yig'indining chekli 

limiti mavjud emasligi kelib chiqadi. Bu esa f(x) ning integrallanuvchi ekanligi ga 

zid boiadi. Bu qarama - qarshilik teoremani isbot qiladi. ♦

Shuni ham aytish kerakki, ba’zi bir chegaralangan funksiyalar 

integrallanuvchi bo'lmasligi ham mumkin, ya’ni funksiyaning chegaralanganligi 

uning integrallanuvchi bo'lishi uchun faqat zaruriy shart bo'lib, yetarli shart bo'la 

olmaydi. Masalan,

( 0, agar x irratsional bo' Isa,

|l ,  agar x ratsional bo'lsa

funksiya (Dirixle funksiyasi) [-1; 1 ] da chegaralangan. Shu funksiyaning kesmadagi

integral yig'indilarini olaylik. Agar har bir [jc*./, jc*] kesmada %k lar uchun faqat

ratsional nuqtalar tanlab olinsa,

S C O  =  £ / ( £ * ) •  Ax* =  X  1- Ax, =  2
*-=1 ih=l

bo'ladi.

Agar har bir [xk-i, x*] kesmada lar uchun faqat irratsional nuqtalar tanlab 

olinsa,

S ( tJ  = £  / ( & ) •  A x, = £  0- A x , = 0  •
t=i *=i

Demak, S(rn) integral yig'indining limiti nuqtalami tanlab olish usuliga 

bog'liqdir. Bu esa Dirixle funksiyasining integrallanuvchi emasligini ko'rsatadi.

[ x j . , , X j ] d a f( x )  c h e g a r a la n m a g a n l i g i d a n  s h u n d a y  £  e  [ x j . i , x j ]  n u q ta  m a v ju d k i ,
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ffx) funksiya [a;b] da aniqlangan va chegaralangan boMsin. [a;b] ning biror xn 

boiinishini olib, quyidagi belgilashlami kiritamiz:

mk= in f f(x), Mk =  sup f(x) (1)
xlr_iC x ixk xt _tSx^xt

S(TrJ = Y  mkAxk, s  (rn)=  Y  MkAxk (2)
*=1 *=1

Bunda (2) yig‘ indilar mos ravishda Darbuning quyi va yuqori yig indilari deb 

ataladi. Funksiyaning chegaralanganligidan mk v a Mk ning mos kesmada mavjudligi 

ravshandir. Umuman aytganda, (2) y ig ‘ indilar integral y ig ‘ indi bo‘ lmaydi, chunki 

mk va Mk funksiyaning qiymatlari boMmasligi mumkin (agar ffx) uzluksiz funksiya 

bo"Isa, (2) yigMndilarffx) funksiyaning integral yigMndilari bo‘ ladi).

Darbu yigMndilarining uchta asosiy xossasi mavjud.

10.4-xossa. Har qanday r„ boMinish uchun

S(TrJ< S(Tr) < S  fjn) 

tengsizliklar o ‘ rinli boMadi.

Isbot. 0 Ixtiyoriy gke  uchun mk <f(%k)<Mk,

—= S  mkAxk <  £ / ( & ) A * *  < J^ M tAxk = S  .
*=l *=1 k=\

Shuni ta’kidlash lozimki, berilgan r„ boMinish uchun Darbuning quyi va 

yuqori yigMndilari yagona boMadi, lekin integral yigMndi, har bir qism kesmadan £k 

nuqtalami tanlash evaziga cheksiz ko‘p boMadi. ♦

10.5-xossa. [a;b] ning boMinish nuqtalari sonini oshirish natijasida quyi 

yigMndilar kamaymaydi, yuqori yigMndilar esa o ‘ smaydi.

Isbot. 0 [a;b] ning rn boMinishi uchun quyi yigMndi S, boMsin. Endi boMinish 

nuqtalami ortiramiz. Masalan, [x*./,xa] ni x  nuqta yordamida ikkiga boMamiz. Hosil 

boMadigan yangi quyi yigMndini £? deb belgilaymiz.

*-1 n
Sj=YamM i  + ^ Л х к+ £  mjAxj ,

M j=k+1

4-§. Darbu yigMndilari va ularning xossalari
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+мк'(х  -хк.,)+тк "(х/г х  )+  I  m Д х ,,
/=1 > t+ l

bunda nik -   ̂inf /w*" -  infJ(x).

M a’ lumki, to‘plamning aniq quyi chegarasi qism to'plamining aniq quyi 

chegarasidan katta emas. Buni e ’tiborga olsak, mk ’>m k, mk ” > mk va

mk'(x  -xk.,) +mk "(xr x  )  > mk( x  -xk.,) +mk(xk- x  ) mk(xk-xk.t)  =mkAxk 

munosabat o'rinli.

Demak, S2 > Si boMadi. ♦

Yuqori yig'indiga bog'liq boMgan hoi shunga o'xshash isbotlanadi.

10.6-xossa. [a;b] ning har qanday boMinishidagi quyi yigMndi har qanday 

boshqa boMinishdagi yuqori yigMndidan katta emas.

Isbot. 0 boMinishdagi yigMndilar Si va Si boMsin, r ih boMinishdagi

yigMndilami Sj va S', deb belgilaylik. Endi, va Tnг lardagi boMinish nuqtalami

birgalikda olib, yangi r„ boMinishni va unga mos S3 va S3 lami hosil qilamiz.

(II) ga ko'ra

Si <  S3 va S2 > S . ,

(I) ga ko‘ ra S3 < S 3. Shuning uchun

Si <  S3 < S} < S2 yoki Si <, S2.

Demak, quyi yigMndilar to'plami yuqoridan, yuqori yig'indilar to'plami esa 

quyidan chegaralangan bo'ladi. ♦

§-§. Aniq integralning mavjudlik sharti

Quyida integral mavjud bo'lishining zaruriy va yetarli shartni keltiramiz.

10.7-teorema. [a;b] kesmada aniqlangan va chegaralangan f(x) funksiyaning 

shu kesmada integrallanuvchi bo'lishi uchun

lim (S (r„ )-S (r ,,) )= 0  (1)
л-Н)
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shartning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. 0 YetarlUigi. (1) shart bajarilgan bo'lsin. A-»0 da quyi yig'indilar {Sn} 

ketma-ketligi limitga ega bo'ladi, chunki A-»0 da bo'linish nuqtalarining soni ortadi, 

natijada {£*} uchun Darbu yig'indilarining 10.5-xossasiga ko'ra

5 ,

o'rinli bo'ladi. Shu bilan birga 10.6-xossaga ko'ra Sn<S]y ya’ni {£,, }monoton 

o'suvchi hamda yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik. Demak, u limitga ega.

Shunga o'xshash, A.->0 da yuqorida yig'indilar ketma-ketligi { S n} ham 

limitga ega bo'ladi./fo) funksiyaning chegaralanganligi va (1) shartdan

0 = тп) -  S(rn)) =  limS(Tn)~  limS(Tn), limS(rn) =lim S(rn) = I
-̂►0 A-M) A->О Л-+0 A~>0

kelib chiqadi va bunda/-chekli sondir. U holda S ( r J < S ( r J < S ( r J  tengsizlikka 

ko'ra oraliqdagi o'zgaruvchi S(Tlt) ham o'sha limitga ega bo'ladi. Demak, chekli 

lim S ir  ) = /  limit mavjud ekan.Л-KJ w

Zawrligi. f(x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo'lsin, ya’ni UmS(T  ) =  /
Д->0 "

bo'lsin. Bu holda ixtiyoriy e  >  0 uchun shunday J > 0  son topiladiki, A < S  

bo'lganda |5(гя) —/ | < — bo'ladi. Yuqoridagi I limit integral yig'indi

£ (r ,)  =  X / (£ t )A x *  da qatnashgan %k nuqtalarni tanlash usuliga bog'liq 
*=i

bo'lmaganligi hamda mk va Mk lar f(x) funksiya qiymatlari to'plamining aniq quyi 

va aniq yuqori chegaralari bo'lganligi sababli

|S(r„)-/|s|<e , |S(r„)-/|<|<*

tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Bundan I - s  <S(Tn)<.S(Ttl) < I  + e  yoki A < 8  

bo'lganda |^ ( r „ ) - ^ ( r „ ) |< 2 f  kelib chiqadi. Oxirgi tengsizlik esa (1) shartning 

bajarilishini ko'rsatadi. ♦
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10.8-teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda 

funksiya shu kesmada integrallanuvchi bo'ladi.

Isbot. 0 Kantor teoremasi ga ko'ra f(x) funksiya [a;b] kesmada tekis uzluksiz 

bo'ladi, y a ’ni ixtiyoriy e>0 uchun shunday 5X ) son topilib, \x’-x "|<5 tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi va [a;b] kesmaga tegishli bo'lgan barcha x \ x ” lar uchun 

\f(x)-f(x”)\<e 

tengsizlik o'rinli bo'ladi.

f(x) funksiya har bir [х*./,**] da uzluksiz bo'lgani uchun Veyershtrassning 2- 

teoremasiga ko'ra shunday g k e [х*-/.**] va g ” e  nuqtalar to p ila d ik i,/^ '

)=mk, f (£ k”)==Mк bo'ladi. |^ ' —%*| <Xk-Xk-i<A tengsizlik o'rinli. Agar A<S deb

olsak, tekis uzluksizlikka ko'ra | / ( ^ t')  — / (£ *" ) | < e  bo'ladi. Bu holda

0< S  - S  =  £ ( Mk - mk)Axk = X  I / 1 (£k Л ь  ' )\Ax* < e 1 L Ax* = £ (b ~ a '> ■ 
t = l  *= 1  ‘ ' i = l

Shunday qilib, A<<5bo'lganda

0 < S  — S<e(b-a)

bo'lib, £>0 ixtiyoriy bo'lganidan lim(iS — £ ) = 0  tenglikning, ya’ni funksiya
л - »0

integrallanuvchi bo'lishining zaruriy va yetarli sharti bajarilishi kelib chiqadi. 

Demak, f(x) funksiya [a:b] kesmada integrallanuvchi bo'ladi. ♦

1 +  x
Masalan, ushbu y=x2- l, y = -----  funksiyalar [1;2] kesmada integrallanuvchi

x

bo'ladi, chunki ular bu kesmada uzluksiz.

6-§. Integrallanuvchi funksiyalar sinflari
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Aksincha, y  = { л:’ V6  ̂ funksiya [0; 1 ] kesmada chegaralanmagan va
l[0, x =  0

uzilishga ega. Funksiya chegaralanmaganligidan uning [0; 1 ] kesmadagi integrali 

mavjud emasligi kelib chiqadi.

Yuqoridagi teoremaga asosan kesmada aniqlangan uzluksiz funksiyalar sinfi 

integrallanuvchi boMar ekan. Bu sinfni ma lum ma’noda kengaytirish mumkin. 

Buning uchun [a;b] da chekli sondagi uzilish nuqtalari ga ega boMgan chegaralangan 

funksiyalar sinfini ko‘rib oMamiz.

ffx) funksiya [a;b] kesmada chegaralangan boMsin.

A / = s u p / ( x ) ,  m =  inf f (x )  belgilami kiritib, quyidagi
*=[ajb] «М ]

°>[а,ь]=М - т

sonni f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi tebranishi deb ataymiz. U holda [x*./,'■**], 

k=l,2 ,...,n  kesmalardagi funksiyalaming tebranishini cou orqali belgilasak, cok=Mir 

mk va

S - S  = ± ( M k ~ mt )Axt = £ rok • Axk 
*= !  t= l

bo‘ lganligi uchun integral mavjud bo‘ lishining zaruriy va yetarli shartini

quyidagicha yozish mumkin boMadi:

10.9-teorema. Agar [a;b] da chegaralangan ffx) funksiya shu kesmada chekli 

sondagi uzilish nuqtalariga ega boMsa, u holdaffx) funksiya integrallanuvchi boMadi.

Isbot. 0 ffx) funksiyaning uzilish nuqtalari cu c2l ... , ck boMsin. Ixtiyoriy 

kichik £>0 olamiz va har bir uzilish nuqtasining uzunligi e dan kichik boMgan 

(c,-ei; Ci+si), (C2-e2; c2+e2), ... , {с̂ -Ек; ck+ek) 

atroflanni ajratib olamiz. [a;b] kesmadan bu oraliqlami chiqarib tashlasak, A:+l ta 

kesma qoladi. Ulaming har biridaffx) funksiya uzluksiz, hamda Kantor teoremasiga 

ko‘ ra tekis uzluksiz funksiya boMadi. Shuning uchun uzilish nuqtalami o ‘ rab oluvchi
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atroflaming tashqarisidayotuvchi oraliqlar uchun shunday >  0 mavjudki, ulardan 

olingan va | У - / | < ^ ,  tengsizliklami qanoatlantiruvchi va У' lar uchun 

f { ^ ) \< £  tengsizlik bajariladi. Endi J  =  min{^1,^1, f 2,...,£,it} belgilashni 

kiritib, [a;b] kesmani uzunligini 6  dan kichik bo'lgan Ax , j= \ ,  2, ... , n qismiy

oraliqlarga bo lamiz. Shunda 2 xil oraliqlarga ega boiam iz:

1) uzilish nuqtalarini o Lrab oluvchi atroflaming tashqarisida yotuvchi 

oraliqlar -  ularda funksiyaning tebranishi 0)} < e  bo'ladi.

2) ajratilgan atroflar bilan umumiy nuqtalarga ega bo'lgan oraliqlar -  bu 

oraliqlarda funksiyaning tebranishi М-/я=Ш[а;6] dan katta bo'la olmaydi.

n
Shunday qilib, n* yuqoridagi ikki xil qismiy oraliqlarga mos

j=i

ravishda guruhlab, ikkita yig'indiga ajratamiz:

/  f  

Bunda

^(Oj-Ax. < s { b - a ) ,
/  /

£ со.Axr < (M - m j^ A X ' < (M -m )3 k s
f  f

chunki 2-xil qismiy oraliqlardan (сг е/, Cj+£j) da to'la joylashganlaming uzunliklari 

yig'indisi ks dan kichik, qisman yotganliklariniki 2ks dan kichik bo'ladi.

Shuning uchun, agar Ax <S  bo'lsa,

^ ( 0^ < е ( ( Ь - а )  + Зк(М -т )), ya’ni Я =  max Ax - > 0  da
j  1

П

^ c) iAxi -> 0 va (1) shartga ko'ra f(x) funksiya berilgan kesmada integrallanuvchi
j=i

bo'ladi. ♦
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10.10-teorema. Agar ffx) funksiya [a;b] kesmada monoton boMsa, u shu 

kesmada integrallanuvchi boMadi.

Isbot. 0 Aniqlik uchun f(x) o'suvchi funksiya boMsin. Ixtiyoriy £>0 son olib, 

unga ko‘ ra 5>0 sonni quyidagicha aniqlaymiz: S = ------ - ------ .

So‘ngra [a.b] kesmani A =  m axA r^<£  bo‘ ladigan Tn bo‘ linishiga mos 

Darbuning quyi £ ( r „ )  va S ( j n) yuqori y ig ‘ indilarini tuzamiz. U holda

S (Tn) - S(Tn) = £ mkAxk = X ( / ( ^ ) ~ / ( ^ - i ) ) A * *  ^ 
i= l *=1

e
~ ~Т7ГЛ----(/(* *  > ~  /(**-. )> = f(  , ( / ( x , ) -  / ( x 0 ) +J ( 0 )  -  / ( « )  *=I f ( b )  -  f ( a )

■*"••• +  f ( Xn ) ~  f ( Xn-l )) = ------------- ( / ( x  ) — / ( x 0)) =

=  — —------- ( / ( * )  —/(< *) )= £  boMadi. Demak, funksiya integrallanuvchi
f ( b ) - f ( a )

bo‘ lishining zaruriy va yetarli sharti S(Tn) - S (тп)< £ bajariladi. Bu esa qaralayotgan 

funksiyaning integrallanuvchi ekanligini bildiradi. ♦

Chegaralangan va kamayuvchi funksiyaning integrallanuvchi ekanligi 

yuqoridagi kabi isbotlanadi.

10.11-misol >' =  ( x ’ funksiyaning [1,2] kesmada
1(2, x =  1

integrallanuvchi ekanligini asoslang.

Yechish. Bu funksiyaning integrallanuvchi ekanligini yuqoridagi

teoremalardan foydalanib asoslash mumkin.

Funksiya x= l nuqtada uzilishga ega, qolgan nuqtalarda esa uzluksiz. 10.9-

teoremaga ko‘ ra bu funksiya [1;2] da integrallanuvchi boMadi.

Shuningdek, berilgan funksiya [a;b] da kamayuvchi. Shuning uchun ushbu

funksiya 10.10-teoremaning hamma shartlarini qanoatlantiradi va integrallanuvchi

boMadi.
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10.12-izoh. Integrallanuvchi funksiyalar sinflarining soni faqatgina 

chegaralangan uzluksiz, chegaralangan va chekli sondagina uzilish nuqtalariga ega 

boMgan hamda chegaralangan va monoton boMgan funksiyalar sinflari bilan 

cheklanib qolmaydi. Uzilish nuqtalari sanoqli to'plamni (hadlari takrorlanmaydigan 

ketma-ketlikm) tashkil etadigan chegaralangan funksiyalar sinfi ham kesmada 

integrallanuvchi bo'lishini ko‘rsatish mumkin.

10.13-izoh. Agar a=b boMsa, ta’rifga ko'ra har qanday funksiya uchun ushbu

a
J /( *)< &  = o
a

tenglik o'rinli deb kelishamiz.

7-§. Aniq in te g ra tin g  xossalari

A w al aniq integralning tenglik bilan ifodalanadigan xossalarini qaraymiz.

b
10.14-xossa J 1 • dx = b — a .

Isb o t 0 Haqiqatan ham, bundaf(x)= 1 va ta’ rifga ko'ra

ь „
11- dx=  lim V  1- Ax, - h - a  bo'ladi. ♦
I
10.15-xossa. Agarf(x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo'lsa, u holda kf(x)

(k=sonst) ham integrallanuvchi va

ь b
|  kf (x)dx =  & J  /  (x)t£t
a a

bo'ladi.

n n b
Isbot. 0 Haqiqatan, \in)^lcf(^k)Axk =  к l i m ^ / (£*.) Axfc = k \f(x )d x .

k=1 k=I a

b b 
Demak, J kf \x)dx  mavjud va uning qiymati f(x)dx  ga teng. ♦

267



10.16-xossa. Agaifi(x) vaf2(x) funksiyalar [a;b] da integrallanuvchi bo'lsa, u 

holda fi(x)±f2(x) ham [a;b] da integrallanuvchi va

* b b 
J  (fi (x) ±  /2  (v)V*r =  J  /  (x)dx ±  J / 2 ( Jf )flbf
a a a

tenglik o'rinli boiadi.

Isbot. Bu xossa avvalgi xossa kabi isbotlanadi. Bu xossa qo'shiluvchilar soni 

chekli (ikkitadan ko'p) bo'lganda ham o'rinli bo'ladi.
b a

10.17-xossa. \ f (x )d x  = -^ f(x )d x , ya ’ni integrallash chegaralari o'mini
a b

almashtirsak, aniq integral ishorasini qarama-qarshisiga o'zgartadi.
b

Isbot. 0 \f(x)dx  integral a<b hoi uchun aniqlangan edi. Agar a>b bo'lsa, bu
a

xossa aniq integral ta’rifiga qo'shimcha sifatida qaraladi. Bu xossani quyidagicha

b a

talqin qilish mumkin: J  f(x)dx  va j  f{x)dx  integrallari ishorasi bilan farq qiladigan
a b

integral yig'indi laming limiti bo'ladi. ♦

10.18-xossa. (Aniq integrating additivlik xossasi) Agar f(x) funksiya uchun
e b b

j f (x )d x , j  f(* )dx , J  f(x )d x  mavjud bo'lsa, u holda quyidagi tenglik o'rinli
a a с

bo'ladi:

b o b

j  f(x)dx = J  f(x )dx  +  J  f(x)dx  (1)
a a с

Isbot. 0 a<c<b  bo'lsin. [a;b] ni shunday n ta bo'lakka bo'lamizki, c=xm 

bo'linish nuqtalaridan bin bo'lsin. U holda

*=1 k= 1 k=m+\

va ('ZkJAXk =  j / l ( x) dx> ) t e k = ] f (x )d x ,
*=1 a Л *■=! a
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П О

л™ X %к)&*к =  \  f ( х№х bo'lgani uchun bu yerdan (1) kelib chiqadi.
k~m+1 c

с b с

Agar a < b < с bo'lsa, u holda j f (  xjdx = j / (  xjdx + \ f (  x)dx
d a b  

b с с С b

bo'lib, bundan J f(x )d x  = ^ f ( x ) d x - j f ( x ) d x  = f f ( x ) d x + jf ( x ) d x  bo'ladi.
« a b a c

Shunday qilib, с nuqta [a;b] ning ichki yoki tashqi nuqtasi bo'lishidan qat’ iy 

nazar (1) tenglik o'rinli bo'ladi. ♦

Endi aniq integrating tengsizlik bilan ifodalanadigan xosslarini o'rganamiz.

10.19-xossa Agar [a;b] da f(x) integrallanuvchi va f(x)>0 bo'lsa, u holda
b

J/(x)£/xr>0 bo'ladi.
a

Isbot. О )>0 , b= 1,2,.,.,/j va Ax*=**-**-/ >0 bo'lgani uchun 

Y^f(%k)&Xk>0 bo'ladi. Bu
*= I

tengsizlikda limitga o'tsak
b

\f(x )d x =

kelib chiqadi. ♦

10.20-xossa. (Aniq integralning 

monotonlik xossasi) Agar [a;b] daf(x) 

va <p(x) lar integrallanuvchi va cp(x)<f(x) 

bo'lsa, u holda

b ь

f  0  (x)dx < j  f  (x)dx 60-rasm

bo'ladi.

Isbot. 0 [a;b] ning ixtiyoriy bo'linishi uchun (p{^k)<  f{^ k) , k= 1, 2, n.

Demak, ^ ( ^ J A x *  < £ / ( £ * ) Axk bo'ladi. Bundan
*=i *=i

269



60-rasmda yuqoridagi xossaning geometrik talqini berilgan. <pfx)<ffx) 

bo‘ lganligi sababli аАгВгЬ egri chiziqli trapetsiyaning yuzi aA/Bib egn chiziqli 

trapetsiyaning yuzidan katta emas.

10.21-xossa. Agar [a;b] daffx) uzluksiz bo‘lib,/fjcj>0 vaffx) aynan nolga teng

ь
boMmasa, u holda  ̂f{x )dx> 0 boMadi.

a

Isbot. 0 ffx) aynan nolga teng boMmaganligi sababli [a;b\ kesmada shunday 

E, nuqta topilib, bu nuqta uchuny(£)>0 boMadi. ffx) ning uzluksizligiga ko‘ ra£  ning 

shunday (a;P ) atrofi mavjudki, (a ,p )a[a;b] va bu oraliqmng barcha nuqtalari uchun

Ь a  p  b

ham ffx)>0 o ‘rinli boMadi. U holda J f(x )d x = jf(x )d x + [f(x )d x + jf(x )d x  va
a a a  p

b p

10.19-xossadan j f(x )d x > jf(x )d x  kelib chiqadi. ffx) uzluksiz boMgani uchun
a a

[or;/?] da u eng kichik qiymatga erishadi. Bu eng kichik qiymatni m bilan 

belgilaymiz. [<*;/?] daffx)>0 boMganligi uchun m> 0 boMadi. Shuning uchun

j  f{x )d x > ^ m d x = m (fi-o c ) >0,
a  a

b fi

va bundan J f{x)dx>^ f(x )dx > 0 kelib chiqadi. ♦
a a

10.22-izoh. Umumiy holda 10.19-xossadagi tengsizlik qat’ iy boMa olmaydi. 

Haqiqatdan ham,

f t  > J ° '  [ - l ;0 )w (0 ;l] ,
11. * = o

funksiya 10.21-xossadagi shartlami qanoatlantiradi. Shu bilan birga

I 0 1
I  f(x )dx  = |  f(x )dx  + J / (x)dx = 0 + 0 = 0,
-1 -1 0
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ya’ni J  J\x)dx > 0 (qat’ iy tengsizlik bajarilmaydi).
-i

ь

\f(x )d x > 0 boMishi uchm f(x) funksiya [a;b] kesmada 10.21-xossa shartlanni
a

qanoatlantirishi yetarli.

10.23-xossa. Agar ffx) funksiya [a;b] kesmada integrallanuvchi boMsa, u 

holda | / ( * ) |  funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi boMadi va

Ь b

\ f (x )d x  < J|/(x)|«fr
a a

tengsizlik o'rinli.

Isbot. Offx) funksiya [a;b] da integrallanuvchi boMsin. U holda ixtiyoriy e>0 

son olinganda ham shunday £>0 son topiladiki, X<5 boMgan har qanday Tn 

boMinishga nisbatan

S(T„ ) ~  £ (г„ ) =  X  < s
*=i

boMadi. Ravshanki, \ci',b\ lar uchun

tengsizlik o'rinli boMib, undan quyidagi

sup |/C O | - | / ( * 1 |  ̂  s u p |/ (^ )  - / ( У ) |  

tengsizlik kelib chiqadi. Demak, Ok<COk tengsizlik o ‘ rinli, bunda (0k - | / ( * ) |  

funksiyaning [дг*-/,**] dagi tebranishi. Natijada

Y daJkAxk <'£rokAxk <s

boMadi. Bundan esa | / ( * ) |  funksiyaning [a;6] kesmada integrallanuvchiligi kelib 

chiqadi.

Shuningdek,

I
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tengsizlikda >.—>0 da limitga o'tsak, izlanayotgan tengsizlik kelib chiqadi. ♦

10.24-izoh,f(x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo'lsa, u holda | / ( * ) |  ham 

integrallanuvchi bo'lishini ko'rib o'tdik. Bunga teskari bo'lgan xulosa, umuman 

aytganda, noto'g'ri bo'ladi. Masalan,

Г. 1 ,  agar x irratsional bo'lsa,
/ ( * ) H

[-1, agar x ratsional bo Isa

funksiya uchun

b b 

j\f(x )\dx  = $\dx = b - a ,
a a

Demak, [a;b} da | / ( * ) |  funksiya integrallanuvchi bo'ladi, lekin f(x) ningo'zi 

Dirixle funksiyasi kabi integrallanuvchi emas.

10.25-xossa. (Aniq integralni baholash) Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada

integrallanuvchi va m<f(x)<M  bo‘ Isa, u holda

ь
m(b~a)< ^f(x)dx<M(b-a) (2)

a

tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Isbot. 0 Shartga ko'ra ixtiyoriy 

xe [a;b] uchun m<f(x)<M. Bu tengsizlikka

10.20-xossani, so'ngra 20.15 va 20.14- 

xossalami tatbiq etamiz:

b b b 

J  mdx <  J / (x)dx <  |  Mdx,

D O  D

m^dx<,^f{x)dx<.M ^dx, 61-rasm
a a a

b

m(b-a)< |  f(x)dx<M(b-a). ♦
a

61-rasmda [a,b\ da J[x)^0 bo'lgan hoi uchun 10.25-xossaning geometrik 

talqini berilgan. aAiBib to'g'ri to'rtburchakning yuzi m(b~a) ga, to 'g ‘ ri
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to‘ rtburchakning yuzi M(b-a) ga teng. (2) tengsizlikdan egri chiziqli trapetsiyaning 

yuzi birinchi to'g'ri to‘ rtburchak yuzidan kichik emas, ikkinchi to'g'ri to‘ rtburchak 

yuzidan katta emasligi kelib chiqadi.

10.26-misol | 7 9  + x'dx integralni baholang.
0

Yechish. [0; 1 ] kesmada 9<9 + л“ <Л0 tengsizlik o ‘ rinli. Bundan

3<.\j9+ x2 <VT0 ekanligi kelib chiqadi. (2) formulaga ko'ra

i ____  i ____
3(1 -  0) £  JV 9 + x 2cbc< VlO(l ~ 0) yoki 3 < J yj9 + x 1 dx < VTo

о 0

1 1
10.27-misol. j xdx va J x3dx integrallami solishtiring.

о 0

1 1
Yechish. [0; 1 ] kesmada X>X  bo'lganligi sababli jx d x > jx 3dx bo'ladi.

о 0

8-§. 0 ‘rta qiymat haqidagi teoremalar

10.28-teorema Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda bu

kesmada shunday с nuqta topiladiki,
b

\f(x)dx=f(c)(b-a) (1)
a

1
tenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot. 0 f(x) funksiya [a;b] kesmada
м у

В

integrallanuvchi. Demak 10.25-xossaga A—

ь
ko'ra m(b-a)< J f(x)dx<M(b-a) tengsizlik

a ----!LI------------------ b % ------9-
Сo'rinli. Bundan
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J / (x )c fc
m < - --------- <  M  62-rasm

b — a

tengsizlik hosil boMadi. Endi Bolsano-Koshi teoremasiga (4.27-teorema) asosan

[a;b] kesmada shunday с nuqta topiladiki,
b
J/(x)<&

f(c)= л—-------, yoki
b — a

boMadi. ♦

Bu tenglikning mohiyati quyidagicha: / ( x ) > 0  boMganda tenglikning chap 

tomoni egri chiziqli trapetsiyaning yuzini, o ‘ng tomoni f(c)(b-a) ifoda esa to‘g ‘ ri 

to‘rtburchak yuzini ifoda qiladi (62-rasm).

Demak, y=f(x) funksiyaning grafigida shunday M(c;/(c)) nuqta mayjudki, 

tomonlarining uzunliklari f(c) va b-a boMgan to‘g ‘ri to‘rtburchakning yuzi 

yuqoridan у =f(x)>0 , quyidan O xo'q  bilan v ax= a , x=b vertikal to‘g ‘ri chiziqlar bilan 

chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuziga teng boMadi. Boshqacha aytganda, 

f(x) funksiyaning [a;b] da qabul qiladigan barcha qiymatlarining o ‘ rta arifmetigi f(c) 

ga teng boMadi, ya’ni

(2)
a

Bunda /(^-berilgan f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi о rta qiymati deyiladi.

10.29-misol. f ( x )  =  — funksiyaning [1 ;2] kesmadagi o ‘rta qiymatini toping.
x

1 2 И
Yechish. (2) formulaga ko‘ra / ( c )  =  - —j | ~  = In | jc||“ =  ln 2 - ln l  = ln2,

demak, funksiyaning o ‘rta qiymati ln2 ga teng ekan.

10.30-teorema Agar [a;b] da f(x) va <p(x) lar uzluksiz, <p(x)> 0 (yoki <0) 

boMsa, u holda [a;b] da shunday с nuqta topiladiki,

ь b
J / ( * )  <p(x)dx =f(c) J (p (x)dx (3)
a a
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b b
Isbot 0 f(x) va q>(x) uzluksizligidan J  f{x)<p(x)dx, j"(p (x)dx integrallar

a a

mavjud bo'ladi. Veyershtrass teoremasiga ko'ra, sup f(x)=M, in f f(x)=m lar mavjud
[a.b\ МГ

va m^f(x)<M. ф ) > 0 bo'lgani uchun m<p(x<f(x)<p(x< M<p(x) kelib chiqadi. U holda

b ь b
mj<p (x)dx £  |  f(x ) (p(x)dx <M  J  <p (x)dx .

a  a a

Bu yerda ikki hoi bo'lishi mumkin.

f AI-hol: \(p(x)dx=0  bo'lsin. Ravshanki, bu holda so'ngi tengsizlikdan J / ( x)
a  a

(p(x)dx =0 kelib chiqadi va (3) tenglik o'rinli bo'ladi.

b

b \f(x)<p{x)dx

II-hol: j<p(x)dx>0 bo'lsin. U holda m ^ ~ k------------<  M  tengsizlik o'rinli.
\<p(x)dx
a

[a;b] da f(x) funksiya uzluksiz bo'lgani uchun shunday с nuqta topiladiki,
b
\f{x)<p{x)dx

o 'r in l i  b o ' l a d i .

Ь
|  (p(x)dx

’ -  / ( c ) bo'ladi. Bu tenglikdan (3) tenglik kelib chiqadi. ♦

9-§. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan aniq integral

f(x) funksiya [a;b] da uzluksiz bo'lsin. U holda bu funksiya har qanday

X

[(a;x]a[a;b] da integrallanuvchi bo'ladi va \ f ( t ) d t  integral x ning [a;b] dagi har bir
a

qiymati ga aniq bir sonni mos qo'yadi. Demak, bu holda integral o'zining yuqori 

chegarasining funksiyasi bo'ladi:
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Ф(х) =  J / (/)с//, a<x<b
X

Geometrik nuqtai nazardan f(t)> 0 

boMganda Ф(х) funksiya 63~rasmdagi egri chiziqli 

trapetsiyaning bo'yalgan qismining yuzini 

bildiradi.

Ф(х) funksiyaning x bo'yicha, ya'ni aniq 

integrating yuqori chegarasi bo'yicha hosilasini topamiz. 63-rasm

10.31-teorema. Uzluksiz funksiya aniq integralining yuqori chegarasi 

bo'yicha hosilasi mavjud va u integral ostidagi funksiyaning yuqori chegarasidagi 

qiymatiga teng:

=  / ( * )

Isb o t 0 x, x+Axe [a;b] lar uchun ЛФ(х)=Ф(х+Лх)-Ф(х)=
jr+Дх x  x  х+Дг x  х+Дх

\  \  / ( » ) < * = \  f(<)d! bo'ladi.
a a a  x a  x

0 ‘ rta qiymat haqidagi teoremaga ko'ra shunday £ е [х ;х + Д х | topiladiki, bu 

nuqtada

х+Дх

|  f(t)dt=f(&Ax, ya’ni ЛФ(х)=/(4)Лх

АФ(Х)
o‘ rinli bo'ladi. Bundan ----- —  =  / ( £ )  kelib chiqadi. A x-*0 da i;->x va ffx) ning

Ax

. . . .  ДФ(х) 
uzluksizligini nazarda tutsak, Ф'(х) =  lim --------=  lim / ( £ )  =f(x) hosil bo'ladi.

Ax-»0 Дх

Shunday qilib, Ф '(х )  =  ( / *  f ( t ) d t )  =  / ( x ) .

Bu tenglik [a;b] da uzluksiz boMgan f(x) funksiyaning boshlangMch funksiyasi 

Ф(х) mavjud ekanligini ko'rsatadi. ♦
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10.32-miso! Ф (х ) =  jsin/c// funksiya hosilasini toping.
з

Yechish. Yuqoridagi teoremaga ko‘ ra Ф '( * )  =  sinx  bo'ladi.

10.33-misol. Ф (x )=  je 'd t  funksiya hosilasini toping.
i

Yechish. Bu holda yuqori chegara x ning funksiyasidan iborat, shu sababli 

murakkab funksiyani differensiallash qoidasidan foydalanamiz:

Ф \х) = ех1 -(х2У = 2 хех\

10-§. Nyuton - Leybnits formulasi, aniq integralni hisoblash

Nyuton - Leybnits formulasi. Aniq integral bilan boshlang'ich funksiya 

orasida qanday bog'lanish mavjudligini ko'rib o'taylik.

Aytaylik, f(x) funksiya [a;b] da uzluksiz va F(x) uning boshlang'ich 

funksiyalaridan bin bo'lsin: F'(x) =  / ( * ) .  Yuqoridagi mulohazalarga ko'ra
X

a

ham f(x) ning boshlang'ich funksiyasi bo'ladi. U holda ma’ lumki,

<P(x)=F(x)+C, C=const.

Demak, / *  f ( t ) d t  =  F(x) +  C. Bunda x=a deb olsak, 0 =  F (a )  +  C, yoki 

С =  —F (a ) kelib chiqadi. Demak, =  F(x) — F(a).

Endi x=b deb olsak, 
b

J f(t)dt = F(b) -  F(a) ( 1 )
a

bo'ladi, у a ni [a;b] kesmada uzluksiz bo'lgan funksiyaning aniq integrali shu 

funksiyaning boshlang ich funksiyalardan birortasining bu kesmadagi orttirmasiga 

teng bo'ladi.
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(1) formula integral hisobning asosiy formulasi boMib, u Nyuton- Leybnits 

formulasi deyiladi.

(1) tenglikning o ‘ng tomonidagi F(b)-F(a) ayirma, odatda F (x)[ ko‘ rinishida

yoziladi. Bu holda Nyuton-Leybnits formulasi quyidagicha yoziladi: 
b

j  f ( t ) d t  =  F(x)\a =  F(b) — F(a).
a

Nyuton-Leybnits formulasi aniq integralni hisoblash masalasini aniqmas 

integralni hisoblash masalasiga olib keladi.

10.34-misol. Amq integrallami hisoblang: a) b) / * (  1 + sin x)dx;

с>/»5 7 Ш ' d) e~2xdx.

U  2
Yechish. a) j  —с/лг=/лг|дг)=ln2-lnl=ln2; 

i x
П

b) j{l+sinx)dx= (x-cosx)\* =(n-cosn)-(0-cos0) = я + 1 +l^ n + 2 ;
0

5 dx 5 — 5
c) f / =  f (4 +  x)~*d(4 +  x) =  2 ^ 4  +  у I =  2(>/9- 7 4 )  =  2;

0 v 4  +  x J0 b

d) \e - 2ldx = - - e - lx\  = - I (e° - e2) = — .
_J, 2 L' 2 2

10.2. Aniq integralni bo‘ laklab integrallash. Nyuton-Leybnits formulasiga 

ko‘ ra aniq integral bilan aniqmas integral orasida bogManish mavjud. Shu sababli 

boMaklab integrallash usulini aniq integrallami hisoblashda ham tatbiq qilish 

mumkin.

Faraz qilaylik, u(x) va v(x) funksiyalar [a;b] da uzluksiz hosilalarga ega 

boMsin. U holda

(u v) - u  V+ uv

boMib, u(x)v(x) funksiya u ’(x)v(x)+u(x)v '(x) uzluksiz funksiyaning boshlangMch

b

funksiyasi boMadi. Nyuton-Leybnits formulasiga kolra J  (uv + uv)dx =  (wv)|*.
a
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Bundan ^uV dx- (wv)|* -  ^u'vdx kelib chiqadi. So ‘ngra uvdx=udv va
a a

и vdx=vdu ekanligini e’ tiborga olsak, natijada

b b
J  udv = (j4v)fa- jv d u  (2)
a a

aniq integralni bolaklab integrallash formulasi hosil boMadi.
* 7 2

10.35-misol. J  xcosxdx integralni hisoblang.
0

Yechish. Bunda u= x, dv=cosxdx deb olsak, du=dx, v=sinx hosil bo‘ ladi. 

Demak, (2) ga ko‘ ra

я/2 я/2

|  ^rcos JKc/xr= (  jrsin Jt)|  ̂ J  sin xdx = — + cos x я/2 ft r\ ft — 2„ = ---- cosO = -------

10.3. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish. Aytaylik,/fo) funksiya 

[a;b] kesmada aniqlangan va uzluksiz bo‘ lsin.

10.36-teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] da uzluksiz, x=<p(t) funksiya [<a;/J] 

kemada uzluksiz differensiallanuvchi, x=<pft) funksiya qiymatlari to'plami [a;b]

kesmadan iborat hamda (pfa)=a, (pfp)=b boMsa, u holda

ь p
|  JXx)dx =  J  f(<p(t ))<p \ t  )dt (3)
a a

tenglik o ‘rinli bo‘ ladi.

Isbot. 0 ffx) funksiya [a;b] da uzluksiz boMgani uchun shu kesmada u 

boshlangMch funksiya Ffx) ga ega. Shartga ko'ra (pfa)=a, <pfP)=b boMganligi 

sababli Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ ra

r p
j  f(x )dx  = F (b )-F (a ) = F(<p(j3)) -  F(<p(a)) =  J  dF(<p(t)) =
“ a

P P
= \F\<p(t))(p\t)dt =  |  f((p{t))(p\t)dt.
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Shuni ta’kidlash kerakki, aniq integralni o'zgaruvchilami almashtirish usuli 

bilan hisoblaganda integral ostidagi ifoda bilan bir qatorda integrallash chegaralari 

ham o‘zgaradi. ♦

i
10.37-misol JVT -x 'd x  hisoblang.

о

Yechish. Bu integralda x=sint almashtirishni bajaramiz. U holda x=sint

Я
funksiya yuqoridagi teoremadagi barcha shartlami [0 ; —] kesmada qanoatlantiradi 

va dx=costdt, a=0 da a=0, 6=1 d a /?=л/2. Demak, (3) formulaga ko'ra

£  ж я

j y j l - x 2dx = |  V l- s in 2/ costdt = jc o s 2 tdt =  | j  — + —cosIt p  =
0 0 0 0 ^ 2 2  J

A  1 •= ( - /  + — sin  It)
2 4

я/2

r dx
10.38-misol.  j=r ni hisoblang.

(J 1 + \/X

Yechish. x= f  deb o'zgaruvchini almashtiramiz, u holda dx=2tdt va a=0  da 

t/=yfa =0, b=9 da tf= \fb =3 bo'ladi. (3) formulaga ko'ra

r dx - IГ— = 2 f Г i ___l _ 'b

О 
*— + S
i 1

1 +  r) * T * 0{  l + ( /

x/i 
С COS X

10.39-misol. —  7 - dx ni hisoblang.
ж /бs m  *

Yechish. sinx=t deb almashtirish bajaramiz. U holda cosxdx=dt,

tj-sin{n/6)=\/2, t2=sin(n/3 )= -v/ з  /2 bo'ladi. (3) formulaga asosan

* /3 . Тз/2
-’d t= — L  = i | 16_ i ^ | = s

r CO SX , ,  1 43 I f  1 6  \
J —т~ск=  f r V / = ---- - =  -  1 6 -  —

Jl6 sm5x J2 4/ 1/2 4 {  9 )

Mashq va masalalar

Nuyton-Leybnits formulasidan foydalanib, aniq integralni hisoblang ( 1-8 ):
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\0-l.fi(2x  + sln2x)dx  10-2. f * z 2x -Sxdx.

10- S - i r i g d x .  10- 6 . 1 , ' j g d z

1 ° ' 7- ̂  1° ' 8-Ji V 4 x - 2  dx

Trigonometrik funksiyalaming integrallarini hisoblang (9-14):

/ П
10-9.C  (cos3x - - c o s x )  dx. 10-10. D  —--------

J °  V 4 )  J-  sin2x -s in * x

7 dx10-11. jn tg 2x dx. 10-12. fn —
7  -  l- c o s 6x

10-13. / j * - ^ d x .  10-14./ 02 co s3<pd<p.
n

Ratsional kasrlami integrallang (15-18): 

г 3  d *  1 n1 0 - 1 5 .P - f - .  10-16.X2+X J l  * 3 + * '

10-17./s i ^ d x  10-18. J,3 -  -  .
3 * “ 2 J 1 x 2+ 6 x + 1 0

0 ‘zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib hisoblang (19-22): 

Ю-19 10-20./1
J 0 e z+ l  J -1 V 5 - 4 X

10-21. C 6-% = .  10-22./7 d*x+Vx J - 1X + t y x  '  '  ' ■ ' - 1  1  +  V x + l  '

Bo‘ laklab integrallash usulidan foydalanib hisoblang (23-26):

10-23. f ° t x e -xdx. 10-24. /„2 1п(*2 +  4)dx.

Ю-25 / ^ d x .  10-26. /Д  9 * 2 1п(дт + 2)d*.

10-27. f ( x ) funksiya [a ;b ] da uzluksiz boMsin. U holda bu funksiya har 

qanday [x, b ] с  [a, b], a  <  x  <  b kesmada integrallanuvchi va uning integrali x ga 

bog liq boMadi: F(x) =  fx f ( t ) d t .  Bu quyi chegarasi o ‘zgaruvchi boMgan aniq 

integral deyiladi. F '(x ) ni toping.

10-28. C - d x  =  In 2 integraldan foydalanib, lim (—  +  —  H----- h1 x n-> oo Vn+1 n + 2

) =  In 2 tenglikni isbotlang.n +n /
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10-29 Jo т Ь  dx integraldan foydalanib, \m  n +  -  +

=  ~ tenglikni isbotlang.

10-30. [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan har qanday f ( x ) funksiya uchun 

ushbu f {x )d x  =  / j 7 f ( a  +  b — x)dx  tenglik o'rinli ekanligini isbotlang.

10-31. [a, b] kesmada uzluksiz bo'lgan har qanday f ( x ) funksiya uchun 

ushbu /дЬ f (x )d x  =  (b — a) J 1 / ( a  +  (b — a )x )d x  tenglik o'rinli ekanligini 

isbotlang.

10-32. Aytaylik f (x )  funksiya [—I, J] kesmada uzluksiz bo'lsin. a) agar / ( x )  

funksiya toq bo'lsa, u holda J^(f(x )d x  =  0; b) agar / ( x )  funksiya juft bo'lsa, u 

holda f (x )d x  = 2 j^ f(x )d x  ekanligini isbotlang.
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XI BOB. XOSMAS INTEGRALLAR

[д.Л] oraliqda b e r i l g a n /^  funksiyaning aniq integrali tushunchasini kiritib 

batafsil o ‘ rgandik. Shuni ta ’ kidlab o ‘ tish kerakki, in tegratin g  bayonida oraliqning 

chekliligi v a f(x) ning chegaralanganligi bevosita ishtirok etdi.

Endi aw alg i integral tushunchasini m a’ lum m a'nolarda umumlashtirish 

imkoniyati bormikan degan savol tug'uladi. Albatta, umumlashtirish shunday 

boMishi kerakki, natijada Riman integralining asosiy xossalari o ‘ z kuchini saqlab 

qolsin. B a ’zi hollarda aniq integral tushunchasini cheksiz oraliqda aniqlangan 

funksiya yoki chegaralanmagan funksiya uchun um um lashtirishgato‘ g ‘ ri keladi. B iz 

hozir ana shunday umumlashgan (yoki xosm as) integrallami kiritamiz va 

oMganamiz.

1-§. Integrallash sohasi chegaralanmagan xosmas integral

ffx) funksiya [a;+oc) cheksiz oraliqda aniqlangan boMib, uning har qanday 

[a ; t] chekli qism ida integrallanuvchi boMsin, ya ’ni ixtiyoriy t ( t  >  a )  uchun ushbu 

fa f (x )d x  integral mavjud boMsin. Bu integral berilgan / ( * )  funksiya uchun faqat 

t E [a, + 00) o Lzgaruvchining funksiyasi boMadi: F ( t )  =  J*f(x )dx .

11.1-ta’rif F ( t )  =  f* f (x )d x  funksiyaning t -> +00 dagi holatiga f (x )

funksiyaning [a;+oo) oraliqdagi xosmas integrali deyiladi va u \ * ° °  f (x )d x  kabi 

belgilanadi.

11.2-ta’rif. A gar t  -» +00 da F ( t )  =  j^ f(x )d x  funksiyaning chekli limiti 

m avjud boMsa, / Q+ f (x )d x  xosm as integral yaqinlashuvchi deyiladi, f (x )  funksiya 

esa cheksiz [a ; + 00) oraliqda integrallanuvchi funksiya deb ataladi.

A gar t  -» +00 da F ( t )  =  fa f (x )d x  funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud 

boMmasa, u holda f*™ f (x )d x  xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.
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Chekli yoki cheksiz limit xosmas integralning qiymati deyiladi va 

fa f (x )d x  =  l̂irn  ̂f^ f(x )d x  kabi yoziladi.

„ ,  . . 7  dx
11.3-misol. J , °t£ R ,  integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. Agar a ^ l  bo‘lsa, u holda 

' tix rcix ..
f ~ =  lim f — = lim —
I X  x “  f- и . » !  — a

Demak,

=  lim ------(/l_ur- l ) ,

f dx | —-— , Var > 1, 
1 ~  = ,̂  l ~ a
1 *  !(oo, Var < 1.

A g a ra = l bo'lsa, u holda

dx .. rtfr 
—  = lim  — = li

J  X  J  X  l-H o01 1 A

------+ ---
a a

f — = lim f — = lim In | x\f =  lim In/ =  oc .
j X  t - * * ”  -J X  '-*+<* 11 и<о

-к» I
Demak, |  —  integral a > l  da yaqinlashuvchi, a < l  da uzoqlashuvchi ekan

i
-bao

11.4-misol. |  e'^dx, a>0 ni hisoblang.
0

* р  /  —  -c a r

Yechish. | e~axdx = lim J e~acdx = lim — — I* =  lim
» i-+ + a jJ  t—и-со / j  10 f -»-fco
0 0 4 ✓

oreaf у a

-foo

11.5-misoI. |  cos xdx ni yaqinlashishga tekshiring.
о

Yechish. Bu xosmas integral uzoqlashuvchi bo'ladi, chunki ^->+oo da
t

F(t) = j" cos xdx =  sin t
0

funksiya limitga ega emas.
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Funksiyaning I-00,b\ oraliq bo‘yicha xosmas integrali ham yuqoridagi kabi 

ta’riflanadi.

0 dx
11.6-misol. J  j — j. ni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. f -——  = lim [--- - = lim arctgx 1° = lim (arctg0 — arctgr) = —
4 ,l + x‘ r-*~*3r 1+x2 i-»— lr * 2

о ,

Demak, integral yaqinlashuvchi va J  -----7 = —.

Aytaylik,/fx) funksiya (-00 ;+x>) da uzluksiz bo ism. U holda biror ce (-oo;4oo)

-HW с

uchun J J{x)dx va J"/(x)dr integrallar yig‘indisi bu funksiyaning ikkala
С -«>

integrallash chegaralan ham cheksiz bo‘lgan xosmas integrali deyiladi va

+co

quyidagicha yoziladi: J  f(x)dx Demak,

+cc с +oo

J  /(x)dx= J/(x)c&+ j  f(x)dx
-M _» с

va ta’rif bo‘yicha

+ » с t

I  f(x)dx=hm  jf(x )d x  + lim jf(x)dx  (3)
~00 Г с

deb qabul qilamiz.

-fon

Agar (3) dagi ikkala limit ham mavjud va chekli boisa, J  /(x)dx integral
-oo

yaqinlashuvchi, aks holda uzoqlashuvchi deyiladi.

7  dx
11.9-misoI. J integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. (3) formulada c=0 deb olamiz. U holda

dx r dx J  dx ,. f dx .. r dx

0

7  dx °f dx 7  dx °f dx J-
J -- 2 ~ ",-- T+ :-- 7 -  hm ---7 + hm -
_{,l + x Ll+x- f. 1 + x 1 + x 1
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= lim arctgxi + lim arclgxt = lim (arcfgO - arclgr) + lim (arctgt - arctgO) =
, r  t~ + + o о Ю Г -+ -< Ю  / - * 4oo

1 1
--КЛ-—71-К.

2 2
+O0

Geometrik nuqtai nazardan yaqinlashuvchi J  f  (x)dx xosmas integral

y=f(x)>0 egri chiziq, x=a, j/=0 to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan va Ox o‘qi 

yo‘nalishida cheksiz cho‘zilgan figuraning chekli S yuzaga ega ekanligini anglatadi

b -fcG

(64-rasm). Shunga o‘xshash, J f{x)dx va ^f(x)dx  yaqinlashuvchi xosmas 

integrallarga ham geometrik talqin berish mumkin.

64-rasm

2-§. Xosmas integrating xossalari

Yuqorida kiritilgan xosmas integrallar aniq integrallarga o'xshash xossalarga

ega:

4-со

11.10-xossa. Agar J  /  (xjdx xosmas integral yaqinlashuvchi va /r-o‘zgarmas
a

+co -Н» +oo

son boisa, J kj (x)dx ham yaqinlashuvchi va J  kf' (x)dx =k J  /  (x)dx tenglik o‘rinli
a a a

bo‘ladi.

Isbot (11-1-masala).
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11.11-xossa. Agar fa f(x)dx  va /J" cp(x)dx yaqinlashuvchi bo'lsa, u 

holda /a+ (/(x) ± (p(x))dx yaqinlashuvchi va /a+°°(A*) ± <P(*))dx = 

fa f(x)dx  ± f*°° <p(x)dx tenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot (11-1-masala).

11.12-xossa Agar fa f(x)dx  xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsa, u 

holda ixtiyoriy b > a uchun fb f(x)dx  integrali ham yaqinlashuvchi bo'ladi va a

fa f(x)dx  = f(x)dx  + fb °° f(x)dx  o'rinli bo'ladi.

Isbot (11-lmasala).

11.13-xossa. Agar x E [a; +00) uchun f(x ) > 0 va bu funksiyaning xosmas 

integrali yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda /Q+°° f(x)dx > 0 bo'ladi.

Isbot (11-1-masala).

11.14-xossa. Aytaylik f(x ) va <p(x) funksiyalar [a; +00) da aniqlangan, 

uzluksiz va 0 < f(x ) < cp(x) shartni qanoatlantirsin. U holda

a) agar Ja+0° (p(x)dx yaqinlashuvchi bo'lsa, /a+°° f(x)dx  ham yaqinlashuvchi 

bo'ladi;

b) agar f*°° f(x)dx  uzoqlashuvchi bo'lsa, Ja+°° cp(x)dx ham uzoqlashuvchi 

bo'ladi.

Isbot 0 Aniq integral xossalariga ko'ra ixtiyoriy t > a uchun f*f(x )dx  < 

f*<p(x)dx o'rinli.

Agar f*°°(p(x)dx yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda F(t) = f^f(x)dx < 

fa cp(x)dx < f*°° <p(x)dx < +00 munosabatlar o'rinli bo'ladi. Demak, F(t) 

funksiya yuqoridan chegaralangan. Shuningdek, f(x ) > 0 bo'lgani uchun F(t) 

funksiya о suvchi bo'ladi. Bulardan ^lim F(t) chekli limitning mavjudligi, ya’ni

fa fM d x  yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.
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Aksincha, /о+ f{x)dx uzoqlashuvchi boMsin. f(x ) > 0 shartdan F(t) = 

j^f(x )dx  funksiyaning t -*■ +00 da +00 intilishi kelib chiqadi. f* f(x )dx<  

fa<p(x)dx tengsizlikdan f^<p(x)dx = G(t) funksiyaning ham t -» +00 da +00 

intilishi, ya’ni f*  (p(x)dx uzoqlashuvchiligi kelib chiqadi.

11.15-misol. -j0== integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. 11.14-xossadan foydalanamiz. Berilgan integralni f^ ° ° ^  integral 

bilan solishtiramiz, bu integral a > 1 da yaqinlashuvchi (11.3-misol). [l;+oo) da

-7=== — ~Ff  =  \  bo‘lganligi sababli, J +”  ^ in te g ra t in g  yaqinlashishidan berilgan+1 v* x2

J*°° integralning yaqinlashishi kelib chiqadi.

3-§. Absolyut yaqinlashuvchi integrallar

Quyida xosmas integral yaqinlashuvchi boMishining zaruriy va yetarli shartini 

isbotsiz keltiramiz [2, 210-b.].

11.16-teorema (Koshi teoremasi). Quyidagi Ja+ f(x)dx  xosmas integral 

yaqinlashuvchi boMishi uchun ixtiyoriy £ > 0 son olinganda ham, shunday t0 (t0 >

a) soni topilib, t' >  t0/1" > t0 boMgan ixtiyoriy t', t"  lar uchun /(x)dx| <  e 

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Ushbu teoremadan xosmas integrallaming yaqinlashuvchiligini aniqlashda 

foydalanish qiyin, ammo bu teorema muhim nazariy ahamiyatga ega va undan 

quyidagi teoremani isbot qilishda foydalanamiz.

11.17-teorema. Agar f*m\f(x)\dx xosmas integral yaqinlashuvchi boMsa, u 

holda J*°° fix') dx xosmas integral ham yaqinlashuvchi boMadi.

+00

Isbot. 0 Shartga ko‘ra J  \ f(x)\dx yaqinlashuvchi integral. 11.16-teoremaga
a

asosan, ixtiyoriy e>0 son olinganda ham, shunday to (to>a) soni topiladiki,
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’> t0, t"> t0(t"> t) bo'lganda ^\f(x)\dx <s tengsizlik bajariladi. Ammo
t

r f
\f(x)dx<\\f{x)\dx.
r (

Demak, ixtiyoriy e>0 son olinganda ham, shunday t0 (to>a) soni topiladiki, 

t ’> ta t ”> t0 boMganda

г

\f(x)dx <£

boMadi. 11.16-teoremaga asosan \ f(x)dx integrating yaqinlashuvchiligi kelib
a

chiqadi. ♦

-Kn

11.18-ta’rif. Agar j  1 f(x) \ dx xosmas integral yaqinlashuvchi boMsa, u holda
a

-ко

j  f ( x)dx absolyut yaqinlashuvchi xosmas integral deyiladi, f(x) funksiya esa
a

[а;-ь») oraliqda absolyut integrallanuvchi funksiya deb ataladi.

-ко +<c

11.19-ta’rif. Agar j f(x)dx yaqinlashuvchi boMib, ||/(x)|dx

a a

+oo

uzoqlashuvchi bo'lsa, u holda j  f(x)dx xosmas integral shartli yaqinlashuvchi
a

deyiladi.

+oo

11.20-misol. J — Y~dx integralni yaqinlashishga tekshiring.
i x

■Ь» I g in  ̂  I I g • I J

Yechish. Awal f — ,—dx integralni tekshiramiz. (l;+oo) da S-ln,X < —  va 
\ X x2 X-

7  1 w | • I
j —jix  yaqinlashuvchi boMganligi sababli, 11.14-xossaga ko'ra [ S‘nx 'dx
i X ' Y*
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integral yaqinlashuvchi boMadi. Demak, [ — </r integral absolyut yaqinlashuvchi
1 Л

boMadi.

b

Yuqondagi xossalami J / (x)dx integral uchun ham bayon qilish mumkin.
-on

4-§. Xosmas integrallarni hisoblash

Endi xosmas integrallarni hisoblash bilan shug‘ullanamiz.

a) Nyuton - Leybnits formulasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a;+oc) da 

uzluksiz boMsin. Xosmas integral ta’rifi hamda Nyuton - Leybnits formulasidan

■foo t

f /  (x)dx = lim f f(x)dx = lim (F(r) - F(a))
J Г-И-с*. J /-ЖЮ
a a

kelib chiqadi, va bundaF(x) funksiyaf(x) ning boshlangMch funksiyasi boMadi. Agar 

/->+со da F(t) ning limiti chekli boMsa, bu limitni F(t) ning +00 dagi qiymati deb 

qabul qilishimiz mumkin, ya'ni

lim F(t)=F(+ao).
!-►+00

Bundan esa,f(x) funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits formulasi 

o‘rinli boMishi kelib chiqadi:

-b«

j  /  (x)dx =F(+ 00) -F(a) =F(x)
a

b) BoMaklab integrallash. Aytaylik, u(x) va v(x) har biri [a;+oo ) da uzluksiz 

u ’(x) va v'(x) hosilalarga ega boMsin. Agar [ v (x)du(x) xosmas integral
a

yaqinlashuvchi hamda

lim u(t) = w(-foo), lim v(Y) = v̂ +oo)
I-*+<£> (-m<o

limitlar chekli boMsa, u holda ( и (x)dv(x) ham yaqinlashuvchi boMadi va
a
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+ои -КО

| и (x)dv(x) =(u(x)v(x)) | - J v (x)du(x).
a a

+CO

11.21-misol J xe~xdx xosmas integralni hisoblang.
о

Yechish. Bo'laklab integrallash usulidan foydalanamiz. U holda

u(x)= x, dv(x)=e~xdx, du(x)=dx, v(x) =~ex, (u(x)v(x))\ = lim (-xe'x)=- lim
• О X —►+<» X—M-QO

+OC +00

—  =0, f v(x)du{x) = f (~e~x)dx = lim e'r[ -0-1=-1 boMadi va demak,
c/X J J f—►+oc 10
e 0 0

+00

J xe~*dx =0-(-l)=l.
и

с) 0 ‘zgaruvchini almashtirish. Aytaylik, f(x) funksiya [a;+oo) da berilgan

+00

boMsin. Quyidagi j  /  (x)dx integralda x=<p(t) almashtirish kiritamiz. Bunda
a

(1) <p(t) funksiya [a;+oo) da berilgan va uzluksiz <p ’(t) hosilaga ega;

(2) (p(t) funksiya [a;+oo) da qatMy o'suvchi;

(3) <p(a)=a, <p(+oc)=\im<p(t) = +3c bo'lsin.
t —moo

+co +00

U holda | f(q>(t))<pXt)dt yaqinlashuvchi bo'lishidan J f(x)dx
a a

yaqinlashuvchiligi hamda

+or. + cn

J f{x)dx= | f((p(t))(p'(t)dt
a a

tenglik o'rinli bo'lishi kelib chiqadi.

Mashq va masalalar

11-1. 20-23 -xossalami isbotlang.
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11-2. Agar /а+ fix )dx  va /а+°° <p(x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda 

/a+0°Cf(*) i  <p(x))dx uzoqlashuvchi bo‘ladimi? Ko‘rsatma.[l;+00) oraliqda 

fix ) = <p(x) = —•^■funksiyalami qarang.

11-3. Agar fa °° / (x)dx yaqinlashuvchi, Ja+°° <pix)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa, 

u holda /а+ (fix ) ± (pix))dx yaqinlashuvchi bo‘ladimi?

11-4. fix ) funksiyaning (- 00; b] oraliqdagi xosmas integrali ga. ta’rif bering.

Xosmas integrating qiymatini toping yoki uning uzoqlashuvchi ekanligini 

ko'rsating (5-14).

11-5 J 0+” e- ’ dx. 11-6. {J*xe~*‘dx.

• +® dx , 1 0  f+oo dx
u-8./er . ......

"-K ir A -

l l- ll ./0 *2xsinxdx. 11-12./°^* exdx.

11 -13.J+0D-T-£— . 11-14 Г+°°2 e ~ ^ d x .
J-<x> x2+6x+12 JO

Xosmas integralni yaqinlashishga tekshiring (15-22):

11-16 C ^ d x .

1 l-17 /n+0° e~4x cos2x dx. 11-18 f +”  In^ d x .
0 x2+2

>1-20 f ' - ^ d x .

11-21 j r ^ m - d x  11- 22 . / + ° ° — ~r~-
V2+*3 •'l x+coszx

5-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali

Aniq integral mavjudligining zaruriy sharti integral ostidagi funksiyaning 

chegaralanganligi edi.

End\f(x) funksiya [a;b] da chegaralanmagan bo‘lsin. Aniqrog‘i, ixtiyoriy £->0,

(e<b-a) uchun f(x) funksiya [a;b-s\ da chegaralangan va integrallanuvchi bo‘lib, b
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nuqtaning atrofidagina chegaralanmagan boMsin. Bu holda b nuqtaffx) funksiyaning 

maxsus nuqtasi deb ataladi.

I

Demak, ixtiyoriy t (a<t<b) uchun J  f  (x)dx integral mavjud bo‘lib, u faqat t
a

o'zgaruvchining funksiyasi boiadi: 

t
|/  (x)dx =F(t), a<t<b.
a

11,22-ta’rif. F(t) funksiyaning t->b-0 dagi limit holatiga chegaralanmagan

ь

f(x) funksiyaning [a;b) oraliqdagi xosmas integrali deyiladi va u J /  (x)dx kabi
ct

belgilanadi.

Agar t->b-Q faF(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lib, u chekli boMsa, xosmas 

integral yaqinlashuvchi deyiladi, ffx) funksiya esa [a;b) da integrallanuvchi funksiya 

deb ataladi.

b

Agar t->b-0 da F(t) funksiyaning limiti cheksiz boMsa, J  f  (x)dx xosmas
a

integral uzoqlashuvchi deyiladi. Yuqorida limit mavjud boMmagan holda ham biz 

xosmas integralni uzoqlashuvchi deymiz.

Demak,

ь t

|/  (x)dx = lim F(t) = lim J /  (x)dx
a a

Xuddi yuqoridagidek, a nuqtaf(x) ning maxsus nuqtasi boMganda {a;b] oraliq 

bo‘yicha xosmas integral ta’riflanadi.

f(x) funksiya (a;b] oraliqda berilgan boMib, a nuqta shu funksiyaning maxsus 

nuqtasi boMsin. Bu funksiya (a;b] ning istalgan [/;b] (a<t<b) qismida 

integrallanuvchi, ya’ni ushbu

ь

\f(x)dx =F(t) 
t

integral mavjud boMsin.
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ь
f(x) funksiyaning (a; b] oraliqdagi xosmas integrali deb ataladi va u J /  (x)dx kabi

a

belgilanadi.

*
Agar t —» a+0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo'lsa, j" f(x)dx

a

xosmas integral yaqinlashuvchi,/^ esa (a;b] da integrallanuvchi funksiya deyiladi.

b

Agar t—> a 0 da F(t) ning limiti cheksiz bo'lsa, u holda J f(x)dx xosmas integral
a

uzoqlashuvchi deyiladi. Yuqoridagi limit mavjud bo'lmagan holda ham biz 

integralni uzoqlashuvchi deymiz.

Demak,

b b 

I /  (x)dx = lim F(t)= lim [/  (x)dx.
J f—►л+О /—>a+0 J

t

Agar f(x) funksiya [a;b] kesmaning biror ichki с nuqtasida lim/(x) = oo
Jf-K’

bo'lsa, u holda aniq integralning additivlik xossasiga o'xshash integralni ikkita 

integrating yig'indisi ko'rinishda ifodalaymiz:

Ь с b с b

J / (x)dx = J f(x)dx + J f(x)dx = lim J / (x)dx + lim J / (x)dx.
а а с а г

Agar tenglikning o'ng tomonidagi limitlar mavjud bo'lsa, u holda xosmas 

integral yaqinlashuvchi deyiladi, aks holda uzoqlashuvchi deyiladi.

Geometrik nuqtai nazardan chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali 

y=f(x) egri chiziq, y=0, x=a, x=b to'g'n chiziqlar bilan chegaralangan va x->b-0 da 

(х-нг+0, х-к±0) Oy o'qi yo'nalishida cheksiz cho'zilgan figuraning chekli yuzga 

ega ekanligini anglatadi (65-rasm).

11.23-ta’rif. F (t)  fu nk s iy an in g  t - > a + 0  dag i lim it  ho la tig a  chegara lanm agan
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C+G

6 5-r asm

1 ^

11.24-misol [-7= ni yaqinlashishga tekshiring.
0 'Jx

Yechish. Bunda x=0 nuqta integral ostidagi funksiyaning maxsus nuqtasidir. 

Bu holda ta’rif bo'yicha

\-j== lim \ ĵ== lim 2\fx\'= lim (2 - 2\ft) = 2 .
J  t--+0+uJ Jx  f -Ю + О  I Г-Ю +0

Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi va uning qiymati 2 ga teng.

1

11.25-misol I .— - integralni yaqinlashishga tekshiring.
0 v 1_x

Yechish. Bunda jc=1 nuqta integral ostidagi funksiyaning maxsus nuqtasidir. 

Bu holda

f- 0 =  = lim f = lim (-2-Л^хЫ  lim (-2sfT^l + 2) = 2 .
J Ф  _ x r-n-oJ ф - х  '-»1-0

Demak, bu integral ham yaqinlashuvchi.

1

11.26-misoI f—  integralni yaqinlashishga tekshiring.
^ X0

Yechish. Ta’rifga ko‘ra 

f —  = lim f —  = lim 1п|лг||’=  lim ( In l - In/) =  +00,
J r <-->0+0 J Y (->0+0 1 'if f-*0+0 
0 f X

ya’ni bu xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ladi.
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11,27-misol. j —-- ~ ,ae  Z , a <b integralni yaqinlashishga tekshiring.
a \p — X )

Yechish. Ikki holni qaraymiz. 1-hol. oc*l bo'lsin. U holda

j 77-- 77 = •if1 { —— - 7  = - lim f (b - x)~ad(b -x) = - lim ————
}a(b-x) ‘̂ i i b - x f  f-*-o l- a

U b-a)'-*

l[oo, ar>l .

2-hol. a= l bo'lsin. U holda

dx dx
[ • = lim 1 -7—— = - lim 1п|Л-х||' =- lim(ln|6-f|-ln|/>-a|) = +oo.

* dxf  ал

Demak, J —— —- integral a< l bo'lganda yaqinlashuvchi, a>l da 

uzoqlashuvchi bo'lar ekan.

6-§. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining xossalari

Quyida maxsus nuqtasi b bo'lgan f(x) funksiyaning [a;b) oraliq bo'yicha 

a

olingan J f(x)dx xosmas integralining xossalarini keltiramiz. Bu xossalami maxsus
a

nuqtasi a bo'lgan funksiyaning {a;b] oraliq bo'yicha olingan xosmas integrallari 

uchun ham bayon qilish mumkin.

11.28-xossa. Agar funksiyaning [a;b) dagi xosmas integrali

yaqinlashuvchi bo'lsa, bu funksiyaning [c;b), (a<c<b) oraliq bo'yicha integrali ham 

yaqinlashuvchi bo'ladi. Bunda

b с b

I  /  (x)dx = J  /  (x)dx + J  /  (x)dx
a  a  с

tenglik o'rinli bo'ladi.
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11.29-xossa. Agar J /  (x)dx va J<;p(x)dx mtegrallar yaqinlashuvchi boMsa, u
a a

holda ixtiyoriy a, p  sonlar uchun

b

J ( a  f ( x) ±P<p(x))dx
a

integral ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

b b b 

J  (a f ix )  ± P<p(x))dx =a J  f(x)dx ± /? J <p{x)dx
q a a

tenglik o'rinli bo'ladi.

b
11.30 -xossa. Agar J /  (x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lib, [a;b) da f(x)>0

a

b

bo1 Isa, u holda J / ( jc)c/x>0 boMadi.
a

b b

11.31-xossa. Agar | / (x)dx va j<p(x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo'lib,
a a

b b

[a;b) da f(x) < <p(x) boMsa, u holda J /  (x)dx < j<p (x)dx bo'ladi.
a a

1132-xossa. f(x) va q>(x) funksiyalar [a;b) da uzluksiz boMib, b esa ulaming

maxsus nuqtasi va 0 <f(x)<<p(x), xe [a:b) bo'lsin. U holda

* ь
a) jp  (xjdx yaqinlashuvchi bo'lsa, j  f  (xjdx ham yaqinlashuvchi boMadi;

a a

b b

b) J /(xjdx uzoqlashuvchi bo'lsa, jV  (xjdx ham uzoqlashuvchi bo'ladi.
a a

Misol tariqasida 11.30-xossaning isbotini keltiramiz. Qolgan xossalar 

bevosita xosmas integral va uning yaqinlashuvchiligi ta’riflaridan kelib chiqadi.

Isbot 0 Aniq integrating xossalariga asosan f(x)20 bo'lsa, ixtiyoriy te [a,b)

t

uchun J  f  (xjdx > 0 bo'ladi. Bundan
a
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J /  (x)dx = lim j /  (x)dx <> 0
a a

ekanligi kelib chiqadi. ♦

Endi chegaralanmagan funksiyaning xosmas integralini hisoblash bilan 

shug‘ulanamiz.

a) Nyuton-Leybnits formulasi

Faraz qilaylik,/^ funksiya [a;b) da uzluksiz boMsin. Ma’lumki, bu holda shu 

oraliqda uning boshlangMch funksiyasi F(x) mavjud boMadi.

Agar x->b-0 da F(x) ning chekli limiti mavjud boMsa, bu limimi Ffx) ning b 

nuqtadagi qiymati deb qabul qilamiz, ya’ni lim F(x)=Ffb).
x—W>—0

Xosmas integral ta'rifi hamda aniq integrallar uchun Nyuton-Leybnits 

formulasidan foydalanib,

b t

J /  (x)dx= lim j  /  fx)dx= lim (F(t)-F(a)) =F(b)-F(a) =F(x) | *
a a

ni topamiz. Bu esa, yuqoridagi kelishuv asosida,/^ funksiyaning xosmas integrali 

uchun Nyuton - Leybnits formulasi o‘rinli boMishini ko‘rsatadi:

ь
J /  (x)dx -F(b)-F(a).
a

b) BoMaklab integrallash

u(x) va v(x) funksiyalaming har biri [a;b) da uzluksiz и '(x) va v '(x) hosilalarga

ega, b nuqta esa v(x)u '(x) hamda u(x)v’(x) funksiyalaming maxsus nuqtasi boMsin.

ь

Agar J v (x)du(x) xosmas integral yaqinlashuvchi hamda ushbu lim u(t)v(t)
t—̂”0a

b

limit chekli boMsa, u holda J  и (x)dv(x) xosmas integral ham yaqinlashuvchi boMib,

7-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integralini hisoblash
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J и (x)dv(x) =(u(x)v(x)) \b - J  v (x)du(x)
a a

tenglik o'rinli bo'ladi. Bunda u(b)v(b)= lim «(040-
t-*b~ 0

c) 0 ‘zgaruvchini almashtirish

f(x) funksiya [a;b) da berilgan bo'lib, b uning maxsus nuqtasi bo'lsin.

ь

|/  (x)dx xosmas integralni qaraylik. Ushbu integralda x=<p(tj almashtirish
a

bajaramiz, bunda (p(t) funksiya [a;/?) oraliqda uzluksiz q> (t) > 0 hosilaga ega hamda

p
<p(a)=a, lim = Bu holda agar ^ f  (cp{t))<p {t)dt xosmas integral

a

b

yaqinlashuvchi bo'lsa, J /  (xjdx xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo'ladi va
a

b P

\f (x)dx == \f{<p{t))(p(t)dl
a a

t^glik o'rinli bo'ladi.

Yuqorida biz maxsus nuqtasi b bo'lganyfol funksiyaning [a:b) oraliq bo'yicha 

olingan xosmas integralini hisoblash usullarini ко'rib o'tdik. Bu usullami maxsus 

nuqtasi a bo'lgan funksiyaning (a;b] oraliq bo'yicha olingan xosmas integralini 

hisoblashda ham qo'llash mumkin.

l ,

11.33-misol. 1= I ----- 7= ni hisoblang.
Jo0 + ̂

Yechish. Ushbu integralda x = <p(t) = t7 almashtirishni bajaramiz. Ravshanki, 

ip(t) funksiya (0; 1 ] oraliqda q> (t)-2t>0 uzluksiz hosilaga ega hamda <p(0)=0, 

(p(\) = \. Demak,



Chegarasi cheksiz bo'lgan xosmas integraldagi kabi chegaralanmagan 

funksiyaning xosmas integrali uchun ham absolyut yaqinlashish tushunchasini 

kiritish mumkin.

(a;b] da aniqlangan va a nuqta maxsus nuqtasi boMgan f(x) funksiya uchun 

f b
J \f(x)\dx yaqinlashuvchi bo'lsa, J / (x)dx absolyut yaqinlashuvchi xosmas integral
a a

deyiladi,/(x) funksiya esa (a;b] da absolyut integrallanuvchi funksiya deb ataladi.

Mashq va masalalar

Xosmas integrating qiymatini toping yoki uning uzoqlashuvchi ekanligini 

ko'rsating (23-26):

n -24'/.3vfe-

"-"■ tfsS ir 11-26. f 4 -2 (x-W  J2V ffZ ^

Xosmas integralni yaqinlashishga tekshiring (27-30):

"•27  f ^ d x  11-28 . £ £ § * .
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XII BOB. ANIQ INTEGRALLARNING TATBIQLARI

l-§. Yuzani hisoblash formulalalari

Faraz qilaylik, x=a, x=b, y=0 to‘g‘ri chiziqlar va y=f(x) nomanfiy uzluksiz 

funksiya grafigi bilan chegaralangan D tekis figura berilgan bo'lsin. Biz shu 

figuraning yuzini hisoblaymiz. Buning uchun [a;b] kesmaning biror r„ boMinishini 

olamiz: a=x0<xi<...<xn=b.

f(x) ning kesmadagi eng kichik va eng katta qiymatlari mos ravishda

ntk va Mk boMsin. Har bir [.**./,**] ga mos, asosi shu kesmadan iborat boMgan, 

balandliklari esay=mk vay=Mk boMgan ikkitadan to‘g‘ri to'rtburchaklar yasaymiz 

(66-rasm).

Barcha to‘rtburchaklaming kichiklaridan (balandliklari nik) iborat boMgan 

ko'pburchak D figuraga ichki chizilgan ko'pburchak boMib, katta to'rtburchaklardan 

iborat ko'pburchak tashqi chizilgan boMadi. Ulaming yuzlari mos ravishda

66-rasm

a  = S  m^ k  = £(ГЛ  <*' = Y ,M *Axt = 
t=i *=i

boMadi. Shartga ко‘ra/fx) funksiya uzluksiz, bundan uning integrallanuvchi ekanligi 

kelib chiqadi. Demak,

super = Нт£(гя) = limiSXO = inf а ' (Я = max Axt ) , 

ya’ni D figura (egri chiziqli trapetsiya) kvadratlanuvchi va uning yuzi
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о

S = j f ( x ) d x

boMadi.

Agar yuqoridagi D figura quyidan y=0 to'g'ri chiziq o'miga 

у = <p(x) ((p(x)<f (x), XE.\a\b\) chiziq bilan

chegaralangan bo'lib, (p{x) funksiya uzluksiz 

bo'lsa, u holda

О

S = \(f(x)-(p(x))dx

bo'ladi.

12.1-misol. y-x2 va x=y1 chiziqlar bilan chegaralanagan 67-rasm 

figuraning yuzini toping.

Yechish. Berilgan figura yuqoridan у = *Jx, 0 <  jc < 1 chiziq bilan, quyidan

e s a y ^ , 0< x< 1 chiziq bilan chegaralangan (67-rasm). Shuning uchun

1

S = j(>fx - x2)dx =
2xl

'- - x 3 
0 3

1 - 2_ i - I  
о’ з з “ з

Egri chiziqli trapetsiyadagi egri chiziq parametik usulda

( x = <p(t),
{ (a<,t<,/3) berilgan bo'lsin, bunda <p(a)=a, <p{ft)=b, [a\P ]

kesmada if/ (t) uzluksiz, cp(t) esa monoton va uzluksiz <p'(t) hosilaga ega deb faraz 

qilamiz. O'zgaruvchini almashtirish qoidasiga asosan quyidagiga ega bo'lamiz:

r p
s = \ f ( x ) d x  = J  y(t)qf{t)dt (1)

a a

l x  = acost,
12.2-misol | (0^^2я) ellipsning yuzini hisoblang.

Yechish. Awal ellipsning chorak qismining yuzini topamiz:
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— = ̂ bsint(-asint)dt = abj sin: tdt = —  j (1 - cos 2 =  — f f j 2 = — —
4 n о 2 0 2 \

2

Demak, S=nab.

f x = a(t-sin t),
12.3-misol. Ox o‘qi va { 0<t<2x  sikloidaning bir arkasi

'y  = fl(l-cos?),

bilan chegaralangan figura yuzini hisoblang. 

Yechish. (1) formulaga ko‘ra

2k  2k

5=|a(l-cos/)a(l-cos/)£// = a1 J(l-cos/)2̂  =
о 0

2k  2 x  2k

= a2(J  dt- 2 J cos tdt + j  со82йЛ) = а 2((/-28т/)|о* + 
0 0 0

1 I j
+ — | (1 + cos2t)dt) = а 2(2л + -(/ + -sin2t)

2 л , 
) = Зла. 

0

2-§. Qutb koordinatalar sistemasida figuraning yuzini hisoblash

Qutb koordinatalar sistemasida tenglamasi r = r(<p) boMgan I egri chiziq, 

(p = a  va <p=P nurlar bilan chegaralangan figura yuzini hisoblash talab qilinsin.

Bu figurani to‘g‘ri figura, ya’ni boshi О nuqtada boMgan <p=q>* nur 

(a<(p*<P ) r = r((p) chiziqni ko'pi bilan bitta nuqtada kesib oMadi deb faraz 

qilamiz. Shuningdek, f  = f{<p) funksiyani [a,/?] da uzluksiz deb qaraymiz.

Egri chiziqli OAB sektoming yuzini hisoblash uchun integral yigMndi tuzish, 

keyin esa limitga oMishdan iborat algoritmdan foydalanamiz.

1. [«,/?] ni n ta qism kesmalarga boMamiz va

a  = % <<px <...<q>n =/3, A(pk=<pk-<pk_l, k = \,n belgilash kiritamiz. U holda 

OAB egri chiziqli sektor n ta egri chiziqli qism sektorlarga ajraladi.
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2. Har bir [<рк_Ху<рк], к = \,п qism kesmadan ixtiyoriy ravishda 6k nuqtani 

tanlab olamiz va r{(p) funksiyaning shu nuqtalardagi qiymatlarini hisoblaymiz:

rk=r{6k\ k = \,n

3. Har bir VpkA,(pk\ qism kesmada r = r(<p) funksiyani o‘zgarmas va qiymati

rk = r{6k) ga teng deb qaraymiz. Bu holda egri chiziqli qism sektomi radiusi

rk = r (@k)> markaziy burchagi A<pk bo'lgan doiraviy sektor bilan almashtiramiz (68- 

rasm).

68-rasm

Bunday doiraviy sektor yuza ASk = —r2(Ok)A<pk formula bilan hisoblanadi.

Egri chiziqli OAB sektoming Syuzini taqriban n ta doiraviy qism sektorlardan 

tuzilgan figura yuziga teng deb qarash mumkin:

(1) taqribiy tenglik [(pk.v(pk\ kesmalar qanchalik kichik boMsa, shunchalik

aniq boMadi. (1) ning o'ng tomoni ~r~{(p) uzluksiz funksiya uchun integral yigMndi 

boMadi.

4. OAB egri chiziqli sektoming yuzi S deb integral yigMndining 

Л -^Odagi limit qiymatini qabul qilamiz:
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s  = lim \Y^r\ek )A<pk = I  j  Z-2 (<?)</<?
............  2 a

Shunday qilib, egri chiziqli sektoming yuzi quyidagi formula bilan hisoblanar

ekan.

I f  ,
s = -\r~(<p)d<p( 2)

12.4-misol. r = fl(l + C0S(3)

kardioida bilan chegaralangan figuraning 

yuzini hisoblang (69-rasm).

Yechish. Kardioida qutb o‘qiga 

nisbatan simmetrik, demak uning yuzi 

ABO egri chiziqli sektor yuzining 

ikkilanganligiga teng boiadi. ABO egri 

chiziqli sektor A* = 6f(l + C0S^) chiziq, 

(f> = 0,(p = 7T nurlar bilan chegarlangan.

(2) formulaga ko‘ra

S = 2- J v7d(p = a1 J(1 + cosф)1 d(p~ai1 ̂{\ + 2cosy>+ ^+ C° ^ ^ )d(p =

,,3  „ . 1 . „ s = я'(—<p+ 2six\(p +  — sin2<p)
r 3 2 
= —na 

2

12.5-misol. r - a^jcos2cp lemmskata bilan chegaralangan figuraning yuzini

toping.

Yechish. yJcos2xp funksiya 

[0;27t] ning faqatgina - i- i ,1 va 
4 '4'J

— -— г qismlarida aniqlangan 
. 4 4 *J

(70-rasm). Bu figura qutb boshi va qutb 

o‘qiga nisbatan simmetrik. Shuning uchun
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I f  1
S — 4 —  Ja~ cos Icpdcp = 2a' —sin 2(p

л
~ 4 = a 2

0

Mashq va masalalar

Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan figura yuzini hisoblang: 

12-1. у = sinx, у = 2sinx,x = 0, x = -n.
4

12-2.у = x2, у = ± , у = 0,x = 0,x = 3.

12-3. у2 - 2х + 1,у — х - 1.

12-4. у = - ^ х 2 + Зх + 6, у - \хг -  х + 1.

12-5. у = х2, у = 2х, у = х.

12-6. у = х3 — Зх,у = х.

12-7. у = х2 - 2х + 3, у = Зх - 1.

12-8. у = arcsinx, юс = 2у.

12-9. ху = 8, у = 8х3,у = 27.

12-10. у2 = (4 - х)3, х = 0.

12-11. (у - х)2 = х3, х = 1.

е:12-12 fx = 2 + 3cost rx = acost

" (у = 3 + 2 sin t. " ' ly = b sin t.

12-15.Г " " ‘'Г У  * = l ( x > l ) .  
(.y =  8

12-14. ( X =  3t2,3. 12-15.(Х = 8 с о Л
ly = 3t -  t 3’ (y =

12-16. \X =  C° Ŝ  t 6 [0:2тг].
(у = sirrt, L J

. ̂  x = t — sin t . . . . .  . . . .  , . , . i
12-17. £ _   ̂_  cqs f sikloidaning bmnchi arkasi va у = - to‘g‘ri chiziq bilan.

(0 < x < 27r). 

12-18. r = 5 cos<p. 12-19. r = V3sin<p.

12-20. r = 3(1 + sincp). 12-21. r = 2 jsin  2<p.

12-22. r = acos2cp,a > 0 atirgulning bir yopirog‘i bilan. 

12-23. r = 2a(l -cos<p), a > 0 kardioida bilan.

12-24. r = 2 4- cos<p Paskal chig‘onog‘i bilan.
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3.1. Ko'ndalang kesimi ma’lurn boMgan jism hajmini hisoblash.

Aytaylik, yopiq sirt bilan chegaralangan T jism berilgan bo'lib, uning biror 

to'g'ri chiziqqa, masalan, abssissalar o'qi Ox ga, perpendikulyar tekislik bilan 

ixtiyoriy kesiminingyuzi ma’lum bo'lsin. Bunday kesim ко ndalang kesim deyiladi. 

Ko'ndalang kesim uning Ox o'q bilan kesishish nuqtasining abssissasi x bilan 

aniqlanadi.

Umuman olganda, x o'zgarishi bilan ko'ndalang kesim yuzi So'zgaradi, ya’ni 

x o'zgaruvchining funksiyasi bo'ladi. Uni S(x) bilan belgilaymiz. S(x) funksiyani 

[a,6] kesmada uzluksiz deb qaraymiz, bu yerda a va b berilgan T jismning cheti 

(chegaraviy) kesimlari abssissalari (71-rasm).

3-§. Fazoviy jism hajmini hisoblash

71-rasm

T jismning V hajmini hisoblash uchun integral yig'indini tuzish va limitga 

o'tishdan iborat algoritmdan foydalanamiz.

1 [a,b] kesmani a = x0<x1<...< <xr=b nuqtalar yordamida n ta qism

kesmalarga ajratamiz. Axk = xk - xM, Я = max Ахк, k = l,n belgilashlar kiritamiz.

Bo'lish nuqtalari xk orqali Ox o'qqa perpendikulyar tekisliklar o'tkazamiz. 

x = xk к = l,/i tekisliklar oilasi Tjismni har biriningqalinligi Axk, k = \,n bo'lgan 

qatlamlarga ajratadi (72-rasm).
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2. Har bir [х*_„хД к = \,п qism kesmadan ixtiyoriy ravishda nuqta 

tanlab olamiz va S(x) funksiyaning shu nuqtadagi S(%k) qiymatini hisoblaymiz.

3. Har bir [хы,хк] qism kesmada S=S(x) funksiya o zgarmas va qiymati 

S(gk) ga teng deb faraz qilamiz. U holda T jismning har bir qatlamida asosi S(£k) 

va yasovchisi Ox o‘qqa paralel to‘g‘ri silindmi qarash mumkin. Bu qism to‘g‘ri 

silindming balandligi Axt , hajmi AVk =S(£k)Ax* formula bilan hisoblanadi.

72-rasm

T jismning hajmi V taqriban n ta pog‘onali qism silindrlardan tashkil topgan 

figura hajmi ga teng boMadi:

V*±AVk= £ s t i t )Axk.
*=i *=i

Ravshanki, я = тач Ax- qanchalik kichik boMsa, taqribiy tenglik shunchalik
[«•*>] *

aniq boMadi.

Izlanayotgan hajmning qiymati deb

V = lim]£S(£t )Axt ni qabul qilamiz.
A_>0 *= i

Limit ostidagi ifoda [a,b] kesmada uzluksiz boMgan S(x) funksiyaning integral 

yigMndisi boMganligi sababli



Shunday qilib, x-a va x-b tekisliklar orasida joylashgan jism hajmi, agar Ox 

o‘qqa perpendikulyar kesim yuzi ma’lum S = iS'(j), xe [a,b] funksiya boMsa,

Xususan, a-b—c—r bo‘lganda radiusi r ga teng shar hosil bo‘ladi va uning

3.2. Aylanma jism hajmini hisoblash. Ox o‘q atrofida aABb egri chiziqli 

trapetsiyani aylantirishdan hosil boMgan jismni qaraymiz. Bunda aABb trapetsiyani 

У^КХ) egn chiziq, Ox o‘qi, x=a va x=b to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan deb 

qaraymiz (73-rasm). Agar bu jismga Ox o‘qqa perpedikulyar tekisliklar bilan kesib 

o‘tsak, kesimda radiusi y=f(x) ning moduliga teng boMgan doiralar hosil boMadi. 

Demak, bu holda ko‘ndalang kesim yuzi

S(x) = xy2 =x(f(x)f boMadi.

Aylanma jism hajmini hisoblash uchun (1) dan foydalanamiz:

Agar jism cCDd trapetsiyani Oy o‘qi atrofida aylantirishdan hosil boMgan 

boMsa (74-rasm), и holda uning hajmi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

b

(1)

formula bilan aniqlanadi.

x 2 V2 z 212.6-misol. — + ±- + —  = i ellipsoid bilan chegaralangan jism haimini
a■ b ca~ b с

hisoblang.

Yechish. Agar ellipsoidni x=h tekislik bilan kesib oMsak, kesimda

— = 1 ellips hosil boMadi. Bu ellipsning yanm o‘qlari

a~ a

a

boMadi. (1) formulaga ko‘ra izlanayotgan hajm
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d d
V = n^x2dy = n^{(p{y))1ciy, bu yerda X-<p{y\ yE \c,d] CD chiziq

С С

tenglamasi.

* *
V = *\y1dx=x\ (f(x)fdx (2)

a a

12.7-misol. iL+ ^-r-1 ellipsni Ox o'q atrofida aylantinshdan hosil bo'lgan 
a b~

jism hajmini hisoblang.

Yechish. (2) formulaga ko'ra

b21 3 a3 4 2
=  2 л — ( a ------) = — n a b  .

a2 3 3

12.8-misol. x = a(t-sint), y = d( 1-COS/), 0<>t<2x sikloida arkasini Ox 

o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan figura hajmini toping.

Yechish. (2) formuladan foydalanamiz. Bunda 0<x<2na bo'ladi. Demak,

Ixa

V = n f  y2dx. Bu integralda o'zgaruvchilami almashtiramiz. X=a{t —Sin/),

о

y = Cl{\ — COS/) deb olamiz, u holda dx = a(\ —COS t)dt bo'ladi. Agar x/=0 bo'lsa,
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*i -0, Jf2-2 яа bo'lsa, /2-2/г bo'ladi. Bulami e’tiborga olib, quyidagini hosil 

qilamiz:

V -л  J  y2dx = ̂ | a 2(l-cosO:a(l-cos/)^
и 0

= ла3 j  (1 - cos t)3dt = ла ' J  (l-3cosf + 3cos2f-cos3f)c/r
0 0

ла3((г - 3sin0|^ + 3 J — ?°s2tdt - J (1 - sin2/)</(sinf))
ft **о о

4-§. Egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash

4.1. To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida yassi yoy uzunligini 

hisoblash. Aytaylik, y=f(x) funksiya [a,b] kesmada aniqlangan, uzluksiz va / shu 

funksiya grafigi bo'lsin. (75-rasm). Yassi / egri chiziqning uzunligini topish talab 

qilinsin. Yassi / egri chiziqning uzunligini s bilan belgilaymiz.

Awal AB yoyini uzunligi 

deganda nimani tushunishni

nuqtadan Oy o'qqa / chiziq bilan kesishganga qadar parallel to'g'ri chiziqlar 

o'tkazamiz. Bu holda AB yoy n ta bo'lakka bo'linadi. / chiziqning qo'shni bo'linish

— Xk Xk-V к —\,П

belgilash kiritamiz. Har bir i = 1 ,n

aniqlab olamiz. Buning uchun 

[ia.b] kesmani ixtiyoriy ravishda 

a=xo<X]< ...<x„=b nuqtalar 

yordamida л-ta bo'lakka 

bo'lamiz.

75-rasm
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nuqtalarini kesma (vatar) bilan tutashtiramiz va ANiN2. -N„.iB siniq chiziq hosil 

qilamiz. Shu siniq chiziqning uzunligini /„ bilan belgilaymiz.

Demak,

/„ - \Ж I+\7Щ\ +... + \n„_,b\ = £ мк,

bu yerda Alk - Nk_{Nk yoyga tiralgan vatar uzunligi.

Siniq chiziqning uzunligi AB yoy uzunligining taqribiy qiymati bo‘ladi 

(/ *  /„) Ravshanki, agar [a,6] kesmaning boiinish nuqtalari soni n ni (qism kesma 

uzunliklari eng kattasining uzunligi nolga intiladigan qilsak) ortirsak, u holda siniq 

chiziqning uzunligi AB yoy uzunligiga intiladi deb qabul qilish tabbiiydir.

Agar Я = max Ax. ->-0 da /„ chekli limitga ega bo'lsa, u holda bu limit /
!«;*]

yoyning uzunligi deyiladi, egri chiziq bu holda to 'g rilanuvchi deb ataladi:

Agar chekli limit mavjud boMmasa, yoy uzunligi mavjud emas, chiziq esa 

to 'g'rilanmaydigan deyiladi.

Endi, agar f(x) funksiya [a.b] kesmada uzluksiz hosilaga ega boMsa, u holda /

- to‘g‘rilanuvchi ekanligini ko‘rsatamiz va uning uzunligini hisoblash formulasini 

keltirib chiqaramiz.

Nk_xNk vatar uzunligini hisoblaymiz. Nk-i(xk-i,yk-i). Щхьук) bo‘lganligi 

sababli

Lagranj teoremasiga ko‘ra

S i s ( x ^ xt ) .

A**

Demak,

А 1к = у1\ + (П £к))2Ахк. 

Olingan natijani (1) ga qo‘yamiz.

312



* = V1+(/44* ))2 • лх* (2)
t=i

(2) formulaning o‘ng tomonida J l + (/'(x))2 funksiyaning [a,b] dagi integral 

yigMndisi yozilgan. Bu funksiya uzluksiz boMganligi sababli integral yigMndinmg 

limiti mavjud va shu limit yjl + ( f  (x))2 funksiyaning [a,b] dagi aniq integraliga 

teng boMadi.

5 = fcsZ  Ф  + ( / Ю ) 2*хк = | ф  + {f(x ))2dx.
fc=l cl

Shunday qilib, agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz hosilaga ega boMsa, 

u holda AB yoy to'gMrlanuvchi va uning uzunligi s quyidagi formula bilan 

hisoblanadi:

(3)
a

12.9-misol. x2 + y“ = R2 aylana uzunligini hisoblang.

Yechish. Awal aylananing I chorakdagi qismi uzunligini topamiz. 

Aylananing bu yoyi tenglamasi у = s/R2 -x2, 0<x<R  boMadi.

Bundan у  = — . x Demak (3) formulaga ko‘ra 
yJR2-x2

1 я I 7  R R
= [\Д + -- 2dx= f i dx = /?arcsin —

4 J j  R2-x2 R

Shunday qilib, aylana uzunligi s = 2kR ga teng.

4.2. Parametrik ko‘rinishda berilgan yoy uzunligini hisoblash.

Egri chiziq tenglamasi parametnk ko'rinishda berilgan boMsin: 

x = x(t), y = y(t), te bu yerda x(t), y(t) - uzluksiz hosilaga ega va

da * ’(0 * 0 .

(3) formuladan foydalanish uchun awal o‘zgaruvchini almashtiramiz.

x = x(t), dx = x(t)dt, Ух = у/, Ц . и  holda
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■I. 1 +

Г > Y 
У, У ( t ) d t

\At J

yoki

f, _____________________

s = \ ylW )2 + (J(t))2dt. (4)

h

[ x = a(t-s\nt), , , • , • •
12.10-misol < 0<t<2n  sikloida arkasi uzunligini

[.y = a(l-cosf)

hisoblang.

In ' In  '_____________

Yechish s = J  ^a 2(I-cast)2 + a2 sin2 tdt = a J  ^2(\-cos t)dt =

2? I " Г 2r t t
-a f ,/4sin2 —dt = 2a f sin—dt =-4acos —

П  2 J 2 2

D 

2д

= 8«.

4.3. Qutb koordinatalar sistemasida yoy uzunligi Egri chiziq qutb

koordinatalar sistemasida r = r(<p), [a,/?] tenglama bilan berilgan bo‘lsin. r{<p)

va /($>) lami [«,/?] da uzluksiz deb faraz qilamiz. Bu chiziqni parametrik

ko'rinishda yozamiz:

f x = r(<p)cosq>,\y = r(<p)s'm<p.
x va у dan (p bo'yicha hosilalami hisoblaymiz:

=// cos^-/'sin<^||

Ур = r'sin^ + rcos<̂ | 

Demak,

| = > (^ )2+(X>)2= ',2+('/)2.

s-\yjr2 + (t/)2d<p. (5)
a

12.11-misol. /" = fl(l + COS<p) kardioida uzunligini hisoblang.
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Yechish. Burchak 0 dan n gacha o'zgarganda izlanayotgan yoyning yarimini 

hosil qilamiz. (5) dan foydalanamiz: r' = —asincp, r 2 + (r ')2 = a2( 1 + 

coscp) 2 + a2 sin2 cp = 2a2( l  + cos<p) = 4a2 cos2 j .  

л n

s = 2 >Jr2 + ([r')2d(p = 4a I cos^ d<p = 8asin-\ = 8a.
J ./ 2 2 ‘o
о о

*
4.4. Yoy differensiali Yoy uzunligi s = + formulasida

a

integrallashning quyi chegarasi o'zgarmas, yuqori chegarasi esa o'zgaruvchi deb 

faraz qilaylik. Yuqon chegarani x bilan integrallash o'zgaruvchisini t bilan 

belgilaylik. Bu holda yoy uzunligi yuqori chegaraning funksiyasi bo‘ladi:

X _ _______________

*{*) = №  +i f  
a

Yuqori chegarasi o'zgaruvchi boMgan aniq integrating hosilasi haqidagi 

teoremaga ko‘ra s(x) funksiya differensiallanuvchi, uning hosilasi quyidagi formula 

bilan aniqlanadi:

f'(x )  =  >/l +  ( / ( x ) ) 2 .

Bundan yoy differensiali uchun quyidagi formulani hosil qilamiz: 

ds = s\x)dx = ф  + (f(x )fd x .

Demak, yoy differensiali yordamida yoy uzunligini hisoblash uchun ushbu

b

s = Jds formulani hosil qilishimiz mumkin.
a

i dy
Agar у = —  ekanligini e’tiborga olsak, 

dx

)2dx = <Jdx2 +dy21 

ya’ni

ds2 =dx2 +dy2

(Pifagor teoremasining analogi) hosil boMadi.
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5-§. Aylanma sirt yuzini hisoblash

Aytaylik, / ( * )  funksiya [a\b\ kesmada aniqlangan, nomanfiy, va uzluksiz 

hosilaga ega bo‘lsin. Uning grafigi bo'lgan AB egri chiziqni Ox o'qi atrofida 

aylantirish natijasida aylanma sirt hosil bo'ladi (76-rasm). Shu sirtning yuzini aniq 

integral yordamida aniqlaymiz. Buning uchun \p\b\ ning biror bo'linishini olamiz: 

a = jc0 < jc, <... < хы < xk < ... < xn = b .

Bo'linish nuqtalandan Oy o'qqa paralel to'g'ri chiziqlarni o'tkazib, ulami AB 

yoygacha davom ettiramiz. Buning natijasida AB yoy ham Nk(xkj(xk)) nuqtalar 

yordamida n ta bo'lakka bo'linadi. Endi A=No, Ni, ...,Nn=B nuqtalami ketma-ket 

tutashtinb, siniq egri chiziq hosil qilamiz.

AB yoyni Ox o'qi atrofida aylantirish natijasida hosil bo'ladigan aylanma 

sirtning yuzi deb siniq chiziqni Ox o'qi atrofida aylantirishdan hosil bo'ladigan sirt 

yuzining Nk-iNk vatarlar eng kattasining uzunligi nolga intilgandagi limitini qabul 

qilamiz.

Ma'lumki,

| ^ ,^ |  = <J(xt - )2 + ( f ( X k ) - f { x k_x ))2
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vatar uzunligi nolga intilganda —>0 va aksincha. Shuning uchun kelgusida

limitni

A = max Ax. —» 0
I ih ,n  *

uchun ко rib о tamiz. Nk-iNk vatami Ox o‘qi atrofida aylantirganda kesik konus sirti 

hosil boMadi va uning yuzi

= |

Shu tarzda hosil qilingan yuzlaming n tasini qo'shsak, siniq chiziq yordamida 

hosil qilingan sirt yuzi P„ kelib chiqadi:

p~= 2* Z  /(дг>-')+ f (x,) ык. ч = к Л |.

Uni boshqacha ko'rinishda yozish mumkin:

P. = 2 n ± _ 2 , J _ 4 ) , 
ь*1 t=i 2

bunda Л-У* mos ravishda A'*.; va A/* nuqtalar orasidagi yoy uzunligi.

Ma’lumki, A*,.—>0 da As* —>0 Shuningdek, --̂Xk~x ̂ ^  ̂  ̂  boMinma
2

/С*м ) va f{xk) lar orasidagi son bo'lib, f(x) funksiya uzluksiz boMganidan, 

shunday %ке mayjudki,

boMadi. M  = max/(x) deb belgilaylik. А-» 0 da P„ ning tarkibidagi ikkinchi 

qo'shiluvchi

- U k) = 2 x ± A 4 t )(Ast -Alk) z  
*=> Z  t= l

£2nM ^{bsk- Ык) = 2ям ['^Ь зк-У\А1к 1—> 0,
b=I I Jt=l fc=l I

chunki

J fm £  4/, = £ > , = £
t=l *=1
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(yuqoridagi shartlarda/l£ yoyning to'g'rilanuvchiligi nazarda tutilgan).

Demak,

- r
lim/J„ = 2 л lim j] = 2лJ f(x)ds
A_f0 л-л *=i „

bo'ladi, ya’ni aylanma sirtning yuzi

Ь Ь ____________

S = 2 я J  f(x)ds = 2n j /{х)ф  + f{x )2dx
a a

formula bilan ifodalanadi.

Agar to‘g‘rilanuvchi yoy tenglamasi ^  ^ (flf </</?)  parametrik

ko‘rinishda berilgan bo'lib, (p{t) va ^ (0  lar uzluksiz hosilalarga ega boMsa, u 

holda sirtning yuzi

p _____________
S = 2л j  yr(t)y]<fl(t)2 + </ (t)2 dt

boMadi. Shunga o'xshash, agar egri chiziq

r-f{d\ a<0<p

tenglama bilan berilgan boMib, f(0) uzluksiz funksiya bo'lsa,

formulani keltirib chiqaramiz.

12.12-misol Radiusi R bo'lgan sfera sirtimng yuzini toping.

Yechish I usul. Aylana tenglamasi parametrik ko'rinishda quyidagicha 

yoziladi:

[ x= Rcost,

\y = Rsint, 0 < t^2 it

chorak aylanani Ox o'qi atrofida aylantirish natijasida yarim sfera hosil bo'ladi. Bu

holda 0<t< — bo'ladi, shuninguchun
2
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Demak, S = 4ftR2.

П usul. Qutb koordinatalar sistemasida aylana tenglamasi r = R, 0<в<2л. 

Shuning uchun

— £
S С r~ 2
— = 2>rj RsinejR2 + O2d0 = 2nR2Jsin6W0 = 27rR2, S = 4лR2.

0 0

Mashq va masalalar

12-25. R radiusli shar hajmini toping.

12-26. Asosining radiusi R va balandligi H boMgan konus hajmini toping.

12-27.2 = x2 parabolik silindar va у = 0,y = 6,z = 1 tekisliklar bilan 

chegaralangan jism hajmini toping.

12-28. z = 1 — у2 parabolik silindar va у = 0, z = 0,x =  0, x = 12 

tekisliklar bilan chegaralangan jism hajmini toping.

12-29. z = x2 + y2 paraboloid va z = 4 tekislik bilan chegaralangan 

jism hajmini toping.

12-30. x2 + y2 + 4z2 < 4 ellipsoid hajmini toping.

12-31. x2 + y2 + z2 = 25 shaming у = l v a y  = 4 tekisliklar bilan kesib 

olingan qatlamining hajmini toping.

12-32. x2 — z2 = 1 bir pallali giperboloid va z = 0,z = 3 

tekisliklar bilan chegaralangan jism hajmini toping.

Aylanma jism hajmini hisoblang:

12-33. у = x3,x = 0,y = 8 figurani Ox o‘qi atrofida.

12-34. у = У = 0, x = 0,x = 1 figurani Ox o‘qi atrofida.

12-35. y2 = (x + l ) 3, x = 0 figurani Oy o‘qi atrofida.

12-36. y2 = 16— x,x = 0 figurani Oy o‘qi atrofida.



12-37. у = Vxe*, х = 0,х = In 2 figurani Ox о4qi atrofida.

12-38. у = 2sinx, 0 < x < n figurani Ox o'qi atrofida.

12-39. y2 = 4x,y2 = x3 figurani Ox o'qi atrofida.

12-40. y2 = 6x,y = yJZx2 figurani Ox o'qi atrofida.

Yoy uzunligini hisoblang:

12-41. у = — x2 4- 2x uchidan abssissasi x = 2 bo'lgan nuqtagacha.

X 3
12-42. y2 = — abssissasi x = 6 bo'lgan nuqtagacha.

12-43 . у = Inx , x = V8 dan x = VT5 gacha.

12-44. у = ^x2 — Ax + у , Ox o'qi bilan ajratilgan qismi.

12-45. ^x = уг, 0(0; 0) nuqtadan А(2л/3; 3) nuqtagacha.

Q / X X\ , . . • •
12-46. у = - + e «J abssissalari 0 va a bo'lgan nuqtalari orasidagi

bo'lagi

.2-48. { ;
x =  t — sin t, 
у = 1 — cos t,

(bir arkasi).

12-53. r = yflsintp.

12-54. r = 3,5(1 —cosq)).

12-55. r = - < » = -  dan ^ gacha.
(p 4 3

12-56. r = S(p,r = 107Г aylana ichidagi qismi.

12-57. r = 6(1 + sin<p), (p € | — oj.
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12-58. г = л/2е«\0 < <р <

Aylanma sirt yuzini hisoblang:

12-59. у2 = 2x,x e [0; 4] parabola yoyi Ox o‘qi atrofida.

12-60. у = sinx, 0 < x < 7Г sinusoida yoyi Ox o'qi atrofida.

12-61. ^  = 1 ellips Ox olqi atrofida.

12-62. “? +]■? =  1 ellips °У ° ‘ф atrofida.

12-63. r = 4sin<p aylana qutb o‘qi atrofida.

12-64. r  = 2cos<p aylana qutb o‘qi atrofida.

6-§. Aniq integralning fizik masalalarni yechishga tatbiqi

6.1 . 0 ‘zgaruvchan kuch ishini hisoblash.Aytaylik, moddiy nuqta biror 

o‘zgaruvchan f  kuch ta’sirida to‘g‘ri chiziqli harakat qilsin. Bu nuqtaning 

ko‘chishini s vektor orqali belgilaymiz va kuchning yo‘nalishi ko‘chish yo‘nalishi 

bilan bir xil boMsin deb faraz qilamiz. |.P| va | s  | orqali f  va s vektorlaming 

uzunligini belgilaymiz.

Agar f  o‘zgarmas bo‘lsa, u holda mexanikadan ma lumki, bajarilgan ish 

A = |f|- |?| ga teng boMadi.

Endi f  yo nalishni saqlagan holda modul bo‘yicha o‘zgaruvchan boMgan 

holni qaraymiz. Shu kuch bajargan ishni hisoblaymiz. Ox o‘qi deb moddiy nuqta 

harakatlanayotgan to‘g‘ri chiziqni qabul qilamiz. Aytaylik, yo‘nalishning 

boshlangMch va oxirgi nuqtalari abssissalari mos ravishda a va b(a<b) boMsin. [a,b] 

kesmaning har bir nuqtasida kuch moduli ma’lum qiymat qabul qiladi va x ning 

funksiyasi, ya’ni F  =F(x) boMadi.

F(x) funksiyani uzluksiz deb hisoblaymiz. 0 ‘zgaruvchan kuch bajargan ishini 

hisoblash uchun integral yigMndini tuzish va limitga o‘tishga asoslangan 

algoritmdan foydalanamiz.
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1. [a.A] kesmani хк, k = l,n nuqtalar yordamida n ta bo'lakka bo'lamiz: 

a = x()<x]<...< x ^  < xn = b . Axk = xk - хл_,, k = 1,n belgilash kiritamiz, u Л-inchi 

qism kesma uzunligiga teng. Ma’lumki, butun yo'ldagi ishni A bilan, [**_,,x j  qism

kesmada bajarilgan ishni Ak bilan belgilab, quyidagiga ega bo'lamiz: А = ̂ ,Л
k= 1

Agar ni yetarlicha kichik qilib olsak, u holda har bir bunday

kesmada | F  |~ const deb qarash mumkin.

2. Har bir ] qism kesmadan ixtiyoriy gk nuqtani tanlab olamiz va F(x) 

funksiyaning shu nuqtadagi qiymatini hisoblaymiz.

3. Har bir qism kesmada kuchning moduli o'zgarmas qiymatga ega va F(x) 

funksiyaning nuqtadagi qiymatiga teng deb faraz qilamiz: |/*j = F(gk) Bu holda

kuchning [-**_],•**] kesmadagi ishi AAi = = F(gt)Axt bo'ladi.

0 ‘zgaruvchan kuchning butun yo'ldagi ([<?,/>] da) ishi uchun

A* t .A =  £? (& )**„
*=1 t=l

munosabat o'rinli bo'ladi.

4. x = max Ax, -+0 dagi A„ ning limiti mavjud bo'ladi (chunki F(x) farazga

ko'ra uzluksiz) va o'zgaruvchan kuchning a nuqtadan b nuqtagacha bo'lgan to'g'ri 

chiziqli yo'ldagi ishini ifodalaydi:

n ь

A = f e S  )Лх* = j  E(x)dx (1)
*=1 a

12.13-niisol Agar prujinani 0,05 m ga cho'zish uchun 2 H kuch sarf qilinsa, 

u holda bu prujinani 0,1 m ga cho'zish uchun bajariladigan ishni hisoblang.

Yechish. Guk qonuniga ko'ra prujinani cho'zuvchi (siquvchi) kuch moduli 

|.f | shu cho'zishga (siqishga) proporsional bo'ladi, ya’ni |̂ | = >кх, bu yerda x-

cho'zilish (siqilish) kattaligi. Shartga ko'ra 2=k-0,05, bundan k = 40. (1) 

formulaga ko'ra
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0.1

А = [ 40xdx = 20х2 Г' = 0,2 J .} 1о
о

6.2. 0 ‘zgaruvchan quwatli elektrodvigatel ishini hisoblash. Endi ishni 

topishga doir boshqa masalani qaraymiz. Dvigatelning A/ = [a,6] vaqt oralig‘ida 

bajargan ishini hisoblaymiz, bunda uning t vaqtdagi quwati ma’lum va N(t) ga teng 

qaraymiz.

Yuqoridagi algoritmdan foydalanamiz:

1. [<a,b] kesmani n ta bo‘lakka ajratamiz: [tk-i, tk], к = \,n, Atk = t k - t k_v

2. Har bir [tk.i, tk] qism kesmadan ixtiyoriy Tk nuqtani tanlaymiz.

3. Har bir qism kesmada quwatni o‘zgarmas va N{zk) ga teng deb qaraymiz. 

U holda

N(t) funksiyani uzluksiz deb qaraymiz va Я = max Atk ->0 da limitga o‘tamiz.
[«.*)

Natijada

formulaga ega boMamiz.

2 к
12.14-misol. [0,— ] vaqt oralig‘ida o'zgaruvchi tok bajargan ish va o‘rtacha

quwatini hisoblang.

Bunda tok kuchi / = /0 sin at formula bilan aniqlanadi (Io- tokning maksimal 

qiymati, (O -doiraviy chastota, /-vaqt, zanjir qarshiligi R-ga teng)

Yechish. Ma’lumki, o‘zgarmas tok kuchining quwati N=I2R formula bilan 

aniqlanadi. (2) formulaga ko‘ra

n

/ ) » Л  = £л г(

ь

(2)

CO

A~ I02R j  sin2 (Dtdt = I02R j
1 - cos 2cot , IcCRft 
------- dt = —---

о о CO

323



0 ‘zgaruvchan tokning o‘rtacha quwati esavVo,rta = ---- = —  ga teng
2 Ttloi 2

6.3. Statik momentlarni, inersiya momentlarini va og‘irlik markazi 

koordinatalarini hisoblash

6.3.1. Umumiy ma’lumotlar Tekislikda to‘g‘ri burchakli koordinatalar 

sistemasi berilgan bo‘lsin.

12.15-ta’rif. m massali A(x,y) moddiy nuqtaning Ox o‘qqa (Oy) nisbatan 

statik momenti deb son jihatdan nuqta massasini nuqtadan Ox o‘qiga boMgan masofa 

ko‘paytmasiga teng boMgan kattalikka aytiladi:

Mx = my (Mv = mx).

12.16-ta’rif. m massali A(x,y) moddiy nuqtaning Ox (Oy o‘q, О nuqta) ga 

nisbatan inersiya momenti deb shu nuqta massasini Ox (Oy, О nuqta) gacha boMgan 

masofa kvadrati ko'paytmasiga teng boMgan kattalikka aytiladi:

Ix = my2, /  = nvc2, /„ = m(x2 + y1)

Agar mp mz,...,mn massali Л,(*1».УД A2(x2,y2),..., \(.х,„ун) moddiy nuqtalar 

sistemasi berilgan boMsa, u holda statik momentlar

=  M r = Y j m kx k 0 )

fc=1 it=l

inersiya momentlari

1х = ± т кУк2, 1 ,= ± т Л \ I0= Ix + I y= Y J(xlc2 + yk2)mk
<t=1 *=1 k=I

formulalar bilan hisoblanadi.

12.17-ta’rif Moddiy nuqtalar sistemasining og irlik markazi deb quyidagi

n

xossaga ega boMgan nuqtaga aytiladi: agar bu nuqtaga sistema massasi M  = 'У  mk
k= 1

qo‘yilsa, u holda uning ixtiyoriy o‘qqa nisbatan statik momenti sistemaning shu 

o‘qqa nisbatan statik momentiga teng boMadi.

OgMrlik markazi koordinatalarini S(x,y) deb belgilasak, u holda ta'rifga ko‘ra

boMadi.
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Мх = X  mkyk = Л4у, Л/>; = X  /»л  = Mr
t=i *=1

hosil qilamiz. Shunday qilib, moddiy nuqtalar sistemasining ogMrlik markazi 

koordinatalari

M ", —II, Ĵ /f " n

* = T 7  = ( X v t ) 7! " 1!-. J7 = T 7  =
м  *=1 *=1 M t=1 k=l

formula bilan hisoblanadi.

6.3.2. Tekis yoyning ogMrlik markazi. To‘g‘rilanadigan AB yoy bo‘ylab

p - 1 zichlik bilan biror modda joylashgan boMib, bu yoyning parametrik

tenglamalari

[x = x(l),

1 y = y(l), 0 <1<,L

boisin (parametr sifatida / -yoy uzunligi olingan), bunda L - butun yoy uzunligi x(l), 

y(l) lar [0;L\ da uzluksiz funksiyalar.

[0;L] ning biror bo‘linishini olamiz.

0=Io<li< . . .  <l„=L.

Natijada AS yoy Pk-iPk qismlarga boMinadi, bunda

Рк=Рк(Хк,Ук), xk=x(lk), yk=yOk)

Pk-iPk yoyga joylashgan massa Amk = W k. Shu massani Pk nuqtaga 

markazlashtiramiz. U holda sistema og‘irlik markazining koordinatalari taqriban

2 > .

boMadi. x(l) va y(l) funksiyalar uzluksiz boMgani uchun yuqoridagi integral 

yigMndilaming A(l) = max А/, —> 0 dagi limiti mavjud boMadi va ta’rifga ko‘raJ O

ogMrlik markazning kooradinatalari shu limitlarga teng deb qabul qilinadi:

* = j\x(l)dl, y=j\y{l)dl.
L  о 0
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AB yoy tenglamasi y - /(*), Cl<x<b ko'rinishda berilgan boMsin. U holda 

x = j]xJ\  + f (x )2dx, y=j\f(x)y]\ + f (x )2dx
a a

12.18-teorema (Guldmning birinchi teoremasi). AB tekis yoyni shu tekislikda 

yotgan yoy bilan kesishmaydigan biror o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘ladigan 

sirtning yuzi shu yoyning uzunligi bilan uning ogMrlik markazi chizgan aylana 

uzunligining ko‘paytmasiga teng.

Isbot. 0 AB yoy tenglamasi У = /(*), a<X<b ko‘rinishda boMsa, u holda

x = j$xy]\ + f(x )2dx, у = y| /(x )7 l + f(x fd x
a a

Bu tengliklaming ikkinchisini 2kL ga ko‘paytirsak,

ь _________

2nyL = 2л | f(x)yjl + f(x ) l\dx
a

hosil boMadi. Ushbu tenglikning o‘ng tomoni AB yoy Ox o‘qi atrofida aylanishidan 

hosil boMgan sirtning yuzi boMib, chap tomoni yoy uzunligi bilan uning og‘irlik 

markazi chizgan aylana uzunligining ko‘paytmasidir. ♦

12.19-misol. у = yjR2-x2, - R < x < R  yanm aylananing og‘irlik markazi 

koordinatalarini topish talab qilinsin.

Yechish.

у  - —  X J\ \ у 2 -  — у - — f yJ\ + yl'dx = — [ Rdx = — ,
y v y T F T 7  * r L  я

boMadi.

= —  f xJ\ + yr~dx = —  f . ^  dx = 0, 
vrl? J rrP J . Id* Z?

_ 1 ___ _______

X~ ttr1 ^ I T У ИЛ лR?RJ t f~ x-

chunki integral ostidagi funksiya toq. Demak, yarim aylananing og‘irlik markazi

2 R
0;—  nuqtada joylashgan. 

ft )
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6.3.3. Tekis figuraning ogMrlik markazi. у = f ix ) ,у = <p{x),f(x) < 

<p{x) uzluksiz egn chiziqlar vax-a. x=b, a<b to'g'ri chiziqlar bilan chegaralangan 

G tekis figura bo'ylab zichligi o‘zgarmas p = [ bo‘lgan biror modda joylashgan 

bo'lsin. [a:b] kesmani

a=x0<xi<... <x„.i<x„=b 

nuqtalar yordamida n ta bo‘lakka bo‘lib, G figuraga n ta to‘g‘ri to‘rtburchak 

chizamiz. Bu to'rtburchakningbalandligi (,V{xk)- f(x k) ga, asosi esa Ьхк=хк-хы 

ga teng (k= 1,2...,ni). Bu holda har bir to‘rtburchakka joylashgan modda massasi

"h=P(<P(xk)- f(x k))Axk 

bo'ladi (bunda p = 1 - jismning zichligi). To'rtburchak diagonalari kesishgan 

nuqtaning, ya’ni og'irlik markazining koordinatalari quyidagicha yoziladi:

7 _5-|+дг* - ) + /(**)
2 • Л -  j  '

U holda n ta to'rtburchakdan iborat bo'lgan figuraning og‘irlik markazi 

koordinatalari quyidagicha yoziladi:

£ х *  тк 2 f ■** ~ V (x*} ) ) A x k
e _  i ^ i ___________ ^ i  V________ ^  J ________________________

Z  (#<**)-/(**)) д**
*=1 *r=l

Я 1 n
Z  у к • mk r X ( ^ t ) + /(** ))Ы хк) - f{xk))

П = — „---- = — ----Й-------------------- •

Y .mk )- /(**)) a**
1=1 *=i

Bulardan A = maxAxt -» 0  da lim£ = £, lim/7 = 77 bo'lib, M{£,T]) nuqta
1 й1гйп A—>О Я—►О

G figuraning og'irlik markazi bo'ladi. Shuningdek,
• i .  . ;r

n b

f e S  ) - f(xk))tek = J ((p{x) - f(x))dx = 5 ,
4=1 * 

bunda S berilgan G figuraning yuzidir. Endi

X  ( )(<?>(дг*} ~ / ( **))Лг* =Z  ** м ъ > ~ /(** )>**■* -
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— /(х*))Дх*2 ekanligini e’tiborga olsak,

n ь
lim ^ jc t (̂ (ack)- f(xk))Axk = j x(<p(x)~ f(x))dx boMadi va
Л_>° *=1 a

lim ^ (^ (x t )- /(x ,t))Axt2 =0, chunki A->0 da 
*=i

S  (<Pixk) ~ /Ы )А х к2 < ]£(|<p(**)| + \/(xk)\)Axk2 < NA^T Ax* = #A(6 - a) -> 0
i= l t-1 t= l

(bunda N = sup(|#>(xt)|+1 / ( x j l ) )  Demak, A -+0 da

b b 

{ * ( p ( x ) - / ( x ) ) r f r  | ( р 2 ( * ) “ / 2 ( * №
£= T ------------, n = *-b------------ .

\{<p(x)~ f(x))dx 2j (<p(x) - f(x))dx
a a

Agar G figura egri chiziqli trapetsiya boMsa (y = <p(x), f(x ) = 0), u holda

%=^\xydx, rj = j^\ y2dx
a a

b

boMadi. Bunda S = J<p(x)c£t- egri chiziqli trapetsiyaning yuzi. Bu holda
a

I  b b b

rj = —  f y2dx tenglikdan 2rjS = \ q?{x)dx yoki 2кг\S = л \(p1(x)dx boMib,
2S3 } Ja a a

quyidagi teorema o'rinli bo'ladi:

12.20-teorema (Guldinning ikkinchi teoremasi). Tekis figurani o'zi bilan 

kesishmaydigan o'q atrofida aylantirish natijasida hosil bo'ladigan figuraning hajmi

ь
(л^qr(x)dx) shu figuraning yuzi S va uning og'irlik markazi chizgan aylananing

a

uzunligi ko'paytmasiga teng.

1 п
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д̂ 2 y l

12-65. ^7 + ^ r = l  (У ^  0) yarim ellipsning Ox o'qiga nisbatan statik 

momentini toping.

12-66. x2 + y2 = r 2 (y > 0) yarim aylananing og'irlik markazi

koordinatalarini toping.

2 2  2

12-67. хз + уз = аз astroida yoyining birinchi kvadrat bo'lagining og'irlik 

markazi koordinatalarini toping.

12-68. у = ch^ zanjir chiziqning absissalari xx = —a va x2 = a bo'lgan 

nuqtalari orasidagi yoyi og'irlik markazi koordinatalarini toping.

12-69. x = a(t — sint),y = a( 1 — cost) sikloida (t = 0 dan t = 2л) 

yoyining og'irlik markazi koordinatalarini toping.

12-70. у = cosx kosinusoida va absissa o'qi bilan

chegarlangan figuraning og'irlik markazi koordinatalarini toping.

12-71. x2 + y2 = r 2 (y > 0) yarim doiraning og'irlik markazi 

koordinatalarini toping.

12-72. ^  = 1 ellips bilan chegaralangan figuraning birinchi kvadratdagi 

boiagining og'irlik markazi koordinatalarini toping.

12-73. x = a(t — sint),y = a ( l  — cost) (t = 0 dan t = 2;rgacha) sikloida 

va absissa o'qi bilan chegaralangan figuraning og'irlik markazi koordinatalarini 

toping.

12-74. Tomoni a bo'lgan muntazam oltiburchak o'zining biror tomoni 

atrofida aylatirilgan. Guldin teoremasi yordamida: a) hosil bo'lgan jism hajmini 

toping; b) jism sirti yuzini toping.

12-75. x = a(t — sint),y  = a ( l  — cost) sikloidaning birinchi arkasi va 

absissa bilan chegarlangan figura ordinata o'qi atrofida aylantirilgan. Hosil bo'lgan 

jism hajmini va sirt yuzini toping.

Mashq va masalalar
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XVII asrga kelib tabiiy fanlaming, shuningdek, sanoat, ishlab chiqarishning 

rivojlanishi harakatni, turli o'zgaruvchi jarayonlami va o‘zgaruvchi miqdorlar 

orasidagi bogManishlami tadqiq etishga sabab boMdi. Matematikaning metodlari 

tabiat fanlariga jadal kirib bordi. Jumladan 1609-19 - yillarda Kepler tomonidan 

sayyoralar harakati qonunining kashf etilishi va uning matematik formulalarda 

berilishi, 1632-38 - yillarda Galiley tomonidan jismning erkin tushish qonunining 
matematik ifodalanishi, 1686 - yilda Nyuton tomonidan butun olam tortilishi 

qonunining kashf etilishi va matematik ifodasining berilishi va boshqa ko‘plab 

faktlar tabiat qonunlarini matematika tilida bayon etishga olib keldi.

O'zgaruvchi miqdorlar va ular orasidagi bog‘lanishlaming umumiy 

xossalarining aksi sifatida matematikada o‘zgaruvchi miqdor va funksiya 

tushunchalari vujudga keldi va bu matematika predmetining tubdan kengayishiga, 

natijada matematika rivojining yangi bosqichi - o‘zgaruvchi miqdorlar 

matematikasiga - olib keldi. Bu davmi analizning vujudga kelishi va rivojlanishi 
davri deb tan  flash mumkin.

0 ‘zgaruvchi miqdorlar matematikasining vujudga kelishida birinchi va 

muhim qadam 1637 yilda Dekartning “Metod haqida mulohazalar” asarining nashr 

etilishi bo‘ldi. Dekart o‘z asarida Viyet tomonidan taklif etilgan matematik 

simvolikani mukkammallashtirgan holda quyidagi ikki g‘oyani ilgari suradi: 

tenglamalardagi noma’lumlami o‘zgaruvchilar deb qarash; tekislikda 

koordinatalami kiritish. Bu g‘oyalaming geometnya va algebra bilan uyg‘unlashuvi 

natijasida sof geometrik masalalami algebra metodlari bilan tatdqiq etish imkoniyati 

yaratildi, matematikaning yangi bir tarmog‘i - analitik geometriya vujudga keldi.

XVII asming so'ngiga kelib matematikada muhim masalalar sinflarining 

(masalan nostandart figuralaming yuzlari va hajmlarini hisoblash, egri chiziqlarga 

urinma o‘tkazish masalalari) hal etish bo'yicha bilimlar to‘plangan edi, shuningdek 

turli xususiy hollar uchun yechish metodlari vujudga keldi. Bu masalalar notekis 

mexanik harakatlami tavsiflash, xususan uning oniy xarakteristikalarini (vaqtning 

ixtiyoriy momentdagi tezlik, tezlanish), shunindek, o‘zgaruvchan tezlik bilan sodir 

boMadigan harakatda bosib o‘tilgan yo‘lni topish masalalari bilan jips bogMiqligi 

ma’lum boMib qoldi. Bu turli tabiatli (geometrik va fizik) masalalami bo‘g‘lanishni 

aniqlashda umumiy til - sonlar va ular orasidagi bogManishlar (sonli funksiyalar) - 

shakllantirishga imkon berdi.

Bu vaziyatlaming (holatlar) barchasi ikki olim Isaak Nyuton va Gotfrid 

Leybnitsga bir biriga bogMiq boMmagan holda ko‘rsatilgan masalalami yechish 

uchun matematik apparat yaratishga olib keldi. Bu olimlar o‘z asarlarida o‘zidan 

oldingi olimlaming, Arximeddan boshlab Bonaventura Kavaleri, Blez Paskal, 

Djeyms Gregori, Isaak Barrou kabi zamondoshlarining ba’zi natijalarini jamladi va 

umumlashtirdi. Shu apparat matematik analizning - turli xil dinamik jarayonlami, 

ya’ni o‘zgaruvchilaming bogManisharini, matematiklar funksional bogManishlar 

yoki funksiya deb nomlaydigan, o‘zgaruvchi matematikaning yangi boMimi asosini 
tashkil etdi.

Uova. Matematik analizning rivojlanish tarixi haqida
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Funksiya tushunchasini XVIII asrda L.Eyler kiritdi. XVIII davomida 

differensial va integral hisob bilan bir qatorda anahzning boshqa bo'limlari ham 

vujudga keldi: qatorlar nazariyasi, differensial tenglamalar nazariyasi, analizni 

geometriyaga tatbiqi, keyinchalik differensial geometriya. Bu nazariyalaming 

barchasi mexanika, fizika, texnikanmg rivoji bilan bog‘liq edi. Analizning yirik 

natijalari mexanika, umuman fizika fanida qo‘yilgan masalalami yechish bilan 

bog‘liq. Nyutondan boshlab D.Bemulli (1700-1782), L.Eyler (1707-1783), 

J.Lagranj (1736-1813) A.Puankare (1854-1912), M.V.Ostrogradskiy (1801-1861), 

A.Lyapunov (1867-1918) va boshqa matematiklar ham o‘z asarlarida analizda yangi 

yo'llami yaratishda shu davrdagi tabiatshunoslikning muhim, dolzarb masalalaridan 

kelib chiqqan.

Shunday yo'sinda Eyler va Lagranj analizning mexanika bilan bevosita 

bog'liq boigan bo‘limi-vanatsion hisobni yaratadi, XlX-asming so'ngidaPuankare 

va Lyapunov yana mexanika masalalaridan kelib chiqqan holda differensial 

tenglamalaming sifat nazariyasini yaratadi.

XlX-asrda analiz yangi bir tarmoq - kompleks o‘zgaruvchinmg funksiyalari 

nazariyasi - bilan boyidi. Bu nazariyaning kurtaklari L.Eyler va bir qator 

matematiklaming ishlarida vujudga keldi. XlX-asming o'rtalarida fransuz 

matematigi O. Koshi (1789-1857) mehnatlari tufayli qathiy nazariya kabi 

shakllantirildi.
Analiz matematikaning markazi va uning bosh qismi sifatida tez rivojlanish 

bilan bir qatorda u matematikaning eski sohalariga-algebra, geometriya, hatto sonlar 

nazariyasiga ham kirib bordi.

Analizning rivojlanishi jarayonida terang va qiyin masalalarga qarab bordi va 

hajmi ham ortib bordi. Nazariya hajmning ortib borishi uni yana ham yaxshiroq 

asoslashni, tizimlashtirishni va asosini tanqidiy tahlil qilish zarurati hosil bo'ldi.

Bernard Bolsano 1816 yilda uzluksizlikning zamonaviy ta’rifini 

shakllantirgandan so‘ng haqiqiy o‘zgaruvchining funksiyalari analizi 

matematikaning alohida bo'limi alomatlariga ega bo'la boshladi. Ammo Bolsano 

asarlari shu davrda keng ma’lum emasdi.

1821- yildan boshlab Ogyusten Koshi cheksiz kichiklar tushunchasi orqali 

matematik analizning qat’iy mantiqiy asosini shakllantirib boshladi. Koshiga 

fundamental ketma-ketlik tushunchasi va kompleks o‘zgaruvchining funksiyasi 

asoslari taalluqli. Shu va Karl Veyershtrassga o'xshash boshqa matematiklaming 

xissalari evaziga limit, uzluksizlik kabi tushunchalami ta’riflash, asosiy 

teoremalami isbotlash uchun yepsilon-delta tili rivojlantirildi.

XIX asrda Berngard Riman integrallash nazariyasini rivojlantirdi. Shu davrda 

matematiklar haqiqiy sonlar uzluksizligini taxmin qilinar edilar. Bu o'z navbatida 

haqiqiy sonlar nazariyasini yaratishga sabab bo'ldi. Rixard Dedekind ratsional 

sonlar to'plamida kesim tushunchasi orqali irratsional songa ta’rif berdi, shu asosda 

u ratsional sonlardagi «teshiklami» to'ldirdi, haqiqiy sonlar kontinuumini asoslandi. 

Deyarli shu davrda Riman ma’nosida integrallash nazariyasini aniqlashtirishga 

bo'lgan unnishlar haqiqiy funksiyalaming uzilishlarini tadqiq etishga olib keldi. 

Natijada matematik mahluqlar vujudga kela boshladi: hech yerda uzluksiz 

bo'lmagan Dirixle funksiyasi; uzluksiz, lekin hech yerda hosilaga ega bo'lmagan
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Veyershtrass funksiyasi; tekislikni butunlay to‘ldiruvchi Peano chiziqlan. Bunday 

funksiyalar bilan bog‘liq muammolami yechish jarayonida Kamil Jordan o'zining 

o'lchovlar nazariyasini, Georg Kantor esa to‘plamlaming intuitiv nazariyasini 

yaratdi. XX asming boshlariga kelib matematik analiz to'plamlar nazariyasi bilan 

formallashtirildi. Anri Lebeg o‘lchov muammosini hal etdi, David Gilbert esa 

Gilbert fazolarini kiritdi. Normalangan vektor fazo g‘oyasi paydo bo'ldi va 1920 

yillarda Stefan Banax funksional analizga asos soldi.

Agar klassik analiz o'zgaruvchi sifatida sonni, ya’ni haqiqiy sonlar (kompleks 

sonlar) to'plami elementini hisoblasa, funksional analizda esa funksiyaning o‘zi 

o'zgaruvchi sifatida qaraladi. Hozirgi zamon ta’rifida funksional analiz elementlari 

orasida yaqinlik tushunchasini (topologik fazolar) yoki masofa tushunchasini 

(metrik fazolar) kiritish mumkin bo'lgan ixtiyoriy matematik ob’ektlar fazosiga 

analiz nazariyasini tatbiq etishdan iborat.

Matematik analiz fani bugungi kunda ham rivojlanib borayotgan matematika 

bo'limlaridan hisoblanadi. Uning tarmoqlari bugungi kunda aJohida fan sifatida 

shakllandi. Ularga quyidagilami kiritish mumkin: haqiqiy o'zgaruvchining 

funksiyalari nazariyasi, kompleks o'zgaruvchining funksiyalari nazariyasi, 

differensial tenglamalar, funksional analiz, topologiya, differensial geometriya va 
boshq.

Respublikamizda zamonaviy matematikaning rivoji V.I.Romanovskiy, 

T.N.Qori- Niyoziy, S.H.Sirojiddinov, T.Sarimsoqov kabi olimlar bilan bog'liq.

O'zbekistonda matematik analizning barcha bo'limlari bo'yicha ilmiy 

tadqiqotlar olib borilmoqda. Masalan, akademik Sh.A.Ayupov boshchiligida 

funksional analizning zamonaviy muammolari (operatorlar algebrasi, topologik 

fazolar), akademik A.Sa’dullayev boshchiligida kompleks analizning, akademik 

M.Saloxiddinov rahbarligida xususiy hosilali differensial tenglamalar 

nazariyasining dolzarb muammolari tadqiq etilmoqda. Ular tomonidan olingan 

natijalar xorijiy xamkasblarida katta qiziqish uyg'otmoqda va nufuzli xorijiy 

jumallarda chop etilmoqda.
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