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KIRISH

Mazkur o'quv qo'llanma bakaiavriat va magistratura talabalari uchun
“Differensial geometriya va topologiya” kursi bo'yicha amaliy
mashg’'ulotlar olib borishda foydalanish uchun mo‘ljallangan. O'quv
go'llanma uchta bobdan iborat bo'lib, birinchi bob umumiy topologiya
elementlariga bag'ishlangan. Ikkinchi va uchinchi boblarda chiziglar va
sirtlar nazariyasi bo'yicha mashq va masalalar keltirilgan.

Ma’'lumki, “Differensial geometriya va topologiya” kursi matematika
yo'nalishi uchun asosiy ixtisoslik fanlaridan biridir. Differensial
geometriya va topologiya kursi bo'yicha o'zbek tilida professor M.A.
Sobirov va A Y. Yusupovlaming 1965 yilda chop etilgan “Differensial
geometriya kursi” nomli darsligi mavjud. Undan hozir ham talabalar
foydalanib kelmogda. Biroq, keyingi vaqtlarda o'quv rejasining o'zgarishi,
dillcrensial geometriya fanining tez rivojlanishi hamda mustaqil
rcspublikamizda ta’'lim sohasidagi qator gonunlarning gabul qilinishi
ko'pgina fanlardan, shu jumladan, differensial geometriyadan ham yangi
darslik yozilishini taqozo gilmoqgda.

Differensial geometriya va topologiya kursi bo'yicha o'zbek tilida
ikkinchi “Differensial geometriya”’nomli darslik professor A. Ya.
Narmonov tomonidan yaratilib, 2003 yilda chop etilgan edi. Ammo
icitpublikami/du differensial geometriya va topologiya kursi bo'yicha
mushqg va masalalar to'plami o'zbek tilida chop etilmagan Shu muammoni
litil giliuh maqgsadida. muallillar (amoast, professor A.Ya.Narmanov
inhliiirliguhi () /bckiston  Mtlliy univeisilcti Mexanika-matematika
in planum vatitlililnt Ma/kui o'quv go'llunmada nazariy asos sifatida A.
V.i Nnimaiioviimg Dillcrensial geometriya" nomli darsligidan
loydalaniMh na/aida liililgan

()'ijuv go'll.Lmm.ul,m Dillcrensial geometriya va topologiya” kursi
boyulia amaliy inaslig'ulollarda mexamka yo’'nalishi bo'yicha tahsil

olayolgan talabalar ham loydalanishlari mumkin



| BOB. UMUMIY TOPOLOGIYA ELEMENTLARI
18. Metrik fazolar

Metrik fazolar topologik fazolaming muhim sinfini tashkil etadi. Bu
fazolarda ixtiyoriy ikki nugta orasidagi masofa tushunchasi kiritiladi va buning
yordamida nugqtalarning bir-biriga yaqinligi o'rgamladi. Metrik fazolarda ikki
nugta orasidagi masofa tushunchasidan foydalanib, nugtadan to‘plamgacha
masofa tushunchasi amglanadi. Birinchi kursda o'rganilgan Yevklid fazolari
metrik fazoga misol boiadi.

Asosiy tushunchalar

Bo'sh bo'Imagan X - to'plam berilgan bo'lsin.

1.1.-ta’rif. Bizga d :X xX -» R[ funksiya berilib, u quydagi

1) d(x,y)>0,d(x,y) =0<"x =y

2) d(x,y) = d(y,x)

3) d(x,y)™d(x,z) +d(z,y) shartlami ganoatlantirsa, d - funksiya X
to'plamdagi metrika yoki masofa, (X,d) juftlik esa metrik fazo deyiladi.

1.2.-ta’rif. Metrik fazoda x,, e (X,d) nugtava r > 0 son berilgan bo'lsin.
Markazi  berilgan x0 nugtada, radiusi r ga teng ochiq shar
Br(x0) = {x e (X,d)\ d(x.x0) < r} to'plamdan, markazi x0 nuqtada, radiusi r ga
teng yopiq shar Br(x0) = {xe (X,d”™ d(x,xB) < r}-to‘plamdan, markazi xO
nugtada radiusi r ga teng sfera esa Sr(x0) ={xe (X.d) d(x,x,)=r\
to'plamdan iboratdir.

Bizga Acz(X,d) qgism to'plam va xe(X,d) nugta berilgan bo'lsa, X
nugtadan A to'plamgacha bo'lgan masofa quyidagicha aniglanadi:

d=infd(x,y).
yeA

Birorta chekli radiusli Br(x0, O0<r<co ochiq shar uchun quyidagi
munosabat A ¢ Br(x0) bajarilsa, u holda A to'plam chegaralangan deyiladi.

1.3- ta’rif. Bizga A c (X,d) qism to'plam va xe(X,d) nugta berilg:
bo'lsin. Agar r >0 soni mavjud bo'lib, Br(x)<zA munosabat o'rinli bo'lsa, x

nugta A to'plamning ichki nugtasi deyiladi. A to'plamning barcha ichki
nugtalari to'plami unmg ichi deyiladi va int A kabi belgilanadi.

1.4.- ta’rif. Berilgan A to'plamning har bir nugtasi ichki nugta bo'lsa, u
ochig to'plam deyiladi.

1.5.- ta'rif. Biror x e(X,d) nuqta va Ac (X,d) to'plam uchun

d(x,A) = 0 munosabat bajarilsa, a nugqta A to'plamning urinish nugtasi
deyiladi. A to'plamning barcha urinish nugtalaridan iborat to'plam uning
yopig'i deyiladi va A ko'rinishda belgilanadi.



1.6.- ta’rif. Berilgan Acz(X,d) to'plamning toidiruvchisi, ya'ni X \A
to'plam ochiq boisa, A to'plam yopiq to'plam deyiladi. Tekshirib ko'rish
mumkinki, A to'plamning yopiq bo'lishi A = A munosabatga teng kuchlidu

1.7.- ta’rif. Berilgan (X ,d) metrik fazoning barcha ochiq to'plamlari

oilasi bu fazoning d metrika yordamida Kiritilgan topologiyasi deyiladi

1.8.- ta’rif. Bizga (X,d) metrik fazoda Y ¢ (X.d) gism to'plam berilgan
bo'lsa, d metrika yordamida Y to'plamnini metrik fazoga aylantirish mumkin
p.YXY—*R metrika, p(x,y)=d(x,y) tenglik yordamida aniglanadi. Bu
holda (Y,p) fazo (X ,d) fazoning gism fazosi deyiladi.

1.9.- tarif Bizga (X,d) metrik fazoda {.*,} nugtalar ketma-ketligi va
xe(X,d) nugta berilgan bo'lsin. Bu {xn} ketma-ketlik va x nugta uchun
HT(/(xn,x) = 0 munosabat o'rinli bo'lsa, x nugta {xn} ketma-ketlikning limiti
deyiladi.

1.10.-tarif Bizga (X,d) metrik fazoda {xn} nuqgtalar ketma-ketligi
berilgan bo'lsin. Ixtiyoriy yetarlicha kichik, musbat e > 0 son uchun n. = nnc)
natural son mavjud bo'lib, nO sonidan katta barcha m va n natural sonlar uchun
d(xnxn) <e tengsizlik o'rinli bo'lsa, {xn} ketma-ketlik fundamental (Koshi
ketma-ketligi) deyiladi. Agar (X,d) fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik
yaginlashuvchi bo'lsa, (X,d) to'la metrik fazo deyiladi.

1.11.-ta’rif. Ixtiyoriy e>0 son uchun chekli sondagi e radiusli
sharlarning birlashmasidan iborat metrik fazo to'liq chegaralangan metrik fazo
deyiladi.
Masalalar yechish namunalari

lI-inasala Bizga H ={{x,}|x, eR,Xx?<0°} to'plam berilgan bo'lsin

isbotlang (bu yerda x ={x }, y={y,} e H ).

Yechish. Avval kiritilgan funksiya ma’'noga ega ekanligini tekshirishimiz
kerak, ya'ni d(x,y) metrikaning ifodasida gatnashgan gatorni yaginlashishga
tekshirishimiz kerak. Buning uchun hagqigiy sonli chekli a],a2...,al va
n ketma- ketliklar uchun o'rinli bo'lgan

kiwhi tengsizligidan foydalanamiz.
llar bir x = {x,}, y ={v,} e H nugqtalar juftligi va ixtiyony musbat butun
K Tun uchun ushbu
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munosabatlar o'rinli. Modomiki oxirgi tengsizlik ixtiyoriy musbat butun k soni
uchun o'rinli ekan, d(x,y) metrikaning ifodasida gatnashgan qator
yaginlashadi.

Ravshanki, d(x,y) funksiya metrikaning 1), 2) shartlarini qanoatlantiradi.
Endi 3) shartni tekshirishimiz kerak.
Bizga ixtiyoriy x={x(}, y={yt} va z={z(}e# nugtalar berilgan
bo'lsin. Endi xk= {x,,x,,...,X,,0,0,...}, yk={yl,y2...,yt,0,0,...},
zk= {zt,z2...,2t0,0,...} va a =X -y ., b,=v,-zt, ¢ =x -z, kabi belgilashlar
kiritamiz. Koshi tengsizligidan foydalanib quyidagi munosabatlarni hosil
gilamiz:

[d{xk,z')f =+ ¢c? =% (a,+bY =+ a2+2+ ab ++ h;l<

tei M Vi =l VoV fei v )

Oxirgi tengsizlikdan ixtiyoriy k= 1,2,... uchun ushbu tengsizlik o'rinli
ekani kelib chigadi

d(x,y)+d(y,z)>d(xk 7 ) +</(/,z*) > </(X .z%),
0'z navbatida quyidagi tengsizlik kelib chigadi:
d(x,_v)+d(.v,z)>d(x.z).

Demak, H to'plamda kiritilgan d(x,y) funksiya metrika hosil gilarekan

2-masala. Bizga (X,d) metrik fazo va uning gism to'plami Ac(X,d)
berilgan bo'lsin. Berilgan metrik fazo o'zining metrikasi yordamida topologik
fazoga aylantirilgan bo'lsin. Olingan xe X nugta A to'plamning urinish
nugtasi bo'lishi uchun A to'plamda x nugtaga yaginlashuvchi ketma-ketlikning
mavjud bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

Yechish. ZarurligL Berilgan A to'plamning yopig'i A to'plamdan x
nugta olaylik. Har bir natural / soni uchun x, e AT B.(x) nugta olamiz. Ketma-

ketlikning limiti ta'rifiga ko'ra, X nugta va (x,) ketma-ketlik uchun

limrf(x,,x) = 0 munosabat o'nnli bo'lsa, x nuqgta {x,} ketma-ketlikning limiti

deyiladi. Ravshanki, d{x,xt)<\ munosabat barcha natural z sonlar uchun
o'rinli va bundan esa b1 (xf,x) =0 tenglik kelib chiqadi. Demak, X nugta

{x,} ketma-ketlikning limiti ekan



Yetarliligi Yetarliligini isbotlash uchun berilgan A to'plamning yopig’i
A to'plamga tegishli bo'lmagan x nugta uchun unga yaginlashuvchi ketma-
kctlik mavjud emasligini isbotlash kifoya.

Modomiki, xeA ekan, shunday r>0 soni topiladiki, uning uchun
AC\Br(x) = 0 munosabat o'rinli bo'ladi. Natijada, ixtiyoriy x' e A nugta uchun
iHXx,x")Zr tengsizlik bajariladi. Bundan esa x nugtaga intiluvchi A
lo'plammng nugtalandan iborat {xj ketma-ketlik mavjud emasligi kelib
chigadi.

Misol va masalalar

1 Berilgan (X,d) metrik fazo uchun quyidagi tengsizliklarm isbotlang:
md)\d(x,z)~d(:,y)\<d(x,y) buyerda x,y,ze(X,d);
b)d(x,Z)<d(x,y) +d(Z,y), buyerda Z cz(X,d)\
c)\d(x,Z) - d(Z,y)l<d(x,y), buyerda Z a (X,d).
2. Biror bo'sh bo'Imagan X - to'plam va bu to'plamda quyidagicha
lunksiya
[0, agar x=y
d(x,y) =< berilgan bo'lsin. Berilgan d(x,y) - funksiya
[1, agar x* vy
metrika ekanligi isbotlansin. Bu metrika diskret metrika, fazo esa, diskret fazo
deyiladi
3. Bizga (X,d) metrik  fazo  berilgan  bo'lsin. U holda
d.{x,y)= va d2Zx,y) = min{(/(x,_v),I} lar ham metrika bo'lishi va
1+ d{x,y)
ularning bir xil topologiya tashkil qilishi hamda (X,dt), (X,d2 metrik
fazolarning Koshi ketma-ketliklari bir xil ekanligi ko'rsatilsin.
4. Bizga X sifatida o'lchami n ga teng bo'lgan to'plam, ya'ni
X - {xX\x = (xI,x2...,xn), xte R'} (keyinchalik X =R" kabi belgilaymiz) va

n i
dt(x,y) = “Y,YY funksiya berilgan bo'lsin. Berilgan d”~(x,y)- funksiya
n

metrika ekanligi isbotlansin. Bu metrika Yevklid metrikasi deb ataladi.
5. Bizga X =R" to'plam va 2x,_y)= mp{jt, -y,j} funksiya berilgan
bo'lsin. Berilgan d2(x,y)- funksiya metrika ekanligi isbotlansin.

6. Barcha hagqigiy sonlar to'plami R ushbu d(x,y)=J\x- YA metrika

bilan metrik fazo bo'ladimi?

7. Yugondagi R” da aniglangan dt(x,y) va d2x,y) metrikalar bir xil
topologiya aniglashini isbotlang. Bu topologiya Yevklid topologiyasi deb
ataladi Berilgan R" to'plam va bu topologiya birgalikda Yevklid fazosi deb



ataladi va R" bilan belgilanadi. Bundan so'ng, R" topologik fazo sifatida
Yevklid topologiyasi bilan garaladi.

8. Barcha hagiqiy sonlar to'plami R da d](x,y)= x-jvj va
d2x,y) = \arctgx-arctgy metrikalar Kiritilgan. Bu metrikalar yordamida hosil
gilingan topologiyalaming ustma-ust tushishi va Koshi ketma-ketliklarini esa
turlicha ekanligi ko'rsatilsin.

9. Bizga [0;l]] kesmada wuzluksiz funksiyalar to'plami C[Ol] va

d,(f,g) = max \f(x)-g(x)\ funksiya berilgan bo'lsin. Bu d,(f,g)- funksiya
4

«
metrika ekanligi ko'rsatilsin.

10. Bizga [0;l] kesmada wuzluksiz funksiyalar to'plami C[0l, va
1

di(f’g) =\f(t)~g(t)dt funksiya berilgan bo'lsin. Bu ~4(/,g)- funksiya
0

metrika ekanligi ko'rsatilsin.

11. Yuqoridagi masalalarda Kkiritilgan dAf,g) metrikada limitga ega
bo'lgan, d,(f,g) metrikada esa limitga ega bo'Imagan CJ[0] fazoda ketma-
ketlik tuzilsin

12. Metrik fazo (X,d) ning Y a X gism to'plami yopiq bo'lishi uchun
(X\Y) ning ochig bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin (bunda yopiq
to'plam sifatida yopig'i bilan ustma-ust tushuvchi to'plam olinsin).

13. Metrik fazodagi har ganday chekli to'plam yopiq to'plam ekanligi
isbotlansin

14. Ochiq shar ochiq to'plam ekanligi, yopiq shar va sfera yopiq to'plam
ekanligi isbotlansin.

15. Ushbu Br(x0) * B'(x0 munosabatni ganoatlantiruvchi sharlar mavjud
bo'lgan metrik fazo topilsin.

16. Har ganday (X,d) metrik fazoda

a) chekli sondagi ochiq to'plamlar kesishmasi;

b) ixtiyoriy sondagi ochiq to'plamlar birlashmasi ochiq to'plam ekanligi
isbotlansin.

17. Metrik fazo (X ,d) ning Ac X gism to'plami yopig bo'lishi uchun.
uning ixtiyoriy yopiq shar bilan kesishmasi yopiq to'plam bo'lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

18. Ushbu int(/4f15)= intAflint B munosabat o'rinli ekanligi
isbotlansin.

19. Metrik fazoda har qanday vyaqinlashuvchi ketma-ketlikning
fundamental ekanligi ko'rsatilsin.

20. Metrik fazoda Y to'plam yopig bo'lishi uchun Y dagi nuqtalardan
iborat barcha yaginlashuvchi ketma-ketliklaming limiti Y ga tegishli bo'lishi
zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.



21. Metrik fazoning ixtiyony to'plamining yopig'i yopiq to'plamli s
ko'rsatilsin.
22 Bizga (X ,d) metrik fazo va uning X qism fazosi berilgan ~lsin
Qism fazo X ¢ X ning U to'plami ochiq (yopiq) bo'lishi uchuij ;hbu
U = UC\X tenglikni bajarilishi zarur va yetarli ekanligi ko'rsatilsin (t" .erda
I/ X dagi ochiq (yopiq) to'plam).
23. Metrik fazoda radiusi 7 ga teng bo'lgan shar, radiusi 3 ga teng jjlgan
shar ichida joylashsa, ulaming ustma-ust tushishi isbotlansin.
24. Metrik fazoda {*,} ketma-ketlik limitga ega bo'lsa, unir>, imili
yagonaligi isbotlansin.
25. Quyidagi hollarnmg har birida Yevklid fazosi (R\d)da bei*n A
to'plamning yopig'i topilsin:
1) A=Q (buyerda Q- barcha ratsional sonlar to'plami);
2) A =t9Z (bu yerda Z -barcha butun sonlar to'plami);
3) A=sinz;
4) A = arctg(tgZ);
5) A = arccos(sin Z);
6) A=ee\
7) A=In(l + (A)(Q,-manfiy bo'lImagan ratsional sonlar to'pla®,
8) A={m+na} m,ne Z,a -inatsional son;

9) A=\"-2-p,qeZ,4*o0|;

100 Nn=|r’; e TV].

Quyidagi hollarda esa Yevklid fazosi (R\d, )da bera) A
to'plamning yopig’i topilsin:
11) A=e*;

12) /1=j(jt,sin-);jr>o0].

26. Bir o'lchamli Yevklid fazosi (J1l«/)da ichma-ich joy™lgan,
uzunligi nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligming kesishmasi n”.yoki
yopiq shar ekanligi ko'rsatilsin

27. Bir o'lchamli Yevklid fazosi (R',dt)da berilgan to'pl™jchiqg
bo'lishi uchun, u o'zaro kesishmaydigan, sanoqli sondagi ochiq interring
birlashmasidan iborat bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

28. Ikki o'lchamli Yevklid fazosi (R\d,)da bitta nugtasinigjarib
tashlagandan so’'ng ochiq bo'lib qoladigan yopiq to'plamga misol keltir®

29. Metrik fazoda kesishmasi ochiq bo'Imagan to'plamdan iborai®lgan



ochig to'plamlar sistemasiga misol keltinng.

30. Metrik fazoda birlashmasi yopiq boimagan to‘plamdan iborat boigan
to'plamlar sistemasiga misol keltiring.

31. Har ganday chekli to'plamdagi metrika aniglangan topologiya diskret
metrika aniglagan topologiya bilan ustma-ust tushishi ko'rsatilsin.

32. Diskret metrika bilan berilgan fazodagi ixtiyoriy to'plamning ham
ochiqg, ham yopiq ekanligi ko'rsatilsin.

33. Ikki oichamli Yevklid fazosi (R\d,) da

S'= =rcosp,y =rsin/Jj P e [0:2n-]} to'plam berilgan. Maiumki, bu

to'plam aylanadan iborat. Ushbu S1lc R 2 aylanadagi P = nan (a -irratsional
son), n e Z, burchakka mos keluvchi nugtalar to'plamim A bilan belgilaymiz.
Bu to'plamning yopigi uchun A = S' munosabatning o'rinli bo'lishi isbotlansin.

34. Metrik fazoda chekli sondagi chegaralangan to'plamlarning
birlashmasi chegaralanganligi isbotlansin. Bu fakt to'plamlar soni chekli
bo'Imagan holda o'rinli emasligiga ishonch hosil qiling.

35. To'lig chegaralangan metrik fazo chegaralanganligi ko'rsatilsin.
Teskarisi o'rinli bo'Imasligi misollar yordamida ko'rsatilsin.

36. Maiumki, barcha ratsional sonlar to'plami Q bir oichamli Yevklid

fazosi (R',dt) ning qism fazosi bo'ladi. Ushbu ((?,</,) fazoning toia

bo'Imagan metrik fazo ekanligi isbotlansin.
37. Metrik fazo (C[IH,</,) ning toia metrik fazo ekanligi isbotlansin.

38. Metrik fazo to'la bo'lishi uchun undagi ichma-ich joylashgan radiusi
nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligining kesishmasi bo'sh bo'Imasligi
zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

39. Ichma-ich joylashgan yopiq sharlar ketma-ketligming kesishmasi
bo'sh bo'lgan to'la metrik fazoga misol keltiring.

2 8. Topologik fazolar

Topologiya tushunchasi XIX asming N.l.Lobachevskiy, B. Riman, A.
Puankare, D. Gilbert kabi buyuk matematiklan ishlanda paydo bo'lgan.
Shakllammg geometrik xossalari ulaming metrik xossalari (o'lchamlari.
burchaklari, va hokazo) bilan to'liq aniglanmaydi. Topologik usullar yordamida
shakllammg geometrik xossalari yorgin namoyon bo'ladi.

Metrik fazolarda asosiy tushunchalar atrof hamda ochiq to'plam
tushunchalari yordamida kiritilgan edi. Bunda atrof va ochiq to'plam
tushunchalari masofa orgali aniglangan edi. Endi ochiqg to'plam tushunchasi
topologiya aksiomalari orgali aniglanib, nugtaning atrofi sifatida shu nugtani o'z
ichiga olgan ochiq to'plam tushuniladi.
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Asosiy tushunchalar

Bizga biror X to'plam berilgan bo'lib, « ={Xi) oila -V to'plunuilng
ba’'zi gism to'plamlaridan iborat boisin. Bu oila chekli sondagi elementliudoil
iborat bo'lishi yoki uning elementlari cheksiz ko'p boiishi mumkin  Shuniiiit
uchun biz mdeks o'zgaruvchisi a ning ganday to'plamga tegishli ekanligini
korsata olmaymiz.

2.1.-ta’rif Berilgan r-oila quyidagi

1) le r (maiumki, har ganday to plam o'zining qismi boiadi, shunmg
uchun u r oilaga tegishli boiishi ham, tegishli boimasligi ham mumkin);

2) Oer(bo'sh to'plam har ganday to'plamning gismi bo'ladi, shuning
uchun u r oilaga tegishli bo'lishi ham, tegishli bo'Imasligi ham mumkin);

3) berilgan r oilaga tegishli ixtiyoriy ikki to'plamning kesishmasi r
oilaga tegishli, ya'ni t/,Fer=> Fflf/er;

4) berilgan T oilaga tegishli qism to‘plamlardan iborat ixtiyoriy {Xap}
oila uchun birlashma |[JXa ham r oilaga tegishli

e
shartlami ganoatlantirsa, (X,r) -juftlikni topologik fazo deb, r oilani esa bu
fazodagi topologiya deb ataymiz; r oilaga tegishli gism to'plamlar ochiq
to'plamlar deyiladi.

Demak, birorta to'plamm topologik fazoga aylantirish uchun uning
yuqondagi shartlami ganoatlantiruvchi gism to'plamlaridan iborat birorta oilani
aniglash yetarlidir. Agar (X,r) topologik fazo bo'lsa, X fazoning elementlari
nuqtalar deb ataladi.

Bizga (X, t) topologik fazo va AczX qism to'plam berilgan boisin.

2.2.-ta’rif. Biror xe A nugta uchun shunday ochig U to'plam mavjud
boiib, xeUcA munosabat o'rinli bo'lsa, x nuqta A to'plamning ichki
nugtasi, x nugta tegishli boigan ixtiyoriy ochiq' to'plam x nuqtaning atrofi
deyiladi.

2.5-ta'rif Berilgan A to'plamning barcha ichki nugtalaridan tashkil
topgan to'plam uning ichi deyiladi va mt A kabi belgilanadi.

Tasdiqg Berilgan A to'plam ochiqg boiishi uchun, u o'zining ichi bilan
ustma-ust tushishi, ya’'ni A = inXA munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.

2.4,-tarif Agar A to'plamning toidiruvchisi x\ A ochig boisa, A
to'plam yopiq to'plam deyiladi.

2.5-ta'rif. Biror xe X nugtaning ixtiyoriy U(x) atrofi uchun
U(X)C\ A*<2 munosabat o'rinli boisa, bu x nugta A to'plamning urinish
niigtiisi deyiladi

2.7.-tarif Berilgan A to'plamning barcha urinish nugtalari to'plami
uning yopigi deyiladi va A kabi belgilanadi.

2.8-ta'rif Biror xe X nuqgtaning ixtiyoriy U(x) atrofi uchun



1Ixn A *0 va WU IT\(X\A)*0 munosabatlar bajarilsa, x nuqgta A
to'plamning chegaraviy nuqgtasi deyiladi. Berilgan A to'plamning barcha
chegaraviy nugqtalari to'plami A to'plamning chegarasi deyiladi va cA kabi
belgilanadi.

2.9.-tarif Bizga (X,t,) va (X,t2 topologik fazolar berilgan bo'lib,
t, cr, munosabat bajarilsa, r, -topologiya r2-topologiyaga nisbatan kuchsizroq
topologiya deyiladi va r, <r2yoki t2> x, kabi belgilanadi.

2.10.-ta'rif Bizga (X ,t) topologik fazo va uning {f/Jcr ochiq gism
to'plamlan oilasi berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy ochig V to'plamni
U=U~", Ute{(/a} ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, {(/J oila (X,t)

B

topologik fazoning bazasi deyiladi.
2.10'-ta'rif. Bizga (X,t) topologik fazo va uning r, ={{/,}c r ochiq
qism to'plamlari oilasi berilgan bo'lsin. Agar r, oiladan olingan barcha chekli

sondagi ochig to'plamlar kesishmasidan hosil bo'lgan oila, ya'ni mumkin
bo'lgan barcha U, M M ... K/,, (bu yerda barcha i = \,2,...,k lar uchun (/1 e r,)

kesishmalardan hosil bo'lgan oila (X j) topologik fazoning bazasini tashkil
gilsa, uholda r, oila (X, t) topologik fazoning predbazasi(oldbazasi) deyiladi.

2.11.-ta’rif. Bizga {Ua(x)}~ x nugtaning atroflaridan tuzilgan oila
berilgan bo'lsin. Agar x nugtaning ixtiyoriy U(x) atrofi uchun
U~nx) e{Ua(x)} atrof mavjud bo'lib, xe Uat(x) c U(x) munosabat o'rinli
bo'lsa, {(/a(x)} oila x nugta atroflan uchun baza deyiladi

2.12.-ta’rif. Berilgan topologik fazo ixtiyoriy x nuqtasinmg atroflari
uchun sanoqli baza mavjud bo'lsa, (X,x) da sanoglilikning birinchi aksiomasi

bajarilgan deyiladi. (X, t)-topologik fazoning sanogli bazasi mavjud bo'lsa,
(X, t) topologik fazoda sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan deyiladi.
2.13.-ta'rif Topologik fazoda Acz(X,r) to'plam berilgan bo'lsin. Agar
A =X munosabat o'rinli bo'lsa, A to'plam hamma yerda zich deyiladi.
2.14.-ta’rif Berilgan (A\r) topologik fazoning sanogli va hamma yerda
zich gism to'plami mavjud bo'lsa, u separabel topologik fazo deyiladi.
2.15-ta’rif Bizga (X,t) topologik fazo va uning nugtalaridan iborat
{xn} d X ketma-ketlik, xe X nugqta berilgan bo'lsin Agar x nugtaning ixtiyoriy
U(x) atrofi uchun shunday N natural son mavjud bo'lib, n> N bo'lganda,
xr e (J(x) munosabat o'rinli bo'lsa, {xn} ketma-ketlik * nuqtaga yaginlashadi
deyiladi.
2.16-ta’rif Topologik fazoda N ci(X,t) to'plam berilgan bo'lsin. Biror
xeA nuqtaning shunday U atrofi mavjud bo'lib, t/fM ={x} munosabat
o'rinli bo'lsa, bu x nugta A to'plamning ajralgan nugtasi deyiladi.
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2.17-la'rif Topologik fazoda A cz(A',r) to'plam berilgan bo'l.sm Agin
%1 A nugtaning ixtiyoriy I! atrofida A to'plamning x nugtadan furgli
niiglulun mavjud bo'lsa, bu x nugta A to'plamning limit nuqgtasi deyiladi

Masalaiar yechish namunalari

I- iliuxala. Bizga (X ,t) topologik fazo berilgan bo'lsin. Topologik fa
ftkniutuularidan foydalanib, yopiq to'plamlar uchun quyidagi xossalarni
inbotluiig

1) X yopiq to'plam;

2) bo'sh to'plam yopiq to'plam;

.1 chekli sondagi yopiq to'plamlammg birlashmasi yopiq to'plam;

4) ixtiyoriy sondagi yopiq to'plamlammg kesishmasi yopiq to'plam.

Yechish 1) Bo‘sh to'plam topologiyaga tegishli, topologiyaga tegishli
to'plamni ochiq deb ataganmiz. X esa, ochiq to'plamning to'ldiruvchisi sifatida
yopiq to'plam, chunki uni X = X \O0 ko'rinishida yozish mumkin

2) X to'plam topologiyaga tegishli, topologiyaga tegishli to'plamni ochiq
deb ataganmiz. Bo'sh to'plam esa ochiq to'plamning toTdiruvchisidan iborat
bo'lganligi sababli, yopig to'plam, chunki uni 0 = X\ X ko'rinishida yozish
mumkin.

3) Endi chekli sondagi yopiq to'plamlammg birlashmasi yopiq to'plam
ekanligini isbotlaymiz. Bizga {Fa} yopiq to'plamlar oilasi berilgan bo'lsin. Bu
oiladan ixtiyoriy tarzda chekli sondagi to'plamlar ajratib olib, ulaming
birlashmasi yopiqg ekanligini isbotlashimiz kerak.

Berilgan yopiq to'plamlar sistemasidan ixtiyoriy olingan yopiq

to'plamlami F,Fa,...,F kabi belgilaylik. Endi F=(jFa to'plamni
" il
yopiqgligini isbotlashimiz kerak. Bunmg uchun X\ F to'plamni ochigligini
ubotlash yetarli. Maiumki, ushbu X \F = X \(IjFa)=PII(X\Fa) munosabat
H i

liai doim o'rinli. Tenglikning o'ng tomomda chekli sondagi ochiqg
to'plamlammg kesishmasi turibdi. Modomiki, (X,t) topologik fazo ekan,
yuqoridagi kesishma ochiq to'plamdan iborat boiadi. Demak. X\ F to'plam
ochiqg to'plamdir. Bundan F to'plamning yopiqgligi kelib chigadi.

Natijada, chekli sondagi yopiq to'plamlammg birlashmasi yopiq to'plam
ekanligini isbotlandi.

4) Navbatda ixtiyoriy sondagi yopiq to'plamlammg kesishmasi yopiq
to'plam bo'lishini isbotlashimiz kerak. Bizga {Fa} yopig to'plamlar oilasi
berilgan bo'lsin. Bu oiladan ixtiyoriy tarzda to'plamlar ajratib olib, ularning
kesishmasi yopiq ekanligini isbotlashimiz kerak.

Hcrilgan yopiqg to'plamlar sistemasidan ixtiyony olingan yopiq to'plamlar
oilasini FNF kabi belgilaylik
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Endi F - P)F3to'plamni yopigligini isbotlashimiz kerak. Buning uchun
X\ F to'plamni ochigligini isbotlashyetarli.

Ma’'lumki. ushbu X \F = X \ Faj = (J(A" \Flz) munosabat har doim

o'rinli. Tenglikning o’ng tomonida ixtiyoriy sondagi ochiqg to'plamlammg
birlashmasi turibdi. Modomiki, (X,t) topologik fazo ekan, yugoridagi
birlashma ochiq to'plamdan iborat bo'ladi. Demak, X\F to'plam ochiq
to'plamdir. Bundan F to'plamning yopigligi kelib chigadi

Natijada, ixtiyoriy sondagi yopiq to'plamlammg kesishmasi yopiq
to'plam ekanligim isbotlandi

2-masala. Sanoglilkning birinchi aksiomasi bajarilmagan topologik
fazoga misol keltiring.

Y echish. Bizga X = R' haqiqiy to’'g'ri chizig va Y =(R]\N)(J {
to'plam berilgan bo'lsin (by yerda yOiR). Berilgan X to'plamning har bir x
nugqtasiga quyidagi munosabat bilan

fx, agar x e X \N
[Yo, agar xeN
nugtani mos go'yilgan bo'lsin.

Quyidagi yopiqg to'plamlar 1y-{AczY \f '(A) to'plam X da yopiq}
oilasi yordamida Y to'plamda Kkiritilgan topolgiya garaymiz. Yugqoridagi
f :X —Y akslantirish yopiq ekanligini ko'rsatish giyin emas. Ravshanki,
nugtaning Y topologik fazodagi atroflari (U\N) U { Vo) ko'rinishda bo'ladi (bu
yerda 1J to'plam N to'plamni o'z ichiga oluvchi X topologik fazodagi ochiq
to'plam).

Endi >0 nugtaning ixtiyoriy (I'/\J1011 {>",}, (t/72\jV)U{vC ,
(U, \N) U{v,,},... atroflari ketma-ketligini garaymiz. Har bir (= 1,2,3,... uchun
X, >i shartni qganoatlantiravchi t e (Jt\N nugta tanlaymiz. Ushbu
U = X\{xt, x1 X,,...} to'plam N to'plamni o'z ichiga oluvchi X topologik
fazodagi ochiq to'plamdir. Shuday qilib, vO nugtaning Ix= (f/\AMU {VO}
atrofini hosil qildik. Bu hosil qgilingan atrof {*,, x2 x,,...} ketma- ketlikning
birorta ham elementim o'z ichiga olmaydi. Demak, Y topologik fazo v,
nuqgtaning atrofida sanogli bazaga ega emas, ya'ni sanoglilikning birinchi
aksiomasi bajarilmas ekan

Misol va masalaiar

1 Ikkita elementdan iborat to'plamning barcha topologiyasim yozing.

2. Bizga X -ixtiyoriy to'plam berilgan bo'lsin. Ochiq to'plamlar sistemasi
sifatida uning barcha gism to'plamlari sistemasini olamiz. Bu sistema topologiya
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liuhkil etishini tekshiring. Bu topologiya diskret topologiya doyiludi TIH
topologiya bilan berilgan fazoni diskret topologik fazo deyiladi

Agar ochiq to'plamlar sifatida {0, A"} juftligi olinsa, u ham topologiya
luxlikil etishi isbotlansin. Buni (oddiy) trivial topologiya deyiladi

3. Bizga (X,x) topologik fazo va uning Ac.(X,x) qism to'plami
licnlgan bo'lsin. U holda quyidagilar isbotlansin:

1) A = A\JdA\

2) d(A[jB)<zdA\JdB\

3) d(Af]B)cdA{JdB,

4) pA c dA;

5) d(X \A) = dA:

6) d(intA) c dA;

7) intA = A\dA.

8) A =intAUdA

2), 3), 4), 6) hollarnmg teskarisi o'rinli emasligiga misol keltirmg.

4. Metrik fazoda to'plamning urinish nuqgtasi ta'rifl shu metrika hosil
gilgan topologiyadagi ta'rifiga ekvivalentligi isbotlansin.

5. Topologik fazoda A<z(X,x) to'plam berilgan bo'lsin U holda, A
to'plam yopiq bo'lishi uchun A - A munosabat o'rinli bo'lishi zarur va yetarligi
ubotlansin

6. Topologik fazoda to'plam yopig’'ining yopiq to'plam ekanligi
ko'rsatilsin.

7. Topologik fazoda A, Bc(X,x) to'plamlar berilgan bo'lsin. U holda,
ushbu A\JB = A U B munosabatning bajarilishi ko'rsatilsin.

8. Topologik fazoda ixtiyoriy ¥ to'plam uchun Y =P tenglikning o'rinli
ekanligi ko'rsatilsin.

9. Topologik fazoda Y cz(X,r) to'plam berilgan bo'lsin. U holda,
r(m{H.H =YC\G,Ger) oila ¥ da topologiya amqglashi isbotlansin. (Y bu
topologiya bilan gism fazo deyiladi, ry esa x yordamida Y ga Kkeltirilgan
topologiya deyiladi.)

10. Topologik fazoda Yt,Y26r ochiq to'plamlar berilgan bo'lsin. Agar Y,
vii Y, lar hamma yerda zich bo'lsa, ulaming kesishmasidan iborat Y =Y f\Yl
to'plam ham hamma yerda zich ekanligi isbotlansin.

11. Sanoglilikning birinchi (ikkinchi) aksiomasi bajarilmagan topologik
lu/oga misol keltiring

12. Topologik fazoning gism to'plami bo'lgan Y to'plam biror ochiqg
to'plamning yopig’i bo'lishi uchun, u o'z ichining yopig'iga teng bo'lishi zarur
vii yetarli ekanligi isbotlansin.

13. Yevklid fazosi R" da sfera shaming chegarasi ekanligi ko'rsatilsin

14. Sanoglilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazoda
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sanogliliknmg birinchi aksiomasini bajarilishi ko'rsatilsin.

15. Yevklid fazosi R" da ochig shaming yopig’'i yopiqg shar, sfera esa
ochig hamda yopiq sharlammg chegarasi ekanligi isbotlansin.

16. Berilgan X to'plamdagi ixtiyoriy topologiyalar oilasining
kesishmasi, shu X to‘plamda topologiya bo'lishi ko'rsatilsin.

17. Topologik fazoda Aa(X,T) to'plam berilgan bo'lsin. U holda,
quyidagi munosabatlami isbotlang:

1) XJTA = AT\intA-

2) X N\A=X \A.

18. Topologik fazoda berilgan ixtiyoriy A, B c:(X,t) to'plamlar uchun
quyidagi munosabatlar o'rinli ekanligi isbotlansin:

1) )KTBCcAMNB:

2) A\BczA\B.

Aksincha, 1) Af\Bz>AC\B va 2) A\Bz>A\B munosabatlar
bajarilmasligiga misol keltiring.

19. Bizga (x,tx), (T,rr), (z,t7) topologik fazolar berilgan bo'lib, Y
topologik fazo X topologik fazoning gism fazosi bo'lsa, Z topologik fazo esa,
Y topologik fazoning qism fazosi bo'lsa, u holda Z topologik fazo X ning ham
qism fazosi ekanligi isbotlansin

20. Topologik fazoda berilgan A gism to'plamini ikkita yopiq
to'plamlammg ayirmasi ko'rinishida tasvirlash mumkm bo'lishi uchun, A\A
to'plamning yopiq bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

21. Topologik fazoda berilgan to'plamni o'z ichiga olgan eng kichik
yopiq to'plam uning yopig'i ekanligi isbotlansin.

22. Topologik fazoda berilgan to'plamining ochiq gism to plamlari ichida
eng kattasi uning ichi ekanligi isbotlansin.

23. Ratsional koeffitsientli ko'phadlar to'plami C[abj ning hamma yerida

zich va sanoqli to'plam ekanligi isbotlansin.

24. Topologik fazo X ning Y gism fazosi diskret bo'lishi uchun uning
barcha nugtalari ajralgan bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

25. Sanogliliknmg ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazo separabel
fazo ekanligi isbotlansin.

Sanogliliknmg ikkinchi aksiomasi bajarilmagan separabel fazoga misol
keltiring.

26. Metrik fazo separabel fazo boiishi uchun unda sanoqliliknmg
ikkinchi aksiomasi bajarilishi zarur va yetarli ekanligi ko'rsatilsin.

27. Sanogliliknmg ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazoda har
ganday topologiya bazasi gandaydir sanogli bazani o'z ichiga olishi isbotlansin.

28. Bizga (X,r) topologik fazo va uning A ¢ (X, T) ochiq gism to'plami
berilgan boisin. U holda ixtiyoriy Bc (X,t) to'plam wuchun ushbu
AN B c Af)B munosabatni bajarilishi isbotlansin.



N ochiq boimaganda bu munosabat o'rinli bo'Imasligiga misol keltirmg

29. To'plam ham ochiqg, ham yopiqg bo'lishi uchun uning chcgarasi bo'sh
bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin .

30. Bizga (X,t) topologik fazo va uning A<z (X,t) qism to'plami
berilgan bo'lsin. U holda A to'plamning ochig bo'lishi uchun dA = A\A
munosabat bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

31. Bizga (X,t) topologik fazo va uning Ac (X,t) gism to'plami
berilgan bo'lsin. U holda A yopiq bo'lishi uchun, 8A = A\(in\. A) bo'lishi zarur
vu yetarli ekanligi isbotlansin.

32. Topologik fazodagi barcha chegaralangan sonli (xj ketma-ketliklar
to'plami X bilan belgilaylik. U holda X x X to'plamda aniglangan
J(.x,y) = sup*, - y N\funksiya metrika ekanligi va (X,d) metrik fazo separabel

bo'lImagan fazo ekanligi isbotlansin.

33. Bizga X topologik fazo, Y ¢ X qism fazo va IxtiyorAczY to'plam
berilgan bo'lsin. Agar K topologik fazoda x nugta A to'plamning limit nugtasi
ekanligi ma’'lum bo'lsa, X topologik fazoda ham x nugta A to'plamning limit
nugtasi bo'lishi ko'rsatilsin.

34. Bizga X],X2..Xn topologik fazolar berilgan bo'lsin. U holda, bu
topologik fazolaming X. xX 2x...xXn to’g’'ri ko'paytmasi sanoqlilikning
binnchi(ikkinchi) aksiomasim ganoatlantirishi uchun ko'paytuvchilaming har
bin sanoqlilikning birmchi(ikkinchi) aksiomasini qanoatlantirishi zarur va
yetarli ekanligi isbotlansin.

35. Bizga X topologik fazo va Ac X to'plam berilgan bo'lsin. Berilgan
A to'plam yopiq bo'lishi uchun, u o'zining barcha limit nuqtalarini o'z ichiga
olishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

36. Topologik fazoda U c X ochiq to'plam berilgan bo'lsin. U holda
A"U\U to'plam X topologik fazomng hech qayerida zich emasligi
isbotlansin.

37. Topologik fazoda A yopiq to'plam berilgan bo'lsin. Berilgan A
to’plam X topologik fazomng hech gayerida zich bo'Imagan to'plam bo'lishi
uchun, X\ A to'plam X topologik fazomng hamma yerida zich bo'lishi zarur va
yetarli ekanligi isbotlansin. Agar A to'plamning yopiqgligini talab qilmasak,
luxdig o'rinli bo'ladimi?

38. Bizga X topologik fazo, uning gism fazosi Y va X topologik
lazoda hech gayerda zich bo'Imagan A to'plam berilgan bo'lsin U holda,

I Af]Y to'plam Y gism fazoning hech gayerida zich emasligi isbotlansin

39. Bizga X topologik fazo va uning Y a X qism fazosi hainda X

topologik fazoning bazasidan iborat bo'lgan \Ua) oila berilgan bo'lsin. U holda,

Y) oila Y fazodagi topologiya bazas i ekanligi isbo;
40. Topologik fazoda hech gayerda zich bo‘Imagan~*pflIBfimmg yopip'i N

liliin hech qayerda zich emasligi ko'rsatilsin.
(u(Inv. NeFLOD<///)»
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41. Berilgan X topologik fazo ganday shartni ganoatlantirganda, uning
hamma yerida zich to'plami o0'zi bilan ustma-ust tushadi, ya’'ni ushbu
A =X =X =A munosabat o'rinli bo'ladi9

42. Biror X to'plam va undagi {r.,} topologiyalar oilasi berilgan bo'lsin.

U holda, r=P)Ta oila ham X to'plamda topologiya bo'lishini isbotlang.
43. Biror {X,d) metrik fazoda A ={e,,e.....} sanogli va hamma yerda zich
to'plam berilgan boisin. U holda, oila X metrik fazodagi

topologiyaning bazasi ekanligi ko'rsatilsin.

44. Metrik fazoda ochiq shaming yopig’'i yopiq shar bo'lishi uchun
radiusi shaming radiusi bilan, markazi shaming markazi bilan ustma-ust tushgan
sfera uning chegarasi bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

45. Sanogliliknmg birinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazoda A
to'plam yopiq boiishi uchun, A to'plam elementlaridan tuzilgan barcha
yaginlashuvchi ketma-ketliklaming limitlari A to'plamga tegishli boiishi zarur
va yetarli ekanligi ibotlansin.

46. Biror (X, t) topologik fazoda {Ua} ochiq to'plamlar oilasi topologiya
bazasi boiishi uchun quyidagi shartnmg bajarilishi zarur va yetarli ekanligi
isbotlansin:

ixtiyoriy V ochiq to'plam va ixtiyoriy xe V nugta uchun xef/c V
shartlami ganoatlantiruvchi U e {f/_} to'plam mavjud.

47. Bizga X topologik fazo va uning Y qism fazosi hamda Ac:Y
to'plam berilgan boisin. U holda A to'plamning Y fazodagi yopig'i, uning X
topologik fazodagi yopig'i bilan Y fazoning kesishmasiga tengligi isbotlansin.

48. Topologik fazoda hech gayerda zich bo'lmagan ochig to'plamning
bo'sh to'plam ekanligi ko'rsatilsin.

49. Biror X to'plam va unda kiritilgan topologiyalar oilasi {r~} berilgan

bo'lib, bu sistemaga tegishli ixtiyoriy ikkita Ty, T topologiyalar uchun ulardan
kuchliroq g {Ta} topologiya mavjud bo'lsa, u holda r=Ur, ham X

to'plamda topologiya tashkil qilishi isbotlansin (masalan, bu munosabat
ixtiyoriy ikkitasim solishtirish mumkin boigan {r j oilasi uchun o'rinli).

3 8. Uzluksizlik

Topologiyaning asosiy tushunchalaridan bin uzluksizlik tushunchasidir.
Bu tushuncha matematik analizda ham uchraydi, lekin topologiyada uzluksizlik
tushunchasi har tomonlama to'liq rivojini topadi. Uzluksizlik yordamida
topologik akslantirish tushunchasi amglanadi.

Topologiyada uzluksizlik tushunchasi ochiq to'plamlar yordamida
kiritiladi. Shuning uchun bu yerdagi tasdiglami isbotlashda topologik usullar
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qo' Iliniladi
Asosiy tushunchalar

Bizga X, Y topologik fazolar va X topologik fazom Y topologik fazoga
nkxluntiruvchi f\ X -*Y akslantirish berilgan boisin. X topologik fazoning xa

miqtasining / akslantirishdagi aksini y,. = f(x a) kabi belgilaylik.

J.l.-la’rif. Berilgan f akslantirishda vy, nuqgtaning ixtiyoriy V atrofi
uchun x, nuqgtaning shunday U atrofi mavjud boiib, f(U)cV munosabat
litiianlsa, / akslantirish x0 nuqgtada uzluksiz deyiladi. Agar / akslantirish X

topologik fazoning har bir nuqtasida uzluksiz boisa, u uzluksiz akslantirish
deyiladi.

3.2.-tarif Berilgan f X-*Y akslantirishda ixtiyoriy ochiq (yopiq)
lo'plamning aksi ochig (yopiq) to‘'plam boisa, / ochiq (yopiq) akslantirish
deyiladi.

3.3.-ta’rif. Berilgan fX ->Y akslantirish uzluksiz boiib, unga teskari
akilantirish / ' mavjud va uzluksiz boisa, / -gomeomorfizm yoki topologik

nkMluntirish deyiladi A" va Y topologik fazolar esa, o'zaro geomeomorf yoki
topologik ekvivalent fazolar deyiladi.

3.4.-1a’rif. Bizga (X, T,),(Y,Ty) topologik fazolar berilgan boism. A' va I
In/olaming nugtalaridan iborat Z to'plam T= \W He rx,V e rv} topologiya
hilnn birgalikda X va Y topologik fazolaming bogianmagan yig’'indisi
deyiladi.

3.5,-l1arif. Bizga X topologik fazo va unda x, v&.V nuqgtalar berilgan
hu'Uin. Agar 7/ :[0:1]— X uzluksiz akslantirish uchun /(0) =x va f(\) =y
Munosabatlar o'rinli bo'lsa, u holda f akslantirish boshi x nugtada va oxiri y

itughula boigan yo'l deb ataladi
3.6,-tarif. Bizga f .X-~yY akslantirish berilgan boisin VczY

to'plamni ochig deymiz, shu holda va fagat shu holdaki, agar f (V) ochiq
lhi'liiu  Bu f: X —Y akslantirish yordamida kiritilgan topologiya faktor
tin] nilogiya, berilgan / akslantirish esa faktor akslantirish deyiladi. T to'plam

kiMlilgiui topologiya bilan topologik fazo shartlarmi ganotlantiradi.
3.7,-ta’rif. Berilgan f X akslantirish uchun f(X )= K munosabat

1 unit boisa, bu akslantirish ustiga akslantirish, agar f(X )c Y boisa, ishiga
dli iltiiidrish deyiladi.
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MiiNuliilar yechish namunalari

I-masala. Berilgan (X,rx) topologik fazoni (Y,vr) topologik fazoga
akslantiriruvchi  f : X -*Y akslantirish uchun quyidagi shartlaming

ekvivalentligini isbotlang:
a) f X ~>Y akslantirish uzluksiz

b) (Y,ty) topologik fazo ixtiyoriy ochig gism to'plamining
proobrazi(asli) X topologik fazoda ochig.

c) (T,r,) topologik fazo predbazasi (oldbazasi) ixtiyony elementining
proobrazi(asli) (X, tx ) topologik fazoda ochiq

d) (Y,rr) topologik fazo bazasi ixtiyoriy elementining proobrazi(asli)
(X, tx) topologik fazoda ochiq

e) berilgan (X,tx) va (Y,Tr) topologik fazolarda ixtiyoriy xe X va
ixtiyoriy V e D(f(x)) atrofuchun. / (U) ¢ V munosabat bajariladigan shunday
U e B(x) atrof topish mumkin bo'ladigan x e X nugtaning X topologik fazoda
{B(x)}NoX, y =f(x) nuqtaning Y topologik fazoda {IX \)}veY atroflar oilasi
mavjud.

f) (Y,Tr) topologik fazo ixtiyoriy yopiq gism to‘plamming
proobrazi(asli) X topologik fazoda yopiq.

g) ixtiyony AczX to'plam uchun ushbu 7/ (A)c f( A) munosabat
o'rinli.

h) ixtiyoriy BcY to'plam uchun ushbu f~xB)a f~xB) munosabat
o'rinli.

i) ixtiyony BczY to'plam wuchun ushbu f~x(IntB)<zIntf~"~(B)
munosabat o'rinli

Yechish. a) munosabatdan b) munosabatni keltirib chigaraylik.
Ya'ni, fiX-*Y uzluksiz  akslantirish  berilgan bo'lsin.  Berilgan
akslantirishnmg uzluksizligidan foydalanib, (Y.Ty) topologik fazo ixtiyoriy

ochiq gism to'plamining proobrazi (asli) X topologik fazoda ochiq ekanligini
ko'rsatamiz. Uzluksiz akslantirishnmg ta'rifiga ko'ra, /7 X -> K akslantirish X
topologik fazomng har bir nuqtasida uzluksiz.

Modomiki, / X -*Y akslantirish X topologik fazoning har bir

nugtasida uzluksiz ekan, ixtiyoriy xe X nuqta obrazi(aksi) bo'lgan
y =f(x) €Y nugtaning ixtiyoriy Vg c¢ Y atrofi uchun xe X nugtaning
shunday Ux atrofi topiladiki, bu atroflar uchun ushbu f(I M ezVfM

munosabat o'rinli bo'ladi. Endi, (Y.ry) topologik fazodan olingan ixtiyoriy V
ochig gism to'plamining proobrazi(asli) X topologik fazoda ochig ekanligini
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ko'rsatamiz. Bunmg uchun ixtiyoriy olingan xe f~ (V) nugtani ichki nugta
ekanligini ko'rsatamiz. Oxirgi munosabatdan f (x) e V kelib chiqadi.

Demak, V ochiq to'plamni f(x) nuqtaning atrofi deyish mumkin. Endi
f X ->Y akslantirish uzluksiz ekanligini hisobga olsak, ixtiyoriy V ¢ Y ochiq
to’plamning proobrazi uchun, X nugtaning shunday atrofi topiladiki, bu atrof

uchun Uxc f~ (V) munosabat o'rinli Bundan esa, ushbu

t€Ux cz/ Vy(x)) munosabatga ega bo’lamiz va .r nuqtaning ichki nuqgta

ekanligi kelib chigadi. Olingan x nugtaning Ixtiyoriyligidan fA(VE(x))
lo'plamning ochiqligi kelib chigadi

Endi b) munosabatdan c) munosabatni keltirib chigaraylik, ya’'ni
(K.ry) topologik fazo ixtiyoriy ochig gism to’plamining proobrazi(asli) X
topologik  fazoda ochigligidan foydalanib, (Y, Ty) topologik  fazo
predbazasi(oldbazasi) ixtiyoriy  elementining proobrazi (X x) topologik
la/.oda ochigligini isbotlaymiz.

Bizga (Y,Tr) topologik fazoning r, ={Ua) ochiqg to'plamlar oilasidan
iborat predbazasi berilgan boisin deb faraz gilaylik. Modomiki, (Y,rr)
topologik fazo ixtiyoriy ochiq gism to'plamining proobrazi(asli) X topologik
liizoda ochiq ekan, berilgan predbazadan olingan ixtiyoriy U e r, ochiq
lo'plamning proobrazi f '(U) ham ochiq bo'ladi.

Endi ¢) munosabatdan d) munosabatni kelib chiqishini isbotlaylik. Bizga
(K.rr) topologik fazoning t, ={?/,} ochiq to'plamlar oilasidan iborat
picdbazasi berilgan boiib, undan olingan ixtiyoriy f/er, ochiqg to'plamning
pioobrazi / '(U) ham ochiq deb faraz qilaylik. Berilgan (¥ ,rr) topologik
Infoning r, ={{/,} oilaga tegishli to'plamlammg mumkin boigan barcha
chekli sondagi "M ~MN.-Ny,, (bu yerda barcha i=12,.,k lar uchun
f/ « r,) kesishmalaridan hosil boigan oiladan iborat bazasini garaylik. Ushbu
t ,f/in*n...n(/i)=7/ '(f/,)n/ ,(f/2n...n/ '(t/t) tenglikdan baza

elemcntlarining proobrazlari X topologik fazoda ochiqg boiishi kelib chigadi.
Endi d) munosabatdan e) munosabatni keltirib chiqaraylik, ya'ni (Y,Tr)

ii>]inlogik fazo bazasi ixtiyoriy elementining proobrazi (X, rx) topologik fazoda
itiliig ckanligidan, berilgan (x,tx) va (F,rr) topologik fazolarda ixtiyoriy
»n VvV  va ixtiyoriy Ve D{f(x)) atrof uchun, f(U)aV munosabat
li>t]>uilmligan shunday U e B(x) atrof topish mumkin bo'ladigan xe X
Miii[lnning X topologik fazoda {B{x)}X£x > ¥~ f (x) nuqgtaning Y topologik
lit/mlii {/>(,V)},r atroflar oilasi mavjudligini isbotlaylik.

Me'lumki, ixtiyoriy V e !)(/(x)) atrofuchun, shunday Y topologik
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fazoning bazasiga tegishli W atrof topiladiki, bu atroflar uchun f(x)eW czV
munosabat bajariladi Masala shartiga ko'ra, / '(1V) to'plam X topologik
fazoda ochig va xef'(W) munosabatdan baza ta'rifiga ko'ra, shunday
Uc. f (W) bazaga  tegishli atrof  topiladi U holda  ushbu
f(U)c f(f'(W))czW ¢V munosabatga ega bo'lamiz. Shuni isbotlash talab
gilingan edi.

Navbatdagi ishimiz berilgan (X,tx) va (Y.Ty) topologik fazolarda
ixtiyoriy xe X va ixtiyoriy VeD (f(x)) atrof uchun, 7/ (77)c V munosabat
bajariladigan shunday U e B(x) atrof topish mumkin bo'ladigan xe X
nugtaning X topologik fazoda {B(x)}x&x, y = f(x) nuqgtaning Y topologik
fazoda {lWy)}y~y atroflar oilasi mavjud ekanligidan (Y,rr) topologik fazo
ixtiyoriy yopig gism to'plamining proobrazi X topologik fazoda yopigligini
isbotlaymiz.

Bizga (Y,Tr) topologik fazoda B = B yopiq to'plam berilgan bo'lsin,
uning proobrazi f '(B) to'plamning yopigligini isbotlashimiz kerak. Ushbu
munosabat f~'(B) = X\f~'(Y\B) o'rinli  bo'lgani uchun, f~'(Y\B)
to'plamning X topologik fazoda ochigligini isbotlash yetarli. Buning uchun
f~'(Y\B) to'plamning ixtiyoriy nugtasi ichki nugta ekanligini ko'rsatishimiz
kerak. Ravshanki, ixtiyony x e f~' (Y \B) nugta uchun f(x)eY \ B munosabat
o'rinli bo'ladi.

Bundan esa, VczY\B munosabat bajariladigan VeD(f(x)) atrof
mavjudligi kelib chigadi. Masala shartiga ko'ra, f(U)czV munosabat
bajariladigan shunday U e B(x) atrof topish mumkin Natijada, ushbu
xeU c /'(/(£/))c=f-"(V)c f~'(Y\B) munosabatlarga ega bo'lamiz Bu esa.
f'(Y\B) to'plamning ochiqgligini, /7 '(B) esayopiqligini ko'rsatadi.

Endi f) munosabatdan g) munosabatni keltirib chigaraylik, ya'ni
(Y,ry) topologik fazo ixtiyoriy yopig gism to'plamining proobrazi(asli) X
topologik fazoda yopigligidan, ixtiyoriy Ac X to'plam uchun ushbu
f(A)<z f(A) munosabat o'rinli ekanligini keltirib chiqaraylik. Buning uchun
f '"(f(A)) to'plamning A to'plamni o'z ichiga oluvchi yopiq to'plamligidan,
A<z f '{f(A)) munosabat kelib chigadi. Bu yerdan o0'z navbatida
f(A)yaf(f '(f(A))) czf (A) munosabatlami hosil gilamiz. Shuni isbotlash
talab gilingan edi

9) munosabatdan h) munosabatni keltirib chigaraylik, ya’ni
A aX to'plam uchun ushbu f(A)af(A) munosabat o'rinli ekanidan
foydalanib, ixtiyoriy BczY to'plam uchun ushbu f ‘(B)cz f '(B) munosabat
o'rinliligini Kkeltirib chigaraylik.
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Yugqoridagi munosabatni keltirib chigarish uchun A =f'(B) TunoHmbsLUn
ushbu munosabatni f(A)cz /(A) goilash natijasida ushbu
/(/ '(B)<z f(f '(B))c:B munosabatni hosil gilamiz, bu yerdan esa isbotlaxh
kerak bo'lgan f '(B) a f(B) munosabat kelib chigadi.
Endi h) munosabatdan i) munosabatni keltirib chigaraylik, ya'ni ixtiyoriy
HcY to'plam uchun, ushbu f '(B)a f'(B) munosabat o'rinli ekamdan
foydalanib, ixtiyoriy BczY to'plam uchun ushbu 7/ :(mtB)c int /7 '(B)
munosabat o'rinliligini keltirib chigaraylik. Bunmg uchun, Y\B to'plamga
f'(B)(zf'(B) munosabatni  qo'llab, ushbu f '(Y\B)czf '(Y\B)
munosabatni hosil gilamiz. Bundan esa, quyidagi munosabatlar hosil gilamiz:
/ ‘(intB)=f (Y\Y\B) =X\ (Y\B)c X \f \Y\B) =
=X\X\f '(B) =int/ '(B)
Natijada. ushbu f '(intB)dn tf~(B) munosabat kelib chiqdi.
Masalani to'lig yechimini hosil gilish uchun i) munosabatdan a)
munosabatni keltirib chigarishimiz kerak, ya'ni ixtiyoriy BaY to'plam uchun,
ushbu 7/ ‘(intfi)cint/ '(B) munosabat o'rinli ekamdan / akslantirishmng

u/ luksizligini keltirib chigaraylik.

Bizga / :X ->Y akslantirish berilgan bo'lsin. Ixtiyoriy xe X nugta
obrazi(aksi) bo'lgan y- f(x)eY nugtanmg ixtiyoriy atrofmi f(x)eV ¢ K
ilcb belgilaylik, u holda le /~*(K) ekani kelib chigadi Bu Vc Y to'plam
uchun V =intV munosabat o'rinli ekani malum Berilgan
/ '(intB)c intf '(B) munosabatdan foydalanib, wushbu 7/ '(V) c int
munosabatni hosil gilamiz Bundan esa, quyidagi / '(K) =int/ '(V) tenglik
kelib chiqadi. Natijada, 7/ ‘(17) to'plamning ochigligmi hosil qildik. Agar
Il mf '(V) deb belgilasak, ushbu munosabat xeU c f '(V) hosil gilamiz.
llundan esa f(U)cz V munosabat kelib chigadi. Bu f :X -~>Y akslantirishmng
\« X nugtada uzluksiz akslantirish ekanligini beradi. Olingan xe X
nugtaning ixtiyoriyligidan f :X -*Y akslantirish X topologik fazoning har bir
nugtasida uzluksizligi kelib chigadi.

Modomiki, f: X -+Y akslantirish X topologik fazoning har bir nugtasida
ii/luksiz ekan, u uzluksiz akslantirish bo'ladi. Masala to'liq yechildi.

Misol va masalaiar

1 Metrik fazo (X,d) va uning gism to'plami Acz X berilgan bo'ls
Agrti A-bo'sh bo'lmagan to'plam bo'lsa, u holda f(x) =d(x,A)
sk«Untiliihning uzluksizligi ko'rsatilsin.
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2. Bizga X, Y topologik fazolar va X topologik fazoni ¥ topologik
fazoga akslantiruvchi / X -*Y akslantirish berilgan boisin. Berilgan 7/
akslantirish uzluksiz boiishi uchun ¥ topologik fazodagi ixtiyoriy G ochiq
gism to'plamning proobrazi f '(G) berilgan X topologik fazoda ochiq to'plam
boiishi zarur va yetarli ekanligi ko'rsatilsin.

3. Bizga X, Y topologik fazolar va X topologik fazoni Y topologik
fazoga akslantiruvchi f :X->Y akslantirish berilgan bo'lsin. Berilgan /
akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun Y topologik fazodagi ixtiyoriy yopiq qism
to'plamning proobrazi X topologik fazoda yopig to'plam bo'lishi zarur va
yetarli ekanligi ko'rsatilsin.

4. Uzluksiz akslantirishlammg superpozitsiyasi uzluksiz akslantirishligi
isbotlansin.

5. Topologik fazolar X, Y va f X -+Y uzluksiz, biyektiv akslantirish
berilgan bo'lsin. Agar X topologik fazoda ajralgan nugta mavjud bo'Imasa, u
holda Y topologik fazoda ham ajralgan nugta mavjud emasligi isbotlansin.

6. Berilgan 7/ :[o;l]-> [0;]] uzluksiz akslantirish kamida bitta qo'zg’almas
nugtaga ega ekanligi isbotlansin

7. Teskarisi uzluksiz bo'Imagan o'zaro bir giymatli uzluksiz
akslantirishga misol keltirmg.

8. Topologik fazolar X, Y\a / X ->F uzluksiz akslantirish berilgan
bo'lsin. U holda G={(*,7(*))} to'plam / akslantirish grafigi deyiladi. G
to'plamning X topologik fazoga gomeomorfligi isbotlansin.

9. Berilgan (X,zx) topologik fazoni (F,zr) topologik fazoga
akslantinruvchi / X >Y akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun quyidagi
shartnmg bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang:

(X,zx) topologik fazoning ixtiyoriy Aa X to'plami uchun ushbu
f(A)a f(A) munosabat o'rinli.

10. Berilgan (X,zx) topologik fazoni (7,zr) topologik fazoga
akslantiriruvchi /7 X -*Y akslantirishda Y topologik fazomng bazasiga tegishli
to'plamlarnmg proobrazi X da ochiq to'plamlar bo'lsa, f.X-*Y
akslantirishnmg uzluksiz ekanligi isbotlansin.

11. Ushbu (X,d) metrik fazoning d(x,y) metrikasi XxX to'plamda
uzluksiz ekanligi isbotlansin.

12. Berilgan (X,zr) topologik fazoni (Y.r,.) topologik fazoga
akslantiriruvchi / : X ->Y akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun quyidagi
shartning bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang:

(X,tx) topologik fazomng ixtiyony AczY to'plami uchun ushbu
f '"(A)c /7 '(A) munosabat o'rinli.

13. Berilgan (X,tx) topologik fazoni (V,zy) topologik fazoga
akslantiriruvchi f: X -*Y akslantirish ochiq bo'lishi uchun (Y,zY) topologik
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In/oiling ixtiyony B <zY to'plami uchun ushbu f '(B)c:/ '(H) immnaalmt
u'rinli bo'lishi zarur va yetarliligi isbotlansin.

14 Berilgan (X,tx ) topologik fazoni (Y, Ty) topologik fazoga
akslantiriruvchi / X ->Y akslantirish ochig bo'lishi uchun (Y,Tr) topologik
MV.0Oning ixtiyoriy B cK to'plami uchun ushbu f~'(dB) =d(f '(H))
munosabat o'rinli bo'lishi zarur va yetarliligi isbotlansin.

15. Berilgan (X,tx) topologik fazoni (Y,r,.) topologik fazoga
akslantiriruvchi / :X ->Y akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun, ixtiyony
yaginlashuvchi xn ketma-ketlik uchun limf (x j = f(x) munosabat o'rinli
bo'lishi zarur va yetarliligi isbotlansin.

16. Topologik fazolami birini ikkinchisiga akslantiriruvchi  akslantirish
uzluksiz, yopiq akslantirish bo'lsa, uning faktor akslantirish ekanligi isbotlansin.

17 Bizga X,Y topologik fazolar berilgan bo'lib, bunda X topologik fazo
X,,X2 yopiqg to'plamlarnmg birlashmasidan Iboratligi ma’'lum, ya’'ni
X =X{/X2. U holda, / X -+Y akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun uning X,
va X, gism fazolarda uzluksiz bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

18. Bin to'la, Ikkinchisi esa to'la bo'Imagan o'zaro gomeomorf metrik
fazolarga misol keltiring.
19. Bizga X,Y topologik fazolar va / X —Y yopiq akslantirish

berilgan. Bu akslantirish uchun f(X) ¢ ¥, (bu yerda ~ ¢ ¥ ) munosabat o'rinli
bo'lib, / -yopiq akslantirish ekanligi ma’lum bo'lsa, f X ->Y, akslantirish ham
yopiq bo'lishini isbotlang.

20. Bizga X,Y topologik fazolar va f X-+Y wuzluksiz akslantirish
berilgan. Agar X,cX va / =f\X X, munosabatlar o'nnli bo'lsa, quyidagi
tasdiglar o'rinli ekanligi isbotlansin:

1) / akslantirish uzluksiz;

2) agar X, to'plam X topologik fazoda yopiqg to'plam va / akslantirish
yopiq akslantirish bo'lsa, u holda f yopiq akslantirishdir;

3) agar Xt to'plam X topologik fazoda yopiq to'plam va / akslantirish
ochiqg akslantirish bo'lsa, uholda 7/, ochiq akslantinshdir;

21. Ushbu X,Y topologik fazolarda berilgan / X -*Y akslantirish yopiq
bo’lishi uchun Y topologik fazomng ixtiyony yeY nuqgtasi va f '(y) nugta
tegishli bo'lgan ixtiyoriy U ochiq to'plami uchun, y nuqgtaning shunday Wy
ttirofi mavjud bo'lib, f'(V y) c U munosabat bajarilishi zarur va yetarli ekanligi
isbotlansin.

22. Ushbu X,Y topologik fazolarda berilgan f X ->Y akslantirish yopiq
bo'lishi uchun ixtiyony A ¢ X to'plam uchun, f(A)c/(A) munosabat o'nnli
bo'lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.
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23. To’'g'ri chizigdagi ixtiyoriy ikkita ochiq (yopiq) interval o'zaro
gomeomoriligi isbotlansin

24. Bizga X.Y topologik fazolar, /7 : X-*Y akslantirish va X topologik
fazodagi J/ = {(7a} topologiya bazasi berilgan bo'lsin Berilgan / akslantirish
ochiq akslantirish bo'lishi uchun, ?/={(/} oiladan olingan ixtiyoriy Ua
to'plamning f(U a) aksi Y topologik fazodada ochiq bo'lishi zarur va yetarli
ekanligi isbotlansin.

25. Uzluksiz ustiga f.X-~Y, g Y->X akslantirshlar mavjud bo'lgan
o'zaro gomeomorfbo'lmagan X,Y topologik fazolarga misol keltiring.

26. Ushbu X,Y topologik fazolar berilgan. X xY to’'g’ri ko'paytmaning
X ga proeksiyasi uzluksiz, ochiq va yopiq akslantirish ekanligi isbotlansin.

27. Bizga X.Y topologik fazolar va f.X ”Y akslantirish berilgan
bo'lsin. Berilgan f akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun quyidagi munosabatning
bajarilishi zarur va yetarliligi isbotlansin:

ixtiyoriy A czY gism to'plam uchun 7/ ‘(int A) a int(/_l(v4)) munosabat
o'rinli.

28. Topologik akslantirishlaming superpozitsiyasi topologik akslantirish
bo'lishini isbotlang.

29. Berilgan 7/ :/?"—R" akslantirish chizigli bo'lsa, uning uzluksiz
ekanligi ko'rsatilsin.

30. Bizga X,Y topologik fazolar berilgan. Agar f :X Y uzluksiz va
biyektiv akslantirish bo'lsa, quyidagi shartlar ekvivalentligi isbotlansin:

1) / -faktor akslantirish;

2) / -ochiq akslantirish;

3) / -yopiq akslantirish;

4) / -gomeomorf akslantirish.

31. Ushbu X.Y topologik fazolar hamda f X ->Y uzluksiz akslantirish
berilgan bo'lsin. Agar X, ¢ X va X, - X munosabatlar o'rinli ekanligi ma’'lum
bo'lsa, f(X,) = f(X) munosabat ham o'rinli ekanligi isbotlansin.

32. Bizga X.Y topologik fazolar, f X ->Y uzluksiz, ustiga akslantirish
va X, c Xgism to'plam berilgan. Agar f-.Xx-*Y akslantirish faktor ustiga
akslantirish ekanligi ma’'lum bo'lsa, u holda f :X ->Y akslantirishmng faktor
akslantirish ekanligi isbotlansin. Teskari jumla o'rinlimi?

33. Topologik fazolar X.Y , / :X —Y akslantirish hamda Y”~cY qism
to'plam berilgan bo'lsin. / akslantirish uzluksiz bo'lsa, u holda f X ->
akslantirishmng uzluksiz ekanligi isbotlansin.

34. Bizga X.Y topologik fazolar va / X ->Y akslantirish berilgan. Agar
/(x)cY, munosabat o'rinli bo'lib, / akslantirish ochiq akslantirish ekanligi
ma’'lum bo'lsa, uholda f . X -> akslantirish ham ochiq akslantirish
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bo'lishini isbotlang.

35. Yevklid fazosidagi shar shu fazoning o'ziga gomeomorfligini
isbotlang. Soddalik uchun R2fazoni garang.

36. Aylananing yopiq doiraga gomeorfemasligi isbotlansin.

37. Bizga {N"y} topologik fazolar oilasi, X to'plam va fa X->Xa
akslantirishlar berilgan bo'lsin. Berilgan X to'plamda har bir fa akslantirish
uzluksiz bo'lgan barcha topologiyalar ichida eng kuchsiz topologiya mavjudligi
ko'rsatilsin. Bu topologiyani fa oila yordamida keltirilgan kuchsiz topologiya
deb ataymiz.

38. Oldingi masalada Kiritilgan topologiyani quyidagicha aniglash
inumkinligini ko'rsating:

Ixtiyoriy Y topologik fazo va 7/ :Y —X akslantirish  uchun
faof :Y —=Xa Bupedgor~ya har bir a da uzluksiz bo'lishi uchun f Y->X
uzluksiz bo'lishi zarur va yetarli bo'ladigan X to'plamda yagona topologiya
mavjud.

39 Bizga (X,t) topologik fazo X~aX va f(Xt)a X (f(x) =x)
loylashtirish berilgan bo'lsin. Berilgan X topologik fazoda / akslantirish
yordamida keltirilgan topologiya (37-misolga qarang) rA-, bilan ustma-ust
tushishini isbotlang.

40. Bizga {Xa} topologik fazolar oilasi. X to'plam va fa:Xa-> X
akslantirishlar berilgan bo'lsin. Berilgan X to'plamda har bir /, akslantirish
u/luksiz bo'lgan barcha topologiyalar ichida eng kuchli topologiya mavjudligi
ko'rsatilsin. Bu topologiyani 7/, oila yordamida keltirilgan kuchli topologiya
deb ataymiz.

41. Oldingi masaladagi kiritilgan topologiya quyidagicha aniglash
niuinkinligini ko'rsating:

Ixtiyoriy Y topologik fazo va / .X -> K akslantirish berilgan bo'lsin. X
to'plamda, / .X ->Y akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun f ° Xa—Y
«upcrpozitsiya har bir a da uzluksiz bo'lishi zarur va yetarli bo'ladigan yagona

topologiya mavjud.
42. Bizga XU...,X, topologik fazolar berilgan bo'lsin. Agar berilgan

topologik fazolaming to’'g’'ri ko'paytmasini X =X, x,..x| kabi va f :X*>X,
attitude tabiiy proeksiyani belgilasak, n holda 40-masaladagi f akslantirishlar
oiliini yordamida Kkeltirilgan kuchli topologiya, X,,...,X,, topologik fazolaming

ill khit ko'paytmasidagi topologiya ekanini isbotlang.

43. Yevklid fazolari K" va Rm gomeomorf bo'lishi uchun n m
MiunoKiibat o'rinli bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

44. Bir o'lchamli Yevklid fazosi R' va R" fazo n* 1 bo'lganda o'/aio
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45 Oichami n ga teng bo'lgan R" Yevklid fazosida yopiq shar va yopiq
kub gomeomorfligi ko'rsatilsin.

46. Berilgan R"' Yevklid fazosida bitta nugtasi chiqarib tashlangan sfera
R" fazoga gomeomorfligini isbotlang.

47. Bitta nugtasi chigarib tashlangan R" va S"'xR to'plamlar o'zaro
gomeomorfligi ko'rsatilsin.

48. Bitta nugtasi chigarib tashlangan aylananing ochiq intervalga
gomeomorfligi isbotlansin.

49. Bizga E,F,G topologik fazolar, f:E-*F va g.F-~>G uzluksiz
akslantirishlar berilgan boisin. Agar / suryektiv akslantirish va g ° f topologik
akslantirish ekanligi maium boisa, u holda / va g topologik akslantirishlar
ekanligi ko'rsatilsin.

50. T harfi L harfiga gomeomorfemasligi isbotlansin.

51. Hagqiqgiy proyektiv to’'g’'ri chizig RP aylanaga gomeomorf ekanini
ko'rsating.

52. Gomeomorfbo'Imagan X va Y topologik fazolarga misol keltiringki,
bunda X topologik fazo biror I, c:Y gism fazosiga, Y topologik fazo esa biror
X{a X qism fazosiga gomeomorfbo'lsin.

53. To’'g'ri chizigda ochiq interval, yarim ochiq interval va yopiq
mtervallar o'zaro juft-jufti bilan gomeomorf emasligi isbotlansin.

54. Yevklid fazosi R' da quyidagi funksiyalami uzluksizlikka tekshiring
va grafigini chizmg:

1) f(x) =d(x, Q) ,

2) f{x) =d (x]j) \

3) /(Jt)«rf(x,6n[-Ul);

4) f(x) =d(x,e°) ee={e":aeQ}.

Bu yerda Q -barcha ratsional sonlar to'plami, va /=[0;1]c/.

4 §. Bog'lanishli fazolar

Maiumki, chizigli bog’lanishli topologik fazolar matematikada muhim
o'rin tutadi. Bu paragrafdagi misol va masalaiar bogianishlilik xossasiga
bag’ishlangan boiib, bu xossa boshga topologik xossalardan farg giladi.
Xususan, bogianishlilikdan boshga topologik xossalar kelib chigmaydi, va
aksincha bogianishlilik xossasi boshga topologik xossalaming natijasi emas.
Bog’'lanishli topologik fazolardan so’'ng chizigli bogianishlilik tushunchasi va
chizigli bogianishlilik komponenta tushunchasi kiritiladi.

Asosiy tushunchalar

Bizga (X,r) topologik fazo, A a X gism to'plam berilgan bo'lsin.
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4.1.-ta’rif. Ikkita ochiq G, va G2 qism to'plamlar mavjud bo'lib.

quyidagi

IM =(G,rM)U(G2n/l)

2)(G, rM)n(Garbl)=0

3)G, (JA*0,G2rM * 0
«hartlar bajarilsa, A to'plam bogianishsiz to'plam deyiladi Agar yuqondugi
shartlami ganoatlantiruvchi ochiq G, va G2 gism to'plamlar mavjud bo Imaxa.
N to'plam bog’lanishli to'plam deyiladi.

Endi, A =X holni qaraylik Bu holda, ushbu A'flIG, =G,, X C\G2mG,
inunosabatlar o'rinli bo'lgani uchun yuqoridagi shartlar quyidagicha ko'rinishim
oladi:

1)X =G,\JG2
2)G, f)G2=0
3)G, ~0, G2n0.

Boshgacha qilib aytganda,

4.2.-tarif x topologik fazo ochig va o'zaro kesishmaydigan, bo'sh
bo'lmagan G, va G2 to'plamlar mavjud bo'lib, A, =G,UG 2 munosabat
bajarilsa, X bog’lanishsiz topologik fazo deyiladi. Bu shartni qanoatlantiruvchi
{/, va Gj ochiq to'plamlar mavjud bo'Imasa, X fazo bog’lanishli fazo deyiladi

4.3.-ta’rif. Topologik fazoda xeX nugta berilgan boTsin. Berilgan x
nugtani o'z ichiga olgan eng katta bog’'lanishli to'plam shu nugtaning
bog'lanishlilik komponentasi deyiladi.

4.4-ta’rif. Topologik fazomng ixtiyoriy ikki nuqtasmi yo'l bilan
liilashtirish mumkin bo'lsa, u chizigli bog’lanishli topologik fazo deyiladi.

4.5.-ta'rif Berilgan topologik fazoning har bir nugtasi atroflarimng
bog’lamshli to'plamlaridan iborat bazasi mavjud bo'lsa, u lokal bog’lanishli
la/o deyiladi.

4.6.-ta’rif. Topologik fazoning har bir nugtasi atroflan uchun chizigli

bog'lamshli to'plamdan iborat bazasi mavjud bo'lsa, u lokal chizigli bog’lanishli
la/o deyiladi.

Masala yechish namunalari

1-masala. Bog’lanishli to'plamning yopig’'i ham bog’lamshlidir

Yechish. Bizga (X,z) topologik fazo va uning bogianishli gism to’plami
1 X berilgan boisin. Teskarisini faraz qgilaylik, ya'ni AczX bogianishli,
lekm A bogianishsiz to'plam boisin. U holda bogianishsiz to'plam ta'nliga
Ko'rn, (X,r) topologik fazoda ochiq (J, va G2 gism to'plamlar mavjud bo’lib,
tilni uchun quyidagi:
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A=(G,fu)Uu(G2ruU)
(GIHfI/)n(G!'n~) =0
G, MNJ1*0,G2rbl *0
munosabatlar bajariladi. Har ganday to'plamlar uchun Ac A munosabat o'rinli
bo'lganligi uchun, yuqoridagi munosabatlarni hisobga olsak, quyidagi:
N=(G, Tbl)U(G3IrM)
(G, NA)INA=GIf] A
(G2NA)I'\ A = G2Q\A
tengliklar o'rinliligi kelib chiqgadi
Bundan tashgari, G, va G2 ochig to'plamlar hamda G, f)A*0 va
G2DA * 0 munosabatlardan ushbu G, A * 0, G2C\A* 0 munosabatlar
kelib chigishini ko'rsatish qiyin emas. Va nihoyat (G, f] A)f](G2QA) =0
tenglikdan (G, MA)M(C2MA)=0 tenglik kelib chigadi. Yugoridagi
munosabatlar birgalikda A to'plamning bog’lanishsiz to'plam ekanligim
ko'rsatadi. Bu ziddiyatdan A to'plamning bog’lanishli ekanligi kelib chigadi.
2-masala. Berilgan X topologik fazo X = U X a ko'rinishda tasvirlangan

bo'lib, munosabat bajarilsa, X bog’lanishli topologik fazo ekanligi
a

ko'rsatilsin (bu yerda har bir Xa bog’lanishli to'plam).

Yechish. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni X ochiq, bo'sh bo'Imagan va
o'zaro kesishmaydigan A, B to'plamlaming birlashmasidan iborat bo'lsin. U
holda Xa=(XalA)U(XalB) munosabat o'rinli bo'ladi. Har bir Xa
bog’lanishliligidan ~0-4 =0, ~ 05 =0 munosabatlardan bittasi o'rinli
bo'ladi, ya'ni Xa yoki A to'plamda yoki B to'plamda yotadi. A va B
to'plamlar bo'sh bo'Imagani uchun aeA.beB nuqtalar topish mumkin. Agar
ae Xz deb faraz qilsak, Xa c A munosabat, be Xy desak, cB
munosabat o'rinli bo'ladi. Natijada X~AT\X”~ =0 tenglikni hosil gilamiz. Bu esa,
masala shartiga zid. Demak, X bog’lanishli topologik fazo ekan.

Misol va masalaiar

1 Lokal bog’'lanishli bo'lmagan, bog’lanishli topologik fazoga misol
keltiring.

2. Bog’'lanishli to'plamning uzluksiz akslantirishdagi aksi bog’lanishli
to'plam bo'lishi isbotlansin.

3. Lokal bog’lanishli topologik fazoda bogianishlilik komponenta ochiq
to'plam ekanligi isbotlansin.

4. Berilgan X topologik fazoning ixtiyoriy x,y e X nugtalarini o'z ichiga
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oluvchi C bogianishli to'plam mavjud boisa, X bogianishli topolouik 1m*o

ekanligi isbotlansin.

5. Ixtiyoriy chiziqli bogianishli topologik fazo, bogianishli oknnliHI
isbotlansin

6. Tekislikda hech boimaganda, bitta koordinatasi ratsional bo'luun
nugtalar to‘plami bogianishli boiadimi?

7. Tekislikda fagat bitta koordinatasi ratsional boigan nugtalar to'plami
bogianishli boiadimi?

8. Tekislikda ikkala koordinatasi ratsional boigan nuqtalar to'plami
bogianishli boiadimi?

9. Umumiy markazga ega ratsional radiusli aylanalar to'plami
bog’lanishli boiadimi?

10. Yevklid fazosi R" da

1) sfera;

2) shaming ichi;

3) shaming toidiruvchisi bogianishli ekanligi isbotlansin

11. To’'g'ri chizigda:

1) Z =(barcha butun sonlar to'plami); 2)

12 3 n J

3) \a,b\; 4) Q=(barcha ratsional sonlar to'plami) lokal bog’'lamsh
to'plam boiadimi?

12. Yevklid fazosi R1 da cheksiz qgism to'plam bo'lgan lokal
bogianishsiz to'plamga misol keltiring.

13. Quyidagi Ac.Bc: A munosabat o'rinli bo'lib, A to'plam bogianishli
bo'lsa, u holda B to'plam ham bogianishli bo'lishi isbotlansin.

14. Topologik fazo chekli sondagi bog’lanishlilik komponentalarga ega
bo'lsa, u holda ular ochiq bo'lishi isbotlansin.

15. Topologik fazo X bogianishli fazo bo'lib, f X->Y uzluksiz
N slantirish bo'lsa, / akslantirishnmg grafigi bogianishli ekanligi ko'rsatilsin

16. Chizigli bogianishli bo'Imagan bogianishli to'plamga misol
keltiring.

17. Berilgan A va B to'plamlar bogianishli boiib, Af)B*0 munosabat
bitianlsa, u holda A\JB bogianishli bo'lishini isbotlang.

18. To’'g’'ri chizigda AcR' gism to'plam bogianishli bo'lishi uchun
uning intcrvaldan iborat bo'lishi zarur va yetarli ekanligi ko'rsatilsin. (Bu yerda
Inici vul deganda, yopiq, ochiq, yarim ochiq, bir tarafi cheksiz, ikki tarafi chcksi/
miervallar tushuniladi).

19. Topologik fazolaming to’g’ri ko'paytmasi bogianishli bo'lishi uchun
ulaming har biri bogianishli bo'lishi kerakligi isbotlansin.

20 Bogianishli topologik fazolaming to’'g’ri ko'paytmasi boglnnmlili
topologik fazo ekanligi isbotlansin.

21 Yevklid fazosi R" bogianishli fazo ekanligi isbotlansin
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22. Yevklid fazosi R" da A=R’\{a,...a,} (keN) to'plam
bog’lanishli ekani isbotlansin (bu yerda n >2).

23. Bizga X topologik fazo berilgan boisin. Agar x va y nugtalarni o'z
ichiga oladigan bogianishli AcX to'plam mavjud boisa, X~y deymiz. Bu
munosabat ekvivalentlik munosabati ekani isbotlansin.

24. 23-masaladagi kiritilgan ekvivalentlik munosabatiga nisbatan
ekvivalentlik sinfi bogianishlilik komponentasi ekanligi isbotlansin.

25. Bogianishlilik komponentasi yopiq to'plam ekanligi isbotlansin

26. Har ganday bogianishli to'plam birorta bogianishlilik
komponentasiga gism to'plam ekanligi isbotlansin

27. Berilgan X topologik fazoning ixtiyoriy x va y nuqtalari uchun
A,..../4n (bu vyerda n&N soni x va y nugtalarga bog’'lig) bogianishli
to'plamlar mavjud bo'lib, u quyidagi

1)Ar)aA4+*o <y,=\;n-\) 2).tell}, ye

shartlami qganoatlantirsa, u holda X bogianishli topologik fazo ekam
isbotlansin.

28. Har xil ikki nugtalar uchun ular tegishli boigan bogianishlilik
komponentalari kesishmaydi yoki ustma-ust tushishi isbotlansin.

29. Topologik fazo yagona bogianishlilik komponentasidan iborat
boiishi uchun, uning bogianishli fazo boiishi zarur va yetarli ekanligi
ko'rsatilsin.

30. Chizigli bogianishli, lekin lokal chizigli bogianishli bo'Imagan
topologik fazoga misol keltiring.

31. Chiziqgli bogianishli, lekin lokal bogianishli bo'Imagan topologik
fazoga misol keltiring.

32. Topologik fazo lokal bogianishli boiishi uchun uning ixtiyoriy ochiq
to'plamining bogianishlilik komponentasi ochiq boiishi zarur va yetarliligini
isbotlang.

33. Yevklid fazosi R" lokal bogianishli fazo ekanligi isbotlansin.

34. Bizga X topologik fazo va X, unmg bogianishsiz yopig gism
to'plami berilgan boisin. X, topologik fazoni ikkita o'zaro kesishmaydigan,
bo'sh bo'Imagan yopiq to'plamlammg yig’indisi ko'rinishida ifodalash mumkin
ekanligi isbotlansin

35. Bizga X topologik fazo va X, unmg ochiq, bogianishsiz gism
to'plami berilgan bo'lsin. Jf, topologik fazoni ikkita bo'sh bo'lmagan o'zaro
kesishmaydigan ochiq to'plamlammg yig’indisi ko'rinishida ifodalash mumkin
ekanligi isbotlansin

36. Bizga X- Xausdorf topologik fazo va bogianishli X”a X gism
to'plam berilgan boisin. Agar bittadan ortig nugtani o'z ichiga olgan
to'plam boisa, u holda bu to'plamda ajralgan nuqgtalar mavjud emasligi
isbotlansin.

32



J7 Topologik fazoda Xu X 2yopiqg to'plamlar berilgan bo'lib, X, U\, vi*
X, (1.V, to'plamlar bog’'lamshli ekani ma’'lum bo'lsa, Xt va X, to'plamini limit
liim'lunishli ekanligi isbotlansin.

JH. 37-masalada kamida bitta to'plam yopiq boTmasa, X, va X,
in Jiliiinlur bog’ lamshli bo'lishi shart emasligiga misol keltirmg.

J9. Topologik fazoda barcha / lar uchun ., *0 shailiu
>|4iinntlantiruvchi [X,} bog’lamshli to'plamlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin

\ 11V, to'plamning bog’lanishli ekani isbotlansin

*10. Topologik fazoda barcha i lar uchun X, f| X:tl bog’lamshli bo'lgan.
|Y,) bo'sh bo'lmagan to'plamlardan tashkil topgan oila berilgan bo'lsin U
tindlii X UX, to'plamning bog’lamshli ekanligi isbotlansin.

41. Bizga X topologik fazoda X, yopiq to'plam berilgan bo'lsin. X, gism
bisnuing bog’lanishlilik komponentasi X topologik fazoda yopigq to'plam
~kunligi isbotlansin.

42.  Yevklid fazosi R" (n>3) dan chekli sondagi Rk fazomng
ti .ii 2) qgism to'plamlarini chiqarib tashlaganda hosil bo'lgan gism fazo
bou'lanishli bo'lishi isbotlansin. Bu yerda R* c:R” deb garaladi.

4J. Tekislikdan chekli sondagi to’g’ri chiziglar chigarib tashlaganda hosil
lim lyan to'plam bog’lanishlilik komponentasining maksimal soni amqglansin.

44. Berilgan X topologik fazo bog’'lanishsiz fazo bo'lishi uchun
\ AUB /1MnNd=0, AMN5=0 munosabatlami ganoatlantiruvchi A,Bc:X
in plamlarning mavjud bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

45. Bizga / X -y Y uzluksiz akslantirish va X bog’lanishli fazo berilgan
bn hin U holda /7 akslantirish grafigining bog’lamshli ekanligi isbotlansin.

46. Berilgan /:[0:1]-»A‘ akslantirish uzluksiz bo'lib, /(0)/(l)<U
«liiiitni qanoatlantirsin. U holda, /(£) =0 shartni ganoatlantiruvchi fe(0;l)
niiijla mavjudligini isbotlang. Bu masalani 45-masaladan foydalanib yeching

47. Bizga X topologik fazo va uning bog’lamshi to'plamlari oilasi {/1,}
I» Hluan bo'lib, ixtiyoriy A va Az to'plamlari uchun

I. A, *0, Ad4TIA,, *0 munosabatlar o'rinli bo'lsa, u holda A=U A,

tn plain bog’lanishli ekanligi ko'rsatilsin.

48. Bizga X topologik fazo va A,BcX yopig (ochiq), bo‘»h
iM bnugan va o'zaro kesishmaydigan to'plamlar berilgan bo'lsin Bciilunn
in Jilanilar uchun Af]B =0, BIMA =0 munosabatlar o'rinli okiinlIHt
I'linllamun

49. Bog’lanishli to'plamning asli bog’'lanishsiz bo'lgan uzlnkilf
Z il.intuishga misol keltiring.
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5 §- Topologik fazolarda ajraluvchanlik

Topologik fazo ta'rifi umumiy tushunchalardan boiib, barcha topologik
fazolarda o'rinli bo'ladigan giziqarli teoremalarni isbotlash giyin. Bu paragrafda
nugtalami, nugta va to'plamni hamda to'plamlarni bir-biridan ajratish hagidagi
aksiomlar va ular yordamida Kkeltirib chigarish mumkin boigan xossalar
o'rganiladi.

Asosiy tushunchalar

5.1-ta'rif. Berilgan X topologik fazoning ixtiyoriy X, ye X, (x*y)
nugtalari uchun shu nuqtalardan fagat bittasini o'z ichiga oluvchi ochiq to'plam
mavjud bo'lsa, X topologik fazo 7] topologik fazo deyiladi

5.2 -ta'rif. Berilgan X topologik fazonmg ixtiyoriy X, yeX, (x*y)
nugtalari uchun x nugtaning y tegishli bo'Imagan atrofi, y nugtaning T
tegishli bo'Imagan atrofi mavjud bo'lsa, X topologik fazo T topologik fazo
deyiladi.

5.3-tarif. Topologik fazoda ixtiyoriy o'zaro fargli ikki nuqgta o'zaro
kesishmaydigan atroflarga ega bo'lsa, bu fazo Xausdorf topologik fazosi, (7,
fazo) deyiladi.

5.4-la'rif Topologik fazoda I\, F2cz(X,t) o0'zaro kesishmaydigan
to'plamlar berilgan bo'lsin. Mos ravishda bu to'plamlarni o'z ichiga oluvchi,
o'zaro kesishmaydigan ochiq V,, V2 to'plamlar mavjud boisa, u holda F va F,
to'plamlarni bir-biridan ajratish mumkin deyiladi.

5.5-tarif. Bizga 7 fazo bo'lgan (X,t) topologik fazo berilgan bo'lib.
unmg ixtiyoriy yopiq qgism to'plamini shu to'plamga tegishli bo'Imagan
nugtadan ajratish mumkin bo'lsa, X topologik fazo regulyar topologik fazo (T
fazo) deyiladi.

5.6-ta’rif. Topologik fazo fazo bo'lib, uning ixtiyoriy yopig gism
to'plami F a (X,t) va F to'plamga tegishli bo'Imagan x nuqta uchun
cp(x) =0, <p(y) =1, ye F shartlami ganoatlantiruvchi funksiya mavjud bo'lsa,
X to'liq regulyar topologik fazo (Tnfazo) deyiladi.

5.7-ta'rif. Bizga (X, t) topologik fazo berilgan bo'lsin. Agaru T,

topologik fazo bo'lib, uning o'zaro kesishmaydigan ixtiyoriy ikkita gism
to'plamlarini bir-biridan ajratish mumkin bo'lsa, X normal topologik fazo (7’
fazo) deyiladi.
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Masala yechish namunalari

l-iuasala. Topologik fazolar ichidan 7 topologik Iw/o0
l=e Inmydiganlariga misollar keltiring.

Ycchish. 1) Antidiskret topologik fazoni TO fazo boimaydigan topologik
In/oga misol qilib keltirish mumkin. Hagigatan ham, antidiskret topologik
Illuming topologiyasi r={0, X) to'plamdan iborat. Antidiskret topologik
M/uning ixtiyoriy olingan X, yeX, (x s*y) nugtalari uchun shu nugtalardan

Ini|ni lultasini o'z ichiga oluvchi ochiq to'plam mavjud emas. Chunki, bu
U/niimg ochiq to'plainlari fagat 0, X to'plamlardan iborat xolos, shuning

lit Inin ixtiyoriy olingan x,ye X ,(x*y) nuqtalardan bittasim o'z ichiga
uliivi lu to'plam albatta ikkinchisini ham o'z ichiga oladi

2) Bizga elementi bittadan ko'p bo'lgan X to'plam va X\ X
nyiinuinmg elementi bittadan ko'p bo'ladigan X0c X gism to'plam berilgan
Imi'lilii  Ixtiyoriy AczX gism to'plam uchun intA = Ar\X0 va in\X =X

iiniiuiNubat o'rinli deb faraz gilaylik. Bu usul bilan aniglangan to'plamning ichi

1) intA'=X ;

2) in\A<zA\

") int(AfIB) =intAlNMmtB ;

) int(int A) = mt A
«Imilliiini ganoatlantiradi. Ravshanki, bu usul bilan aniglangan to'plamning ichi
tHiliuiichusi yordamida X to'plamda topologiya aniglash mumkin. Berilgan X,:
in ]iliininiiig barcha gism to'plamlari va X to'plamning fagat o'zi yuqorida
biiHilguii  topologiyaga nisbatan ochiq to'plamdir. Ixtiyoriy olingan
* ic,V, (x*y) nugtalardan bittasini o'z ichiga oluvchi to'plam albatta
ibkini linini ham o'z ichiga olishini tekshirib ko'rish unchalik qiyin emas.

Agiir X0 sifatida bo'sh to'plamni olsak, u holda X antidiskret topologik
ul,,i.iii iborat bo'ladi.

| imiMihi. Ma’lumki, har ganday 7 topologik fazo TO topologik fazo

I'nil. Irkin teskarisi har doim ham o'rinli emas. Bunga misol keltiring.

Vrt hish. Bizga elementi bittadan ko'p bo'lgan X to'plam va uning biroi
* * \ nugtasi berilgan bo'lsin. Har bir bo'sh bo'Imagan A a X qism to'plam
mimn 1- 1U{«*} va 0 =0 munosabat o'rinli deb faraz qilaylik. Bu usul
bll« uniglungan to'plamning yopig'i tushunchasi quyidagi

1) S5-0;2) A<z A;3) A{JB = Af}B\4) (T)=A

hiluhi ganoatlantiradi. Ravshanki, bu usul bilan aniglangan to'plamning

HUMPA | tiuhunchasi yordamida X to'plamda topologiya aniglash mumkin
MmHuum  |r,} nugtadan iborat to'plamning fagat o'zi yuqorida Kkiiitilgau
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topologiyaga nisbatan X topologik fazoda yopiq to'plamdir, boshga har ganday
bir nugtali to'plam ochiq to'plamdir, lekin yopiq emas.

Ixtiyoriy ye A\ (xO0* y) nugtaning har ganday atrofi x. nugtani o'z
ichiga oladi, lekin g, nuqgtani atrofi sifatida {xO[ nugtadan iborat to'plamni
olsak, u holda y tegishli bo'Imagan x, nugtaning atrofi mavjud ekan.

Demak, ushbu X topologik fazo T, fazo, lekin 7] fazo bo'Imagan
topologik fazoga misol bo'la oladi.

Misol va masalalar

1 Berilgan (X,t) topologik fazo Xausdorf fazosi bo'lishi uchun
D = {(x,x)}c: X xX to'plamning yopiq bo'lishi zarur va yetarli ekanligi
isbotlansin.

2. Xausdorf fazosinmg hamma yerida zich bo'lgan A=X, qism
to'plami A c X berilgan bo'lsin. Agar f.X-~Y wva g X ~>I uzluksiz
akslantirishlar va A to'plamdan olingan ixtiyoriy nuqta xe A uchun
f(x) = g(x) munosabat o'rinli bo'lsa, / va g akslantinshlarning ustma-ust
tushishi isbotlansin.

3. Topologik fazoni Xausdorf fazosiga akslantiruvchi f:X-*Y
akslantirish berilgan bo'lsin. Berilgan 7/ -akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun.
{(x,7(*))}c X xY toplam XxY da yopiq bo'lishi zarur va yetarliligi
ko'rsatilsin.

4. Topologik fazolaming XxY to'g'ri ko'paytmasi Xausdorf fazosi
bo'lishi uchun ko'paytuvchilaming har biri, ya'ni A" va K topologik fazolaming
Xausdorf fazolari bo'lishi zarur va yetarliligini ko'rsating.

5. Xausdorf fazosida har qanday yaginlashuvchi ketma-ketlik yagona
limitga egaligi isbotlansin.

6. Topologik fazo 7;-fazo bo'lishi uchun, uning ixtiyoriy bir nugtasidan
iborat to'plami shu topologik fazoda yopig bo'lishi zarur va yetarli ekanligi
ko'rsatilsin.

7. Berilgan X topologik fazo regulyar bo'lishi uchun, uning ixtiyoriy
xe X nugtasi va uning ixtiyoriy Ux atrofi uchun, x nugtaning V, c Ux
munosabatni ganoatlantiruvchi Vx atrofi mavjud bo'lishi zarur va yetarli ekanligi
isbotlansin.

8. Topologik fazo normal bo'lishi uchun, uning ixtiyoriy yopigq gism
to'plami F ¢ X va F to'plamning ixtiyoriy Up atrofi uchun & czUF shartni
ganoatlantiruvchi VF atrofining mavjud bo'lishi zarur va yetarli ekanligi
isbotlansin.

9. Topologik fazo normal bo'lishi uchun, uning ixtiyoriy F,Gc:X

36



yopiq, kesishmaydigan gism to'plamlannmg Urnil,. =0 sliaitni
ganoatlantiruvchi UF va UO atroflarini mavjud boiishi zarur va yetarli ekani
ulmtlansin

10 Xausdorf fazosi bo‘lmagan i\ fazoga misol keltiring.

11. Regulyar bo‘Imagan Xausdorf fazosiga misol Keltiring.

12. To'lig regulyar bo'lmagan regulyar topologik fazoga misol keltiring.

13. Normal boimagan, toiig regulyar topologik fazoga misol keltirmg.

14. Normal boimagan regulyar topologik fazoga misol keltiring.

15. Har ganday metrik fazo normal boiishi isbotlansin.

16. Bizga X topologik fazo va uning Y gism fazosi berilgan boisin.
Agar

1) X topologik fazo 1] (/ = 1,2,3,4) topologik fazo boisa, u holda Y ham
mos ravishda T (i = 1,2,3,4) topologik fazo boiishi isbotlansin.

2) X -normal topologik fazo va Y uning yopiq gism fazosi boisa, u holda
Y normal gism fazo boiishi isbotlansin.

17. Maiumki, X normal topologik fazo, F,Gc.X uning yopiqg, o'zaro
kesishmaydigan qism to'plamlari bo'lsa, /7(F) =0, /(G) =1 munosabatlami
ganoatlantiradigan uzluksiz / funksiya topiladi. Agar X topologik fazo 1\
w/.0 bo'lib, ixtiyoriy yopiq, o'zaro kesishmaydigan F,G gism to'plamlari uchun
yugoridagi shartm ganoatlantiruvchi uzluksiz funksiya mavjud bo'lsa, X normal
bo'lishi isbotlansin.

18. Berilgan X topologik fazo =1,2,34)-fazo bo'lsa, u holda X mos
mvishda T:(i=1,234) fazo bo'lishi isbotlansin.

19. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan, regulyar fazo normal
In/.0 bo'lishi isbotlansin.

20. Bizga X Xausdorf fazosi va / :X X uzluksiz akslantirish berilgan
bo'lsin. U holda A= {x f(x) =x} yopiq to'plam ekanligi isbotlansin.

21. Berilgan X topologik fazo 7:-fazo ekanligi maium bo'lsa, uning
A+ X gism to'plamining limit nuqtalari to'plami yopiqg ekanligi isbotlansin.

22. Sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilgan X topologik fazo va
<> X nugta berilgan bo'lsin deb faraz qgilaylik. Berilgan x nugta Ac X
to phimning limit nugtasi bo'lishi uchun, ixtiyoriy n natural son uchun xn* x
ehartni ganoatlantiruvchi, shu x nugtaga yaginlashuvchi {xn} ketma-ketlikning
MittVjud boiishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

23. Sanogqlilikning birinchi aksiomasi bajarilgan X Xausdorf topologik
la/o va Y Xausdorf fazosi berilgan bo'lsin deb faraz qilaylik. Agar f :X ->Y
eekclantirish va yaqinlashuvchi {*,} ketma-ketlik uchun xn-* x munosabatdan
/(*,) »/(*) ekanligi kelib chigishi maium bo'lsa, 7/ -uzluksiz akslantirish
elanligi isbotlansin.
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24. Topologik fazoda har ganday yaqginlashuvchi ketma-ketlikning limiti

yagonaligi ma’lum boisa, u holda u 7 topologik fazo ekanligi
isbotlansin.

25. Topologik fazoda sanogliliknmg birinchi aksiomasi bajarilgan boisin
deb faraz qilaylik. Berilgan topologik fazo Xausdorf fazosi boiishi uchun,
undagi har-qanday yaginlashuvchi ketma-ketlikning limiti yagona boiishi zarur
va yetarli ekanligi isbotlansin.

26. Bizga X normal topologik fazo va uni f X -~>Y uzluksiz, ustiga

(sur'yektiv), yopiqg akslantirish berilgan boisin. U holda V-normal fazo ekanligi
isbotlansin.

27. Normal topologik fazoning A ¢ X yopiq gism to'plami va f .A-"R
uzluksiz akslantirish berilgan bo'lsin, hamda. X normal topologik fazoda
aniglangan uzluksiz F X-~R akslantirish A to'plamda / bilan ustma-ust
tushsin. Agar ixtiyoriy xe A nugta uchun f(x)\ <C tengsizlik o'rinli bo'lsa, u
holda ixtiyoriy y e X uchun |Hy)| <C tengsizlikni qanoatlantiruvchi funksiya
mavjudligi isbotlansin.

28 Normal topologik fazoning Ac X yopig gism to'plami va
/ A —T uzluksiz akslantirish berilgan bo'lsin). U holda A to'plamda /
bilan ustma-ust tushuvchi, F :X ->T uzluksiz akslantirish mavjudligi
isbotlansin. Bu yerda /", n -oichamli kub.

29. Topologik fazoning har bir Y cz X qgism fazosi normal fazo bo'lsin
deb faraz qilaylik. U holda, berilgan topologik fazoning A, B <z X qism
to'plamlari  uchun Af]B =0, BI\A=0 munosabatlar  bajarilsa, bu
to'plamlammg o'zaro kesishmaydigan atroflari mavjud ekanligi isbotlansin.

30. Chekli I\ topologik fazoning diskret fazo bo'lishini isbotlang .

31. Ixtiyoriy ikkita bo'sh bo'lmagan ochiq gism to'plamlarining
kesishmasi bo'sh bo'Imagan 73fazoga misol keltiring.

32. Bizga X -regulyar fazo, Yc X -sanoqli diskret gism fazo berilgan
bo'lsin. Har bir yeY nugta uchun v,*y2 UyC\Uy=0 shartm
ganoatlantiruvchi {Uy} atroflar oilasi mavjudligi ko'rsatilsin.

33. Topologiyalari ushbu r,<z2 munosabatni ganoatlantiruvchi,
birinchichisi  (X,rt) regulyar topologik fazo, ikkinchisi (X,r2-regulyar
bo'Imagan topologik fazo bo'ladigan (A',r,),(A",r2 topologik fazolar toping.

34. Turli limitlarga ega bo'lgan yaginlashuvchi ketma-ketliklar mavjud
bo'ladigan T, -fazoga misol keltiring.

35. Sanogqlilkning birinchi aksiomasi bajarilmagan topologik fazoda
yaginlashuvchi ketma-ketlikning limiti yagona bo'lishi shart emasligiga misol
keltiring.
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36. Topologik fazo Xausdorf fazosi bo'lishi uchun, uning bin Ini nin]Uii
0'/ining atroflari yopig’'larinmg kesishmasidan iborat bo'lishi zurui .. yolnili
ekanligi isbotlansin.

6 8. Kompakt to’plamlar va fazolar

Bu paragrafdagi o‘rganiladigan masalalar kompakt to'plamlai Vvii
la/.olarga bag’ishlangan. Kompakt fazolar juda muhim topologik fazolar smli
bo'lib, ular ixtiyony ochiq qobig'idan chekli gism qobiq ajratish mumkin
bo'lgan topologik fazolar deb ta'riflanadi. Kompakt fazolar smfi Yevklid
laZolarining barcha yopiq, chegaralangan gism to'plamlarini o'z ichiga oladi
Yevklid fazolarming bu qism to'plamlarida o'rinli bo'lgan xossalan ko'p
hollarda barcha kompakt fazolar uchun o'rinli bo'ladi.

Asosiy tushunchalar

6.1.-ta’rif. Bizga (X, r) topologik fazo, Aa X gism to'plam va birorta

[A,) ochig to'plamlar oilasi berilgan bo'lsin. Berilgan oila uchun Aaf[jA(

munosabat o'rinli bo'lsa, u holda {Aa} oila A to'plamning ochiqg qobigi
deyiladi.

6.2.-ta’rif. Ochiq qobiq chekli (sanoqgli ) sondagi to'plamlardan iborat
bo'lsa, u chekli (sanoqgli) ochig qobig deb ataladi. Agar {(/,} qobigning har bir
oli-menti (K } oilaga tegishli bo'lsa, {(/,,} oila {v] qgobigning qgism gobig'i
ilcviladi.

6.3.-ta’rif. Berilgan A to'plamning ixtiyony ochiq qobig’idan chekli
qobiq ajratish mumkin bo'lsa, A kompakt to'plam deyiladi.

6.4.-ta’rif. Bizga (X,r) topologik fazo va {l1Jj ochiqg to'plamlar oilasi
bonlgan bo'lib, X =(JUa munosabat bajarilsa, {UJ oila (X,t) topologik

In/oning ochiqg qobig’i deyiladi.

6.5.-ta’rif. Topologik fazomng ochiq qobiglan {(/,}, oilalar
lii-ulgan bo'lsin. Agar har bir a uchun P =/3(a) mavjud bo'lib, Vac ¥p
iiiimosabat bajarilsa, {UJ qobiq {K(} gobigning ichiga joylashtirilgan gobiq
<U'viladi.

Tabiiyki, 6.3.-ta'rifda agar A =X munosabat o'rinli bo'lsa, u holda

6.6.-ta'rif. Berilgan topologik fazoning ixtiyoriy ochiq qobig’idan chekli
iJohu] ajratish mumkin bo'lsa, ukompakt fazo deyiladi.

6.7.-ta’rif. Berilgan topologik fazoning ixtiyoriy sanogli ochiq
mloblg'idan chekli qobiq ajratish mumkin bo'lsa, berilgan topologik fa/ode
ertiiogli kompaktlilik xossasi o'rinli deyiladi.

39



6.8.-ta'rif Topologik fazoni sanogli sondagi kompakt to'plamlar
yig'indisi sifatida yozish mumkin bo'lsa. u a -kompakt fazo deyiladi.

6.9.-tarif Topologik fazoda ixtiyoriy ketma-ketlik yaginlashuvchi gism
ketma-ketlikka ega bo'lsa, bu topologik fazo sekvensial kompakt fazo deyiladi.

6.1().-ta'rif. Berilgan topologik fazoning ixtiyoriy nugtasi yopig’i
kompakt to'plam bo'lgan atrofga ega bo'lsa, bu topologik fazo lokal kompakt
fazo deyiladi.

6.11,-ta'rif. Bizga {Ua{-to'plamlar oilasi berilgan bo'lsin. Berilgan oilaga
tegishli ixtiyoriy chekli sondagi to'plamlar kesishmasi bo'sh bo'lmasa, {(/J
oila markazlashgan oila deyiladi

Masala yechish namunalari

1-masala Bizga X, Y topologik fazolar va A<zX,B<zY kompakt
to'plamlar bo'lsa. Ax B to’'g’'ri ko'paytma ham X xY fazoda kompakt to'plam
bo'lishini isbotlang.

Yechish. Avval (x,y)-*x qoida bilan aniglangan pr:X xY -> X
akslantirish(proeksiya)da yopig to'plamning aksi yopig to'plam ekanligini
ko'rsatamiz.

Buning uchun F to'plam XxY ko'paytmaning yopiq gism to'plami
bo'lsin deb faraz qilaylik. Bu F to'plamning obrazi pr(F) ning X topologik
fazoda yopiq to'plam ekanligini ko'rsatish uchun unmg toTdiruvchisi
G =X\pr(F) ning ochig to'plam ekanligini ko'rsatish kerak. Avval olingan F
to'plamdan i,,eG nugta olamiz. Bu nugta uchun (x0,Y)cz XxY\F munosabat
bajariladi. XxY\F ochiq to'plam ekanligidan ixtiyoriy yeY uchun (X,,Y)
juftlik birorta U(x,,,y)-Vy(xa)xVy atrofi bilan XxY\F to'plamda yotadi. Bu
yerda W(x0) to'plam x0 nuqtaning X topologik fazodagi atrofi bo'lib, u
W(x0c G munosabatni ganoatlantiradi. Demak, G ochiq to'lpamdir. Bundan
esa pr(F) to'plamning yopiqg to'plam ekanligi kelib chigadi.

Endi, agar \Ua} oila Ax B to'plamning ochiq qobig’i bo'lsa, undan Ax B
uchun chekli qobig ajratish mumkinligini isbotlash kerak. Har bir a uchun
Ua=UaxUIl ko'rinishda bo'ladi. Bu yerda Uac XJJ; <Y ochiq to'plamlardir
Birorta xeA nugta uchun \xX\xB ni qaraylik. {x}xB to'plam B ga gomeomorf
bo'lgam uchun kompakt to'plamdir. Shuning uchun {(/,} oiladan \x\xB uchun

chekli gobiq ajratish mumkin. to'plamlar \x}xB uchun [Ua} dan
K

ajratilgan chekli qobiq bo'lsa, G, =U f/* ochiqg to plam bo'lganligi uchun unmg
=

toTdiruvchisi Fx=XxY\ G x yopiqg to'plamdir. Yuqorida isbotlaganimizga ko ra,
prFx yopiq to'plamdir. Ax to'plam prFx to'plamning to'ldiruvchisi bo'lsa, u
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< . munosabatni ganoatlantiradi. Demak, (/*,Ul Olla W, *4A uchun
liniii (I/e) gobigdan ajralgan chekli gobigdir. Endi {Ax:xeA} oila A to'plam

ni i qobig va A kompakt bo'lgani uchun undan A uchun chekli gqobiqg ajratish
Hiumkin. Bu oiladan A uchun ajralgan chekli gqobig A A ..., A" to'plamlardan

tbornt bo'lsin. Demak, \Jax d A. Biroq, har bir xB uchun {Ua} dan chekli

i-l
gobiq ajratish mumkin. Lekin, Q(a™ *#)3 Ax B bo'lganligi uchun
i-1
(f/,) dan AxB wuchun ham chekli gobiq ajratish mumkin. Demak, AxB
kiiiupukt to'plamdir.

2 masala Bizga X -Xausdorf fazo va uning kompakt gism to'plami
4 X berilgan bo'lsin. Har bir xeAV/l nuqgta uchun, shunday ochiq
kfnifihmaydigan G, va G2 to'plamlar mavjud bo'lib, AcG{, ieG, munosabatlar
o tinli bo'lishini isbotlang.

Yechish. Buning uchun A ga tegishli ixtiyony ye A nugtani olsak,
Xauadorf aksiomasiga ko'ra shunday ochiq kesishmaydigan Gx,Gy to'plamlar
mavjudki xeGx,yeGy munosabat o'rinli bo ladi. Ma’'lumki, {Gy:yeA} oila A
in plam uchun ochiq qobiq bo'ladi va A kompakt bo'lganligi uchun bu oiladan

I to'plam uchun chekli gobig ajratish mumkin. Ajratilgan chekli gobigga
le>Hixhli to'plamlar G ,G ..., G lar bo'lsin deb faraz gilaylik. Bu ochiq
in plamlar bilan kesishmaydigan x nugtaning atroflan mos ravishda
YO aC.0Oa GXY,),--- Griym to'plamlardan iborat bo'lsin. Agar

m

,G2=f)G,(>") tengliklar o'rinli bo'lsa, bu tengliklardan ushbu
P H

mtmoNiibatlar AaG,,xeG2 va GIf]G1=0 bajarilishim osongina kelib
<higai ish mumkin.

Misol va masalalar

1 Xausdorf fazoda har ganday kompakt gism to'plamning yopiq bo'lishi
I'botluniin.

2. liir o'Ichamli Yevklid fazosi R da yopiq interval kompakt ekanligi
KliolUniin.

t. Kompakt fazoning yopiq gism to'plami kompakt ekanligi isbotlansin.

4. O‘lchami n ga teng bo'lgan Yevklid fazosida yopig kub
Il - (i <H":x <r) kompakt ekanligi isbotlansin.

Kompakt metrik fazoda o'zaro kesishmaydigan, yopiq Ae(X,d) va

N* 1 \.</) to'plamlar berilgan bo'lsin. U holda, d(A,B) > 0 munosabat o'nnli
elmiib|>i isbotlansin.
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6. Topologik fazoda chekli sondagi kompakt to'plamlammg birlashmasi
kompakt to'plam ekanligi isbotlansin.

7. Shunday topologik fazo va uning kompakt toplamlari oilasiga misol
keltiringki, ulamingsh birlashmasi kompakt bo'Imasin.

8. Bizga (X, t) topologik fazo berilgan bo'lsin. Berilgan (X ,r) topologik
fazoning ixtiyoriy chekli gism to'plami kompakt bo'lishi isbotlansin.

9. O'lchami n ga teng bo'lgan Yevklid fazosida to'plam kompakt
bo'lishi uchun, uning yopiq va chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli ekanligi
isbotlansin.

10. Topologik fazo kompakt bo'lishi uchun ixtiyoriy markazlashgan
yopiq to'plamlar sistemasining kesishmasi bo'sh bo'Imasligi zarur va yetarli
ekanligi isbotlansin.

11. Ixtiyoriy sondagi kompakt to'plamlammg kesishmasi kompakt
to'plam bo'lishi isbotlansin

12. Sanogliliknmg ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazoning
ixtiyoriy ochiq gobig’i, sanoqgli sondagi ochiq to'plamlardan iborat qobigm o'z
ichiga olishi ko'rsatilsin.

13. Kompakt to'plamning uzluksiz akslantirishdagi obrazi kompakt
bo'lishi isbotlansin.

14. Berilgan topologik fazo sanogli kompaktlilik xossasiga ega bo'lishi
uchun, uning har bir cheksiz gism to'plami kamida bitta limit nuqtaga ega
bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

15. Har ganday kompakt fazo sanoqgli kompaktlilik xossasiga ega bo'lishi
isbotlansin.

16. Sanogli kompaktlilik xossasiga ega bo'lib, lekin kompakt bo'Imagan
fazoga misol keltiring.

17. Berilgan topologik fazo sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo'lishi
uchun, wuning ixtiyoriy sanogli sondagi yopig to'plamlaridan iborat
markazlashgan sistema elementlarining kesishmasi bo'sh bo'Imasligi zarur va
yetarli ekanligi isbotlansin.

18. Metrik fazoda {A,} bo'sh bo'Imagan kompakt to'plamlar berilgan

bo'lsin. Agar berilgan to'plamlar oilasi {A} quyidagi
1) 40 =A73 ...

2)nA*o;
3) ci(AJ = £i-> 0 shartlami ganoatlantirsa, u holda f]At-to'plam bitta

nugtadan iboratligi isbotlansin. Bu yerda d(A) bilan A to'plamning diametri
belgilangan.
19. Topologik fazoda {ATJ markazlashgan kompakt. Xausdorf fazolar
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kolma-ketligi berilgan boisin. U holda, ushbu munosabat niiiili

»knnligi isbotlansin.

20. Bizga X, Y topologik fazolar va f X Y uzluksiz, biycktiv
nknlantirish berilgan boisin. Agar X kompakt va ¥ Xausdorf fazosi ekanligi
malum boisa, u holda / topologik akslantirish (gomeomorfizm) ekaiiliy.l
ulmtlansin.

21. Har ganday metrik fazo kompakt boiishi uchun, unmg sanoqli
kompaktlilik xossasiga ega boiishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

22. Kompakt fazoda berilgan uzluksiz funksiyamng chegaralanganligim
va 0'zining ekstremal giymatlariga enshishmi isbotlang.

23. Bizga X metrik fazo va A toliq chegaralangan gism fazo berilgan
ho'lsin. U holda A tolig chegaralangan boiishi ko'rsatilsin.

24. Metrik fazo kompakt boiishi uchun uning toliq chegaralangan va
in'lu boiishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

25. Kompakt boigan Xausdorf fazoning normal fazo ekanligi isbotlansin

26. Bizga X lokal kompakt, Xausdorf fazosi berilgan boisin. X
liuomng barcha kompakt qism fazolari oilasi bilan X fazo topologiyasi
mmlashganligi isbotlansin. Bunday fazoni k -fazo deyiladi.

27. Olchami n ga teng boigan Yevklid fazosi R" k-fazo ekanligi
ohotlansin.

28. Har ganday metrik fazo k -fazo ekanligi ko'rsatilsin.

29. Bizga X -kompakt «k-fazo va ¥ lokal kompakt Xausdorf fazosi
lit'iilgan boisin. U holda, X xY fazo kompakt fazoligi isbotlansin.

30. Tola metrik fazoning gism to'plami nisbiy kompakt boiishi uchun
ivii'ni yopig'i kompakt to'plam), umng to'liq chegaralangan gism fazo bo'lishi
»i in va yetarli ekanligi isbotlansin.

31. Metrik fazoda A va B bo'sh bo'Imagan nisbiy kompakt to'plamlar
livillgan bo'lsin. U holda, ~(X,y)\ xe A ye B\ chegaralangan to'plam ekanligi
kn IHiltllsin

32. Metrik fazoda ixtiyoriy nisbiy kompakt to'plamning chegaralanganligi
ulmtlansin.

33 Topologik fazoda chekli sondagi nisbiy kompakt to'planilarning
lililnshmasi nisbiy kompakt bo'lishi isbotlansin.

34. Ixtiyoriy sondagi nisbiy kompakt to'plamlammg kesishmasi nis
...... pnkt ekanligi isbotlansin.

35 Metrik fazo kompakt bo'lishi uchun unmg sekvensial kompakt
Ini linhi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

J6. Sanoqliliknmg binnchi aksiomasi bajarilgan fazo sekvensial kompuki
t«/n boiishi uchun, uning sanoqgli kompaktlilik xossasiga ega bo'lishi namn vn
V»bull ekanligi ko'rsatilsin.
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37. Sanogliliknmg birinchi aksiomasi bajarilgan kompakt fazo sekvensial
kompakt fazo ekanligi isbotlansin.

38. Sanogliliknmg ikkinchi aksiomasi bajarilgan fazo kompakt bo‘lishi
uchun, uning sanogli kompaktlilik xossasiga ega boiishi zarur va yetarli
ekanligi isbotlansin.

39. Sanogliliknmg ikkmchi aksiomasi bajarilgan fazo kompakt boiishi
uchun uning sekvensial kompakt boiishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

40. Har qgqanday kompakt topologik fazo lokal kompakt fazo boiishi
isbotlansin.

41. Bir oichamli Yevklid fazosi R' da barcha ratsional sonlar to'plami
toliq bogianishsiz gism fazo boiishi ko'rsatilsin (har qanday bogianishlilik
komponentasi bir nuqtali to'piamdan iborat fazo tolig bogianishsiz fazo
deyiladi).

42. Bizga X kompakt fazo, {4, }-uning yopig gism to‘plamlari sistemasi

va ushbu U =3 A = (~]JAa munosabatni qanoatlantiruvchi ochig U to‘plam
a

berilgan boisin. U holda, A f]JA M-.-MA4, ¢ U shartni ganoatlantiruvchi
A A to'plamlar mavjudligini va bunda {Aa} dan olingan ixtiyoriy ikkita

to'plamning kesishmasi, shu sistemadagi uchinchi to'plamni o'z ichiga olsa, bu
sistemadan shunday Aa to'plam topiladiki, A czlJ munosabat o'rinli ekanligi
isbotlansin.

43. Ajralgan nuqgtalarga ega bo'lmagan kompakt to'plam kontinium
quwatli ekanligi isbotlansin

44. Bizga X, Y topologik fazolar va Yx={f\f:X-*Y uzluksiz}
akslantirishlar to'plami berilgan bo'lsin deb faraz gilaylik, Ac X va BcY
to'plamlar uchun <A ,B>={f |f eYx va f{A)aB) deb belgilash Kiritaylik.
U holda Yx da {< K,U >}-oila bazasi bo'lgan topologiya mavjudligini
isbotlang (bu yerda Kr X - kompakt to'plam, f/cK-ochiq to'plam). Bunday
topologiyani kompakt-ochiqg topologiya deyiladi.

45. Ushbu vy =kx+h (bu yerda «k, /ig[o i]) ko'rinishdagi funksiyalar
to'plamini X deb belgilab, X to'plamda kompakt- ochig topologiya kiritsak,
X -kompakt fazo bo'lishi isbotlansin

46. Ushbu y-—«xr (bu yerda h[0:3]) ko'rinishdagi funksiyalar
to'plamini X deb belgilab, X to'plamda kompakt ochiq topologiya kiritsak X
kompakt fazo bo'lishi isbotlansin

47. Bizga X kompakt metrik fazo va uning {11 -ixtiyoriy ochiq qobigi
berilgan bo'lsin. Quydagi shartni ganoatlantiruvchi e-som mavjudligi
isbotlansin:

E -radiusli sharga joylashtirish mumkin bo'lgan ixtiyoriy A to'plamni \Ua} -
gobigning biror U to'plamiga joylashtirish mumkin, ya'ni {BJx)}kX oilani
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it),,) gobigning ichiga joylashtirish mumkin. Bunday e -soni Lebeg soni
deyiladi

48. Topologik fazoda Ana An] (n > 1 ne /1) shartm ganoatlantiruvchi
kdinpakt {AJ to'plamlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. U holda ushbu

() An* 0 munosabat o'rinli bo'lishini isbotlang. Agar Anc Anl (n> 1, ne N)

ulmrtiu  Arc A", (rt>1 e N) shart bilan almashtirilsa, tasdiq o'rinli

bo Imasligini misol yordamida ko'rsating.

49. Lokal kompakt fazomng yopig gism to'plami lokal kompakt gism
laZo ekanligi isbotlansin

50. Lokal kompakt Xausdorf fazosining ochiq gism to'plami lokal
kompakt gism fazo bo'lishi isbotlansin.

51. Lokal kompakt Xausdorf fazosi to'lig regulyar fazo ekanligi
isbotlansin.

52. Bizga X lokal kompakt fazo berilgan bo'lib, X =1Jmunosabat

bujarilsin (bu yerda /17-kompakt to'plam). U holda,X -parakompakt fazoligi
isbotlansin.

Ta’'rif. Berilgan X topologik fazomng ixtiyoriy ochiq gobig’idan lokal
chekli ochiq gobiq ajratish mumkin bo'lsa, X -parakompakt fazo deyiladi.

53. Sanoglilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan lokal kompakt fazo
parakompakt fazo ekanligi isbotlansin.

54. Kompakt metrik fazo separabel fazo ekanligi isbotlansin.

55. Bizga X, Y metrik fazolar, / X ->¥ uzluksiz akslantirish va X -
kompakt fazo berilgan bo'lsin. X -kompakt fazomng ixtiyoriy {(/J qobig’i

uchun Lebeg soni e mavjud bo'lib. har gqanday 6 -radiusli shaming ichiga
joylashtirish mumkin bo'lgan Ac:X wuchun f(A)c:U, Ue{Ua) munosabat
bajarilishi isbotlansin.

56. Yopig'i kompakt bo'Imagan kompakt to'plam mavjud bo'lgan
topologik fazoga misol keltiring.

57. Kompakt bo'Imagan metrik fazoda uzluksiz va chegaralanmagan
funksiya mavjudligi isbotlansin.

58. O'Ichami n ga teng bo'lgan Yevklid fazosi R" lokal kompakt va <
kompakt bo'lishi isbotlansin.

59. Bizga X kompakt Xausdorf fazosi berilgan bo'lsin. X fa/outu
topologiyasini hosil giluvchi metrika mavjud bo'lishi uchun X In/oibi
sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbollnnsm

60. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan X topologik liwo
berilgan bo'lsin. A' ning topologiyasini hosil giluvchi metnku imivpnl
bo'lishi uchun, X -regulyar fazo bo'lishi zarur va yetarli ekanligi 1abo] 1Tl
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61. Kompakt Xausdorf fazosi va C uning biror bog’lanishlilik
komponentasi berilgan bo'lsin. C to'plam C m o'z ichiga olgan, bir vagtda ham
ochiqg, ham yopiq bo'luvchi to'plamlaming kesishmasidan Iboratligi isbotlansin.

62. Topologik fazo kompakt bo'lishi uchun uning ixtiyoriy
markazlashgan to'plamlari sistemasining umumiy urinish nuqgtasi mavjud
bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
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Il BOB.CHIZIQLAR NAZAR1YASI
18. Egri chizig va uning berilish usullari

Biz bu paragrafda differensial geometriya kursining moTy
tushunchalandan bo'lgan egri chiziqg tushunchasini kiritamiz va ulaillllly
tenglamalarini ba’zi bir xususiyatlarini (chizmalarmi chizish uchun ker*k
bo'ladigan) topishga doir masalalar keltiramiz. Bulardan tashqan, bu paragialria
parametrik ko'rinishda va qutb koordinatalar sistemasida berilgan chi/.iglumi
yasashga doir masalalar keltirilgan.

Asosiy tushunchalar

1.1.-ta’rif. Fazodagi (yoki tekislikdagi) y to'plam birorta ochiq
intcrvalning topologik (gomeomorf) akslantirishdagi aksi bo'lsa, ya'ni birorta
/ :(a\b) -> R akslantirish uchun, f{(a\b)) —y tenglik o'nnli bo'lib,
f :(a,b) —y topologik akslantirish bo'lsa, y elementar egri chiziq deb
ataladi.

Bu ta'rifga ko'ra, ochiq (@,b) intervalga tegishli ixtiyony t nugtaga mos
keluvchi nuqtani  y(t) bilan belgilasak, bu nugtamng koordinatalarun

x(/), y(t), z(t) funksiyalar bilan belgilasak, uholda

x = x(t),
<y =y(t), a<t<b (1)
z=2z(1),

tenglamalar y chizigning parametrik tenglamalari deyiladi.

Differensial geometriya kursida egri chiziq parametrik tenglamalar
yordamida o'rganiladi, ya'ni y chizigni aniglovchi / akslantirish tanlanib,
uning parametrik tenglamalari yoziladi, bu holda y chizigni parametrlangan
elementar egri chiziq deb ataymiz.

1.2.-ta’rif. Berilgan y elementar egri chizigni differensiallanuvclu
*(/), yit), z(t) funksiyalar yordamida parametrlash mumkin bo'lsa, u silliq

elementar egri chizig deb ataladi.

Izoh: Zarur bo'lgan hollarda, biz yugori tartibli hosilalarning mavjud i
u/luksiz bo'lishini talab gilamiz.

l.i.-ta'rif Bog'lamshli y to'plamga tegishli har ganday M nugtaning
buorta atrofi mavjud bo'lib, y to'plamning U M atrofdagi qismi elenicntiii
egii chiziq bo'lsa, y sodda egri chiziq deb ataladi.

1 - tasdig. Har ganday sodda egri chizig yoki elementar egri cln/iqclii,

yoki aylanaga gomeomorfdir.
1.4 .-ta’rif. Bizga sodda y egri chiziqg berilgan bo'lib, M esa ungii
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tegishli nugta bo'lsin. Agar UM to'plam M nugtaning atrofi bo'lsa, UM o y
kesishmam M nugtaning y chizigdagi atrofi deb ataladi.

1.5.-ta’rif. Sodda egri chizigning lokal topologik akslantirishdagi obrazi
umumiy egri chiziq deyiladi.

2 - tasdig. Silliq x =x{t), Y=y(t), z=z(t) funktstyalar hosi-
lalari har bir tE(CI,b) uchun X (t)+.y ~ )+2z (0>0 shartni gano-
atlantirsa, (1) tenglamalar sistemasi umumiy egri chizigni aniglaydi.

Bu umumiy egri chizig (a.b) intervalning ot —>(x(t),y(t),z(t))
akslantirishdagi aksidir.

3 - tasdiq. Bizga differensiallanuvchi (p{x,y) funktsiya berilgan bo'lib.

koordinatalari (p{x,y) = O tenglamani ganoatlantiruvchi nugtalar to'plamini
M —{(x.y) dx,y)=0} deb  belgilaylik.  Agar (x0,y0)e M nuqgtada
(pR + (py > O munosabat bajarilsa, (-~Jo) nugtaning shunday atrofi

mavjudki, M to'plamning bu atrofdagi gismi elementar egri chiziq bo'ladi
4 - tasdig. Sillig elementar y egn chizigning parametrik tenglamalari (1)

ko'rinishda bo'lib, tQ~(a,b) uchun bo'lsa, (*o ».Y0>zO0)
nugtaning kichik atrofida y ni.
ly = <p(x),
[r =1W//(*), a<x<b
tenglamalar yordamida aniglash mumkin.
Buyerda. *, = x(t0), yo= y(te), zo= z(t0
5 - tasdig. F(x,y,z) va G(x,y,z) uch o'zgaruvchili sillig
funksiyalar, M esa koordinatalari

(F(x,y,z) =0

[6(x,~,z) =0
sistemam ganoatlantiruvchi nuqtalar to'plami bo'lsin. Agar
(x0,yn,Z0) E M nuqgtada

(F, Fv FA

\G Gy G )

matritsaning rangi ikkiga teng bo'lsa, (*0>.Y0>20) nuqgtaning shunday atrofi

mavjudki, M ning bu atrofdagi gismi silliq elementar egri chizig bo'ladi.
1.6.-ta’rif. Sillig y egri chizigni unga tegishli har ganday nugtaning birorta

atrofida ixtiyoriy t e(a,b) uchun x'2(t)+y'2(t) +z'2(t) > 0 shartni
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<Janoatlantiruvchi differensiallanuvchi x(t),y(t),z(t) funksiyuliti ynnmlHTK1H

parametrlash mumkin boisa, u regulyar egri chiziq deb ataladi

Masalalar yechish namunalari

1-masala. O ‘zgarmas a uzunlikka ega bo'lgan AB kesma Oz o'qiw»
perpendikular bo'lib, uning A uchi shu o'qda yotadi. Kesma, A uchi aylaniith
burchagiga proporsional yo'lni bosib boradigan holda, Oz o'qi bo'yicha siljib,
shu 0'q atrofida aylanadi. Usbu harakat natijasida kesmaning B uci chizgan
chizig'i vint chizig'i deyiladi. Vint chizig'inmg tenglamasini tuzmg.

Yechish. Shartga ko'ra, AB=a va OA=/(p, bunda 4 =const
llarakatdagi kesma boshlang'ich paytda Ox o'gida bo'ladi, deb faraz qilsuk.
vint chizig'idagi B nugtaning vaziyati (p parametr bilan to'la aniglanadi |Jshbu
chiziq tenglamasini tuzamiz:

OB =r = AB + OA.
Ikkinchi  tarafdan, AB =a{icos(p+j sin<)=ae(<p) va OA- Atpk

munosabatlami hisobga olsak, vint chizig'i radius - vektornmg ilbdu.lllll liixil
qgilamiz (bu yerda e((p) birlik vektor bo'lib, XOY tekisligida yotadi)
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Demak, vint chiziginmg tenglamasi

r{(p) = ae(<p) + k(pk
yoki koordinat ko'rinishda

X = acoscp
e>=asin<p
z=Tep

bo'ladi.
Vint chiziginmg o'zi yasovchilari Oz o'giga parallel bo'lgan
x2+ y2= a2silindrda yotadi, chunki AB kesmaning uzunligi o'zgarmaydi (1-
rasm).
Misol va masalalar

1 Berilgan ikki nuqtagacha masofalari kvadratlari yig'indisi o'zgarmas
songa teng bo'lgan nuqgtalaming geometrik o'mi topilsin.

2. Berilgan ikki nugtagacha masofalari kvadratlari ayirmasi o'zgarmas
songa teng bo'lgan nuqgtalaming geometrik o'mi topilsin.

3. Ixtiyoriy nugtasidan A(4,0) nuqgtagacha bo'lgan masofa B(i,0)
nuqtagacha bo'lgan masofadan ikki marta katta boigan nuqtalaming geometrik
o'mi topilsin

4. Katetlari a,b ga teng to'g'ri burchakli uchburchak harakat gilganda
uning o'tkir burchakli uchlari o'zaro perpendikular to'g'ri chiziglar bo'yicha
sirpanadi. Bu harakat natijasida uchburchak to'g'ri burchagming uchi
chizadigan chiziq tenglamasi tuzilsin.

5. Tekislikdagi umumiy dekart koordinatalar sistemasining Ox, Ov
o'glarida A,B nugqtalar berilgan bo'lsin. Berilgan A,B nuqtalardan o'tuvchi AB
to'g'ri chizigda yotgan P(x0,yo) nugtadan Ox.Oy o'gqlami mos ravishda C,I)
nugtalarda kesib o'tadigan ixtiyony kesuvchi o'tkaziladi. So'ngra, CB.AD
to'g'ri chiziglaming kesishish nugtasi M bilan belgilangan bo'lsin. Kesuvchi
to'g'ri chizig P nuqgta atrofida aylanganda M nugqta chizgan chizig tenglamasi
tuzilsin

6. Berilgan uchta nuqgtagacha bo'lgan masofalar kvadratlarinmg yig'indisi
o'zgarmas bo'lgan nuqtalaming geometrik o'mi topilsin.

7. To'g'n to'rtburchak tomonlangacha masofalari kvadratlarinmg
yig'indisi o'zgarmas bo'lgan nuqtalaming geometrik o'mi topilsin. Bunda,
to'rtburchaknmg uchlaridan biri geometrik o'ringa tegishli deb faraz gilinadi

8. Ikkita aylana berilgan. Bu aylanalarga o'tkazilgan urinmalar uzunliklari
bir xil bo'ladigan nuqtalaming geometrik o'mi topilsin.

9. Markazi koordinatalar boshida, radiusi r ga teng aylana va unda
yotmaydigan A(a,0) nugta berilgan. Har biridan A nuqtagacha bo'lgan masofa
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shu nugtalardan aylanaga o'tkazilgan urinma uzunligign 11 bo
nugtalarning geometrik o'mi topilsin.

10. Bizga / to‘g‘n chiziq va unda yotmaydigan () nugta boiil]ji«n Itolili
berilgan / to'g'ri chizigdagi o'zgaruvchan nugtam F nugta deb bdgilionittii
bo'lsin. Ushbu OP OM-k shartni ganoatlantiruvchi OP nuiilugi ™
nuqgtalarning geometrik o'mi topilsin. Bu yerda k - berilgan son

11. Tekislikda b{30) nuqta, Oy o'giga parallel va Ox o'gidan 2 gu icny
kesma ajratgan to'g'ri chiziq berilgan bo'lsin. Berilgan b nugtagacha bo'lgim
masofaning berilgan to'g'ri chiziggacha bo'lgan masofaga nisbati - kabi

bo'ladigan nugtalarning geometrik o'rni topilsin.
12. Tekislikda /'(5,0) nugta va ordinata o'giga parallel bo'lgan va Ox

g
o'gqidan - ga teng kesma ajratgan to'g'ri chiziq berilgan bo'lsin. Berilgan /A=
nugtagacha bo'lgan masofaning berilgan to'g'ri chiziggacha bo'lgan masofaga

nisbati j kabi bo'ladigan nugtalarning geometrik o'mi topilsin.

13. Markazi koordinata boshida bo'lgan aylana berilgan. Agar aylanada
yotgan barcha nugtalarning ordinatalarini Kk marta kamaytirilsa, ganday chiziq
hosil bo'ladi?

14. Aylananing berilgan yo'nalishga parallel vatarlarini berilgan nisbatda
(birga teng bo'Imagan) bo'ladigan nugtalarning geometrik o'mi topilsin.

15. Markazlari O koordinata boshida, radiuslari a, b ga teng aylanalar
berilgan. Uchi koordinata boshida bo'lgan nur O nugta atrofida aylamsh
uutijasida berilgan aylanalami mos ravishda A, B nugtalarda kesib o'tadi. Hosil
bo'lgan B nugtadan abssissa o'giga parallel to'g'ri chiziq o'tkaziladi, A
nugtadan esa, ordinata o'giga parallel to'g'ri chiziq o'tkaziladi. Bu ikki to'g'ri
chiziglaming kesishish  nuqtasmi M bilan belgilaylik. Hosil bo'lgan M
nugtalarning geometrik o’mi topilsin.

16. To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasining koordinata o'glari va
ularni kesib o'tuvchi to'g'ri chiziglardan hosil bo'lgan o'zgarmas S yuzali
lo'g'ri burchakli uchburchaklaming to'g'ri burchagi uchidan gipotenuzasiga
perpendikular tushirilgan. Perpendikular asosining geometrik o'mi topilsin

17. Uzunligi o'zgarmas bo'lgan kesmaning uchlari to'g'ri burchakning
tomonlari bo'ylab sichanadi. M nugta kesmani mos ravishda uzunligi ub ga
teng bo'lgan bo'laklarga ajratadi. Kesmaning harakati davomida M nugtn
chizgan chiziq tenglamasi topilsin.

18. Berilgan F](~c,0),Pr(c,0) nugtalargacha masofalarnmg ko paytmum
1 gateng bo'lgan nuqgtalarning geometrik o'mi topilsin (Kassini avail)

19. Kassini ovali (oldingi masalaga garang) ta’rifida ishtirok ctgan ,i
kullalik /=,\ nuqtalar orasidagi masofa yarmisining kvadratiga teng »o'Inh. Im
ilu/.ig Bernulli lemniskatasi deb ataladi Qutb va qutb o'gi miluliilm nun
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ravishda F,F7 kesmaning o'rtasini va FJF\ to'g'ri chizigni olib Bernulli
lemniskatasming tenglamasi tuzilsin.

20 Ushbu x1+v2=RI aylana urinmalarining koordinata o'qlari orasida
joylashgan kesmalari o'rtalarining geometrik o'rm topilsin.

21. To'g'ri to'rtburchaknmg ikki tomoni koordinata o'qglari bilan ustma-ust
tushadi. To'g'ri to'rtburchak diagonalining uzunligi o'’zgarmas / ga teng bo'lib
golaveradigan holda shaklan o'zgaradi. Koordinata boshiga garama-qarshi
uchidan diagonalga tushirilgan perpendikular asoslanning geometrik o'mi
astroida deb ataladi To'g'ri to'rtburchaknmg qo'zg'almas tomonlarini
koordinata o'glari sifatida olib, astroidaning tenglamasi tuzilsin..

22. Qutb o'giga perpendikular bo'lgan va undan OA=a ga teng kesma
ajratgan to'g'ri chizigning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi tuzilsin.

23. Radiusi a ga teng bo'lgan aylananing O nuqtasini qutb, OA diametrini
qutb o'qi sifatida olib, aylananing qutb koordinatalar sistemadagi tenglamasi
tuzilsin.

24. Diametri d ga teng aylanada yotgan O nugta atrofida nur aylanadi
Numi o'z ichiga olgan to'g'ri chizig aylanani o'zgamvchan P nuqgtada kesib
o'tadi. OP nurda P nuqgtadan boshlab nur yo'nalishida PM=h kesma qo'yiladi
Numing O nugta atrofida aylanishida M nugta chizib bergan chiziq tenglamasi
tuzilsin (bu chiziq Paskal chig'anog'i deb ataladi).

25. Radiusi a ga teng bo'lgan aylanada ixtiyoriy O nugta olinadi. Olingan
O nugta atrofida nur aylanadi va aylanani o'zgaruvchi A nugtada kesib o'tadi.
Bu nurda A nuqtaning ikki tarafida AM, =AM, =2a kesma qo'yiladi. Harakat
davomida hosil bo'lgan M ,M 2 nuqtalaming geometrik o'mi kardioida deb
ataladi. Qutb sifatida O nugta va qutb o'gi sifatida aylananing OK diametrini-
olib, kardioidaning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi tuzilsin, keyin
dekart koordinatalar sistemasiga o'tilsin.

26. Bizga O nugta va undan OA=a masofadagi to'g'ri chiziq berilgan
bo'lsin. Berilgan O nugta atrofida aylanadigan nur to'g'ri chizigni o'zgaruvchi
B nuqgtada kesib o'tadi. Bu nurda B nugtaning ikki tomonida BM, =BM, =b
kesmalar ajratiladi. Nur O nugta atrofida aylanganida M,,M, nugtalaming
geometrik o'mi Nikomed konxoidasi deb ataladigan chizigni hosil giladi. Qutb
boshi sifatida O nuqgtani va shu nugtadan to'g'ri chizigga tushiriigan OA
perpendikulami qutb o'gi sifatida olib, Nikomed konxoidasining tenglamasi
tuzilsin. So'ngra koordinatalar boshi sifatida O nugtani, abssissa o'gi sifatida
OA to'g'ri chizigni olib, dekart koordinatalar sistemasiga o'tilsin.

27. Tekislikda O nuqgta va undan OA =a masofadagi to'g'ri chiziq berilgan
A nuqgta atrofida nur aylanib to'g'ri chizigni o'zgaruvchi B nugtada kesib
o'tadi. Bu nurda B nuqtaning ikki tarafida BM =BM’- BO kesma qo'yiladi
Nur aylanganda M ,M ' nugtalaming geometrik o'mi strofoida deb ataladigan
chizigni hosil giladi. Strofoida tenglamasi tuzilsin.
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28. Qutb sifatida qo'zg'almas K nugta va qutb o'qi silutuln «o «1Tn«
nugtani aylana markazi bilan tutashtiruvchi to'g'ri chiziq ollUh» Iml.U
go'zg'almas K nugtadan berilgan aylana unnmalariga o'tkazilgan potpvrntibitini
asoslarining geometrik o rni tenglamasi qutb koordinatalar sistcmusidu lu/iUui
Bunda qo'zg'almas K nuqgtadan aylana markazigacha masofa < k» '““It vn
aylana radiusi b ga teng deb olinsin.

29. Radiusi a ga teng bo'lgan aylanada O nugta olingan va bu nugMgn
diametral garama-garshi bo'lgan K nuqgtadan aylanaga urinma o'tkazilgan
Olingan O nugta atrofida nur aylanadi. Bu nur aylana va urinmam mos ravislulti
A B nugtalarda kesib o'tadi. Bu nurda O nugtadan urmma va aylana orasula
joylashgan kesma wuzunligiga teng \OM\-\AB\ kesma qo'yiladi  Nui
aylangandagi M nuqgtaning geometrik o'rni Diokles sissoidasi deyiladi Qutb
deb U nuqgtani va OK numi qutb o'qi sifatida olib sissoidaning qutb
koordinatalar sistemadagi tenglamasi tuzilsin, keyin dekart koordinatalar
sistemasiga o'tilsin.

30. Aylanada O nugta olingan va O nuqgta orgali OA diametr o'tkazilgan
O nugta atrofida nur aylanadi va u aylanani o'zgaruvchi B nugtada kesib o'tadi
Bu nurda B nuqtaning har ikki tarafiga BM, =BM2=AB kesma qo'yiladi. Nur
aylanishi natijasida M,,Mr nuqtalar harakat giladi. Bu M,M 2 nuqgtalar
geometrik 0‘mining tenglamasi tuzilsin. Aylana radiusi a ga teng deb olinsin.

31. Uzunligi 2a ga teng kesmaning uchlari to'g'ri burchak tomonlari
bo'ylab sirpanadi. To'g'ri burchak uchidan kesmaga tushirilgan perpendikular
asosimng geometrik o'mi (bu chiziq to'rtyaproqli gul deb ataladi) tenglamasi
qutb va dekart koordinatalar sistemalarida tuzilsin.

32. Radiusi a ga teng bo'lgan aylanada O nugta olingan va bu nuqtaga
diametral garama-qgarshi bo'lgan k nugtada urinma o'tkazilgan. Olingan O
nugta atrofida to'g'ri chiziq aylanadi va u aylana bilan urinmani mos ravishda
N.H nugtalarda kesib o'tadi. A nuqgtadan urinmaga parallel, B nugtadan OK
diainetrga parallel to'g'ri chizig o'tkaziladi. Bu to'g'ri chiziglar kesishish
uugtalarining geometrik o'mi topilsin. Koordinatalar boshi deb O nuqgta,
«bssissa 0'qi sifatida OK diametr olinsin. Hosil bo'lgan chizig Mariya Anezi
:u(fi deb ataladi

33. Ixtiyoriy nuqgtasidan ikki o'zgarmas A,B nuqgtalargacha bo'lgan r,rr
itm.Hofalar orasida r2=art-+b munosabat o'rinli boigan nuqtalarning geometrik
o’rni topilsin. Bu chizig Dekart ovali deyiladi Bunda A qutb, AB to'g'ri chiziq
iliitb o'qi sifatida, va VB\=c deb olinsin. Bu yerda a, b.c -o'zgarmas sonlar

34 Tekislikdagi O nuqgta atrofida o'zgarmas @ burchak tezlik bilan nui
nylnnadi. Bu nur bo'yicha ozgarmas v tezlik bilan M nuqta harakatlamidi
IUinkiitlanayotgan M nugtaning geometrik o'mi tenglamasi qutb koordinatalai
«iilruiusida tuzilsin. Bunda boshlang'ich momentda M nuqta O nugta bilan, nui
<= qutb o0'gi bilan ustma-ust tushadi. Bu chizig Arximedspirali deyiladi

53



35. Tekislikda OL nur () nugta atrofida o'zgarmas burchak tezligi
(to =const) bilan aylanadi. M nuqgta esa shu OL to'g'ri chizig bo'ylab, tezligi
OM masofaga proporsional ravishda harakatlanadi. Harakatlanayotgan M
nuqgtalaming geometrik o'rm tenglamasi tuzilsin Bu chiziq logarifmik spiral
deyiladi

36. Markazi C nugtada bo'lgan, radiusi esa s ga teng aylana Ox o'qi
bo'ylab sirpanmasdan harakatlanadi. Aylananing boshlang'ich momentda
koordinatalar boshida yotgan M nuqgtasi chizgan chizig'ining parametrik
tenglamalari tuzilsin. Parametr sifatida aylananing Ox o'giga urinish A
nugtasiga borgan CA radius bilan M nuqgtaga borgan CM radius orasidagi
burchak olinsin. Hosil bo'ladigan chiziq sikloida deb ataladi.

37. Radiusi a gateng aylana Ox o'qi bo'ylab sirpanmasdan harakatlanadi.
Aylananing markazidan d masofada aylanaga mahkamlangan M nuqta chizgan
chizigning parametrik tenglamalari tuzilsin. Hosil bo'ladigan chiziq
a <d (a>d) holda, cho'zilgan (qgisgartirilgan) sikloida deb ataladi

38. Radiusi r ga teng doira R radiusli doira bo'ylab uning tashqgarisida
harakatlanadi. Harakatdagi doirada olingan ixtiyoriy nugtaning chizgan chizig'i
episikloida deb ataladi. Bu chizigning parametrik tenglamasi tuzilsin.
Qo'zg'almas doira markazini koordinatalar boshi sifatida, i parametr sifatida
esa abssissa o0'gining musbat yo'nalishi bilan qo'zg'almas aylananing
go'zg'aluvchi aylana bilan urinish nuqgtasiga yo'nalgan radiusi orasidagi burchak
olinsin. Boshlang'ich holatda harakatlanuvchi doira qo'zg'almas doira bilan,
go'zg'almas doiraning abssissa 0'qgi bilan kesishish A nugtasida urinsin.

39. Radiusi r ga teng aylana R radiusli aylana bo'ylab uning ichkarisida
sirpanmasdan harakatlanadi. Harakatdagi aylanada olingan ixtiyoriy nugta
chizgan chizig'ining tenglamasi tuzilsin. Bu chiziq giposikloida deb ataladi.

40. Oldingi masalada (39-masala) 9=4r shart o'rinli bo'lgan holda,
giposikloida astroida nomli chizigdan iboratligini ko'rsating.

41. 39- masalada R =2r shart o'rinli bo'lgan holda giposikloida
go'zg'almas aylananing diametridan iboratligini ko'rsating.

42. O'zgarmas uzunlikdagi kesmaning bir uchi x2+2=r2 aylana
bo'ylab, ikkinchi uchi esa Ox o0'gi bo'ylab sirpanadi. Kesmaning a\b
uzunlikdagi bo'laklarga bo'luvchi nuqgta chizgan chiziq tenglamasi tuzilsin Bu
chizig Shatunli mexanizm deb ataladi.

43. Ushbu x2+y2=r2 aylana bo'ylab to'g'ri chiziq sirpanadi. To'g'ri
chizigning boshlang'ich vaziyati x=r dan iborat. To'g'ri chizigdagi ixtiyoriy
nugta trayektoriyasi tenglamasi tuzilsin. Nuqgtaning boshlang'ich holati sifatida
(r,0) nugta olinsin Bu chizigq aylananing evolventasi deyiladi.

44. Berilgan ikki aylanaga urinadigan aylananing markazlari geometrik
o'mi topilsin. Quyidagi hollar garalsin:

1) Berilgan aylanalardan biri ikkinchisining ichida yotadi;
2) Berilgan aylanalardan biri ikkinchisining ichida yotmaydi;
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3) Berilgan aylanalaming biri to'g'ri chizigdan iborat bo'lib. iU mhlh *\Um»
bilan kesishmaydi.

45 Quyidagi nugtalar A/(-1;-1),Y¥(4;2),.P(1;2), ushbu x i' 2i\ i
chizigda yotishini tekshiring. Chizigning koordinata o'glari bilan kcxnin«!i
nugqtalari topilsin va oshkormas ko'rinishdagi tenglamasi tuzilsin

46. Parametr sifatida a) koordinata boshi va aylana nugtasidan o'tuvct
to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentini; b) Ox o'qi bilan aylana maiku/i wv
uning nuqgtasidan o'tuvchi to'g'ri chiziq orasidagi burchakni olib x2+y* 2< t
aylananing parametrik tenglamasi tuzilsin.

Quyidagi chiziglami yasang:
47 X=t2-t+1 y =t2+t+1
48. x=/2-2/ +3, y =t| -2t +\
49. x=asm2ly =bcos21

80 x=-.2 ~ y= W

) AR/ mM-H2
51. x=3 +3 y=3 -3 "
_a-t I

52, x=——, v= .
aH ' a+t

53. x=aln/, y :5</ +|—)

54. x=a+/1—, y~h +R -mmm.

1+f2 1+r2
Quyida qutb koordinatalar bilan ganday chiziglar berilganini toping.
55. r =4.
56. r =2acoscp
57. r=—
Costp
58 r=-—+—.
sin (p
50 m=— ——
5-3cos?>
60 r=——
3-5cos<p
6l r=—-—
1 - COSip
62. r2c0s2ip=a2
63. r =Asin
64. r =sec2g>/2).

65 r =cosec2cp/2)
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2 8. Vektor funksiyalar uchun differensial hisob

Differensial geometriya va topologiya fanida vektor analizi muhim o'rin
tutadi. Shuning uchun bu paragrafda gisqacha vektor-funksiyalar xossalariga
doir misol va masalaiar keltiramiz.

Asosiy tushunchalar

Bizga biror G to'plam berilgan boisin. Agar G to'plamning har bir
nuqgtasiga aniq bitta vektor mos qo'yilgan boisa, G to'plamda vektor-funksiya
berilgan deyiladi. Bu moslikm p —» r(p) ko'rinishda yozish mumkin.

2.1-tarif Berilgan r(p) vektor-funksiya va o'zgarmas a vektor uchun
p -» pOda ?{p)~ N |~>0 munosabat bajarilsa, r(p) vektor-funksiya p —p,
da a limitga ega deyiladi va g%r(p)za ko'rinishda yoziladi. Bu yerda
a - (d.tl) boiib, {a,a) esa skalyar ko'paytmadir.

Tasdig. Fazoda kiritilgan dekart koordinatalar sistemasida berilgan
vektorlammg komponentalari f(p) ={x(p),y{p).z(p)), a ={ana,,a,} boisa,

ushbu tenglik g%r(p) =a quyidagi uchta munosabatga ekvivalentdir:

imx(p) - a, limy(p) -a . limz(p) =a,
Vektor funksiyalar uchun wuzluksizlik va differensiallanuvchanlik

tushunchalari skalyar funksiyalar uzluksizligi va differensiallanuvchiligi
tushunchalari kabi Kiritiladi.

2.2-tarif. Ushbu Li%r(p):r(pO) munosabat bajanlsa, r(p) vektor-

funksiya Pqg nuqtada uzluksiz deyiladi

Vektor- funksiya aniglangan G to'plam sonlar o'gining gism to'plami
boisa, r(p) vektor-funksiya bir o'zgaruvchili vektor-funksiya boiadi. Agar
ft eG nuqta uchun

limr(P° +h)-r(P,)
h

mavjud boisa, uni r'(p) bilan belgilaymiz va r(p) vektor-funksiyaning p(
nuqgtadagi hosilasi deb ataymiz.

Tekislikdagi biror soha vektor-funksiya aniglangan G to'plam sifatida
olingan boisa, u sohadagi nugta uchun p =(m,v) belgilash kiritamiz. Bu holda
r(p) va uning koordinata funksiyalari x(u,v),y(u,v),z(u,v) ikki o'zgaruvchili

funksiyalar boiadi.  Yugoridagi  hosila  tushunchasidan foydalanib,
N«v) ={X,(w,v), (m>),z,(i/,v)} va
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rv(u,v) ={xv(u,v),yv(u,v),zv(u,v)} tengliklarni hosil gilamiz.

Bir o‘zgaruvchili r(t) vektor-funksiya uchun integral tushunchasini
kiritaylik. Agar r(t) vektor-funksiya ucluiii differensiiillamivchi p(l) vektor-
fimksiya mavjud bo'lib, r(/) =p'(0 tenglik bajarilsa, />/) vektor-funksiya r(t)
vektor-funksiyanmg anigmas integrali deyiladi va quyidagi

p{t) =\r(t)dt
ko'rinishda yoziladi

Endi «-marta differensiallanuvchi r(t) vektor funksiya uchun Teylor
gatorini keltiramiz. Bunmg uchun fazoda dekart koordinatalar sistemasmi

aniglovchi ortonormal /, J, Kk bazisda
r(t) =x(t)i +y(t)j +z(k
tenglikni yozib, x(t),y(t),z(t) funksiyalar uchun Teylor gatorini yozamiz:

X(t+A)=X1t)+At)& +A t)" +...+ X At)? +A \ Ex(t,At)
n n

y(t +At) =y(t) +y' ()ALl 4/ (/)" + +Y B )~ +/~TET
2 n\ n\

Z(t+ A = z{t) +2\DAL +2'it) A - +..+: A {t)" - +A - Ei{t,AY)
2 mnon
Mu tengliklardan

r(t+At)=f{t) +F ()At+r"(t)— +..+Fa(t)— +— e(t, At
2 n\ n\
gntomi hosil gilamiz. Bu yerda

£(t,At) ={E£I{t,At),EXt,AL),£,(L,At)}
\a }Lrnnjf,(/,A/)j =0 munosabatlar o'rinli.

Misol va masalalar yechish namunalari

1-masala. Bizga tekislikdagi birorta G sohada aniglangan differensialla-
lliivdu r(u,v) vektor-funksiya berilgan bo'lsin. Berilgan r(u,v) vektor-
hinUiyaning uzunligi o'zgarmas bo'lishi uchun, (f,rB)=(F,rv) =0 tengliklarniiiK.
I»i].nilishi zarur va yetarliligini isbotlang (2-rasm).

yechish. ZarurligL Tasdigm zarurligini isbotlash uchun |[r|J=(r.r)
louulikdaii foydalanamiz. Berilgan vektor-funksiyanmg uzunligi o'/gumu»»
Imi'liiii deb faraz qilaylik, ya’ni |r{u,v)\= const tenglik bajarilsin

57



2 —rasm

U holda
¢ =—|-|/f=-j-{r,r) =2{r,ru)
du du
O=iy =~(r,n=2(r,n)
dv av
tengliklardan ushbu ( f = (?>K) ~ ® tengliklar kelib chigadi.

YetarliligL Endi f -Lru, r | rv boisin deb faraz gilaylik. U holda
4 |/|’=2(I’,P)=O,4 n!=2M )ZO
dw du

tengliklardan (™(w,v)j funksiyaning o'zgarmas ekanligi kelib chigadi. Masala
toiiq yechildi.

2-masala. Tekislikdagi birorta G sohada aniglangan differensiallanuvchi
r(u,v) vektor-funksiyaning ru, rv vektorlaming ikkalasiga ham kollinear
boiishi uning yo*‘nalishi o'zgarmas ekanligiga teng kuchli ekanligini ko'rsating

Yechish. Agar r(u, v) vektor-funksiyaning yo'nalishi o'zgarmas boisa.
uni r(u,v) =A(n,v)<e ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda A(m,v) - skalyar
funksiya bo'lib, e —o'zgarmas birlik vektordir. Bu ko'rinishdan
fu= Au(u,v)e, rv=\,(n,y)é tengliklarni hosil gilamiz.

Demak, ?(m,v) vektor fu, rv vektoming ikkalasiga ham kollineardir
Endi r(u,v) =Mu,\)ru, r(i/,v) =AM,v)rv, tengliklar o'rinli deb faraz qilib,

f{u,v)

e(u,v) —. , vektoming o'zgarmas vektor ekanligini ko'rsataylik. Buning
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d d n

uchun ~ & _—\J, ~  tengliklarni isbotlaymiz. Boiinmaning hosilasi
formulasidan ushbu tenglikka,

r\p\-~LM

d_-e_“ n fuN\ -r(r,ru) J2\XuRm - X 2\um

du F2\ 7P I )
3
xuddi shunga o'xshash
225w B A
dv B

tenglikni olamiz. Bulardan esa oldingi masalaga asosan e birlik vektoming
o'zgarmasligi kelib chigadi.

Demak, P(u,v) —\r(u,v*e bo'lib, f vektoming yo'nalishi o'zgarmasdir.

3-masala. Birorta G sohada aniglangan differensiallanuvchi r(u,v)
vektor-funksiyanmg xususiy hosilalari ru, rv vektorlar nol vektor bo'lishi

r(M,v) vektor-funksiyaning o'zgarmas vektor bo'lishiga teng kuchli ekanligini
ko'rsataing.
Yechish. Xususiy hosilalar uchun

AN =6,%=6

Iengliklar o'rinli bo'lsa, r(u,v) vektor-fimksiyaning koordinata funksiyalari
uchun

xXu=0, *v=0

yn=0 n =0
z,=0, zv =0
u-ngliklami hosil gilamiz.
Demak, x(u,v),y(u,v),z(u,v) funksiyalar o'zgarmas funksiyalardir.
Hmulun esa
r(«,v)={x(m,v),j/(m,v),z(w,v)}
vitkloming o'zgarmas ekanligi kelib chigadi.
Aksincha, r(u,v) vektor-funksiyanmg o'zgarmas vektor ekanligidan
Hii v). v(m,v),z(m,v) funksiyalar o'zgarmas bo'lishi kelib chigadi. Bundan esa

ru=0, rv=0
ihimliMiii hosil bo'ladi
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Misol va masalaiar

Berilgan vektor funksiyalar uchun Jim f(.M)=3. (i- 1,2,3),
lim /(M) =4 munosabatlar ma’lum boisa, quyidagilami isbotlang:

1. Jim (M)) =a,xaz2

2.Jm (f(M)fI(M)) - Aa,;

3. jimy,w).r,(M)) =(alar).
4. JimJj* (M), K (Mh]1=[a,.a2;

6. Vektor funksiyaning uzluksizligi uning komponentalarining
uzluksizligiga teng kuchliligini isbotlang.
7. Berilgan f =r(M) vektor funksiyaning uzluksizligidan || =|r(A/)|

funksiyaning uzluksizligi kelib chigadimi? Teskarisi o'nnlimi?

Ushbu (M) vektor funksiyalarning va f(M ) funksiyaning M, nugtada
uzluksizligidan quyidagi:

8. \M)=x PAM)\

9. ("(M),raMm));

10 );

m blm\d)]-

12. (A\(M), TAM), ™M )) funksiyalarning uzluksizligi kelib chigadimi?

13. Vektor funksiyaning silligligi uning tashkil etuvchilarimng
silligligiga teng kuchliligini isbotlang.

14. Vektor funksiya uchun r *’(/) = (1,* (/),jc3 *(/))
munosabat o'nnliligini isbotlang.

Berilgan :1 —4 3 vektor funksiya va C1sinfga tegishli f :| —=R
funksiya uchun quyidagi munosabatlami isbotlang:

15. fr=f2 +[r;
16.(jrj = fr +fr'-
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Quyidagi bir o'zgaruvchili vektor funksiyalaming hosilalarini toping
20 r2\
21.r'2;
22.[7',?’],
23. (r',r",rm,
24,

25. /"2 .

26. Ellipsning ixtiyoriy M nugtasiga o'tkazilgan urinma shu nuqtadagi
fokal radiuslar tashkil etgan burchak bissektrisasi bo'lishini isbotlang.

27. Berilgan f(t) =(t2+8, 4/-7, /+5) vektor funksiya uchun 7+,
chizigli akslantirish 2 sonini (4,8,2) vektorga o'tkazuvchi tO giymat topilsin.

28. Berilgan vektor funksiyaning silligligidan [?]=|r(A/)]|
funksiyaning silligligi kelib chigadimi?

Ixtiyoriy r =r(M) vektor funksiya uchun quyidagi:

29 ' =W\ ;

30. f -f =\A\-\f munosabatlar o'rinlimi?

31. Berilgan f =T(M) vektor funksiyaning biror intervalda hosilasi
nolga teng bo'lishi uchun unmg o'zgarmas, ya’ni t ga bog'liq boimasligi
/.arur va yetarli ekanini isbotlang.

32. Biror mtervalning barcha nuqtalarida r(/) va r\t) vektorlar o'zaro
ortogonal bo'lishi uchun, [fi/)] =const bo'lishi zarur va yetarli ekanini
isbotlang.

33. Ixtiyony C sinfga tegishli r -r(t) (r(t)*0) vektor funksiya
o'zgarmas yo'nalishga ega bo'lishi uchun, t mng o'zgarish sohasida r(t) va
i ’(() vektorlar kollinear bo'lishi zarur va yetarli ekanini isbotlang.

34. Ixtiyoriy C2 smfga tegishli r =r(t) vektor funksiyaning aniglanish
«ohasiga tegishli barcha nuqtalarida

re'r" =o\r,r')*o
munosabat o'rinli bo'lsa, f =f(t) vektor funksiya aniglagan chiziq yassi
i k.mini isbotlang.

35. Ixtiyoriy C2 sinfga tegishli (a,b) intervalda aniglangan
t - /=) vektor funksiya uchun r* va r" vektorlar noldan fargli va barcha
il (n,b) larda kollinear bo'lsa, f =r(t) vektor funksiya aniglagan chiziq to'gn
«lii/k| kesmasi ekanini isbotlang.

36 Ushbu r =rl +#\ +t2, vektor funksiya aniglagan chiziq, agar ] va
i, vektorlar kollinear bo'lmasa, parabola ekanligi isbotlansin. Bu yerda r,,,
r > vektorlar o'’zgarmas va teR.
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37. Ushbu I =T, +sm/i*+cos/P2, /e[0,21r] vektor funksiya
aniglagan chiziq, agar r, va r2 vektorlar kollinear boimasa, ellips ekanligi
isbotlansin.

38. Ushbu T=\0 +shtV +chtr, rcR vektor funksiya aniglagan chiziq,
agar F va r vektorlar kollinear boimasa, giperbolaning gismi ekanligi
isbotlansin.

39. Moddiy nugtaning markaziy kuch ta’siridagi harakati tekis ekanini
isbotlang

40 Sillig parametrlangan r(t) =(t,0,0) va r{t) =(t‘:0,0)vektor
funksiyalarning aksi to‘gri chizigdan iborat boisa ham ular ekvivalent
emasligini isbotlang,

41. Quyidagi yassi figuralar sodda egri chizig ekanligini isbotlang va
ulaming birorta parametrlash usulini ko'rsating: 1) to'gri chiziq; 2) aylana, 3)
ellips, 4) parabola 5) giperbolaning bitta shoxi.

Ushbu rO, r\, r2, i\ vektorlar o'zgarmas va r], f2, A\ vektorlar kollinear
emasligini bilgan holda, quividagi vektor-funksiyalarning aksini toping:

42. T-Ta +ul, +nd2+vf,;

43. f -V, +cosuf, +sinuf2+

44. T =10 +(m+ +(u - 9f2+VIx
" 7

45. f =fO +uncos VP +itsin vk +nX.
46. Tekislik elementar sirt ekanligini isbotlang.

Quyidagi figuralar R' da sirt bo'lishini ko'rsating va ulaming
parametrlash usulini yozing:

47. Sfera;

48. Ellipsoid,;

49. Elliptik parapoloid;

50. Bir pallali giperboloid;

51. Ikki pallali giperboloid;

52. Elliptik silindr;

53. Parabolik silindr;

54 Giperbolik silindr;

55. Uchga ega bo'Imagan konus.

56. Bizga C* sinfga tegishli /7 :U -*R 1 funksiya berilgan bo'lsin (bu
yerda U f2dagi soha). U holda f funksiyaning grafigi, ya’'ni
S ={(x,y,z) €R' |(c,y) e U,z =f(x,y)} to'plam I'* sinfga tegishli
elementar sirt ekanligini va r(u,v) =(u,v,f(u,v)) esa uning parametrlash
usuli ekanligini isbotlang.
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57. Ixtiyoriy S sirt o'zining ixtiyoriy nuqtasi atrofida biror
funksiyaning grafigi bo'lishini isbotlang.

3 8. Egri chiziq urinmasi va normali

Egri chizig urinmasi tushunchasi maktab kursida kiritiladi. Birinchi
kursda esa xususiy hollar, ikkinchi tartibli chiziglar va sirtlarga o'tkazilgan
urinma tushunchasi o'rganiladi.

Differensial geometriya va topologiya fanida awal (chiziglar
nazariyasida) urmmaning umumiyroq, lekin klassik ta’rifi orqali, xossalari
o'rganiladi. Sirtlar nazariyasida esa, urinma tushunchasi urinma vektor orgali
aniglanadi. Keyinchalik bu tushuncha ko'pxillikmng urinma fazosini
aniglash uchun kerakli inuhim tushuncha ekanligi amalda ko'rsatiladi.

Asosiy tushunchalar

Bizga Y elementar egri chiziq va unda biror M nugta berilgan bo'lsin.
Berilgan chizigning M nuqtasida o'tkazilgan urinmasi tushunchasini kiritamiz.
Bunmg uchun M nugtadan / to'g'ri chizigni o'tkazaylik, N bilan M ga yagm
bo'lgan y chizigning birorta nugtasini belgilaylik. Egri chiziqgdagi M va N
nugtalar orasidagi masofani d bilan, N nuqgtadan 7/ to'g'ri chiziggacha bo'lgan
masofani h bilan belgilaylik.

3.1-ta’'rif. Berilgan y egri chizigning N nuqtasi M nugtasiga intilganda
— ifoda nolga intilsa, / to'g'ri chiziq, y egri chizigning M nuqgtasida
o'tkazilgan urinmasi deyiladi (3-rasm).

Tasdiq. Regulyar egri chiziq har bir
nugtasida yagona urmmaga ega. Agar y egri
chizig r =r(t) tenglama bilan berilgan bo'lsa,
M(t0) nugtadagi urinma r'(t0) vektorga
parallel bo'ladi

Yuqoridagi tasdigdan foydalanib urinma
ta’rifini quyidagicha ifodalash mumkin.

3.2-ta’rif. Regulyar y egri chizig r =r(t)
tenglama bilan aniglansa, M(/0) nuqgtadan
o'tuvchi va r’(t0) vektorga parallel to'g'ri
chiziq / nmg J/1(tu) nugtasida o'tkazilgan
urinmasi deb ataladi

3.3-tarif. Egri chizigning M nugtasidan
o'tuvchi va urmmaga perpendikular ravishda
o'tadigan tekislik egri chizigning M nuqtasidagi
normali deb ataladi
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I/.oh. Masala tekislikda garalayotgan boisa egri chizigning normali
to'g'ri chizigdan iborat boiadi. Regulyar y egri chizig r =r{l) tenglama bilan
aniglansa, uning M (f0) nugtasida o'tkazilgan urmma tenglamasi

p(t)= ?2(tO+ Nr'¢i, (A-parametr)
normali tenglamasi
(p(0-" ( O - =0
ko'rinishda bo'ladi.
Regulyar egri chiziq parametrik tenglamalar yordamida, ya’ni.

X =X(t)
=y (i), a<t <b
z=2z(f)

sistema yordamida aniglangan boisa, M(/0) nugtadan o'tuvchi urinma
tenglamasi
=y-y, _z-z0
x(t,) y(tOQ z(tQ
normali tenglamasi esa
(X = XOx (/,) +(y -yOy (O +(z-znz (/,) =0
ko'rinishda bo'ladi. Bu yerda =x(i0), yO0=y(i0), z, =2z(l,).
Regulyar egri chiziqg y =y(x), r =z(x) tenglamalar yordamida berilsa,
uning unnma tenglamasi
X~* =Y-Y, ~Nr1-2,
1 y(x0 z\x0
normali tenglamasi esa
X-x0+(y-y0)y (x0) +(z - z0)z (x0) =0
ko'rinishda bo'ladi
Agar fazodagi egri chiziq

\<p(x,y,z)=0
i’/(x,y,z)=0
f<P, <P <P . . .
tenglamalar yordamida aniglangan va matritsaning rangi ikkiga
\Y. VW wv.

teng boisa, M(x0,y0,z0) nugtadan o'tuvchi urmma tenglamasi

K P P PN m F
Vy ¥\ vy/, V, W, V,
normali tenglamasi
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(x-xP Y Vo+w->)y VY ay-ol MM
Yo Vi V. W v. I

ko'nnishda bo‘ladi. Bu yerda xususiy hosilalar M(xIl,y,,:1l) nui|llmin
hisoblangan

Misol va masalaiar yechish namunalari
1-masala. Tekislikda y - x 2+4x +3 funksiyaning grafigidan iborat

chiziq berilgan boisin. Chizigning abssissasi x =-1 ga teng boigan M
nuqgtadagi urinma va normali tenglamasini tuzing (4-rasm).

Yechish. Avvalo M nugtaning ordinatasini topamiz
o= (-1)2+ 4-(-1)+ 3 = 0. Endichizignmgparametriktenglamalarmi
\Xx =t

Ly=/2+4/+3, —o<<<+0
ko'rinishda yozib, /=-1 nuqtadagi hosilalamtng giymatlarini hisoblaymiz
jc'(-1)=1, y(-1)= 2. Natijada chizigning urmmasi va normali tenglamalarmi
mos ravishda ushbu ko'rinishda

X+ Y va *+1..Y
1 2 -2 1
yoza olanuz.
Chiziq tenglamasi vektor ko'rinishda
A=jf, t2 +4/ +3|
tenglama bilan berilgan bo'lsa, urinma va
normali tenglamalarni vektor ko'rinishda
mos ravishda quyidagicha ifodalash mumkin
p ={—L0} +{1;2}A,
p ={—1,0} +{-2;1}A.

2-masala. Parabolay =x2 - bx t IS

funksiyaning grafigidan iborat boisa, uning

gaysi nugtalaridagi urinmalari ,r- 2> +18=0 to'g'ri chizigga perpendikulai
bo'ladi

Yechish. Parabolaning M (Xq,y0) nuqgtasida o'tkazilgan urinma teng

XX0_ y=y0 | Stinishda boladi. B lamadiiii
1 2%0-6 orinis a O'ladl. u teng amadiiil

lamasi ushbu
2(x0-3)jjc-y - 2(x0-3)x0+ =0 tenglikm, to'g'ri chiziglauiuig
perpendikular ekanligidan esa 1<2(x0 - 3) - 2(-1) =0 shartni hosil qiltinii/
Bundan x0=2 giymatm topamiz. Endi izlanayotgan nugtaning oi<liimlu«iih

mniglaymiz: y» =Y 62 +15=7
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Demak, (2; 7) nuqtada o'tkazilgan urinma

berilgan to'g'ri chizigga perpendikular bo‘lar
ekan. Hagigatan ham, bu nugtada o‘tkazilgan
urinma tenglamasi 2x+v-11=0 ko'rinishda
boiib, u berilgan .*-2v +18=0 to'g'ri chiziqga
perpendikular boiadi (5-rasm).
3-masala. Chiziqg x=el,y =e~l,z=i2
parametrik tenglamalarga ega boisa,
parametrnmg | =1 giymatiga mos keluvchi
nugtada o'tkazilgan urinma va normal tekislik
tenglamalarini tuzmg.
Yechish. Benlganlardan foydalanib, parametrnmg t =1 giymatiga mos
keluvchi chizig nuqgtasi va urmma vektorinmg koordinatalarini aniglavmiz:

x0=e'=e, yO=e 1=j, z=1; X0=e-=¢, yO=
Endi, berilgan chizigning urmmasi va normali tenglamalarini mos ravishda

quyidagicha yozannz:

x-e 271 ex-e)- Hy - V+2(z- V=0

Misol va masalalar

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziglaming ko'rsatilgan
nuqtalarda urmma va normallarini toping:
1 y =x1+4T+3, abssissasi -1, 0, 1bo'lgan A,B,C nuqgtalarda;

2.y =Xx’, abssissasi 0,1 bo'lgan A, B nugtalarda;

3 y - sin X, abssissasi bo'lgan nuqtalarda,

I

.y =IgXx, abssissasi 0, 7 bo'lgan nugtalarda;

x=1-2/, y =t‘+1, A(t =1) nuqtada;

X =acos't, y =asin't ixtiyony nuqtasida;

X =a(t - sin/), y =a(l - cost) ixtiyoriy nuqtasida;
X =acost, y =«sin / ixtiyoriy nugtasida;

0 ~N O O

- -] ixtiyoriy nuqtasida;

3a 30"
10. x' +y' - 3axv =0, A\ a 20 nudteda;
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1 (X*+y*)x-ay- =0, nugtada,

12. (! +=>")1-2a‘(x‘ -y') =C, ixtiyoriy nugtasida.
13 % =
al ht
X
14 y
a‘ ~b—
15 y =2px

16 r =acp, ixtiyoriy nugtasida;
17. r =2acas<p, <p=z boigan/1 nuqgtada.

18. Ushbu y - x ' parabolaga qgaysi nugtada o'kazilgan urinma Ox
o'gi bilan 45Jli burchak tashkil etadi?
19. Biror nugtada y =x* tenglama bilan berilgan chiziqga o'kazilgan

urinma Ox o'gining musbat yo'nalishi bilan %T li burchak tashkil etishi

mumkinmi?
20. Ixtiyoriy nuqtada y = x' +2x‘ +x -1 tenglama bilan berilgan
chizigga o'’kazilgan urinmaning Ox o'gining musbat yo'nalishi bilan hosil

gilgan burchagi joraligda bo'lishini isbotlang

21. y =x1 parabolaning y =4x -5 to‘g‘ri chizigga parallel bo'lgan
urinmasini toping.

22. Ushbu y=g -6x+5 tenglama bilan berilgan parabolaga qaysi
nugtada o'kazilgan unnma x -2y +8=0 to'g'ri chiziqga perpendikular
bo'ladi?

23. Ushbu y =x*+bx +c parabola abssissasi x-2 bo'lgan nugtada
y =3x- 5to‘g‘ri chizigga urinishi maium bo'lsa, b va ¢ o'zgarmas sonlarni
loping.

24. Ushbu y =ax‘ +bx +c parabola abssissasi * =! boigan nuqtada
y =4 x -1 to'g'ri chiziqga urinishi va J1(0;1) nuqtadan o'tishi maium boisa,
a. b, ¢ o'zgarmas sonlarni toping.

25. Ushbu y =x'+3x‘-1 tenglama bilan berilgan chizigga uning
y =3x' parabola bilan kesishish nugtasida o'tkazilgan urinma va normali
tenglamalarmi yozing.

26. Ushbu y =—!— tenglama bilan berilgan chizigga unmg
1+jcl
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V)KE—— giperbola bilan kesishish nuqgtasida o'tkazilgan urinmasi
+X

tenglamasini yozmg.

27. Abssissalan teng (nolga teng emas) bo'lgan ganday nugqtalarda
y =x‘,y =x chiziglarga o'tkazilgan urinmalar parallel boiadi?

28. Berilgan y =Xx"' (n-musbat butun son) chizigning fagat bitta
normali koordinata boshidan oiishim ko'rsating.

29. Ushbu x=/'-\,y =t*+1 tenglama bilan berilgan chizigning
2x -y +3 =0 to'g'ri chizigga parallel bo'lgan urinmasim toping

30. Ushbu x =t\y =tl tenglama bilan berilgan chizigning n/(-7,-1)
nugtadan o'tadigan urmmalarini topmg.

31. Ushbu tenglamalar bilan

berilgan chiziglar Ox o'qini a ga bogiig boimagan burchak ostida kesib

o'tishim isbotlang
12 2

32. Berilgan x'+y'=a' astroidaning koordinata boshidan eng uzoq
masofada joylashgan urmmalari tengiamalan tuzilsin.

33. Berilgan x'-yl =a' giperbola ixtiyoriy N nuqgtasida o'tkazilgan
normalining Ox o'gi bilan kesishgan nugtasi K ekanligi maium bo'lsa,
KN =ON tenglikni isbotlang.

34. Yassi chizigning hamma normallari go'zg'almas nuqtadan o'tsa bu
chizigning aylana yoki uning gismi ekanligini isbotlang.

35. Aylana evolventasi x =a(cost +tsmt), y =a(smt -tcost) (2-bob 1-
8 43-masalaga garang) mng hamma normallari koordinata boshidan bir xil
uzoglikda joylashganligim isbotlang.

Quyidagi chiziglaming kesishish nugtalarining koordinatalarini va
orasidagi burchaklarim toping:

36 y‘ =4x,x" =4y,

37 X' +y =9,X" +y‘-6Xx=9

38. X' +y +2x =7, y"' =4x

39 +y* =8,.v' =2x.

40. x*+y*‘ =8x, y*(2 - x) =jc’;

41. y =sin;c,_y =Cc0SX
Quyidagi chiziglaming to'g'ri burchak ostida kesishishini isbotlang:

42, y =xX-X"*, Vv=X"-X,

43. y* =2ax+a\ y 1=-2bx +bl\

44, x* -y*‘=a,xv=h

45. Simmetriya o'glari umumiy bo'lib, birining uchi ikkinchisining
fokusida joylashgan parabolalar orasidagi burchak topilsin.
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46 Ushbu r =r(<p) tenglama bilan berilgan chi/Zigqu o llui/ZilguM ihihimr

va urinish nugtasinmg radius vektori orasidagi burchak tungoniii ix/t

«V
formula yordamida aniglanishini isbotlang.

nugtasining radius vektori orasidagi burchagi qutb burchaginmg yuiinigit
tengligini isbotlang.

48. Ushbu y =2a(\- coscp) kardioidaning qutbdan o'tuvchi vatuiluii
uchlarida o'tkazilgan urinmalari o'zaro perpendikularligini isbotlang

49 Arximed spirali r =a<p ga o'tkazilgan urinma va urinish nuqtasining
radius vektori orasidagi burchagi ¢ @ bo'lganda 90“ ga intilishini isbotlang

50. Logarifmik spiral r =ca',a >0 ning ixtiyoriy nugtasida o'tkazilgal
urinma va urinish nuqtasining radius vektori orasidagi burchak v, o'zgarmas
ekanligim isbotlang.

51 Faqat aylanalar va logarifmik spirallar 50- masaladagi xossaga ega
ekanligini isbotlang.

52. Bernulli lekniskatasi r‘=2a‘cosp mng Ixtiyony nugtasida
o'tkazilgan urinma va urinish nugtasining radius vektori orasidagi burchak

2p+N ga teng ekanligini isbotlang. Bunda tp urmish nuqtasining qutb

burchagi.

53. Qutb koordinatalar sistemasida ikkita r =r(ip) va r =r{(p) chiziglar
berilgan. Agar rrt+r'r '=0 shart o'rmli bo'lsa, berilgan chiziglar to'g'ri burchak
ostida kesishishim isbotlang.

Quyidagi chiziglar to'g'ri burchak ostida kesishishini isbotlang:
54. r =ae’,r =be
55. r =a(l +cos<p), r =a{1l- cos(p);

56. r zaseCZ%, r zacosec1<P

57. Berilgan y =y(x) chizignmg M nugtada o'tkazilgan urinmasi Ox
O‘gini T nugtada, normali esa N nugtada kesib o'tishi hamda M nugtaning Ox
o'gidagi proyeksiyasi P ekanligi ma’lum. U holda, quyidagi tengliklami
isbotlang:

MT  Ayjl+y", MN =\y\\ +y'*, PT = PN =M . Bu yerda Mi

ininmaning, MN normalning, PT urinma ostimng va PN normal osliiiuig
ii/unliklari.

69



Quyidagi chiziglarning urmmasi, normali, urmma osti, normal osti
uzunliklari topilsin:

58 y-tgx, abssissasi 7 boigan M nugtada;

59.y= +e X), ixtiyoriy nuqtada.

60. Normal ostisming uzunligi o'zgarmas kK ga teng bo'lgan chiziglar
topilsin.

61. Urmma ostisining uzunligi o'zgarmas K ga teng bo'lgan chiziglar
topilsin

62. Normalining uzunligi o'zgarmas bo'lgan yagona chiziq markazi Ox
o'gida yotgan aylana ekanligi isbotlansin.

63. Unnmasinmg uzunligi o'zgarmas a ga teng bo'lgan chiziglar topilsin.

64. Traktrisa va Ox o0'qi bilan chegaralangan yuza chekliligini isbotlang.
Quyidagi chiziglaming koordinata boshidagi urinish tartibi aniglansm:

65. y =sin r,y =tgx,

66. y =xsmx,y =jc’;

67. v=smx,y =.t' _6 X' +X

68 Quyidagi chiziglaming A(1;1) nuqtadagi urinish tartibi
aniglansin: X' +y‘-bx-6y+10=0va Jx +Jy -2=0.

69. Berilgan xr+y’=2 aylana bilan M (I;1) nuqgta ikkinchi tartibli
urmishga ega y =x*‘ +ax +h parabola aniglansm

70. Koordinata boshida y =x*‘ parabola bilan ikkinchi tartibli urmishga
ega aylana tenglamasi tuzilsin

71. Berilgan y =In.x tenglama yordamida aniglangan chiziq bilan (1;0)
nugtada eng yugori tartibli urmishga ega bo'lgan parabola tenglamasi tuzilsin.

72. Uchi bilan y =1-cosx tenglama yordamida aniglangan chizigga
(0;0) nugtada eng yuqori tartibli urinishga ega bo'lgan giperbola tenglamasi
tuzilsin.

73 Berilgan y =f(x) tenglama yordamida aniglangan chiziqga
/1(0,/(0)) nugtada un -tartibli urinishga ega bo'lgan y =a. +ax +...ax" chiziq
topilsin.

74 Uchlari x =R(t - sin/), V=fi(l - cost) sikloidaning uchi A(nR,2R)
bilan ustma-ust tushuvchi hamda u bilan eng yuqori tartibli urinishga ega
bo'lgan ellips. parabola, giperbola tenglamalari tuzilsin.
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4 8. Asimptotalar. Maxsus nuqtalar. Chiziglarni tckshimli yii ym«<1»
O'rama

yoki ikki tomonlama cheksizlikka ketadigan chiziglar tushunchasi Kirilllnill
Bunday chiziglaming cheksizlikka ketadigan shoxlari biror to'g'n chi/.iggn
yaginlashishi mumkin. Yuqoridagi xossaga ega bo'lgan chiziglarni ymi<*h
uchun, ularga shoxlari cheksizlikka intilganda yaginlashadigan to'g'n
chiziglarni (asirnptotalami) bilish zarur bo'ladi. Shuning uchun chi/iq
asimptotalarini o'rganish muhim hisoblanadi.

O'rama tushunchasi nafagat differensial geometriyada, balki differensial
tenglamalarda ham asosiy o'rin egallaydi.

Asosiy tushunchalar

Bizga biror y yopiq bo'Imagan egri chiziq o'zinmg biror parametrlash
usuli x =x(t), y - y(t) (a<t<b) bilan berilgan bo'lsin.

4.1- tarif Berilgan chizigning parametn t uchun ushbu t->a yoki
I-+b  munosabatlardan fagat bittasi o'rinli ekanligidan x2t) +y2t)»o00
munosabat kelib chigsa, u holda berilgan chizig bir tomonlama cheksizlikka
intiladi deyiladi. Agar berilgan chizigning parametri t uchun ushbu t-*a
t—b munosabatlar birdaniga o'rinli bo'lganda xJt) +y2t)—00 munosabat
bajarilsa, berilgan chiziq ikki tomonlama cheksizlikka intiladi deyiladi.

4.2- ta’rif. Berilgan y egri chiziq parametrimng t giymatiga mos
keluvchi M (t) nugtasidan biror / to'g'n chiziggacha masofani d(t) kabi
belgilaylik. Agar y egri chizigning parametri t uchun 1 ->a munosabatdan
ushbu d(t)—=0 munosabat kelib chigsa, u holda | to'g'ri chiziq y egri
chizigning asimptotasi deyiladi.

1-Tasdiq. Biror parametrlash usuli x =x(t), y =y(t) (a<t<b) bilan
berilgan va t—=a da cheksizlikka mtiluvchi y egri chiziq asimptotaga ega
bo'lishi uchun, parametr t —a da

1) ushbu munosabatlardan biri y(I)(x(t)) *, x(t)(y(t)y: chekli limitga ega
bo'lishi, aniqglik uchun y(t)(x(t)) 1-* k munosabat o'rinli bo'lishi:

2) birinchi shart bajarilganda ushbu y(t)-kx(t) ifodamng biror limitga
intilishi zarur va yetarli. Agar bu limitni / deb belgilasak, uholda y-kx-1 0
Icnglama asimptota tenglamasi bo'ladi.

Endi ordinata o'qiga parallel asimptotam qidiramiz. Berilgan chiziqiiiiig
Oy o'giga  parallel asimptotasi mavjud deb faraz gilamiz. Chizigning M
nugtasi cheksizlikka intilganda, y(t) =o bo'lib, x(t) gandaydir bir o /.gniiinu



ti songa intiladi. Bu a sonini Ilirlﬂx(t)=x(t )-a munosabatdan topamiz. U

holda Oy o'giga parallel asimptotaning tenglamasi X -a =0 ko'rinishda
bo'ladi

Xuddi shunga o'xshash, chizigning Ox o'qgiga parallel asimptotasini hosil
qilish uchun, chizigning M nuqtasi cheksizlikka intilganda, ,r(<) =« bo'lib,
y(t) gandaydir bir o'zgarmas h songa mtiladi. Bu b sonini lim v(t) =y(/0) =h

munosabatdan topamiz. U holda Izlangan asimptotaning tenglamasi y-b =0
bo'ladi

2-Tasdiq. Berilgan chiziq bir (ikki) tomonlama cheksizlikka intilganda
uning unnmasinmg limiti mavjud bo'lsa, bu limit (limitlar) chiziq asimptotasi
(asimptotalari) deyiladi.

Teskansi har doim ham o'nnli bo'lavermaydi, ya’ni chiziq asimptotasi

mavjud bo'lib, u unnmanmg limiti bo'Imasligi mumkin. Masalan, y =co”™x

funksiya grafigidan iborat chizig x —00 da Jx o'gidan iborat asimptotaga ega,

s
lekin bu chiziq unnmasining burchak koeffitsiyenti v' =-2sin x2--—-- —
X

esa x—=>'0 da hech ganday limitga intilmaydi. Chunki cosf — » 0 bo'lsa-da.
X

sin x2mng limiti yo'q, u x —* @ da -1 va 1 sonlari orasida tebranib turadi.

Matcmatik analiz kursidan y =/ (x) ko'rinishidagi funksiya grafigini
yasash usuli maium. Endi biz F(x;y) =0 ko'rinishidagi tenglama bilan
berilgan chiziglami yasash usulini keltiramiz.

Biror tenglama bilan berilgan chizigni yasash uchun uning:

1) aniglanish sohasim;

2) koordinata o'qlari bilan kesishgan nugtalarini;

3) koordinata o'glariga nisbatan simmetrikligini;

4) koordinata o'qlariga parallel urinmalarini;

5) maxsus nuqtalarini;

6) egilish nuqtalarini;

7) qavariq va botigligini;
8) asimptotalarini;
9) mumkin bo'lgan hollarda bir nechta yordamchi nugtalami topish kerak.

4.3~ ta’rif. Bizga bir (ikki) parametrli chiziglar oilasi berilgan bo'lsin,
ya’ni chiziq tenglamasida bitta (ikkita) parametr gatnashsin. Ba’zan bunday oila
uchun o'zining har bir nuqtasida oila chizig'iga urmadigan va shu urinish
nugtalaridan tashkil topgan chiziqg mavjud bo'ladi. Bunday chiziqg berilgan oila
uchun o rama deyiladi.
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Misol va masalalar yechish naiuunalai |

v= 3t
. 3+ . S
i-masala. Ushbu tenglamalar sistemasi bilan bcnlknu cln/i<|
_ 3atl
Yy =
, 3+

(Dekart yaprog'i) ning asimptotalari topilsin.

Yechish.  Sistemaga tegishli tenglamalardan ko'rmib turibiliki,
parametrnmg /=-1 qiymatida funksiyalar aniglanmagan, ya’ni sistcmadngi
funksiyalarmng maxrajlari nolga aylanadi, lekm suratlari chekli boiadi Shuning
uchun funksiyalar parametrnmg bu giymatida cheksizlikka intiladi Demak.
parametrnmg qgiymati -1 ga intilganda chiziq asimptotaga ega boiadi

6-rasm

Endi /->-1 uchun asimptotaning k burchak koeffitsiyenti va / ozod hadnu
topamiz:

Ia,2
K= lim Iim &r= *m f=-1, fc=-1
'->'o .
r+
" . Zat(t+]
I lim [y(f)- &x(0]= lim 2 *3%% = jim (e
i =0 /=1 /3+l t—0 (t+1)(t2-t+))
lim ®t =_a; /=-a
| >1 t2-t+l

Yugonda topilganlarni e’tiborga olib, asimptota tenglamasi x +y +a - 0
ko'rinishda ekanligini anigladik.

Berilgan chizigmng Oy va Ox o'glariga parallel asimptotalari yo'qligi
invshan (6-rasm)
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IXx=1-2
2- masala. Ushbu 4 ?  chizigning asimptotalari topilsin.
v =7

Yechish. Berilgan chizigning tenglamasidan ko'rinib turibdiki, | =1
giymatda x =-1 va y - ‘o giymatlarga ega bo‘lamiz. Demak, x +1 =0 to‘g‘ri
chiziq berilgan chizigning Oy o qgiga parallel asimptotasidir.

Bu chizigning Ox o‘giga parallel asimptotasi mavjud emas.

Endi, berilgan chizigning koordinata o‘qglariga parallel boimagan
asimptotasini topamiz. Parametming | = giymatiga X = va y =°0 qiymatlar
mos keladi. Demak, ?0 =@ ekan. Asimptotaning burchak koeffitsiyentini
topamiz:

K= lim =|lim — —-—=1k-1

M A '1

/= Jim \y(t)-kx(t)]=lm ~--t+2 =lim[~f|]|=3; /=3
Jim \y()-kx (0] = im 2 - Jimin ]

Shunday qilib, Izlangan asimptotaning tenglamasi v=x+3 yoki
y - X - 3=0 tenglamadan iborat ekan.

3- masala. Ushbu x4-xZ% +y’=0 tenglama bilan berilgan -chizic
yasalsin.

Yechish. Biror tenglama bilan berilgan chizigni yasash uchun unmg:

1) Tenglama amglanish sohasi x e |l dan iborat.

2) Koordinata o‘qlan bilan kesishgan nugtalarini topamiz. Bunmg uchun
y =0 giymatda x4=0, so'ngra x-0 tenglikni hosil gilamiz. Endi g7=0 desak
y =0 ekaniga ega bo‘lamiz. Demak, berilgan chizigning koordinata o'glari
bilan koordinata boshida kesishadi.

3) Koordinata o'glariga nisbatan simmetrikligini tekshiramiz. Biz
F(X,y) =x*-x2% +y1 tenglamadan ushbu
F(-X,y) =(-xy ~{~X)ry +yr=x4-x2 +y* =F(X,y) munosabatni  hosil
gilamiz. Bu esa berilgan chizigning Oy o‘qgiga nisbatan simmetrikligini
bildiradi. Lekin F(x-y) =X, -x1(-y) +(-yY=Xi+x% -y, *F{x,y) bu
munosabatdan berilgan chizigning Ox o‘giga nisbatan simmetrik emasligi kelib
chigadi

4) Koordinata o‘glariga parallel urmmalarini amglaymiz. Bunmg uchun

F (cy)=0
F(x,v) =0
M 2- } ;') nuqgtalarni hosil gilamiz.

sistemani yechib, bunday nuqtalar sifatida M ,(4; i) va
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[F (xy)=0

Quyidagi sistemam
[F(x,y)~Q

yechish bilan esa urininalai Oy 0 i< less>

bo'lgan A/3l"p; va M4an-« n; nuqtalarga ega bo'lami/.

5) Endi berilgan chizigning maxsus nuqtalarim qidiramiz Mukku*

\pv(x,y) =0

nuqtalami topish uchun < ' sistemam yechamiz. Sisteiuuning
[~ (x,y) =0

yechimlari (0;0), va ekanligiga osongina ishonch hosil

gilish mumkin. Endi bu topilgan nugtalarning berilgan chizigda yotisinm
tekshiramiz. Topilgan nuqtalarning koordmatalarmi F(x,y) =0 tenglamaga
go‘yamiz. Natijada, fagat (0;0) nuqta chizigda yotishi kelib chigadi. Shutting
uchun, fagat (0;0) nuqgta chizigning maxsus nugtasi boiadi. Berilgan
chizigning maxsus nugtasini tekshirish uchun fimksiyaning yuqori tartibli
hosilslarini hisoblaymiz:

Fxx=\2x2 -2y =0, FX¥ =-2x =0, Fyy =6y =0.

rxxx = 24 = 0, /IJXy=—2, I'xyy =8ryyy =6

K +FyV ==>FXX+2F"y' +F'yyy'2+Fyy" =0. (*)
7 M Il |

Maxsus nugtada ushbu Fxx=Fxy =Fyy - Fy =0 munosabat o'rinli
boigamdan oxirgi tenglama, ya’ni (*) tenglama ayniyatdir. Shu sababli (*)
tenglamadan olingan hosila ham nolga teng boiadi:

F%Q(+3Fx‘>§¥ +3F)'§'6,yn + 2F  ¥* + F;W)/'2+2F)yy’2+ 2F'\yy,'y" +
+2 F"W +Fyyy" +Fy” =0.

Bu tenglikka tegishli hosila giymatlarini qo'ygandan so'ng
- 2-3y' +6y'9 =0 yoki y'a - y' =0 tenglikka ega boiamiz. Natijada,
y'=0,Y =1, y' =-1 munosabatlarni hosil gilamiz. Demak, maxsus nugtadan
chizigning uchta shoxchasi o‘tadi. Ushbu y' =0,Vv' =1 y' =-1 differensial

tenglamalami mtegrallab, maxsus nuqtadagi chiziq urmmalarining tenglamalari
y»0, y-X, y =-x hosil bo‘ladi.
6) Endi berilgan chizigning egilish nugtalarim topamiz. Bunmg uchun
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ushbu =0 tenglamalar sistemasini yechish kerak bo'ladi. Bu

K
K K
F, F
sistemam:
X' - xly +y' =0
|12x2-24 -2X FXA
=0
- 2x by K
[4x’ -2xy -x2+3v2 O

i X4-x2 +y =0
yoki
i4.r41 - 2yx2) +6x4y/ (1 5+4y) +12xV (1-9Y)~18/ =0
ko'rinishda yozib, sistema fagat x =0, y =0 yechimga egaligim ko'ramtz.
Ammo maxsus nugtada Fr(0;0)= F,,(0;0) =0 tenglik o'nnli. Shuning uchun bu

nugta berilgan chizigning egilish nuqgtasi bo'lmaydi.
Demak. yasash kerak bo'lgan chizigning egilish nugtasi mavjud emas.
7) Endi chizigning botigligmi va gavarigligmi tekshiramiz. Buning uchun
F(x y)=o

H
P F
Y eFv >0 sistemam yechamiz. So'ngra topilgan tayanch

Py B Fy
K K 0
nugtalarm hisobga olib, to'g'ri chizigni bir nechta mtervallarga ajratamiz:

1)—:—>ép,r-2/3 3to.uw ;4

. . . 19
Har bir oraligdan nugta olib F(x,y) =x=x y +y =0tenglamaga
go'yamiz va uning ordinatasini topamiz. Topilgan koordinatalarm

VI TV
By Fyy Fy
K Fy O
y —e (**)

determinantga gqo'yamiz.
Masalan, f-~ oraligdan x=-v2 giymatni olsak, y=-2

giymat hosil boTadi Bu giymatlarni (**) ga go'yamiz, ya’ni
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7E(-v2-2) BV (42-2) fU-122\ 3 o oy
FA(-02-2) F",(-12-2) FYi-j2-2) )2 -2 1

Fx(-j2-2) Fy(-j.2-2) 0 -12v2 1 0
Fy (V22)
ekanligini hosil qgilannz. Demak, oraligda chizigning botigli||l

pastga yo'nalgan. Berilgan chizig Oy o'giga nisbatan simmetrikligidun

oraligda ham chizigning botiqgligi pastga yo'nalgan bo'ladi.

Endi, oraligdan x =-0,333 giymatm olsak, uchinchi daiajali

tenglamani yechib, y uchun uchta haqiqiy giymat kelib chigadi Bu giymatlarm
taxminan Y »1,93, y2« 2,361, 0,438 larga teng deb oilsh mumkin
Natijada. chizigning ushbu M § 0,333;2,361), AM{(-0,333;0,438), A/7-0,333;1,93)
nugtalarmi hosil gilamiz. Topilgan giymatlarm navbatma-navbat (**) ga
go'yamiz va A/,(-0,333;2,361) nugta uchun y" <0 ekanligini hosil gilamiz

Demak, oraligda chizigning /1/0-0,333;2,361) nugtadan

o'tadigan shoximng botigligi pastga yo'nalgan bo'ladi. Keyingi topilgan nugta
M §-0,333;0,438) uchun ~">0 ekanligini hosil qilamiz. Bundan esa,
oraligda chizigning M s(-0.333;0,438) nugtadan o'tadigan

shoxining botigligi yugonga yo'nalgan bo'ladi. Va nihoyat M 7(-0,333;1,93)
nugta uchun y’ <O ekanligini hosil gilamiz. Demak, (~”;0) oraliqda
chizigning ~/,(-0,333;!,93) nuqgtadan o'tadigan shoxming botigligi pastga
yo'nalgan bo'ladi. Berilgan chiziq Oy o'giga nisbatan simmetrikligidan

oraligda ham xuddi shunga o'xshash natijalarga kelamiz. Ya’iu.

oraligda chizigning A/[0,333:2,361) va A/1J0,333;1,93) nugtalardun

o'tadigan shoxlarinmg botiqligi pastga yo'nalgan, /1/40,333;0,438) nugtadan
o'tadigan shoxining botigligi yuqoriga yo'nalgan bo'ladi.

K) Berilgan chizigning asimptotalarim topaylik. Bu chizigning koordinutu
o'glariga parallel asimptotalari yo'qligini osongina isbotlash mumkin BuLwH®
uchun x va y o'zgaruvchilami navbat bilan cheksizlikka mtilgandagi va/iyaliin

Ukdurishimiz kerak. Agar x cheksizlikka intilsa, y ham chesi/.likka inlilmli vit
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aksincha, ya’ni jc—m0 munosabatdan y —» munosabat va y ->°°
munosabatdan x-»oo munosabat kelib chigadi. Endi koordinata o'qlanga
parallel bo‘lmagan asimptotalanni izlaymiz. Buning uchun berilgan chiziq
tenglamasining ifodasidagi y o‘zgaruvchi o‘miga y =kx+b qo'yib, x4
oldidagi koeffitsiyent k ga bog‘lig emasligini, bu esa berilgan chizigning
koordinata o'glanga parallel bo'lmagan asimptotalari yo'gligini bildiradi (7-
rasm).

7 —rasm

n n
i-masala. Ushbu y =C (x-C) tenglama bilan berilgan chiziglar
oilasining o'ramasi topilsin.
. , , , x=x(C)
Yechish. Ushbu masalani yechish uchun o'rama mavjud va u

tenglamalar sistemasi bilan aniglanadi deb faraz qilaylik. Berilgan chiziq
tenglamasining o'ng tomonidagi ifodani uning chap tomoniga o'tkazib,

y-C (x-C)' =0 tenglikm, o'rama chizigning har bir nugtasidan o'tgani
uchun F(x(C),y(C),C)=y(C)-C2(x(C)-C)2=0 ayniyatni hosil gilamiz. Bu
ayniyatni C bo'yicha to'liq differensiallaymiz:

dx dC  dv oC  dC yoki FXXC +PyYC +F'c =® tengliklarga ega

bo'lamiz.

O'rama ta’rifiga ko ra, oila chizig'i va o'rama bir-biriga urinadi
Ravshanki, ularning umumiy nuqtalaridagi urimnalari ustma-ust tushadi
Shuning uchun Fxx( +F yc - O tenglik o'rinli bo'ladi. Bundan esa Fc - 0

shart kelib chigadi. Demak, maxsus nuqgtaga ega bo'lImagan chiziglar oilasining
o'ramasi ushbu

| F(x,y,C)=0
I/~ (.r,v,r)=0



sistema orqali Ifodalanadi.
Berilgan chiziglar oilasining o'ramasini topish uchun
U-c2(*-c)2=0
[C(Xx-CX~-2C)=0

Shunday qilib, parabolalar oilasining o'ramasi y =0, 16y-x4=0 chiziglardan
iboratligini hosil qildik.

4-masala. Ushbu (x-C)2+y2=36 tenglama bilan berilgan aylanalar
oilasining o'ramasi topilsin.

Yechish. Berilgan tenglamadan C bo'yicha hosila olib, hosil bo'lgan
tcnglamani (- C)2+y2=36 tenglama bilan birgalikda yechib, y =6
lenglikni olamiz. Demak, aylanalar oilasining diskriminant chizig'i y =46
to'g'ri chiziglardan iborat ekan. Bu diskriminant chiziq berilgan aylanalar
oilasining o'ramasi boiadi (8-rasm).

5-masala. Ushbu (y - C)2 - x3=0 yarim kubik parabolalar oilasining
o'ramasi topilsin.

Yechish. Bu oilaning o'ramasini topish uchun ta’rifga ko'ra berilgan oila
u-nglamasidan C parametr bo'yicha hosila olamiz va oila tenglamasi bilan
biiKulikda yechib x=0 to'g'ri chiziq tenglamasini hosil gilamiz. Bu chi/.u|
boilgan oilaning o'ramasini bermaydi. Chunki, x =0 to'g'ri chizig oila maxsus
nuqtalaridan tashkil topgan (9-rasm).

6-masala. Ushbu (x - C)3-y2=0 tenglama bilan berilgan parabolulai
Hiliisining o'ramasi topilsm.

\n hi\h. Ravshanki, berilgan oilaning diskriminant chizig'i y - o to'g'ri cIn/,ii|
Imi Imili Bu to'g'ri chiziq nugtalan berilgan oilamng maxsus nugtalaridan iboiiit
I'0'lynnligi uchun bu chiziq oilaning o'ramasi bo'loimaydi (10-rasm)
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10-rasm
Misol va masalalar

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziglarning asimptotalarmi toping

1 = 2
X-3
5
2. =
y X*-16
3y= &
a‘+x1’
x1- 4x+7
4. v=
5y=
y X+2’
6.y:X +1
X =- 24
(/-1X*-2) * (/-D/-3
8. X:_2/____:l" y :_t2
I -1
O X=— ,v=" —;
<-1 /12 _,

10 9x1+4v‘=xV;
11, (x!-4) v' = x5
12. ax:=(x1+ v')y*5

13. r =
sinip
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15 x'+/ - 3amry=0;

16. y' +3y1- x* =0;

17. (2a-x)y2=x(x-a)";

18. xy(x‘ -y ‘) +a,xr+2atixy +aay ‘- +2aix+2aiy +a =0.

Quyidagi tenglamalar bilaii berilgan chiziglaming maxsus nuqgtalarmi toping
190 y* =X £jcs;

20 y*=x"-x2
21 x' =y +Xx%
22 yt(x' -9)=xt-
23y =x(jt-3);
24. y ‘X' =x"+Y;
25 x'=y(y-2y-

26. 4y2=Xx"+5y'-

. {X' +y*)x-2ay' =0;

. (je'+/Xy-a)'-/y =0

. (2a-x)/ =x(x-a)!;

. (X1+y ) =2a'(xr-Y);

. (X1+y* - 2ax) =4a‘'(x‘ +/);
. X =acos't, y =asin'f;

. X =a(t - sin/), y =a(l - cos/)-

BRRBBEBN

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziglarmng ko'rsatilgan nugtalarda
urinmalari va normallan mayjudmi? Agar mavjud bo'lsa ularning tenglamalarini
yozing:

A x=t"+1, y-t' -t\ /=0 nugtada;

35. y =xsin —, x =0 nuqtada;
X

X
36.y ——— X =0 nuqgtada;
\+e’

X
37. y =——j-, X =1nugtada;
\+e~
38 x'+y' -x‘-y*, ()(0,0) nugtada;
39, xy' + fjjc-1j =0, /3(2,0) nugtada.

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziglami tekshiring va yasang:
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40 vy
x -1
<
41. y
X —3'
42,y
2(x-)" -3
43.y —in 2
\X+2
44. y: 125-A
o
45y
4
46. y- e =
47. y ; m'\
3a/ 3a/1
48. r = -
T+7™Y = 14/
49 r=J L ym!QzO.
\+t"- i+/
50. x = r_y =- :
\+T"’ 1+/
51. x - ‘0 -'D.
1+1° 1+/1°
52. * =t\ 'y =-/(3-7");
3
S8 XZ 1 Aiw 7
54 r= ~
i-ri' 1-/
55. .r=4t\y =3t(t' +1);
5 x=t'\y =t -/,
57. X:__f__ RY =?;
10(1-7)
~2/1
g8 xo oy /az2/m
1-/1 1-/1
59 x=t\y =t' +t’;
St' 5v
60.x = 70y =

1+t 1+t



61.* =~ =N

1+r t-1
62 x =2y =2,
1-f* 1-/
63. x =2sin/, y = _2cos!/
2 +cos
64. jC‘ —YV. +1=0;
65. xy2-y*‘ - 4x=0;

66. X(X* +y’) -y +Xx=0
67. Xy =X +2x_~4_

68. X' -y" =a';

69. y' -4xy -6X - Ay =0;
70. (X*- /) =2x

71 (X -y XA -y) =I;

72. xy(jx-y) +Xx+y =0;
73. X'y +y=I-

74. X' +xy' -x"' -y *=0;
B +y =iyl

76. X' - y' +X‘+2y‘ =0;
77. 7= xXy' +x‘+y' =0;
78. (X' +y ) =a‘(x +y’),
79. xy=-"-\y-

80. X(Xx1-3/)-4(x‘+y*)=";
8l X' +y' =x'+y*;

. X XY +X -yt =0;
. X' +y +X -y =0;
xy' =(jc—)L

X' +y' - 2xy =0;
jc*=/ +X;

L (x+D)(x+2)/

/ =X‘-2X' +Xx
Xt +y'Y=xy;
X'+y'-x' =0,

VI X'-21{x-y)" =0;
o -ny‘ +ay' =0;

T£2356%88
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93. X' - X' +4x'y-4y* =0;
94 x' - xy'+ay‘ =0;

95. n' - X4+4x'v-4y* =0
96. X4-Xx’v +y' =0;

97. X' +x Y -18n:ly+9/ =0;
98 Xx* +y' =8xy"

99 x* -x4+_y =0;

100 x4-y' +xv =0;

101. (x“+y!) =27x‘y\

102 r=tg’\2—\

103 r: =a'(p.a* 0,
104. =a\ a* 0
105 ' =a‘(p',a* O

106 r =a +—,a >0, />0, ip>0;
o)

107. r =qasin E,a >0;

108 r - asin 349 a> 0.

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziglar oilalanni tekshiring va yasang:

109. C'x'+y"' =Cx;

110 x* +2Cy = 2xy;

111. x =cosuchv, y - sinushv, a) v =const,b) un - const.

112. Ixtiyoriy <p(x._y)=a, V/(x,y)=b tenglamalar bilan berilgan chiziglar

oilalarining umumiy nugtasida — — _ o tenglik o'rinli bo‘lsa, bu
& 3x 5v &

oilalar o‘zaro ortogonal bo‘lishi ko rsatilsin

113. Quyidagi <p(X,_y)=a tenglamalar bilan berilgan chiziglar oilasiga ortogonal

bolgan chiziglar oilasi

dx dy
d<p dep
dx dy

tenglik bilan aniglamshi ko‘rsatilsin.

114. To‘g‘ri chiziglar dastasiga ortogonal boigan chiziglar oilasi topilsin.
115. Ox o‘qgiga koordinata boshida urinuvchi aylanalar oilasiga ortogonal
bo'lgan chiziglar oilasi topilsin.
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116. Ushbu y * =2ax parabolalar oilasiga ortogonal bo'lgan chiZiglm ml.m
topilsin.

117. berilgan ikki nugtadan o'tuvchi aylanalar oilasiga ortogonal bo'ltinu
chiziglar oilasi topilsin.

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziglar oilalarining o'ramalari topilsin
118. x-Cy+yr=a‘-

119. (x-CY +{y-CY =C!-

120. xcosC +ysinC-p =0;

121 y =(x-C)'-

122. y2- (x-C)’ =0;

123. y* - (x-CY =0;

124. 3(y —CY +2(x-CY =0;

125. 1-C")x +2Cy - a =0;

126. x’(x-a)-Cy-a =0.

127. Koordinata o‘qglari bilan o'zgarmas S yuzali uchburchak hosil giluvchi
to'g'ri chiziglar o'ramasi topilsin.

128. Quyidagi x‘ +y ‘ =R 2aylana Ax +By +C =0 to'g'ri chizigning o'ramasi
ekanligi ma’lum bo'lsa, A,B,C sonlar ganday munosabatni ganoatlantiradi?
129. Uchlari koordinata o'glarida bo'lgan uzunligi o'zgarmas a ga teng
kesmalarni o'z ichiga oluvchi to'g'ri chiziglaming o'ramasi topilsin (bu yerda
kesinalaming uchlari koordinata o'qlari bo'ylab sirpanadi).

130. Markazlan R radiusli aylanada joylashgan, radiusi r ga teng bo'lgan
aylanalar oilasimng o'ramalari topilsin.

131. Diametrlari berilgan parabolaning fokal radius-vektorlaridan iborat
aylanalar oilasimng o'ramasi topilsin.

131. Diametrlari y * =2px parabolaning fokusidan o'tuvchi vatarlaridan iborat
aylanalar oilasining o'ramasi topilsin.

x1 2

132. Berilgan — +% =1ellipsning biror simmetriya o'qiga parallel vatarlarim
al '

diametr gilib aylanalar chizilgan. Har bir oilaning o'ramasi topilsin.

X2 2
133. Berilgan —1— %2:1 giperbolaning biror simmetriya o'giga parallel

a
vatarlarini diametr qilib aylanalar chizilgan. Har bir oilaning o'ramasi topilsin
134. Berilgan parabolaning o'giga perpendikular vatarlarini diametr qilib
aylanalar chizilgan. Aylanalar oilasining o'ramasi topilsin.
135. Uchlari y 2- 2gx parabolani chizuvchi, parametri p gateng, o'qi ((\

o'giga parallel bo'lgan parabolalar oilasining o'ramasi topilsin
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136. Parametrlari a,p ushbu cp(a,p)=0 tenglamam qganoatlantiruvchi
F(x,y,z,a,P) =0 chiziglar oilasi o‘ramasining nugtalari ganday shartlami
ganoatlantiradi?
X1 y2 . i S A

137. Quyidagi — +— =1 tenglamani ganoatlantiruvchi chiziglar oilasining

P
o'ramasi topilsin. Bu yerda p +q =1.
138. Parametrlari a,p ushbu a" +p' - a" =0, a - const tenglamani
ganoatlantiruvchi AR -1 =0 to'g'ri chiziglar oilasining o'ramasini toping.

a p

Quyidagi m=-2,1,2 hollami alohida garang.

5 8. Frene bazisi. Egri chizigning tabiiy parametrizasiyasi

Chiziglar nazariyasini o'rganishda urinma muhim rol o'ynashi
hammaga ma’lum. Urmmaga perpendikular tekislikni normal tekislik deb
ataganmiz. Bu paragrafda urinmaga pedendikular ikki vektor binormal va
bosh normal deb ataluvchi vektorlarning xossalari o'rganiladi.

Asosiy tushunchalar

Bizga y egri chizig va uning M nuqtasidan o'tuvchi birorta a tekislik

berilgan bo'lsin. Berilgan chizigdagi M nuqgtaga yaqin N nugta olib, M va

jVnugtalar orasidagi masofani d bilan, h bilan esa N nugtadan a
tekislikkacha bo'lgan masofani belgilaylik.

11-rasm
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5.1- ta’rif. Berilgan y chiziqdagi N nugta M nuqgtagu yu|iiilunli]jicvi<li*
L

E nisbat nolga mtilsa, a tekislik y chizigning M nuqtasidagi yopmliniM

tekisligi deb ataladi (1 1-rasm).

Tasdig. Ikki marta differensiallanuvchi regulyar y egri chizigning hat bn
nugtasidan o'tuvchi yopishma tekislik raavjud boiib, urinma yopishma
tekislikda yotadi. Agar egri chiziq r =r(l) tenglama yordamida aniglangan
boisa, M(ta) nugtadan o'tuvchi yopishma tekislik r'(t0),r’{t0) vektorlaigu
parallel boiadi.

Izoh. Yopishma tekislik f'{tu) va ?"(t0) vektorlarga parallel boiganhgi
uchun, agar bu vektorlar o'zaro parallel boisa, A/(/0) nugtadan o'tuvchi
yopishma tekisliklar cheksiz ko'p. Lekin r'(t0), r’{tO) vektorlar parallel
boimasa, M (ta) nuqtadan o'tuvchi yopishma tekislik yagonadir.

Ushbu r =r(t) tenglama bilan berilgan y chizigning /1//(/0) nuqgtasida
o'kazilgan yopishma tekisligining vektor tenglamasi (/1 - r(lo\f,(tQ\f’(to))= 0
ko'nmshda bo'ladi Agar egri chizig x=x(t), y =y(t), z=z(t) parametrik
tenglamalar yordamida berilsa, yopishma tekislik tenglamasi

X -xQ Y-yO0O Z-20
Y(>o0) 2'00) =0
A ‘o) n o) :'(0)
ko'rinishda bo'ladi.

Egri chizigning M (t0) nugtasidan urinma to'g'ri chiziqga perpendikular
holda o'tuvchi to'g'ri chizig normal deb ataladi Normallar ichidan biz uchun
tnuhimlari bosh normal va binormaldir

Yopishma tekislikda yotuvchi normal bosh normal deb ataladi, yopishma
tekislikka perpendikular normal esa binormal deb ataladi.

Albatta, yopishma tekislik yagona bo'lgan holdagina bu tushunchalar
ishlatiladi. Endi bosh normal va binormal tenglamalarini yozaylik. r’(i0),f’(t,)

vektorlar yopishma tekislikka parallel bo'lgam uchun vektor ko'paytma
(r'(/0),r'(/0)] binormal uchun yo'naltiruvchi vektor bo'ladi. Demak, binomial
tenglamasi
X-x0 = Y-A = Z - 20

WVt z'(tg z'(tg x'(ty x(tQ y'(tQ

/7(/,) Atj z"(t) x'(0 X'(0  y'(t]
ko'rinishda bo'ladi.

Bosh normal uchun esa vektor ko'paytma

yo'naltiruvchi vektor boiadi. Shuning uchun bosh normal tenglamasi,
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X -XQ r-yo

Zro x'bl . /b A< ,, /(0) Y(0)
- (o) AO " /(0) d'o)
Z-z0
/. M'o) 4'0) .Y'on) Z(lo)

* F'00) AO -YMy(,0) z(/0)
ko'rinishda boiadi.

12-rasm
Xuddi shularga o'xshash, normal tekislik tenglamasi vektor ko'rinishda
(N -r 0, r'/0) =0, koordinata ko'rinishidagi tenglamasi esa

(X - x(t0))x'(t0) + (Y - y(tO))y'(,to) +(Z - z(/0))z'(f0) =0 boiadi.
Urinma va binormaldan o'tuvchi tekislik to'g'rilovchi tekislik deyiladi.
Uning vektor ko'rinishidagi tenglamasi

(r - r(t0),r'(t0),[r{10),r % )= 0
koordinata ko'rinishidagi tenglamasi esa

X -x(t0 Y-y(tO Z-z(t,)

AO y'io AO 0 bo'ladi.
yiO x40 AO AO AO /(o]
yiO AO \AO AO AO y(0
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Urinma, bosh normal, binormal bo'yicha yo'nalgan bulik vcktoiUnIMii U«I*kil
topgan uchlik Frene bazisi deyiladi (12-rasm). Ulami mo» iiiviilhlm
formulalar bo'yicha topiladi:

F

F7\

Berilgan chizigning yoy uzunligi ushbu formula orgali topiladi:
i i

s= j\r'[it= jyjx'2(t)+y'2(l)+ z'2(t)dt.
1 (¢
Masala yechish namunalari

X =cosl

1-masala. Ushbu y =sinl tenglama bilan berilgan vint chizig'ining

z=t
M ((1;0;0) nuqgtasida o'tkazilgan:
1) urinma;
2) bosh normali;
3) binormali;

4) yopishma tekisligi;

5) normal tekisligi;

6) to'g'rilovchi tekisligi topilsin.

Yechish. Bu masalani yechish uchun chizigning berilgan M 0(1;0;0)

X=cosf=1

nugtasisiga parametming ganday giymati mos kelishini, ya’ni y =sint=0
z=t=0

Mslemanmg yechimini topishimiz kerak. Ravshanki, Iqg—O0 sistemaning

yugona yechimi bo'ladi. Demak, parametming 10 =0 giymatiga chizigning

J1/0(1;0;0) nuqgtasi mos kelar ekan. Endi talab qilinayotgan tenglamalami

lu/.ish uchun kerak bo'ladigan kattaliklami, hosilalarnmg parametming
iOwO0 giymatiga mos  keluvchi giymatlarini hisoblaymiz. Ravshanki,

X =-sin/ X =-cost

Imiinchi va ikkinchi tartibli hosilalar y' =cost , v'=-sinr va ulaminft
z'=1 z'=0
jt(0)=0  *(0)=-I

< -0 dagi giymatlari mos ravishda y@©)=1 , y'(0)=0 giymalhuK»
z'(0) =1 z'=0

Ipllu bo'ladi. Yuqorida keltirilgan formulalardan foydalanib, untimlik i]iyin

89



bo'lImagan hisoblashlardan so'ng, talab qilingan tenglamalami tuzish
mumkin.

Demak, 1) urmma tenglamasi: yp =y =y ;
2) bosh normali tenglamasi: y =z =0;
3) binormali tenglamasi: ~ =y =-y;
4) yopishma tekisligi tenglamasi: y - z=0 ;
5) normal tekisligi tenglamasi: y +z=0;
6) to'g'rilovchi tekisligi tenglamasi: x =1
2-masala. Ushbu X' =3a3/, 2 =a2 chizigning y =-,y =9a tekisliklar

orasidagi yoyi uzunligi topilsin.
Yechish. Ravshanki, bu tekisliklar bilan berilgan chiziq bir martadan

kesishadi. Birinchi ¥ =— tekislik bilan kesishish nugtasi A/,(n,y,—, ikkinchi

y =3a tekislik bilan kesishish nugtasi M,(3a,9a,g). Endi chizigning

parametrik tenglamalarini

X =t
az
21
ko'rinishda yozib, yoy uzunligini hisoblaymiz.
%. 1 14 a4 . Aat +At +a r. i(ag+2t" 2.
*=T vi +—~ +—1dt=| p---—-—- 7 ————dt =| — — dt=
V a4 At 1V 4/ a ¥V 4 a
ri‘ad+ 2t* &2 r™dt i , a, e, -
=f ————dt=—1T — +——rimt dt -———- 1———1—9a—CI =%a.
2/ a 2 / o * 6 2 3

t-masala. Radiusi ft ga teng bo'lgan aylananing uzunligi topilsin.
Yechish. Berilgan aylananing radiusi ft ga teng bo'lganligi uchun,
uning parametrik tenglamasini quyidagicha olish mumkin.

x =ftcos/ S :
, 0<t<2n.Yov uzunligini topish formulasidan
y =ftsin/

s = jAjxf2(t) +y ' At)dt = J '/ ft2sin21+ ft2cos2tdt =
0 0

=1]. ft2sin2/ +ft2cos2/}// =ftirff =2/t
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Misol va masalalar

Quyidagi chiziglarning ko'rsatilgan nugtalardagi urinmalan
tenglamalari tuzilsin:

1 x=seci, y-tgt,z-at, t=z nuqgtada;

2. x=e', y =e~', z=t2, i =1 nuqtada;
3. x=¢€' cos/, 'm=e~' sin/, z=e', r =0 nugtada,

4. Xx=«(/-sin<), =>=a(l-cos/), z=4asin/=y nuqtada.

5. Quyidagi x=3/-/’,y=3/\z =3/+/, chizigning gaysi nuqgtalardagi urinmasi
3x+y +z - O tekislikka parallel boiadi?

6. Berilgan x=2cos/,y =2sin/,z =4i vint chiziglining t =0 nuqtadagi
urinmasi va normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.

7. Berilgan x=t,y =t2,z =/3vint chiziginmg /=1 nugtadagi urinmasi va
normal tekisligi tenglamalari tuzilsin

8. Ushbu x=acos/,_y =-asin/,z =be‘ chiziq urmmalarining XOY tekisligi
bilan kesishish nugtalarining geometrik o‘mi topilsin.

9. Berilgan x=achiyy =asht, z - cl chizigning ixtiyoriy nuqtasidagi urinmasi

va normal tekisligi tenglamalari tuzilsin.
I I t

10. Ushbu x=e'! cosj,>"=« smr,z - chizig x2+y2=z3 konusda yotishi

hamda uning yasovchilari bilan 45° burchak hosil qilishi isbotlansin.

1. Ikki F(x,_y,z) =0, <P(x,y,z) =0 sirtning kesishish chizigl sifatidaberilgan

chizigning ixtiyoriy nugtasidagi urinmasi va normal tekisligi tenglamalari
F, F.)

F.
tuzilsin (bunda =
( rang o & o 2).

12 Viviani X2+y2+z2=R2, x2+Rx +y 2:52 chiziginmg ixtiyoriy

nugtadagi nugtadagi urinmasi va normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.

13 Ushbu x2=2az, y2=2bz chizigning ixtiyoriy nuqtadagi urinmasi va
normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.

14 Quyidagi x2+y2-z2=1x2-y2-z2=1 sirtlarning kesishishidan hosil
boigan chiziqg ixtiyoriy nuqtasidagi urinmasi va normal tekisligi tenglamasi
tuzilsin.

15 Berilgan x2+y2=1, z2+sP=I, y*=*| chizigning ixtiyoriy nuqtadagi
iinnmasi va normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.

16 Parametrik ko‘rinishda berilgan x=o0sini1l, y~ asmtcost, ra con
iln/.igning ixtiyoriy nuqtadagi urinmasi va normal tekisligi tciiglunnm
lu/ilsin.
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17 Bizga r =r{s) tenglama bilan aniglangan chiziq berilgan boiib, n- uning
M , ) nugtasidan o'tuvchi to'g'ri chiziq, hamda d(As)- M (s0+As) nugtadan
n to'g'ri chiziggacha masofa bo'lsin. n to'g'ri chiziq r =r(s) chizigga

M 0O nugtada urinma bo'lishi uchun 2599 Y -0 munosabat o'nnli

bo'lishu zarur va yetarliligi isbotlansin.

18 Ushbu r =r(i) tenglama bilan berilgan sillig chizigning M Qt0) nuqgtadagi
yopishma tekisligi quyidagi shartlaming ixtiyoriysi bilan aniglash
mumpkinligi isbotlansin:

a) M Onugtadan o'tuvchi /<(,,), r’(/0 vektorlarga parallel tekislik;

b) n berilgan chizigning M 0 nuqtasidagi urinmasi orgali o'tuvchi tekislik,

p =p(s) -chizigning tabiiy parametrlash usuli boiib, M O-parametrning 5=s0
giymatiga mos keluvchi nugta. d(As)- M(sO+As) nuqtadan n tekislikkacha
masofa. Kk tekislik berilgan chizigning M, nuqtasidagi yopishma tekisligi

bo'lishi uchun Lllllb \s =0 munosabat o'rinli bo'lishi zanir va yetarli;

c) chiziq bilan nugtada kamida ikkinchi tartibli urmishga ega boigan
tekislik.

19. Regulyar chizigning barcha yopishma tekisliklari bitta nugtadan o'tishi
maium bo'lsa, uning biror tekislikda joylashishi isbotlansin.

20. Ushbu x=/,y=/2z =/ chizigning M(Q(2,~-b) nugtadan o'tuvchi

yopishma tekisliklari topilsin.

21. Ushbu x -t,y =t2,z-t- chizigning ixtiyoriy M nugtasidan 0z o'qini
kesib o'tuvchi va z =0 tekislikka parallel to'g'ri chiziq uning M nugtasida
o'tkazilgan yopishma tekislikda yotishi isbotlansin.

22. Berilgan x =acost,y =bsmi,z =€' chizigning i =0 nuqtadagi yopishma
tekisligi tenglamasi tuzilsin.

23. Berilgan x =cosacosi,y =cosorsin/,z =tsina, a =const chizigning
binormallarining musbat yo'nalishlarida uzunligi birga teng kesmalar
go'yilgan. Bu kesmalar uchlaridan hosil boigan chizigning yopishma
tekisligi tenglamasi tuzilsin.

24 Ushbu x1+y2+rl =9, x2-y2=3 chizigning M (2;1;2) nuqgtadagi
yopishma tekisligi tenglamasi tuzilsin.

25. Ushbu x=e'cost,y~e" sint,z =2t chiziq x2+y2-e1=0 sirtda yotishi
isbotlansin. Uning yopishma tekisligi sirtning unnma tekisligi bilan ustma-
ust tushishi ko'rsatilsin.

26. Ushbu x=t, y =r , z-e' chizigning t =0 nuqgtadagi bosh normali va
binormali tenglamalan tuzilsin.

27. Ushbu x=t, y =t2, z=ts chizigning /=1 nuqtadagi bosh normali va
binormali tenglamalari tuzilsin



2
28 Ushbu x~~, ==In/, z=-t2 chizigning gaysi nuqtadagi binormuli

r-—><+8z+2=0 tekislikka parallel boiadi?

29. Vint chiziginmg binormallarida uzunligi birga teng kesmalar qo'yilgan
Bu kesmalar uchlaridan hosil boigan chizigning vint chizigi ekanligi
isbotlansin.

30. Ushbu x=isim,y =icost, z=ie' chizigning /=0 nugtadagi urinmasi,
bosh normali va binormali bo‘ylab yo‘nalgan birlik vektorlari topilsin.

31. Ushbu x=cos’ t,y =sin*/, z=cos2/ chizigning ixtiyoriy nuqgtadagi
urinmasi, bosh normali va binormali bo‘ylab yo*‘nalgan birlik vektorlari
topilsin

32 Ushbu x=a(i -sint),y- a(l- cos/), z=4acos”™ chizigning /=0 nuqtadagi

urinmasi, bosh normali va binormali bo"ylab yo'nalgan birlik vektorlari
topilsin.

33. Ushbu x=t,y =t2, z-t1chizigning /=0 nuqtadagi urinmasi, bosh
normali va binormali bo'ylab yo'nalgan birlik vektorlari koordinata
o'glarining birlik vektorlari bilan ustma-ust tushishi isbotlansin.

34. Ushbu x-asim,y =ocosf, z - hi vint chizigining urinmasi, normal
tekisligi, binormali, yopishma tekisligi, bosh normali va to'g'rilovcin
tekisligi tenglamalari tuzilsin.

35. Ushbu x =asn<s>>=acos/, z=bi vint chiziginmg XOY tekisligi bilan
kesishish nugtasidan ixtiyoriy nuqgtasigacha boigan yoyming uzunligi
topilsin.

36. Aylananing tabiiy parametrli tenglamasi tuzilsin.

37. Zanjir chizigining tabiiy parametrli tenglamasi tuzilsin.

38. Vint chizigining tabiiy parametrli tenglamasi tuzilsin.

39. Ushbu x=a(i-sint),y =a(l - cos/), r =4acos-" chizigning (0,0,4a) va

(2na,0,-4a) nugtalari orasidagi yoyi uzunligi topilsin.

40. Berilgan x=cos3i,y =sin3/, z=cos2/ chizigning uzunligi topilsin.

41. Quyidagi x =achi,y =asht, z=at chiziq parametrining /=0 va /=/0
giymatlariga mos keluvchi nuqtalari orasidagi yoyi uzunligi topilsin.

42. Chiziq yoyi uzunligi differensialining silindrik koordinatalardagi ifodasi
topilsin.

43 Chiziq yoyi uzunligi differensialining sferik koordinatalardagi ifodasi
topilsin.

6 8. Egri chiziq egriligi va buralishi. Frene formulalari
Egri chizig egriligi va buralishi differensial geometriyadu

o rganiladigan chiziglarmng muhim Xxususiyatlaridan hisoblanadi  Bu
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xususiyatlarning mexanika va flzikadagi tadbiglari ham mavjud. Bu
tadbiglarni xususan, Frene formulalarining ifodasida ham ko'rish mumkin.

Asosiy tushunchalar

Bizga y egri chizig va M unga tegishli nugta berilgan boisin. Berilgan
egn chizigda M nuqtaga yaqgin N nuqgta olib, bu nugtalarda o‘tkazilgan
urinmalar orasidagi burchakni AOg@ bilan, MN yoy uzunligini An bilan
belgilaylik.

6.1-tarif. Berilgan y chizigdagi N nugta M ga yaqginlashganda
ifodamng limiti mavjud bo'lsa, u y chizigning M nuqgtadagi egriligi deb ataladi

va K = lim 4" kabi belgilanadi (13-rasm).
N-*M **

Tasdig. Ikki marta differensiallanuvchi regulyar egri chizigning har bir

nugtasida kK = lim ~ egriligi mavjud. Agar y egri chiziq tabiiy parametr
N-+M **

yordamida r=r(s) tenglama bilan berilgan bo‘lsa, fc=|r(«0)| tenglik o‘rinlidir.
Bu yerda MO tabiiy parametming y egri chizigning J/1/ nuqgtasiga mos keluvchi
qgiymatidir.

Ixtiyoriy parametrlash usuli bilan berilgan y egri chizig uchun egrilikni

hisoblash formulasi K =S .3~ ko'rinishda bo'ladi. Agar egri chiziq
212
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X =X(t)

my =y(lI) tenglama bilan berilgan boisa, uning egriligim lo|=li lihiiiiilkii
z=2z(0

quyidagicha

(X'1+y'2+2z,2ft
ko‘rinishda boiadi. Agar y egri chiziq y- f(x) funksiyamng grafigidan iboml
boisa, uning egriligini ushbu k :———l—/—l——p— formula bilan hisoblash mumkin
(I1+f 22
Bizga y egri chizig va M unga tegishli nuqta berilgan boisin. Berilgan
egri chizigda M nugtaga yagin N nugta olib, bu nuqgtalarda o'tkazilgan
yopishma tekisliklar orasidagi burchakni A( bilan, MN yoy uzunligini /in
bilan belgilaylik.

6.2-ta'rif. Berilgan y chizigdagi N nugta M ga yaginlashganda —
ifodaning limiti mavjud boisa, u y chizigning M nugtadagi absolyut buralishi

deb ataladi va \A\=lim kabi belgilanadi.
1' N-*M

Tasdig. Uch marta differensiallanuvchi regulyar y egri chizigning M

uugtada egriligi noldan fargli boisa, |<l= lim ~ limit mavjud. Agar y cun
—+M **

chiziq tabiiy parametr yordamida r =r(s) tenglama bilan berilgan boisa, unini?

\(F,f,N\

ubsolyut buralishi, ushbu [t]|=---- —1 formula bo'yicha hisoblanadi Hiiimlu li
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esa cy =-" ' formula bilan, ixtiyoriy parametrlash usuli bilan berilgan vy
K2

ifr*
egri chiziq uchun buralishini hisoblash formulasi a :—I{—%L—ArTfs— ko'rinishda
-r

bo'ladi.

15-rasm
X =X(t)
Agar egri chizig y =Yy(t) tenglama bilan berilgan bo'lsa, uning
z=2z(t)
buralishini topish formulasi quyidagicha
ooy
Xt /
AM y" zm
er- - y , 2 t F2 1 t
+ +
y" z’ z" X" X’ /

ko'rinishda bo'ladi

Tabiiy parametrlash usuli bilan r =r{s) tenglama yordamida berilgan
egri chizig urinma, bosh normal, binormallari bo'yicha yo'nalgan birlik
vektorlar va ularning hosila vektorlari orasidagi bog'liglikni ifodalaydigan Frene
formulalan ushbu ko'rinishda bo'ladi:

X -kv
v =-kf -ap
P =av.
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Misol va masalalarning yechish iianiuiiuluii

X =acost
1-masala. Ushbu <y=«sin/ tenglama bilan berilgan vint chi/.i||iniii||
z=bt
M 0O(a,0;0) nugtasidagi egriligi va buralishi hisoblansin

Yechish. Bu masalani yechish uchun chizigning berilgan M g(u,0,(1)
X =«cos/ - 1

nugtasiga parametming ganday giymati mos kelishim, ya’ni y =asmt O
z=ht=0

sistemanmg yechimini topishimiz kerak. Ravshanki, /=0 sistemaning
yagona yechimi boiadi. Demak, parametming =0 giymatiga chizigning
N/0(a;0;0) nugtasi mos kelar ekan. Endi, talab gilinayotgan tenglamalarm
tuzish uchun kerak boiadigan Kkattaliklami, hosilalarning parametming
/0 =0 giymatiga mos keluvchi giymatlarini hisoblaymiz. Ravshanki, birinchi

X =-asm/ X =-acost

ikkinchi va uchinchi tartibli hosilalar _y =acos/ , y" =-asm/,
z2'=b z'=0
X" - asmt x'(0) =0
ym=-acost va ularning lq=0 dagi giymatlari mos ravishda /(0)=a ,
i" =0 z'(0) =£

X'(0)=-a [x"=0
V0)=0 , <ym=-a qiymatlarga teng boiadi. Yuqorida keltirilgan
z'=0 [z"=0
lormulalardan foydalanib berilgan chizigning A/o(a;0;0) nuqtasidagi
egriligi va buralishini hisoblaymiz:

2 b 0] 2 0] a2

+

.- +
Jo 0 -a -a 0 _ylab)2+ad _  a

(02+a2 +b2) 2 V(e2+*2)3 "2
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Misol va masalalar

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziglaming ixtiyoriy nuqtasidagi
egriliklari topilsin:
1y =sinx;
2.y =ach—;
a

3. y2=2px;

4. x=t2y =t'

5. x - acosl, y =asin/;

6. x =acht, y - bsht;

7. x=a(l - sinl), y =a(l - cos();
8. x=acos’ /,y =asin3/

9. r =ap,

10. r ~ a(1- cos?));

11. F(x,y) =0, \gradF\ mQ;

14. P(x,y)dx +Q(x,y)dy =0

15. Berilgan r =r(s) chiziq uchun quyidagi munosabatlar o'rinliligini
isbotlang:

Ir|2=kn+k2z 2+k2, rr =0, rr= -k2, rr=kk.

Bu yerda « - egrilik, a - buralish.

16 Quyidagilami isbotlang:

a) ipji=a ;

17. Chizigning to‘g‘ri chizig yoki uning ochiq kesmasidan iborat boiishi
uchun



chizigning barcha nuqtalaridagi egriligi nolga teng bo'lishi /v vii
yetarliligi isbotlansin.

18. Chizigning vyassi (biror tekislikda joylashgan) bo'lishi uchun
chizigning barcha nuqtalaridagi buralishi nolga teng bo'lishi zarur va yetarliligi
isbotlansin.

Quyidagi chiziglaming egriligi va buralishlari barcha nugtalarda teng
ekanligi isbotlansin:

19. x =acht, y =asht, z=at;

20. x=3t-t\ y =3<\ z=3/+f\

Quyidagi chiziglaming egriligi va buralishlari topilsin:

21. x=acost, y =asin<, z = bt\

22. x=acht, y =asht, z=at\

23. Xx-e‘, v=e ', z==/2

24. x-21, ==In/, z=/2,

25. x=cos3t, y =sin3], z=cos21.

26. a va b ning ganday giymatlarida x =acht, y =asht, z=bt chizigning
egriligi va buralishi barcha nugtalarda teng bo'ladi?

27. Berilgan x =cos3l, y =sin'/, z=c0s2/ chizigning egriligi minimal
giymatni gabul giladigan nuqtalarini toping.

28. Ushbu x=a(t - sint), y =a(l-cosf), z =4acos-" chizigning egrihk

radiusi minimal giymatni gabul giladigan nuqtalarini toping.

Quyidagi chiziglaming yassi ekanligini ko'rsatmg va ular joylashgan
tekislik tenglamasini yozing:

30. x=aj2+b| +clty =ax2+bx +c2 z=ay2+b,t +c,;

31. x=a,t" +b,tp+c,, y =ald"+bap+c2 z=a,tn+b,Ip+c,, n,p~N.

32. Ushbu x=acosi, y =asmi, z=/(/) chiziq yassi bo'ladigan /(/)
funksiya topilsin.

33. Ushbu x2=2az, / =2z chiziq ikkita kesishuvchi tekisliklarda yotishi
isbotlansin va bu tekisliklammg tenglamalari tuzilsin.

34. Umumlashgan vint chizig'i deb urinmalari biror yo'nalish bilan
o'zgarmas burchak hosil giluvchi fazoviy chizigga aytiladi. Chizig

umumlashgan vint chizig'i bo'lishi uchun quyidagi shartlaming birortasi
bajarilishi zarur va yetarliligi isbotlansin:

a) bosh yo'nalishlari biror yo'nalishga perpendikular;

b) binormallari biror yo'nalish bilan o'zgarmas burchak hosil giladi;

c) egriligining buralishiga nisbati o'zgarmas.

35. Chizigq umumlashgan vint chizig'i bo'lishi uchun r r r*] 0O
shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
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36. Ushbu x2=3y, 2xv =9 chizigning umumlashgan vint chizig'i ekanligi
ko'rsatilsin

37. Ushbu x=2/,y - In/, z=t2 chizigning yasovchilari 50,1,1) vektorga
parallel bo'lgan silindrik sirtda yotuvchi umumlashgan vint chizig'i ekanligi
ko'rsatilsin.

38. Ushbu x-ai, y =bi2 z- ct5 chizigning umumlashgan vint chizig'i
bo'lishi uchun ganday shart bajarilishi kerak?

39. Barcha normal tekisliklari o'zgarmas é vektorga parallel bo'lgan
chizigning yassi ekanligi isbotlansin.

40. Barcha yopishma tekisliklari biror / to'g'ri chizigga perpendikular
bo'lgan chizigning yassi ekanligi isbotlansin.

41. Har xil chizigning binormallari umumiy bo'ladigan nuqtalari orasida
moslik o'matish mumkin bo'lsa, ulaming yassi ekanligi isbotlansin.

42. Har xil chizigning urinmalari parallel bo'ladigan nuqtalari orasida
moslik o'matish mumkin bo'lsa, ulaming egriligi va buralishining nisbati
o'zgarmas ekanligi isbotlansin.
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11l BOB. SIRTLAR NAZARIYASI

Differensial geometriya fanida asosiy boiimlardan bin sirtlar na/nvyLum
hisoblanadi Bu bobda sirt va uning berilish usullari, urinma tekislik, kvadrnhk
formalar va ularning turli tadbiglari o‘rganiladi.

18. Sirt va uning berilish usullari

Ushbu paragrafda sirtlammg berilish usullari aniglanib, ularning ba'zi bu
xossalariga ko'ra. tenglamalarmi tuzishga doir misol va masalalar keltirilgan

Asosiy tushunchalar

Tekislikdagi ochiq doiraga gomeomorf to‘plamni elementar soha deb
ataymiz.

1.1-Tarif. Fazodagi F to‘plam elementar sohaning topologik
akslantirishdagi aksi bo'lsa, uni elementar sirt deb ataymiz.

Elementar sirt uchun cheksiz ko‘p parametrlash usullari mavjuddir. Birortn
to'plammng elementar sirt ekanligini ko‘rsatish uchun, uning birorta
parametrlash usulini ko'rsatish kerak.

Agar F sirt (f,G) parametrlash usuli bilan berilib, (u,v)eG uchun / (v.v)

nugtaning koordinatalari x(U\WV),y(u\v),z{u:v) ko‘rinishda belgilasak,

X = X(u,v)
my=y(uyv) (1)
z=12z(m,v)

sistema F sirtning parametrik tenglamalar sistemasi deyiladi.

1.2-Ta'rif Fazodagi bogianishli F to’plamga tegishli har bir nugtaninn
birorta atrofida F elementar sirtga aylansa, F sodda sirt deyiladi

Agar biz r(u,v)= {x(u;v),y(u'v),z(u,v)J vektor funksiyam Kkiritsak (li
tenglamalar sistemasini bitta

r-r(u,v), (u,v)eG )
vektor tenglama yordamida yoza olamiz. Bu tenglama F sirtning vrkim
ko‘rinishdagi tenglamasi deyiladi.

Bizga GCcR' ochiq to‘plam va G da aniglangan sillig h'(x,v.i) ItinkHv*
berilgan boisin. U holda F ={(0\y,2)e G \f(x\y,z)=0} to'plnm |
funksiyaning sath to‘plami yoki sirti deyiladi. Agar gradf * 0 ho'Uu | «ill
hagigatdan ham, sodda sirt boiadi.

1.3-Tarif. Berilgan F sirt uchun unga tegishli ixtiyoriy (iui]in iAEMAA
(/,G) parametrlash usuli mavjud boiib, bunda r(u,v),>(MV), fINiV)
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. . . . Xu ym . .
lunksiyalar uzluksiz xususiy hosilalarga ega va matritsaning

4 W
rangi ikkiga teng bo'lsa, F sirt regulyar sirt deyiladi, parametrlash usuli esa
regulyar parametrlash deyiladi.

Sirtning regulyarlik shartim  r,rv |*0 ko'rinishda ham yozishimiz

mumkin.
1-Tasdig. Bizga G sohada aniglangan sillig x(u,v),y(u,v),z(u,v) funksiyalar
berilgan bo'lib, har bir nugtada rang'\ Moz tenglik o'rinli bo'lsa,
oA
X=x(un,v)

*y=y,Vv) (uv)eG
[z = z(u,v)
sistema regulyar sirtni amglaydi
2-Tasdig. Regulyar F sirt unga tegishli p(u,,,v0) nugta atrofida,

X = x(m,v)
cy=y(“.v), (uv)eG
Z=2z(m,v)

X
parametrik tenglamalar yordamida berilib, p nugtada Y determinant

noldan fargli bo'lsa, shunday sillig f(x,y) funksiya mavjudki, p nuqtaning
atrofida F sirt r=/ (x,y) funksiyaning grafigidan iboratdir.
Izoh. Biz regulyar sirtlaming parametrlash usulini tanlagammizda har doim
X, YU w, z,,,zvhosilalar mavjud va uzluksiz bo'lishini talab gilamiz.

Misol va masalalar yechish namunalari

1-masala. xOz tekisligida Oz o'gini kesmaydigan x=<(U), z=w/() chiziq
berilgan. Bu chizigni Oz o'qi atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma
sirtmng tenglamasi tuzilsin.

Yechish Umumiylikka ziyon yetkazmasdan, berilgan x=u), z =</
chizig uchun <(U)>0 shart o'rinli deb faraz gilamiz. Egri, chizigli koordinatalar
sifatida ZXOP =v burchakni va berilgan chizigning v parametrini olamiz (16—
rasm). Chiziqg ustidagi har bir L(u) nugta markazi Oz o'gida yotgan va radiusi
x=<U) gateng bo'lgan aylanani chizadi: MA = 0P =tp(U),

Koordinat chiziglari: n=const - parallellar (aylanalar), v= const - meridianlar
bo'ladi. Sirtmng vektor tenglamasi:

r = <p(u)cosvi +(p(u)sinvj +/(N)K,
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Koordinat koiinishdagi tenglamalari esa:
X = tp(u)cos v, y - <p(i/)sinv, z =V'0O')

Berilgan chiziq bilan aylanma sirtning uchinchi koordinatasi bir xildir,
chunki chiziq Oz o'qg atrofida aylanmoqda

2-masala. Oz o'qga pedgendikular AB to‘g‘n chizigning shu o‘qg atrofida
aylanishidan va shunmgdek, aylanish burchagiga proporsional tezlik bilan Oz
bo'ylab siljishidan hosil bo'lgan sirt to'g'ri gelikoid deyiladi. To'g'ri
gelikoidning tenglamasini tuzing.

Yechish. Koordinatalarni quyidagcha tanlaymiz (17-rasm):

MA =u, ZXOP =v

Shartga ko'ra OA-av, bunda a =const. Koordinata chiziglan
n=const-Mnt chiziglari, v = const-yasovchilar (harakatianuvchi to un
chiziglar)dan iborat bo'ladi.

1-masaladan foydalnib gelikoidning vektor tenglamasi

r = ncosvi +usinvj +avk,
parametrik tenglamalari esa
X —i/cosv, y =«sinv, z=av

ko'rinishda bo'lishini hosil gilamiz.
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17-rasm

Misol va masalaiar

1 Ushbu x=sinu, z=u tenglama bilan aniglangan xOz tekisligida Oz
o'qini kesmaydigan chiziq berilgan. Bu chizigni Oz o'qi atrofida aylantirishdan
hosil bo'lgan aylanma sirtning tenglamasi tuzilsin.

2 Quyidagi x=a +bcosu, y =0, z=bsinu( O<b <a) chizigning Oz o'qi
atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma sirt (tor)ning tenglamasi tuzilsin.

3 Quyidagi x—acha, y =0 z =u chizigning Oz o'qi atrofida aylantirishdan
hosil bo'lgan aylanma sirt (katenoid)ning tenglamasi tuzilsin.

4. Traktrisani x =asmu, v=0, z=a ( I n +cosu) Oz 0'qi atrofida
aylanttrishdan hosil boigan aylanma sirt (psevdosfera)ning tenglamasi tuzilsin.

5. Koordinata o'qlari silatida %2 ;’2 =2z giperbolik paraboloidning to'g'ri
chizigli yasovchilarmi olib, uning parametrik tenglamalari tuzilsin. Agar sirt
tenglamasi z = pxy ko'rinishda olinsa, bu tenglamalar ganday ko'rinishni oladi?

6 Yasovchilari Oz o'giga parallel, yo'naltiruvchisi r =f(u), y =<p(u),z=0
chizigdan iborat silindrik sirtning parametrik tenglamasi tuzilsin.

7. Giperbolik va parabolik silindrlaming parametrik tenglamalari tuzilsin

8. Yasovchilari i vektorga parallel, yo'naltiruvchisi p- p(u) chizigdan
iborat silindrik sirtning tenglamasi tuzilsin.

9. Yasovchilari a(l,2,3) vektorga parallel, yo'naltiruvchisi x=u,y =u2z =u’
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chizigdan iborat silindrik sirtmng parametrik tenglamasi tuzilsin

10. Yasovchilari a(-1,3-2) vektorga parallel, yo'naltiruvchisi
X=cosW y=sina, z=0 chiziqdan iborat silindrik sirtmng oshkormas lenumTn»1
tuzilsin.

11. Yo'naltiruvchisi a(l,m,n) vektorga parallel silindrik sirtmng
/ (nx ~Iz,ny - mz) = 0 ko'rinishda bo‘lishi isbotlansin.

12. Yasovchilari a(l,m,n) vektorga parallel, yo'naltiruvchisi x2+y‘ ay,
z=0 chizigdan iborat silindrik sirtning tenglamasi tuzilsin.

13. Quyidagi * =31+Vv2+1y —2u+vl-1, z - -U +2v sirtning

a) silindrik sirt ekanligi isbotlansin;

b) biror yoiialtiruvchi chizig*ining tenglamasini yozing;

¢) M(u =2,v=23) nugtadan o'tuvchi to'g'ri chizigli yasovchisini toping

14. Uchi M(a,b,c) nugtada bo'lgan va yo'naltiruvchisi
*=Kn.y= chiziqdan iborat konusnmg parametrik va oshkormas
ko'rinishdagi tenglamalari tuzilsin.

15. Ushbu M(a,b,c) nuqtadan o'tib, y2=2x, z=0 parabolani kesuvchi
to'g'ri chiziglardan hosil bo'lgan konusning tenglamasi tuzilsin.

16. Uchi M(-10,0) nugtada bo'lgan konus 2y2+z2=4* paraboloidga lashqi
chizilganligi ma’lum. Konusnmg tenglamasi tuzilsin.

17. Quyidagi /1(4,2,3), A(1,4,-2) nugtalaming x=uU-+v,y =n-v,Z W sirtga
tegishliligi tekshirilsin.

18. Quyidagi X =un+sinv, y = n+cosv, z —-u +a tenglama bilan qundiiy
sirt beriladio

19. Quyidagi X = xq +acosucos v, y = y0O +hcos nsin "z mzq +sin n
parametrik tenglamalar bilan berilgan sirtning oshkormas tenglamasi tuzilsin

20. Quyidagi xX= - ~—1, y= vV ,r= 1 va

U +V Uu +vVv m +v

X=WUcosV, Y =usinv, z=u tenglamalar bitta sirtni aniglashi isbotlansin

Tekislikdagi quyidagi koordinata chiziglanning ko'rinishlari aniglansin
21.X=1, y=vVv, z=0;

22. X=WUcosV, y =usinv, z=0;

23. x =cosuchv, y =sinushv, z=0.

24. Bir pallali giperboloidning parametrik tenglamalarim

X=auv+l v-hl—-'"2z-——\ko'rinishda yozish mumkinligi isbotlansin
u+v ! Uu+Vv U+V

Keltirilgan parametrlash usulidagi sirtning koordinat chiziglarim aniglang
25. Aylanma silindming koordinat chiziglari
a) vint chiziglari va aylanalardan;
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I») vint chiziglari va to'g'ri chiziqgli yasovchilardan;

c) Ikkita vint chiziglar oilasidan
iborat bo'ladigan parametrik tenglamalari tuzilsin.

26. Berilgan p =p(u) chizigning urinmalaridan hosil bo'lgan shaklning
parametrik tenglamalari tuzilsin. Bu yerda u- tabiiy parametr.

27. Berilgan p - p(u) chizigning bosh normallaridan hosil bo'lgan
shaklning parametrik tenglamalari tuzilsin. Bu yerda u- tabiiy parametr.

28. Berilgan p =p(u) chizigning binormallaridan hosil bo'lgan shaklning
parametrik tenglamalari tuzilsin. Bu yerda n- tabiiy parametr.

29. Vint chizig'ining X= «cosm, Y =asinu.z - bu urinmalaridan hosil bo'lgan
shaklning parametrik tenglamalari tuzilsin.

30. Vint chizig'ining x=acosu, y =asinu,z =hu bosh normallaridan hosil
boigan shaklning parametrik tenglamalari tuzilsin.

31. Vint chizig'ining X=acosu, y =asinm,>- =bu binormallaridan hosil
bo'lgan shaklning parametrik tenglamalari tuzilsin.

2 8. Sirtning urinma tekiksligi va normali. Sirtlar oilasi. O'rama

Ushbu paragrafda sirt turli tenglamalar yordamida berilgan holda uning
urinma tekisligi va normalining tenglamalarini tuzishga doir misol va masalaiar
keltiriladi. Bundan tashqari, sirtlar oilasining oramasiga doir misollar ham o'rin
olgan.

Asosiy tushunchalar

2.1-ta'rif. Berilgan ® sirtning p(ua,v0) nuqtasidan o'tuvchi va Fu(uQ\Q),

Av(Mo’vo) vektorlarga parallel tekislik p nuqtadagi urinma tekislik deb
ataladi.
Unnma tekislik ta'riiida sirtning parametrlanish usuliga bog'lig fu va fv

vektorlar qatnashishiga qaramasdan, urinma tekislik tushunchasi sirtning
parametrlash usuliga bog'liq emasligini quyidagi tasdiq ko'rsatadi:
Tasdig. Bizga sirtning p(uu’,\w) nugtasidan o'tuvchi K tekislik berilgan

bo'lib, (/-sirtning p ga yagm nugtalaridan biri, d - p va g nugtalar orasidagi
masofa, h- g nugqtadan n tekislikgacha bo'lgan masofa bo'lsin. U holda n
tekislik p nugtadagi urinma tekislik bo'lishi uchun,

* )

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir (18-rasm).
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2.2-ta'rif. Berilgan ® sirtning p(UOND) nugtasidan o'tuvchi wu wWnMHM
tekislikka perpendikular to‘g‘ri chiziq sirtning p nuqtadagi noriimll T
ataladi.

Regulyar F sirt r =r(u,v) tenglama bilan aniglansa, uning M (u,,,v,,)
nugtasida o'tkazilgan urinma tekisligi tenglamasi
(R -T (uO,VO) j u(uo,v0),rv(uo,Vv,,)) mo,
normali tenglamasi
n V) + a [f (un, W\r (w,,,V,,)] (1 -parametr)
ko'rinishda bo'ladi.
Regulyar sirt parametrik tenglamalar yordamida, ya’ni,
X = X(«,V)
wy =y(tiv) , (kv) gG
z =2z(u,v)
sistema yordamida aniglangan bo'lsa, M (uq,Vq) nugtasida o'tkazilgan

urinma tekisligi tenglamasi
X-x{u0~0) Y~y(uoO,v0) Z -:(mo;v0)

*U («0;V0) A(«0”™0) 2«("o>vad) 0
**v("0;v0) yAuUo ;vo) zv(u0;Vv0)
normali tenglamasi esa
X=-x(»q;vq) _ Y-y(uO+0) Z-z(hg;v0)

ow) zu(«ovo)  -u("o.wo) >('ovo)  M«o;w) Y/(«0.io)
w('ow) zv("o;wo) A(«0>'0) *V(«0N0)  |*v(«o;\vo)
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ko'rinishda bo'ladi.
Regulyar sirt f(x,y,z) =0 tenglama yordamida aniglangan bo'lsa,
M (xa,y u,zu) nugtasida o'tkazilgan urinma tekisligi tenglamasi
{X=x,)f.(x0yu=J +(y - Yo)fy(m,y0 20) +(Z - Z,,)/;(x0,y0,Z3) = 0,
normali tenglamasi esa
X-b) _  Y-y0 _  Z-20
N(*o;N).ro) fy(x0;y0;zQ  /r(*0,y0,zQ
ko'rinishda bo'ladi.

23- ta’rif. Bizga bir (ikki) parametrli sirtlar oilasi berilgan bo'lsin, ya
sirt tenglamasida bitta (ikkita) parametr gatnashsm. Ba’zan bunday oila uchun
0'zining har bir nugtasida oila sirtiga unnadigan va shu urinish nuqtalaridan
tashkil topgan sirt mavjud bo'ladi. Bunday sirt berilgan oila uchun o'rama
deyiladi.

x=x(C)
Bir parametrli F(x,y,z,C) =0 sirtlar oilasining <y =y(C) o'ramasi
z=2(C)
x=x(C)
mavjud bo'lsin deb faraz gilamiz. U holda y=y(C) fimksiyalar ushbu
z=2(C)

\HxYy,z,C)=0
<

[Fe\x,y,z,C) =0
disknminant sirti deyiladi.

tenglamalar sistemasim qanoatlantirishi kerak. Bu sirt

x=x(C,,C2)
Ikki parametrli F{x,y,z,C\,C2)~ O sirtlar oilasimng y =y (C,C2)
z=12(Cl,C2
x = x(C,,Ct)
o'ramasi mavjud bo'lsa, u holda y = y(C\,C? funksiyalar ushbu
z=z(C,C2

F(x,y,z4,<\) =0
«Fc(x,y,z,C,,C2 =0 tenglamalar sistemasini ganoatlantirishi kerak.
[Fi(x,y,z,r,/’) =0

Demak, sirtlar oilasining o'ramasini diskrimmant sirti orasidan topiladi
Xuddi chiziglardagi kabi o'rama aniglanadi.
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Misol va masalalami yechish namunalari

1-masala Ushbu x2+2y2+z2=1 sirtning x-y +2z =0 tekislikka parallel
urinma tekisligining tenglamasini aniglang. Topilgan urinma tekisliknmg urinish
nugtasidagi sirtning normali tenglamasi tuzilsin.

Yechish. Ma’lumki, F(x,y,z)=0 tenglama bilan berilgan sirtning (<Qya,z0)
nuqtadagi urinma tekisligi tenglamasi

(X-XOFX(x0,y0,z,,) +(y -y OFy(x0,y0,z0) +(: - zQ)F!(x0,y0z,) = Q

formula yordamida topiladi. Demak, berilgan sirtning (XQy0z,) nuqtasidagi
urinma tekisligi  (X-xOpO0+{y-y02y0+(z-z([)z0=0 ko'rinishda bo'ladi. Masala
shartiga ko‘ra, = munosabatni hosil gilamiz. Urinish nuqgtasi sirtga

Icgishli boiganligi uchun, x2+2N\+2\=1 tenglikka egamiz. Bulardan
Oyll,z0) ="£J-A, + +27y7N'j  nugtani  topamiz.  Urinma  tekisliklar

tenglamalari esa Xx-y-+2rx"--~° ko'rinishda bo'ladi. Endi, normal

tenglamasini tuzamiz:
Y-Yo
Fx(xay0,z0) Fy(x,,y0z0 Ft(x0y0,z0)

tormuladan foydalanib, | +2Jn nu4ta®a8*normali tenglamalari

= _Z_ A= ekanini hosil gilamiz.
1 - 1 2

2-masala. Markazlari p =p(s) chiziqda yotgan va radiuslari o'zgarmas
bo'lgan sferalar oilasining o'ramasini toping (19-rasm).

e=)XK)

19 —rasm

Yechish. Ma’lumki, sferaning vektor tenglamasi
[?-p(v)]: ~a2=0 (a = const)
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bo'ladi Bu tenglamani ? parametr bo'yicha differensiallab xarakteristika va
gaytish qgirrasi mos ravishda

[r-p(V)]2-a2=0, [r- p(s)]f=0 *)
(r-p) =a2(r-p)f=0,(r-p)kv -1=0(**
bo'lishini  topamiz. (*) tenglikdan ko'rinadiki, oila xarakteristikalari:

sferalarning p =p(.v) chiziq normal tekisliklar bilan kesishish chiziglaridan

iboratdir Shunday qilib, o'rama sirt aylanalardan tuzilgan. (**) dagi uchinchi
tekislik p = p(s) mng bosh normaliga perpendikular bo'lib, p(s) nugtadan K
masofada turadi va (**) dagi ikkinchi tekislik bilan p =p(vj mng egrilik o'qi
(binormalga parallel bo'lib, yopishma aylana markazidan o'tuvchi to'g'ri chiziq)
bo'ylab kesishadi. Oilaning qaytish girrasi esa p =p(j)nmg egrilik o'glari bilan
sferalarning kesishish nuqtalaridan tuzilgan va p =p(j) ga “parallel” bo'lgan
ikkita chizigdan iboratdir. Qaytish qirrasining tenglamasim (**) tenglikdan
foydalamb topamiz:

Misol va masalalar

1 Berilgan sirtning M nugtasidan shu sirtda yotuvchi biror to'g'ri chiziq
o'tsa, bu to'g'ri chiziq sirtning M nugtasidagi urinma tekisligida yotishi
isbotlansin.

2. Ushbu X =u+cosv,y =n-sinv,z = Jm sirtda M(u =1,v = —) nugta
berilgan,
a) n=1,v = ~ chiziglarga M nuqtada o'tkazilgan urinma to'g'ri chiziq va
normal tekislik tenglamalari yozilsin;
b) ik=1,v = n chiziglar orasidagi burchak topilsin;

c) u=smyv chizigga M nugtada o'tkazilgan urinma to'g'ri chiziq n=I1
chizigga shu nuqgtada o'tkazilgan urmma bilan ustma-ust tushishi isbotlansin.

3 Vint chizig'ining X = acosu, y = asinu,z = bu unnmalaridan hosil
bo'lgan sirtning ixtiyoriy nuqtasida o'tkazilgan normali Oz o'qi bilan o'zgarmas
burchak tashkil etishi isbotlansin.

4. Ushbu X =2u-V,y =u2+v2z = u2-v2sirtga M(357) nugtada
o'tkazilgan urmma tekislik tenglamasi tuzilsin.

5. Ushbu Xx=u+v,y =n-v,z =w sirtga M(u= 2,v =1) nuqtada o'tkazilgan
urmma tekislik va normal to'g'ri chiziq tenglamalari tuzilsin.



6. Ushbu x = n,y - n2-2uv,z = nb-3u2v sirtga M (1,3,4) nugtada
o'tkazilgan urinma tekislik va normal to'g'ri chiziq tenglamalari tuzilsin

7. Berilgan M(u =1,v = nugtada X = ucosv, y - «/sinv,z = 1 sirtga

o'tkazilgan urinma tekislik, normal to'g'ri chiziqg va u - 2 chiziqqga o'tkazilgan
urinma tenglamalari tuzilsin.

Quyidagi sirtlarga ko'rsatilgan nugtalarda urinma tekislik va normal
to'g'ri chiziq tenglamalari tuzilsin:
8. z=x1+Yy' M(I;2;9) nugtada;
9. X2+y2+z2= 169, 5/(3;4;12) nugtada;
10 x2-2y2-3z2=4, A/(3;l;-l) nugtada,
X2 z2
11. — +4 +-2=1,M (x 0;y0;z0) nugtada;
a h ¢
12. X - ncosv, y = Usinv, z = av, ixtiyoriy nuqtada.

Quyidagi sirtlarga ko'rsatilgan nugtalarda urinma tekislik tenglamalari
tuzilsin:

13. X = asm uncosv, y = asin«sin v,z = a(ln/g —+cos«) ixtiyoriy nuqtada;
- . _ - - 3 4
14. X= (7 +5cosi/)cosv, y = (7+5cosu)sinv, z=5sinf/, cosh = cose»—;

0<un,v<”j munosabatlar o'rinli bo'ladigan M(u,v) nugtada

15. Ushbu xyz=1 sirtning x +y+z =0 tekislikka parallel urinmn tekislik
tenglamasi tuzilsin

16. Ushbu xyz=a’ sirtning urinma tekisliklari koordinata tekisliklari bilan
o'zgarmas hajmli tetraedr hosil gilishi isbotlansin.

17. Konusning ixtiyoriy nuqgtasida o'tkazilgan urinma tekislik uning
uchidan o'tishi isbotlansin.

18. Ushbu z=.r'+yl sirtga M(a-a;0) nugtasida o'tkazilgan urinma
tekisliklar dasta hosil gilishi isbotlansin.

19. Quyidagi  x=(a-+AcosH)cosv, y = (a+Acosu)sinv,z =bsintt  torning
normali  Ax+By+Cz+D =0 tekislikka perpendikular bo'ladigan nugtalarini
toping.

20. Quyidagi X'+y"+z”-d' =0 sirtning M(a,b,c) nugtasida o'tkazilgan
urinma tekislik koordinata o'glarini mos ravishda A,B,C nuqgtalarda kesishi

ma’lum (a,b,c.d- musbat sonlar). U holda °

H— —+ C =1 tenglikni
[OA1 OB | |OC |

isbotlang.



21 Quyidagi f(x-az,y-bz)=0 sirtning ixtiyoriy nugtasida o'tkazilga
urinma tekisligi berilgan biror yo'nalishga parallel bo'lishi isbotlansin.

22. Berilgan r =xgpf— sirtning urinma tekisliklari koordinata boshidan

o'tishi isbotlansin
23. Quyidagi z=tgxy\X2-y2-a sirtlarning kesishish nugtalarida
ortogonalligi isbotlansin.

Quyidagi sirtlar oilalarining juft-juiiti bilan ortogonalligi isbotlansin
(A u,v-oilalarning parametrlari):

24, AX +y2+z22=A Yy = Ul, y2+z2=ve";

25. X2+y2+22=A, xX2+y2+z2="1jy, x2+y2+z2=vz;

26. xXy= Az2, X2+y2+z2=1U, X2+y2+72=v(X2-Yy?2).

27. Ushbu Xx=wucosV,y=wusinv,z=/(v) +au sirt ustidagi v=c
chizigning ixtiyoriy nugtasidan o'tkazilgan urinma tekislik biror to'g'ri
chizigdan o'tishi isbotlansin.

28. Sirtning barcha normallari berilgan biror nugtadan o'tsa, bu sirt sfera
yoki sfera ustidagi soha ekanligi isbotlansin.

29. Aylanma sirtning normali meridianning bosh normali bilan ustma-ust
tushishi va aylanish o'gini kesib o'tishi isbotlansin.

30. Barcha normallari bitta to'g'ri chizigni kesuvchi sirt aylanma sirt
ekanligi isbotlansin.

31. Quyidagi yz = X, Xz =y +\chiziq z-Xxy sirt bilan jW(0,-10) nugtada
ikkinchi tartibli urinishga ega ekanligi isbotlansin.

32. Quyidagi x-t3y =t1+2t, z=t2 chiziq x2+y2=x{y+2z) sirt bilan
M (0,0,0) nugtada urinish tartibi aniglansin.

33. Ikkinchi tartibli sirt bilan kamida ikkinchi tartibli urinishga ega bo'lgan
to'g'ri chiziq sirtda yotishi isbotlansin.

34. O'zinmg har bir nugtasida yopishma tekisligi bilan kamida uchinchi
tartibli urinishga ega bo'lgan chiziq yassi ekanligi isbotlansin.

Quyidagi sirtlar oilalarining o'ramasi topilsin:

35 x2+y2+(z-C)2=1;

36. Xx+C2+z-2C=0;

37. X- (") +(y-C)2+(z-C)2=C2 (C * 0);

38. Diskriminant sirti chizigdan iborat bo'ladigan sirtlar oilasiga misol
keltiring.

39. Diskriminant sirti nuqtadan iborat bo'ladigan sirtlar oilasiga misol
keltiring.

40. Quyidagi (x-C)2+yl+z1=1 sferalar oilasining o'ramasi va
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xarakteristik chizig'i topilsin. Hosil bo'lgan o'ramaning qaytish qirra.u
mavjudmi?

41. Quyidagi X—2‘+¥’3—=1 z=0 ellipslaming simmetriya o'glaridan biriga
parallel vatarlarini diametr gilib sferalar yasalgan. Bu oilaning o'ramasi topilsin
42. Quyidagii(g—*y:l z=0 giperbolalarning simmetriya o'glaridan
a

biriga parallel vatarlarini diametr qgilib sferalar yasalgan. Bu oilaning o'ramasi
topilsin.

43. Quyidagi xsma ~vcos« +z= (bu yerda h=const, a — paramctr)
tekisliklar oilasining qaytish qgirrasi topilsin

44. O'ramasi x2+y2~a22 (z+0) konusdan iboral bo'ladigan sferalar
oilasi topilsin.

45. Markazlari x2+y2=b2,z =0 aylanada joylashgan nradiusli sferalar
oilasining o'ramasi, xarakteristik chizig'i va qaytish girrasi topilsin

46. Ushbu

I(x=C)2+(y-rY +z!-R:JIx-C)2+0’+ayY +z2-R-J=° (v *z’* 0)
sirtlar oilasining o'ramasi, xarakteristik chizig'i va gaytish girrasi topilsin.

47. Fazoviy chiziq yopishma tekisliklari oilasining o'ramasi va
xarakteristik chiziglari topilsin. Bu oilaning gaytish girrasi mavjudmi?
48. Fazoviy chizig normal tekisliklari oilasining o'ramasi, xarakteristik

chiziglari va gaytish qgirrasi topilsin.

49. Fazoviy chiziq to'g'rilovchi tekisliklari oilasimng o'ramasi,
Xarakteristik chiziglari va qaytish qgirrasi topilsin.

50. Markazlari z=0 tekislikda yotgan, o'zgarmas a radiusli sferalar
oilasining o'ramasi topilsin.

51. Berilgan sirtning barcha urinma tekisliklari unga chiziglar bo'yicha
urinsa, bu chiziglar to'g'ri chiziq yoki uning gismi ekanligi isbotlansin

52. Berilgan n ta nuqtagacha masofalar yig'indisi o'zgarmas bo'lgan
tekisliklar oilasining o'ramasi topilsin.

53. Koordinata tekisliklari bilan kesishib, hajmlari teng tetraedrlarm
ajratgan tekisliklar oilasining o'ramasini toping,

54. Markazlari x()y tekislikda yotgan o'zgarmas radiusli sferalar o'ramasini
toping.

55. Yarim o'glarining yig'indisi o'zgarmas bo'lgan ellipsoidlar oilasining
o'ramasi topilsin.

56. Markazlari usbu r=ae(i)+btk vint chizigda yotgan o'zgarmas radiimh
sferalarning o'ramasi va gaytish girrasini toping

57. Diametrlari x2+y2-2x=0,z=0 aylananing koordinatalar Ixwlmlmi
o'tuvchi vatarlardan iborat sferalar oilasining o'ramasi va qaytish gmuci
topilsin.

58. Quyidagi xcosa-ysina+z-aa =0 (bunda a -oila parametri),
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tekisliklar oilasining o'ramasi va gaytish girrasi topilsin.
59 Ushbu (as(a)+ bk) r +ca =0 tekisliklar oilasining gaytish girrasi
topilsin.
60. Quyidagi
a) Xcosa +>'sina~zsmor = a;(a-parametr);
b) ax +2ay +2z-2a = 0;(a-parametr)
tekisliklar oilasining o'ramasi topilsin.
61. Yasovchilanning ortogonal trayektoriyasi ushbu
x=acos(py=I=EN\>z-0 ellipsdan iborat bo'lgan yoyiluvchi sirtning tenglamasi
topilsin.

3 8. Birinchi kvadratik forma

Differensial geometnyaning sirtlami egish natijasida saglanib goladigan
xossalami  o'rganadigan bo'limi ichki geometriya deb ataladi. Icliki
geometriyaga sirtning birinchi kvadratik formasi, sirt ustidagi chiziq yoyi
uzunligi, sirt ustidagi chiziglar orasidagi burchak, sirt ustidagi sohaning yuzasi
kabi ko'pgina sirtning xarakteristikalari kiradi.

Asosiy tushunchalar

1.1-Ta'rif. Ushbu ds2= Edul+IFdudv +Gdv2 ifoda r =r(u,v)
tenglama bilan berilgan sirtning birinchi kvadratik formasi

E- -xl +W+2\ Ir=(CTH =X\ QPG = N2 =X 2 +y2 +22
birinchi kvadratik formaning koeffitsiyentlari deyiladi.

20 —rasm

Bizga ® sirtning (f,G) parametrlash usuli

r =fF(m,v)
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tenglama yordamida berilib, sirtda u=u(l), v=v(t) (cnglniunlin IhUm >

chiziq berilgan boisin. Berilgan y chizigning, paramelrlarnmg vn I, «,
giymatlariga mos keluvchi nuqgtalari orasidagi (20-rasm) yoyi u/.unliiii

I(Y)l>=}YJE m'l+IF m'v' +G w 2clt

ty
formula bilan hisoblanadi.

Berilgan ® sirtda p —pit) va p, = pis) tenglamalar bilan regulyar
chiziglar berilgan bo‘lsin. Agar bu chiziglar kesishsa (ya’ni pit0O) = p XSn)
tenglikni ganoatlantiruvchi parametrlaming giymatlari tn, sO mavjud bo'lsa),
p\t0), p[(sO) vektorlar orasidagi burchakni shu nuqtadagi egri chiziglar
orasidagi burchak deb ataymiz. Bu burchakning giymatini w deb belgilasak, sitl

ustida p —pit) va p, = p,(s) tenglamalar bilan berilgan chiziglar orasidam
burchak (21-rasm) ushbu

FU'(/OH (x0)+F(i'(0  (w)+Vv(tOUND)+Fh'U, ) (%)
+2RU(Iv I+ (IO VK(V0)2+2/7(v,> (L) +GG( (W)
formula yordamida hisoblanadi.
Bizga ® sirtning (f,G) parametrlash usuli
r =r(u,v)
tenglama yordamida berilib, D' czG yopiq sohaning ® sirtdagi aksi |>hum
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yopiq bo'lsin. U holda, D sohamng yuzasi a = IT VEG - F 2dudv formula
D
bilan topiladi.

Misol va masalalar yechish namunalari

1-masala Ushbu konik X=avcosu,y =ivsin«,z =V sirtning birnchi

kvadratik formasini toping.
Yechish. Xususiy hosilalami hisoblaymiz:
XU=-avsmu,yu=bvcosu.z =0;

X,, =acosu,yu=/>sin«;zv=1

Birinchi kvadratik forma koeffisientlarini topamiz:
E = a2/2sin2u +b2&/2co0s2«;

F = -a2vsin «cos« +A2vsin «cosh;

G = a2co0s2« +b2sin2« +1.
Demak, konik sirtmng birinchi kvadratik formasi
ds2= (a2s2sin2« +b2/2cos2u)dul+2{-a2sin«cos« +

+A/sm«cos« +(a2cos2u +b2sin2« +1)dv2 ko'rinishda bo‘lar ekan.
2 - masala X = cos«cosv - sinv,y = sin« cosV+cos«, Z = U sirt ustida

« - 2cosv -1 = 0 chiziq yotadi Bu chizigning A/0(3,0),jW,(1, K) nugtalari

orasidagi yoyi uzunligini aniglang.

Yechish. Chizigning tenglamasini parametrik ko'rinishga keltiranuz.
Bumng uchun v m i deb belgilasak « =1 +2cos? bo'ladi Chiziq parametrik
tenglamalari « = 1+2cosr,v =t. Endi E,F va G koeffisiyentlarim aniglaymiz:

XU= -SM « COS V — COS,

YU= COSMCOSV-Sm,
z. =1,

tv= - cos«sin v
yVvV=—sinnsmy,
zv=0,

E = 2+cos2v;F =sinv,G =sin2v.

N va hosilalarm egri chiziq tenglamasidan foydalanib topishimiz lozim va

topilgan "lfJ— anW;atV=1 qiymatlami yoy uzunligi formasiga go'yamiz:
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s=J-(2 +cos2/)(-2sm/)2+2smv(-2sm/) 1tsin' = \h
)

Nugta chizig bo'ylab harakatlanganda, ya’ni t paramctr o‘/gain«rttlii n wn
v shu bilan birga E,F,G lar ham o'zgaradi. Shuning uchun /. ./ It
giymatlarida M va v o'miga t ning chizig tenglamasidan www]iA]jim
giymatlarini qo'yamiz. Chizigning tenglamalandan /, va /, qiymulluiliit
topamiz:

M/3,0) nugtaga mos keluvchi parametrning giymatini 3=1+2cos/.v i

tenglamalardan topiladi: f,=0 vaM ,(l,— nugtada 1= 1+2cosf.v =/
tenglamalardan /, = 71 topiladi. Demak,

n n

s=J/(2 +cos2/)*4sin;t - 4sin2l+sm2ldl =j' 5sin21+4sin2lcos2tdl
0 0

= [n/5 +4cos2l sin2tdl = —’ér"cgs/ 5+4C0S;, +’2‘in(2cos/ +

+55+4cos/7)]a= 1(3 +5In5)
ya’ni s= -(3+5In5).
3 - masala. Ushbu n+v,y=un-v,z=uv sirtustida n=t,v = - ‘2/ va

n=t,v="1~1 chiziglar orasidagi burchakni toping

Yechish Berilgan  chiziglaming  kesishish  nugtalarini  topamiz
Chiziglaming berilgan tenglamalaridan t ni yo'qotish bilan hosil gilmgnu

u+2v=0, iv-2v-2 =0 sistemani yechib, MO( \ - - kesishish nuqtasim
topamiz. Bu yerda t, ning giymati 1 ga teng. E,F,G koeffitsiyenllaim

chiziglaming kesishgan nuqgtasi M,,(I- -m uchun hisoblaymiz:

X =1 XV=\
Y.=I y,=1
Z —v, z =11,
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E=2+V\E=-
4

F =1-1+uv,F = -—
2

G =2+u\G =3

., du v 1
Birinchi chizigning tenglamasidan — = 1,— - —. Ikkinchi chiziq

tenglamasidan ~ = 1,— = . Topilgan giymatlami chiziglar orasidagi

3
burchaklami hisoblash formulasiga qo'yib, cosp= ;'};3 ni hosil gilamiz.

Masala va misollar

Quyidagi aylanma sirtlaming birinchi kvadratik formasi topilsin:
1 x=f(u)cosv,y =/(w)sin v,z = g(u) aylanish o‘gi Oz bo‘lgan aylanm

Sirt;
2. .r=Rcosucosv,y = tfcoswsm v,z = 7?sin 1 -sfera;
3. X —acosucos Vv,y =bhbcosusinv,z = csin u —aylanma ellipsoid;
4. x = achucosv,y = Jic/iusin v, z = c.?/w -bir pallali aylanma giperboloid;
5 x = ashucosv,y = hshusin v,z = cchu -ikki pallali aylanma giperboloic
6 X=WucosV,y —unsmyv,z = ul-aylanma paraboloid;
7. Xx=Rcosv,y = Rsinv,z = n —-aylanma silindr;
8. X =ucosV,y =«sin v,z = ku(u ®0) -uchga ega boMmagan aylanma
konus,

9 x = (a+bcosu)cosv,y = (a +hcosu)smv,z =bsmu -tor. (0<b<a),

10. X = ach Ucosv,y = ach Usin v, z = n -katenoid;
a a

11. x —asinucosv,y -asinusinv,2 =u(Inlg-~ +cosu)(u * — -psevdosfera.

12. Ushbu X =wucosV,y = usinv,z = ov to‘g‘ri gelikoidning birinchi
kvadratik formasini toping.

13. Umumiy korinishda berilgan x =nvosv,_ v=«smv,r =f(u) +av
gelikoidning birinchi kvadratik formasini toping.

14. Ushbu f =f(u) (u - tabiy paramert) chiziq a) urinmalar; b) bosh

normallari; ¢) binormallammg gismidan tashkil topgan S sirtning birinchi
kvadratik formasini toping.
15. Ushbu z =z(x,y) sirtning birinchi kvadratik formasini toping.
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16. Quyidagi ifodalaming gaysilari biror sirt uchun birinclu kvmimlik
forma bo'la olmaydi?
a) ds2= du2+4dudv +dv2

b) ds2= du2+Adudv +4dv2

c) ds2=du2- 4dudv +6dv2\

d) ds2= du2+Adudv - 2dv2\

17. Aylanma sirtda sirtning birinchi kvadratik formasi ds2=du‘ +(i(u)se
ko‘rinishga keltirish mumkin bo'ladigan qilib egri chizigli koordinatalarm
tanlash mumkinligini isbotlang.

18. Sfera, katenoid, tor va psevdosferaning birinchi kvadratik formasini
ds2= du2+G(u)dv2 ko'rinishga keltiring.

19. Sirt ustida berilgan koordinata chiziglari bir oilasining ikkinchi
koordinata chiziglari oilasi yordamida ajratgan yoy uzunliklari teng bo'lsa, bu
oilalar tashkil etgan to'r Chebishev to'ri deyiladi. Sirt ustidagi koordinat
chiziglari Chebishev to‘rini hosil qilishi uchun E,, = 0,Gu= 0 shartning
bajarilishi zarur va yetarliligi isbotlansin

20. Sirtning birinchi kvadratik formasi ds2= A(u,v)(du2+dv2) ko'rinishda
bo'ladigan egri chizigli koordinatalar sistemasi izotermik deyiladi.
Psevdosferada izotermik koordinatalar sistemasim topmg.

21. Giperbolik paraboloid to'g'ri chizigli yasovchilammg kesishish
burchagi topilsin.

22. Ushbu z = - (g2+ v2) va : = axy paraboloidlarmng xOy tekislikdagi

bitta sohaga proyeksiyalanuvchi sohalarinmg yuzaklari tengligmi isbotlang.

23. Aylanma sirt meridianlarini o'zgarmas a burchak ostida kesuvchi
chiziglar (loksodromlar) tenglamalarini toping.

24. Sfera loksodromlarining tenglamalari tuzilsin.

25. Sirt ustida chiziglar oilasi Adu +Bdv = 0 differensial tenglama bilan
berilgan. Bu oilaga ortogonal trayektoriyalaming tenglamasi
(BE - AF)du +(BF - AG)dv = 0 differensial tenglama yordamida topilishi
isbotlansin.

26. Konus to'g'ri chizigli yasovchilarining ortogonal trayektoriyalarim
toping.

27. Berilgan S sirt biror chiziq urinmalarining gismidan tashkil FOpuHn mrl
bo'lsa, bu sirt to'g'ri chizigli yasovchilarining ortogonal trayektoriyalarim
toping

28. Oldingi masaladagi S sirtning to'g'ri chizigli yasovchilarini o /uwmnHH
a burchak ostida kesuvchi chiziglaming differensial tenglamalarini toplti] |

29. Sirt ustidagi cp{u,v) = const chiziglar oilasining ortogonal
trayektoriyalarming differensial tenglamalarini toping.

30. Berilgan x = Rcosucosv,y = ftcos msin v,z = ftsm 1 nfn



« t v« const chiziglar oilasi ortogonal trayektoriyalarining tenglamalarini
toping.

31. Ushbu x—ucosv,y = nsmyv,z = u+v gelikoiddagt n =Ce* chiziglar
oilasining ortogonal trayektonyalari topilsin

32. Konus n=ucosv,y = «sin v,z = « tenglamalar bilan berilgan. Berilgan
konus ustidagi v=u2+a,a = const chiziglar oilasining ortogonal
trayektonyalari topilsin.

33. Koordinat chiziglari sifatida v = const chiziglar va ulaming ortogonal
trayektoriyalarini olib, X = ucosv,y = «sinv, z = « +v gelikoid tenglamasini
tuzing.

34. Ushbu P(u,v)du2+Q(u,v)dudv +R(u,v)dv—~ =0 differensial tenglama
yordamida amglangan Ikkala oilalaming o'zaro ortogonal bo‘lish shartlarini
keltinb chiganng.

35. Ushbu du2-{n' +a2dv2=0 differensial tenglama
V= «COSV,Y = «sin v,z = ov to'g’ri gelikoid ustida ortogonal to'mi aniglashini
isbotlang.

36. Berilgan z = axy sirtto'g'ri chiziqli yasovchilarining ortogonal
trayektonyalari topilsin.

37 0O'zining har bir nugtasida koordinat chiziglari orasidagi burchakni teng
ikkiga bo'luvchi chiziglar ushbu AEdu =+ iGdv - 0 differensial tenglamalar
bilan aniglanishim isbotlang.

38. Ushbu X =ucosv,y = «sin v,z = av to'g'ri gelikoidda koordinat
chiziglari orasidagi burchakni teng ikkiga bo'luvchi chiziglarni toping.
39 Berilgan x — Rcosucosv,y = Rcosusmv,z = Rsmu sferaning

parallellari va meridianlan orasidagi burchakni teng ikkiga bo'luvchi
chiziglammg tenglamasini toping.

40. Har bir nugtada, berilgan z = axy sirtto'g'ri chizigli yasovchilari
orasidagi burchakni teng ikkiga bo'luvchi chiziglaming tenglamasini toping.
41. Ushbu X=Uu2+Vv2y =u2-v2z =nv(« |+1v 0)sirt berilgan.

a) Berilgan sirtning birinchi kvadratik formasini toping;

b) « =2,v=1v=au chiziglar uchun yoy uzunligining differensialini
toping,

c) v=au chiziglaming n=2,n= 1 nuqtalari orasidagi yoy uzunligi
topilsin.

42. Ushbu X = ucosv,y = «sin v,z = av to'g'ri gelikoid ustidagi
« +v=0,«-Vv =0 chiziglar orasidagi burchakni toping.

43. Birinchi kvadratik formasi dsl=du2+(«2+a2)dv2ko'rinishida bo'lgan

sirt ustidagi = £~ ,v= 1 uchburchakning ichk. burchaklar. va penmetr.
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topilsin

44. Birinchi kvadratik formasi ds2= du2+sh'udvlko'rinisluln bo
sirtdagi i/ = \chizigning M {u”v,),M2(u2v2) nugtalan orasidagi yoyl
uzunligini toping

45, Birinchi kvadratik fonnasi ds2= du2+dv2ko'rinishda bo'lgan niildn
ustidagi v=2mv = -2u chiziglar orasidagi burchakni toping

46. Ushbu x = ticosV,y = usinv,z = n2sirtda berilgan v=i/+Il,v> | n
chiziglar orasidagi burchakni topmg

47. Ushbu X =ucosv,y = usinv,z = av to'g'ri gelikoid ustidagi

y = 1n(r/+n/m! +a2) +C chiziglaming M J(ul,vi),M 2u2,v2) nugtalarorasidnhi
yoy uzunligini toping.

48 Ushbu x = asinuncosv,y = asini/sin v,z = a(\ntg’ +cos//)

psevdosfera ustidagi v= +aln/~” +C chizlglaming®V/i(r/,,v,),M,(1/:,7,,

nuqgtalan orasidagi yoyi uzunligini toping.

49. Sfera ustida tomonlari sferaning katta aylanalan yoylandan iboiat
to'g'ri burchakli uchburchak berilgan.U holda

a) uchburchakning yuzasi topilsin;

b) uchburchakning tomonlari orasidagi munosabat topilsin.

50. Ushbu x =ucosVv,y =wusinv,z = av to'g'ri gelikoid ustidagi
n=0,u = a,v =1,v = 1 chiziglar bilan chegaralangan to'rtburchak yuzasi
topilsin.

51. Ushbu .r=acosv,y =isin v,z = u silindri sutning

a) birinchi kvadratik formasi;

b) n+v=0,m-2v=0 chiziglar orasidagi burchak,

c) u=v chiziglar M, (ul,vl),M2u2v2) nuqgtalar orasidagi yoyi uzunligi,

d) uxv=0,v-2 chiziglar bilan chegaralangan uchburchakning yu/usi
topilsin.

52. Birinchi kvadratik formasi ds2~du2+(u2+a2dv2 ko'nnishda bo'lgan
sirtdagi = *av,v = 1 chiziglar  bilan chagaralangan uchburchakning vii/mni
topilsin.

53. Viviani chizig'i bilan chegaralangan gavariq sfenk soha yuzasi topiUin

54. Umumiy uchga ega ikkita katta yarim aylanalardan tashkil topgan v
sferik ikkiburchak deyiladi. Uchidagi burchagi g9 bo'gan sferik ikkibutcliak
yuzasi topilsin

55. Ixtiyoriy silindrik sirtni tekislikka yotqgizish mumkin ekanligini
isbotlang.

56. Ixtiyoriy konussimon sirtni tekislikka yotgizish mumkin rkanliuiHt
isbotlang.
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57 Ixtiyoriy tekislikka yotgizish mumkin bo'lgan sirt biror chiziq
unninalarining gisnndan iborat ekanligim isbotlang

58. To'g’ri gelikoidni katenoidga yotgizish mumkin ekanligim isbotlang.

59 Birinchi kvadratik formasi dsf(u) +g(u))(du2+dv2)korinishga

keltirish mumkin bo'lgan sirtlat Luivill sirti deyiladi. Aylanma sirtga yotgizish
mumkin bo'lgan sirt Luivill sirti bo'lishini isbotlang.

60. Ixtiyoriy aylanma sirtni tekislikka lokal konform akslantirish
mumkinligini isbotlang.

61. Bir sirtni ikkinchi sirtga akslantirishda mos sohalaming yuzalari teng
bo’lsa, bu akslantirish ekvireal deyiladi. Bir sirtni ikkinchi sirtga akslantirish
konform va ekvireal bo’lsa, u holda bu akslantirish izometriya ekanligim
isbotlang.

4 8. Sirtlarning sferik tasviri. Ikkinchi kvadratik forma

Sirtlaming sferik tasviri yoki sferik akslantirish tushunchasi yordamida ham
berilgan sirtning Gauss egriligmi topish mumkin.

Differensial geometriyada sirt nugtalannmg urinma tekislikdan
chetlanishini aniglashda yoki sirt nugtalarim klassifikatsiyalashda sirtning
ikkinchi kvadratik formasidan foydalaniladi. Bu paragrafda sirtlarning sferik
tasvirini. ikkinchi kvadratik formasini, to'la va o'rta egriligini topishga doir
misol va masalaiar keltirilgan.

Asosiy tushunchalar

Bizga @ sirt va uning (f,G) parametrlash usuli r=r(u,v) tenglama
yordamida berilgan bo'lsin.

4 .1-Ta’rif. Ushbu ds2= Ldul+2Mdudv + Ndv1lifoda r = r(u, v) tenglama
bilan berilgan sirtning ikkinchi kvadratik formasi,

Xuu Yun Zuul Xuv yuv Z UV\ Xw Yy\> zw

X u Yun zul X u Yun 2u I xu Yn zu
L:(I:UV,I:\]):l/t y Vv 2v\‘ M =(I'L|V,n):£, yv  2V\N N:(i’uv,n): Xv yv 2V
VF.G-F teG-F2 N\EGF2
ikkinchi kvadratik formamng koeffitsiyentlari deyiladi (22-rasm).

Berilgan @&  sirtning birinchi va ikkinchi kvadratik formalari
koeffisiycntlaridan tuzilgan
AJE(p) RPN\ B=[L(P) Mi])]

\F(p) G{p))’ IM (p) N (p)J
matritsalarni kiritamiz. Ma’lumki, dettAl>® bo'lganligi uchun teskan A 1

matritsa mavjud. A matrisa uchun quyidagi tasdiq o'rinlidir.
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1-Tasdig A IB matritsaning xos sonlari haqigiy bo*lib, ului lihi
bo'lganda ularga mos keluvchi xos vektorlar o'zaro perpcndikuluidii

22 —rasm
4.2-Tarif. Yugoridagi matrisaning xos sonlarini ,, A2 deb, xos vektorlarim

e[,e2 kabi belgilangan bo'lsa, \. Aj munosabat bajarilganda e va (;
vektorlar aniglovchi to'g'ri chiziglar p nuqtadagi bosh yo'nalishlar deb ataladi
4.3-Ta'rif. Ushbu /(a.a) munosabat bilan aniglangan son ® sirtmng /~
a,a
nuqgtadagi a yo'nalish bo'yicha normal egriligi deyiladi va k,(a) bilan
belgilanadi.
2-Tasdig. A 1B matritsaning xos e, va ér vektorlar yo'nalishlari bo'yicha

normal egriliklar mos ravishda shu matritsaning xos sonlariga teng bo'ladi Hosli

yo'nalishlarga mos keluvchi normal egriliklar bosh egriliklar deb ataladi
4.4-Tarif. Regulyar ® sirtnmg p nugtasidagi bosh egriliklar kt,k7 bo'lsn,
K ‘bK

n=- 2 va K=kt k, ifodalar mos ravishda @ sirtning p nugtadagi o'ltn

va to'lig (yoki Gauss) egriliklari deb ataladi. Bosh egriliklar det]/f XA (

tcnglamaning echimi ekanligini hisobga olsak

_LN-M2 |\ll’_lEN—ZFM+GL

EG-F 2 EG-F2
formulalami hosil gilamiz. Birinchi kvadratik forma musbat aniglnngnni in Ihiii
Gauss egriligining ishorasi LN - M 2 fodaning ishorasiga bog ligdn Agm /™

nugtada K>0 bo'lsa. uni elliptik nugta, K< 0 bo'lsa, giperbolik inujln, ««hi
K =0 boisa, p ni parabolik nugta deb ataymiz.
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23 —rasm
3-Tasdig. Ixtiyoriy a e T® urinma vektor uchun
Kr(a) = K, cos2p+k2sin2p
tenglik o'rinlidir. Bu crda *,,*-bosh egriliklar bo'lib, aniglik uchun kt > k2 deb

hisoblaymiz.
Regulyar ® sirtning p nugtasini fiksirlab, ixtiyoriy unnma a vektor

bo'yicha kn(a) normal egrilikni hisoblab, urinma tekislikda a yo'nalish

bo'yicha boshi p nugtada joylashgan uzunligi ~i= ga teng bo'lgan kesma olib,
VI*L
bu kesmalar uchlarining geometrik o‘mini D’yupen indikatritsasi deb ataymiz
(23-rasm). Ta’rifdan foydalanib, D 'yupen indikatritsasi uchun ushbu
L m,v,)*2+2M(m, vO)xy +N(u,, vO)y el
tenglamani hosil gilish mumkin. Demak, D ’yupen indikatritsasi ikkinchi tartibli
chizigdir. Shuning uchun, agar

a) LN - M' >0 bo'lsa, D’yupen indikatritsasi ellips;
b) LN - M 1< 0 bo'lsa D 'yupen indikatritsasi ikkita go'shma giperbola;
c) LN - A/* =0 bo'lsa D’yupen indikatntsasi 2 ta parallel to'g'ri chizigdan

iborat bo'ladi.
Misol va masalaiar yechish namunalari

1- masala. Torning sferik tasvirim toping.
Yechish. Buning uchun torning parametrik tenglamasini olamiz:
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.r=(a +bcosu)cosv
my = (a + ftcosi/)sinvO<¥<2m0<v$2rra>b <0
z=bsinn
So'ngra uning birlik normal vektonni topamiz:
A= cos//cos Vi +cosusin Vvj +sin uk

Normal vektorning boshim koordinatalar boshiga keltirib uning iithlitti
chizgan chizigni aniglaymiz. Paramertlarning o'zgarishim hisobga olsak. tommy
sferik tasviri ikki marta goplaydi. Toming eng yugon va eng quyi parallclimi
mos ravishda sferanmg shimoliy vajanubiy qutblariga o'tadi

2 - masala Ushbu z = f(x,y) tenglama bilan berilgan sirtning ikkuu In
kvadratik formasi aynan nolga teng bo'lishi uchun bu sirt tekislik yoki uning
gismidan iborat bo'lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang

Yechish Zaruriyligi Masalanmg shartiga ko'ra, ;?«:8 sistemaninn
| =0

yechimi tekislikni ifodalashini ko'rsatishimiz kerak Bu sistemadagi birinchi
tenglamani mtegrallab, zx=a +<p(y) funksiyam hosil qilamiz Topilgan
funksiyadan y bo'yicha hosila olib nolga tenglaymiz. Natijada. rn,= <p{y) — <
va <p(y) = const munosabatlarni olamiz. Endi zx=a+(p(y)=a+h=i deb
belgilash kiritib, oxirgi tenglikni mtegrallaymiz. Hosil bo'lgan z = cx+i//( V)
ifodadan ikki marta hosila olib, nolga tenglash natijasida i//(y) funksiya chizigli
ekanligi kelib chigadi. Nihoyat z=cx+dy+e ko'nnishdagi tekislik
tenglamasiga kelamiz.

Yetarliligi Bizda z =ax+hy+c tenglama bilan tekislik berilgan bo'lsin
Bunda ikkinchi kvadratik formaning

N = Koeffis 1eM11an 111

hisoblab, ulaming aynan nolga tengligini hosil gilamiz. Tasdiqg isbotlandi
Masala va misollar

Quyidagi sirtlaming sferik tasvirim toping:
. Sfeta

. Ellipsoid

. Elliptik paraboloid

. Bir pallali aylanma giperboloid

. IKki pallali aylanma giperboloid.

. Elliptik silindr.

0~ WNpR
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7. Parabolik silmdr

8. Giperbolik silmdr.

9. Aylanma silindr.

10. Katenoid

11. Psevdosfera.

12. Tor.

13. y = x>silmdr.

14. To'g'ri gelikoid.

15. Fazoviy f =t'U) chizig urinmalarinmg gismlaridan iborat sirtning
sferik tasvirini toping.

Quyidagi aylanma sirtlarning ikkinchi kvadratik formasini toping:

16. x = f(u)cosv,y =/(M)sin v,z — g(u) aylanish o'gi Oz bo'lgan
aylanma sirt

17. x = Rcosucosv,y = 4 cosi/sin v,z = Rsm u -sfera.

18 x=acosucosv,y —acosnusmyv,z = csmmn -aylanma ellipsoid.

19. x = achu cosv, y = achu sin v,z = cshu -bir pallali aylanma giperboloid.

20 t = ashucos XNy = ashusinv, z = cchu -ikki pallali aylanma
giperboloid.

21.X =WwcosV,y = «sin v,z = u2 —aylanma paraboloid.

22. X=4cosV.y = y'sinv,z = n -aylanma silindr.

23 X-uncosv,y =usinv,z -ku (u * 0) -uchga ega bo‘'lmagan aylanma
konus

24 r - (a+bcosu)cosv, v=(« +bcosu)smv,z=6smu -tor (0<b <a).

25 x”™ach cosv,y-ach- sinv,,z =v -katenoid.
2 2

26. X =«smMcosv,_y = asmusm v,z — a(Inf#”~ +cosu),(u -

psevdosfera.

27. Ushbu X = cosv,” = «smv,z = av -to'g'ri gelikoidning ikkinchi
kvadratik formasini toping.

28. Tekislikning ikkinchi kvadratik formasi egri chizigli koordinatalarm
tanlashga bog'liq bo'Imagan holda aynan nolga teng ekanligini isbotlang.

29. Ushbu z = f(x,y) ko'rinishda berilgan sirtning ikkinchi kvadratik
formasi aynan nolga teng bo'lsa, berilgan sirt tekislik yoki unmg gismi
ekanligini isbotlang

30. Katenoid tenglamasini quyidagi

X = NW2+a2cosv,y = n/m2+a2sinv,z = aln(u +V«J +a2) ko'rinishda
bensh mumkinligini ko'rsatmg. Yuqoridagi parametrlash usulida katenoidnmg
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ikkinchi kvadratik formasini hisoblang va koordinat chiziglarinmg noimnl
egriliklanni toping.

31. Biror fazoviy chizigga o'tkazilgan urinmalaming gismlaridan ibornl vV
sirt berilgan. Bu sirtning bosh egriliklanni toping.

| 2 2
32. Ushbu X___t\;/___f_ -1 = 0 ikki pallali giperboloidnmg uchlaridagi
a c

bosh egriliklarini hisoblang.

33. Uchbu x=wucosv,y =ivsinv,z = av to'g'ri gelikoid bosh yo'nalishi va
bosh egriligi topilsin

34. To'g'ri gelikoid bosh yo'nalishlari uning yasovchilari va vint chizig'i
orasidagi burchakni teng ikkiga boiishini isbotlang.

35. Ushbu z = xy sirtning A/(l;1;1) nugtasidagi bosh egriliklanni hisoblang

36. Ushbu x -+ =2z sirtning M(0;0;0) nugtasidagi bosh egriliklanni
P 4
hisoblang.

37. Ushbu X = wucosv,y = usinv,z = Am sirtning ixtiyoriy nugtasida bosh
normal kesimlaming bittasi to'g'ri chizig ekanligini isbotlang.

i x2 .
38. Berilgan v=— sirtning

a) ixtiyoriy nuqtadagi;
b) berilgan sirt va z=* tekisliklar bilan kesishishidan hosil bo'lgan chiziq
nugtalaridagi, shu chizigqga o'tkazilgan urinma yo'nalishida;

x1
c) M(2;2;4) nugtadagi y = —,z = X2 chizigga o'tkazilgan urmma

yo'nalishidan normal kesiming egriligini toping.

39. Ushbu x =m2+v2y = M2-v2z =nv sirtda P(u = 1;v = 1) nugta
berilgan

a) Berilgan sirtmng P nuqgtadagi bosh egriliklanni toping;

b) Ko'rsatilgan nugtada bosh normal kesimga o'kazilgan PTXPT2
urmmalarnmg tenglamarini toping;

¢) v=wun2chizigga o'tkazilgan urinmadan o'tuvchi P nuqtadagi normal
kesim egriligini hisoblang.

9

40 Bizga z = 2x2+- y 2 sirt berilgan bo'lsin

a) Sirtning koordinata boshidagi Dyupen indikatrisasi tenglamasini tuzing.

b) Koordinata boshidagi urmmasi Ox o'qi bilan 45" li burchak tashkil
etuvchi normal kesimming egrilik radiusim toping.

41. Sirtning M nugtasidagi urinma tekisligida bir - biri bilan n ga teng
n
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burchak tashkil etuvchi n ta to'g'ri chiziq o'tkazilgan. Agar berilgan to'g'ri

chiziglarga urinuvchi chiziglaming normal egnliklari bo'lsa,

*(~N+ *+..+ ~)=H munosabat o'nnli ekanligini isbotlang.
nr r r

42. Aylanma ellipsoidmng uchidagi M nugtasida mumkin bo'lgan
chiziglar o'tkazilgan. Bu chiziglaming M nugtasidagi egrilik markazlandan
iborat shaklni toping

43 Yoyiluvchan sirt barcha nuqtalaridagi to'la egriligi nolga tengligi bilar
xarakteriamshmi isbotlang

44. Ikkinchi kvadratik formasi to'la kvadratdan iborat sirtlami toping

45. Aylanma sirtlaming bosh egrilik radiuslaridan biri normalning sirt va
aylamsh o'gi orasidagi kesmasiga tengligini isbotlang.

46. 3 bob 3 § dagi 1-11 masalalarda berilgan sirtlaming to'la egriliklanni
bosh egriliklar ko'paytmasi sifatida (kvadratik formalarini hisoblamasdan)
toping

47. Parabolani direktnsa atrofida aylanishdan hosil bo'lgan sirtda
R = 2\RZ\munosabat o'nnli ekanligi isbotlansin Bu yerda R ,Rz -bosh egrilik

radiuslari

48. Sirt to'la egriligining izotermik koordinatalardagi ifodasini toping

50 Birinchi kvadratik formasi

ds2=du2+e2'dv'
ko'rinishda bo'lgan sirtning to'la egriligi toping.
X2 y2 L L .
51. Ushbu — +—~=2z paraboloidning to'la egriligim toping.
P 4

52. Birinchi kvadratik formasi ds2= du2+2coswdudv +dv2 ko'nnishda
bo'lgan sirtning to'la egriligi K= sino formula yordamida hisoblanishini
isbotlang.

53 Ushbu F(X,y,z) =0 tenglama bilan berilgan sirtning to'la egriligini
hisoblang.

54 Binnchi kvadratik fomiasi ds2= ko'rmishida bo'lgan

(a2+v2+c2)2

sirtning to'la egrilikgi o'’zgarmas ekanligi isbotlansin.

55 Fazoviy chiziqga o'tkazilgan bosh normallar(binormallar)ning
gismlandan iborat sixtnmg to'la egriligini toping.

56 Ushbu x=ucosv,y=usmv,z=av- to'g'ri gelikoidning to'la va
egriliklanni toping. Qaysi chiziglarda to'la egrilik o'zgarmas bo'ladi?

57. Ushbu z = f(x,y) sirtmng to'la va o'rta egriliklarini toping.

58. Ushbu z =/ (p),p = = j2+Yy2 aylanma sirtning to'la va o'rta
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egriliklanni toping

59 Radiusi a teng aylanma silindrning orta egriligmi toping

60. Egriligi nolga teng bo'lmagan L chizigni | o'q atrofida uyliHitiiialiilnii
hosil boigan S sirt berilgan. Agar L chiziq / o'gga nisbatan botiq Iwt'Uit, m
holda 5 sirt elliptik nuqgtalardan; agar L chizig / o'qgga nisbatan gavnntq bo lin
u holda S sirt giperbolik nugtalardan tashkil topganligini isbotlang

61. Torning elliptik, giperbilik va parabolik nugtalarim toping

Quyidagi chiziglami berilgan o‘q atrofida aylantirishdan hosil boYuyHu
sirtlarning elliptik, giperbolik, parabolik va yassilamsh nugtalarim aniglmit!
(agar ular mavjud boisa):

62. y = sin x,(x * 7 sinusoida, Ox o'gi atrofida;

63. y = smx,(X * n&) sinusoida, Oy o'qi atrofida,

64. y =\ (X * I) chizigq, Ox o'gi atrifida;

65. y = In X chizig, Oy o‘qi atrofida;

66. Xy=1 x>8.r*J)—L giperbolanmg bitta shoxchasi. AX+F\ 0

to'g'ri chiziq atrofida

Quyidagi ikkinchi tartibli sirtlarning elliptik, giperbolik, parabolik vt
yassilanish nuqtalanni aniglang (agar ular mavjud bo'lsa):

67. Ellipsoid

68. Bir pallali aylanma giperboloid.

69. Ikki pallali aylanma giperboloid.

70. Elliptik paraboloid.

71. Giperbolod paraboloid.

72. Elliptik silindr.

73. Paraboloid silindr

74. Giperbolik silindr.

75. Uchga ega bo'Imagan konus.

76. Ushbu 2 = g/x2 +y 2 aylanma sirtining elliptik, giperbolik, parabolik vn
yassilanish nugtalarmi(agar ular mavjud bo'lsa) aniglang.

77. Ushbu x +y = z3 sirtining barcha nuqtalari parabolik ekanligi
isbotlang.

78. Toia egrilik nolga teng bo'lImagan dumaloglanish nigtalarulan ibomi
yagona bog'lanishli sirt sfera yoki uning gismi ekanligini isbotlang

79 Sirtidagi nugta dumaloqlanish nugtasi boiishi uchun shu nugluda

E,—? Sy shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang

80. Aylanalar sirt dumaloglanish nuqgtasining geometrik yasasli iinuliiil
ko'rsating.

81. v=sinx,(x * nK) sinusoidani Ox o'gi atrofida aylanishidnn hoail Ini'|]|M
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sirtning dumaloglanish nugtalarini aniglang.

Quyidagi sirtlaming dumaloglanish nuqtalarini toping:
82. Aylanma ellipsoid.

83. Aylanma paraboloid.

84. Elliptik paraboloid

85. Uch o'qli ellipsoid.

86. Ikki pallali giperboloid
2 2
v
87. Ushbu x = l +V,y =u+— ,z =uv sirtning dumaloglanish nugtalari

m=v, u+V+1=o0 chiziglardayotishini isbotlang.

88. Dumaloglanish nugtasi A 2= K tenglik bilan ifodalamshim isbotlang

89. Yagona yassilamsh nuqgtasiga ega sirtga misol keltirmg.

90. Yassilamsh nugtalari chizigni tashkil etuvchi sirtga misol keltirmg,

91. Barcha nuqtalan yassilamsh nugtalaridan iborat sirt tekislik yoki
tekislikmng gismi ekanligi isbotlansin.

5 8. Qo'shma to'r va asimtotik chiziglar. Egrilik chiziglari. Ceodezik
chiziglar

Sirtlar nazanyasida qo‘'shma yo'nalishlar va asimptotik yo'nalishlar
muhim tushunchalar hisoblanadi. Sirtlardagi geodezik chiziglar xossalariga
ko'ra tekislikdagi to'g'ri chiziglarga yaqin turadi.

Asosiy tushunchalar

5.1-ta'rif Sirt ustida chizigqlaming ikkita oilasi berilib, sirtning har bir
nuqtasidan bu oilalarga tegishli bittadan chiziq o'tsa. bu ikki oila sirt ustida to'r
tashkil giladi deyiladi.

5.2-ta’rif. Sirtning berilgan nugtasida unga urinuvchi ikki to'g'ri chiziq,
shu nuqtadagi egrilik mdikatnsasiga nisbatan go'shma bo'lsa, bu chiziglaming
yo'nalishlari go'shma deyiladi.

5.3-ta'rif. Sirt ustidagi chiziglaming ikkita oilasiga tegishli chiziglaming
kesishgan nugtalaridagi urmmalaming yo'nalishlari o'zaro go'shma bo'lsa, bu
ikki oila qo'shma to'rm tashkil giladi deyiladi.

5.4-ta’rif. Har bir nuqtasidagi urinmasi sirtning shu nugtadagi asimptotik
yo nalishi bo'yicha yo'nalgan chizig sirtning asimptotik chizig'i deyiladi.

Bizga ® sirtning (f,G) parametrlash usuli

r =r(u,v)

tenglama yordamida, bu sirtning urinma tekisligida ikkita (du;dv) va (8u\Sv)
yo'nalishlar  berilgan  bo'lsin. Berilgan  yo'nalishlar  uchun  ushbu
LduSu +M (duSv +dvSti) +NdvSv = Q munosabat o'rinli bo'lsa, ular go'shma
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yo'nalishlar bo‘ladi. Asimptotik yo'nalish 0'z -o'ziga gqo'shma boigniu imin
ushbu Ldu +2Mdudv +Ndvdv - 0 tenglama bilan amglanadi

5.5~ta’rif. Sirt ustidagi chizigning har bir nugtasidagi urinmasi WHLUMNLL
shu nuqtadagi bosh yo‘nalishlaridan biri bilan ustma-ust tushsa. bundiiv 1m/un|
sirtning egrilik chizig‘i deyiladi

Bizga regulyar @ sirt va unda yotuvchi ikki marta differensiallamivi In
parametrlangan y egri chiziq p = p(t) tenglama bilan berilgan bo‘lsm

5.6-ta'rif. Berilgan y chiziq parametri t ning har bir giymatida />(I)
vektor sirtning Yy(t) (bu yerda y(t) radius vektori p(t) boigan mul]la)

nuqtasidagi urinma tekislikka perpendikular boisa, bunday chiziq geodc/.ik
chiziq deyiladi.

Masala va misollar yechish namunalari
X=UN+V
1l-masala. Ushbu y -u-v sirtustidagi n-+v = const chiziglar oilasiga
zZ=w
go'shma boigan oila topilsin.

Yechish. Malumki, biror F sirt urinma tekisligida berilgan (a,,a2
yo'nalishga qo'shma yo'nalishni (/>;/>) deb olsak, ular uchun quyidagi
munosabat o'rinli: Labx+2M(a”bl +a2ft,)+ Nazb2 =0.

Berilgan chiziglar oilasi urinmasining yo'nalishi (-I;I) ekanidan, hamdii

F sirtning ikkinchi kvadratik formasi koeffitsiyentlari
2
L=N-0 M =— ga tengligidan, go'shma yo'nalishnmg
VA +2n2+2v2
differensial tenglamasi du -dv =0 ekani kelib chigadi.
Demak, n-v = const chiziglar oilasi biz izlagan oila ekan

Masala va misollar

1. Sirt ustida n = const, v = const koordinata chiziglari bilan go'shma lo’i
hosil giluvchi chiziglar oilasining differensial tenglamasi tuzilsin.

2. Sirt ustida P(u,v)du2+0(u,v)dudv +R(u,v)dv2 =0 differensial
tenglama bilan berilgan chiziglar oilalarining go'sma to'r hosil gilish shartmi
toping.

3. Ushbu X =wucosv, y = usinv, z = av gelikoid ustidagi
v2du2 - u2dv2 = 0 chiziglar go'shma to'r hosil qgilishini isbotlang

4. Sirtdagi ushbu w(ii, v) = C chiziglar bilan go‘'shma to'r hosil gihivi lu
chiziglar oilasining differensial tenglamasi tuzilsin.

5. Ko'chirish r = rqu) +r2(v) sirtining koordinat chiziglari qo'tiimi in i
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hosil qgilishini isbotlang
XZ 2

6 Ushbu — +1b = 2z elliptik paraboloidm x +y =C tekisliklar bilan
a

kesish natijasida hosil boigan chiziglar oilasi bilan qo'shma to'r hosil giluvchi
chiziglar oilasini toping (bu yerda C - ixtiyoriy o'zgarmas son).

7. Ushbu xyz = 1 sirtning M (3,1,1) nugtasida <5(1,-2,1) yo'nalishga
go'shma bo’lgan yo'nalish topmg

8. Sirtdagi bir parametrli chiziglar oilasi AU, v)Ju+B(WV\V—o differensial
tenglama bilan benlgan. Bu chiziglar oilasi bilan go'shma to'r hosil giluvchi
chiziglar oilasi uchun differensial tenglama tuzmg.

9 Yoyiluvchi sirtdai to'g'ri chizigli yasovchilar ixtiyoriy bir parametrli
chiziglar oilasiga go'shma ekanligi isbotlansin.

10. Ushbu X =uncosv, y = usinv, z = v+u gelikoid ustidagi n+v==_C
chiziglar oilasiga go'shma bo'lgan chiziglar oilasi topilsin

11. Sirtdagi chiziq asimptotik bo'lishi uchun quyidagi:

a) chizigning har bir nuqtasidagi urmma asimptotik yo'nalishga ega;

b) chizigning har bir nugtasida normal egriligi nolga teng;

c) chizigning egriligi noldan fargli nugtalaridagi yopishma tekisligi
sirtmng urmma tekisligi bilan ustma-ust tushishi shartlaming biri bajarilishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

12. Sirtdagi koordinata chiziglari asimptotik bo'lishi uchun ushbu
N - L =0 shartnmg bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

13. Psevdosferanmg asimptotik chiziglarini toping va ulaming Chebishev
to'ri hosil gilishini isbotlang.

14. Bizga ¢ sirtda /-asimptotik chizig berilgan ® sirtning / chiziq
bo'ylab o'kazilgan bir parametrli urmma tekisliklarinmg xarakteristikasi /
chizigning urinmalari bilan ustma-ust tushishi isbotlansin.

15 Aylanma sirt asimptotik chiziglari uchun differensial tenglama tuzmg

16. Katenoidning X = chucosv, y =chusmv, z=u asimptotik
chiziglarini toping

17 Toming asimptotik chiziglarini topmg.

18 To'g'ri gelikoidning asimptotik chiziglarini topmg.

19 Bir pallali giperboloidnmg asimptotik chiziglarini topmg.

20. Sirt to'g'ri chizigning Oz o'gmi \a x =u,y = n? ,Z= u® chizigni
kesib, xOy tekislikka parallel holda harakatlanishi natijasida hosil gilingan.
Hosil bo'lgan sirtmng asimptotik chiziglarini topmg.

21. Ushbu x:YZ—j-,y =j 2—,2 =t chiziq z=—1 L T sirtning asimptotik
chizig'i ekanligini ko'rsating.

22 Sirt fazoviy chizigning bosh normallaridan tuzilgan. Berilgan fazc
chiziqg hosil bo'lgan sirtning asimptotik chizig'i ekanligini ko'rsating.
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23 O rta egriligi aynan nolga teng bo'lgan sirt minimal sin drvilmli
Minimal sirtda asimptotik chiziglar hosil gilgan to'r ortogonal ekanligim
isbotlang.

24. Berilgan sirtning biror nugtasida orta egriligi nolga teng bo'lsa Ini
nuqtada asimptotik chiziglar o'zaro perpendikular bo'lishini isbotlang

25. Tekislikdagi ixtiyoriy chiziq asimptotik ekanligini va aksinchn. agm
sirtdagi ixtiyoriy chiziq asimptotik bo'lsa, bu sirt tekislik yoki uning gismi
ekanligini isbotlang.

26. Berilgan sirtga parallel bo'lgan sirtda, berilgan sirtdagi asimptotik
chiziglarga mos chiziglar asimptotik boiishi uchun berilgan sirt yoyiluvchi
boiishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

27. Sirtdagi / chiziq va uning sferik aksi I mos nugtalarda pcrpcndiknliii
urmmalarga ega boiishi uchun / chizigning asimptotik boiishi zarur va yctaili
ekanligini isbotlang.

28. Sirtdagi chizig egrilik chizig'i boiishi uchun quyidagi

a) chizigning har bir nuqtasidagi urinmasi sirtning bosh yo'nalishi bilan
ustma-ust tushishi.

b) chizigning har bir nugtadasi normal egriligi bosh egriliklardan biriga
teng boiishi.

¢) sirtning berilgan chiziq nugtalaridagi normallari yoyiluvchi sirt hosil
gilishi shartlaming biri bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang

Quyidagi sirtlarning egnlik chiziglari topilsin:

29. Ixtiyoriy silindrik sirt

30. Ixtiyoriy konik sirt.

31. Ixtiyoriy aylanma sirt.

32. Ushbu x - u" +v2,y = u2 —vz,z = vsirt.

33. Ixtiyoriy yoyiluvchi sirt

34. To'g'ri gelikoid.

35. Elliptik paraboloid.

36 Tekislik va sferada ixtiyoriy chiziq egrilik chizig'i ekanligim
isbotlang.

37 Sirtning koordinata chiziglari egrilik chiziglari boiishi uchun

F =M =0 shartmng bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

3 2—3v,z =31‘/2—v .]\siilmny

38. Ushbu X =3n- ml + 3uv2,y =V
koordinata chiziglari egrilik chiziglari ekanligini isbotlang.

39. To'g'ri chizigli yasovchilari perpendikular bo‘'Imagan to'g'ri chi/ii]li
sirtda egrilik chiziglari mavjud emasligini isbotlang.

40. Sirtning egrilik chizig'i nugtalarida o'tkazilgan nonnallan oil«simhik
o'ramasini toping.

41. Sirtdagi giperbolik nuqtalardan tashkil topgan sohada egnlik i lii/ih i
asimtotik chiziglar orasidagi burchakni teng ikkiga bo'lishini isbotinnu

42. Berilgan S sirtga parallel S' sirtdagi S sirtning egrilik c}/k|1A] Jupa
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mos chiziglar yana egrilik chiziglari bo‘lishini isbotlang.

43 Qanday shartlarda berilgan sirtdagi ortogonal to'rga, unga parallel
sirtdagi ortogonal to'r mos keladi?

44 Qanday shartda ellipsoid aylanma kesimlari oilasi, uning egrilik
chiziglari sistemasim tashkil giladi?

45 |xtiyoriy sirtda bu sirtmng egrilik chiziglari bilan ustma-ust tushuvchi
yagona go'shma ortogonal to'r mavjudligini isbotlang.

46 Berilgan sirtni uning egrilik chizig'i bo'yicha kesuvchi sirt uchun bu
chiziq egrilik chizig'i bo'lishi uchun sirtlar o'zgarmas burchak ostida kesishishi
zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

47 Sirtdagi yassi egrilik chizig'inmg sferik aksi aylana bo'lishim
isbotlang.

48. Sirtdagi | chiziq va uning sferik aksi /' mos nugtalarda perpendikular
urinmalarga ega bo'lishi uchun / chizigning egrilik chizig'i bo'lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

49. Sirtdagi geodezik chiziq quyidagi xossalar bilan to'la ifodalanishini
isbotlang:

a) chizigning egriligi noldan farqli har bir nugtasidagi sirtmng normali
chizigning bosh normali bo'ladi;

b) chizigning egriligi noldan fargli har bir nugtasidagi sirtmng normali
chizigning yopishma tekisligida yotadi;

¢) chizigning har bir nuqgtasidagi geodezik egriligi nolga teng;

d) chizigning har bir nugtasidagi egriligi normal egriligming absolut
giymatiga teng.

e) chizigning egriligi noldan fargli har bir nugtasidagi to'grilovchi
tekisligi sirtmng urmma tekisligi bilan ustma-ust tushadi.

50. Sirtdagi har ganday to'g'ri chiziq geodezik chiziq ekanligini isbotlang

51. Ikkita sirt / chiziq bo'ylab kesishadi. Agar | chiziq birinchi sirtda
geodezik bo'lsa, u ikkinchi sirtda ham geodezik bo'lishini isbotlang.

52. Ushbu r =r(u,v) sirtning geodezik chiziglari (N, dr,d2rj= 0 (bu

yerda N - sirtmng normal vektori) differensial tenglama bilan ifodalanishini
isbotlang.

53 Tekislikmng geodezik chiziglari fagat va fagat to'g'ri chiziglar
ekanligini isbotlang.

54 Silindrik sirtda geodezik chiziglar fagat va fagat to'g'ri chizigli
yasovchilari va umumlashgan vint chiziglari ekanligini isbotlang.

B5. Aylanma sirtdagi meridianlar geodezik chiziq bo'lishini isbotlang.

56. Aylanma sirtmng paralleli geodezik chizig bo’lishi uchun meridian
nuqtalarida o'tkazilgan urinmalar aylanish o'giga parallel bo'lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

57. Sferadagi geodezik chiziglami topmg.

58. Geodezik chiziglar asimptotik bo'lishi uchun unmg to'g'ri chiziq
bo'lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.
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59 Geodezik chiziglar egrilik chizig’i boiishi uchun uning ywy Im lultt
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

60. Yoyiluvchi sirtdagi geodezik chiziglar to*g'rilovchi Icki<tltklaiHimy
o'ramasi berilgan sirtning o'zi ekanligini isbotlang.

61. Yoyiluvchi sirtdagi geodezik chiziglaming Darbu vektori shn
nuqtadagi to'g'ri chizigli yasovchilari bo'ylab yo'nalganligini isbotlang

62. Fazoviy chiziqg to'g'rilovchi tekisliklari o'ramasidan iborat sirtning
geodezik chizig'i berilgan fazoviy chizig ekanligi isbotlansin

63 Sirtdagi chiziglaming geodezik egriligi kg = (m,r, r)
formula bilan hisoblanishini isbotlang (bu yerda m- sirtning birlik normal
vektori).

64 Sirtdagi chizigning geodezik egriligi chizigning shu nugtada sirtga
o'tkazilgan urinma tekislikka proyeksiyasining egriligiga tengligmi isbotlang

Quyidagi chiziglaming geodezik egriligini toping:

65 Radiusi R ga teng sferada yotuvchi r radiusli aylana

66.Ushbu X =wucosv, y - «sin v, z=av gelikoid ustidagi v = const vinl
chizig'i

67. Ushbu X=wucosv, y =usinv, z=/(v) sirtdagi n=const va
v=const chiziglar

68. Asimptotik chizigning geodezik egriligi uning egriligiga teng
ekanligini isbotlang.

69. Sirtdagi chiziglaming geodezik buralishi ug=(?, m, rfi)
formula bilan hisoblanishini isbotlang (bu yerda m- sirtning birlik normal
vektori).

70. Sirtdagi chiziq egrilik chizig'i boiishi uchun har bir nugtada lining
geodezik buralishi nolga teng boiishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang

71. Asimptotik chizigning geodezik buralishi uning buralishiga teng
ekanligini isbotlang.

Quyidagi sirtlarning geodezik chiziglarini toping:

72. To'g'ri gelikoid:

73. Psevdosfera.

6 8. Skalyar va vektor maydonlar

Matematika, fizika va boshga amaliy fanlarda uchraydigan kattaliklai ikki
xil bo'ladi. Ba’zi kattaliklar maium o'lchov birligida olingan son giymnti bilan
oichanadi. Masalan, vaqt, harorat, kesmaning uzunligi, yuza, hajm, massa knbi
kattaliklar. Bunday kattaliklar skalyar kattaliklar deyiladi Son qiyninli va
fazodagi yo'nalishi bilan ifodalanadigan fizik kattaliklar vektor kallaliklai
deyiladi. Masalan, kuch, tezlik, tezlanish va boshga shunga o'xshash kallnliUni
Bu paragrafda skalyar va vektor maydonlarga doir misol va masalalai kpllinla.li
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Asosiy tushunchalar

6.1-ta'rif. Skalyar maydon ushbu ko‘rimshdagi n=u(P)=u(x,y,z)=u(r)
skalyar funksiya yordamida amglanadi, bu yerda P(X,y,z) -fazodagi nuqta,

r = xi +yj +zk vektor esa, bu nugtamng radius  vekton.

6.2-ta’rif. Ushbu L f = "i(X,y,z)= (" (%, ¥,z)e R3,C = constj to'plam
skalyar maydonning sath sirti deyiladi.
6.3-ta’rif. Skalyar maydonm aniglovchi u(r)=u(x,y,z) funksiya

differensiallanuvchi bo‘lsa, ushbugradu = Vm="J + + (N K vektor
9 e Tay TR

maydon berilgan skalyar maydonning gradiyenti deyiladi.

Ko'rmib turibdiki, u(r)=u(x,y,z) skalyar maydon gradiyenti u-C
skalyar maydon sath sirtinmg normali bo'yicha yo'nalgan bo'ladi.

Vektor maydon ushbu a =a(P) =a(r)= axx,y,2)f +ay(x,y,z)j+a,(x,y,z)k
vektor - funksiya bilan amglanadi.

6.4-ta'rif. Ushbu skalyar diva = funksiyaga berilgan

a=a(P) =a(r) =ax(x,y,2)i +av(x,y,z)j +az(x,y,z)k vektor maydonnmg
divergensiyasi deb aytiladi.
L} _| O,
6.5-ta rif. Ushbu rota da, Vo (8ar @)=t (dy  dare
vektor maydon berilgan a =a(P) =a(r)= ax(x,y,z)f+ay(x,y,z)j +at(x,y,z2)k vektor
maydonning rotatsiyasi deyiladi
Berilgan u(r)=u(X,y,z) skalyar maydonnmg berilgan N\ax,av,az)

Al i ilasi Oy = ~ n—
yo nalish bo'yicha hosilasi ushbu @L c»(Cosa+ dycos/3+ 55 Cosy formula

yordamida hisoblanadi (bu yerda

a ut}i/ a,
X cosB 7 ,cosv= -4yii=
i a

A

a® +a2 +a2
ux y z

Misol va masalalar yechish namunalari

XJ 2
1-masala Ushbu n=— +E— maydonnmg XOy tekisligida sath
a

chiziglarini toping.
Yechish  Sath sirtinmg ta’rifiga ko'ra,

Lc= §_ar+_bl_ =C: (X,y)e R2C = const >to'plam berilgan maydonning sath
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24 —rasm
chiziglarim ifodalaydi. Ravshanki, agar C<() bo'lsa, hagigiy tekislikda /.
to'plam bo‘sh to'plamdan. ('-0 boigan holda, £0;0) nuqtadan, ('>
boigan holda esa, markazi koordinata boshida boigan simmetriya o'glai
koordinata o‘qlaridan iborat ellipslar oilasidan tashkil topadi (24-rasm).
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X
2-ma.sala Ushbu n= —
al

Ycchish Berilgan maydonning sath sirtlari

XV
bo‘lsa, Lc tofplam Oz o‘qi bo‘yicha keshishuvchi ikkita _b =0 va
a

\Y
* +'b = 0 tekisliklardan, aks holda simmetriya tekisliklari XUz va yOz
a

. - . . . - XV XV
koordinata tekisliklaridan, asimptotik teklsllklarl———Bz 0 va —+h—= 0
a a

tekisliklardan iborat o'zaro go’shma giperbolik silindrlar oilasidan tashkil topadi
(25-rasm).

Misol va masalalar

Quyidagi maydonlarmng sath chiziglarini toping (fagat xOy tekisligida
garangj:

1 «=x2+/.

2. N=Xr-y2.

g y-2rzyH

Quyidagi skalyar maydonlarmng sath sirtlarini toping:

6. U=X+y +Z.

7.u=JX2+y2+72.

8. U=x2+y2-72.

9. U=ybR+yr-Hr+8)2 +'x2+y2-+z-8)2.

10. Ushbu n=x2-2xry +xy2+1 skalyar maydonning m( ) nugtadagi,
[(3;4) vektor yo'nalishidagi hosilasmi toping.

11. Ushbu n=xy2+z’ - xyz skalyar maydonning ju(1,1,2) nugtadagi,
koordinata o'qlari bilan mos ravishda a =60°, p= 45°, y =60“ burchaklar tashkil

etuvchi yo'nalish bo'yicha hosilasmi toping.
Quyidagi skalyar maydonlarmng statsionar nuqtalarini topmg:

12. - x3+y3-3xy.
13. N=2y2+72-xy-yz+2X .
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Quyidagi skalyar maydonlammg gradiyentini toping:
14.  a) N=x2+2v2+3z2-xz +yz-xy; b) n-yjx2+y2+ ;c)
1

15. n=x5+Y +r5-3axyz.

16. u=xyzexr*.

17. m—areteriy—fz:—xyi.

Xy-yz-x

18. Ushbu n="#a+v5-3ry skalyar maydonning M(2;l) nugtadagi
gradiyentini toping.

19. Ushbu u=x2+y2+z2 skalyar maydonning J1/(2;—2;l) nugtadagi
gradiyentimng kattaligi va yo‘nalishini toping.

20. Ushbu n=x2-+2y2+3z2+xy+3x - 2y-6z skalyar maydonning
-4(201), 0 (0,0,0) nugtadagi gradiyentining kattaligi va yo'nalishini toping. Qaysi
nugtada gradiyent nolga teng9

Quyidagi berilgan maydonlarning ko rsatilgan nugtalardagi gradiyentlan
orasidagi burchakm topmg:

21. H=In— - SyLD.
X’ [2 4j

22. 1 _X—+yy-_7_—z/4(|,2,2),»(-3,1,0).

23. Ushbu n=x2+y2-z2 v= arcsmx—i; skalyar maydonlarning JVII,1,-JI)

nuqtadagi gradiyentlari orasidagi burchakni topmg

24. Ushbu n-5x2vz - IxyZ +5xyz; skalyar maydonning a -8 4j +8*
vektor yo nalishidagi A/(l,1,I) nugtadagi o'sish yoki kamayishini amglang.
Berilgan maydon tezliginmg o'zgarish tezligini topmg.

25. Ushbu M=In(vv+;j; funksiya gradiventi 16i +/ gateng boiadigan
nuqta topilsin.

26. Ushbu ' ::;(2t+t\)@+§% skalyar maydonning M(x,y,z) nugtadagi shu
nuqgta radius vektori yo‘nalishidagi hosilasim toping. Bu hosila gradiyent
uzunligiga teng boiadigan nugtani aniglang

27. Ushbu n—wx,_y,2) skalyar maydonning v=w(X,_y,z) maydon gradiyenti
yo‘nalishidagi hosilasini toping. Qanday holda u nolga teng boiadi9

Quyidagi formulalaming to‘griligmi isbotlang:

28. grade =0, ¢ - const.

29. grad(ti +v) -gradn-+gradv.

30. grad (mv)=vgradu-+ugradv.
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J1 grad(cnm)=cgradu, c- const.

32 gradh)’\\/%rad rr%%v

33 grad f(u) =f' (u)gradm

34 gradu" =nu" gradu

Quyidagi r=]r] ga bog'lig skalyar maydonlarning gradiyentim toping:
35. gradr

36. gradf”).

37. gradf', n~ natural son.

39. gradinr.
40 grad (c r), c- const.

42 grad (cxry, c —const .

Quyidagi formulalarning to'griligini isbotlang:

43. grad f(u,v,w)—ajgrad M+g/grad v+§Ngradm .

44. (r m\V)rr =nr"

45. (v-s/)f=v.

46 Ushbu f(u.vw) uchta egri chizigli ortogonal koordinatalarga bog'liq

skalyar maydon gradiyentmi hisoblash formulasini toping.

47 Skalyar maydon gradiyentim hisoblash formulasining silindrik

koordinatalardagi ifodasmi toping.

48 Skalyar maydon gradiyentim hisoblash formulasining silindrik

koordinatalardagi ifodasini toping.

Quyidagi skalyar maydonlarning gradiyentmi silindrik koordinatalarda

hisoblang:

49. N=z +rtfl.

50. n=zrop.

51 w=zsin 3+r.

52. V- zcoscp +T1.

53. u=zsin2p+r2.

54. Skalyar maydon gradiyentim hisoblash formulasining sferik

koordinatalardagi ifodasmi toping.

Quyidagi skalyar maydonlarning gradiyentim sferik koordinatalarda

hisoblang:

55. n=p(p.
56. n=ps. .
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57. N-pap.

58. n=6sin>+p .

59. u-BCosip+p .

Quyidagi vektor maydonlarning integral chiziglarini topmg:
60. a = —¢cyT +cxj, ¢ — const.

61. a=xi +yj +2zlc.

62. a=x4 +yrJ +zZX .

63 a=yT +x].

64. A=XT+y] +zk .

Quyidagi vektor maydonlarning divergensiyasini topmg

65. r = Xyzi +(2x +3y +2)j +(x1+z2

66. V=(6x2: -z' +yz - 5 T+(4X’y +xz +2)] +("v - bxzl- 3)f
Quyidagi forifiulalarning to‘griligmi isbotlang:

67. dive = 0, ¢ - const.

68. div (a +fi) = diva +divE .

69. div(cd)= cdiva, c - const.

70. div(na) = ndiva +iagrad un.

71. div(i/c) = cgradu, c - const.

Quyidagi vektor maydonlarning divergensiyasini topmg:
72. divr.

73. div{f(r)r).
74. div

75 div(r'r).

76. div(gradf(r)).

77. div(gradu).

78 div(ugradu)

79. div(ugradv).

Quyidagi vektor maydonlarning divergensiyasini toping, bu yerda
C, C, - 0‘zgarmas vektorlar:

80 div(?,r).

81. div(rzc).

82. diy(f(r\e).

83. div(r xc).

84 div(p,ct)c.

85. div(r,c)r.

86. div(3,v)s, S-o‘zgarmas birlik vektor.
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87 div(<? x(f x<?)

88 JivX+y +Zf
Xyz
Quyidagi shartlami ganoatlantiruvchi f(r) funksiyani toping.

89 div(gradf(r))=0.
90. 2rdiv(gradf(r)) =

91. diva ning silindrik koordinatalardagi ifodasini topmg.

92. diva ning sferik koordinatalardagi ifodasini toping
Quyidagi vektor maydonlarning rotatsiyasini toping:

93. a=yZT+zX] +xry

94. a = xyzT +(2x +3y- z)j +(M2+z2)f
Quyidagi formulalammg to‘griligim isbotlang:

95 rot(a +S)= rota +rotfj .

96 rot(ua)=u rota +gradmnx.a.

97 rot(axb)=*frota-aroth
Quyidagi vektor maydonlarning rotatsiyasini toping, bu yerda S, St -o'zgarmas
vektorlar:

98 rotS

99 rotl”
100 rot(v xs).
101 rot((r,c)r)
102 ror((f,?,)?).
103 rot((f xc)xct) .
104 rot{fA\n)r)
105 rot(f(r)c)
Quyidagi formulalaming to'griligini isbotlang:
106 rot(grad u)=0.
107 div(rota)= 0.
108 div(gradu) = Au
109. rotrota = graddiva - Aa, Oa = AaxXT+A aJ +Aafi.
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JAVOBLAR VA KORSATMALAR
| BOB

18
1. a) Berilgan (X ,d) fazo metrik fazo boigam uchun ixtiyoriy X,y,: r .V

nugtalar uchun uchburchak tengsizligi 0‘rinli: d(x,z)<d(x,y) +d(z,y), bu
ycrdan

d(x,y)>d(x,z)-d(y,z),-d(x,y)<d(y,z)-d(X,z\ \d(X,2)-d(z,yj s d(x,y)
tengsizliklar kelib chigadi.

b)Ixtiyoriy zeZ nuqtauchun d(x,Z)<d(x,z) tengsizlik o'rinli.
Uchburchak tengsizligidan foydalanib, d{x,z)< d(x,y) +d(y,z), VzeZ ni hosil
gilamiz. zeZ nuqtaning ixtiyoriyligidan d(x,z) <d(X,y) +T,,fd(y’z)
tengsizlik kelib chigadi. Bundan esa
d(x,2) <d(x,z) <d(x,y) +d(v,2),\/ze Z.

c) c) tengsizlikni isbotlash uchun Z * 0 deb faraz gilamiz. Har bir aeZ
nugta uchun ushbu

d(x,Z2) <d(x,a) <d(x,y) +d(y,a)
tengsizlik o'rinli. Bundan esa olingan a e Z nugtaning ixtiyoriyligidan
d(x,Z) sd(x,y) +d(y,2)
tengsizlik kelib chigadi. Natijada,
d(x,2) -d(y,Z) vd(x,v)
tengsizlikka ega bo'lamiz. Endi X nuqgtani o‘miga y nugtani olib ushbu
d(y,Z2) - d(x,2) <d(x,y)
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Oxirgi ikki tengsizliklardan quyidagi
H(x,Z) -d(Z,y)<d(xy)
munosabat kelib chigadi. Bu yerda, x,ye(X,d), Zc (X,d).

2. 1)- 2) shartlar d funksiya aniglanishiga ko‘ra bajariladi. 3)
d(x,y)<d(x,z)+ d(z,y) ni isbotlaymiz. Faraz gilaylik x* y, u holda
d(X,¥) =\ Agar x-z bo‘lsa, d(x,z)=0, d(y,z)= 1tenglik o‘rmli boiadi.

z =Yy boiganda ham xuddi shunga o‘xshash tekshiriladi. X =y =z bo'lganda,
tenglik bajariladi. Qolgan hollarda esa tengsizlik o‘rinli boiadi. Demak, {X,d)
metrik fazo ekan.

3. 1) va 2) shartlar bajarilishi ravshan. 3) d,(x,z)<d, (X, v) +d, (y,r)
ekanini isbotlaymiz. Bumng uchim birdan kichik kasrning surati va maxrajiga
bir xilnomanfiy sonni go'shish natijasida kasrning giymati kichraymasligidan
foydalanamiz, ya'ni

d(x,y) d(x,z) +d(x,y) +d(y,z) -d(x,z) _ d(x,y)+dy\z)
1+d(xy)  1+d(x,2) +d(X,y)+d(y,z)~ d(x,z) 1+d(x,y) +d(y.z)
£ ) + d(y>2)

1+d(x,y) 1+d(y,z)
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Demak, dl(x,z)<d](*,y) +d,(y,z) tengsizlik o'rinli. Endi
dt(x,y) = nnnfc/fx*),!} metrika ekanligini ko'rsataylik. Bunmg uchun 3)

shartni tekshirish bilan chegaralanamiz. Uchburchak tengsizligini isbotlash
uchun X to'plamdan Ixtiyoriy uchta X,y va z nugta olamiz. So‘ngra

a=d2Ax,y), b=d2y,z) va c=d.(x,z) kabi belgilashlar kiritamiz. Ushbu
sonlarm 2;1 +a,l +b va a +b har biri 1yoki ¢ sonidan katta yoki teng. Bundan

mm{2;l +a;l +/>a+h} >min{l,c}

munosabat kelib chigadi. Bu munosabatdan esa quyidagi

dAx,y) +dQAy,z) = min{l,a} +min{l,£} = min{2;l +a; 1+b,a +b) >

>Smm{\,c} = d2%,z)

tengsizlikni hosil gilamiz. Bu esa uchburchak tengsizligining isbotini beradi.
Masalanmg ikkinchi gismini isbotlash uchun (X,dt) metrik fazodagi ochiq
to'plamning (X,d?2) metrik fazodaham ochiq to'plam boiishini ko'rsatish
hamda (X ,dt) metrik fazodagi fundamental ketma-ketlikning (X,d2) da ham
fundamental ketina-ketlik boiishini ko'rsatish kerak.

4. 1) va 2) shartlar bajarilishini osongina ko'rsatish mumkin. 3) shartr
bajarilishini isbotlash uchun quyidagi (il.b) <E skalyar ko'paytmaning

xossasidan foydalanamiz. Ushbu
CE(Y,-Xx,y Z.jfliy,-z,)2+,/jE(z,-X,)Y

tengsizlikni isbotlashimiz kerak. Bunmg uchun quyidagicha
X: -2z, =a,,zi - yt=bt=xt- yt=ai +b: belgilashlar kiritamiz. U holda,
yuqoridagi tengsizlik quyidagi tengsizlikka keltiriladi:

.iX(a. +bt)25 skalyar ko'paytmaning (a,£)< |23| ofl
vH '

v VE

xossasidan  (a,E)2"\3\L-EXtengsizlik, bundan esa

"Yja, b, ~ tengsizliklarga ega boiamiz. Natijada,

Z(«, +b) ='£a,1+2-£a, b +'jEb2i1 £a2+

+h) WglBa. o =>d(xy)<,d(x,2) +d(zy)

5. 3) shartni, ya’'m d2(X,y)<,dAX,z)+ d2(z,y) tengsizlikni tekshiramiz.
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Ravshanki, biror /,e N nomer uchun d,{X,y) =maxjy - X[} v « k&

o'rinli boiadi. Bundan esa
d2AX,y)=m&{y,-xIN\Nayf - xt =\ -zH+zlo- xj*.y,.-r]j +ir,,
max W -z |}+max |z, - |} =d:(x,z) +d”*z.y)
munasabat kelib chigadi.
Demak, uchburchak tengsizligi d2x,y)<d2(x,z) +d 1(z,y)o'T\nU ckun
6. 3). X - WS X - A+ Wy- Atengsizlikdan
NX-y < X-Z +y-2 +2—J{;<_—_z B
hosil gilamiz, natijada,
N-y! < xX=-2AN+-Jy -z => d(x,y) <d(x,:)+ d(z,y)

tengsizlik kelib chigadi 1

7%, = x(X, -VY,)g , t/2(v,y)= maxjj.x, - y,} metnkalar Rnda bir

xil topologiya aniglashini koisatishimiz kerak. Buning uchun (R".di) dan

olingan ochiq to‘plamni (If'.dz) da ham ochiq ekanligi ko‘rsatamiz va aksincha

(If.di) dan olingan ochiq to'plamni (R",di) da ham ochiq ekanligi ko'rsatami/

Bizga {P?,di) da ochiqg boigan A to‘plam berilgan boisin. Ochiq to'plamning

ta’'rifiga ko‘ra uning ixtiyoriy x e A nugtasi ichki nugta bo‘ladi. Demak,

shunday r>0 son mavjud boiib, Br(x) c A munosabat o'rinli boiadi, ya'm
1

-y, Y <r

tengsizlik o‘rinli boiadi. Bu shaming ichiga d2 metrikada radiusi ga teng
n
R,(x) sharjoylashtiramiz. Ravshanki, bu shar A to‘plamning ichida

joylashgan boiadi. Demak, (R",dj) dan olingan ochiq A to'plam (R",di) da
ham ochiq ekan.

Masalaning ikkinchi gismmi isbotlash uchun dF.di) dan olingan ochiq
to'plamm (F?,di) da ham ochiq ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Bizga (If'.dj)
da ochig boigan A to'plam berilgan boisin. Ochiq to'plamning ta’rifiga ko'rn
uning ixtiyoriy xe A nugtasi ichki nugta boiadi. Demak, shunday r >0 son
mavjud boiib, B (X)¢ A munosabat o'rinli boiadi, ya’ni
dt(x,y)=max{ x -y, \}<r tengsizlik o‘rinli boiadi. Bu sharning ichign </
mctrikada radiusi r gateng Br(X) shar chizamiz. Ravshanki, bu shar A
to'plamning ichidajoylashgan boiadi. Demak, (if.di) dan olingan ochi<] |
to‘plam (K'.di) da ham ochiqg ekan.
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Mu bilan /T da d, va d2metrikalar bir xil topologiya tashkil qilishi
isbotlandi

8 Masalaning binnchi gismim yechish uchun (R*,di) dan olingan ochiq
to'plamni (R',d9 da ham ochiq ekanligi ko'rsatamiz va aksincha (R1,d2 dan
olingan ochiq to'plamni (R1di) da ham ochiq ekanligi ko'rsatamiz. Bizga
(R',di) da ochiq bo‘lgan A to'plam berilgan bo'lsin. Ochig to'plamnmg
ta’rifiga ko'ra umng ixtiyoriy xeA nuqtasi ichki nugta bo'ladi. Demak,
shunday r >0 son mavjud bo'lib, (X- r, Xx+r)c A munosabat o'rinli bo'ladi,
ya'ni

d.(x,y)= y—x <r
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu sharning ichiga d2 metrikada radiusi
rt = min{J2(x- r,x), d2x +r,x)} gateng Br(x) shar chizamiz. Ravshanki, bu
shar A to'plamnmg ichida joylashgan bo'ladi. Demak, (R',df) dan olingan
ochig A to'plam (R',dj da ham ochiq ekan.

Endi (R'.dz) dan olingan ochiq to'plamni (RI,d}) da ham ochiq
ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Bizga (RI,d) da ochiq bo'lgan A to'plam
berilgan bo'lsin. Ochiq to'plamnmg ta’rifiga ko'ra, uning ixtiyoriy x e A nuqtasi
ichki nugta bo'ladi. Demak, shunday r> 0 son mavjud bo'lib, Br(x)c A
munosabat o'rinli bo'ladi, ya’ni

diix,y)= arctgy- arctgxj<r

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu sharning ichiga d1 metrikada radiusi
r, = mm{dt(.*- r,x), dt(x+ r,x)} gateng Br(x) shar chizamiz. Ravshanki, bu
shar A to'plamnmg ichidajoylashgan bo'ladi. Demak, (R'.d") dan olingan
ochig A to'plam (RI,di) da ham ochiq ekan. Bu bilan R' da dt va d2metrikalar
bir xil topologiya tashkil gilishi isbotlandi.

Endi, Koshi ketma-ketligining turlicha ekanligini ko'rsatamiz. ds metrika
yordamida cheksiz katta ketma-ketlik olamiz: X DX 2,...,Xn

VA/ >0, 3n, e N,no<n lar uchun dt(x"xu)>M , lekin ikkinchi tomondan

Vs > 0 olganimizda ham 3/j0(£) e N,no<n uchun d2(xn,~) < e shunmg

uchun dt metrika bo'yicha uzoglashuvchi bo'lgan ketma-ketlik d2 metrika
bo'yicha yaginlashadi.
9. 5-masaladan foydalaning.
1° n Kt)~ gb\ tengsizlik va aniq
mtegralnmg xossasidan
N\\m - g(i)dt <jj/(/) - h{tidt+\h(t) - g(t) 1

<iAf,g)EdAf,h)+dt(h,g)
kelib chigadi.
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0, agar xe (=00, - ")U(* &' .
2 n

11. /,, funksiya tuzamiz /,, = unx- "4, agarxe (1—1 L ) (ft
2 2 n 2
-nx +< }1 agarxed— 1+
2 9 é2 2 |/}|<)

rasm).
g(x) = 0 deb olamiz.

d*(L,g) =jl/,,(0-g(0<* =j!/,(0~ =1/,(")<* ={bu integral
uchburchakning yuzasiga teng} = -;
n

AC --; h=1S= TM2 ;lim  (/,,#) = 0. Ikkinchi tomondan
" n
=max/,(X) -g(x); =1, UmJ,(/,,,#)= 1bunday uzluksiz funksiya

mavjud emas, ya’ni f limit funksiya * nugtada uzilishga ega. Demak. /n

ketma-ketlik d3 metrikada limitga ega, d, metrikada esa limitga ega emas

12. Zaruriyligi: faraz gilaylik, Yyopiq to'plam. Kopiq to'plamning tu'riftgn
ko'ra Y=Y=>Vxe (X W)=z xe X,xi Y d(x,Y)=a* 0 Mmkn/i 1
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2

olgan atrof bo'ladi. x nugta ixtiyoriy bo'lgani uchun (X W) to'plamning ochiq
to'plam ekanligi kelib chigadi.

Yetarliligi (X\Y) ochig bo'lsin. e (X W) olamiz. (X W) ochiq
bo'lgani uchun shunday Br(X) ochiq shar mavjudki,
B, (x)c (X W)=>xe X,x rY=><J(X,Y)* 0 ekanligi kelib chigadi. Demak, Y
ning birorta ham urinish nugtasi (X Y) ga tegishli emas. Bundan Y ning barcha
urinish nugtalan o'ziga tegishli ekanligi kelib chigadi. Demak, Y=Y =>Y
yopiq to'plam.

13. M ={,x2...,xJ, Me X . Har ganday metrik fazoda nuqta yopiq

to'plamdir. (Jxt=M a X . Chekli sondagi yopiq to'plamlarnmg birlashmasi
i

yopiq to'plam ekanligidan M ning yopiq ekanligi kelib chigadi.
14. Ochiq shaming ochigligini isbotlaymiz. Ixtiyor x e fijx j nuqta olib,
uning ichki nugta ekanligini ko'rsatamiz.

27-rasm

Hagigatan, r =nun{t/(x,x0),r - d(x,x0} >0 son uchun Br (x) ¢ Br(x0)
bo'ladi (27-rasm), ya’'ni We Br(X) nugta uchun
d(x0,y)<d(x0,x) +d{x,y) <d(x0,x) +rx< d(x0,x) +r -d(x0,x) = r, d(x0,y) <r
demak, Br(x) ¢ Br(x0). Bundan Br(x0 ning ochiq to'plamligi kelib chigadi.
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Yopig shaming yopiq to'plam ekanligini isbotlash uchun X \H {\)
to'plamning (to'ldiruvchisining) ochiq to'plam ekanligini isbotlash kerak
Sferani esa S = X (X \J’)U B) ko'nnishda ifodalash kifoya

15. (X,d) diskret metrik fazo bo'lsin, ya’m vc/(x, v)= |
11, agar xX* v
Markazi X0 nugtada bo'lgan ochiq shar BXX,,) = {y |[d(x0y) < I} olaylik
Ravshanki, 5,(xa)~ fx,.}, B,(x,f) = {X0}. Bu fazodagi markazi x0nugtada
radiusi 1ga teng yopiq shar B’ (X,,)= {y |[d(x0,y) < I} butun fazo X bilan
ustma-ust tushadi. Demak, B (x0) * Bt'(x0) .
16. a) X,,X },..,Xnochiq to'plamlar berilgan bo'lsin. Faraz gilaylik,

ulaming kesishmasi Hlx: ¢ O bo'sh bo'lImasin, u holda kesishmaga tegishli

ixtiyoriy X olamiz. Bu element har bir X, ga tegishli boiadi. Har bir X, ochiq
bo'lgani uchun Br(x),Br (X),...,Br (n) sharlar mavjud bo'lib. Br(x)czX u

holda r = mm r olamiz, u holda Br(x),c Q Z,..rnugtaning ixtiyoriyligidan

kesishmaning ochiq to'plamligi kelib chigadi.
b) X],X2..,Xn,.. ochig to'plamlar berilgan bo'lsin, u holda [J,Y, MM
H

ning ochigligini ko'rsataylik. VxeM olamiz. Shunday n,, mavjudki, xt X % va
X% ochiq bo'lganligi uchun shunday r>0 mavjudki, B,(X)c X" => Hr(x)c M ,
X nuqtaning ixtiyoriyligidan M ning ochigligi kelib chigadi

17. Zarurligi faraz gilaylik, A yopiq to'plam. Af| B (X) =

Bo'sh to'plam yopig to'plam. M= Al Br(x), A va Br (X) yopiq to'plamlar
bo'lgani uchun kesishma yopiq to'plam.

Yetarliligi. faraz gilaylik x nugta A to'plamning limit nugtasi bo'lsin, u
holda Br(x)nA*0 va yopig. Bu nugtaning A to'plamgategishliligim
isbotlaymiz. Ixtiyoriy e >0 uchun (Bt(X)N\X)nA #0. Uholda x nugta
Br () nA to'plamning ham limit nugtasi boiadi. Br (X)r*A to‘plamning yopiq
ckanligidan u o'zining barcha limit nuqgtalarini o'z ichiga oladi. Xususan x
nuqta ham Br (X)r*A to'plamga tegishli bo'ladi. Biz A to'plamning barcha
limit nugtalari o'ziga tegishli ekanligini ko'rsatdik. Bundan /1 to'plamning
yopigligi kelib chigadi.

18. vxeint(Anfi) uholda shunday Br(x) topiladiki, Br(x)c AMB bunc
Bf(x) ¢ A, va Br(x) ¢ B munosabatlar kelib chigadi. Natijada,

X€int Ax eint B=>xeint Aflint B =>int(™4 f] B) ¢ int Alint B . Ikkinchi
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tomondan Vxe int Afl[intB=>xemt A, xe intB Ichki nugtanmg ta’rifidan
shunday r,,r, sonlari topiladiki Br(x)eA, Br(x)eB. r=min{rt,rZtdeb olsak,
H,(x)c ANH kelib chigadi mt /1flint B c vm(/T) ti) munosabatga ega bo'lamiz.
Y ugondagilardan mt( A B)=mt Al int B munosabatni hosil gilamiz.

19 (X,d) metrik fazoda {} yaginlashuvchi ketma-ketlik berilgan bo'lsin,
u holda ixtiyoriy e >0 som uchun wXs) eN topiladiki, barcha n>n0Osonlar uchun

£ £
d(xn,x) < —,d(xmx) <—, m n. Uchburchak tengsizligidan

d(xnxm <d(xn,x) +d(x,xn) <e munosabatni hosil gilamiz. Bundan esa
d(xn,xm) <e hamda “w) fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib chigadi.
20 ZaruriyligL Y to'plam yopiq bo'lib, jy,,j shu to'plamdagi
yagqinlashuvchi ketma-ketlik bo'lsin. Umng limitini Y ga tegishli ekanligini
ko'rsatamiz. Limitning ta’rifiga ko'ra, Ve >0 son uchun shunday nQ(e)eN
topiladiki, n>n0lar uchun d(y,,,y) <s Endi ketma-ketlik tuzilishiga ko'ra,

Vne N,y,.eY bundan d(yn,Y)- 0, dy,Y) <d(v,y,j + d(y,,Y) munosabatlami
hisobga olib, d(y,Y)< lim (d(y,yj +d(V,, Y)) =0 tenglikm hosil gilamiz. Yyopiq
bolganligi uchun Y =Y ekanligi kelib chiqadi. Buhdan esa Y ning barcha urinish
nugtalar to'plami o'ziga tegishli bo'ladi, ya’ni d(y, Y)= 0 dan Mye Y kelib
chigadi

| etarliligu Ydagi nugtalardan iborat ixtiyoriy yaginlashuvchi ketma-
ketlikmng limiti Y ga tegishli bo'lsin, u holda limit nugta urinish nugta bo'ladi
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Y ning barcha urinish nugtalaridan iborat to‘plam uning yopilmasi bo' ludi
Demak, Y = Y, Y- yopiq

21. A to‘plamning yopiqgligim isbotlash uchun X\ A to'plamnmg ochi
ekanligini ko'rsatamiz, \JxzX\~A nugta garaylik. Demak, xeA shuning uchun
x ning shunday U(x) atrofi topiladiki, bu atrofda A ga tegishli nugtalar yo'q,
L x)(JA =0 . Shuning uchun x eU (x) ¢ (X \A), ya'ni x nugta X \A
to'plamnmg ichki nugtasidir Demak, A'"\/I to'plam ochiq, bundan A
to'plamnmg yopiqligi kelib chigadi

23. Masala shartiga ko'ra B7x) ¢ B,(y) o'rinli (28-rasm). Endi,
A,(v) ¢ B,(x) ekanini isbotlaymiz.
Vie #,(v), d(x,z) <d(y,z) +d(x,v) <3+ 3<7. Bundan z e BJx) ekani kelib
chigadi. Demak, B,(y) = B7(x) .

24 xn—* x,xn—>y , uholda uchburchak tengsizligiga ko'ra,
0<d(x,y) <d(x,xj +d(xny) ammo bu tengsizlikning o'ng tomoni n >x da()

AJl' 5)

ga intiladi. Demak, d(x,y) - 0=>x =y .25. 1) R. 2) R. 3) [-1,1]. 4) |!
[0,7]. 6) S'. 7) [0,00). 8) [0,a0). 9) R. 10) [0.00). I1) [l.00).

12) A = A\J{(0, v) Iy €[-1,I1}(29-rasm).

26. Ma’'lumki, R' da yopiqg shar yopiq kesmadan iborat bo'ladi Hizga
[BlATs [a 2A1]r)...3[B44,]3... yopiq kesmalar ketma-Kketligi berilgan bo’lsin.
bunda b,,-a, -»0,»-»». Endi at,a2 . . . va byh2 . h....sonli ketma-ketlik
garaymiz a <a2<. <ars..<h A >b2>. >/, 2..2« munosabatlardan,
matematik analilizdagi teoremaga ko'ra, {a,( va (/1,! ketma-kctliklar
yaginlashuvchi va {aj ketma-ketlikning ixtiyoriy hadi {1 ] ketma-ketlikning
ixtiyony hadidan oshmaydi. Faraz qgilaylik, {0,)->aOva {A} -» A0 bo'lsin. Agar

a0=b,, bo'lsa, I;[a,,l‘l,]: {*.}, aks holda I_':[ﬂ,>A,]= W A\
i

27. Zarurligi. R' da AcR' ochiq to'plam olaylik. VxeA nugta ichki
ekanligidan shunday e>0 son topiladiki, (x-e,x+e)c A munosabat bajariladi.
Uxdeb x ni o‘z ichiga olgan eng katta ochig mterv'alni belgilaylik. Ravshanki,
X*y nugtalarni o'z ichiga olgan eng katta ochig mtervallar kesishmaydi voki
ustma-ust tushadi. Endi A to'plamdagi ratsional koordinatali nugtalar uchun eng
katta ochiq intemaHami qaraymiz. Bu intervallar ko'pi bilan sanogli sonda
bo'ladi. Isbotlanganiga ko'ra bu mtervallar ichida kesishadiganlari yo'q, aks
holda ular ustma-ust tushar edi. Demak, /1-sanoqli sondagi o'zaro
kesishmaydigan ochiq intervallar birlashmasidan iborat.

Yetarliligi. sanogli sondagi ochiq to'plamlaming birlashmasi ochiq
ekanligidan kelib chigadi
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28. 1) {(x,.y)] x2+y2=0}; 2) R1. 29 (X,d) metrik fazodan markazix0O

nugtada radiusi ,n e N boigan ochiq sharlar ketma- ketligini olaylik.
n

\B!(x ~ f)B I(x,)={xC} -

nugta yopiq to'plam.
30. (X.d) metrik fazoda markazi xOnugtada radiusi n(neN) ga teng

1"V o)} YOPL sharlar sistemesmi olaylik. Ravshanki, |JBn(x,,)=X ochiqg.

31. A-{a,a2..,.a\ ixtiyoriy chekli to'plam bo'lsin. (A,d) metrik fazoni
garaylik, Vo,,0, eA (i* /) nuqgtalar uchun d(a,a.) >0,0<r<mm{d(aa )} deb
7 i*J 1

olsak, Hr(a,) ={at] bo'ladi. Ixtiyonyi~c” to'plam £ =(J{a,} ko'rinishda
A
K

boiadi yoki B=y/},(a,), demak, ixtiyoriy B to'plam chekli sondagi ochiq

to'plamlaming birlashmasidan iborat. Bundan B to'plamning ochiq, ikkinchi
tomondan, nuqta yopiq to'plam ekanligidan, B to'plamning yopiq ekanligi kelib
chigadi. Bu esa, A to'plamda d metrika bilan aniglangan topologiya diskret
metrika yordamida aniglangan topologiya bilan bir xilligini ko'rsatadi.

32. (X,d) diskret metrik fazo bo'lsin. r(d) deb diskret metrika bilan
aniglangan topologiyam belgilaymiz. Ixtiyoriy Aa X to'plam olaylik. Diskret
fazoda ixtiyoriy to'plam ochiq bo'ladi, demak, Aer(d). Endi X\A to'plamm
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garaylik. (X\A)czX ekanligidan X\A to'plam ochiq. Bundan n to'plamning
yopigligi kelib chigadi
2nr

33. Aylanam uzunliklari ~ gateng K tayovlarga ajratib, aylanadagt har

ganday k+\ta nuqgtalardan hech bo'lmaganda bittayoyda bittadan ortiq nugta
joylashishidan (Dirixlenmg qutilar prinsipi), hamda p -nan burchakm in bilan
ratsional bog'liq emasligidan foydalaning.

34 Awalo ikkita chegaralangan to'plamning birlashmasi
chegaralanganligini isbotlaymiz. A va A, to'plamlar mos ravishda B, (x,) va
Br (x2 sharlarning ichida joylashgan bo'lsin. r =r,+r1+d(xt,x2 debolsak,

A UA c B,(x.) munosabat o'rinli bo'ladi. Hagigatan, e Br (x,) nugta olamiz.
d(z,m) <d(z,mr) +d(x7,x,)<r2+d(x2,x,) <r

Demak, nlMx2c it r(x,).Bt(*,)c Br(x,) munosabatning o'rinliligi
ravshan. Bundan A UA c¢ B r(x,)ekani kelib chigadi.

Umumiy holda r = +'Eld (x1,x )deb olish yetarli.

»

Chegaralangan to'plam sifatida BJx) sharlar olinsa, [J B,(x) = X
M

munosabat o'rinli bo'ladi. X esa chegaralanmagan.

ro 1)
35. 34-masaladan foydalaning. 36. (Q,d.) dan ul+-)”Y fundamental
| "

ketma-ketlik olamiz. Ravshanki, lim(l+-)" =eeQ . Bundan ratsional sonlar
n

to'plamida yaginlashuvchi bo'Imagan fundamental ketma-ketlik mavjudligi
kelib chigadi. Demak.(£></,) to'la bo'Imagan metrik fazo ekan. 37. (C|M,rf,)
fazoda {xj-fundamental ketma-ketlik bo'lsin, ya’'m </,(x,,X.,)->0, n,m-»0.
C[M fazodagi yaqinlashish. funksiyalarning tekis yaginlashishiga ekvivalent
bo'ladi.

Har bir berilgan Vr e [0;l] nugtada ushbu {x,(r)} sonli ketma-ketlik Koshi
shartim qanoatlantirgam uchun bu ketma-ketlik yaginlashuvchi bo ladi. Uning
limitini xO(r) deb belgilaymiz. {x,(/)} ketma-ketlik x,, (/) funksiyaga tekis
yaginlashuvchi bo'lgani uchun x,, (i) funksiya uzluksiz bo'ladi. Natijada,

d, (x,,x0 ->0 ga mtiladi, x0(/) e C,01). Demak, (M ,If)) fazo to la metrik fazodir
38. zarurligi (X,d) metrik fazo toia bo'lib, unda ichma-ich joylashgan radiusi
0 ga intiluvchi A,(x,),2? (x2... yopiq sharlar ketma-ketliginmg kesishmasi bo'sh
bo'lsin deb faraz gilaylik. Sharlarning markazlaridan tuzilgan {x,} ketma-ketlik
fundamental bo'ladi, chunki d(xnxm <rn(n<m), r, esa n >x da O ga intiladi
I'azo to'la bo'lgani uchun {x,} ketma-ketlik biror x0 nuqgtaga intiladi <r,,)
ketma-ketlikning har bir hadi mos sharlarning markazlari bo'lgani uchun «,
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nugta barcha sharlarga tegishli. Demak, bu sharlammg kesishmasi bo'sh emas.
Mu ziddiyat masalamng zaruriylik shartini isbotlaydi.
Yetarliligi Bizga {*,} fundamental ketma-ketlik berilgan boism

Sinmday n, topiladiki, barcha n>n. lar uchun d(xn*»,)<- bo'ladi. x, nugtani
markaz gilib radiusi birga teng yopiq shar olib um B, deb belgilaymiz. So'ngra

shunday nr (»i2> n,) topiladiki, barcha n >wn, lar uchun J3(xn,xn)<— boiadi. X,

nugtani markaz qgilib radiusi ga teng yopiq shar olib um B2 deb belgilaymiz
va h.k bujarayonm davom ettirib, ichma-ich joylashgan { Bk} yopiq sharlar
ketma-ketligim hosil gildik. Bk sharning radiusi ga teng Teorema shartiga
ko'ra bu yopiqg sharlar ketma-ketliginmg umumiy nugtasi mavjud. Bu nugtani x
bilan belgilaymiz. Ravshanki, hosil gilingan {xni} gismiy ketma-ketlikning limiti
x boiadi. Agar fundamental ketma-ketlik gismiy ketma-ketligining limiti x
boisa, bu ketma-ketlikning o'zi ham x ga mtiladi. Shunday qilib limx, = x.
Demak, (X,U) metrik fazo toia ekanligi isbotlandi.
xr ./ L agar x * y
39. X =N, d(x,y)=\ x+y'
[0, agar x =y

(X.J) metrik fazoda Br(n) (bunda r =1 + * ) yopiq sharlarni
2n

BI(\)= X ,B,t(2) = X \{\},Bi(3)= X = X \{\,2X...,n-\).
garasak, hagigatan ham,
BAN\)z>B[(2) 3" (3) =>....=>B[(n) =>...

munosabat o'rinli va ulaming kesishmasi bo'sh bo'ladi.

1X r, w{o,ar},tr={0,A {8]},7,=<0,NT,{A},r4={0,A ,{*},{a}}

2 Topiamlar birlashmasi va kesishmasining xossalaridan foydalanmg

3 2) Vxt d{Aw B) nugta olamiz. Chegaraviy nugtanmg ta'rifiga ko'ra,
V(.', atrof uchun
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m. ManB)* 0 j(ut@wa1([7Z,ne =0
MXN* \(nUN)*0 it/ NN\ MNIT\a)*0 ~

48(An B )3 a/iugB o'rinli emas. Masalan:
X =R, A=(0;2), B=(1;3), AUB =(0;3),d(AUL)={0,3}, BAUdB=(0,1,2,3}
Ikkala holda ham xe dA\jdBkelib chigadi. Demak, d(A"B)adA wdH

=>xe dA

dA r>8A munosabat bajarilmasligiga misol:
X -R, A=(0;1)U (1;2), A =[0;2], dA={0;2}, dA={0,1,2}
6) Vxe <3(int/l) nugta olamiz. Quyidagi munosabat o'rinli:
1J n<mtA)*(?) (1" I\A*0

5(intA) a dA.d(int A) 3 8A o'rinli emasligiga misol:
X =R, A=(0;1)U{2}, M4 ={0,1,2}, It /1) = {0,1}

8)Ma’lumki, A=B munosabat Ac B,R3z A munosabatlarga teng
kuchlidir. Demak, A czmtAljcA va A z>intAUdA munosabatlarni isbotlashimi/
kerak.

Agar xeA boisa, x ning ixtiyoriy atrofida A to'plamga tegishli nuqgtalar
mavjud. Agar X ning ixtiyoriy atrofida X\ A ga tegishli nugtalar ham bo'lsa,
unda xe dA. Lekin x ningbirorta U atrofida X \A ga tegishli nuqgtalar bo'lImasa.
unda xeUczA vademak xemtA. Bundan A cintAiidA ekanligi kelib chigiuli
F.ndi xgintAU(A boisin. Demak, aretbl yoki xedA munosabat bajariladi
Ikkala holda ham x ning ixtiyony atrofida A to'plamga tegishli nugtalar maynid
va demak xe A . Bundan A =intAUSA ni hosil gilamiz.

4. A to'plamning x urinish nugtasi uchun d(x,A) =0 va
Br(x)F\A*0 (Vr >0) munosabatlarning ekvivalent ekanligini isbotlash kerak

5. Hardoim Ac A bo‘lganligi uchun A r> A munosabatni isbotlash
yetarli. Buning uchun Ato'plamga tegishli ixtiyoriy x nugtani olaylik Ayai
*€ X\A bo‘lsa, X\A ochiq to'plam ekanligi va x nugta urinish nuglasi
ckanligidan (X\A)[MA =0 munosabat kelib chigadi. Bu qarama-qarsinlik «. |
ekanligini ko'rsatadi.

6. A ning yopiq to'plam ekanligini isbotlash uchun X \A lo'pliuwHmny,
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oclng to'plam ekanligini isbotlaymiz. Bunmg uchun X\ A to'plamga tegishli
ixtiyoriy x nugtani garaylik. x nugta A to'plamga tegishli emas va shuning
uchun uning shunday U atrofi mavjudki, bu atorofda A to'plamga tegishli
nugtalar yo'q, ya'ni Uf)A =0. Shuning uchun xeU ¢ X\A ,ya’'ni x nugta X\ A
to'plamnmyg ichki nugtasidir. Demak, x\ A ochia to'plam.

7. Vxe A\uB nugta olamiz. Ta'rifga ko'ra \f\x / ‘(-4) = C\f'\A) ikkala

holda ham xeADB . Demak, A\JB<z A\JB. Vxe”~U# bo'lsin unda xeA yoki
xel bo'ladi. xe A o'rinli bo'lsa (/,MN1*0 =(/,n(4UB)*0=>xeAUB. xeB
bo'lgan holda ham xuddi shunday ko'rsatiladi. Shunday qilib, AUB = AiIB
o'rinli.
8. 6-masaladan bevosita kelib chigadi.
9. 1) XeT boiganligi va XV[Y -Y bo'lganligi uchun Ye xr.
2) Oer bo'lganligi va 0 flY=0 bo'lganligi uchun Oerr.
3) HI,H1e T bo'lsa, G, G26+ty to'plamlar mavjud bo'lib,
H NA.=(rnoyn(rnc2=rn(Cinc2erl.
4) Tr oilaga tegishli {HJ to'plamlar oilasi berilgan bo'lsa, r ga
tegishli {Ga} to'plamlar mavjud bo'lib,
1Jtf, =U (*no'J=Kn((U«J6" bo'ladi.

10. Bizga Vx&X va uning Vv atrofi berilgan bo'lsin. v, to'plam X ning
hammayerida zich ekanligidan {/T1K, * O , ya’'ni yel/CW, nuqgta mavjudligi
kelib chigadi. {/MK, ochig ekamdan hamda Y2 to'plam X ning hamma yerida
zichligidan {/MY| MNK2*0 , ya'ni Uf)Y *0 munosabatni hosil gilamiz. Bu esa
) - Y, My2to'plam X ning hamma yerida zich ekanligini bildiradi.

11a) X ~[0]], r={A:X \A- chekli yoki A=0}. Bu topologik fazoda
sanoglilikning birinchi aksiomasi bajarilmaydi.

b) X - 1011 to'plamni diskret topologiya bilan olsak sanoqlilikning
ikkinchi aksiomasi o'rinli emas.

14 Sanoglilikning ikkinchi aksiomasi o'rinli boiganli uchun X
topologik fazoda sanoqli baza mavjud. X topologik fazoda ixtiyoriy X nugta
olamiz va bu bazaning x nugtani o'z ichiga olgan to'plamlarini qaraymiz. Bu
to'plamlar sanoglidan ko'p bo'lImaydi. Ular x nuqgta bazasinig topologiyasini
hosil giladi.

16 (r,} va {xa) oilalar berilgan bo'lsin. Bu oilalaming kesishmasini {r"}
deb belgilaylik. jral} topologiya ekanligini ko'rsatamiz. 1) 0 6 ~; 2) X erd

bajarilishi ravshan. 3) VA™A, to'plamlaming kesishmasi ham oilaga
tegishli chunki <4 M/, era, A TIA, ere;4) Nsaler™ bo'lsm. \jAl era,[jA:ieTl,
A A

lardan [Jaxe t~ kelib chigadi.

A
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17. 1) Vxe X\A nugta olaylik. Ta'rifga ko'ra (/, D(-V\J1) /0O lliiiulnn
x £intA ekanligi kelib chigadi. Agar xe intA boisa, shunday atrot
topiladiki, Vxc A bajariladi. Natijada YxI'\(X\A)=0 tenglik kelibchigmli Mn
esa X nuqgtaning olinishiga zid. x nugtaning ixtiyoriyligidan x\At. X \(ml =
munosabatni hosil gilamiz. Endi Vxe X \(intA). Bundan x<fintA.ya'm »
nugtaning A datoiiq joylashadigan atrofi mavjud emas. Demak,
UX[1(X\NA)*0O munosabat o'rinli. X nugtaning ixtiyoriyligidan JT -¢nt -i) \-A
kelib chigadi.

18 1) AC\Ba AC\B munosabatbajarilmasligigamisol:

X =R, A=(01), B=(32, A[)B =0, 1(1S ={1}.

2) A\Bz>A\B munosabat bajarilmasligiga misol:
X =1, A=(1), B=(1,2), Jve=(0;l], A\B =[0;1).

21. Teskarisini faraz gilaylik. A to'plamm o'z ichia olgan eng kichik
yopig to‘plam Be: A boisin deb faraz gilaylik, ya'ni Bc A. B yopigligidan
AcB =B munosabat o‘rinli. Bundan esa AcB <zB ekani kelib chigadi Bu
ziddiyat farazning noto‘griligini, tasdigning to'g'riligini isbotlaydi

22. Teskarisini faraz qilamiz A to‘plamning ochiq gism to‘plamlari ichida
int® m o‘z ichiga oluvchi ochiq B to‘plam mavjud boisin. mtAczBcA B ga
tegishli, lekin intA ga tegishli boimagan x nugta mavjud boisin deb faraz
gilaylik. U holda shunday U, atrof mavjudki, UxczBc.A(B to'plamning
ochigligidan). Demak, x nugta A to'plamning ichki nuqgtasi, ya'm xe int/l. Bu
esa ziddiyat.

23. Bu masala matematik analiz kursidagi har ganday uzluksiz funksiyam
ratsional koeffisientli ko'phad bilan approksimatsiya qilish mumkin degan
teoremadan kelib chigadi.

24. Zaruriyligi X topologik fazomng Y qism fazosi diskret bo'lsin deb
faraz gilaylik. VyeX dan verr ekani kelib chigadi. Y qism fazo ekanligidan
3J/er topiladiki, Uf]Y ={>') munosabat o'rinli bo'ladi. Bundan {y} ajralgan
nugta ekanligi kelib chigadi. y ning ixtiyoriyligidan Y gism fazoning barch;i
nugtalan ajralgan ekanligini hosil gilamiz.

Yetarliligi Y gism fazoning barcha nugtalan ajralgan bo'lsin Ta'rifjw
ko'ra 3t/eT mavjudki, n MYy = {>m), bundan keltirilgan topologiya ta'rifiga ko i\
y nugta Y da ochigligi kelib chigadi. Demak, Y diskret fazo ekan

25. Faraz qilaylik {f/,} X topologik fazoning sanoqgli bazasi boisin IIni
bir bazaning elementidan bittadan an nuqgta olamiz. A={aj sanoqgli to'pliim »
ning hamma yerida zieh. Demak, X topologik fazo separabel

26. Zaruriyligi 25-masaladan kelib chiqgadi.

Yetarliligi (x,d) metrik fazo separabel bo'lsin. Bundagi haminii
yerdazich to'plamni A-{aJ deb belgilaylik. {i?,(aj) ochiq sharlai kiclpiiih»i
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v metrik fazoning bazasi bo'ladi. Bunda n va m bogiigsiz holda barcha
natural sonlarni gabul giladi. Demak, (X.d) da sanoqlilikning ikkinchi
aksiomasi bajarilar ekan

27. ((/,) X topologik fazoning goplamasi va B={U,,) uning sanoqli
bazasi bo'lsin. {(/,} to'plamlar ichidan {Ua} to'plamlarda yotadiganlarini ajratib
olamiz. Agar biror n bir nechta {Ua} larda yotsa ular ichidan ixtiyoriy bittasini
tanlab olamiz va (Uai) deb belgilaymiz. {{/,} sanogli bo'lgani uchun ajratib
olgan \u ) to'plamlar ham sanoglidan ko'p emas. Endi {t/,>} to'plamlar X m
goplashini ko'rsatamiz. Bunmg uchun VxeX nugta olamiz. U holda xe Ua
shartni ganoatlantiruvchi Ua topish mumkin. B -{U n) baza bo'lganligi uchun
shunday Umtopishmumkinki, xei/.cU, munosabatbajariladi. x nuqtaning
Ixtiyoriyligidan, hamda uae [f/&>}, Une } munosabatlardan (Ua> X ning
qoplashi kelib chigadi.

. (xe A.AeT  fxeint/1
28. VxeADBN < J =<
[xeB [xeB

VU”uchun U,(1A*0

UXV\B*Z

==

Z7

-A>UXC\NAV\B*07~>xeA(\B. Demak, Ae x uchun A(\B c.Af\B munosabat
o'rinli ekan. A ochiq boimaganda bu munosabat o'rinli bo'Imasligi mumkin.
Hagigatan, X =R', A =[0,1], B =(1,2) deb faraz gilsak, Af]B ={1},1N £

29. dA=A \mtA munosabatdan foydalanib isbotlash mumkin.

30. zarurligi A -ochiq deb faraz gilsak, A =intn munosabat o'rinli
bo'ladi. 3- masalamng 8) gismiga ko'ra SA=A\A Kkelib chiqadi.

Yetarliligi. dA=A\A o'nnli bo'lsin. 3- masala 8) gisnugako'ra
)A= A\mta bu ikkala munosabatlami solishtirib A = mt.4 munosabami hosil
gilamiz. Demak, A ochiq to'plam.

31. 30- masalaga garang.

32. (X.J) metrik fazo separabel bo'lishi uchun unda sanoqgli baza mavjud
bo'lishi zarur va yetarliligidan foydalaning.

33. Kcltirilgan topologiya xossasidan foydalaning.

38

1 Funksiya uzluksizliginmg ta’'rifiga ko'ra Ve >0 olinganda ham st
S=S =(e)> 0 son topilsaki, J(x,xt)<8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi xe X lai

uchun \f(x)~/(*Q]<e munosabat o'rinli bo'lishini ko'rsatishimiz kerak.
V(w*m)-f(x,,i\ =\J(x,A)-d(x0,Ai\<d(x,xj<6 =e . Demak, e =6 deb olsak,
¥ (*)- 7(x0j<£ munosabat o'rinli bo'lar ekan.

2. Zarurligi f uzluksiz akslantirish, G czY ochiq to'plam bo'lsin. /
ochiq ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Agar xe / '(G)bo'lsa, f(x)eG bo'ladi
/ akslantirish uzluksiz bo'lganligi uchun x ning shunday U atrofi mavjudki
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Uc /7 '(G) boiadi. Bundan esa xsf/c / ‘(G) kelib chigadi Demak, f '(f>
ochiq to'plamdir.

Yetarliligi Endi ixtiyoriy G czY ochiq to'plam uchun / '(G) ochiq
to'plam, xe X boisin. y =f(x) nuqtaning ixtiyoriy atrofi V m garasak, u ochiq
bo'lgani uchun U - f '(V) ochiq to'plam bo'ladi. Undan tashgan, xe /7 (') va
Ucf'ly). Demak, / akslantirish x nuqtada uzluksizdir. Bu yerda X ixtiyoriy
nugta bo'lgani uchun 7/ akslantirish uzluksiz bo'ladi.

3. f'(X\U)=X\f'(U) formuladan va 2-masaladan foydalaning.

4. 2-masaladan bevosita foydalanib isbotlanadi.

5. Teskarisini faraz gilish yo'li bilan, ya'ni f X -+Y uzluksiz. biyektiv
akslantirish berilgan bo'lib X da ajralgan nugta mavjud boimasin. Y da
ajralgan nuqgta mavjud deb oling va 2- masaladan foydalaning.

6. Uzluksiz / :[0;I]—[0;l] akslantirish birorta ham go'zg'almas nugtaga
ega emas deb faraz gilaylik. Yordamchi F(x) =f(x)-x funksiya kiritamiz.
Farazga ko'ra uzluksiz F(x) funksiya uchun F(0) > 0, F(1) < O munosabatlar
o'rinli. Bundan 3x0e[0;l] mavjudki, F(x,) =0. U holda /(x0 =x, go'zg'almas
nugta mavjudligi kelib chigadi. Bu esa farazga zid.

/(0 = (sint,sin 21) t e (0,2/r) (30-rasm).
5]

30-rasm

10. Y topologik fazoning bazasi {YJ bo'lsin. Shartga ko'ra f~'(Y,,)*X
ochigq. Ixtiyoriy f/eY to'plam olamiz. Maiumki, U =UYa o'rinli. (/
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to'plamning proobrazmi ko'raylik: 7 \U)=f '(UYIl)=Uf \Ya) =U X a ochiq.

Demak, / akslantirish uzluksiz.

1 d(x,y) akslantirisiming X xx fazoda uzluksiz ekanligi isbotlash
uchun. Me >0 son olgammizda ham, shunday S >0 son topilishi kerakki,
d(x,xu)< S, d(y,y0) <8 munosabat o'rinli bo'ladigan barcha

(*,x0),(.y,¥0) 6 X x X nugtalar uchun d(x,y) - d(xttyO\< e o'nnli ekanini
ko'rsatish zarur. Hagigatan, agar S - — deb olsak, quyidagilar o'rinli:

d(x,y) - d(x0,y]j = d(x,y) - d(x0,y) +d(x0y) - d(xltyBj< d(x,y) - d(X,.,y) +
+ d(x[l,y)-d(x0y0 <25 =s.

17. Zaruriyligi Bizga / X ~*Y uzluksiz akslantirish benlgan bo'lsin.
f\x uzluksiz akslantirish ekanligini ko'rsatamiz. Ma’'lumki, /1
akslantirishnmg proobrazi (asli) [f =X,Nnf""(A) formula yordamida
topiladi. Shuning uchun A yopiq to'plam bo'lsa, /7 '(A) va X ~ f \A)
to'plamlar ham yopiq bo'ladi. Xuddi shunga o'xshash f\x akslantirishnmg ham

uzluksizligi ko'rsatiladi.
Yetarlilgi. Endi f x, f\x akslantirishlar uzluksiz bo'lsin deb faraz qilib,

/ X->Y akslantirishning uzluksizligini ko'rsatamiz. A=AcY munosabat
o'nnli bo'lsin. U holda

FLA) =/-XA)NX=/-"(A)N(X[nX2)=(T,(A)NXYymn(r'(A)ynx

=(fii) ,(A)U(FAX) . (A)
tengliklar bajariladi (f\x ) \A) X] dayopiqligi hamda X, =X munosabatdan
(/]n) '(A) ning X dayopiqgligi kelib chiqadi. Xuddi shunga o'’xshash {f\x y I(A)
ning X da yopigligim isbotlash mumkin. Natijada, f '(A) X dayopigligini
hosil qgildik

23. /c,d/ ning /«./>/ ga gomeomorfligi isbotlaymiz. f :[c,d]">[a,b}
akslantirish quranuz. Bu akslantirish f(x)= -a..—(x-c) +a chizigli akslantirish

-C

orqali Ifodalanadi. Chizigli funksiya uzluksiz va monoton. Bundan 7/ '

mavjudligi kelib chigadi. /7 '(x) :/r\]—/\-(x-a) +c¢ funksiya ham chizigli, shuning

uchun uzluksiz. Demak, / -gomeomorfizm.
28, 4- masaladan foydalaning. 29. /7 :R" -» R" akslantirish uzluksiz

bo'lishi uchun uning har bir komponentasi uzlusiz bo'lishidan foydalaniladi. 35
n =2 hoi. Quyidagicha /7 :D 2-> R2akslantirish quramiz:
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Ox,Y) = / akslantirishning gomcomm Il/in
R- ,x2+y2 R-Jx2+y2

ekanligini tekshiraylik. Bu akslantinshning uzluksizligi
\%
u(x,y) = --- c e VI(X,Y)=- T = = _. funksiyalarning u/.luksi/lijiulii
R-Njx2+y2 R-Njx2+y?2
kelib chigadi. Endi unga teskari akslantirish mavjud va uzluksizligini
ko'rsatavmiz. Teskari / ;R1-> 1)2 akslantirishni

RXx Ry
Li (X,y) ]
[1+2A'nT+y2 1+ AX2+y?2
formula bilan aniglaymiz. Bu akslantirishning
ft(x,y) = ——-—-y-— -, V) = - N uzluksizligi funksiyalarning
1+ +y ' 1+ /pr2+ vy 2
uzluksizligidan kelib chigadi. Endi / '(x,/) akslantirishning hagigatan ham /
ga teskari ekanligini ko‘rsataylik. Buning uchun f(p(x,y),<p(x,y)) =(*, v)
tenglikni isbotlaymiz:

ArY) Pi.y)

f(n(x,y),(p(x,y)) = .
R~'JNAX,y) + 9Ax,y) 'R-"j/ux,y) + (pXx,y)

Rx Ry
1+ VIT + v2 \+JIx2+4y2
X o+
R_ORIM+Y2 R v
1+yjx +y 1+ - jx2+y 2
Demak, / akslantirish gomeomorfizmdir.

Umumiyhol. R" da koordinata boshmi D" shaming markaziga joylashtmb,
dekart koordinatalar sistemasini kiritamiz. So‘ngra f :D" -* R” akslantirishni

f(X,,X2..X,)= K formula bilan aniglaymiz (bu yerdii
)

|x [=n/x2+ x] + ...+ x] , R-shaming radiusi). Teskari akslantirish

. RXx, Rx2 Rxn
f~'(x1,x2,..jcj = formula yordamida aniglanadi Ikkwin

(i 1+ 1+
akslantirishlar uzluksiz boigani uchun / gomeomorfizmdir
f- x, agar x<0
54. 1) /(x)=0; 2) f(x)=] O x e [0;1];

(x-1, agar x> 1
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I- r+1, agar x < -1
[- x, agar x< 0

j 0, agar x>0
48

1 Tekislikdagi ushbu

to'plamda keltirilgan topologiya kintsak, lokal bogianishli bo'Imagan,
bog'lamshli topologik fazoga misol boiadi.

2. Bizga X,Y topologik fazolar / X -*Y uzluksiz akslantirish, A ¢ X
bogianishli to'plam berilgan boiib, f(A) bogianishsiz to'plam bo'lsin deb
faraz gilaylik. U holda, bo'sh bo'Imagan ochiq G, va G2to'plamlar mavjud
boiib, /() =(/(N)Na,)n(/(N)N02,(/(N)Nalyn(/(A)NO02 =0 va
f(A)HG, *0, /(A)F\02* 0 munosabatlar bajariladi. / akslantirish uzluksiz
bo'lganligi uchun A =/ ‘(G.) va A2=/~'(G2 to'plamlar X ning ochiq gism
to'plamlaribo’ladi. f(A)f]C,, +0, f(A)f]JG2*0 munosabatlardan /1,MN\/1*0 va
A2H A*0 kelib chigadi. Bundan tashgan, A =(A, M AN\J(A2IM A) munosabat ham
o'rinlidir. Demak, /1-bogianishsiz. Bu ziddiyatdan /(A) ning bog'lamshliligi
kelib chigadi.

4. Teskarisini faraz gilaylik, X topologik fazo, o'zaro kesishmaydigan
ochiqg va bo'sh bo'Imagan A, B to'plamlar birlashmasidan Iborat bo'lsin, ya’'ni
X =A1)B,ANB = 0. \Jholda a<=A,be=B nugtalar mavjud bo'ladi. Ikkinchi
tomondan cn =(I',, N/H)U(Cn MNB). Bundan ae (C* [\A\be (C* NB). Demak,

(@ V1) va (C*MNB) to'plamlar bo'sh emas, o'zaro kesishmaydi va Cn da
ochig Bu ziddiyatdan X ning bogianishli topologik fazo ekanligi kelib chigadi

5 /<01j) 2-masalaga ko'ra bog'lanishli bo'lib, x,y nuqtalami o'z ichi
oladi. 4-masalaga ko'ra X bog'lamshli topologik fazodir.

6. Bog'lamshli boiadi

7. Bogianishli emas, chunki y = x to'g'ri chiziq tekislikni ikkiga
ajratadi, Ickin fagat bitta koordinatasi ratsional nuqtalar to plamming birorta
ham elementi bu to'g'ri chizigga tegishli emas.

8. Bog'lanishli emas, chunki x2+y 2= V2 aylana tekislikni ikkiga
ajratadi, iekin ikkala koordinatasi ratsional nuqtalar to'plamining birorta ham
elementi bu aylanaga tergishli emas.

9. Bog'lamshli emas, chunki x2+y 2= v2 aylana tekislikni ikkiga
ajratadi, umumiy markazga ega ratsional radiusli aylanalar to'plami yuqorida
ajratilgan ikkala to'plamda ham joylashadi.

11. To'g'ri chizxgda
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1) Z =(barcha butun sonlar to'plami) lokal bog'lanishli to'plnin
Hagigatan ham, Z da ixtiyoriy nuqgta ochiq to'plam, chunki bu topliimning
barcha nugtalari o'zining etarlicha kichik radiusli atrofidan iborat boliuli

2) X =<0;—w— lokal bog'lanishli to'plam emas, chunki bu

12 3 n
to'plamda O ning yetarlicha kichik (-£,£) atroflm qarasak, 3 n, >0
mavjudki n >nalar uchun barcha e (-£,£) munosabat bajariladi Endi
shunday £, < e irratsional son topiladiki bu (-£,,£,) atrof uchun
XN )= ([, £ 0" Jul- - - J munosabat o'rinli bo'ladi
[n ntl n+k

3) [a;*] lokal bog'lanishli to'plam.

4) Q= (barcha ratsional sonlar to'plami) lokal bog'lanishli to'plam emas
Hagigatan ham, q e Q nuqtaolaylik, bu nuqgtaning ixtiyoriy
U4=QC\(g-e,q +e) atrofmi Ug=Q f](</- £,a)U (a,” + ")) ko'rmishda
yozish mumkin (bu erda a -irratsional son).

16. X topologik fazo sifatida y =sin(— funksiya grafigi va

X

{(X,.y):x=0,-1 <y < 1} to'plamning birlashmasini olish mumkin.

19. Teskarisini faraz qilish usuli, ya'ni topologik fazolaming bin X,
bogianishsiz bo'lib, ulaming to'g'ri ko'paytmasi X, x 1, x...xI, bog'lanishli
bo'lsin deb faraz gilaylik. U holda Xt o'zaro kesishmaydigan ochiq va bo sh
boimagan J1.B to'plamlar birlashmasidan iborat bo'ladi, ya'ni
X, =A[jB,JIp\B = 0 . Yuqoridagi munosabatdan

X, xr2x...xA,, ={A\JIB)xX2x...xX,, = (AXXIX...XxXj\I(BxX2x...xXn)
Demak, X,xX2x...xXn fazo o'zaro kesishmaydigan ochig va bo'sh bo imagan
AxXzx...xX" va B*X 7x...xX,, to'plamlaming birlashmasi ko'rmishida yo/.ildi
Bu esa ziddiyat.

23. X topologik fazo bo'lsin. Agar x va y nuqtalami o'z ichiga oladi
bog'lanishli Ac:X to'plam mavjud bo'lsa, x~y deymiz. Bu munosabat
ekvivalentlik munosabati ekani isbotlansin

Ravshanki, masalada kiritiligan munosabatga ko'ra x~x.Agar x Vv
bo'lsa, x va y nuqgtalami o'z ichiga oladigan bog'lanishli A to'plam mavjud
bo'ladi. Shu to'plamning o'zi y va x ni 0'z ichiga oluvchi bog'lanishli to'plnin
bo'lib xizmat giladi. Demak, x -y dan y~x kelib chigadi. Endi x- v,y 7/
deb faraz qilaylik, u holda x va y nuqgtalami o'z ichiga oladigan bogianmlili n
to'plam, y va z nuqtalami o'z ichiga oladigan bog'lanishli B to'plamini
mavjud. A(1B*0 ekanligidan AUB bog'lanishli bo'ladi. Bu to'plam r vn
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nugtalarm o'z ichiga oladigan bogianishli to‘plamdir. Demak, x ~y,y ~z
munosabatlardan x ~ z kelib chigdi.

24 Umumiy nuqtaga ega boigan bogianishli to'plamlammg birlashmasi
bogianishli ekanligidan foydalaning.

25. H to'plam Xx nugta tegishli boiga bog'lamshlilik komponentasi
bo'lsin. Maiumki, H bog'lamshli to'plamdir. Bog'lamshlilik komponentasi
ta'rifiga ko'ra xc H dan H - /7 kelib chigadi. Demak, A yopiq to'plam.

26 Biror A bog'lamshli to'plam olaylik. Agar aeA bo'lsa, A
bog'lamshli ekanligidan hamda bog'lanishlilik komponentasining ta'rifidan
Ac. kelib chigadi.

28 x,yeX va xry bo'lsa, ular tegishli bo'lgan bog'lanishlilik
komponentalan Hx va Hy bilan belgilaylik. Agar Hxf][Hy*0 bo'lsa,
H=arunsa, to'plam bogianishli bo'ladi va bog'lanishlilik komponentasining
ta'rifiga ko'ra H =H X=Hytenglik kelib chigadi.

5§

5. {xr} - yaginlashuvchi ketma-ketlik va lim xi = x bo'lsin. Agar xn->
va y +x bo'lsa, f/, va u 2 bilan mos ravishda x va .v nuqtalaming o'zaro
kesishmaydigan atrofini belgilaymiz. {x,} ketma-ketlik x va vnuqtalarga
yaginlashganligi uchun shunday N, N2sonlar mavjudki, n>Nt da xnef/,, n>JT,
da x, e i/2 bo'ladi. Bundan n>maxj/T,,N2 bo'lsa, x, eU, f)('2 munosabatni
olamiz. Demak, f/,MU2*<Z, Bu ziddiyatdan x =y bo'lishi kelib chigadi.

10. X ,-cheksiz to'plam, r={Ac X :X \A - chekli yoki /1=0}.

Ma iumki, ( X fazo bo'ladi. Hagigatan, jc va y nuqtalaming atroflari
sifatida 11x= X \{y} va Uy= X \{x} to'plamlami olsak, x ning U x atrofi y
nugtani, y ning Uy atrofi esa x nugtani o'z ichiga olmaydi. Endi ixtiyoriy

X * y nugtalaming mos ravishda IJXva Uy atroflarini garaymiz. UxflUy O
ekanligini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, Uxe r, Uyer boiib,
IIxMUy=0 munosabat o'rinli bo'lsin. Uxer, UyeT bo'lgani uchun X \Ut
va X \U - chekli to'plamlar ekani kelib chigadi. Ravshanki,

{X\UX)U (X \U,)- chekli to'plamdir. (X \UJU [X \UJ =X \[I/xN (/J
munosabatdan X \(UxIN Uy) to'plamning chekliligi kelib chigadi. Bu esa
UxMNIl'y=0 farazga zid

68

1 {UJ- oila [a,b] segmenmng ochiq qobig' bo'lsin. Agar xe[a,A] va
[a,x] segment uchun chekli gobig mavjud bo'lsa, bunday x nugtalar to'plamim
A bilan belgilaymiz. Ravshanki, A bo'sh emas, chunki ae A. Bundan tashgan,
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birorta a, uchun ae Ua> bo'lsa, a nuqgta o'zining birorta atrofi bilan f/,_ da
yotadi. Shuning uchun A to'plamga a nugtadan boshga nugtalar ham tegishli
Demak, agar c =sup)x:x e A) boisa, c>aekanligi ravshan. c =supjr x( A
bo'lganligi uchun [a,c-e] segment uchun chekli gobiqg mavjud. Agar [o< r |
segmentning chekli qobig‘iga ¢ tegishli boigan nuto'plamni qo'shsak, (aa |
uchun chekli gobiq paydo boiadi. Demak, cea. Endi c=b ekanligini
isbotlaylik. Agar c<h boisa, e m shunday kichik qilib olamizki,
[c-e;c+£]c(/, bajarilsin. Shunda [a,c] segmentning chekli qobigi [a,c +€\
uchun ham chekli gobiq boiadi. Bu esa ¢ ning amglanishiga ziddir. Demak,
c = b

2. Zarurligi Metrik fazoda to‘plam birorta shar ichida yotsa, u
chegaralangan to'plam deyiladi. A kompakt to'plam boisa, rR" ningxausdorf
fazo ekanligidan A ning yopiq to'lam ekanligi kelib chigadi. Endi A ning
chegaralanganligini ko'rsatamiz. Bunmg uchun birorta xe A nugtani olib,
markazi shu nuqtada boigan jS,(x)] sharlar oilasim garaymiz, bu yerda
n—L123.....Bu sharlar oilasi A uchim ochiq qobiq boiadi va A kompakt
to'plam bo'lganligi uchun bu oiladan chekli qobiq ajratish mumkin. Agar chekli
gobiq B.'(X,,),B{I(XO),..,BFJ(XO) sharlardan iborat boisa, N bilan rﬂ.‘?fin'} m
belgilaymiz. Bu yerda B,(x) markazi x nuqgtada boigan radiusi « ga teng ochiq
shar. Bu holda A ¢ iv(i) ekanligidan A ning chegaralanganligi kelib chigadi

Yetarliligi 1-masalaga ko'ra [~r,r] segment kompakt. Yopiq kub
Qr={xeR" ni n ta [-r,r] segmentning to'g'ri ko'paytmasi sifatida
yozamiz. lkkita kompakt to'plamning to'g'ri ko'paytmasi yana kompakt to'plam
ekanligidan q@r kub ham kompakt. A to'plam chegaralangan bo'lganligi uchun
uni 0'z ichiga oluvchi @r kub mavjud. A yopiq bo'lganligi uchun uning
toidiruvchisi rRn\A ochiqg to'plam. Endi {ua} oila A to'plamnmg ochiq qobig'i
bo'lsa, {Ua} \i4} oila Qr ning ochiq qobig'i bo'ladi. Q, kompakt
bo'lganligi uchun bu oiladan chekli qobiq ajratish mumkin. Hosil bo'lgan
qobigdan r" \a to'plamni chigarib A to'plam uchun {{/,) oiladan ajratilgan
chekli gobig hosil gilamiz. Demak, A to'plam yopiq.

3. A to'plam X kompakt fazoning yopiq gism to'plami va {Aa} ocila A
to'plam uchun ochiq qobiqg bo'lsin. A yopiq to'plam bo'lganligi uchun X\A
ochiq to'plam va {A, }U{X\A} oila X uchun gqobiq bo'ladi. X kompakt fazo
bo'lganligi uchun {*a}jU{A"\”"} oiladan X uchun chekli qobiqg ajratish mumkin.
Ajratilgan chekli gobiqqa tegishli gism to'plamlar bo'lsin. Agar {/-j}f
oilada X\ A to'plam bo'lImasa, {/=} oila {Aa} dan ajratilgan A ning chekli
qobig'i bo'ladi. Agar {h]} oilada X\A bo'lsa, unda bu oiladan X \A ni chiqgarib,

A uchun chekli gobiqg hosil gilamiz. Demak, A kompakt to'plamdir.
6. Buni isbotlash uchun ikkita kompakt to'plamnmg birlashmasi
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kompaktligini ko'rsatish yetarli. Bizga A va B kompakt to'plamlar berilgan
bo'lsin. {UA) va {(/,} oilalar mos ravishda A va B to'plamlarning ochiq
qobiglari bo'lsa, {(/,SU{E/e) birlashmadan iborat \VAUB oilani qaraymiz. A va
M kompakt to'plamlar bo'lganligi uchun {UA) va {Ua) oilalardan chekli ochiq
gism qobiglar ajratish mumkin. Ulaming birlashmasi A\JB uchun {UMB) oila
dan ajratilgan chekli ochig gism qobiqg bo'ladi. Demak, A\JB kompakt to'plam.
7. X =R", kompakt to'plamlar sifatida |b’(x0)} yopiq sharlar sistemasim

olamiz. Ulaming birlashmasi |JB;,(x0) - X bo'lib, R" kompakt emas.

9. A mng yopiq ekanligini ko'rsatish uchun X\ A ning ochiq ekanligini
ko'rsatamiz. Agar bo'lsa, X - Xausdorf fazova A kompaktligidan
shunday ochiq C7to plam mavjudki, xe G ¢ X X A munosabat bajariladi. Demak,
x nugta X VA uchun ichki nugta va* ning ixtiyoriy ekanligidan X \A mng ochiq
to plam ekanligi kelib chiqadi.

10. Zarurligi. Teskarisini faraz qgilaylik. X kompakt fazo bo'lib, ixtiyoriy
X dagi markazlashgan yopiq to'plamlar sistemasinmg kesishmasi =0

boisin. U holda Ga=X\F, ochiq to'plamlar boiadi. Markazlashgan
sistemasinmg ta'rifidan f]JF, * 0 mimosabat, bundan esa hech qanday G. = X "\

chekli sondagi ochiq to'plamlar sistemasi X ni qoplamasligi kelib chigadi. Bu
esa kompaktlikka zid. Demak, f)F 0 .

Yetarliligi X dagi ixtiyony markazlashgan yopiq to'plamlar
sistemasinmg kesishmasi bo'sh emas hamda {G:1} X mng ochiq qobig'i bo'lsin
deb faraz gilaylik. U holda {Ga} ning gobiq ekanligidan Fa- X \Ga yopiq
to'plamlar sistemasi {Fa} mng kesishmasi p)Fa=0 ekanligi kelib chigadi.
Bundan (/+;,) markazlashgan yopiq to'plamlar sistemasi emasligi hosil boiadi,
ya'm )/e;} sistemadan shunday cheklita kesishmasi bo'sh bo'lgan I\ to'plamlar
topish mumkin Qf; =0 ekanligidan G, = X\F: X mng qobig'i boiadi.

i

22 Maiumki, kompakt fazoning uzluksiz akslantirishdagi aksi(obrazi)

kompaktdir. R Xausdorf fazosi bo'lganligi uchun f(X) yopiq boiadi. Agar

f (X ) chegaralanmagan bo'lganda Un =(~n,n) intervallar sistemasi f(X) ni

goplar edi Undan esa chekli gism qobiq ajratish mumkin emas. Demak, f(X)

chegaralangan. ti = sup(/(x)} deb belgilaylik. U holda, X da shunday x .e |
KX

ketma-ketlik mavjudki, limf(xn) = a. f(X) yopigligidan ac f(X) kelib
chiqgadi, ya'm a 7/(*,),*, e X . Xuddi shunga o'xshash, A= inxf(/(*)} ham /

funksiyaning gaysidir qiymati ekanligi ko'rsatiladi.
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Il BOB
18

1 Aylana. 2 To'g’'ri chiziq. 3 x2+y2=4 aylana. 4 Berilgan ikki
to'g'ri chizigning kesishish nuqtasidan o’tuvchi to‘g'ri chiziglar kesmalari 5
yx + x,ty = 0. 6. Markazi berilgan uchta nugtada joylashgan teng massalar
markazidan iborat aylana. 7. To’g’ri to’'rtburchakka tashqgi chiztlgan aylana S
Agar aylanalar kesishmasa, ularning markazlaridan o'tuvchi to’g’ri chizigga
perpendikular bo’lgan to’g’ri chiziq. Agar aylanalar kesishsa, Izlangan
geometrik o’rrn ularning kesishsish nuqtalaridan o’tgan to’'g’n chizigning
aylanalar ichida yotmaydigan boiagi, aylanalar uringan holda esa izlangan
geometrik o’rin bu aylanalarga o’'tkazilgan umumiy urmmadan iborat (urinish

X2 v2
nuqgtasidantashqari). 9 To’'g’'ri chiziq 10. Aylana. 11. + -;j-=1 (ellips).

12 =1 (giperbola). 13 *r + - - =1 (ellips) 14
I(ellips).
31-rasm 32-rasm

15. Ox o'gidan OA radiusgacha bo'lgan burchakni p debva x,y deb izlangan geometrik
o'ringa tegishli bo'lgan ixtiyoriy nugtani koordinatalarini belgilasak, geometrik o rinning

rasm).16 (x2+y2Xf =2Sxy (Bemulli lemniskatasi, 32-rasm). 17. Ellips
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35 rasm 35_ rasm

18 Bu chizigning tenglamasini chigarish uchun Ft va F2nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri
chizigm OX o'‘qi deb gabul gilamiz So'ngra FtF1kesmaning o rtasidan shu FtF2kesmaga
perpendikular gilib ()}' o'gini o'tkazamiz. Geometrik o'rinning ixtiyoriy M (X,¥y) nugqtasini
olamiz O'zgarmas sonni b* bilan beigilasak, shartgako'ra MF ®Mh2= b2bo'ladi.
Ravshanki, /+ va /', nuqtalar orasidagi masofa 2 C ga teng (33-rasm).
All'l =vr+1) +(v-0Of,MF, =yl(x-c)2+(>-0)2
bo'lganligi uchun, ovalning tenglamasi

V(v+c)2+ (v—0)2enl{x+c)2+ (y- 0)2=Db2
shaklda bo'ladi. Kvadratga ko'tarib, soddalashtirgandan so'ng. ovalning

tenglamasi quyidagi ko'rmishga keladi:(;t2+y 2)2-2c2x‘ - y2= b* - c4
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Xususiy hollar; 1) ¢ <b holga 34-rasm, 2) ¢> b holga 35-rasm mos kcladi. ')
¢ -b boiganda oval Bernulli lemniskatasi deyiladi (36-rasm). Unmg

N
37 —rasm
tenglamasi: (x: +y 2)2-2c¢2x2->'2=019 r2=2a2cs2<p (36-rasm). 20
2 2 2
R2Ax2+y2)= 4x%/2. 21. +y}=a’ (37-rasm).22. r =— .23. r=2acosip. 24

cosP

O nugtani qutb deb, OA diametrni qutb o‘qi deb olib, m nugtaning
koordinatalarini p,<p deylik. < deb OA qutb o‘gidan aylana borgan nurgacha
boigan qutb burchagi olinadi M nugtaga mos kelgan P nugtaning
umumlashgan qutb koordinatalarini (p,<p) deb olamiz. M,P nugtalaming qutb
burchagi bir xil boiadi. U holda p'-acoscp va istalgan  uchun
p = acos P+ b boiadi. Bu esa izlangan chizigning qutb sistemasidagi
tenglamasidir

Bu yerda 3 hoi yuzberishi mumkin: 1) h<a 2) b=a 3) b xi

Birinchi va ikkinchi holda chiziq qutb orqgali o‘tadi, chunki p = 0 dan

b b\ b
COS(p ~ - — = =n1.
a a a

Uchinchi holda chizig qutbdan o‘tmaydi, chunki p=0 tenglik hech
ganday ¢ uchun o'rinli emas (chunki b>a) Paskal chig'anoginmg dekart

sistemasidagi tenglamasini topamiz. Dekart koordinatalar sistemasinmg boshi
deb O nugtani, abssissa o'gi deb OA qutb o‘qini, abssissa o'ginmg musbat
yo'nalishi qutb o'ginmg yo'nalishi bilan bir xil boisin. Paskal chig‘anog'ining
tenglamasini hosil gilingan

p = NCOS(p+ ft (1)
ko‘rinishda olsak, chizigdagi qutbdan fargli hamma nugtalar uchun

p-+3% _+Vr, cos(|>= — = ——,
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(1) tenglama p=— +b ko'rinishni qgabul giladi. Chizigdagi qutbdan boshga
P

barcha nuqtalaming koordinatalari bu tenglamani ganoatlantiradi (agar qutb
chiziqga tegishli bo'lsa).

Oxirgi tenglamani ikkala tomonini p ga ko'paytirsak, p2=ax+iip hosil
gilamiz. Bu tenglamani chiziqda yotuvchi barcha nugtalaming koordinatalari
ganoatlantiradi (koordinatalar boshi chizigga tegishli bo'Imasa ham). Oxirgi
tenglamani quyidagicha yozib olish mumkin:

x2+y2=ax+bp YOKi x2+y2-ax=bp. (2)
(2) tengliknmg ikkala tomonini kvadratga ko'tarsak:
(x2+y2-ax)2=b2Ax2+Yy2) . (3)

Endi dekart sistemasida (3) tenglama qaysi chizigm Ifodalasa, qutb
sistemasida yozilgan (1) tenglama ham shu chizigni ii'odalashini ko'rsatamiz.

Hagigatan ham. M nugtaning qutb koordinatalari (1) tenglamani
ganoatlantirsa, shu nuqtaning dekart koordinatalari (3) tenglamani
ganoatlantiradi.

Aksmcha, koordinatalar boshi bilan ustma-ust tushmagan m(x,y) nugta
(3) tenglama bilan ifodalangan chiziqda yotsa, u (1) tenglama bilan ifodalangan
chizigda ham vyotadi. Hagigatan ham, wMm(x,y) nuqta (3) tenglamani
ganoatlantirgan chizigda yotsa, wuning koordinatalari (3) tenglamani
ganoatlantiradi. Bu yerdan (x2+y2-ax)2=b22 kelib chiqadi. Bundan esa
X2+y2-ax =+bp yoki p2- apcosPp=tbhp ammo M nugta koordinatalar
boshi bilan ustma-ust tushmagam sababli, p* O va p ga bo'lish natijasida
p = acos <pzh hosil gilamiz

Agar p =acos(p+ b bo'lsa, M nugta (1) chiziqda yotadi, agar
p = acosip-b bo'lsa - p =acos(cp+ n) + b.Bu holda qutb koordinatalari
(«cos<p-b,(p) bo'lgan nuqgta koordinatalari (-a cos(tp+ n) - b”~p + n) boigan
nugta bilan ustma-ust tushadi. Shunday gilib, Paskal chig'anog'ining dekart
koordmatalaridagi tenglamasi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

(x1+yl-at)' ='(@r: +y2

25. r = 2¢(cos</)x 1), (x2+ y1- 2ax)2=4a2Ax2+y2 (38-rasm).
26 r= a +b yoki (x2+y2AAx-a)l-b x2=0 (39-rasm).

Cos (p
27. M va M' nuqtalardan Ox o'giga pedendikular tushiramiz (40- rasm).

M 'OE va MOF - o'xshash uchburchaklar. Shuning uchun: M_: —

bo'ladi. M nugtaning koordinatalari x va y bo'lsin. BM =BM"' bo'lganligi
uchun EO = OF = X bo'ladi.
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38 —rasm 39 —rasm

X \Y X
Shu sababli, oldingi tenglikdan ------ = —, bundan esa M 'E - m Kkelib chigad
M'E

X

Ikkinchi tomondan, M'AE va MAE uchburchaklar o'’xshash bo'lgani uchun
X2

ngE _™M 1 0 X _ Yy bo'ladi. Soddalashtirishdan so'ng strafoidanmg

AF MF a+Xx y

tenglamasi quyidagi shaklgakeladi: y2=x2- + X 28. r-acos(p +hb. 29
a-x
2asin2¢ .. i
r= - yoki v2= (41 - rasm). 30. Ikkita aylana
cos (p 2a- x
(x-af +[y-a)l=2a,x- a)2+ {y+a)l=2a .31. r = asin 2p yoki

(x2+y2) =4ax /2 (42 - rasm).32. x = 2acos2<p,y- laigtp bu yerda d - qutb
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Initchagi yoki X =—----—--- (43 - rasm).
y +4a

33. r:(I- a2-2r(ab + ecos(p)+c2- b~=0 34.r- —&#
@

36. OACM sinig chizigni ko‘raylik (44 - rasm).
Businiq chizigm Ox o'giga proyeksiyalaymiz:
prJ)M =pr()OACM =prJ)A + praAC + prnCM
priOM =x, pratAC =0, prOOA =0A =AM - at
(chunki aylana sirpanmasdan harakatlanyapti).
CM dan CA gachaboigan burchak t boigam uchu, Ox dan CM gacha
boigan burchak ?+(x~t) ga teng; uholda prOCM = acos(é n-1=-asm/
Shunday qilib, x = a(t - sin/) hosil boiadi. Xuddi shunmgdek, OACM smiq
chizigni Oyo‘qiga proyeksiyalasak:
proPM = prJJACM = prJ)A + pr*AC + p%CM .
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44 —rasm

Bundan prlh()M =y, pr®*AC =a, prnOA =0 Ox dan CM gacha burchak

-Zn -t gat eng bo'lgani uchun, Oy dan CM gacha burchak ) ga
teng.
Demak, pr~"CM =«cos(;r -/)= -acost Shunday qilib: y =«(l -cos/)

Demak, sikloidamng parametrik tenglamalari quyidagicha:
x=a(l - sint\y - a(l - cost). Buyerda, t parametr barcha haqiqiy giymatlarni

gabul giladi
TK Noon o
38. x = (R + r)cost - rcos-----—- 1,y =(R +r)smt - rstn t (episiklioda, 45
r r
-rasm). 39. x =(R-r)cost +rcos-——-t,y-(R-r)sin/-rsw— -i (giposikloida.
45 - rasm 46 - rasm
46 - rasm). 42. 4aV (I-~-) =(r2- al-x 2 y2)2
h” b

43. x = r(cos@+ (psmg>),y = /"(sin(p-(pcos<p (aylanaevolventasi, 47 -rasm)
44. 1) ellips; 2) giperbola; 3) parabola
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47 - rasm
45 N va M nugqtalar chizigda yotadi, P esa yotmaydi. Berilgan chizig Ox
o'gini 6>(0;0) nugtada Oy o'gim 0(0;0) va /1(0;-2) nuqgtalarda kesib o'tadi.

Oshkormas tenglamasi: x1+ 2y2- x2= 0. 46. a) x= 12% )Yy = 2“}§T, b)
+ i

I+

X =a+acos<p,y = asin (p 47. Parabola. 48. x -y - 2= 0 to‘g‘ri chizigning x >2
X

gismi. 49. + :: 1to‘g‘ri chizigning koordinata o'glari orasidagi gismi. 50.
a

Yarmi aylana. 51. Giperbolamng o‘ng shoxi. 52. x + 2y -1 = 0 to‘g‘ri chiziq.
53. y =ach- zanjir chizig'i. 54. - a)2+ (y - b)2= R2aylana. 55. x2+ y2=R
a
aylana. 56. (x - a)2+y2=a?2 aylana. 57. x = a to‘g‘ri chiziq. 58. y = b to‘g‘ri
chizig. 59. — +£—= 1ellips. 60 .-----— =1 gepirbola. 61. y2=4x + 4 parabola.
q = g p 16 gep y p

62. x2-y 2=a2giperbola. 63. x2 -hx =0 aylana. 64. y2=-4x +4 parabola.
65. y2- 4x i 4 parabola.

28

7. Ha. Teskansiga o'rinli emas. Hagiqatan ham, quyidagi
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f \
\%
))(!zf\; L ,agar, x>0,y >0

vektor - funksiyasining moduli jr(*,.y)] uzluksiz, ya’'ni r(x,y) =1, boisa ham,
vektor - funksiyaning o'zi Oy yarim o'‘qgida uzilishga ega
20. 2(r,r). 21. 2(r',r") 22, [r",r"']. 23. (r',r"r ).

r(tj= 0 boisa, r'(tO)r '(to) mavjud boimaydi.

29. Yo'g. Hagiqatdan ham, quyidagi r (t) = (cost,sint) vektor- funksiya uchun
munosabat o‘rmli emas. 30. Ha. 42. Parabolik silindr.

43. Elliptik silindr. 44. Geperbolik silindr. 45. Elliptik paraboloid

47. x = Rcosucosv,y = Rcosusinv,z = Rsmu.

48.x = acosuncosv,y = bcosusinv,z = csinu

49.x = ~jpucosv,y = pusiny,z = csint/.

50.x = achu cos v,y - bchusinv, z = cshv.

51.x = ashu cosv,y = bshusmyv, z = cchv.

52. x=acosv.y = AsmV,Zz=u 53.x =u,y =u2,z=v

54. x = achu,y =bshu,z- v. 55.x = aucosv,y = />stnv,z = cu

38

1 A nugtadagi urinma 2x- y + 2=0, normal x + 2y +1 = 0. B nugtadagi urinma
4x -y +3=0, normal x+4y+12 =0. C nugtadagi urinma 6x-y+2=0,
normal x + 6y - 49 = 0.

2. A nuqtadagi urinmay = 0, normal x =0 B nuqgtadagi urinma 3x- y - 2=0,
normal x+3y-4 =0

3. A nugtadagi urinma y = x , normal y = - x . B nuqtadagi urinmay = 1, normal
x=1]. C nuqgtadagi urinma x-y+a =0, normal x-y-jr=0

4. A nugtadagi urinma y = x, normal y = - x . B nuqtadagi irinma

2x-y+1-“ =0, normal x +2y- 2- —= 0.
2 4

5. Urinma 2x-y+4 =0, normal x+2y-3 =0.
6. Urinma 2xsin? +2ycost-asin2/= 0 normal xcos/-ysin/-acos2/ =0
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7 i={2k+ 1tr,£e Z, boigan nuqgtalarda urmma y - 2a normal

v = (2k + \)an, golgan barcha nugtalarda urmma x - ytg +a{2tg1-1) =0

normal xtg — y —attg —= 0. Urmma x - a(cosf - Asin/),y = ft(sin /+ fAcos/),
normalx = (a + bA.)cost,x = (a + Z>A)sinf. 10. Urmma x +y-3a = Q, normal

y=x.11L. Urmma \x-2y-a - 0, normal 2x+ 4y-3a = 0.13. Urinma

N+ N - =1 normal —---- -=0 15. Urmma wy,, = />(x+ jcJ,
a' b X y

normal y(x - x0) + p(y - y0) = 0.16. Urinma (sm ¢+ cpcos<p)x -
-(cos(p-<psm cp)y - acpl= 0, normal (cosip-ipsin (p)y +

+ (sm g+ ipcos<p)x - acp =0. 17. Urinma y -a =0, normal ;t-a = 0.18.

il -2,-).419. Yo'q. 21.y = 4.t-4. 22. A(2,-3). 23. A=-l,c = -1.

» ,.,2 4, .. ,2 8. , 49 (x+7)
27. M. (3,9)M Ay 21)- 29- Y =2x+3,y=2x+— .30. y+1= — — ",

36. M,(0,0),17,(4 ,4 ), "2 p2= arc/gi». 37. A/,(0,3),M 20,-3),1p = §2= 1
38.M,(1,2),1/21,-2),~r="=].

4 1 . + /r7r(-)* 3),(pk=arclg2 .2,k e Z.
4 2

48. i\ M , M uchburchakdan nNi = ,/ M>XAM 2= ~/y, = N (48

rasm ).
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57. y- y0=y'(x - x,) urinma tenglamasida y - 0, .r= xrdeb x7 -

tenglamani hosil gilamiz. Bundan, JJ7]|= — | ga ega boiamiz. Qolgan
ly !

formulalami ham xuddi shunga o xshash keltirib chigaramiz (49-rasm)
7 .

58. \MN\ = , \PI\N=j , \MN\=v5, \PN\\=2

<hlx
59. \MN\ = |e/IX|X, \PT\ = (/ZA¢], [MV] = o/T; % [/ =1 60. v: =+2kx+c,c¢C

- const: 61. y2=ce *, c- const. 62. A(lntg 1+ cost)+c, y =asm|, t-

koordinatalar o'qining musbat yo'nalishi bilan urinma tashkil etgan burchak Bu
- traktrisa deb ataluvchi kongruyent chiziglar oilasi(50 - rasm).

63. S=n° 65. Ikkinchi tartibli urinishga ega. 66. Binnchi tartibli urinishga

ega. 67. Uchinchi tartibli urinishga ega. 68. Uchinchi tartibli urinishga ega 69.
y =x2-3x+3. 70. x2+y2-y=0 71. {x+ 2y)2- 20x + 14y +19=0
Uchinchi tartibli urinishga ega. 73.Agar f(x) x =0 nuqgtada n-tartibgacha
hosilaga ega boisa, masala yechimga ega

v=/(0)+ /'(0)x +/'(0)*t+... + /u,(0)X .aks holda masala yechimga ega

emas 74. 1) & — + *—4 — =1, beshinchi tartibli urinishga ega. 2)
12R: 9R2

(x- kR2 _ (v-5R2

= 1, béshinchi tartibli urinishga ega
-12/7 9R



1) (x- nlV)=-8R(y - 2R), uchmchi tartibli urmishga ega.

48
1 x=3,y=0.2x=24,y=0.3. y=0.4 y=x-4,x=0.5

V=X-2,X=-2.6.x=0.1. x=3, v=-4,y = .8 y=-—y=2x+—.
4 4 ' 2 2

9. ,2X - 4y - 3= 0. 19. 0(0;0)—e‘z —o0'zini kesish nugtasi. 20. 0(0,0)-

0'z - 0'zini kesish nugtasi. 21 0(0,0)- ajralgan no‘qta. 22. 0(0,0)- ajralgan

no gta. 24 0(0;0)- aralgan no‘qgta. 26. 0(0;0)- 0‘z - o'zini kesish nugtasi. 27
0(0;0)—birinchi tur gaytish nuqgtasi. 28. 0(0,0). 29. A(a.O) - 0'z - 0'zini kesish
nugtasi. Urinxna y ~ £ x.30. 0(0,0)- birmchi tur gaytish nuqgtasi.

31 /1(0,0)- birinchi tur gaytish nuqgtasi. Urinma y = 0. 35 - 37. Mavjud emas.
(51 53 rasmlar)

40 Funksiya jc= +1 nugtadan boshqga barcha x larda aniglangan. Maxsus
nugtalan yo'q Koordinata boshida Ox o'giga urinadi. Chizig Oy o'giga

simmetnk bo'lib, x =1, y = 1 asimptotalarga ega. 41. Funksiya x = +V3
9 9
nugtadan boshga barcha x larda aniglangan. -viM=y (-3 )=-2>ymy(3)=2

Koordinata boshi egilish nuqtasi bo'lib, shu nugtada chiziq Ox o'giga urinadi.
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ilsimPtotaian esa y - X, X =#1/3. 42. Funksiya x = -1 nugtadan boshga barcha
larda ar>iglangan. Koordinata boshi egilish nugtasi bo‘lib, shu nugtada va

3,-33A

"

*-2v-2=0.

nugtada chiziq Ox o'giga urinadi, asimptotalari esa

” 52 —rasm 6B —rasm
43. Funko-

boshi X = *2 nugtadan boshga barcha x larda amglangan. Koordinata
e S I*ish nuqtasi boiib, shu nugtada Ox o'giga urinadi va x =+2,y =0

Ptotalqgj.ga ega. 44. Aniglanish sohasi- (0;5]; M\JI=r,/1=\ - egilish nugtasi
bo‘lib
’ S~ u nugtada Ox o'‘qi bilan 135° li burchak hosil giluvchi urinmaga ega

iy = Q
as4nptota. 45. Funksiya x > 0 da aniglangan. y» =y(e)=-;

e

? 3 >
2.7¢7 egilish nugtasi. x =0, y = 0 asiptotalarga ega. 46. Funksiya
. 1 1
3 X aniglangan va musbat. y» =y(0)= 1, M\
n/2 ' n/e
= 1N
vn/2 * I - egilish nugtalari, y - 0 asimptota. 47. Funksiya x = 0 nugtadan

h |
boshga barrc ha x larda aniglangan. M c ‘} - egilish nugtasi, asimptotaElri

esa Xx = 0 V 2ey
+ » = 1 48. Chiziq y = x to'g'ri chizigga nisbatan simmetrik bo'lib,

~qg an asimptotaga ega. Koordinata boshida o'z - o‘zini kesadi va
** 0 urinmalanga ega. 49. Chiziq yopiq bo'lib, maxsus nuqtalarga ega
CmaS (\ '\
° r3inata o’qglari bilan kesishish nugtalari: 0 (0;0), A/, -;0
v 7/

_/2), m\~ 1-b12.) nuqtalarda Ox o'qiga parallel urmmalarga ega

M
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0(/ =0), M,(t =+ nuqtalarda urmmalar Uy o'giga parallel. Bu chiziq
clhpsligini uning tenglamasmi oshkormas ko'rmishda yozish bilan isbotlash
mumkin 50 Chiziqg Ox o'giga nisbatan simmetrik bo'lib, tekislikning, O0<x <1
munosabatm ganoatlantiruvchi gismida joylashgan. x=1 asimptota, 0(0,0) -
birinchi tur qaytish nugtasi. 51 Chiziq Ox o'giga nisbatan simmetrik bo'lib,
tekislimng, 0<x <1 munasabatni qanoatlantiruvchi gismida joylashgan. x=i

asimptota. Koordinata o'gqlami (40;0), N/ ; 0 ) nuqtalarda kesadi. Maxsus

nugtalarga ega emas. Koordinata boshida Oy o'giga parallel urmmaga ega. 52
(A400) nugtadagi urinma Oy o'gi bilam ustma - ust tushadi

ﬂ/,j 11"J. 1—1 J nugtalarda Ox o'giga parallel urinmalarga ega.
;V/,(3;0)M nugtadan chiziq ikki marta o'tadi. Asimptotasi yo'q. 53.
Asimptotalari x =" |y = ~X - y = X + \. Chiziq koordinata o'qlarini fagat

koordinata boshida kesib o'tadi. Koordinata boshi chizigning birinchi tur gaytish
nugtasi bo'ladi. 0(0;0), M,(/ = 3), M2(I = - 3) nugtalardagi urinmalalar Ox
o'giga parallel. M ,(/ = 2) nugtadagi urinma esa Oy o'giga parallel. 54. Chiziq

Ox o'giga nisbatan simmetrik. Asimptotalari jr=-1,y = (X - Birinchi
asimptota chizigni kesmaydi, ikkinchi va uchinchi asimptotalar esa mos ravishda
Mj/=- "1va A/j|, =" nud*alart’a lces*b o'tadi Koordinata boshi

chizigning birinchi tur gaytish nuqgtasi bo'ladi Chizigning
M\i = 3) m \i = —.3) nugtalardagi urinmalan Ox o'giga parallel 55. Chiziq
Ox o'giga nisbatan simmetrik. Maxsus nuqgtalan va asimptotalari yo'q
M 4 -4Si3 va |\/|.\(4 4 -é-]

37 1133 J
koordinata boshida Oy o'giga urmadi. 56, Asimptotalari yo'q. Koordinata boshi
chizigning ikkinchi tur gaytish nuqgtasi bo'lib, bu nugtadagi urmmasi x = Odan
iborat Chizig Ox o'gini 0(0;0) va A/,(1;0) nugtalarda kesib o'tadi.
Al,(t =-\Jo.»)- egilish nugtasi, uning J/17,(/ = ¥ 0,4) nugtadagi urmmasi Ox
o'qiga parallel bo'ladi. 57. y = 1- asimptota; 0(0;0) - egilish nuqtasi bo'lib, bu
nugtadagi urmma Ox 0'qi bilan ustma - ust tushadi. | I = Z] nugtadagi
urinma Oy o'qiga parallel bo'ladi. 58 Asimptotalari x =0, x +y +2 =0.
0(0:0) - egilish nugtasi bo'lib bu nugtadagi urmma x - y = 0 dan iborat. 59.
Koordinata boshi chizigning ikkinchi tur gaytish nugtasi. Koordinata o'qglari
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bilan £>(0;0), M(1;0) nuqgtalardakesishadi. 60. Chizig y = x to'g'ri hizigqa
nisbatan simmetrik. Asimptotasi x + y -1 = 0. Koordinata boshi chizigning
birinchi tur gaytish nugtasi bo'lib, bu nugtadagi urinma Ox o'gidan iborat
boiadi. Bundan tashqati, t — 00 da chizigq koordinata boshiga Oy o'giga urinib
yaginlashadi. 61. Asimptotalari 2x + 9=0,2x- 9=0,.r- y- 6=0. A/,(4;-4)
birinchi tur gaytish nuqtasi boiib, bu nugtadagi urinmasi x + y = 0 to'g'ri

chizigdan iborat. Chizig Ox o'giga M\ — ;0 j, Oy o'giga A/, 0;---- | nugtada
3)

urinadi. 62 Chizig Oy o'giga nisbatan simmetrik. Asimptotalari y -+ x - 1,
6>(0;0) - uch karrali maxsus nugta bo'lib, bu nuqgtada chizig x=0,y =0
urinmalarga ega. M, ,(x 2V 27;2v3j- egilish nuqtalari. 63 Chiziqg Oy o'giga

nisbatan simmetrik. M, ,(x2;0) birinchi tur gaytish nuqtalari bo'lib. bu

nuqtalardagi unnmalar £+x +y -2 =0 dan iborat. M jO ;4 M,(0;2)

2 2
nugtalarda Oy o'qiga parallel urinmalarga ega A/, J( +jV'5;~ }|—egilish

nugtalari. 64. Chizig Ox o'giga nisbatan simmetrik. Maxsus nuqgtalari va
asimptotalari yo'q. Chizig Ox o'gini A™(-1;0), Oy o'qini A/2,(0;xl)
nugtalarda kesadi. Chizigning M 7,(0;%l) nuqgtalardagi urinmalan Ox o'giga,
M,(-1;0) nuqgtadagi urinmasi esa Oy o'giga parallel. M, ,(0;l) nugtaga egilish
nugtasidir. 65. Chizig Ox o'giga nisbatan simmetrik. Asimptotalari

x =1,y =+2. Chizig Oy o'giga koordinata boshida urinadi. Tekislikmng

0 < x < 1 munosabatni ganoatlantiruvchi gismida chizigning nuqgtalari mavjud
emas. 66. Chizig Ox o'giga nisbatan simmetrik. Asimptota .*= 1, vertikal
urinma x = 0, chiziq tekislikning 0 < x <10 munosabatni ganoatlantiruvchi
gismida joylashgan. 67. Chizig Ox o'giga nisbatan simmetrik. Asimptota

jr=0. A/ ™20}’ nuqgtalardagi chizigning Oy o'qgiga parallel Ikkita

egilish nugtasi mavjud. 68. Chiziq markazi koordinata boshida, tomonlari
koordinata o'glanga parallel va 2a ga teng kvadtar ichida to'la joylashadi
Chiziq koordinata o'qlari va ularning bissektrisalariga nisbatan simmetrik. 69.
Chizig parabolaga o'xshaydi. Asimptotalari 2y = +x. x2<6 da, 0(0;0)~
ajralgan nugtadan tashgan. berilgan tenglamani qanogatlantiruvchi nuqtalar
mavjud emas. 70. Asimptotalari y-+.x <9(0;0) va M,(n'2;0) nuqtalardagi
urinmalar Oy o'qiga parallel. Ikkita egilish nugtasi mavjud. 71. Asimptotalari

y=%x. M.f Mn  h- | nuqtalardagi urinmalar koordinata
\ 132 532/ 1'/32 y32) 4
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o'glariga parallel. 72. Asimptotalari x = 0,y = x; 0(0;0) nugta egilish nuqtasi
bo'lib, bu nugtadagi urmma y = -x. M, 2ct( ,2 + 1)<t), M, ,(- cx(-/2 + l)cr);

a =41 nuqgtalarda Ox o'qiga parallel urinmalarga ega. 73.

Asimptotalarix =0, y = 0. M (0,1) nugtadagi urmmasi Ox o'giga parallel. 74.
X = 1to'g'ri chiziq va 0(0;0) ajralgan nuqgta. 75. Asimptotalari x = +1, y = +1;
0(0;0) - ajralgan nugta. 76. Asimptotalari y = +x. 0(0;0)- ajralgan nugta.
Chizig Oy o'qini M .20;+2) nugtada kesib o'tadi. M 12 nuqgtalardagi urinmalar

Ox o'giga parallel. 77 Chiziqg Ox o'giga nisbatan simmetrik. Asimptotalari
y=x+1v=-x -1, x=1y=%(x + 1) asimptotalar chizigni Mi(-1,0) nuqgtada
kesadi. <1>0;0) - ajralgan nugta. A/, nuqtada Oy o'giga, parallel urinmaga ega.

Abssissasi x = bo'gan M 2 M, nuqtalarda esa Ox o'qiga parallel

urinmalarga ega 78. Asimptotalari y - x+ ~==0,y +x+* ~ = 0. Koordinata

boshi ajralgan nugta. M, 20;+0) nuqtalarda Ox o'qiga, .W, 4z a;0) nuqgtada esa
Oy o'qgiga parallel urinmalarga ega. 79 Chizig ttto'giga nisbatan simmetrik.
M, (2;0) ajralgan nugta M 1X- 2,+41) nuqtadagi urinmalar Ox o'giga nisbatan
simmetrk. lkkita egilish nuqtasi bor M, ,(+ a;0); Asimptotasi x = 0. 80
Asimptotalan 3x+ 4= 0, 3x + 373y -8 = 0. 0(0;0) - ajralgan nugta. Chizig Ox
o'gini M (4;0) nugtada kesib o'tadi. Bu nugtadagi urmma x= 4. 81. Chiziq
marakazi koordinata boshida, tomonlari koordinata o'glariga parallel va uzunligi
2 + ,8 gateng kvadrat ichida to'la joylashadi. Chiziq koordinata o'qlari va
ulaming bissektrisalanga nisbatan simmetrik. Koordinata boshi ajralgan nugta
1 J 2+-.8

nz,;(0,x1), M, nugtalarda Ox o'giga parallel urinmalarga
t-/2¢ 2y

n/2 + Ve 1 .
ega. S4,,(x 1,0, M,,2 + 5 — \in: nugtalarda Oy o'giga parallel

urinmalarga ega. 82. Chizig Ox o'giga nisbatan simmetrik va to'ligligicha
tekislikmng -1 < x < 1 munosabatni qanoatlantiruvchi gismida joylashgan.
Asimptota x = 1. Koordinata boshi k= £1 burchak koeffitsiyentli urmmalaming
kesishish nugtasi. Urinma Oy o'giga A/,(-1;0) nuqtada parallel. Urinmalar Ox

o'gqiga M 2 nugtalarda, absissasi esa x = — J~~ DUdta® a parallel. 83.

Chizig Koordinata o'glariga nisbatan simmetrik. Koordinata o'glari bilan
kesishish nugtalan /17, 20;+I). Urinmalar Ox o'giga M, 2 nugtada va Oy
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2-1
2

I+

nugtalarda parallel, 0(0,0) nugta y = £x nugqtalar
Yy
bilan kesishish nugtasi. 84 Chiziq Ox o'giga nisbatan simmetrik, /1¥(1;0)
y = £(.r - 1) urinma bilan kesishish nuqgtasi. Asimptotasi x = 0. 85 Chiziq
koordinata o'qlari burchaklarmng bisssektrissalariga nisbatan simmetrik
0(0;0)-.x =0, y = 0 urinmalarga nisbatan simmetrik Koordinata o'qlari bilan

27
boshga kesishuvchi nugtalari yo‘q. Urinmalar Ox o'giga M, -
16" 16
( 3 277 .
M, I —-  nugtalarda va Oy o'giga M..
16 " 16]j
27 rr) . .
MJ -« 16 b6 i nugtalarda parallel. Asimptotalarga ega emas. 86 Chiziq
, J

koordinata o'glariga nisbatan simmetrik va x = 1, y = + - to'g'ri chiziglar

bilan chegaralangan to'g'n to'rtburchak ichida joylashgan; 0(0;0) nugta v = +.v
. . . . (2. v

urmma bilan kesishish nugtasi. Urinmalar Ox o'giga M + N %27 nugtada

va Oy o'giga M 12+1;0) nuqtalarda parallel. 87. Chiziq Ox o'giga nisbatan

simmetrik. Asimptotalar y = +1, g=-1,x =-2; 0(0;0)-0‘z - o'zini nuqgta

kesishuvchi nugta bo'lib, bu nugtadagi urinmalar yV2 = +.r to'g'ri chiziglardan

iborat 88. M, !:+ L
3 3v3

0'z - 0'zini kesishuvchi nuqgta bo'lib, bu nugtadagi urinmalar y = £(ar-1) to'g'ri

nugtalardagi urinmalar Ox o'giga parallel. /1/,(1;0)

chiziglardan iborat. <9(0;0) nuqtadagi urinma Oy o'giga parallel. 89 Chiziq
koordinata o'qlarining bissektrisalariga nisbatan simmetrik. 0(O;O) - 0'z -
0'zini nugta kesishuvchi nugta boiib, bu nugtadagi urinmalar x =0,y =0

to'g'ri chiziglardan iborat. M ,2erV3;«rV27) nuqtalardagi urinmalar Ox o'giga.

M. AcrnN'27;<1-/3) nugtalardagi urinmalar Oy o'qiga parallel. Bu yerda 4rr = +1

90. Chizig y =-x + # asimptota bilan j nugtada kesishadi 0(0;0) -

nugta birinchi tur gaytish nugtasi bo'lib, bu nugtadagi urmma x = 0. A/2(1;0)
(2

\la /1
nugtadagi urmma Oy o'qgiga, M, 4 ; nugtalardagi urinma Ox o'giga

parallel. 91. Asimptotalan yo'q. <9(0,0)- birinchi tur qaytish nuqtasi bo'lib. bu

183



nugtadagi urinma y = x. Chizig Ox o'qini M\21,0) nugtada kesib o'tadi.
A/,(12;4) nugtadagi urinma Ox o'giga parallel. 92. Chizig Ox o'giga nisbatan
simmetrik. (7(0;0) - birinchi tur gaytish nuqtasi bo'lib. bu nugtadagi urinma

y = 0. Asimptotalar x =a, x+ty =-a Tekislikning O<a:Su munosabatni

ganoatlantiruvchi sohasida chiziq tenglamasim ganoatlantiruvchi nuqgtalar
mavud emas. 93 0(0;0)- nugta ikkinchi tur gaytish nuqtasi bo'lib, bu nuqtadagi
. 64 28672 e . ..(16 256"
urinma y=0. M. — ,— ——— - egilish nugtasi. M [
\225 759375J \25 3125J

urinma Ox o'qiga parallel. A/,(1;0) nugtada chizig Ox o'qgini kesib o'tadi. 94.

nuqgtadagi

Chizig Oy o'giga nisbatan simmetrik. C>(0;0) - chizigning uchta yoyi o'tuvchi

maxsus nugta. Bu nugtadagi urinmalar y = 0, x+ y = 0. Egilish nuqgtalari va

/
. . + /2 N '+ b 2 L
asimptotalari yo'q. M ,. 4 4" M, A nugtalardagi urinmalar

v 9 '9,;
koordinata o'qlariga parallel 97 Chiziq Oy o'giga nisbatan simmetrik. 0(0;0)
- nuqgta ikkmchi tur gaytish nuqgtasi bo'lib, bu nuqtadagi urinma y = 0.
M, .(x6;12), N1/(x6 2;8) nugtalardagi urinmalar koordinata o'qlariga parallel
Ikkita egilish nugtasi mavjud. 98. Chizig Ox o'giga nisbatan simmetrik. <9(0;0)

- chizigning uch karra maxsus nugtasi Bu nugtadagi urinmalar y = 0, ,v= 0.
A/,( 12;+\ 6 N12) nuqtalardagi urinmalar Ox o'qiga, M .u4;t4) nugtalardagi
urinmalar Oy o'giga parallel. 99 Chiziq koordinata o'glariga nisbatan
simmetrik. 0(0;0) - nugta 0'z - o0'zini kesish nugtasi bo'lib, bu nugtadagi
urinma y = 0. Chizig Ox o'gqini M 2+ 1;0) nugtalarda kesadi va bu

6 2 3
nugtalardagi urinmalar Oy o'qiga parallel. M, 6+ ~ ,+ 2~ ) nugtalardagi

urinmalar Ox o'giga parallel. 100. Asimptotlan y = £x; 0(0;0) - nugtao'z
o'zini kesish nugtasi bo'lib, bu nugtadagi urinmalar y = 0, x = 0. Beshta egilish
nugtasi mavjud 101. Chizig markazi koordinata boshida, tomonlari koordinata
o'glariga parallel va 4 ga teng kvadrat ichida to'la joylashadi. Chiziq koordinata
o'glan va ularning bissektrisalariga nisbatan simmetrik. <7(0;0) - chizigning

to'rt karra maxsus nuqgtasi. Bu nuqtadagi urinmalar y =0, x = 0. M 4(x-.2;£2)
nugtadagi urinma Ox o'giga, M, A= 2;+ 2) nuqtalardagi urinma Oy o'giga
parallel. 104. Agar r,<p - umumlashgan qutb koordinatalari bo'lsa (ya'ni r har
gandayishorali giymatni gabul qilsa), u holda r2p=a 2 tenglama qutbga
simmetrik ikkita egn chizigni aniglaydi. Har bir egri chiziq qutbga cheksiz
tarzda, qutb o'giga esa asimptotik tarzda yagmlashadi. 105 Qutb birinchi tur
gaytish nugtasi bo'lib, qutb o'gi esa bu nugtada urinma bo'ladi. 107. Egri chiziq
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dekart koordinatalar sistemasi o'qlariga nisbatan simmetrik. Ox o'gini qutb o'qi
bilan ustma -ust tushadi. Chizig Ox o'gini M, r(+ a;0), 0(0;0) nuqgtalarda kesib

utadi, O nugta chiziqg o'z - o'ziga va y = 0 to'g'ri chiziqga urinadi. Chiziq

Mn O, * ,A/J 0;--~- nuqtalarda 0'z - o'zini kesadi 109. Oila Oy o'giga
n>r n V2
koordinata boshida urinuvchi ellipslardan va y =« . Y = 1o” n chiziglardan

iborat. Oilaga Ox o'gi ham tegishli. 110. C = 0 boigan holda x =0, x- 2y =0
to'g'ri chiziglar. C ®0 boigan holda asimptotalari * = 0, x - 2y = 0 to'g'ri
chiziglarga parallel boigan o'xshash giperbolalar. Giperbolalammg ()'{(",(")
markazlari x - y to'g'ri chizigni to'ldiradi Giperbolalaming bitta shoxi
koordinata boshida Ox o'giga urinadi. 111. a) umumiy fokusga ega ellipslar
oilasi; b) umumiy fokusga ega giperbolalar oilasi; 115. (- C)2+y2=C2 116

x2+y = ('. 117. Kesishuvchi aylanalar oilasi. Bu oila markazlaridan iborat

chizig umumiy vatar bo'ylab yo'nalgan. Koordinata boshini umumiy vatar
o'rtasiga joylashtirib, Ox o'gini shu vatar bo'ylab yo'naltirilsa,
(- C)2+ y2= C2- a2tenglama hosil boigan oilani Ifodalaydi. 118 y =*a.

119. y =0, x =0. 120 x' + y2= p 2. 124. Disknminant jt=yvajt-y-~ =0
to'g'ri chiziglarga bo'linadi. Birinchi chizigning maxsus nugtalaridan iborat,

ikkinchisi o'rama. 125. +¥Y =~ aylana. 126. y2+4a(x- a)=0

v 2 2 2

parabola. 127 xy=+"' giperbolalar.128. (A2+ B2 R2=C 2. 129 +y’' a' -
astroida. 130. a) x' +y2=(R-r)\ x2+y2=(R +r)2 131. O ‘nnrna

(,r- — )2+ y:=(™ )2aylana va berilgan parabolaning x = - — direktnsasidan
4 4 2

iborat. 134 y2= 2p(x + ~) parabola Bu parabola C > ~ o'rinli bo'lganda

aylanalar uchun o'rinma boiadi. 135. y2—2(p + q)x. 136. O'rama nugqtalari
quyidagi munosabatni qanoatlantirishi kerak: F(x,y,a,P) =0, a>(a,p) =0,

:— =0 137. To'rtta to'g'ri chizig x+ y = +1.138 xk+ v* = a*, K=—
D(a,P) '

m = 2 boigan holda astroida; m=1holda (x- y)2- a(2x+2y - a)=0
parabola; m = - 2 holda g2+ y 2= a2 aylana.
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an
1 42 v-L 4 X8 y-e m3. x=y+l=2z
sl2 2 e
4. X+"N(4-n-)=y=-~z-a:(p =" 5. M,(-2;12;14), N/ 4-2;3;-4).
lc=2
y + 2z = 0. 11. Chizigning parametrik ko'rinishdagi
[2y-r =0’

tenglamasi x= x(/), y = y(t), z = z(t) boisin. Ma’lumki, quyidayi munosabatlar
o'rinli F(x(t),y(t)z(t)) =0, Q>(x(t),y(t),z(t)) = O bundan esa
R dF , «TP 5¢ [0} ; . .
— uwrH-—@m——-dz = 0, —j dx- -ay+-cf\-dz =0 munosabtni hosil gilamiz. Bu
x 3y & nx dy dz
munosabatlar esa differensiallaming quyidagi nisbatini aniglaydi:
dx dy dr
dF dF dF dF dF dF

dy dz dz dx dx dy

50 &> P TP o 5o

dy dz dz dx dx dy

tenglamasi quyidagi ko‘rinishga
X -X y-y Z-z

dF dF dF dF dF df

dy dz dz dx dx dy
50 <o P < o

dy dz dz  dx dx dy
normal tenglamasi esa quyidagi ko'nnihga keladi:

dF dF ™ dF dF dF
dy dz B dz dx ~ax dy _
40 do X ) g @ Y)F e g (Z2) 70
dy dz dz  dx dx dy
yoki
X-x Y-y Z-z
cF dF dF -o.
dx dy dz
o N
dx dy dz
mY-Xx Y-Y Z-
12. 2yzX + z{R - 2x)Y - RyZ = 0.
2>z z(R~2x) -Ry y t ) Y
nr-x Y-y Z-2
13. cay(X -x) +bx(Y-y)+xy(Z-2z)=0, x2+y2* 0.

ay bx Xy
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z
15, ——————- - =\,xyz+0. 20.3x+-3 y+z+1=0, 3x-3y+z-1=0
X y
108r-18v+z-216.22. bX + aY + abZ = lab
23.[X sin(/ - a)- Ycos(/- a)lsina+Z =/sina+cosa

24. 4x-y +z- 9=0. 26. Bosh normal tenglamasi: T= -Z_=f_Tj Binormal
- -i

tenglamasi: ~ =y =/ 27. Bosh normal tenglamasi: v~ r_1
Binormal tenglamasi: y-= .28. /11, In2. - 4).
jo = =
V2 V6 V3
3 3 4 . 4 4 n
3l.r=--cosli+ -sin/7— A,u=sin//+cos/),B = - costi— sm//— A
5 5 5 5 5 5"
32
/2.. [. / - / ./
r= (sin i+cos J-k),n =cos r-sin J,P=~ - (sin ;+cos ;+/®
z 2 2 2 2

. . .V-tfcos/ K-osinr _Z-bt
34 Urmma tenglamasi: --------"- = —ee- — = — —;
as

normal tekislik tenglamasi: (asin/)X -(acosl)Y -bZ +b2 = 0;
. . X acosl_ Y-asml_ Z-bt
binormal tenglamasi: = = ;
asin/ - boost a
yopishma tekislik tenglamasi: (bs\nt)X-(b cost)Y + aZ - abt = 0;

X-acosl_ Y-asint
cost sin/
to‘g‘rilovchi tekislik tenglamasi: X cost+ Ysin/ - a =0;

bosh normal ten'glamasi: ,Z =,

r=-===(-asin /f +acost/+bk),n costi sin//
aja2+b2
P=n . (6sin // - bcostj + ak)
a2+ b2
35. v=-,ar+b't.
s . s bv
38.X =acos-"....... ,Y=asin — = ,Z =-F = =
yja2+b 2 yja2+ b1l nla2+b2.

39. n=8V2a 41 s=\2asht 42 ds2—dr2+ rd(p' +dz‘.
43. di2=dp' +p'dd2+ p Lsin 2ddp*

68
\.k= ANA—.... 2. K= v L3 K== = e —— r 4. * :-—-—------21
(1+cos2r)2 ' (>+2x)2 (y2+p2)?2 /(4 +9/2)2
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ub ah .

5. K=- 6. K 7. *=-
(a2sin2/ + N2cos2/)2 (ash2t+h xh2t)2 4alsin «
mod
2+ 0
8 *=e 9. k= 10. K- = 11. *
3alsin 2/|
4alcos —
12, 13 *=— —,e - ekssentrisitet.
(b4x2+ady22 |a2-ar2p
* -
) bl at dy Pl 0 BQ
14.A = 21, *=~1rT ,«T=- F'&. 22.
a2+b a2+
(p'+e2
K=ex=--———— 23. A= <T=- Z 24. k- -a a
ac/i'/ (e'+e") @a+zar)
£= ) 26. a = b. 27. Parametrning /= —+ksa, (A: = 0,
25sin /cos/ 25sinrcos/ 4

+ 1, £2...) giymatlariga mos keluvchi nugtalar. 28. Parametrning /= 2ks,
{k - 0, =1, +2...) giymatlariga mos keluvshi nuqgtalar. 29. x - 4y + 2z + 1= 0.

I*-c, y-c7 r-cJ
30. | & ar a, =0 32.f(t) - G+ C2Sint + C, COSf.

» 7 ni

111 BOB
18

1 x=/(m)cosv,y = /(u)sin v,z = g(u).
2. X = (« + />cost/)cosv,y = (a + />cosi/)sin v,z = ftsinn.

3. x=ach~cosv.y = ach—smv,z = u.
a a

4. X =smwuncosVv,y =smmsinv,z = a(lntg”™ + cosu).

5. x=a(u+v),y=b(v-u),z =2uv.z=pxy sirtning parametrik tenglamasi:
X=U,y =V,z- puv. 6. x=f(u),y =<put2 —v 7. Giperbolik  silindr:
X = achu,y = ashu,z = v. Parabolik silindr: x=u,y=u2z=\v.
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8. r:Hu)+ve. 9. X=u+v,y=un2+2v, z- n3+ 3v. 10. fx--é;/ +(\‘7'+-22)2=I

\
yoki parametrik ko‘nnishdagi tenglamasi: x = cosu- v,v=smun+ 3v,z = -2v.
12. (nx-lzf+ (ny-mz)2=an(ny-mz). 13. Masalan:b)
>)1-16:_y-12: 2-4
2 -1
14. x-a = v[f{u)~ ci\,y-h = v[<p(«)-/>],z-c = V[i//(W) -c] yoki

x:vI +I,v=u2-1’.z=2v; [o]

/2(*—® 2—li)=0.15. (bz-cyY = 2p{z- c)(az - ¢cx). 16. (x + 1)2= 2v2+ r\
z-C z-C

17. A tegishli, B tegishli emas. 18. Elliptik silindr. 19. Ellipsoid.

—_ —c——h’\z--l‘l r- =1. 20. Aylanma paraboloid: z = x1+ y 1L
a c

21 Ikkita parallel to‘g‘ri chiziglar oilasi. 22. Koordinata boshidan chiquvchi
nurlar va markazi koordinata boshida bo‘lgan konsentrik aylanar oilasi. 24.
To'g'ri chiziqli yasovchilar. 25. a) x = acos(w + v),y = crsin(u + v),z = bti:
X = acos//,y =asmu,z = hu +v;

X = acos(u + v),y = «sin(/< +v),z = b(u - v)

26. r = p(u) + vp (n). 29.

X = a(cosu -vsmu),y = a(sinzz + vcosu),z = b(u + v).

30. To‘g'ri gelikoid: jr=a(lI-M)cosv,y = a(l-H)sinv,z = Aw.

28
2. a) Urinma to‘g‘ri chizig v=0,z=A va - — = —= ———- normal tekisliklar:
1 1 A
t-1,(x-1)+y+ A(z- A)=0 b) cosa = - _418x+3v-4z-41 =0.
V2 + A2
§13x-y -2z-4=10 XT@-v-1-2-2
3 -1 -2
6. 6x+3v-2z-7 =0; — - =" - 8. 3x+12v-z- 18=0;
6 3 -2
X—\ y-2 z-9 X-3 v-4 z-12
————— = T = - 9. 3X+ 4y +1272-169 = 0; - = e = e
3 12 -1 ! 3 4 12.
10. 3jc-2v+3z-4 =0, A - =1 =— 11N +7M1+"0 =i
3 -2 3 a2 b c2

13. xcosmcosv+ vcosusinv- zsinu+ a(lntg ~) sin /= 0.

14.12x + 9>'+ 20z-230. 15. x + y+z - 3= 0. 19. Nuqtalaming egri chizigli
koordinatalari quyidagi tenglamalar yordamida beriladi:
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tgu = i—}=c= ,tgv =i. 35. Aylanma silindr: x2+y2=1
vla2+s2 a

36. Giperbolik silindr: xy + yz = 1 37. Uchga ega boimagan konus:
X1l+y2+r2-2xz-2xy-2y:=0. 38. Masalan: (x -C )2+ y2=C\C*0.
39. Masalan: (*-C )2+ y2+z2=C\C "m0. 40. O'ramasi silindr : 2+y 2- 1,
xaraktensalari r2+y 2= 1; x -C - 0 aylanalardan iborat, gaytish qirrasi
mavjud emas. 43. Vint chizig'i: X = bcosa,y = £sina,z = ba.

arl 2
44 x2+>'2+(z-C)2=V —

a- +1
45 Oila tenglamasi '.(x-bcoscp)2+(y-bsm(p)2+ z2- a 2=0. Diskriminant
tenglamasi: (x2+y2+ z2+bl - a22-4b2x2+y2 =0. a >b boiganda
gaytish qgirrasi ikkita (0;0;xn, a2- b 2) nugtalarga, a ~ b boiganda (0;0;0)
nugtaga keltinladi
46 O'rama [(y - R)2+ z2- N2)[(>'+ R)2+ z2- /2] = 0 ikkita silindrm
ifodalaydi. Qaytish girrasi mavjud emas.

o I[(R-r{s))p(s)=0

47. Diskriminant <, s , .
\{R-r(s))-n(s)=0
Xaraktenstikalar esa berilgan chizigqa o'tkazilgan urinmalardir. Qaytish qgirrasi
berilgan chizigning o'zi.

tenglamalar sistemasi bilan benladi.

48 Diskriminant
\(R - r(s)) m;n(n) &K(s)~ 1=0

tenglamalar sistemasi bilan benladi. Xaraktrestikalari binormallarga parallel
boiib, chiziq egrilik markazidan oiadi. Qaytish qirrasi

A=r+1,+11A4
K a K
chizigning urinma sferalari markazlaridan iborat.
49. Diskriminant

I («-7-(i))w(i) =0
\(R - r(s)) «(tr(j) +P(s) - k(s) mt(s) =0
tenglamalar sistemasi bilan beriladi.

38
ds2=(/'2+ g 2du2+ f 2Adv2

1
2 dsl= R2du2+ cos2udvl.

3. ds2= (a2sin2u+ c2cos2u)du2+ a 2cos2udv2.
4 ds2e (axhai + czhai)du2+ aZhaudv2.

5 ds2= (aZzhai + c shi)du2+ azxh‘udv2
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ds2=(1+4u2du2+udv\

6
7. ds2=du2+ R:dv\

8 ds2= (1+ k2du2+udv2
9

ds2=h2u2+(a + bcosu)2dv2.

10. ds2=ch2Udu2+ a'ch2Udv\
a a

11. ds2=aztgaidu2+ a2sin2udv2

12, ds2=du2+ (u2+a2dv2

13. ds2=[1+ / Zii)\du2+ 2af (u)dudv + (a2+ u2)dv2

14.  a) ds2=[1+ k2Zdu2+ Idudx + dv2

b) ds2=[1+b'Y + <r2du2+ dv2

c) ds7=[\+ax2du2+dv2

15. dsl1=[1 + p Jdx2+ 2pgdxdy + \+ q2dy2, p -8 x,q = dyz

16. a), b), d) hollarda.18 Sfera: ds2= diT2+ Rl cos2—dv2 Tor:
R

ds2=du2+ (a+6cos~j dv2 Katenoid: ds2= du2+ (a2+ u2dv:

2K In
Psevdosfera: ds2= dil2+ e *dV2 20. ds2= diT2+ e °dV2 Quyidagi

a 2

u =v,Vv* = aea belgilashlarni amalga oshirib, ds2=-~ (du2+ dv2)
Y
axv
munosabatni hosil gilamiz. 21 cos(p= . . 23. Sirtnini»
mll+aXx2I\+azy2
birinchi kvadratik formasi ds2= du2+ G(u)dv7 ko‘rinishda olsak, u holda

n r, buyerda vctga = +J -7=="= . 24. Sirtmng birinchi
jdul+ G(u)dvl » NG (u)

kvadratik formasini ds2= du2+ R 2cos —dv2ko'rinishda olsak, u holda
r

vctga = = In + U ). 26. konus tenglamasini r = ve(M),]e(«] =1 ko'rinishda

olib, tga Inv = j\e(u)\du + C tenglikni hosil gilamiz

27. n+ v = const. 28. Sirtning birinchi kvadratik formasini

ds2= (1+ k2vl)du2+ 2dudv + dv2 ko'rinishda olsak, u holda

ds2= (sin2a + k2/2cos2a)du2+ 2sin2adudv + sin2adv2- 0

29. (E8yxp-F8wp)du + (F8wp-G 8 Yp)du = 0. 30 n2+mn+1=Ce \
C = const
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36 (l+ax2y2=C,,(\+tazy2x2=C2
41 a)ds = (Sul+ v2)du2+ 2m’duch’+ (8v2+ u2)dv2

b) ds= 2 :2v2+ Idu,ds = [&u2+\,ds = 2,2a4+a2+2udu,
c) s=3V2a“+a2+2

M = 10 ,cosa = l,cos@ %= 2 ,COSr =
3 3
50 S-y[V2 +In(l+V2)].

52 N=a2Z™ - -y +In(l +v2)].
48

1., 2. Sfera. 3. Chegarasiz yarim sfera. 5. Chegaraga ega boimagan ikkita
shar segmenti. 6. Katta aylana. 7. Katta aylananmg yarmi (chetki nuqgtalari
kirmaydi). 8. Katta aylananmg ikkita simmetrik yoylari. 9. Ikkita parallel
(normalni konusdan tashqariga yo'naltirilganda). 10. Ikkita diametral nuqtalari
olib tashlangan sfera.

11. Katta aylanasiz sfera. 13. Bu uchi kirmaydigan katta aylananmg chorak
gisnnni ikki marta qoplaydi. 14. Qutbsiz yarim sferam cheksiz marta qoplaydi

16. /= 1 TUTfg'-fg )du2+fgdv2?e
;f+8
17. //=R(du2+cos2udv2) 18. //= wm— i-— (du‘ + cos KIAN).
yja2sin2u + c2cos2u
.= .. ~aC (du2-c h 2udv2).
jaxsha+czxh'u
20.11= , ac (du2+ shaudv2).
\Jazhau + cZsha
21. //= . 2 (dul+uldv2. 22. Il =Rdv2.23. Il = .b  dv2.
VU a2 iN+k2

24. Il =hdu2+ cosu(a + bcosu)dv2 25. //=— (/1 2-a 2> 2.
a

26.// = -arctgu(du2-sin2udv?. 27. //=- Ma™wV jv- 32. * =0,i, =—

VW2+ v2 ‘ A%
33.N =£V2+\/t, =-kKr =-r~-T .35. it ="-,k2=-~-, 36. A =-,/t2=-.
n n +a 1 2 3 p q
39.a) A=40=1 =° b) . x-2=0,z-1=0; il =£2]1 v=0; c) *=-"=.
25 4 2 9n5
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40. a) 4.12+9yr =1, b) R~-~42. Sfera. 44. Yoyiluvchi sirt. 46. 2) Sfera

uchun: Nr=-~-. 3) Aylanma ellipsoid uchun: K = - c
R (a2cos2n + c2sin2un) 2'

Q
Bir pallali aylanma giperboloid uchun: K =- — - .5) Ikki nalbli
(a sh n+c ch u) F M
c2
aylanma giperboloid uchun: K= — — - .6) Aylanma paraboloid

(a ch'-u + ¢ sh u)

uchun: K = - —~..2--.7) Aylanma silindr uchun: K - 0. 8) Uchga ega

boimagan aylanma konus uchun: K = 0. 9) Tor uchun: K = -------
b(a + 6cosn)

10) Katenoid uchun: K = ------ 2—— . 11) Psevdosfera uchun: K = — —
2.4« az2
ach -
a
48.K = — INA+a~InAY 49" K =*“ m51- K 1=P4(1+ * _+ " 2
VG 2 .
K K F,
F,
53 A= - Ko Fo K .54. n: = 4c. 56. // = 0,
Fa kK F
F. F F O
K = --—-—— vint chiziglari ustmida to'la egrilik o'zgarmas.
(a2+u *)
57 Kk = r,~sl H - Q+PrY +\+qg2r-2pqgs
1+p2+el2’ , '
( P 2 2(\+p2+q2y
P=z,,r=2zxq =2y,s = zv,t = z>r.
58.7:= 7/ ~. A = f— T F e L _ 59.a=-10 62. Sirtmnghamma

21+7 22 2p(l+f 22

nugtalari elliptik. 64. x = \,y = z = 0 maxsus nugtalari bo'lib, sirtni ikkita
gismga ajratadi: x > 1 da sirt nugtalari elliptik, x < 1 da esa giperbolik. 65.
Sirtning hamma nugtalri giperbolik. 66. Agar AB >0 bo'lsa, sirt nuqgtalari
giperbolik; AB < 0 bo'lsa, barcha turdagi nuqtalar mavjud. 67. Elliptik. 68.
Giperbolik. 69. Elliptik. 70. Elliptik. 71. Giperbolik. 72 - 75. Parabolik. 76.
Agar f f < 0 boisa, sirt nuqtalari elliptik; f'f > 0 bo'lsa giperbolik, f f - g
bo'lsa, parabolik. 81. Fagat sinusoidaning uchlari chizuvchi parallel. 82. Ikkita
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nugta: ellipsoidning aylanish o‘qglari bilan kesish nugtalari 83. Paraboloidning
uchlari

84. £2+ v2 =2z (p > q > 0) paraboloidning ikkita dumaloglanish nugtasi

P 4
bor: A 2(0,%yjpq - qZ,T). 85. ;17 +’r\]~y+-c7 =1 (a > b >c >0), ellipsoidda

2 BT $2-¢
to'rtta dumaloglanish nugtasi mavjud: Ar.4+*ax—— T,0,+cJ ~).
Va -c Va -c
2 V2 2
86. f+ b,----Z-—:—l(a >b >c > 0) ikki pallali giperboloidda to'rtta
a c

dumaloglanish nugtasi mavjud: A 4(0,J_r/>\\}— ,xc.’ +c,). 89. Masalan,
a +c' +C

ushbu y - x4 chizigni Oy o'qi atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan sirt. 90
Masalan, ushbu y = x* silindrda O : o'gining barcha nugtalari yassilanish
nugtalaridan iborat bo'ladi.

58§
1 Mdu + Ndv = O,Ldu +Mdv=0. 2. LR-MQ + NP =0.

4. (L--M ~ )du+(M & - N ~t)dve0.6.--"=C..7 61,0-I)

dv du dv du a h
8. (LB MA)du + (MB - NA)Jv ~0 10. v=arctgu+C. 15. Agar aylanma sirtni
tenglamasini x = f(u )cosv, x = f(u) sinv, z = (p(u) ko'rinishda olsak, u
holda (/V -f w)du2+fipdvl=0. 16 mn=* v=const. 18. To'g'ri chiziqgli
yasovchilari va ularning ortogonal trayektoriyalari, ya’ni, vint chizig'i. 19.
To'g'ri chiziqgli yasovchilari. 29. To'g'ri chizigli yasovchilari va ularning
ortogonal trayektoriyalari. 30 To'g'ri chizigli yasovchilari va markazi konik
sirtmng uchida joylashgan ixtiyoriy radiusli sfera bilan konik sirtning kesishish
chizig'i 31. Parallel va meridianlar. 32. Koordinata chziglari. 33. To'g'ri
chiziqli yasovchilari va ularning ortogonal trayektoriyalari. 34. Agar gelikoid
tenglamasini x = mcosv, y= Msinv, z = av ko'rinishda olsak, egrilik
chiziglarimng tenglamasi (al+ u2dv2- du2= 0 ko'rinishda bo'ladi. Bundan

v = 1n(m + Vm2+ a2)+c tenglikni hosil gilamiz. 35. Elliptik paraboloidning

x + Y -3

p Y

X1 Y2=q9-~P
p qC 1+ C

tekisliklar bilan kesimlari hamda e
,(C*0)

40. R =r(s)+ R, m(s), buyerda kt = — sirtning berilgan chiziq yo'nalisidagi
1
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bosh egriligi. 44 Faqat aylanma ellipsoid uchun mumkin. 57. Sferanmg katta

avlanalan. 65 k = ~ 66. K = ----i-- 67 K = " K =0.

Rr M +a u2+f 2 *Iv
72. Gelikoid tenglamasini x = ucosv, y = Mmsinv, z = av ko'rinishda olamiz.

v = const gelikoidning to'g'ri chizigli yasovchilari geodezik chiziglari bo'ladi

dv* 0 bo'lgan holda geodezik chiziq - ----——f— | - n=0 tenglama
/v a +it2\dvJ

bilan aniglanadi. Bu tenglamani yechib v=J ——— +('2

(@a"+n'bC1l--rl
v a +u

tenglikni hosil gialmiz. 73. Psevdosferaning birinchi kvadratik formasim

rfv2= +'— ko'rinishda olamiz. U holda geodezik chiziglammg differcnsial
y

tenglamasi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:
dZ _\(dy']l2+ I(dxs =Q
te2 Y\*&Y YWyv
/X dy dx
ds2 vy dsds
Bu sistemani chiziglar ganoatlantirishi ma’lum.

Agar t* const bo'lsa, bu sistemani —~ + I | + * =0 tenglama
dx y\dx) y

bilan almashtirish mumkin. Natijada, hosil bo'lgan tenglamaning umumiy
yechimi (x-C,)2+ y2= C2 topiladi

68

1 x2+y2=C- konsentrik aylanalar va 0(0;0) nugta. 2. x2-y 2=C-
parabolalar va ularning asimptotalari. 3. y = Cx2 - parabolalarva y = 0 to'g'ri
chiziq. 4 (x2+ y2C = 2x aylanalar va to'g'ri chiziq. 6.x +y + z=C parallel
tekisliklar 7. x2+y2+ z2=C - konsentrik sferalar. 8. x2+y 2- z2= C 2- bir

pallali va ikki pallali giperboloidlar va ularning umumiy asimptotik konusi
10. 1 11 5. 12. (0;0), (I;1). 13. ~(7;2;1).

14. a) (2x- y-2)T+(4y +z- Xx)j +(62- x+y)H
15. 3(x2- oczyY + 3(y2- azx)j + 3(z2- <my)F.
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16 e*r"\yz(x + \)[+ xz(y+\)j + xy{z+ \yi\. 17. a) * f+ ~~ ]+ " k.
1+ x 1+y 1+ z*

2 2 1
18 9/-3/. 19 |gradu |=6,cosa = ,cos/? = ",cosy = . 21. cosq>=

22 costp=- 8 .23. 71.24. O'sadi; 12 25.
2025 4 \6 4/ ~ 54

26 a=h=c bo'lsa. ; bu yerda r =Jx2+ y2+ z1. 27. Agar gradu _Lgradv
r

bo'lsa, bradu gradv ~ r="jx2+y2+2z2 bo'lganligi uchun:

Igradv |

dr d r drr X, zr Y
gradr——/+—| =-( +l;+—&:—.

dx dy dz r r r r

36 rvf n.nr-r 3s ,
r r r (bj)’

42 2f(c,c)-2s(s,?)= 2Cx(f xc). 47. gradr =~US +-~Ue +7US .
dr ' rdtpr dz °

49. (per + et + e\ .50. ztpS +zS +r<p8_. 51.7r + +sinp?t.
r
52 2rSr- ZSD(P g +cos<pS. .53. 3r2S + zsh Mg +sin2™ .
r r
54.gradu = S, + -— ? + - — . B5. <pe,+ r 56. Ne + 2 .
dp pdO psing dtp T 7 sin0 * p *

57.0<prp+(peo+ B -r,. 5S.egep+&.+-? [I.. 59 s ™ coseso- ° &
sin# sin0 p p

60 .r+/ =C2z=C2. 61 y=C,x,z=CX%2. 62 x-y =C,xy, x-z =CXz.
63.a) x2- y2=C,,z=CX%2. 64 a)x=C,y, z=CX. 65. yz + 3+ 2z.
66.a) 12xy2+ 4x' - 6xz. 72. 3. 73. div(f(r)f)=f(r)divr + Tmgradf(r);

divl =3, grad f(?)= f '(?)-- ekanligidan div(f(r)r)=3f(r)+ rf'(r) 74.
r r

B.H+s)y".77.0n=- -- + + —I/.78. uAu + (graduf .
dx dy dz

79 uAu+ gradwn gradv .80.~~ . 81 2(v,r). 82.f'(r)~J \ 830. 84. (?,?,).
r r

85 4(r,?,). 86. 1 87. 2 88 x+1+ z 89. div(gradf{r))=f"{r)+2f'(r)= 0.
Xyz A

Bu tenglamaning umumiy yechimi /(/*)=c, + 1?7 .
r
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91 diva m : (Fa )} P, A4
r

r fep dz
. 1 -
9l.diva = N (a p2sin0)+p ™ (alsme)+ p
p2sin0O dpKp ’ dOK dtp

Q. (x1- 2xzY + (y2-2vx)j + (2! - 2yz)lc .92,a)T +(xy-2x)J + (2 - xz)k
9. 4.99. 3. 100. -2c¢. 101. [?x 7].12[r, x ?]. 103. [e,x?].F04. I.
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