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K IR IS H

Mazkur o 'quv qo'llanma bakaiavriat va magistratura talabalari uchun 

“ Differensial geometriya va topologiya”  kursi bo'yicha amaliy 

mashg’ ulotlar olib borishda foydalanish uchun m o‘ ljallangan. O 'quv 

qo'llanma uchta bobdan iborat bo'lib, birinchi bob umumiy topologiya 

elementlariga bag'ishlangan. Ikkinchi va uchinchi boblarda chiziqlar va 

sirtlar nazariyasi bo'yicha mashq va masalalar keltirilgan.

M a’ lumki, “ Differensial geometriya va topologiya” kursi matematika 

yo'nalishi uchun asosiy ixtisoslik fanlaridan biridir. Differensial 

geometriya va topologiya kursi bo'yicha o 'zbek tilida professor M .A. 

Sobirov va A  Y . Yusupovlaming 1965 yilda chop etilgan “ Differensial 

geometriya kursi”  nomli darsligi mavjud. Undan hozir ham talabalar 

foydalanib kelmoqda. Biroq, keyingi vaqtlarda o 'quv rejasining o'zgarishi, 

dillcrensial geometriya fanining tez rivojlanishi hamda mustaqil 

rcspublikamizda ta’ lim sohasidagi qator qonunlarning qabul qilinishi 

ko'pgina fanlardan, shu jumladan, differensial geometriyadan ham yangi 

darslik yozilishini taqozo qilmoqda.

Differensial geometriya va topologiya kursi bo'yicha o 'zbek tilida 

ikkinchi “ Differensial geometriya” nomli darslik professor A. Ya. 

Narmonov tomonidan yaratilib, 2003 yilda chop etilgan edi. Ammo 

icitpublikami/du differensial geometriya va topologiya kursi bo'yicha 

mushq va masalalar to'plami o 'zbek tilida chop etilmagan Shu muammoni 

litil qiliuh maqsadida. muallillar (amoast, professor A.Ya.Narmanov 

inhliiirliguhi ( )  /bckiston Mtlliy univeisilcti Mexanika-matematika 

liikiiltitiilu olib Ihm i'.iiii 11 int v podagogik laoliyuli asosida, ushbu masalalar 

in planum vatitliliInt Ma/kui o 'quv qo'llunmada nazariy asos sifatida A. 

V.i Nnimaiioviimg Dillcrensial geometriya" nomli darsligidan 

loydalaniMh na/aida liililgan

()'i|uv qo'II.mm.ul,m Dillcrensial geometriya va topologiya”  kursi 

boyulia amaliy inaslig'ulollarda mexamka yo ’ nalishi bo'yicha tahsil 

olayolgan talabalar ham loydalanishlari mumkin

з



I BOB. U M U M IY  T O P O LO G IY A  E LE M E N TLAR I 
1 §. Metrik fazolar

Metrik fazolar topologik fazolaming muhim sinfini tashkil etadi. Bu 
fazolarda ixtiyoriy ikki nuqta orasidagi masofa tushunchasi kiritiladi va buning 
yordamida nuqtalarning bir-biriga yaqinligi o'rgamladi. Metrik fazolarda ikki 
nuqta orasidagi masofa tushunchasidan foydalanib, nuqtadan to‘plamgacha 
masofa tushunchasi amqlanadi. Birinchi kursda o'rganilgan Yevklid fazolari 
metrik fazoga misol boiadi.

Asosiy tushunchalar

Bo'sh bo'lmagan X  - to'plam berilgan bo'lsin.
1.1.-ta ’rif. Bizga d : X  x X  - »  R[ funksiya berilib, u quydagi

1) d ( x , y ) > 0 , d ( x , y )  = 0 < ^ x  = y
2) d(x ,y)  = d(y,x)

3) d ( x , y ) ^ d ( x , z )  + d(z,y)  shartlami qanoatlantirsa, d -  funksiya X  

to'plamdagi metrika yoki masofa, ( X , d )  juftlik esa metrik fazo deyiladi.

1.2.-ta ’rif. Metrik fazoda x„ e ( X , d )  nuqta va r > 0 son berilgan bo'lsin. 

Markazi berilgan x0 nuqtada, radiusi r  ga teng ochiq shar 

Br(x0)  = {x e (X,d)\ d( x . x0) <  r } to'plamdan, markazi x0 nuqtada, radiusi r  ga 

teng yopiq shar B'r (x0) = {x e  ( X , d^  d(x,xB) < r}-to‘plamdan, markazi x0 

nuqtada radiusi r ga teng sfera esa Sr(x0) = {x e ( X . d )  d( x , x , )  = r\ 

to'plamdan iboratdir.
Bizga A c z ( X , d )  qism to'plam va x e ( X , d )  nuqta berilgan bo'lsa, x 

nuqtadan A to'plamgacha bo'lgan masofa quyidagicha aniqlanadi:
d = inf d(x , y ) .

yeA

Birorta chekli radiusli Br( x0), 0 < r < c o  ochiq shar uchun quyidagi 

munosabat A с  Br ( x0)  bajarilsa, u holda A to'plam chegaralangan deyiladi.

1.3- ta ’rif. Bizga А с  ( X , d )  qism to'plam va x e ( X , d )  nuqta berilgan 

bo'lsin. Agar r  > 0  soni mavjud bo'lib, Br ( x)<zA  munosabat o'rinli bo'lsa, x 

nuqta A to'plamning ichki nuqtasi deyiladi. A to'plamning barcha ichki 
nuqtalari to'plami unmg ichi deyiladi va int A kabi belgilanadi.

1.4.- ta ’rif. Berilgan A to'plamning har bir nuqtasi ichki nuqta bo'lsa, u 
ochiq to'plam deyiladi.

1.5.- ta ’rif. Biror x e ( X , d )  nuqta va A с ( X , d )  to'plam uchun

d(x ,A)  = 0 munosabat bajarilsa, a nuqta A to'plamning urinish nuqtasi 

deyiladi. A to'plamning barcha urinish nuqtalaridan iborat to'plam uning 

yopig’ i deyiladi va A ko'rinishda belgilanadi.
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1.6.- ta ’rif. Berilgan A c z ( X , d )  to'plamning toidiruvchisi, ya'ni X  \ A 

to'plam ochiq boisa, A  to'plam yopiq to'plam deyiladi. Tekshirib ko'rish 
mumkinki, A  to'plamning yopiq bo'lishi A = A munosabatga teng kuchlidu

1.7.- ta’rif. Berilgan (X  ,d ) metrik fazoning barcha ochiq to'plamlari 

oilasi bu fazoning d metrika yordamida kiritilgan topologiyasi deyiladi
1.8.- ta ’rif. Bizga (X , d ) metrik fazoda Y с  (X . d ) qism to'plam berilgan 

bo'lsa, d metrika yordamida Y to'plamnini metrik fazoga aylantirish mumkin 
p . Y x Y —* R' metrika, p(x,y )  = d(x,y)  tenglik yordamida aniqlanadi. Bu 

holda ( Y, p ) fazo ( X  ,d)  fazoning qism fazosi deyiladi.

1.9.- ta’r i f  Bizga ( X , d )  metrik fazoda {.*,} nuqtalar ketma-ketligi va 

x e ( X , d )  nuqta berilgan bo'lsin. Bu {xn} ketma-ketlik va x nuqta uchun 

Нт(/(хл,х ) = 0 munosabat o'rinli bo'lsa, x nuqta {xn} ketma-ketlikning limiti

1.10.-ta ’r i f  Bizga ( X , d ) metrik fazoda {xn} nuqtalar ketma-ketligi 

berilgan bo'lsin. Ixtiyoriy yetarlicha kichik, musbat e > 0 son uchun n. = nn( c )  

natural son mavjud bo'lib, n0 sonidan katta barcha m va n natural sonlar uchun

ketma-ketligi) deyiladi. Agar (X , d ) fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik 

yaqinlashuvchi bo'lsa, (X , d ) to'la metrik fazo deyiladi.

1.11.-ta ’rif. Ixtiyoriy e > 0  son uchun chekli sondagi e radiusli 
sharlarning birlashmasidan iborat metrik fazo to'liq chegaralangan metrik fazo 
deyiladi.

l-inasala Bizga H ={{x,}|x, e R ,X x? <0°} to'plam berilgan bo'lsin

isbotlang (bu yerda x = {x  }, у  = {у ,} e H ).

Yechish. Avval kiritilgan funksiya ma’noga ega ekanligini tekshirishimiz 
kerak, ya’ni d(x,y)  metrikaning ifodasida qatnashgan qatorni yaqinlashishga 

tekshirishimiz kerak. Buning uchun haqiqiy sonli chekli a] ,a2,...,al va 

Л ketma- ketliklar uchun o'rinli bo'lgan

kiwhi tengsizligidan foydalanamiz.
I lar bir x = {x,}, у = { v,} e H  nuqtalar juftligi va ixtiyony musbat butun 

к тип uchun ushbu

deyiladi.

d(xn,xm) < e tengsizlik o'rinli bo'lsa, {xn} ketma-ketlik fundamental (Koshi

Masalalar yechish namunalari
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munosabatlar o'rinli. Modomiki oxirgi tengsizlik ixtiyoriy musbat butun к soni 
uchun o'rinli ekan, d(x,y)  metrikaning ifodasida qatnashgan qator 

yaqinlashadi.
Ravshanki, d(x,y)  funksiya metrikaning 1), 2) shartlarini qanoatlantiradi. 

Endi 3) shartni tekshirishimiz kerak.
Bizga ixtiyoriy x = {x (}, y = {yt} va z = {z (} e #  nuqtalar berilgan 

bo'lsin. Endi x k = {x,,x,,...,x,,0,0,...}, yk = {yl ,y2,..., yt ,0,0,...}, 

zk = {zt,z2,...,zt>0,0,...} va a. = x  - y . , b, = v,- z t, с = x  - z ,  kabi belgilashlar 

kiritamiz. Koshi tengsizligidan foydalanib quyidagi munosabatlarni hosil 
qilamiz:

[d{xk, z ‘ ) f  = ±  c? = ±  (a, + b У  = ±  a,2 + 2 ±  ab + ±  h;1 <

t e i  v  м V  w  1 = 1  V  V  f e i  V )

Oxirgi tengsizlikdan ixtiyoriy k = 1,2,... uchun ushbu tengsizlik o'rinli 
ekani kelib chiqadi

d(x,  y)  + d ( y , z ) >  d ( xk, / )  + </(/, z*) > </(x‘ . z*), 

o 'z  navbatida quyidagi tengsizlik kelib chiqadi:
d ( x , _v) + d(.v, z ) > d(x.  z ) .

Demak, H  to'plamda kiritilgan d(x,y)  funksiya metrika hosil qilarekan

2-masaIa. Bizga ( X , d )  metrik fazo va uning qism to'plami A c ( X , d )  

berilgan bo'lsin. Berilgan metrik fazo o'zining metrikasi yordamida topologik 
fazoga aylantirilgan bo'lsin. Olingan x e X  nuqta A to'plamning urinish 
nuqtasi bo'lishi uchun A to'plamda x nuqtaga yaqinlashuvchi ketma-ketlikning 
mavjud bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

Yechish. ZarurligL Berilgan A to'plamning yopig’ i A to'plamdan x 
nuqta olaylik. Har bir natural / soni uchun x, e А П B.(x)  nuqta olamiz. Ketma-

ketlikning limiti ta’rifiga ko'ra, x  nuqta va ( x„ )  ketma-ketlik uchun 

limrf(x„,x) = 0 munosabat o'nnli bo'lsa, x nuqta {x „ }  ketma-ketlikning limiti 

deyiladi. Ravshanki, d{x,xt) <\  munosabat barcha natural z sonlar uchun 

o'rinli va bundan esa Ь т ^ (х я,х) = 0 tenglik kelib chiqadi. Demak, x nuqta 

{x „ }  ketma-ketlikning limiti ekan
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Yetarliligi Yetarliligini isbotlash uchun berilgan A to'plamning yopig’ i 
A to'plamga tegishli bo'lmagan x nuqta uchun unga yaqinlashuvchi ketma- 
kctlik mavjud emasligini isbotlash kifoya.

Modomiki, x e A  ekan, shunday r > 0  soni topiladiki, uning uchun 
AC\Br(x)  = 0  munosabat o'rinli bo'ladi. Natijada, ixtiyoriy x' e A nuqta uchun 

i Hx , x ' ) Z r  tengsizlik bajariladi. Bundan esa x nuqtaga intiluvchi A 

lo'plammng nuqtalandan iborat { x j  ketma-ketlik mavjud emasligi kelib 

chiqadi.

Misol va masalalar

1. Berilgan (X , d ) metrik fazo uchun quyidagi tengsizliklarm isbotlang: 

■d)\d(x,z)~d( : ,y)\<d(x,y)  bu yerda x , y , z e ( X , d ) ;

b ) d ( x , Z ) < d ( x , y )  + d ( Z , y ) ,  bu yerda Z  cz(X,d)\

c)\d(x,Z)  -  d ( Z , y )| < d(x,y) ,  bu yerda Z  a  (X , d ).

2. Biror bo'sh bo'lmagan X  - to'plam va bu to'plamda quyidagicha 
lunksiya

Г 0, agar x = y
d(x,  y)  = < berilgan bo'lsin. Berilgan d(x,y)  - funksiya

[1, agar x *  у

metrika ekanligi isbotlansin. Bu metrika diskret metrika, fazo esa, diskret fazo 
deyiladi

3. Bizga ( X , d )  metrik fazo berilgan bo'lsin. U holda

d. {x ,y ) =  va d2(x,y)  = min{(/(x,_v),l} lar ham metrika bo'lishi va
1 + d{x,y)

ularning bir xil topologiya tashkil qilishi hamda ( X , d t), ( X , d 2)  metrik 

fazolarning Koshi ketma-ketliklari bir xil ekanligi ko'rsatilsin.
4. Bizga X  sifatida o'lchami n ga teng bo'lgan to'plam, ya’ni 

X  -  {x\x = (x l,x2,...,xn), xt e R' }  (keyinchalik X  = R" kabi belgilaymiz) va
n i

dt(x,y)  = “  У, У У  funksiya berilgan bo'lsin. Berilgan d^(x,y) -  funksiya 
1*1

metrika ekanligi isbotlansin. Bu metrika Yevklid metrikasi deb ataladi.
5. Bizga X  = R" to'plam va с/2(х,_у) = m p {jt, -y , j }  funksiya berilgan

bo'lsin. Berilgan d2(x,y) -  funksiya metrika ekanligi isbotlansin.

6. Barcha haqiqiy sonlar to'plami R ushbu d(x,y)  =  J\x -  y\ metrika

bilan metrik fazo bo'ladimi?
7. Yuqondagi R” da aniqlangan dt( x,y)  va d2(x,y)  metrikalar bir xil 

topologiya aniqlashini isbotlang. Bu topologiya Yevklid topologiyasi deb 
ataladi Berilgan R" to'plam va bu topologiya birgalikda Yevklid fazosi deb
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ataladi va R"  bilan belgilanadi. Bundan so'ng, R" topologik fazo sifatida 
Yevklid topologiyasi bilan qaraladi.

8. Barcha haqiqiy sonlar to'plami R da d]( x,y)  = x -jvj va 

d2(x , y )  =  \arctgx-arctgy metrikalar kiritilgan. Bu metrikalar yordamida hosil 

qilingan topologiyalaming ustma-ust tushishi va Koshi ketma-ketliklarini esa 
turlicha ekanligi ko'rsatilsin.

9. Bizga [0;l] kesmada uzluksiz funksiyalar to'plami C[01| va

d , ( f  , g )  = max \f ( x ) - g ( x ) \  funksiya berilgan bo'lsin. Bu d , ( f , g ) -  funksiya
«10.4

metrika ekanligi ko'rsatilsin.
10. Bizga [0;l] kesmada uzluksiz funksiyalar to'plami C[01, va

1
di ( f ’g )  = \ f ( t ) ~ g ( t )dt  funksiya berilgan bo'lsin. Bu ^4(/ ,g ) -  funksiya

0
metrika ekanligi ko'rsatilsin.

11. Yuqoridagi masalalarda kiritilgan dA( f , g )  metrikada limitga ega 

bo'lgan, d , ( f , g )  metrikada esa limitga ega bo'lmagan C[0l] fazoda ketma- 

ketlik tuzilsin
12. Metrik fazo ( X , d ) ning Y а  X  qism to'plami yopiq bo'lishi uchun 

(X \ Y ) ning ochiq bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin (bunda yopiq 

to'plam sifatida yopig’ i bilan ustma-ust tushuvchi to'plam olinsin).
13. Metrik fazodagi har qanday chekli to'plam yopiq to'plam ekanligi 

isbotlansin
14. Ochiq shar ochiq to'plam ekanligi, yopiq shar va sfera yopiq to'plam 

ekanligi isbotlansin.
15. Ushbu Br(x0) *  B' ( x0) munosabatni qanoatlantiruvchi sharlar mavjud 

bo'lgan metrik fazo topilsin.
16. Har qanday ( X , d )  metrik fazoda

a) chekli sondagi ochiq to'plamlar kesishmasi;
b) ixtiyoriy sondagi ochiq to'plamlar birlashmasi ochiq to'plam ekanligi 

isbotlansin.
17. Metrik fazo ( X  ,d)  ning А с  X  qism to'plami yopiq bo'lishi uchun. 

uning ixtiyoriy yopiq shar bilan kesishmasi yopiq to'plam bo'lishi zarur va 
yetarli ekanligini isbotlang.

18. Ushbu int(/4 f l 5 )=  int A flint В munosabat o'rinli ekanligi 
isbotlansin.

19. Metrik fazoda har qanday yaqinlashuvchi ketma-ketlikning 
fundamental ekanligi ko'rsatilsin.

20. Metrik fazoda Y to'plam yopiq bo'lishi uchun Y dagi nuqtalardan 
iborat barcha yaqinlashuvchi ketma-ketliklaming limiti Y ga tegishli bo'lishi 
zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
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21. Metrik fazoning ixtiyony to'plamining yopig’ i yopiq to'plamli s 
ko'rsatilsin.

22 Bizga ( X  ,d)  metrik fazo va uning X  qism fazosi berilgan Îsin 

Qism fazo X  с  X  ning U to'plami ochiq (yopiq) bo'lishi uchuij ;hbu 
U  = UC\X  tenglikni bajarilishi zarur va yetarli ekanligi ko'rsatilsin (t^ .erda 
I/ X dagi ochiq (yopiq) to'plam).

23. Metrik fazoda radiusi 7 ga teng bo'lgan shar, radiusi 3 ga teng jjlgan 
shar ichida joylashsa, ulaming ustma-ust tushishi isbotlansin.

24. Metrik fazoda {* „ } ketma-ketlik limitga ega bo'lsa, unir>, imili 

yagonaligi isbotlansin.
25. Quyidagi hollarnmg har birida Yevklid fazosi ( R \ d )da bei^n A 

to'plamning yopig’ i topilsin:
1) A = Q (bu yerda Q -  barcha ratsional sonlar to'plami);

2) A = tgZ (bu yerda Z -barcha butun sonlar to'plam i);

3) A = sinZ;
4) A = arctg(tgZ ) ;

5) A = arccos(sin Z );

6) A = e e \
7) A = ln(l + (_A ) ( Q , -manfiy bo'lmagan ratsional sonlar to'pla^,

8) A = {m + na}  m,n e Z, a -inatsional son;

9) A = \̂ -2 - p , q e Z , 4 * o | ;

10) Л = | г ’ ; e TV|.

Quyidagi hollarda esa Yevklid fazosi (R\d,  )da Ьегц. ) A 

to'plamning yopig’ i topilsin:
11) A = e“ ;

12) /1 = j ( j t ,s in -) ; jr> o |.

26. Bir o'lchamli Yevklid fazosi (Л 1,с/,) da ichma-ich joy^lgan, 

uzunligi nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligming kesishmasi n^.yoki 
yopiq shar ekanligi ko'rsatilsin

27. Bir o'lchamli Yevklid fazosi (R ' , d t)da berilgan to'pl^jchiq 

bo'lishi uchun, u o'zaro kesishmaydigan, sanoqli sondagi ochiq in te rr in g  
birlashmasidan iborat bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

28. Ikki o'lchamli Yevklid fazosi ( R \ d ,)da bitta nuqtasini cj;jarib 

tashlagandan so’ng ochiq bo'lib qoladigan yopiq to'plamga misol keltir^
29. Metrik fazoda kesishmasi ochiq bo'lmagan to'plamdan iborai l̂gan
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ochiq to'plamlar sistemasiga misol keltinng.
30. Metrik fazoda birlashmasi yopiq boimagan to‘plamdan iborat boigan 

to'plamlar sistemasiga misol keltiring.
31. Har qanday chekli to'plamdagi metrika aniqlangan topologiya diskret 

metrika aniqlagan topologiya bilan ustma-ust tushishi ko'rsatilsin.
32. Diskret metrika bilan berilgan fazodagi ixtiyoriy to'plamning ham 

ochiq, ham yopiq ekanligi ko'rsatilsin.
33. Ikki oichamli Yevklid fazosi ( R\d, )  da 

S' = = r c osp , y  = rsin/Jj P  e  [0:2л-]} to'plam berilgan. Maiumki, bu

to'plam aylanadan iborat. Ushbu S1 с  R 2 aylanadagi P  = nan  ( a  -irratsional 
son), n e Z , burchakka mos keluvchi nuqtalar to'plamim A bilan belgilaymiz. 
Bu to'plamning yop ig i uchun A = S'  munosabatning o'rinli bo'lishi isbotlansin.

34. Metrik fazoda chekli sondagi chegaralangan to'plamlarning 
birlashmasi chegaralanganligi isbotlansin. Bu fakt to'plamlar soni chekli 
bo'lmagan holda o'rinli emasligiga ishonch hosil qiling.

35. To'liq chegaralangan metrik fazo chegaralanganligi ko'rsatilsin. 
Teskarisi o'rinli bo'lmasligi misollar yordamida ko'rsatilsin.

36. Maiumki, barcha ratsional sonlar to'plami Q bir oichamli Yevklid 

fazosi (R ' ,dt) ning qism fazosi bo'ladi. Ushbu ((?,</,) fazoning to ia  

bo'lmagan metrik fazo ekanligi isbotlansin.
37. Metrik fazo (C [lH],</,) ning to ia  metrik fazo ekanligi isbotlansin.

38. Metrik fazo to'la bo'lishi uchun undagi ichma-ich joylashgan radiusi 
nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligining kesishmasi bo'sh bo'lmasligi 
zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

39. Ichma-ich joylashgan yopiq sharlar ketma-ketligming kesishmasi 
bo'sh bo'lgan to'la metrik fazoga misol keltiring.

2 §. Topologik fazolar

Topologiya tushunchasi X IX  asming N.I.Lobachevskiy, B. Riman, A. 
Puankare, D. Gilbert kabi buyuk matematiklan ishlanda paydo bo'lgan. 
Shakllammg geometrik xossalari ulaming metrik xossalari (o'lchamlari. 
burchaklari, va hokazo) bilan to'liq aniqlanmaydi. Topologik usullar yordamida 
shakllammg geometrik xossalari yorqin namoyon bo'ladi.

Metrik fazolarda asosiy tushunchalar atrof hamda ochiq to'plam 
tushunchalari yordamida kiritilgan edi. Bunda atrof va ochiq to'plam 
tushunchalari masofa orqali aniqlangan edi. Endi ochiq to'plam tushunchasi 
topologiya aksiomalari orqali aniqlanib, nuqtaning atrofi sifatida shu nuqtani o 'z 
ichiga olgan ochiq to'plam tushuniladi.
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Asosiy tushunchalar

Bizga biror X  to'plam berilgan bo'lib, t  = { X i ) oila -V to'plunuilng 

ba’zi qism to'plamlaridan iborat boisin. Bu oila chekli sondagi element liudoil 
iborat bo'lishi yoki uning elementlari cheksiz ko'p boiishi mumkin Shuniiiit 
uchun biz mdeks o'zgaruvchisi a  ning qanday to'plamga tegishli ekanligini 
korsata olmaymiz. .

2.1.-ta’r i f  Berilgan r-oila quyidagi
1) l e r  (maiumki, har qanday to plam o'zining qismi boiadi, shunmg 

uchun u r oilaga tegishli boiishi ham, tegishli boimasligi ham mumkin);
2) 0 e r (b o 's h  to'plam har qanday to'plamning qismi bo'ladi, shuning 

uchun u r oilaga tegishli bo'lishi ham, tegishli bo'lmasligi ham mumkin);
3) berilgan r oilaga tegishli ixtiyoriy ikki to'plamning kesishmasi r 

oilaga tegishli, ya’ni t/ ,F e r= >  F f l f / e r ;
4) berilgan т oilaga tegishli qism to‘plamlardan iborat ixtiyoriy { X ap }

oila uchun birlashma |J X a ham r oilaga tegishli 
e '

shartlami qanoatlantirsa, (X ,r )  -juftlikni topologik fazo deb, r oilani esa bu 

fazodagi topologiya deb ataymiz; r oilaga tegishli qism to'plamlar ochiq 
to'plamlar deyiladi.

Demak, birorta to'plamm topologik fazoga aylantirish uchun uning 
yuqondagi shartlami qanoatlantiruvchi qism to'plamlaridan iborat birorta oilani 
aniqlash yetarlidir. Agar ( X , r )  topologik fazo bo'lsa, X  fazoning elementlari 

nuqtalar deb ataladi.
Bizga ( X , t ) topologik fazo va A c z X  qism to'plam berilgan boisin.

2.2.-ta’rif. Biror x e A  nuqta uchun shunday ochiq U  to'plam mavjud 
boiib, x e U c A  munosabat o'rinli bo'lsa, x nuqta A to'plamning ichki 
nuqtasi, x nuqta tegishli boigan ixtiyoriy ochiq' to'plam x nuqtaning atrofi 
deyiladi.

2.5-ta'rif Berilgan A to'plamning barcha ichki nuqtalaridan tashkil 
topgan to'plam uning ichi deyiladi va mt A kabi belgilanadi.

Tasdiq Berilgan A to'plam ochiq boiishi uchun, u o'zining ichi bilan 
ustma-ust tushishi, ya’ ni A = inXA munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.

2.4,-ta’r i f  Agar A to'plamning toidiruvchisi x \ A  ochiq boisa, A 
to'plam yopiq to'plam deyiladi.

2.5-ta'rif. Biror xe X  nuqtaning ixtiyoriy U( x )  atrofi uchun 

U(x)C\ A* < 2  munosabat o'rinli boisa, bu x nuqta A to'plamning urinish 

niiqtiisi deyiladi
2.7.-ta’r i f  Berilgan A to'plamning barcha urinish nuqtalari to'plami 

uning yopig i deyiladi va A kabi belgilanadi.
2 .8 -ta 'r if Biror xe X  nuqtaning ixtiyoriy U ( x )  atrofi uchun

11



11хп А * 0  va 1/г Г \ ( Х \ А ) * 0  munosabatlar bajarilsa, x nuqta A 

to'plamning chegaraviy nuqtasi deyiladi. Berilgan A to'plamning barcha 
chegaraviy nuqtalari to'plami A to'plamning chegarasi deyiladi va cA kabi 
belgilanadi.

2.9.-ta’r i f  Bizga (X, t,) va ( X, t2) topologik fazolar berilgan bo'lib, 
t, c r ,  munosabat bajarilsa, r, -topologiya r2 -topologiyaga nisbatan kuchsizroq 

topologiya deyiladi va r, < r2 yoki t 2 > x, kabi belgilanadi.

2.10.-ta'rif Bizga (X ,t ) topologik fazo va uning { f / J c r  ochiq qism 
to'plamlan oilasi berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy ochiq V to'plamni 
U  = U ^ ,  U t e {(/ a} ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, {(/J  oila ( X ,t )

В

topologik fazoning bazasi deyiladi.
2.10’,-ta'rif. Bizga ( X , t )  topologik fazo va uning r, = { { / , } с  r ochiq 

qism to'plamlari oilasi berilgan bo'lsin. Agar r, oiladan olingan barcha chekli 

sondagi ochiq to'plamlar kesishmasidan hosil bo'lgan oila, ya’ni mumkin 
bo'lgan barcha U, П П . . . Г К / , , (bu yerda barcha i = \,2,...,k lar uchun (Л e r ,) 

kesishmalardan hosil bo'lgan oila (X  j )  topologik fazoning bazasini tashkil 

qilsa, u holda r, oila ( X , t ) topologik fazoning predbazasi(oldbazasi) deyiladi.

2.11.-ta’rif. Bizga {Ua( x ) } ~  x nuqtaning atroflaridan tuzilgan oila 

berilgan bo'lsin. Agar x nuqtaning ixtiyoriy U( x )  atrofi uchun 

U ^ x )  e { U a(x) }  atrof mavjud bo'lib, x e U ait( x)  с  U( x )  munosabat o'rinli 

bo'lsa, {(/a(x )} oila x nuqta atroflan uchun baza deyiladi

2.12.-ta’rif. Berilgan topologik fazo ixtiyoriy x nuqtasinmg atroflari 
uchun sanoqli baza mavjud bo'lsa, ( X , x )  da sanoqlilikning birinchi aksiomasi 

bajarilgan deyiladi. ( X , t ) -topologik fazoning sanoqli bazasi mavjud bo'lsa, 

( X , t ) topologik fazoda sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan deyiladi.

2.13.-ta'rif Topologik fazoda A c z ( X , r )  to'plam berilgan bo'lsin. Agar 

A = X  munosabat o'rinli bo'lsa, A to'plam hamma yerda zich deyiladi.
2.14.-ta’r i f  Berilgan (A \r) topologik fazoning sanoqli va hamma yerda 

zich qism to'plami mavjud bo'lsa, u separabel topologik fazo deyiladi.
2.15-ta’r i f  Bizga ( X , t ) topologik fazo va uning nuqtalaridan iborat 

{xn} d X  ketma-ketlik, x e X  nuqta berilgan bo'lsin Agar x nuqtaning ixtiyoriy 

U( x )  atrofi uchun shunday N natural son mavjud bo'lib, n> N bo'lganda, 

xr e (J(x)  munosabat o'rinli bo'lsa, {xn} ketma-ketlik * nuqtaga yaqinlashadi 
deyiladi.

2.16-ta’r i f  Topologik fazoda Л c i ( X , t ) to'plam berilgan bo'lsin. Biror 

x e A  nuqtaning shunday U  atrofi mavjud bo'lib, t/ fM  = {x } munosabat 
o'rinli bo'lsa, bu x nuqta A to'plamning ajralgan nuqtasi deyiladi.

12



2.17-la'rif Topologik fazoda A cz ( A', r ) to'plam berilgan bo'I.sm Agin 

% я A nuqtaning ixtiyoriy I !  atrofida A to'plamning x nuqtadan furqli 
niiqlulun mavjud bo'lsa, bu x nuqta A to'plamning limit nuqtasi deyiladi

Masalaiar yechish namunalari

I- iiiuxala. Bizga (X , t ) topologik fazo berilgan bo'lsin. Topologik fazo 
ftkniutuularidan foydalanib, yopiq to'plamlar uchun quyidagi xossalarni 
inbotluiig

1) X yopiq to'plam;
2) bo'sh to'plam yopiq to'plam;
.1) chekli sondagi yopiq to'plamlammg birlashmasi yopiq to'plam;
4) ixtiyoriy sondagi yopiq to'plamlammg kesishmasi yopiq to'plam. 
Yechish 1) Bo‘ sh to'plam topologiyaga tegishli, topologiyaga tegishli 

to'plamni ochiq deb ataganmiz. X  esa, ochiq to'plamning to'ldiruvchisi sifatida 
yopiq to'plam, chunki uni X  = X  \ 0  ko'rinishida yozish mumkin

2) X to'plam topologiyaga tegishli, topologiyaga tegishli to'plamni ochiq 
deb ataganmiz. Bo'sh to'plam esa ochiq to'plamning toTdiruvchisidan iborat 
bo'lganligi sababli, yopiq to'plam, chunki uni 0  = X \ X  ko'rinishida yozish 
mumkin.

3) Endi chekli sondagi yopiq to'plamlammg birlashmasi yopiq to'plam 
ekanligini isbotlaymiz. Bizga {Fa} yopiq to'plamlar oilasi berilgan bo'lsin. Bu 

oiladan ixtiyoriy tarzda chekli sondagi to'plamlar ajratib olib, ulaming 
birlashmasi yopiq ekanligini isbotlashimiz kerak.

Berilgan yopiq to'plamlar sistemasidan ixtiyoriy olingan yopiq

to'plamlami F , F a ,...,F kabi belgilaylik. Endi F = ( j F a to'plamni
" i“l

yopiqligini isbotlashimiz kerak. Bunmg uchun X \ F  to'plamni ochiqligini

ubotlash yetarli. Maiumki, ushbu X  \F  = X  \ ( l jF a )= P l (X \ F a ) munosabat
1=1 i-l

liai doim o'rinli. Tenglikning o ’ ng tomomda chekli sondagi ochiq 
to'plamlammg kesishmasi turibdi. Modomiki, ( X , t ) topologik fazo ekan, 
yuqoridagi kesishma ochiq to'plamdan iborat boiadi. Demak. X \ F  to'plam 
ochiq to'plamdir. Bundan F  to'plamning yopiqligi kelib chiqadi.

Natijada, chekli sondagi yopiq to'plamlammg birlashmasi yopiq to'plam 
ekanligini isbotlandi.

4) Navbatda ixtiyoriy sondagi yopiq to'plamlammg kesishmasi yopiq 
to'plam bo'lishini isbotlashimiz kerak. Bizga {Fa } yopiq to'plamlar oilasi 

berilgan bo'lsin. Bu oiladan ixtiyoriy tarzda to'plamlar ajratib olib, ularning 
kesishmasi yopiq ekanligini isbotlashimiz kerak.
Hcrilgan yopiq to'plamlar sistemasidan ixtiyony olingan yopiq to'plamlar 
oilasini F ^ F  kabi belgilaylik
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Endi F -  P )F3 to'plamni yopiqligini isbotlashimiz kerak. Buning uchun 

X \ F  to'plamni ochiqligini isbotlashyetarli.

Ma’ lumki. ushbu X  \ F  = X  \ Fa j  = (J(A" \ Flz) munosabat har doim

o'rinli. Tenglikning o ’ng tomonida ixtiyoriy sondagi ochiq to'plamlammg 
birlashmasi turibdi. Modomiki, (X , t ) topologik fazo ekan, yuqoridagi 

birlashma ochiq to'plamdan iborat bo'ladi. Demak, X \ F  to'plam ochiq 
to'plamdir. Bundan F  to'plamning yopiqligi kelib chiqadi

Natijada, ixtiyoriy sondagi yopiq to'plamlammg kesishmasi yopiq 
to'plam ekanligim isbotlandi

2-masala. Sanoqlilkning birinchi aksiomasi bajarilmagan topologik 
fazoga misol keltiring.

Y echish. Bizga X  = R'  haqiqiy to’ g ’ri chiziq va Y = ( R ] \ N ) ( J  {y^} 
to'plam berilgan bo'lsin (by yerda y0 i R ) .  Berilgan X  to'plamning har bir x 

nuqtasiga quyidagi munosabat bilan
fx, aqar x e X  \ N  

[Уо, agar x e N
nuqtani mos qo'yilgan bo'lsin.

Quyidagi yopiq to'plamlar ту - { A c z Y  \ f  ' (A)  to'plam  X  da yop iq } 
oilasi yordamida Y to'plamda kiritilgan topolgiya qaraymiz. Yuqoridagi 
f  : X  —>Y akslantirish yopiq ekanligini ko'rsatish qiyin emas. Ravshanki, 

nuqtaning Y topologik fazodagi atroflari ( U \ N )  U { Vo) ko'rinishda bo'ladi (bu 
yerda IJ to'plam N  to'plamni o 'z  ichiga oluvchi X  topologik fazodagi ochiq 
to'plam).

Endi ><0 nuqtaning ixtiyoriy (Г/,\Л011 {>"„}, (t/2 \ jV )U { v0} , 
(U,  \ N )  U { v,,},... atroflari ketma-ketligini qaraymiz. Har bir ( = 1,2,3,... uchun 

x, > i shartni qanoatlantiravchi .t. e (Jt \ N  nuqta tanlaymiz. Ushbu 

U  =  X \ { x t, x1, X,,...} to'plam N  to'plamni o 'z  ichiga oluvchi X  topologik 

fazodagi ochiq to'plamdir. Shuday qilib, v0 nuqtaning Iх = ( f/ \ A^)U {,V0} 

atrofini hosil qildik. Bu hosil qilingan atrof {*,, x2, x,,...} ketma- ketlikning 

birorta ham elementim o 'z  ichiga olmaydi. Demak, Y topologik fazo y„ 
nuqtaning atrofida sanoqli bazaga ega emas, ya’ni sanoqlilikning birinchi 
aksiomasi bajarilmas ekan

Misol va masalaiar

1. Ikkita elementdan iborat to'plamning barcha topologiyasim yozing.
2. Bizga X  -ixtiyoriy to'plam berilgan bo'lsin. Ochiq to'plamlar sistemasi 

sifatida uning barcha qism to'plamlari sistemasini olamiz. Bu sistema topologiya
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Iiuhkil etishini tekshiring. Bu topologiya diskret topologiya doyiludi Пн 
topologiya bilan berilgan fazoni diskret topologik fazo deyiladi

Agar ochiq to'plamlar sifatida {0 , A"} juftligi olinsa, u ham topologiya 
luxlikil etishi isbotlansin. Buni (oddiy) trivial topologiya deyiladi

3. Bizga ( X , x )  topologik fazo va uning A c . ( X , x )  qism to'plami 

licnlgan bo'lsin. U holda quyidagilar isbotlansin:
1) A = A\JdA\
2) d(A[ jB)<zdA\JdB\
3) d ( A f ] B ) c d A { J d B ,

4) дА с  dA;
5) d( X \ A)  = dA :

6) d(int A)  с  dA ;

7) int A = A \ dA.
8) A = int A U dA
2), 3), 4), 6) hollarnmg teskarisi o'rinli emasligiga misol keltirmg.
4. Metrik fazoda to'plamning urinish nuqtasi ta’ rifl shu metrika hosil 

qilgan topologiyadagi ta’rifiga ekvivalentligi isbotlansin.
5. Topologik fazoda A<z ( X , x )  to'plam berilgan bo'lsin U holda, A 

to'plam yopiq bo'lishi uchun A -  A munosabat o'rinli bo'lishi zarur va yetarligi 
ubotlansin

6. Topologik fazoda to'plam yopig’ ining yopiq to'plam ekanligi 
ko'rsatilsin.

7. Topologik fazoda A, B c ( X , x )  to'plamlar berilgan bo'lsin. U holda, 

ushbu A\JB = A U В munosabatning bajarilishi ko'rsatilsin.

8. Topologik fazoda ixtiyoriy У to'plam uchun Y =P  tenglikning o'rinli 
ekanligi ko'rsatilsin.

9. Topologik fazoda Y c z ( X , r )  to'plam berilgan bo'lsin. U holda, 

r( ■ {H . H  = Y C\G,G e r )  oila У da topologiya amqlashi isbotlansin. ( Y bu 

topologiya bilan qism fazo deyiladi, ry esa x yordamida Y ga keltirilgan 

topologiya deyiladi.)
10. Topologik fazoda Yt,Y2 6 r ochiq to'plamlar berilgan bo'lsin. Agar Y, 

vii Y, lar hamma yerda zich bo'lsa, ulaming kesishmasidan iborat Y = Yl f\Y1 
to'plam ham hamma yerda zich ekanligi isbotlansin.

11. Sanoqlilikning birinchi (ikkinchi) aksiomasi bajarilmagan topologik 
lu/oga misol keltiring

12. Topologik fazoning qism to'plami bo'lgan Y to'plam biror ochiq 
to'plamning yopig’ i bo'lishi uchun, u o 'z  ichining yopig’ iga teng bo'lishi zarur 
vii yetarli ekanligi isbotlansin.

13. Yevklid fazosi R" da sfera shaming chegarasi ekanligi ko'rsatilsin
14. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazoda
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sanoqliliknmg birinchi aksiomasini bajarilishi ko'rsatilsin.
15. Yevklid fazosi R"  da ochiq shaming yopig’ i yopiq shar, sfera esa 

ochiq hamda yopiq sharlammg chegarasi ekanligi isbotlansin.
16. Berilgan X  to'plamdagi ixtiyoriy topologiyalar oilasining 

kesishmasi, shu X  to‘plamda topologiya bo‘ lishi ko'rsatilsin.
17. Topologik fazoda А а ( Х , т )  to'plam berilgan bo'lsin. U holda, 

quyidagi munosabatlami isbotlang:
1) Х Л А  = AT\intA-
2) X  \ A = X  \ A .
18. Topologik fazoda berilgan ixtiyoriy A, В c: ( X , t )  to'plamlar uchun 

quyidagi munosabatlar o'rinli ekanligi isbotlansin:
1) Ж Т В с А П В :
2) A \ Bc z A\ B .
Aksincha, 1) Af\Bz>AC\B va 2) A\Bz>A\B  munosabatlar 

bajarilmasligiga misol keltiring.
19. Bizga ( X , t x ), (T ,r r ), (Z , t 7 ) topologik fazolar berilgan bo'lib, Y 

topologik fazo X  topologik fazoning qism fazosi bo'lsa, Z  topologik fazo esa,
Y topologik fazoning qism fazosi bo'lsa, u holda Z topologik fazo X  ning ham 
qism fazosi ekanligi isbotlansin

20. Topologik fazoda berilgan A qism to'plamini ikkita yopiq 
to'plamlammg ayirmasi ko'rinishida tasvirlash mumkm bo'lishi uchun, A \ A 
to'plamning yopiq bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

21. Topologik fazoda berilgan to'plamni o 'z  ichiga olgan eng kichik 
yopiq to'plam uning yopig'i ekanligi isbotlansin.

22. Topologik fazoda berilgan to'plamining ochiq qism to plamlari ichida 
eng kattasi uning ichi ekanligi isbotlansin.

23. Ratsional koeffitsientli ko'phadlar to'plami C[abj ning hamma yerida 

zich va sanoqli to'plam ekanligi isbotlansin.
24. Topologik fazo X  ning Y qism fazosi diskret bo'lishi uchun uning 

barcha nuqtalari ajralgan bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
25. Sanoqliliknmg ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazo separabel 

fazo ekanligi isbotlansin.
Sanoqliliknmg ikkinchi aksiomasi bajarilmagan separabel fazoga misol 

keltiring.
26. Metrik fazo separabel fazo boiishi uchun unda sanoqliliknmg 

ikkinchi aksiomasi bajarilishi zarur va yetarli ekanligi ko'rsatilsin.
27. Sanoqliliknmg ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazoda har 

qanday topologiya bazasi qandaydir sanoqli bazani o 'z  ichiga olishi isbotlansin.
28. Bizga ( X , r )  topologik fazo va uning А с  (Х,т) ochiq qism to'plami 

berilgan boisin. U  holda ixtiyoriy B c ( X , t ) to'plam uchun ushbu 

А П В c  A f)  В munosabatni bajarilishi isbotlansin.
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Л ochiq boimaganda bu munosabat o'rinli bo'lmasligiga misol keltirmg
29. To'plam ham ochiq, ham yopiq bo'lishi uchun uning chcgarasi bo'sh 

bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin .
30. Bizga ( X , t ) topologik fazo va uning A<z ( X , t ) qism to'plami

berilgan bo'lsin. U holda A to'plamning ochiq bo'lishi uchun dA = A \ A 
munosabat bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

31. Bizga (X , t ) topologik fazo va uning A c ( X , t ) qism to'plami 

berilgan bo'lsin. U holda A yopiq bo'lishi uchun, 8A = A\(in\. A)  bo'lishi zarur 
vu yetarli ekanligi isbotlansin.

32. Topologik fazodagi barcha chegaralangan sonli ( x j  ketma-ketliklar 

to'plami X  bilan belgilaylik. U holda X  x X  to'plamda aniqlangan 
J(.x,y) = sup*„ - y n\ funksiya metrika ekanligi va ( X , d )  metrik fazo separabel

bo'lmagan fazo ekanligi isbotlansin.
33. Bizga X  topologik fazo, Y c X  qism fazo va lxtiyor AczY  to'plam 

berilgan bo'lsin. Agar К topologik fazoda x nuqta A to'plamning limit nuqtasi 
ekanligi ma’ lum bo'lsa, X  topologik fazoda ham x nuqta A to'plamning limit 
nuqtasi bo'lishi ko'rsatilsin.

34. Bizga X ] , X 2, . . Xn topologik fazolar berilgan bo'lsin. U holda, bu 

topologik fazolaming X. x X 2 x . . . xXn to’ g ’ri ko'paytmasi sanoqlilikning 

binnchi(ikkinchi) aksiomasim qanoatlantirishi uchun ko'paytuvchilaming har 
bin sanoqlilikning birmchi(ikkinchi) aksiomasini qanoatlantirishi zarur va 
yetarli ekanligi isbotlansin.

35. Bizga X  topologik fazo va А с  X  to'plam berilgan bo'lsin. Berilgan 
A to'plam yopiq bo'lishi uchun, u o'zining barcha limit nuqtalarini o 'z  ichiga 
olishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

36. Topologik fazoda U c X  ochiq to'plam berilgan bo'lsin. U holda 
A " U \ U  to'plam X  topologik fazomng hech qayerida zich emasligi 
isbotlansin.

37. Topologik fazoda A yopiq to'plam berilgan bo'lsin. Berilgan A 
to’ plam X  topologik fazomng hech qayerida zich bo'lmagan to'plam bo'lishi 
uchun, X\A  to'plam X  topologik fazomng hamma yerida zich bo'lishi zarur va 
yetarli ekanligi isbotlansin. Agar A to'plamning yopiqligini talab qilmasak, 
luxdiq o'rinli bo'ladimi?

38. Bizga X  topologik fazo, uning qism fazosi Y va X  topologik 
lazoda hech qayerda zich bo'lmagan A to'plam berilgan bo'lsin U holda,
I A f ] Y  to'plam Y qism fazoning hech qayerida zich emasligi isbotlansin

39. Bizga X  topologik fazo va uning Y a  X  qism fazosi hainda X 
topologik fazoning bazasidan iborat bo'lgan \Ua) oila berilgan bo'lsin. U holda,

У ) oila Y fazodagi topologiya bazas
40. Topologik fazoda hech qayerda zich 

liiiin hech qayerda zich emasligi ko'rsatilsin.
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41. Berilgan X  topologik fazo qanday shartni qanoatlantirganda, uning 
hamma yerida zich to'plami o 'zi bilan ustma-ust tushadi, ya’ni ushbu 
A = X  => X  = A munosabat o'rinli bo'ladi9

42. Biror X  to'plam va undagi {г.,} topologiyalar oilasi berilgan bo'lsin. 

U holda, г = Р )та oila ham X  to'plamda topologiya bo'lishini isbotlang.

43. Biror { X , d )  metrik fazoda A = {e,,e.....} sanoqli va hamma yerda zich

to'plam berilgan boisin. U holda, oila X metrik fazodagi

topologiyaning bazasi ekanligi ko'rsatilsin.
44. Metrik fazoda ochiq shaming yopig’ i yopiq shar bo'lishi uchun 

radiusi shaming radiusi bilan, markazi shaming markazi bilan ustma-ust tushgan 
sfera uning chegarasi bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

45. Sanoqliliknmg birinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazoda A 
to'plam yopiq boiishi uchun, A to'plam elementlaridan tuzilgan barcha 
yaqinlashuvchi ketma-ketliklaming limitlari A to'plamga tegishli boiishi zarur 
va yetarli ekanligi ibotlansin.

46. Biror ( X , t ) topologik fazoda {Ua} ochiq to'plamlar oilasi topologiya 

bazasi boiishi uchun quyidagi shartnmg bajarilishi zarur va yetarli ekanligi 
isbotlansin:

ixtiyoriy V ochiq to'plam va ixtiyoriy x e V nuqta uchun x e f / c  V 
shartlami qanoatlantiruvchi U  e {f/_} to'plam mavjud.

47. Bizga X  topologik fazo va uning Y qism fazosi hamda Ac: У 
to'plam berilgan boisin. U holda A to'plamning Y fazodagi yopig’ i, uning X 
topologik fazodagi yopig’ i bilan Y fazoning kesishmasiga tengligi isbotlansin.

48. Topologik fazoda hech qayerda zich bo'lmagan ochiq to'plamning 
bo'sh to'plam ekanligi ko'rsatilsin.

49. Biror X  to'plam va unda kiritilgan topologiyalar oilasi {r^} berilgan 

bo'lib, bu sistemaga tegishli ixtiyoriy ikkita тщ,т topologiyalar uchun ulardan 

kuchliroq g {та} topologiya mavjud bo'lsa, u holda r = U r, ham X

to'plamda topologiya tashkil qilishi isbotlansin (masalan, bu munosabat 
ixtiyoriy ikkitasim solishtirish mumkin boigan { r j  oilasi uchun o'rinli).

Topologiyaning asosiy tushunchalaridan bin uzluksizlik tushunchasidir. 
Bu tushuncha matematik analizda ham uchraydi, lekin topologiyada uzluksizlik 
tushunchasi har tomonlama to'liq rivojini topadi. Uzluksizlik yordamida 
topologik akslantirish tushunchasi amqlanadi.

Topologiyada uzluksizlik tushunchasi ochiq to'plamlar yordamida 
kiritiladi. Shuning uchun bu yerdagi tasdiqlami isbotlashda topologik usullar

3 §. Uzluksizlik
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qo' ll.iniladi

Asosiy tushunchalar

Bizga X , Y topologik fazolar va X  topologik fazom Y topologik fazoga 
nkxluntiruvchi f \ X - * Y  akslantirish berilgan boisin. X  topologik fazoning xa 

miqtasining /  akslantirishdagi aksini y,. = f ( x a) kabi belgilaylik.

J .l.-la ’rif. Berilgan f  akslantirishda y,, nuqtaning ixtiyoriy V atrofi 

uchun x„ nuqtaning shunday U atrofi mavjud boiib, f ( U ) c V  munosabat 

litiianlsa, / akslantirish x0 nuqtada uzluksiz deyiladi. Agar /  akslantirish X 

topologik fazoning har bir nuqtasida uzluksiz boisa, u uzluksiz akslantirish 
deyiladi.

3.2.-ta’r i f  Berilgan f  X - * Y  akslantirishda ixtiyoriy ochiq (yopiq) 
lo'plamning aksi ochiq (yopiq) to‘plam boisa, / ochiq (yopiq) akslantirish 
deyiladi.

3.3.-ta ’rif. Berilgan f X - > Y  akslantirish uzluksiz boiib, unga teskari 
akilantirish / ' mavjud va uzluksiz boisa, / -gomeomorfizm yoki topologik 
nkMluntirish deyiladi A" va У topologik fazolar esa, o'zaro geomeomorf yoki 
topologik ekvivalent fazolar deyiladi.

3.4.-la’rif. Bizga (Х,т,),(У,ту) topologik fazolar berilgan bo ism. A" va Г

In/olaming nuqtalaridan iborat Z to'plam т = \JV\ H e  rx,V e r v} topologiya

hilnn birgalikda X  va Y topologik fazolaming bogianmagan yig’ indisi 
deyiladi.

3.5,-la’rif. Bizga X  topologik fazo va unda x, v& .V nuqtalar berilgan 
hu'Uin. Agar / : [0 : 1 ] —> X  uzluksiz akslantirish uchun /(0) = x va f (\)  = y 

•Munosabatlar o'rinli bo'lsa, u holda f  akslantirish boshi x nuqtada va oxiri у 

ituqhula boigan yo 'l deb ataladi
3.6,-ta’rif. Bizga f  .X-^yY akslantirish berilgan boisin V czY 

to'plamni ochiq deymiz, shu holda va faqat shu holdaki, agar f  ( V )  ochiq 

Ihi'Iiiu Bu f :  X  —>Y akslantirish yordamida kiritilgan topologiya faktor 
ti»|nilogiya, berilgan /  akslantirish esa faktor akslantirish deyiladi. T  to'plam 

kiMlilgiui topologiya bilan topologik fazo shartlarmi qanotlantiradi.
3.7,-ta’rif. Berilgan f  X  akslantirish uchun f ( X ) = К munosabat 

и unit boisa, bu akslantirish ustiga akslantirish, agar f ( X ) с  Y boisa, ishiga 

.ili iltiiidrish deyiladi.

19



MiiNuliilar yechish namunalari

l-masala. Berilgan ( X , r x ) topologik fazoni ( Y ,vr ) topologik fazoga 

akslantiriruvchi f  : X  - * Y  akslantirish uchun quyidagi shartlaming 
ekvivalentligini isbotlang:

a) f  X  ~>Y akslantirish uzluksiz
b) ( Y , ty)  topologik fazo ixtiyoriy ochiq qism to'plamining 

proobrazi(asli) X  topologik fazoda ochiq.
c) (T , r , ) topologik fazo predbazasi (oldbazasi) ixtiyony elementining 

proobrazi(asli) (X , t x  ) topologik fazoda ochiq

d) ( Y, rr ) topologik fazo bazasi ixtiyoriy elementining proobrazi(asli) 

(X , tx ) topologik fazoda ochiq

e) berilgan (X , t x ) va (Y,Tr )  topologik fazolarda ixtiyoriy x e X  va 

ixtiyoriy V e D ( f ( x ) )  atrof uchun. / ( U )  с  V munosabat bajariladigan shunday 

U  e B(x)  atrof topish mumkin bo'ladigan x e X  nuqtaning X  topologik fazoda 

{B(x) }№X, у = f ( x )  nuqtaning Y topologik fazoda { IX \’) } veY atroflar oilasi 

mavjud.
f) (Y ,Tr )  topologik fazo ixtiyoriy yopiq qism to‘plamming 

proobrazi(asli) X  topologik fazoda yopiq.

g) ixtiyony A c z X  to'plam uchun ushbu / ( A ) с  f (  A ) munosabat 
o'rinli.

h) ixtiyoriy B c Y  to'plam uchun ushbu f ~ x(B)  a  f ~ x(B)  munosabat 
o'rinli.

i) ixtiyony BczY  to'plam uchun ushbu f ~ x( IntB)<zIntf~^(B)  
munosabat o'rinli

Yechish. a) munosabatdan b) munosabatni keltirib chiqaraylik.
Ya ’ni, f : X - * Y  uzluksiz akslantirish berilgan bo'lsin. Berilgan 
akslantirishnmg uzluksizligidan foydalanib, (Y.Ty ) topologik fazo ixtiyoriy 

ochiq qism to'plamining proobrazi (asli) X  topologik fazoda ochiq ekanligini 
ko'rsatamiz. Uzluksiz akslantirishnmg ta’rifiga ko'ra, / X  -> К akslantirish X  
topologik fazomng har bir nuqtasida uzluksiz.

Modomiki, / X - * Y  akslantirish X  topologik fazoning har bir 
nuqtasida uzluksiz ekan, ixtiyoriy x e X  nuqta obrazi(aksi) bo'lgan 

у = f ( x )  € Y nuqtaning ixtiyoriy Vд с  Y atrofi uchun x e X  nuqtaning 

shunday U x atrofi topiladiki, bu atroflar uchun ushbu f ( l  M e zVf M  

munosabat o'rinli bo'ladi. Endi, ( Y. ry )  topologik fazodan olingan ixtiyoriy V 

ochiq qism to'plamining proobrazi(asli) X  topologik fazoda ochiq ekanligini
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ko'rsatamiz. Bunmg uchun ixtiyoriy olingan x e f ~  (V)  nuqtani ichki nuqta 

ekanligini ko'rsatamiz. Oxirgi munosabatdan f  ( x)  e V kelib chiqadi.

Demak, V ochiq to'plamni f ( x )  nuqtaning atrofi deyish mumkin. Endi 

f  X ->Y  akslantirish uzluksiz ekanligini hisobga olsak, ixtiyoriy V  с  Y ochiq 
to’plamning proobrazi uchun, x nuqtaning shunday atrofi topiladiki, bu atrof 

uchun U x с  f ~  ( V )  munosabat o'rinli Bundan esa, ushbu 

,t € U x cz / (̂Vy (x )) munosabatga ega bo’ lamiz va .r nuqtaning ichki nuqta

ekanligi kelib chiqadi. Olingan x nuqtaning lxtiyoriyligidan f ^ ( V f ( x ) )

lo'plamning ochiqligi kelib chiqadi
Endi b) munosabatdan c) munosabatni keltirib chiqaraylik, ya’ni 

(K .ry ) topologik fazo ixtiyoriy ochiq qism to’plamining proobrazi(asli) X  

topologik fazoda ochiqligidan foydalanib, (Y,Ty)  topologik fazo 

predbazasi(oldbazasi) ixtiyoriy elementining proobrazi ( X x) topologik 

la/.oda ochiqligini isbotlaymiz.
Bizga (Y,Tr ) topologik fazoning r, = { U a) ochiq to'plamlar oilasidan 

iborat predbazasi berilgan boisin deb faraz qilaylik. Modomiki, (У ,гг) 

topologik fazo ixtiyoriy ochiq qism to'plamining proobrazi(asli) X  topologik 
liizoda ochiq ekan, berilgan predbazadan olingan ixtiyoriy U  e r, ochiq 

lo'plamning proobrazi f  ' ( U )  ham ochiq bo'ladi.

Endi c) munosabatdan d) munosabatni kelib chiqishini isbotlaylik. Bizga 
( K.rr ) topologik fazoning t, = {?/„} ochiq to'plamlar oilasidan iborat 

picdbazasi berilgan boiib, undan olingan ixtiyoriy f/ e r , ochiq to'plamning 

pioobrazi /  ' ( U )  ham ochiq deb faraz qilaylik. Berilgan (У , r r ) topologik 

In/oning r, = {{/ „ } oilaga tegishli to'plamlammg mumkin boigan barcha 

chekli sondagi ^ П ^ П . - П У , ,  (bu yerda barcha i = l,2,...,k lar uchun 

f /, « r,) kesishmalaridan hosil boigan oiladan iborat bazasini qaraylik. Ushbu

t ,(f./i n ^ n . . .n (/ i ) = /  '( f/ , )n /  ,(f/2)n . . .n /  '(t/t ) tenglikdan baza
•lemcntlarining proobrazlari X  topologik fazoda ochiq boiishi kelib chiqadi.

Endi d) munosabatdan e) munosabatni keltirib chiqaraylik, ya’ni (Y,Tr ) 
ii>|inlogik fazo bazasi ixtiyoriy elementining proobrazi ( X , r x ) topologik fazoda 

itiliiq ckanligidan, berilgan (X , t x ) va (F ,rr ) topologik fazolarda ixtiyoriy 

» и ,V va ixtiyoriy V e D{ f ( x ) )  atrof uchun, f ( U ) a V  munosabat 

li>t|>uilmligan shunday U  e B(x)  atrof topish mumkin bo'ladigan x e  X  

Miii|lnning X  topologik fazoda {B{x) }X£x  > У ~  f (x ) nuqtaning Y topologik 
lit/mlii {/>(,V)}„r atroflar oilasi mavjudligini isbotlaylik.

Me'lumki, ixtiyoriy V e ! ) ( / ( x) )  atrof uchun, shunday Y topologik
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fazoning bazasiga tegishli W atrof topiladiki, bu atroflar uchun f ( x ) e W  czV 

munosabat bajariladi Masala shartiga ko'ra, /  ' ( IV)  to'plam X  topologik 

fazoda ochiq va x e f ' ( W )  munosabatdan baza ta’rifiga ko'ra, shunday 

U c. f  ' ( W)  bazaga tegishli atrof topiladi U holda ushbu 

f ( U ) c  f ( f ' ( W ) ) c z W  c V  munosabatga ega bo'lamiz. Shuni isbotlash talab 
qilingan edi.

Navbatdagi ishimiz berilgan ( X , t x ) va (Y.Ty)  topologik fazolarda 

ixtiyoriy x e X  va ixtiyoriy V e D ( f ( x ) )  atrof uchun, / (77)с  V munosabat 

bajariladigan shunday U e B(x)  atrof topish mumkin bo'ladigan x e X  

nuqtaning X  topologik fazoda {B( x ) }x & x , y = f ( x )  nuqtaning Y topologik 

fazoda { Щ у ) } у^у atroflar oilasi mavjud ekanligidan (Y, r r ) topologik fazo

ixtiyoriy yopiq qism to'plamining proobrazi X  topologik fazoda yopiqligini 
isbotlaymiz.

Bizga (Y,Tr ) topologik fazoda B = B yopiq to'plam berilgan bo'lsin, 

uning proobrazi f  ' (B)  to'plamning yopiqligini isbotlashimiz kerak. Ushbu 

munosabat f ~ ' ( B )  = X \ f ~ ' ( Y \ B )  o'rinli bo'lgani uchun, f ~ ' ( Y\B)  
to'plamning X  topologik fazoda ochiqligini isbotlash yetarli. Buning uchun 
f ~ ' ( Y \ B )  to'plamning ixtiyoriy nuqtasi ichki nuqta ekanligini ko'rsatishimiz 

kerak. Ravshanki, ixtiyony x e f~'  (Y \ B)  nuqta uchun f ( x ) e Y \ B  munosabat 

o'rinli bo'ladi.
Bundan esa, V c z Y \ B  munosabat bajariladigan V e D ( f ( x ) )  atrof 

mavjudligi kelib chiqadi. Masala shartiga ko'ra, f ( U ) c z V  munosabat 

bajariladigan shunday U  e B(x)  atrof topish mumkin Natijada, ushbu 

x e U  с  / '(/ (£ / ))  c= f - ' ( V ) c  f ~ ' ( Y \B )  munosabatlarga ega bo'lamiz Bu esa. 

f ' ( Y \ B )  to'plamning ochiqligini, /  ' (B)  esa yopiqligini ko'rsatadi.

Endi f) munosabatdan g) munosabatni keltirib chiqaraylik, ya'ni 
( Y , ry )  topologik fazo ixtiyoriy yopiq qism to'plamining proobrazi(asli) X  

topologik fazoda yopiqligidan, ixtiyoriy А с  X  to'plam uchun ushbu 
f ( A ) < z  f ( A )  munosabat o'rinli ekanligini keltirib chiqaraylik. Buning uchun 

f  ' ( f  (A ) )  to'plamning A to'plamni o 'z  ichiga oluvchi yopiq to'plamligidan, 

A<z f  ' { f ( A ) )  munosabat kelib chiqadi. Bu yerdan o 'z  navbatida 

f  ( A )  a  f  ( f  ' ( f  (A) ) )  cz f  ( A )  munosabatlami hosil qilamiz. Shuni isbotlash 
talab qilingan edi

g) munosabatdan h) munosabatni keltirib chiqaraylik, ya’ni ixtiyoriy 
A a X  to'plam uchun ushbu f ( A ) a f ( A )  munosabat o'rinli ekanidan 

foydalanib, ixtiyoriy BczY  to'plam uchun ushbu f  ' (B) cz f  ' (B)  munosabat 
o'rinliligini keltirib chiqaraylik.

22



Yuqoridagi munosabatni keltirib chiqarish uchun A = f ' ( B )  типониЬвЩи 

ushbu munosabatni f ( A ) c z  / ( A )  qoilash natijasida ushbu 

/(/ ' (B) )<z f (  f  ' ( B ) ) c : B  munosabatni hosil qilamiz, bu yerdan esa isbotlaxh 

kerak bo'lgan f  ' (B)  a  f ( B )  munosabat kelib chiqadi.

Endi h) munosabatdan i) munosabatni keltirib chiqaraylik, ya’ni ixtiyoriy 
H c Y  to'plam uchun, ushbu f  ' ( B ) a  f ' ( B )  munosabat o'rinli ekamdan 

foydalanib, ixtiyoriy BczY  to'plam uchun ushbu / :(mt В)  с  int / ' (B)  
munosabat o'rinliligini keltirib chiqaraylik. Bunmg uchun, Y \ B  to'plamga 

f ' ( B ) ( z f ' ( B )  munosabatni qo'llab, ushbu f  ' ( Y\B) cz  f  ' ( Y\B )  
munosabatni hosil qilamiz. Bundan esa, quyidagi munosabatlar hosil qilamiz:

/  ‘ (int В ) = f  ' (Y \ Y \ В)  = X  \ f  ( Y\B )  с  X  \ f  \Y \ B )  =

= X \ X \  f  ' (B)  = int /  ' (B)

Natijada. ushbu f  ' ( i n t B )d n t f  ~‘ (B ) munosabat kelib chiqdi.
Masalani to'liq yechimini hosil qilish uchun i) munosabatdan a) 

munosabatni keltirib chiqarishimiz kerak, ya’ni ixtiyoriy В a Y  to'plam uchun, 
ushbu /  ‘ ( in t f i )c in t/  '(B ) munosabat o'rinli ekamdan /  akslantirishmng 

u/.luksizligini keltirib chiqaraylik.
Bizga / : X -> У akslantirish berilgan bo'lsin. Ixtiyoriy x e X  nuqta 

obrazi(aksi) bo'lgan y -  f ( x ) e Y  nuqtanmg ixtiyoriy atrofmi f ( x ) e V  с  К 

ilcb belgilaylik, u holda l e  /~‘ (K ) ekani kelib chiqadi Bu V с  Y to’plam 

uchun V = intV  munosabat o'rinli ekani malum Berilgan 
/ '(int В) c  int f  ' (B)  munosabatdan foydalanib, ushbu /  ' ( V )  с  int 

munosabatni hosil qilamiz Bundan esa, quyidagi /  '(K ) = int/  ' ( V )  tenglik 

kelib chiqadi. Natijada, / ‘ (I7) to'plamning ochiqligmi hosil qildik. Agar

I I  m f  ' ( V)  deb belgilasak, ushbu munosabat x e U  с  f  ' ( V )  hosil qilamiz. 

Ilundan esa f ( U ) c z  V munosabat kelib chiqadi. Bu f  : X -~>Y akslantirishmng 

\« X  nuqtada uzluksiz akslantirish ekanligini beradi. Olingan x e X  

nuqtaning ixtiyoriyligidan f  :X  -*Y  akslantirish X  topologik fazoning har bir 

nuqtasida uzluksizligi kelib chiqadi.
Modomiki, f : X - + Y  akslantirish X  topologik fazoning har bir nuqtasida 

ii/luksiz ekan, u uzluksiz akslantirish bo'ladi. Masala to'liq yechildi.

Misol va masalaiar

1. Metrik fazo ( X , d )  va uning qism to'plami Acz X  berilgan bo'lsin 

Agrti A -bo'sh bo'lmagan to'plam bo'lsa, u holda f ( x )  = d(x,A)  
•»k «Untiliihning uzluksizligi ko'rsatilsin.
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2. Bizga X , У topologik fazolar va X  topologik fazoni У topologik 
fazoga akslantiruvchi / X - * Y  akslantirish berilgan boisin. Berilgan / 
akslantirish uzluksiz boiishi uchun У topologik fazodagi ixtiyoriy G  ochiq 
qism to'plamning proobrazi f  ' (G)  berilgan X  topologik fazoda ochiq to'plam 

boiishi zarur va yetarli ekanligi ko'rsatilsin.
3. Bizga X , У topologik fazolar va X topologik fazoni У topologik 

fazoga akslantiruvchi f  : X - > Y  akslantirish berilgan bo'lsin. Berilgan / 
akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun Y topologik fazodagi ixtiyoriy yopiq qism 
to'plamning proobrazi X  topologik fazoda yopiq to'plam bo'lishi zarur va 
yetarli ekanligi ko'rsatilsin.

4. Uzluksiz akslantirishlammg superpozitsiyasi uzluksiz akslantirishligi 
isbotlansin.

5. Topologik fazolar X , Y va f  X -+Y uzluksiz, biyektiv akslantirish 
berilgan bo'lsin. Agar X  topologik fazoda ajralgan nuqta mavjud bo'lmasa, u 
holda Y topologik fazoda ham ajralgan nuqta mavjud emasligi isbotlansin.

6. Berilgan / : [o;l]-> [0;l] uzluksiz akslantirish kamida bitta qo 'zg ’ almas 
nuqtaga ega ekanligi isbotlansin

7. Teskarisi uzluksiz bo'lmagan o'zaro bir qiymatli uzluksiz 
akslantirishga misol keltirmg.

8. Topologik fazolar X ,  Y\a / X  ->F uzluksiz akslantirish berilgan 
bo'lsin. U holda G = {(*,/ (*))} to'plam / akslantirish grafigi deyiladi. G 
to'plamning X  topologik fazoga gomeomorfligi isbotlansin.

9. Berilgan ( X , z x ) topologik fazoni (F, zr ) topologik fazoga 

akslantinruvchi / X  > У akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun quyidagi 
shartnmg bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang:

( X , z x ) topologik fazoning ixtiyoriy A a  X  to'plami uchun ushbu 

f ( A ) a  f ( A )  munosabat o'rinli.
10. Berilgan ( X , z x ) topologik fazoni (7 ,zr )  topologik fazoga 

akslantiriruvchi / X  - * Y  akslantirishda Y  topologik fazomng bazasiga tegishli 
to'plamlarnmg proobrazi X  da ochiq to'plamlar bo'lsa, f . X - * Y  
akslantirishnmg uzluksiz ekanligi isbotlansin.

11. Ushbu ( X , d )  metrik fazoning d(x,y) metrikasi X x X  to'plamda 
uzluksiz ekanligi isbotlansin.

12. Berilgan ( X , z r ) topologik fazoni ( Y. r ,.) topologik fazoga 

akslantiriruvchi / : X -> Y akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun quyidagi 
shartning bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang:

(X , tx) topologik fazomng ixtiyony AczY  to'plami uchun ushbu 

f  ' ( A ) c  /  ' (A) munosabat o'rinli.
13. Berilgan ( X , tx ) topologik fazoni (V,zy) topologik fazoga 

akslantiriruvchi f : X - * Y  akslantirish ochiq bo'lishi uchun (Y,zY ) topologik
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In/oiling ixtiyony В <zY to'plami uchun ushbu f  ' (B)  c: /  ' (H)  immnaalmt 

u'rinli bo'lishi zarur va yetarliligi isbotlansin.
14 Berilgan ( X , t x ) topologik fazoni ( Y,Ty ) topologik fazoga 

akslantiriruvchi / X  -> Y akslantirish ochiq bo'lishi uchun (Y,Tr ) topologik 

Гн/.Oning ixtiyoriy B c K  to'plami uchun ushbu f~ ' (dB)  = d ( f  ' (H) )  
munosabat o'rinli bo'lishi zarur va yetarliligi isbotlansin.

15. Berilgan ( X , t x ) topologik fazoni (У ,r,.) topologik fazoga 

akslantiriruvchi / : X  -> Y akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun, ixtiyony 
yaqinlashuvchi xn ketma-ketlik uchun lim f ( x j  =  f ( x )  munosabat o'rinli

bo'lishi zarur va yetarliligi isbotlansin.
16. Topologik fazolami birini ikkinchisiga akslantiriruvchi akslantirish 

uzluksiz, yopiq akslantirish bo'lsa, uning faktor akslantirish ekanligi isbotlansin.
17 Bizga X , Y topologik fazolar berilgan bo'lib, bunda X  topologik fazo 

X , , X 2 yopiq to'plamlarnmg birlashmasidan lboratligi ma’ lum, ya’ni 

X  = X {/X 2. U holda, / X  -+Y  akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun uning X, 

va X , qism fazolarda uzluksiz bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

18. Bin to'la, lkkinchisi esa to'la bo'lmagan o'zaro gomeomorf metrik 
fazolarga misol keltiring.

19. Bizga X , Y  topologik fazolar va / X —>Y yopiq akslantirish 
berilgan. Bu akslantirish uchun f ( X )  с  У, (bu yerda ^ с  У ) munosabat o'rinli 

bo'lib, / -yopiq akslantirish ekanligi ma’ lum bo'lsa, f  X  ->У, akslantirish ham 
yopiq bo'lishini isbotlang.

20. Bizga X,Y  topologik fazolar va f  X - + Y  uzluksiz akslantirish 

berilgan. Agar X , c X  va /  = f\Xi X, munosabatlar o'nnli bo'lsa, quyidagi

tasdiqlar o'rinli ekanligi isbotlansin:
1) /  akslantirish uzluksiz;
2) agar X , to'plam X  topologik fazoda yopiq to'plam va /  akslantirish 

yopiq akslantirish bo'lsa, u holda f  yopiq akslantirishdir;
3) agar X t to'plam X  topologik fazoda yopiq to'plam va / akslantirish 

ochiq akslantirish bo'lsa, u holda /, ochiq akslantinshdir;
21. Ushbu X,Y  topologik fazolarda berilgan / X - * Y  akslantirish yopiq 

bo’ lishi uchun Y topologik fazomng ixtiyony y e Y  nuqtasi va f  ' ( y)  nuqta 

tegishli bo'lgan ixtiyoriy U  ochiq to'plami uchun, у  nuqtaning shunday Vy 

ttirofi mavjud bo'lib, f ' ( V y) с  U  munosabat bajarilishi zarur va yetarli ekanligi 

isbotlansin.
22. Ushbu X,Y  topologik fazolarda berilgan f  X  ->Y  akslantirish yopiq 

bo'lishi uchun ixtiyony A c X  to'plam uchun, f ( A ) c / ( A )  munosabat o'nnli 
bo'lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.
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23. To ’ g'ri chiziqdagi ixtiyoriy ikkita ochiq (yopiq) interval o'zaro 
gomeomoriligi isbotlansin

24. Bizga X.Y topologik fazolar, / : X - * Y  akslantirish va X  topologik 
fazodagi J/ = {(7a} topologiya bazasi berilgan bo'lsin Berilgan / akslantirish 

ochiq akslantirish bo'lishi uchun, ?/ = { ( / }  oiladan olingan ixtiyoriy U a 

to'plamning f ( U a)  aksi Y topologik fazodada ochiq bo'lishi zarur va yetarli 
ekanligi isbotlansin.

25. Uzluksiz ustiga f . X - ^ Y ,  g Y - > X  akslantirshlar mavjud bo'lgan 
o'zaro gomeomorf bo'lmagan X,Y topologik fazolarga misol keltiring.

26. Ushbu X,Y topologik fazolar berilgan. X x Y  to’ g ’ri ko'paytmaning 
X  ga proeksiyasi uzluksiz, ochiq va yopiq akslantirish ekanligi isbotlansin.

27. Bizga X.Y topologik fazolar va f . X ^ Y  akslantirish berilgan 
bo'lsin. Berilgan f  akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun quyidagi munosabatning 
bajarilishi zarur va yetarliligi isbotlansin:

ixtiyoriy A czY qism to'plam uchun /  ‘ (int A)  a  int(/_l(v4)) munosabat 
o'rinli.

28. Topologik akslantirishlaming superpozitsiyasi topologik akslantirish 
bo'lishini isbotlang.

29. Berilgan /  :/?"—> R"  akslantirish chiziqli bo'lsa, uning uzluksiz 
ekanligi ko'rsatilsin.

30. Bizga X,Y topologik fazolar berilgan. Agar f : X Y uzluksiz va 
biyektiv akslantirish bo'lsa, quyidagi shartlar ekvivalentligi isbotlansin:

1) /  -faktor akslantirish;
2) /  -ochiq akslantirish;
3) / -yopiq akslantirish;
4) /  -gomeomorf akslantirish.
31. Ushbu X.Y topologik fazolar hamda f  X ->Y uzluksiz akslantirish 

berilgan bo'lsin. Agar X, с  X  va X, -  X  munosabatlar o'rinli ekanligi ma’lum 

bo'lsa, f ( X , )  = f ( X )  munosabat ham o'rinli ekanligi isbotlansin.

32. Bizga X.Y topologik fazolar, f  X  ->Y  uzluksiz, ustiga akslantirish 
va X, с Xqism to'plam berilgan. Agar f - . X x- * Y  akslantirish faktor ustiga 
akslantirish ekanligi ma’ lum bo'lsa, u holda f : X  ->Y  akslantirishmng faktor 
akslantirish ekanligi isbotlansin. Teskari jumla o'rinlimi?

33. Topologik fazolar X.Y , / : X  ---> Y akslantirish hamda Y^cY qism 

to'plam berilgan bo'lsin. /  akslantirish uzluksiz bo'lsa, u holda f  X  -> 
akslantirishmng uzluksiz ekanligi isbotlansin.

34. Bizga X.Y topologik fazolar va / X  ->У akslantirish berilgan. Agar 
/(х )сУ , munosabat o'rinli bo'lib, / akslantirish ochiq akslantirish ekanligi 
ma’ lum bo'lsa, u holda f . X  -> akslantirish ham ochiq akslantirish
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bo'lishini isbotlang.
35. Yevklid fazosidagi shar shu fazoning o'ziga gomeomorfligini 

isbotlang. Soddalik uchun R2 fazoni qarang.
36. Aylananing yopiq doiraga gomeorf emasligi isbotlansin.
37. Bizga {Л"ц} topologik fazolar oilasi, X  to'plam va f a X - > X a 

akslantirishlar berilgan bo'lsin. Berilgan X  to'plamda har bir f a akslantirish 

uzluksiz bo'lgan barcha topologiyalar ichida eng kuchsiz topologiya mavjudligi 
ko'rsatilsin. Bu topologiyani f a oila yordamida keltirilgan kuchsiz topologiya 

deb ataymiz.
38. Oldingi masalada kiritilgan topologiyani quyidagicha aniqlash 

inumkinligini ko'rsating:
Ixtiyoriy Y topologik fazo va /  :Y —> X  akslantirish uchun

f a о f  :Y —> X a виреф ог^уа har bir a da uzluksiz bo'lishi uchun f  У -> X 

uzluksiz bo'lishi zarur va yetarli bo'ladigan X to'plamda yagona topologiya 
mavjud.

39 Bizga (X, t ) topologik fazo X ^ a X  va f ( X t) a  X  ( f ( x )  = x)  

loylashtirish berilgan bo'lsin. Berilgan X  topologik fazoda / akslantirish 
yordamida keltirilgan topologiya (37-misolga qarang) rA-, bilan ustma-ust

tushishini isbotlang.
40. Bizga {Xa } topologik fazolar oilasi. X  to'plam va f a : X a -> X  

akslantirishlar berilgan bo'lsin. Berilgan X  to'plamda har bir /„ akslantirish 

u/luksiz bo'lgan barcha topologiyalar ichida eng kuchli topologiya mavjudligi 
ko'rsatilsin. Bu topologiyani /„ oila yordamida keltirilgan kuchli topologiya 

deb ataymiz.
41. Oldingi masaladagi kiritilgan topologiya quyidagicha aniqlash 

niuinkinligini ko'rsating:
Ixtiyoriy Y topologik fazo va / . X -> К akslantirish berilgan bo'lsin. X 

to'plamda, / . X -> Y akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun f  ° X a —> Y 

«upcrpozitsiya har bir a da uzluksiz bo'lishi zarur va yetarli bo'ladigan yagona 
topologiya mavjud.

42. Bizga X U...,X„ topologik fazolar berilgan bo'lsin. Agar berilgan

topologik fazolaming to ’g ’ri ko'paytmasini X = X, x ,..x l kabi va f  :X^>X,  

attitude tabiiy proeksiyani belgilasak, и holda 40-masaladagi f  akslantirishlar 

oiIiini yordamida keltirilgan kuchli topologiya, X,,...,X„ topologik fazolaming

ill к hi t ko'paytmasidagi topologiya ekanini isbotlang.
43. Yevklid fazolari K" va Rm gomeomorf bo'lishi uchun n m 

MiunoKiibat o'rinli bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
44. Bir o'lchamli Yevklid fazosi R' va R" fazo n *  1 bo'lganda o'/aio 

yiiiiiooinorf emasligi ko'rsatilsin.
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45 Oichami n ga teng bo'lgan R" Yevklid fazosida yopiq shar va yopiq 
kub gomeomorfligi ko'rsatilsin.

46. Berilgan R" '  Yevklid fazosida bitta nuqtasi chiqarib tashlangan sfera 
R" fazoga gomeomorfligini isbotlang.

47. Bitta nuqtasi chiqarib tashlangan R" va S " ' x R to'plamlar o'zaro 
gomeomorfligi ko'rsatilsin.

48. Bitta nuqtasi chiqarib tashlangan aylananing ochiq intervalga 
gomeomorfligi isbotlansin.

49. Bizga E,F,G topologik fazolar, f : E - * F  va g.F-^>G uzluksiz 
akslantirishlar berilgan boisin. Agar / suryektiv akslantirish va g ° f  topologik 

akslantirish ekanligi maium boisa, u holda / va g topologik akslantirishlar 
ekanligi ko'rsatilsin.

50. T  harfi L  harfiga gomeomorf emasligi isbotlansin.
51. Haqiqiy proyektiv to’ g ’ ri chiziq RP aylanaga gomeomorf ekanini 

ko'rsating.
52. Gomeomorf bo'lmagan X  va Y topologik fazolarga misol keltiringki, 

bunda X  topologik fazo biror Г, c: Y qism fazosiga, Y topologik fazo esa biror 
X{a X  qism fazosiga gomeomorf bo'lsin.

53. To ’ g ’ ri chiziqda ochiq interval, yarim ochiq interval va yopiq 
mtervallar o'zaro juft-jufti bilan gomeomorf emasligi isbotlansin.

54. Yevklid fazosi R' da quyidagi funksiyalami uzluksizlikka tekshiring 
va grafigini chizmg:

1) f ( x )  = d(x ,  Q) ,

2) f { x )  = d ( x j )  \

3) / (J t ) « r f (x ,6 n [ - U l ) ;

4) f ( x )  = d( x , e° )  ee = {e“ : a e Q } .

Bu yerda Q -barcha ratsional sonlar to'plami, va / = [0 ;1 ]сЛ .

4 §. Bog'lanishli fazolar

Maiumki, chiziqli bog’ lanishli topologik fazolar matematikada muhim 
o'rin tutadi. Bu paragrafdagi misol va masalaiar bogianishlilik xossasiga 
bag’ ishlangan boiib, bu xossa boshqa topologik xossalardan farq qiladi. 
Xususan, bogianishlilikdan boshqa topologik xossalar kelib chiqmaydi, va 
aksincha bogianishlilik xossasi boshqa topologik xossalaming natijasi emas. 
Bog’ lanishli topologik fazolardan so’ng chiziqli bogianishlilik tushunchasi va 
chiziqli bogianishlilik komponenta tushunchasi kiritiladi.

Asosiy tushunchalar

Bizga ( X , r )  topologik fazo, A a X  qism to'plam berilgan bo'lsin.
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4.1.-ta’rif. Ikkita ochiq G, va G2 qism to'plamlar mavjud bo'lib. 
quyidagi

l M  = (G ,rM )U (G 2n/l)

2)(G, ГМ ) П (G2 ГЫ ) = 0

3)G, ( ] A *  0 ,G 2 ГМ  *  0
.«hartlar bajarilsa, A to'plam bogianishsiz to'plam deyiladi Agar yuqondugi 
shartlami qanoatlantiruvchi ochiq G, va G2 qism to'plamlar mavjud bo lmaxa. 
Л to'plam bog’ lanishli to'plam deyiladi.

Endi, A = X  holni qaraylik Bu holda, ushbu A 'flG , =G ,, X  C\G2 m G, 
inunosabatlar o'rinli bo'lgani uchun yuqoridagi shartlar quyidagicha ko'rinishim 
oladi:

1 ) X  = G,\JG2

2)G, f )G 2 = 0

3)G, ^ 0 ,  G2 ^ 0 .
Boshqacha qilib aytganda,
4.2.-ta’r i f  x  topologik fazo ochiq va o'zaro kesishmaydigan, bo'sh 

bo'lmagan G, va G2 to'plamlar mavjud bo'lib, A, = G ,U G 2 munosabat 

bajarilsa, X  bog’ lanishsiz topologik fazo deyiladi. Bu shartni qanoatlantiruvchi 
{/, va Gj ochiq to'plamlar mavjud bo'lmasa, X  fazo bog’ lanishli fazo deyiladi

4.3.-ta’rif. Topologik fazoda x e X  nuqta berilgan boTsin. Berilgan x 
nuqtani o 'z  ichiga olgan eng katta bog’ lanishli to'plam shu nuqtaning 
bog'lanishlilik komponentasi deyiladi.

4.4-ta’rif. Topologik fazomng ixtiyoriy ikki nuqtasmi yo‘ l bilan 
liilashtirish mumkin bo'lsa, u chiziqli bog’ lanishli topologik fazo deyiladi.

4.5.-ta 'rif Berilgan topologik fazoning har bir nuqtasi atroflarimng 
bog’ lamshli to'plamlaridan iborat bazasi mavjud bo'lsa, u lokal bog’ lanishli 
la/o deyiladi.

4.6.-ta’rif. Topologik fazoning har bir nuqtasi atroflan uchun chiziqli 
bog'lamshli to'plamdan iborat bazasi mavjud bo'lsa, u lokal chiziqli bog’ lanishli 
la/o deyiladi.

Masala yechish namunalari

1-masala. Bog’ lanishli to'plamning yopig’ i ham bog’ lamshlidir
Yechish. Bizga (X ,z )  topologik fazo va uning bogianishli qism to’plami 

1 X  berilgan boisin. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni AczX  bogianishli, 
lekm A bogianishsiz to'plam boisin. U holda bogianishsiz to'plam ta’nliga 
ко’ ги, (X, r )  topologik fazoda ochiq (J, va G2 qism to'plamlar mavjud bo’ lib, 
tilni uchun quyidagi:
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A = (G , fU )U (G 2r U )

(G1fl/ l )n (G ! n ^ )  = 0  

G, Г\Л *  0 ,G 2 ГЫ * 0  
munosabatlar bajariladi. Har qanday to'plamlar uchun A с  A munosabat o'rinli 
bo'lganligi uchun, yuqoridagi munosabatlarni hisobga olsak, quyidagi:

Л = (G, Г Ы )U (G 3 ГМ )

(G, Г\ А)Г\ A = Gl f]  A 

(G2 Г\ А)Г\ A = G2C\ A 
tengliklar o'rinliligi kelib chiqadi

Bundan tashqari, G, va G2 ochiq to'plamlar hamda G, f ) A * 0  va 

G2 D A *  0  munosabatlardan ushbu G, Г А * 0 , G2 C\A* 0  munosabatlar 

kelib chiqishini ko'rsatish qiyin emas. Va nihoyat (G, f ]  A ) f ] ( G 2C] A )  = 0  

tenglikdan (G, П А )П (С 2 П А ) = 0  tenglik kelib chiqadi. Yuqoridagi 

munosabatlar birgalikda A to'plamning bog’ lanishsiz to'plam ekanligim 
ko'rsatadi. Bu ziddiyatdan A to'plamning bog’ lanishli ekanligi kelib chiqadi.

2-masala. Berilgan X  topologik fazo X  = U X a ko'rinishda tasvirlangan

bo'lib, munosabat bajarilsa, X  bog’ lanishli topologik fazo ekanligi
a

ko'rsatilsin (bu yerda har bir X a bog’ lanishli to'plam).

Yechish. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni X  ochiq, bo'sh bo'lmagan va 
o'zaro kesishmaydigan A, В to'plamlaming birlashmasidan iborat bo'lsin. U 
holda X a = (X a П A ) U ( X a П B) munosabat o'rinli bo'ladi. Har bir X a 

bog’ lanishliligidan ^ 0 - 4  = 0 ,  ^ 0 5  = 0  munosabatlardan bittasi o'rinli 

bo'ladi, ya’ni X a yoki A to'plamda yoki В to'plamda yotadi. A va В 

to'plamlar bo'sh bo'lmagani uchun a e A . b e В nuqtalar topish mumkin. Agar 
a e X rZt deb faraz qilsak, X at с  A munosabat, b e Х щ desak, с  В 

munosabat o'rinli bo'ladi. Natijada Х^Г\Х^  = 0  tenglikni hosil qilamiz. Bu esa, 

masala shartiga zid. Demak, X  bog’ lanishli topologik fazo ekan.

Misol va masalaiar

1. Lokal bog’ lanishli bo'lmagan, bog’ lanishli topologik fazoga misol 
keltiring.

2. Bog’ lanishli to'plamning uzluksiz akslantirishdagi aksi bog’ lanishli 
to'plam bo'lishi isbotlansin.

3. Lokal bog’ lanishli topologik fazoda bogianishlilik komponenta ochiq 
to'plam ekanligi isbotlansin.

4. Berilgan X  topologik fazoning ixtiyoriy x,y e X  nuqtalarini o 'z  ichiga
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oluvchi С bogianishli to'plam mavjud boisa, X bogianishli topolouik 1м*о

ekanligi isbotlansin.
5. Ixtiyoriy chiziqli bogianishli topologik fazo, bogianishli oknnliHl 

isbotlansin
6. Tekislikda hech boimaganda, bitta koordinatasi ratsional bo'luun 

nuqtalar to‘plami bogianishli boiadimi?
7. Tekislikda faqat bitta koordinatasi ratsional boigan nuqtalar to'plami 

bogianishli boiadimi?
8. Tekislikda ikkala koordinatasi ratsional boigan nuqtalar to'plami 

bogianishli boiadimi?
9. Umumiy markazga ega ratsional radiusli aylanalar to'plami 

bog’ lanishli boiadimi?
10. Yevklid fazosi R" da
1) sfera;
2) shaming ichi;
3) shaming toidiruvchisi bogianishli ekanligi isbotlansin
11. To ’ g ’ri chiziqda:

1) Z = (barcha butun sonlar to'plami); 2)
[ 1 2  3 n J

3) \a,b\; 4) Q = (barcha ratsional sonlar to'plami) lokal bog’ lamshli 
to'plam boiadimi?

12. Yevklid fazosi R1 da cheksiz qism to'plam bo'lgan lokal 
bogianishsiz to'plamga misol keltiring.

13. Quyidagi Ac.Bc: A munosabat o'rinli bo'lib, A to'plam bogianishli 
bo'lsa, u holda В to'plam ham bogianishli bo'lishi isbotlansin.

14. Topologik fazo chekli sondagi bog’ lanishlilik komponentalarga ega 
bo'lsa, u holda ular ochiq bo'lishi isbotlansin.

15. Topologik fazo X  bogianishli fazo bo'lib, f  X - > Y  uzluksiz 
Л slantirish bo'lsa, / akslantirishnmg grafigi bogianishli ekanligi ko'rsatilsin

16. Chiziqli bogianishli bo'lmagan bogianishli to'plamga misol 
keltiring.

17. Berilgan A va В to'plamlar bogianishli boiib, A f ) B * 0  munosabat 
bitianlsa, u holda A\JB bogianishli bo'lishini isbotlang.

18. To ’ g ’ri chiziqda A c R '  qism to'plam bogianishli bo'lishi uchun 
uning intcrvaldan iborat bo'lishi zarur va yetarli ekanligi ko'rsatilsin. (Bu yerda 
Inici vul deganda, yopiq, ochiq, yarim ochiq, bir tarafi cheksiz, ikki tarafi chcksi/ 
miervallar tushuniladi).

19. Topologik fazolaming to’g ’ri ko'paytmasi bogianishli bo'lishi uchun 
ulaming har biri bogianishli bo'lishi kerakligi isbotlansin.

20 Bogianishli topologik fazolaming to’ g ’ ri ko'paytmasi boglnnmlili 
topologik fazo ekanligi isbotlansin.

21 Yevklid fazosi R" bogianishli fazo ekanligi isbotlansin
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22. Yevklid fazosi R" da A = R ’ \{a,...a ,} ( k e N )  to'plam
bog’ lanishli ekani isbotlansin (bu yerda n >2) .

23. Bizga X  topologik fazo berilgan boisin. Agar x va у nuqtalarni o 'z 
ichiga oladigan bogianishli A c X  to'plam mavjud boisa, x~  у  deymiz. Bu 
munosabat ekvivalentlik munosabati ekani isbotlansin.

24. 23-masaladagi kiritilgan ekvivalentlik munosabatiga nisbatan 
ekvivalentlik sinfi bogianishlilik komponentasi ekanligi isbotlansin.

25. Bogianishlilik komponentasi yopiq to'plam ekanligi isbotlansin
26. Har qanday bogianishli to'plam birorta bogianishlilik 

komponentasiga qism to'plam ekanligi isbotlansin
27. Berilgan X  topologik fazoning ixtiyoriy x va у nuqtalari uchun 

Д,...,/4л (bu yerda n&N soni x va у nuqtalarga bog’ liq) bogianishli 

to'plamlar mavjud bo'lib, u quyidagi
1 )Д Г )Д 4| * 0  <У,=\,п-\) 2 ) . т еЛ |, у  e
shartlami qanoatlantirsa, u holda X  bogianishli topologik fazo ekam 

isbotlansin.
28. Har xil ikki nuqtalar uchun ular tegishli boigan bogianishlilik 

komponentalari kesishmaydi yoki ustma-ust tushishi isbotlansin.
29. Topologik fazo yagona bogianishlilik komponentasidan iborat 

boiishi uchun, uning bogianishli fazo boiishi zarur va yetarli ekanligi 
ko'rsatilsin.

30. Chiziqli bogianishli, lekin lokal chiziqli bogianishli bo'lmagan 
topologik fazoga misol keltiring.

31. Chiziqli bogianishli, lekin lokal bogianishli bo'lmagan topologik 
fazoga misol keltiring.

32. Topologik fazo lokal bogianishli boiishi uchun uning ixtiyoriy ochiq 
to'plamining bogianishlilik komponentasi ochiq boiishi zarur va yetarliligini 
isbotlang.

33. Yevklid fazosi R" lokal bogianishli fazo ekanligi isbotlansin.
34. Bizga X  topologik fazo va X , unmg bogianishsiz yopiq qism 

to'plami berilgan boisin. X, topologik fazoni ikkita o'zaro kesishmaydigan, 
bo'sh bo'lmagan yopiq to'plamlammg yig ’ indisi ko'rinishida ifodalash mumkin 
ekanligi isbotlansin

35. Bizga X  topologik fazo va X, unmg ochiq, bogianishsiz qism 
to'plami berilgan bo'lsin. Jf, topologik fazoni ikkita bo'sh bo'lmagan o'zaro 
kesishmaydigan ochiq to'plamlammg yig’ indisi ko'rinishida ifodalash mumkin 
ekanligi isbotlansin

36. Bizga X -  Xausdorf topologik fazo va bogianishli X^a X  qism 
to'plam berilgan boisin. Agar bittadan ortiq nuqtani o 'z  ichiga olgan 

to'plam boisa, u holda bu to'plamda ajralgan nuqtalar mavjud emasligi 
isbotlansin.
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J7 Topologik fazoda X u X 2 yopiq to'plamlar berilgan bo'lib, X, U \ , vi* 
Jf, (I.V, to'plamlar bog’ lamshli ekani ma’ lum bo'lsa, X t va X, to'plamlni limit 
liim'lunishli ekanligi isbotlansin.

JH. 37-masalada kamida bitta to'plam yopiq boTmasa, X, va X , 
in |iliiinlur bog’ lamshli bo'lishi shart emasligiga misol keltirmg.

J9. Topologik fazoda barcha / lar uchun Л'.ПЛ',., * 0  shailiu 

>|4iinntlantiruvchi [ X , } bog’ lamshli to'plamlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin 

\ 11 V, to'plamning bog’ lanishli ekani isbotlansin

•10. Topologik fazoda barcha i lar uchun X, f | X :tl bog’ lamshli bo'lgan. 

| У,) bo'sh bo'lmagan to'plamlardan tashkil topgan oila berilgan bo'lsin U 

tin 11 lii X UX,  to'plamning bog’ lamshli ekanligi isbotlansin.

41. Bizga X  topologik fazoda X , yopiq to'plam berilgan bo'lsin. X , qism 
bisnuing bog’ lanishlilik komponentasi X  topologik fazoda yopiq to'plam 
^kunligi isbotlansin.

42. Yevklid fazosi R " (n > 3) dan chekli sondagi Rk fazomng 

ti , i i  2 ) qism to'plamlarini chiqarib tashlaganda hosil bo'lgan qism fazo 
Ьоц'lanishli bo'lishi isbotlansin. Bu yerda R“ c:R” deb qaraladi.

4J. Tekislikdan chekli sondagi to’ g ’ ri chiziqlar chiqarib tashlaganda hosil 
Iim lyan to'plam bog’ lanishlilik komponentasining maksimal soni amqlansin.

44. Berilgan X  topologik fazo bog’ lanishsiz fazo bo'lishi uchun 
\ A U В, Л П Я = 0, А П 5 = 0  munosabatlami qanoatlantiruvchi A,Bc:X  

in plamlarning mavjud bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
45. Bizga /  X  -y Y uzluksiz akslantirish va X  bog’ lanishli fazo berilgan 

bn hin U holda / akslantirish grafigining bog’ lamshli ekanligi isbotlansin.

46. Berilgan / :[0 :1 ]-»Я ‘ akslantirish uzluksiz bo'lib, / (0 )/ (l)<U  
«liiiitni qanoatlantirsin. U holda, /(£) = 0 shartni qanoatlantiruvchi fe (0 ;l) 
niii|la mavjudligini isbotlang. Bu masalani 45-masaladan foydalanib yeching

47. Bizga X  topologik fazo va uning bog’ lamshi to'plamlari oilasi {/I,} 

I» н1цап bo'lib, ixtiyoriy A va Aa> to'plamlari uchun

I. l )A„  * 0 ,  A<ti ГI A„, * 0  munosabatlar o'rinli bo'lsa, u holda A = U A,,

tn plain bog’ lanishli ekanligi ko'rsatilsin.
48. Bizga X  topologik fazo va A , B c X  yopiq (ochiq), bo‘ »h 

iMi bnugan va o'zaro kesishmaydigan to'plamlar berilgan bo'lsin Bciilunn 
in |ilanilar uchun A f ] B  = 0 ,  В П А  = 0  munosabatlar o'rinli okiinllHt 

I'linllamun
49. Bog’ lanishli to'plamning asli bog’ lanishsiz bo'lgan uzlnkilf 

.1- il.intuishga misol keltiring.
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5 tj- Topologik fazolarda ajraluvchanlik

Topologik fazo ta’rifi umumiy tushunchalardan boiib, barcha topologik 
fazolarda o'rinli bo'ladigan qiziqarli teoremalarni isbotlash qiyin. Bu paragrafda 
nuqtalami, nuqta va to'plamni hamda to'plamlarni bir-biridan ajratish haqidagi 
aksiomlar va ular yordamida keltirib chiqarish mumkin boigan xossalar 
o'rganiladi.

Asosiy tushunchalar

5.1-ta'rif. Berilgan X  topologik fazoning ixtiyoriy x, ye  X ,  ( x * y )  
nuqtalari uchun shu nuqtalardan faqat bittasini o 'z  ichiga oluvchi ochiq to'plam 
mavjud bo'lsa, X  topologik fazo 7] topologik fazo deyiladi

5.2 -ta ’rif. Berilgan X  topologik fazonmg ixtiyoriy x, y e X ,  ( x * y )  

nuqtalari uchun x nuqtaning у tegishli bo'lmagan atrofi, у nuqtaning лг 

tegishli bo'lmagan atrofi mavjud bo'lsa, X  topologik fazo T, topologik fazo 
deyiladi.

5.3-ta’rif. Topologik fazoda ixtiyoriy o'zaro farqli ikki nuqta o'zaro 
kesishmaydigan atroflarga ega bo'lsa, bu fazo Xausdorf topologik fazosi, ( /, 
fazo) deyiladi.

5.4-la 'rif Topologik fazoda l\ , F2cz ( X , t )  o'zaro kesishmaydigan 
to'plamlar berilgan bo'lsin. Mos ravishda bu to'plamlarni o 'z  ichiga oluvchi, 
o'zaro kesishmaydigan ochiq V„ V2 to'plamlar mavjud boisa, u holda F va F, 
to'plamlarni bir-biridan ajratish mumkin deyiladi.

5.5-ta’rif. Bizga 7; fazo bo'lgan ( X , t )  topologik fazo berilgan bo'lib. 

unmg ixtiyoriy yopiq qism to'plamini shu to'plamga tegishli bo'lmagan 
nuqtadan ajratish mumkin bo'lsa, X  topologik fazo regulyar topologik fazo ( T 
fazo) deyiladi.

5.6-ta’rif. Topologik fazo fazo bo'lib, uning ixtiyoriy yopiq qism 

to'plami F  a  ( X , t ) va F  to'plamga tegishli bo'lmagan x nuqta uchun 

cp(x) = 0, <p(y) = 1 , y e  F  shartlami qanoatlantiruvchi funksiya mavjud bo'lsa, 

X  to'liq regulyar topologik fazo (Тл fazo) deyiladi.
5.7-ta'rif. Bizga ( X , t ) topologik fazo berilgan bo'lsin. Agar u T,
topologik fazo bo'lib, uning o'zaro kesishmaydigan ixtiyoriy ikkita qism

to'plamlarini bir-biridan ajratish mumkin bo'lsa, X  normal topologik fazo (7 ’ 
fazo) deyiladi.
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Masala yechish namunalari

l-iuasala. Topologik fazolar ichidan 7’ topologik lw/o 

I•• • Inmydiganlariga misollar keltiring.
Ycchish. 1) Antidiskret topologik fazoni T0 fazo boimaydigan topologik 

In/oga misol qilib keltirish mumkin. Haqiqatan ham, antidiskret topologik 
Illuming topologiyasi r = { 0 ,  X )  to'plamdan iborat. Antidiskret topologik 

M/uning ixtiyoriy olingan x, y e X ,  ( x  s* y)  nuqtalari uchun shu nuqtalardan 

lni|ni lultasini o 'z  ichiga oluvchi ochiq to'plam mavjud emas. Chunki, bu 
U/niimg ochiq to'plain lari faqat 0 ,  X  to'plam lard an iborat xolos, shuning 

lit Inin ixtiyoriy olingan x , y e X , ( x * y )  nuqtalardan bittasim o 'z  ichiga 

uliivi lu to'plam albatta ikkinchisini ham o 'z  ichiga oladi
2) Bizga elementi bittadan ko'p bo'lgan X  to'plam va X \ X U 

nyiinuinmg elementi bittadan ko'p bo'ladigan X 0 с  X  qism to'plam berilgan 

Imi'IiIii Ixtiyoriy A c z X  qism to'plam uchun intA = A r \ X 0 va in\X = X  

iiniiuiNubat o'rinli deb faraz qilaylik. Bu usul bilan aniqlangan to'plamning ichi 
tii'liiinchasi quyidagi

1) int A" = X ;
2) in\A<zA \
' )  int( A f l B)  = int А П mt В ;

>1) int(int A)  = mt A
«Imilliiini qanoatlantiradi. Ravshanki, bu usul bilan aniqlangan to'plamning ichi 
tHiliuiichusi yordamida X  to'plamda topologiya aniqlash mumkin. Berilgan X,: 
in |iliininiiig barcha qism to'plamlari va X  to'plamning faqat o 'z i yuqorida 
biiHilguii topologiyaga nisbatan ochiq to'plamdir. Ixtiyoriy olingan
* i c ,V, ( x * y )  nuqtalardan bittasini o 'z  ichiga oluvchi to'plam albatta 

ibkini linini ham o 'z  ichiga olishini tekshirib ko'rish unchalik qiyin emas.
Agiir X 0 sifatida bo'sh to'plamni olsak, u holda X  antidiskret topologik 

u l,,i.iii iborat bo'ladi.
I imiMihi. Ma’ lumki, har qanday 7' topologik fazo T0 topologik fazo

I nil. Irkin teskarisi har doim ham o'rinli emas. Bunga misol keltiring.
Vrt hish. Bizga elementi bittadan ko'p bo'lgan X  to'plam va uning biroi

• * \ nuqtasi berilgan bo'lsin. Har bir bo'sh bo'lmagan A a X  qism to'plam 

mi Imn 1 -  Л U {•*„} va 0  = 0  munosabat o'rinli deb faraz qilaylik. Bu usul 

Ы1«п uniqlungan to'plamning yopig’ i tushunchasi quyidagi

I ) S 5 - 0 ;2 )  A<z A ; 3) A { JB  = A f } B \ 4 )  ( T )  = A
hi I и hi qanoatlantiradi. Ravshanki, bu usul bilan aniqlangan to'plamning 

нцМй I tiuhunchasi yordamida X  to'plamda topologiya aniqlash mumkin 
МмНции |r„} nuqtadan iborat to'plamning faqat o 'zi yuqorida kiiitilgau
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topologiyaga nisbatan X  topologik fazoda yopiq to'plamdir, boshqa har qanday 
bir nuqtali to'plam ochiq to'plamdir, lekin yopiq emas.

Ixtiyoriy y e  A\ ( x0 *  y ) nuqtaning har qanday atrofi x,. nuqtani o 'z 

ichiga oladi, lekin дг,. nuqtani atrofi sifatida {x0 [ nuqtadan iborat to'plamni 

olsak, u holda у tegishli bo'lmagan x„ nuqtaning atrofi mavjud ekan.

Demak, ushbu X topologik fazo T„ fazo, lekin 7j fazo bo'lmagan 

topologik fazoga misol bo'la oladi.

Misol va masalalar

1. Berilgan ( X , t ) topologik fazo Xausdorf fazosi bo'lishi uchun 

D  = { (x,x) }c:  X  x X  to'plamning yopiq bo'lishi zarur va yetarli ekanligi 
isbotlansin.

2. Xausdorf fazosinmg hamma yerida zich bo'lgan A = X ,  qism 
to'plami A c X  berilgan bo'lsin. Agar f . X - ^ Y  va g X  ~>Г uzluksiz 

akslantirishlar va A to'plamdan olingan ixtiyoriy nuqta x e  A uchun 

f ( x )  = g ( x )  munosabat o'rinli bo'lsa, /  va g  akslantinshlarning ustma-ust 
tushishi isbotlansin.

3. Topologik fazoni Xausdorf fazosiga akslantiruvchi f  : X - * Y  
akslantirish berilgan bo'lsin. Berilgan / -akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun. 
{(x ,/ ( * ) ) }  c  X  xY  to'plam X x Y  da yopiq bo'lishi zarur va yetarliligi 
ko'rsatilsin.

4. Topologik fazolaming XxY  to’ g ’ri ko'paytmasi Xausdorf fazosi 
bo'lishi uchun ko'paytuvchilaming har biri, ya’ni A" va К topologik fazolaming 
Xausdorf fazolari bo'lishi zarur va yetarliligini ko'rsating.

5. Xausdorf fazosida har qanday yaqinlashuvchi ketma-ketlik yagona 
limitga egaligi isbotlansin.

6. Topologik fazo 7;-fazo bo'lishi uchun, uning ixtiyoriy bir nuqtasidan 
iborat to'plami shu topologik fazoda yopiq bo'lishi zarur va yetarli ekanligi 
ko'rsatilsin.

7. Berilgan X topologik fazo regulyar bo'lishi uchun, uning ixtiyoriy 
x e X  nuqtasi va uning ixtiyoriy U x atrofi uchun, x  nuqtaning V, с Ux 

munosabatni qanoatlantiruvchi Vx atrofi mavjud bo'lishi zarur va yetarli ekanligi 
isbotlansin.

8. Topologik fazo normal bo'lishi uchun, uning ixtiyoriy yopiq qism 
to'plami F  с  X  va F  to'plamning ixtiyoriy Up  atrofi uchun VF czUF shartni 

qanoatlantiruvchi VF atrofining mavjud bo'lishi zarur va yetarli ekanligi 
isbotlansin.

9. Topologik fazo normal bo'lishi uchun, uning ixtiyoriy F , G c : X
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yopiq, kesishmaydigan qism to'plamlannmg U r n il , .  = 0  sliaitni 

qanoatlantiruvchi U F va U 0 atroflarini mavjud boiishi zarur va yetarli ekani 
ulmtlansin

10. Xausdorf fazosi bo‘ lmagan i\ fazoga misol keltiring.
11. Regulyar bo‘ lmagan Xausdorf fazosiga misol Keltiring.
12. To‘liq regulyar bo'lmagan regulyar topologik fazoga misol keltiring.
13. Normal boimagan, to iiq  regulyar topologik fazoga misol keltirmg.
14. Normal boimagan regulyar topologik fazoga misol keltiring.
15. Har qanday metrik fazo normal boiishi isbotlansin.
16. Bizga X  topologik fazo va uning Y qism fazosi berilgan boisin.

Agar

1) X  topologik fazo 1] (/ = 1,2,3,4) topologik fazo boisa, u holda Y ham 

mos ravishda T (i = 1,2,3,4) topologik fazo boiishi isbotlansin.

2) X  -normal topologik fazo va Y uning yopiq qism fazosi boisa, u holda
Y normal qism fazo boiishi isbotlansin.

17. Maiumki, X  normal topologik fazo, F , G c . X  uning yopiq, o'zaro 
kesishmaydigan qism to'plamlari bo'lsa, / (F )  = 0, / (G ) = 1 munosabatlami 

qanoatlantiradigan uzluksiz / funksiya topiladi. Agar X  topologik fazo 1\ 
Iw/.o bo'lib, ixtiyoriy yopiq, o'zaro kesishmaydigan F,G  qism to'plamlari uchun 
yuqoridagi shartm qanoatlantiruvchi uzluksiz funksiya mavjud bo'lsa, X  normal 
bo'lishi isbotlansin.

18. Berilgan X  topologik fazo = 1,2,3,4)-fazo bo'lsa, u holda X  mos 

mvishda T:( i = 1,2,3,4) fazo bo'lishi isbotlansin.

19. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan, regulyar fazo normal 
ln/.o bo'lishi isbotlansin.

20. Bizga X  Xausdorf fazosi va / : X X  uzluksiz akslantirish berilgan 

bo'lsin. U holda A = { x f ( x )  = x } yopiq to'plam ekanligi isbotlansin.

21. Berilgan X  topologik fazo 7:-fazo ekanligi maium bo'lsa, uning 
A • X qism to'plamining limit nuqtalari to'plami yopiq ekanligi isbotlansin.

22. Sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilgan X  topologik fazo va
< > X  nuqta berilgan bo'lsin deb faraz qilaylik. Berilgan x nuqta А с  X  

to phimning limit nuqtasi bo'lishi uchun, ixtiyoriy n natural son uchun xn *  x 

•hartni qanoatlantiruvchi, shu x nuqtaga yaqinlashuvchi {xn} ketma-ketlikning 

MittVjud boiishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
23. Sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilgan X  Xausdorf topologik 

la/o va Y Xausdorf fazosi berilgan bo'lsin deb faraz qilaylik. Agar f  : X  -> У 

••k«lantirish va yaqinlashuvchi { * „ }  ketma-ketlik uchun xn - *  x munosabatdan 

/(*,) ►/(*) ekanligi kelib chiqishi maium bo'lsa, /  -uzluksiz akslantirish

• I anligi isbotlansin.

37



24. Topologik fazoda har qanday yaqinlashuvchi ketma-ketlikning limiti
yagonaligi ma’ lum boisa, u holda u 7j topologik fazo ekanligi

isbotlansin.
25. Topologik fazoda sanoqliliknmg birinchi aksiomasi bajarilgan boisin 

deb faraz qilaylik. Berilgan topologik fazo Xausdorf fazosi boiishi uchun, 
undagi har-qanday yaqinlashuvchi ketma-ketlikning limiti yagona boiishi zarur 
va yetarli ekanligi isbotlansin.

26. Bizga X  normal topologik fazo va uni f  X -~>Y uzluksiz, ustiga 
(sur’yektiv), yopiq akslantirish berilgan boisin. U holda V -normal fazo ekanligi 
isbotlansin.

27. Normal topologik fazoning А с  X  yopiq qism to'plami va f  .A-^R  
uzluksiz akslantirish berilgan bo'lsin, hamda. X  normal topologik fazoda 
aniqlangan uzluksiz F  X - ^ R  akslantirish A to'plamda / bilan ustma-ust 

tushsin. Agar ixtiyoriy x e  A nuqta uchun f(x)\ < С  tengsizlik o'rinli bo'lsa, u 

holda ixtiyoriy y e X  uchun |F(_y)| < С  tengsizlikni qanoatlantiruvchi funksiya 

mavjudligi isbotlansin.
28 Normal topologik fazoning А с  X  yopiq qism to'plami va 

/  : A —> Г  uzluksiz akslantirish berilgan bo'lsin). U holda A to'plamda / 

bilan ustma-ust tushuvchi, F : X  -> Г  uzluksiz akslantirish mavjudligi 
isbotlansin. Bu yerda /", n -oichamli kub.

29. Topologik fazoning har bir Y cz X  qism fazosi normal fazo bo'lsin 
deb faraz qilaylik. U holda, berilgan topologik fazoning A, В <z X  qism 

to'plamlari uchun A f ] B  = 0 ,  ВГ\А = 0  munosabatlar bajarilsa, bu 

to'plamlammg o'zaro kesishmaydigan atroflari mavjud ekanligi isbotlansin.
30. Chekli I\ topologik fazoning diskret fazo bo'lishini isbotlang .

31. Ixtiyoriy ikkita bo'sh bo'lmagan ochiq qism to'plamlarining 
kesishmasi bo'sh bo'lmagan 7J-fazoga misol keltiring.

32. Bizga X  -regulyar fazo, Y с  X  -sanoqli diskret qism fazo berilgan 
bo'lsin. Har bir y e Y  nuqta uchun v, *  y2, U y C\Uy = 0  shartm

qanoatlantiruvchi {Uy} atroflar oilasi mavjudligi ko'rsatilsin.

33. Topologiyalari ushbu r ,<z2 munosabatni qanoatlantiruvchi, 
birinchichisi (X, r t) regulyar topologik fazo, ikkinchisi (X ,r2)-regulyar 
bo'lmagan topologik fazo bo'ladigan (A',r,),(A',r2) topologik fazolar toping.

34. Turli limitlarga ega bo'lgan yaqinlashuvchi ketma-ketliklar mavjud 
bo'ladigan T, -fazoga misol keltiring.

35. Sanoqlilkning birinchi aksiomasi bajarilmagan topologik fazoda 
yaqinlashuvchi ketma-ketlikning limiti yagona bo'lishi shart emasligiga misol 
keltiring.
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36. Topologik fazo Xausdorf fazosi bo'lishi uchun, uning bin Ini nin|Uii 
o'/ining atroflari yopig’ larinmg kesishmasidan iborat bo‘ lishi zurui v i i  yolnili 
ekanligi isbotlansin.

6 §. Kompakt to’ plamlar va fazolar

Bu paragrafdagi o‘rganiladigan masalalar kompakt to'plamlai vii 
la/.olarga bag’ ishlangan. Kompakt fazolar juda muhim topologik fazolar smli 
bo'lib, ular ixtiyony ochiq qobig’ idan chekli qism qobiq ajratish mumkin 
bo'lgan topologik fazolar deb ta’riflanadi. Kompakt fazolar smfi Yevklid 
la/olarining barcha yopiq, chegaralangan qism to'plamlarini o 'z  ichiga oladi 
Yevklid fazolarming bu qism to'plamlarida o'rinli bo'lgan xossalan ko'p 
hollarda barcha kompakt fazolar uchun o'rinli bo'ladi.

Asosiy tushunchalar

6.1.-ta’rif. Bizga ( X , r ) topologik fazo, A а  X  qism to'plam va birorta 

[ A, )  ochiq to'plamlar oilasi berilgan bo'lsin. Berilgan oila uchun A a [ j A (:

munosabat o'rinli bo'lsa, u holda {Aa} oila A to'plamning ochiq qobigi 

deyiladi.
6.2.-ta’rif. Ochiq qobiq chekli (sanoqli ) sondagi to'plamlardan iborat 

bo'lsa, u chekli (sanoqli) ochiq qobiq deb ataladi. Agar {(/„} qobiqning har bir 

oli-mcnti (К } oilaga tegishli bo'lsa, {(/,,} oila { v j  qobiqning qism qobig’ i 

ilcviladi.
6.3.-ta’rif. Berilgan A to'plamning ixtiyony ochiq qobig’ idan chekli 

qobiq ajratish mumkin bo'lsa, A kompakt to'plam deyiladi.
6.4.-ta’rif. Bizga ( X , r )  topologik fazo va { I J j  ochiq to'plamlar oilasi 

bonlgan bo'lib, X  = (J U a munosabat bajarilsa, { U J  oila ( X , t ) topologik

ln/oning ochiq qobig’ i deyiladi.
6.5.-ta’rif. Topologik fazomng ochiq qobiqlan {(/ , },  oilalar

lii-ulgan bo'lsin. Agar har bir a uchun P  = /3(a) mavjud bo'lib, Va с  Ур 

iiiimosabat bajarilsa, {U J  qobiq {К(, } qobiqning ichiga joylashtirilgan qobiq

• U'viladi.
Tabiiyki, 6.3.-ta’ rifda agar A = X  munosabat o'rinli bo'lsa, u holda 

biiiiipakt fazo ta’nfini hosil qilamiz:
6.6.-ta’rif. Berilgan topologik fazoning ixtiyoriy ochiq qobig’ idan chekli 

i|ohu| ajratish mumkin bo'lsa, u kompakt fazo deyiladi.
6.7.-ta’rif. Berilgan topologik fazoning ixtiyoriy sanoqli ochiq 

■loblg’ idan chekli qobiq ajratish mumkin bo'lsa, berilgan topologik fa/ode 
•rtiioqli kompaktlilik xossasi o'rinli deyiladi.
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6.8.-ta'rif Topologik fazoni sanoqli sondagi kompakt to'plamlar 
yig ’ indisi sifatida yozish mumkin bo'lsa. u a  -kompakt fazo deyiladi.

6.9.-ta’r i f  Topologik fazoda ixtiyoriy ketma-ketlik yaqinlashuvchi qism 
ketma-ketlikka ega bo'lsa, bu topologik fazo sekvensial kompakt fazo deyiladi.

6.1().-ta'rif. Berilgan topologik fazoning ixtiyoriy nuqtasi yopig’ i 
kompakt to'plam bo'lgan atrofga ega bo'lsa, bu topologik fazo lokal kompakt 
fazo deyiladi.

6.11,-ta'rif. Bizga {Ua {-to'plamlar oilasi berilgan bo'lsin. Berilgan oilaga 

tegishli ixtiyoriy chekli sondagi to'plamlar kesishmasi bo'sh bo'lmasa, {(/J  

oila markazlashgan oila deyiladi

Masala yechish namunalari

1-masala Bizga X,  Y topologik fazolar va A < z X , B < z Y  kompakt 
to'plamlar bo'lsa. A x  В to’ g ’ri ko'paytma ham X  xY  fazoda kompakt to'plam 
bo'lishini isbotlang.

Yechish. Avval (x , y ) - * x  qoida bilan aniqlangan p r : X  xY  -> X  

akslantirish(proeksiya)da yopiq to'plamning aksi yopiq to'plam ekanligini 
ko'rsatamiz.

Buning uchun F  to'plam X x Y  ko'paytmaning yopiq qism to'plami 
bo'lsin deb faraz qilaylik. Bu F  to'plamning obrazi pr (F ) ning X  topologik 
fazoda yopiq to'plam ekanligini ko'rsatish uchun unmg toTdiruvchisi 
G = X \ p r ( F )  ning ochiq to'plam ekanligini ko'rsatish kerak. Avval olingan F  

to'plamdan i„ e G  nuqta olamiz. Bu nuqta uchun (x0,Y)cz X x Y \ F  munosabat 

bajariladi. X x Y \ F  ochiq to'plam ekanligidan ixtiyoriy у e Y uchun (x„,y) 

juftlik birorta U(x„ ,y) -Vy(xa)xVy atrofi bilan X x Y \ F  to'plamda yotadi. Bu 

yerda Vy(x0)  to'plam x0 nuqtaning X  topologik fazodagi atrofi bo'lib, u 

Vy(x0)c G  munosabatni qanoatlantiradi. Demak, G ochiq to'lpamdir. Bundan 

esa pr (F )  to'plamning yopiq to'plam ekanligi kelib chiqadi.
Endi, agar \Ua } oila Ax В to'plamning ochiq qobig’ i bo'lsa, undan Ax В 

uchun chekli qobiq ajratish mumkinligini isbotlash kerak. Har bir a uchun 
Ua = U'a x Ul  ko'rinishda bo'ladi. Bu yerda U'a с  XJJ;  <z Y ochiq to'plamlardir 

Birorta x e A  nuqta uchun \x\xB ni qaraylik. {x}x В to'plam В ga gomeomorf 
bo'lgam uchun kompakt to'plamdir. Shuning uchun {(/„} oiladan \x\xB uchun

chekli qobiq ajratish mumkin. to'plamlar \x}xВ uchun [Ua} dan
к

ajratilgan chekli qobiq bo'lsa, G„ = U f/* ochiq to plam bo'lganligi uchun unmg
r=l

toTdiruvchisi Fx = X x Y \ G x yopiq to'plamdir. Yuqorida isbotlaganimizga ko ra, 

prFx yopiq to'plamdir. Ax to'plam prFx to'plamning to'ldiruvchisi bo'lsa, u
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< . munosabatni qanoatlantiradi. Demak, (/*,U1 0|la ■'1, * Я uchun 

I i h i i i  (l/e ) qobiqdan ajralgan chekli qobiqdir. Endi {Ax :xeA}  oila A to'plam 

h i  I i i i i i  qobiq va A kompakt bo'lgani uchun undan A uchun chekli qobiq ajratish 
Hiumkin. Bu oiladan A uchun ajralgan chekli qobiq A ,A ,...,A^ to'plamlardan

tbornt bo'lsin. Demak, \Jax -d A. Biroq, har bir xB uchun {Ua} dan chekli
i-l

qobiq ajratish mumkin. Lekin, Q (a^ * # ) з  Ax В bo'lganligi uchun
i - l

(f/,) dan Ax В uchun ham chekli qobiq ajratish mumkin. Demak, Ax В 

kiiiupukt to'plamdir.
2 masala Bizga X  -Xausdorf fazo va uning kompakt qism to'plami

4 X berilgan bo'lsin. Har bir xeAV/l nuqta uchun, shunday ochiq 
kfnifihmaydigan G, va G2 to'plamlar mavjud bo'lib, A c G {, ie G , munosabatlar
о tinli bo'lishini isbotlang.

Yechish. Buning uchun A ga tegishli ixtiyony y e  A nuqtani olsak, 

Xauadorf aksiomasiga ko'ra shunday ochiq kesishmaydigan Gx,Gy to'plamlar 

mavjudki xeGx,yeGy munosabat o'rinli bo ladi. M a’ lumki, {Gy:yeA}  oila A 

in plam uchun ochiq qobiq bo'ladi va A kompakt bo'lganligi uchun bu oiladan
I to'plam uchun chekli qobiq ajratish mumkin. Ajratilgan chekli qobiqqa 

l«>Hixhli to'plamlar G ,G ,...,G  lar bo'lsin deb faraz qilaylik. Bu ochiq 

in plamlar bilan kesishmaydigan x nuqtaning atroflan mos ravishda 
Ч О а С . О а  Gx(y,),...,Gr(y m) to'plamlardan iborat bo'lsin. Agar

m m

,G2 = f')G ,(> ’1) tengliklar o'rinli bo'lsa, bu tengliklardan ushbu
»-l ' 1=1

mtmoNiibatlar A a G , , x e G 2 va Gl f ] G 1= 0  bajarilishim osongina kelib

< hiqai ish mumkin.

Misol va masalalar

1. Xausdorf fazoda har qanday kompakt qism to'plamning yopiq bo'lishi 
I'botluniin.

2. liir o'lchamli Yevklid fazosi R da yopiq interval kompakt ekanligi 
KliolUniin.

t. Kompakt fazoning yopiq qism to'plami kompakt ekanligi isbotlansin.
4. 0 ‘ lchami n ga teng bo'lgan Yevklid fazosida yopiq kub

I I -  ( i < H" : x  < r )  kompakt ekanligi isbotlansin.

Kompakt metrik fazoda o'zaro kesishmaydigan, yopiq A e ( X , d )  va 

И * I \ .</) to'plamlar berilgan bo'lsin. U holda, d( A, B)  > 0 munosabat o'nnli 

•lmiib|>i isbotlansin.
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6. Topologik fazoda chekli sondagi kompakt to'plamlammg birlashmasi 
kompakt to'plam ekanligi isbotlansin.

7. Shunday topologik fazo va uning kompakt toplamlari oilasiga misol 
keltiringki, ulamingsh birlashmasi kompakt bo'lmasin.

8. Bizga (X , t ) topologik fazo berilgan bo'lsin. Berilgan ( X ,r )  topologik 

fazoning ixtiyoriy chekli qism to'plami kompakt bo'lishi isbotlansin.
9. O'lchami n ga teng bo'lgan Yevklid fazosida to'plam kompakt 

bo'lishi uchun, uning yopiq va chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli ekanligi 
isbotlansin.

10. Topologik fazo kompakt bo'lishi uchun ixtiyoriy markazlashgan 
yopiq to'plamlar sistemasining kesishmasi bo'sh bo'lmasligi zarur va yetarli 
ekanligi isbotlansin.

11. Ixtiyoriy sondagi kompakt to'plamlammg kesishmasi kompakt 
to'plam bo'lishi isbotlansin

12. Sanoqliliknmg ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazoning 
ixtiyoriy ochiq qobig’ i, sanoqli sondagi ochiq to'plamlardan iborat qobiqm o 'z 
ichiga olishi ko'rsatilsin.

13. Kompakt to'plamning uzluksiz akslantirishdagi obrazi kompakt 
bo'lishi isbotlansin.

14. Berilgan topologik fazo sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo'lishi 
uchun, uning har bir cheksiz qism to'plami kamida bitta limit nuqtaga ega 
bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

15. Har qanday kompakt fazo sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo'lishi 
isbotlansin.

16. Sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo'lib, lekin kompakt bo'lmagan 
fazoga misol keltiring.

17. Berilgan topologik fazo sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo'lishi 
uchun, uning ixtiyoriy sanoqli sondagi yopiq to'plamlaridan iborat 
markazlashgan sistema elementlarining kesishmasi bo'sh bo'lmasligi zarur va 
yetarli ekanligi isbotlansin.

18. Metrik fazoda {A,} bo'sh bo'lmagan kompakt to'plamlar berilgan 

bo'lsin. Agar berilgan to'plamlar oilasi { A}  quyidagi

1) Д => A7 з  .....

2) П Д * 0 ;
i I '

3) ci (AJ = £i] -> 0 shartlami qanoatlantirsa, u holda f ] A t -to'plam bitta

nuqtadan iboratligi isbotlansin. Bu yerda d(A)  bilan A to'plamning diametri 

belgilangan.
19. Topologik fazoda {ATJ markazlashgan kompakt. Xausdorf fazolar
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kolma-ketligi berilgan boisin. U holda, ushbu munosabat n iiiili

» knnligi isbotlansin.
20. Bizga X , У topologik fazolar va f  X  У uzluksiz, biycktiv 

nknlantirish berilgan boisin. Agar X  kompakt va У Xausdorf fazosi ekanligi 
malum boisa, u holda / topologik akslantirish (gomeomorfizm) ekaiiliy.1 
ulmtlansin.

21. Har qanday metrik fazo kompakt boiishi uchun, unmg sanoqli 
kompaktlilik xossasiga ega boiishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

22. Kompakt fazoda berilgan uzluksiz funksiyamng chegaralanganligim 
v a  o'zining ekstremal qiymatlariga enshishmi isbotlang.

23. Bizga X  metrik fazo va A to liq  chegaralangan qism fazo berilgan 
ho'lsin. U holda A to liq  chegaralangan boiishi ko'rsatilsin.

24. Metrik fazo kompakt boiishi uchun uning to liq  chegaralangan va 
in'lu boiishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

25. Kompakt boigan Xausdorf fazoning normal fazo ekanligi isbotlansin
26. Bizga X  lokal kompakt, Xausdorf fazosi berilgan boisin. X  

liuomng barcha kompakt qism fazolari oilasi bilan X  fazo topologiyasi 
mmlashganligi isbotlansin. Bunday fazoni к -fazo deyiladi.

27. Olchami n ga teng boigan Yevklid fazosi R " к -fazo ekanligi 

ohotlansin.
28. Har qanday metrik fazo к -fazo ekanligi ko'rsatilsin.
29. Bizga X  -kompakt к -fazo va У lokal kompakt Xausdorf fazosi 

lii'iilgan boisin. U holda, X x Y  fazo kompakt fazoligi isbotlansin.
30. T o la  metrik fazoning qism to'plami nisbiy kompakt boiishi uchun 

i vii’ni yopig’ i kompakt to'plam), umng to'liq chegaralangan qism fazo bo'lishi 
»«i in va yetarli ekanligi isbotlansin.

31. Metrik fazoda A va В bo'sh bo'lmagan nisbiy kompakt to'plamlar 
liviilgan bo'lsin. U holda, ^(x,y)\ xe A, ye B\ chegaralangan to'plam ekanligi 

kn IHiltllsin
32. Metrik fazoda ixtiyoriy nisbiy kompakt to'plamning chegaralanganligi 

ulmtlansin.
33 Topologik fazoda chekli sondagi nisbiy kompakt to'planilarning 

liiilnshmasi nisbiy kompakt bo'lishi isbotlansin.
34. Ixtiyoriy sondagi nisbiy kompakt to'plamlammg kesishmasi nisbiy 

......pnkt ekanligi isbotlansin.
35 Metrik fazo kompakt bo'lishi uchun unmg sekvensial kompakt 

Ini linhi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
J6. Sanoqliliknmg binnchi aksiomasi bajarilgan fazo sekvensial kompuki 

t«/n boiishi uchun, uning sanoqli kompaktlilik xossasiga ega bo'lishi ламп vn 
V»bull ekanligi ko'rsatilsin.

43



37. Sanoqliliknmg birinchi aksiomasi bajarilgan kompakt fazo sekvensial 
kompakt fazo ekanligi isbotlansin.

38. Sanoqliliknmg ikkinchi aksiomasi bajarilgan fazo kompakt bo‘ lishi 
uchun, uning sanoqli kompaktlilik xossasiga ega boiishi zarur va yetarli 
ekanligi isbotlansin.

39. Sanoqliliknmg ikkmchi aksiomasi bajarilgan fazo kompakt boiishi 
uchun uning sekvensial kompakt boiishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

40. Har qanday kompakt topologik fazo lokal kompakt fazo boiishi 
isbotlansin.

41. Bir oichamli Yevklid fazosi R' da barcha ratsional sonlar to'plami 
to liq  bogianishsiz qism fazo boiishi ko'rsatilsin (har qanday bogianishlilik 
komponentasi bir nuqtali to'piamdan iborat fazo to liq  bogianishsiz fazo 
deyiladi).

42. Bizga X  kompakt fazo, {Д, }-uning yopiq qism to‘plamlari sistemasi 

va ushbu U  =э A = (~]Aa munosabatni qanoatlantiruvchi ochiq U  to‘plam
a

berilgan boisin. U holda, A f |А П-.-ПД, с U  shartni qanoatlantiruvchi 

A A to'plamlar mavjudligini va bunda {Aa} dan olingan ixtiyoriy ikkita

to'plamning kesishmasi, shu sistemadagi uchinchi to'plamni o 'z  ichiga olsa, bu 
sistemadan shunday Aa to'plam topiladiki, A czlJ munosabat o'rinli ekanligi 

isbotlansin.
43. Ajralgan nuqtalarga ega bo'lmagan kompakt to'plam kontinium 

quwatli ekanligi isbotlansin
44. Bizga X, Y topologik fazolar va Yx = { f \ f : X - * Y  uzluksiz} 

akslantirishlar to'plami berilgan bo'lsin deb faraz qilaylik, А с  X  va B c Y  
to'plamlar uchun < A , B > = { f  | f  e Y x va f { A ) a B )  deb belgilash kiritaylik. 

U holda Yx da {< K , U  > } -o ila  bazasi bo'lgan topologiya mavjudligini 

isbotlang (bu yerda К г  X  -  kompakt to'plam, f/cK -och iq  to'plam). Bunday 
topologiyani kompakt-ochiq topologiya deyiladi.

45. Ushbu y  = kx + h (bu yerda к, Л g [o i]) ko'rinishdagi funksiyalar 
to'plamini X deb belgilab, X  to'plamda kompakt- ochiq topologiya kiritsak, 
X -kompakt fazo bo'lishi isbotlansin

46. Ushbu у — кхг (bu yerda h [0 :3 ] )  ko'rinishdagi funksiyalar 
to'plamini X  deb belgilab, X  to'plamda kompakt ochiq topologiya kiritsak X  
kompakt fazo bo'lishi isbotlansin

47. Bizga X  kompakt metrik fazo va uning {11 -ixtiyoriy ochiq qobigi 

berilgan bo'lsin. Quydagi shartni qanoatlantiruvchi e-som mavjudligi 
isbotlansin:
E -radiusli sharga joylashtirish mumkin bo'lgan ixtiyoriy A to'plamni \Ua} -  

qobiqning biror U  to'plamiga joylashtirish mumkin, ya’ni { B J x ) } kX oilani
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i t) , , )  qobiqning ichiga joylashtirish mumkin. Bunday e -soni Lebeg soni 

deyiladi
48. Topologik fazoda An a  An ] (n > 1, n e Л,г) shartm qanoatlantiruvchi 

kdinpakt {AJ  to'plamlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. U holda ushbu 

( )  An *  0  munosabat o'rinli bo'lishini isbotlang. Agar An с  An l (n > I, n e N)

ulmrtiu Ar с  A " , (rt > 1, e N )  shart bilan almashtirilsa, tasdiq o'rinli 

bo Imasligini misol yordamida ko'rsating.
49. Lokal kompakt fazomng yopiq qism to'plami lokal kompakt qism 

la/o ekanligi isbotlansin
50. Lokal kompakt Xausdorf fazosining ochiq qism to'plami lokal 

kompakt qism fazo bo'lishi isbotlansin.
51. Lokal kompakt Xausdorf fazosi to'liq regulyar fazo ekanligi 

isbotlansin.

52. Bizga X  lokal kompakt fazo berilgan bo'lib, X  = 1 J m un o s a b a t

bujarilsin (bu yerda Л^-kompakt to'plam). U holda,X  -parakompakt fazoligi 

isbotlansin.
Ta’rif. Berilgan X  topologik fazomng ixtiyoriy ochiq qobig’ idan lokal 

chekli ochiq qobiq ajratish mumkin bo'lsa, X  -parakompakt fazo deyiladi.
53. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan lokal kompakt fazo 

parakompakt fazo ekanligi isbotlansin.
54. Kompakt metrik fazo separabel fazo ekanligi isbotlansin.
55. Bizga X, Y metrik fazolar, / X  -> У uzluksiz akslantirish va X - 

kompakt fazo berilgan bo'lsin. X -kompakt fazomng ixtiyoriy { (/ J  qobig’ i 

uchun Lebeg soni e mavjud bo'lib. har qanday б -radiusli shaming ichiga 
joylashtirish mumkin bo'lgan Ac : X  uchun f ( A ) c : U ,  U e { U a) munosabat 

bajarilishi isbotlansin.
56. Yopig’ i kompakt bo'lmagan kompakt to'plam mavjud bo'lgan 

topologik fazoga misol keltiring.
57. Kompakt bo'lmagan metrik fazoda uzluksiz va chegaralanmagan 

funksiya mavjudligi isbotlansin.
58. O'lchami n ga teng bo'lgan Yevklid fazosi R"  lokal kompakt va <•> 

kompakt bo'lishi isbotlansin.
59. Bizga X  kompakt Xausdorf fazosi berilgan bo'lsin. X  fa/оити 

topologiyasini hosil qiluvchi metrika mavjud bo'lishi uchun X  ln/oibi 
sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbollnnsm

60. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan X  topologik liwo 
berilgan bo'lsin. A' ning topologiyasini hosil qiluvchi metnku imivpnl 
bo'lishi uchun, X -regulyar fazo bo'lishi zarur va yetarli ekanligi 1яЬо|1йн«П1
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61. Kompakt Xausdorf fazosi va С  uning biror bog’ lanishlilik 
komponentasi berilgan bo'lsin. С to'plam С m o 'z  ichiga olgan, bir vaqtda ham 
ochiq, ham yopiq bo'luvchi to'plamlaming kesishmasidan lboratligi isbotlansin.

62. Topologik fazo kompakt bo'lishi uchun uning ixtiyoriy 
markazlashgan to'plamlari sistemasining umumiy urinish nuqtasi mavjud 
bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
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II BOB. C H IZ IQ L A R  NAZAR1YASI 
1 §. Egri chiziq va uning berilish usullari

Biz bu paragrafda differensial geometriya kursining м оту  
tushunchalandan bo'lgan egri chiziq tushunchasini kiritamiz va ulai 11111ц 
tenglamalarini ba’ zi bir xususiyatlarini (chizmalarmi chizish uchun ker*k 
bo'ladigan) topishga doir masalalar keltiramiz. Bulardan tashqan, bu paragialria 
parametrik ko'rinishda va qutb koordinatalar sistemasida berilgan chi/.iqlumi 
yasashga doir masalalar keltirilgan.

Asosiy tushunchalar

1.1.-ta’rif. Fazodagi (yoki tekislikdagi) у to'plam birorta ochiq 
intcrvalning topologik (gomeomorf) akslantirishdagi aksi bo'lsa, ya’ni birorta 

/  : ( a\b)  ->  R  akslantirish uchun, f { ( a \ b ) )  — y tenglik o'nnli bo'lib, 

f : ( a , b ) —> у topologik akslantirish bo'lsa, у elementar egri chiziq deb 

ataladi.
Bu ta’rifga ko'ra, ochiq (a ,b) intervalga tegishli ixtiyony t nuqtaga mos 

keluvchi nuqtani y ( t )  bilan belgilasak, bu nuqtamng koordinatalarun 

x(/) ,  y ( t ) ,  z ( t )  funksiyalar bilan belgilasak, u holda 

x  =  x ( t ) ,

< y  =  y ( t ) ,  a < t  < b  (1)

z = z(t),

tenglamalar у chiziqning parametrik tenglamalari deyiladi.
Differensial geometriya kursida egri chiziq parametrik tenglamalar 

yordamida o'rganiladi, ya’ni у chiziqni aniqlovchi /  akslantirish tanlanib, 
uning parametrik tenglamalari yoziladi, bu holda у chiziqni parametrlangan 
elementar egri chiziq deb ataymiz.

1.2.-ta’rif. Berilgan у elementar egri chiziqni differensiallanuvclu 

*(/), у  i t ) ,  z ( t )  funksiyalar yordamida parametrlash mumkin bo'lsa, u sill iq 

elementar egri chiziq deb ataladi.
Izoh: Zarur bo'lgan hollarda, biz yuqori tartibli hosilalarning mavjud v i i  

u/luksiz bo'lishini talab qilamiz.
l . i . - ta 'r i f  Bog'lamshli у to'plamga tegishli har qanday M  nuqtaning

buorta atrofi mavjud bo'lib, у to'plamning U M atrofdagi qismi elenicntiii 

egii chiziq bo'lsa, у sodda egri chiziq deb ataladi.
1 - tasdiq. Har qanday sodda egri chiziq yoki elementar egri cln/iqclii, 

yoki aylanaga gomeomorfdir.
!.4.-ta’rif. Bizga sodda у egri chiziq berilgan bo'lib, M  esa ungii
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tegishli nuqta bo'lsin. Agar U M to'plam M  nuqtaning atrofi bo'lsa, U M о  у 
kesishmam M  nuqtaning у chiziqdagi atrofi deb ataladi.

1.5.-ta’rif. Sodda egri chiziqning lokal topologik akslantirishdagi obrazi 
umumiy egri chiziq deyiladi.

2 - tasdiq. Silliq x  =  x { t ), у =  y ( t ) ,  z  =  z ( t )  funktstyalar hosi-

lalari har bir t Е(СГ,Ь) uchun X ( t  )  +  .y ^  ) +  z  ( 0 > 0  shartni qano- 

atlantirsa, (1) tenglamalar sistemasi umumiy egri chiziqni aniqlaydi.

Bu umumiy egri chiziq (a.b) intervalning f • t  —> ( x ( t ) , y ( t ) , z ( t ) )  

akslantirishdagi aksidir.
3 - tasdiq. Bizga differensiallanuvchi ( p{x ,y)  funktsiya berilgan bo'lib. 

koordinatalari ( p{x ,y)  =  0 tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalar to'plamini 

M  — {(.x.y) ф(х,у) = 0} deb belgilaylik. Agar (x 0',y0) e M  nuqtada

(p2x + (pу > 0 munosabat bajarilsa, ( - ^ J o )  nuqtaning shunday atrofi

mavjudki, M  to'plamning bu atrofdagi qismi elementar egri chiziq bo'ladi
4 - tasdiq. Silliq elementar у egn chiziqning parametrik tenglamalari (1)

ko'rinishda bo'lib, t Q ^ ( a , b )  uchun bo'lsa, ( * o  » .У0 > z 0 )

nuqtaning kichik atrofida у ni.

Iy  =  <p(x),

[ r  =  !//(*), a < x < b  

tenglamalar yordamida aniqlash mumkin.

Bu yerda. * „  =  x ( t 0 ),  y 0 =  y ( t e ) ,  Z 0 =  z ( t 0)

5 - tasdiq. F ( x , y , z )  va G ( x , y , z )  uch o'zgaruvchili silliq 

funksiyalar, M  esa koordinatalari

( F ( x , y , z )  =  0 

[G(x,^,z) =  0

sistemam qanoatlantiruvchi nuqtalar to'plami bo'lsin. Agar 

( x 0, y n, Z 0)  E  M  nuqtada

( F ,  F v F A

G  G  G
\  *  У ’ )

matritsaning rangi ikkiga teng bo'lsa, (*о>.Уо>2о) nuqtaning shunday atrofi

mavjudki, M  ning bu atrofdagi qismi silliq elementar egri chiziq bo'ladi.
1.6.-ta’rif. Silliq у egri chiziqni unga tegishli har qanday nuqtaning birorta

atrofida ixtiyoriy t e ( a , b )  uchun x ' 2( t ) + y ' 2( t )  + z ' 2( t )  >  0 shartni
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<|anoatlantiruvchi differensiallanuvchi x ( t ) , y ( t ) , z ( t )  funksiyuliti уии1нтк1н 

parametrlash mumkin boisa, u regulyar egri chiziq deb ataladi

Masalalar yechish namunalari

1-masala. 0 ‘ zgarmas a uzunlikka ega bo'lgan AB kesma Oz o'qiw» 
perpendikular bo'lib, uning A uchi shu o'qda yotadi. Kesma, A uchi aylaniith 
burchagiga proporsional yo'lni bosib boradigan holda, Oz o 'qi bo'yicha siljib, 
shu o 'q  atrofida aylanadi. Usbu harakat natijasida kesmaning В uci chizgan 
chizig'i vint chizig'i deyiladi. Vint chizig'inmg tenglamasini tuzmg.

Yechish. Shartga ko'ra, AB = a va ОА = Л(р, bunda Я = const 
llarakatdagi kesma boshlang'ich paytda Ox o'qida bo'ladi, deb faraz qilsuk. 
vint chizig'idagi В nuqtaning vaziyati (p parametr bilan to'la aniqlanadi I Jshbu 
chiziq tenglamasini tuzamiz:

OB = r = AB + OA.

Ikkinchi tarafdan, AB = a{i cos (p + j  sin <p) = ae(<p) va О A -  A tpk 
munosabatlami hisobga olsak, vint chizig'i radius -  vektornmg ilbdu.11111 liixil 
qilamiz (bu yerda e((p) birlik vektor bo'lib, ХОУ  tekisligida yotadi)
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Demak, vint chiziginmg tenglamasi

r{(p) = ae(<p) + k(pk
yoki koordinat ko'rinishda

x = acoscp

• >=asin<p 

z = Лер

bo'ladi.
Vint chiziginmg o'zi yasovchilari Oz o'qiga parallel bo'lgan 

x2 + у 2 = a2 silindrda yotadi, chunki AB kesmaning uzunligi o'zgarmaydi (1- 

rasm).
Misol va masalalar

1. Berilgan ikki nuqtagacha masofalari kvadratlari yig'indisi o'zgarmas 
songa teng bo'lgan nuqtalaming geometrik o'mi topilsin.

2. Berilgan ikki nuqtagacha masofalari kvadratlari ayirmasi o'zgarmas 
songa teng bo'lgan nuqtalaming geometrik o'm i topilsin.

3. Ixtiyoriy nuqtasidan A (4,0) nuqtagacha bo'lgan masofa B(i,0) 
nuqtagacha bo'lgan masofadan ikki marta katta boigan nuqtalaming geometrik 
o'm i topilsin

4. Katetlari a,b ga teng to'g'ri burchakli uchburchak harakat qilganda 
uning o'tkir burchakli uchlari o'zaro perpendikular to'g'ri chiziqlar bo'yicha 
sirpanadi. Bu harakat natijasida uchburchak to'g'ri burchagming uchi 
chizadigan chiziq tenglamasi tuzilsin.

5. Tekislikdagi umumiy dekart koordinatalar sistemasining Ox, Ov 

o'qlarida A, В nuqtalar berilgan bo'lsin. Berilgan A, В nuqtalardan o'tuvchi AB 
to'g'ri chiziqda yotgan Р ( х 0,уо)  nuqtadan Ox.Oy o'qlami mos ravishda С,I) 
nuqtalarda kesib o'tadigan ixtiyony kesuvchi o'tkaziladi. So'ngra, CB.AD 
to'g'ri chiziqlaming kesishish nuqtasi M  bilan belgilangan bo'lsin. Kesuvchi 
to'g'ri chiziq P nuqta atrofida aylanganda M  nuqta chizgan chiziq tenglamasi 
tuzilsin

6. Berilgan uchta nuqtagacha bo'lgan masofalar kvadratlarinmg yig'indisi 
o'zgarmas bo'lgan nuqtalaming geometrik o'mi topilsin.

7. To 'g 'n  to'rtburchak tomonlangacha masofalari kvadratlarinmg 
yig'indisi o'zgarmas bo'lgan nuqtalaming geometrik o'mi topilsin. Bunda, 
to'rtburchaknmg uchlaridan biri geometrik o'ringa tegishli deb faraz qilinadi

8. Ikkita aylana berilgan. Bu aylanalarga o'tkazilgan urinmalar uzunliklari 
bir xil bo'ladigan nuqtalaming geometrik o'm i topilsin.

9. Markazi koordinatalar boshida, radiusi r ga teng aylana va unda 
yotmaydigan A(a,0) nuqta berilgan. Har biridan A nuqtagacha bo'lgan masofa
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shu nuqtalardan aylanaga o'tkazilgan urinma uzunligign n*11и. Ьо 
nuqtalarning geometrik o'mi topilsin.

10. Bizga / to‘g‘n chiziq va unda yotmaydigan () nuqta boi il||i«n Ito lili 
berilgan / to'g'ri chiziqdagi o'zgaruvchan nuqtam F nuqta deb bdgilionittii 
bo'lsin. Ushbu OP ОМ-к shartni qanoatlantiruvchi OP nuiilugi м 
nuqtalarning geometrik o'mi topilsin. Bu yerda к - berilgan son

11. Tekislikda b{3,0) nuqta, Oy o'qiga parallel va Ox o'qidan 2 gu icny 

kesma ajratgan to'g'ri chiziq berilgan bo'lsin. Berilgan b nuqtagacha bo'lgim 
masofaning berilgan to'g'ri chiziqqacha bo'lgan masofaga nisbati  ̂ kabi

bo'ladigan nuqtalarning geometrik o'rni topilsin.
12. Tekislikda /'(5,0) nuqta va ordinata o'qiga parallel bo'lgan va Ox

g
o'qidan - ga teng kesma ajratgan to'g'ri chiziq berilgan bo'lsin. Berilgan /■ 

nuqtagacha bo'lgan masofaning berilgan to'g'ri chiziqqacha bo'lgan masofaga 
nisbati j  kabi bo'ladigan nuqtalarning geometrik o'mi topilsin.

13. Markazi koordinata boshida bo'lgan aylana berilgan. Agar aylanada 
yotgan barcha nuqtalarning ordinatalarini к marta kamaytirilsa, qanday chiziq 
hosil bo'ladi?

14. Aylananing berilgan yo'nalishga parallel vatarlarini berilgan nisbatda 
(birga teng bo'lmagan) bo'ladigan nuqtalarning geometrik o'mi topilsin.

15. Markazlari О koordinata boshida, radiuslari a, b ga teng aylanalar 
berilgan. Uchi koordinata boshida bo'lgan nur О nuqta atrofida aylamsh 
uutijasida berilgan aylanalami mos ravishda A, в nuqtalarda kesib o'tadi. Hosil 
bo'lgan в  nuqtadan abssissa o'qiga parallel to'g'ri chiziq o'tkaziladi, A 
nuqtadan esa, ordinata o'qiga parallel to'g'ri chiziq o'tkaziladi. Bu ikki to'g'ri 
chiziqlaming kesishish nuqtasmi M bilan belgilaylik. Hosil bo'lgan M 
nuqtalarning geometrik o’mi topilsin.

16. To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasining koordinata o'qlari va 
ularni kesib o'tuvchi to'g'ri chiziqlardan hosil bo'lgan o'zgarmas S yuzali 
lo'g'ri burchakli uchburchaklaming to'g'ri burchagi uchidan gipotenuzasiga 
perpendikular tushirilgan. Perpendikular asosining geometrik o'mi topilsin

17. Uzunligi o'zgarmas bo'lgan kesmaning uchJari to'g'ri burchakning 
tomonlari bo'ylab siфanadi. M  nuqta kesmani mos ravishda uzunligi u.b ga 
teng bo'lgan bo'laklarga ajratadi. Kesmaning harakati davomida M nuqtn 
chizgan chiziq tenglamasi topilsin.

18. Berilgan F] (~c,0), Р г(c,0) nuqtalargacha masofalarnmg ko paytmum 
.1 ga teng bo'lgan nuqtalarning geometrik o'mi topilsin (Kassini avail)

19. Kassini ovali (oldingi masalaga qarang) ta’rifida ishtirok ctgan ,i 
kullalik /•;,J'\ nuqtalar orasidagi masofa yarmisining kvadratiga teng I»o'Inh. Im 
ilu/.iq Bernulli lemniskatasi deb ataladi Qutb va qutb o'qi miIuIiiIm nun
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ravishda F,F7 kesmaning o'rtasini va F]F\ to'g'ri chiziqni olib Bernulli 
lemniskatasming tenglamasi tuzilsin.

20 Ushbu x1 + v2 = R l aylana urinmalarining koordinata o'qlari orasida 
joylashgan kesmalari o'rtalarining geometrik o'rm topilsin.

21. To'g'ri to'rtburchaknmg ikki tomoni koordinata o'qlari bilan ustma-ust 
tushadi. To'g'ri to'rtburchak diagonalining uzunligi o'zgarmas / ga teng bo'lib 
qolaveradigan holda shaklan o'zgaradi. Koordinata boshiga qarama-qarshi 
uchidan diagonalga tushirilgan perpendikular asoslanning geometrik o'mi 
astroida deb ataladi To'g'ri to'rtburchaknmg qo'zg'almas tomonlarini 
koordinata o'qlari sifatida olib, astroidaning tenglamasi tuzilsin..

22. Qutb o'qiga perpendikular bo'lgan va undan OA = a ga teng kesma 
ajratgan to'g'ri chiziqning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi tuzilsin.

23. Radiusi a ga teng bo'lgan aylananing О nuqtasini qutb, OA diametrini 
qutb o'qi sifatida olib, aylananing qutb koordinatalar sistemadagi tenglamasi 
tuzilsin.

24. Diametri d ga teng aylanada yotgan О nuqta atrofida nur aylanadi 
Numi o'z ichiga olgan to'g'ri chiziq aylanani o'zgamvchan P nuqtada kesib 
o'tadi. OP nurda P  nuqtadan boshlab nur yo'nalishida PM=h kesma qo'yiladi 
Numing О nuqta atrofida aylanishida M nuqta chizib bergan chiziq tenglamasi 
tuzilsin (bu chiziq Paskal chig'anog'i deb ataladi).

25. Radiusi a ga teng bo'lgan aylanada ixtiyoriy О nuqta olinadi. Olingan
О nuqta atrofida nur aylanadi va aylanani o'zgaruvchi A nuqtada kesib o'tadi. 
Bu nurda A nuqtaning ikki tarafida AM, = AM, = 2a kesma qo'yiladi. Harakat 
davomida hosil bo'lgan M „M 2 nuqtalaming geometrik o'mi kardioida deb 
ataladi. Qutb sifatida О nuqta va qutb o'qi sifatida aylananing OK diametrini- 
olib, kardioidaning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi tuzilsin, keyin 
dekart koordinatalar sistemasiga o'tilsin.

26. Bizga О nuqta va undan OA = a masofadagi to'g'ri chiziq berilgan 
bo'lsin. Berilgan О nuqta atrofida aylanadigan nur to'g'ri chiziqni o'zgaruvchi 
В nuqtada kesib o'tadi. Bu nurda в nuqtaning ikki tomonida BM, = BM, = b 
kesmalar ajratiladi. Nur О nuqta atrofida aylanganida M,,M, nuqtalaming 
geometrik o'mi Nikomed konxoidasi deb ataladigan chiziqni hosil qiladi. Qutb 
boshi sifatida О nuqtani va shu nuqtadan to'g'ri chiziqqa tushirilgan OA 
perpendikulami qutb o'qi sifatida olib, Nikomed konxoidasining tenglamasi 
tuzilsin. So'ngra koordinatalar boshi sifatida О nuqtani, abssissa o'qi sifatida 
OA to'g'ri chiziqni olib, dekart koordinatalar sistemasiga o'tilsin.

27. Tekislikda О nuqta va undan OA = a masofadagi to'g'ri chiziq berilgan 
A nuqta atrofida nur aylanib to'g'ri chiziqni o'zgaruvchi В nuqtada kesib 
o'tadi. Bu nurda в nuqtaning ikki tarafida BM  = B M ’- BO kesma qo'yiladi 
Nur aylanganda M ,M ' nuqtalaming geometrik o'mi strofoida deb ataladigan 
chiziqni hosil qiladi. Strofoida tenglamasi tuzilsin.
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28. Qutb sifatida qo'zg'almas К nuqta va qutb o'qi silutuln «|о «1ти« 
nuqtani aylana markazi bilan tutashtiruvchi to'g'ri chiziq о1Шн»и Iml.U 
qo'zg'almas К  nuqtadan berilgan aylana unnmalariga o'tkazilgan potpvrntibitlni 
asoslarining geometrik o rni tenglamasi qutb koordinatalar sistcmusidu lu/iUui 
Bunda qo'zg'almas К nuqtadan aylana markazigacha masofa <i к» '‘' “ It vn 
aylana radiusi b ga teng deb olinsin.

29. Radiusi a ga teng bo'lgan aylanada О nuqta olingan va bu nuqMgn 
diametral qarama-qarshi bo'lgan К  nuqtadan aylanaga urinma o'tkazilgan 
Olingan О nuqta atrofida nur aylanadi. Bu nur aylana va urinmam mos ravislulti 
A, В nuqtalarda kesib o'tadi. Bu nurda О nuqtadan urmma va aylana orasula 
joylashgan kesma uzunligiga teng \OM\-\AB\ kesma qo'yiladi Nui 
aylangandagi M nuqtaning geometrik o'rni Diokles sissoidasi deyiladi Qutb 
deb U nuqtani va OK numi qutb o'qi sifatida olib sissoidaning qutb 
koordinatalar sistemadagi tenglamasi tuzilsin, keyin dekart koordinatalar 
sistemasiga o'tilsin.

30. Aylanada О nuqta olingan va О nuqta orqali OA diametr o'tkazilgan
О nuqta atrofida nur aylanadi va u aylanani o'zgaruvchi в nuqtada kesib o'tadi 
Bu nurda в nuqtaning har ikki tarafiga BM, =BM2 = AB kesma qo'yiladi. Nur 
aylanishi natijasida М,,Мг nuqtalar harakat qiladi. Bu M „M 2 nuqtalar 
geometrik о‘mining tenglamasi tuzilsin. Aylana radiusi a ga teng deb olinsin.

31. Uzunligi 2 a ga teng kesmaning uchlari to'g'ri burchak tomonlari 
bo'ylab sirpanadi. To'g'ri burchak uchidan kesmaga tushirilgan perpendikular 
asosimng geometrik o'm i (bu chiziq to'rtyaproqli gul deb ataladi) tenglamasi 
qutb va dekart koordinatalar sistemalarida tuzilsin.

32. Radiusi a ga teng bo'lgan aylanada О nuqta olingan va bu nuqtaga 
diametral qarama-qarshi bo'lgan к  nuqtada urinma o'tkazilgan. Olingan О 
nuqta atrofida to'g'ri chiziq aylanadi va u aylana bilan urinmani mos ravishda 
Л.Н nuqtalarda kesib o'tadi. A nuqtadan urinmaga parallel, в  nuqtadan OK 
diainetrga parallel to'g'ri chiziq o'tkaziladi. Bu  to'g 'ri chiziqlar kesishish 
uuqtalarining geometrik o'mi topilsin. Koordinatalar boshi deb О nuqta, 
«bssissa o'qi sifatida OK diametr olinsin. Hosil bo'lgan chiziq Mariya Anezi 
:u(fi deb ataladi

33. Ixtiyoriy nuqtasidan ikki o'zgarmas A,в  nuqtalargacha bo'lgan г„гг 
itm.Hofalar orasida r2 =art +b munosabat o'rinli bo igan  nuqtalarning geometrik 
o’rni topilsin. Bu chiziq Dekart ovali deyiladi Bunda A qutb, AB to'g'ri chiziq 
i|iitb o'qi sifatida, va \AB\ = с deb olinsin. Bu yerda a, b.c -o'zgarmas sonlar

34 Tekislikdagi О nuqta atrofida o'zgarmas со burchak tezlik bilan nui 
nylnnadi. Bu nur bo'yicha o'zgarmas v tezlik b ilan  M nuqta harakat I a mid i 
lUinkiitlanayotgan M  nuqtaning geometrik o'm i tenglamasi qutb koordinatalai 
«iilruiusida tuzilsin. Bunda boshlang'ich momentda M  nuqta О nuqta bilan, nui 
•=•« qutb o'qi bilan ustma-ust tushadi. Bu chiziq Arximedspirali deyiladi
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35. Tekislikda OL nur ()  nuqta atrofida o'zgarmas burchak tezligi 
(to = const) bilan aylanadi. M  nuqta esa shu OL to'g'ri chiziq bo'ylab, tezligi 
OM masofaga proporsional ravishda harakatlanadi. Harakatlanayotgan M  
nuqtalaming geometrik o'rm tenglamasi tuzilsin Bu chiziq logarifmik spiral 
deyiladi

36. Markazi С nuqtada bo'lgan, radiusi esa я ga teng aylana Ox o'qi 
bo'ylab sirpanmasdan harakatlanadi. Aylananing boshlang'ich momentda 
koordinatalar boshida yotgan M nuqtasi chizgan chizig'ining parametrik 
tenglamalari tuzilsin. Parametr sifatida aylananing Ox o'qiga urinish A 
nuqtasiga borgan CA radius bilan M nuqtaga borgan CM radius orasidagi 
burchak olinsin. Hosil bo'ladigan chiziq sikloida deb ataladi.

37. Radiusi a  ga teng aylana Ox o'qi bo'ylab sirpanmasdan harakatlanadi. 
Aylananing markazidan d masofada aylanaga mahkamlangan M nuqta chizgan 
chiziqning parametrik tenglamalari tuzilsin. Hosil bo'ladigan chiziq 
a <d (a >d) holda, cho'zilgan (qisqartirilgan) sikloida deb ataladi

38. Radiusi r ga teng doira R  radiusli doira bo'ylab uning tashqarisida 
harakatlanadi. Harakatdagi doirada olingan ixtiyoriy nuqtaning chizgan chizig'i 
episikloida deb ataladi. Bu chiziqning parametrik tenglamasi tuzilsin. 
Qo'zg'almas doira markazini koordinatalar boshi sifatida, i parametr sifatida 
esa abssissa o'qining musbat yo'nalishi bilan qo'zg'almas aylananing 
qo'zg'aluvchi aylana bilan urinish nuqtasiga yo'nalgan radiusi orasidagi burchak 
olinsin. Boshlang'ich holatda harakatlanuvchi doira qo'zg'almas doira bilan, 
qo'zg'almas doiraning abssissa o'qi bilan kesishish A nuqtasida urinsin.

39. Radiusi r ga teng aylana R  radiusli aylana bo'ylab uning ichkarisida 
sirpanmasdan harakatlanadi. Harakatdagi aylanada olingan ixtiyoriy nuqta 
chizgan chizig'ining tenglamasi tuzilsin. Bu chiziq giposikloida deb ataladi.

40. Oldingi masalada (39-masala) Я=4г shart o'rinli bo'lgan holda, 
giposikloida astroida nomli chiziqdan iboratligini ko'rsating.

41. 39- masalada R = 2r shart o'rinli bo'lgan holda giposikloida 
qo'zg'almas aylananing diametridan iboratligini ko'rsating.

42. O'zgarmas uzunlikdagi kesmaning bir uchi x2 +>>2 = r 2 aylana 
bo'ylab, ikkinchi uchi esa Ox o'qi bo'ylab sirpanadi. Kesmaning a,b 
uzunlikdagi bo'laklarga bo'luvchi nuqta chizgan chiziq tenglamasi tuzilsin Bu 
chiziq Shatunli mexanizm deb ataladi.

43. Ushbu x2+y2=r2 aylana bo'ylab to'g'ri chiziq sirpanadi. To'g'ri 
chiziqning boshlang'ich vaziyati x = r dan iborat. To'g'ri chiziqdagi ixtiyoriy 
nuqta trayektoriyasi tenglamasi tuzilsin. Nuqtaning boshlang'ich holati sifatida 
(r,0) nuqta olinsin Bu chiziq aylananing evolventasi deyiladi.

44. Berilgan ikki aylanaga urinadigan aylananing markazlari geometrik 
o'mi topilsin. Quyidagi hollar qaralsin:
1) Berilgan aylanalardan biri ikkinchisining ichida yotadi;
2) Berilgan aylanalardan biri ikkinchisining ichida yotmaydi;
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3) Berilgan aylanalaming biri to'g'ri chiziqdan iborat bo'lib. iU mhIh *\Um» 
bilan kesishmaydi.

45 Quyidagi nuqtalar А/(-1;-1),УУ(4;2),.Р(1;2), ushbu x i' 2i,\ i' I 
chiziqda yotishini tekshiring. Chiziqning koordinata o'qlari bilan kcxnln«!i 
nuqtalari topilsin va oshkormas ko'rinishdagi tenglamasi tuzilsin

46. Parametr sifatida a) koordinata boshi va aylana nuqtasidan o'tuvchi 
to'g'ri chiziqning burchak koeffitsiyentini; b) Ox o'qi bilan aylana maiku/i vw 
uning nuqtasidan o'tuvchi to'g'ri chiziq orasidagi burchakni olib x2 + y‘ 2<« ti 
aylananing parametrik tenglamasi tuzilsin.

Quyidagi chiziqlami yasang:
47 x = t2-t+1, y = t2+t +1.
48. x = /2 -2/ + 3, y = tl -2t + \.
49. x = asm21, у  = bcos21.
en a ш50. x = -. - ~ y =

л/1+72 л/1 + Г2
51. x = 3' + 3 _y = 3' -3 '.
, ,  a-t I52. x =--- , v =----.

a + l ' a + t

53. x = aln/, y = — (/ + -)2 I
54. х=а+Л-—l— , y ~ h  + R -■--■■■ .

1 + f 2 '  1+r2
Quyida qutb koordinatalar bilan qanday chiziqlar berilganini toping.

55. r  = 4.
56. r  = 2acoscp

57. r = — .
cos tp

58. r  = -±— .
sin (p

59. /■ =-- —--
5-3cos?>

60 r =-- —--
3-5cos <p

61 r  =-- ---
1 - COSip

62. r 2 cos2ip = a 2
63. r  = Asin (/>
64. r = sec2(q>/2).
65 r = cosec2 (cp/2)
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Differensial geometriya va topologiya fanida vektor analizi muhim o'rin 
tutadi. Shuning uchun bu paragrafda qisqacha vektor-funksiyalar xossalariga 
doir misol va masalaiar keltiramiz.

Asosiy tushunchalar

Bizga biror G to'plam berilgan boisin. Agar G to'plamning har bir 
nuqtasiga aniq bitta vektor mos qo'yilgan boisa, G to'plamda vektor-funksiya 
berilgan deyiladi. Bu moslikm p —» r(p ) ko'rinishda yozish mumkin.

2.1 -ta’r if  Berilgan r(p ) vektor-funksiya va o'zgarmas a vektor uchun
p -» p0 da ? {р )~  Й | ~> 0 munosabat bajarilsa, r(p ) vektor-funksiya p —> p„
da a limitga ega deyiladi va lim r(p ) = a ko'rinishda yoziladi. Bu yerdaP~*Po
a - (d.tl) boiib, {a,a) esa skalyar ko'paytmadir.

Tasdiq. Fazoda kiritilgan dekart koordinatalar sistemasida berilgan 
vektorlammg komponentalari f (p ) = {x (p),y{p),z (p)), а = {ana,,a,} boisa,
ushbu tenglik lim r(p ) = a quyidagi uchta munosabatga ekvivalentdir:P *Po

lim x(p) - a,, lim y(p ) - a , lim z(p) = a,P->Po P~*Po P~*P«
Vektor funksiyalar uchun uzluksizlik va differensiallanuvchanlik 

tushunchalari skalyar funksiyalar uzluksizligi va differensiallanuvchiligi 
tushunchalari kabi kiritiladi.

2.2-ta’rif. Ushbu lim r(p ) = r(p0) munosabat bajanlsa, r(p ) vektor-P~*Pt>
funksiya Pq nuqtada uzluksiz deyiladi

Vektor- funksiya aniqlangan G to'plam sonlar o'qining qism to'plami 
boisa, r(p ) vektor-funksiya bir o'zgaruvchili vektor-funksiya boiadi. Agar 
f t  e G  nuqta uchun

lim r ( P °  + h ) - r ( P , )  
h

mavjud boisa, uni r '(p ) bilan belgilaymiz va r(p ) vektor-funksiyaning p() 
nuqtadagi hosilasi deb ataymiz.

Tekislikdagi biror soha vektor-funksiya aniqlangan G to'plam sifatida 
olingan boisa, u sohadagi nuqta uchun p = (m,v) belgilash kiritamiz. Bu holda
r(p ) va uning koordinata funksiyalari x(u,v),y(u,v),z(u,v) ikki o'zgaruvchili 
funksiyalar boiadi. Yuqoridagi hosila tushunchasidan foydalanib, 
^ («.v ) = {x„(w ,v),^(m >v),z„(i/,v)} va

2 §. V ek to r fu n k siy a la r  uchun d ifferen sia l hisob
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rv(u,v) = {xv(u,v),yv(u,v),zv(u,v)} tengliklarni hosil qilamiz.
B ir o‘zgaruvchili r(t) vektor-funksiya uchun integral tushunchasini

kiritaylik. Agar r(t) vektor-funksiya ucluiii differensiiillamivchi p (l) vektor-
fimksiya mavjud bo'lib, r(/) = p '(0  tenglik bajarilsa, />(/) vektor-funksiya r(t) 
vektor-funksiyanmg aniqmas integrali deyiladi va quyidagi

p { t) = \ r ( t ) d t

ko'rinishda yoziladi
Endi «-m arta differensiallanuvchi r(t) vektor funksiya uchun Teylor 

qatorini keltiramiz. Bunmg uchun fazoda dekart koordinatalar sistemasmi 
aniqlovchi ortonormal /, J , к bazisda

r(t ) = x(t)i + y ( t ) j  +z(t)k 
tenglikni yozib, x(t),y(t),z(t) funksiyalar uchun Teylor qatorini yozamiz:

x (t + At) = X(t )  + A t ) &  + A t ) ^  + . . . + x ^ t ) ^  + ̂ £x(t,A t)
2! n\ n\

y ( t  + A t )  =  y ( t )  + y ' ( t ) A l  4- / ( / )  “  + + У Л> V ) ~  +  ̂ T  £ г
2! n\ n\

z(t + At) = z{t) + z\t)A t + z 'it)  ̂ -  + ... + : ^ { t ) ^ -  + ̂ - Ei{t,At)
2! n\ n\

Mu tengliklardan

r  (t + At) = f{t) + F  (t ) At + r" ( t ) —  +... + F a) ( t ) —  +— e (t, At)
2! n\ n\

qntomi hosil qilamiz. Bu yerda
£(t,A t) = {£l{t,A t),E2{t,A t),£ ,(t,A t)}

\ a limj£(/, A/)j = 0 munosabatlar o'rinli.Л* л1

Misol va m asalalar yechish namunalari

1-masala. Bizga tekislikdagi birorta G  sohada aniqlangan differensialla- 
lliivdu r(u,v) vektor-funksiya berilgan bo'lsin. Berilgan r(u,v) vektor- 
hinUiyaning uzunligi o'zgarmas bo'lishi uchun, (f,rB) = (F,rv) = 0 tengliklarniiiK. 
I»i|.ni|ishi zarur va yetarliligini isbotlang (2-rasm).

yechish. ZarurligL Tasdiqm zarurligini isbotlash uchun |r | J = (r .r ) 
louulikdaii foydalanamiz. Berilgan vektor-funksiyanmg uzunligi o'/gumu»» 
Imi'Iiiii deb faraz qilaylik, ya’ni | r{u,v)\= const tenglik bajarilsin

57



2 — rasm

U  holda

°  = -|-|/f = - j- { r , r )  = 2 {r,ru) 
du du

0= i у  = ~ ( r , n = 2(r,n)
dv av

tengliklardan ushbu ( f  = (?> K ) ~  ® tengliklar kelib chiqadi.
YetarliligL Endi f  -L ru, r l  rv boisin deb faraz qilaylik. U holda

4 И’ = 2(r,P ) = 0, 4 и ! = 2M ) = 0 
dw du

tengliklardan (^(w,v)j funksiyaning o'zgarmas ekanligi kelib chiqadi. Masala
to iiq  yechildi.

2-masala. Tekislikdagi birorta G  sohada aniqlangan differensiallanuvchi 
r (u ,v ) vektor-funksiyaning ru, rv vektorlaming ikkalasiga ham kollinear 
boiishi uning yo‘nalishi o'zgarmas ekanligiga teng kuchli ekanligini ko'rsating 

Yechish. Agar r(u, v) vektor-funksiyaning yo'nalishi o'zgarmas boisa. 
uni r(u ,v ) = A(n,v)<e ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda A(m,v) - skalyar 
funksiya bo'lib, e — o'zgarmas birlik vektordir. Bu ko'rinishdan 
fu = A,u(u ,v )e , rv = \ ,(и ,у)ё  tengliklarni hosil qilamiz.

Demak, ?(m ,v) vektor fu, rv vektoming ikkalasiga ham kollineardir 
Endi r(u ,v ) = M u,\)ru, r(i/ ,v ) = A(M,v)rv , tengliklar o'rinli deb faraz qilib,

f{u ,v )
e(u,v) — . , vektoming o'zgarmas vektor ekanligini ko'rsataylik. Buning
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d _  d _   ̂
uchun ^  ё  — \J, ~  tengliklarni isbotlaymiz. Boiinmaning hosilasi

formulasidan ushbu tenglikka,

r \ p \ - ^ L M
d -  “ И  fu\r\ - r (r ,ru) Л2\ги\2ги -Х 2\ги\2ги-e = 
du -2 | —13r \ И И3

= 0

xuddi shunga o'xshash
. 2|-|2- 2|-|2- 

N  rv - M  |rv| rv ^~
dv -|3

tenglikni olamiz. Bulardan esa oldingi masalaga asosan e birlik vektoming 
o'zgarmasligi kelib chiqadi.

Demak, P(u,v) — \r(u,v^e bo'lib, f  vektoming yo'nalishi o'zgarmasdir. 
3-masala. Birorta G  sohada aniqlangan differensiallanuvchi r(u ,v) 

vektor-funksiyanmg xususiy hosilalari ru, rv vektorlar nol vektor bo'lishi 
r(M ,v) vektor-funksiyaning o'zgarmas vektor bo'lishiga teng kuchli ekanligini 
ko'rsataing.

Yechish. Xususiy hosilalar uchun

^  = б , Я- = 6
Icngliklar o'rinli bo'lsa, r(u ,v ) vektor-fimksiyaning koordinata funksiyalari 
uchun

xu = 0, *v = 0 

У и =  0’ Л =0 
z„=0, zv =0

u-ngliklami hosil qilamiz.
Demak, x(u,v),y(u,v),z(u,v) funksiyalar o'zgarmas funksiyalardir. 

Hmulun esa
r ( « , v )  = {.x ( m , v ) ,  j /(m , v ) , z ( w , v ) }  

v#kloming o'zgarmas ekanligi kelib chiqadi.
Aksincha, r(u,v) vektor-funksiyanmg o'zgarmas vektor ekanligidan 

*l ii v). v(m,v),z(m,v) funksiyalar o'zgarmas bo'lishi kelib chiqadi. Bundan esa

ru =0, rv =0
ihim IiMiii hosil bo'ladi
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Misol va masalaiar

Berilgan vektor funksiyalar uchun Jim  f(.M ) = 3. ( i - 1,2,3), 

lim / (M ) = Я munosabatlar ma’lum boisa, quyidagilami isbotlang:

6. Vektor funksiyaning uzluksizligi uning komponentalarining 
uzluksizligiga teng kuchliligini isbotlang.

7. Berilgan f  = r(M) vektor funksiyaning uzluksizligidan |r| = |r(A/)| 
funksiyaning uzluksizligi kelib chiqadimi? Teskarisi o'nnlimi?

Ushbu r{(M) vektor funksiyalarning va f (M ) funksiyaning M„ nuqtada 
uzluksizligidan quyidagi:

12. (f\(М ), T2(M ),Tx(M )) funksiyalarning uzluksizligi kelib chiqadimi?
13. Vektor funksiyaning silliqligi uning tashkil etuvchilarimng 

silliqligiga teng kuchliligini isbotlang.
14. Vektor funksiya uchun r ‘*’(/) = (лг,'* (/),jc3 * (/)) 

munosabat o'nnliligini isbotlang.

Berilgan : I  —> Я 3 vektor funksiya va C1 sinfga tegishli f  : I  —> R 
funksiya uchun quyidagi munosabatlami isbotlang:

1. Jim (M ) )  = a ,± a2;

2. Jim  ( f (M )f l(M )) -  Aa,;
3. jim у ,ш ) .г , (М ) )  = (а1.аг).
4. Jim Jj* (M ), К (M )] = [a,, a2 ];

8. ?\М)± Р2(М)\
9. (^(М ),Г2(М )); 
10 ); 
и  Ы м \ ф ) ] -

15. fr± f2) ±Гг ;

16. ( j r j  = f r  + f r ' -
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Quyidagi bir o'zgaruvchili vektor funksiyalaming hosilalarini toping
20 r 2\
21. r '2;
22. [? ',? ’ ],
23. (r ', r " ,rm),
24.

25. л/̂ 2 .
26. Ellipsning ixtiyoriy M  nuqtasiga o'tkazilgan urinma shu nuqtadagi 

fokal radiuslar tashkil etgan burchak bissektrisasi bo'lishini isbotlang.
27. Berilgan f(t) = (t2 +8, 4/-7, / + 5) vektor funksiya uchun /•"(/„) 

chiziqli akslantirish 2 sonini (4,8,2) vektorga o'tkazuvchi t0 qiymat topilsin.
28. Berilgan vektor funksiyaning silliqligidan |?| = |r(A/)| 

funksiyaning silliqligi kelib chiqadimi?

Ixtiyoriy r = r(M ) vektor funksiya uchun quyidagi:

29 Г' = \r\ ;
30. f  - f = \f\-\f munosabatlar o'rinlimi?
31. Berilgan f  = T(M) vektor funksiyaning biror intervalda hosilasi 

nolga teng bo'lishi uchun unmg o'zgarmas, ya’ni t ga bog'liq boimasligi 
/.arur va yetarli ekanini isbotlang.

32. Biror mtervalning barcha nuqtalarida r (/) va r\t) vektorlar o'zaro 
ortogonal bo'lishi uchun, |f(/)| = const bo'lishi zarur va yetarli ekanini 
isbotlang.

33. Ixtiyony C  sinfga tegishli r -r(t) (r (t )* 0) vektor funksiya 
o'zgarmas yo'nalishga ega bo'lishi uchun, t mng o'zgarish sohasida r(t) va 
i ’(() vektorlar kollinear bo'lishi zarur va yetarli ekanini isbotlang.

34. Ixtiyoriy С2 smfga tegishli r =r(t) vektor funksiyaning aniqlanish 
•ohasiga tegishli barcha nuqtalarida

rr'r" = o \ r,r ')*o  
munosabat o'rinli bo'lsa, f  = f(t) vektor funksiya aniqlagan chiziq yassi 
i k.mini isbotlang.

35. Ixtiyoriy С2 sinfga tegishli (a,b) intervalda aniqlangan
t - /■(/) vektor funksiya uchun r" va r" vektorlar noldan farqli va barcha 
i l  (и,b) larda kollinear bo'lsa, f  = r(t) vektor funksiya aniqlagan chiziq to'gn
• Ii i/k| kesmasi ekanini isbotlang.

36 Ushbu r =rtl +tr\ +t2r, vektor funksiya aniqlagan chiziq, agar r] va
i, vektorlar kollinear bo'lmasa, parabola ekanligi isbotlansin. Bu yerda r „ , 
г >, vektorlar o'zgarmas va teR .
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37. Ushbu Г = Г„ + sm/i*+cos/P2, / е[0,2тг] vektor funksiya 
aniqlagan chiziq, agar r, va r2 vektorlar kollinear boimasa, ellips ekanligi 
isbotlansin.

38. Ushbu T = V0 + sht V. + chtr, r с R vektor funksiya aniqlagan chiziq, 
agar F va r vektorlar kollinear boimasa, giperbolaning qismi ekanligi 
isbotlansin.

39. Moddiy nuqtaning markaziy kuch ta’siridagi harakati tekis ekanini 
isbotlang

40 Silliq parametrlangan r(t) = (t, 0,0) va r{t) = (t‘:0,0) vektor 
funksiyalarning aksi to‘gri chiziqdan iborat boisa ham ular ekvivalent 
emasligini isbotlang,

41. Quyidagi yassi figuralar sodda egri chiziq ekanligini isbotlang va 
ulaming birorta parametrlash usulini ko'rsating: 1) to'gri chiziq; 2) aylana, 3) 
ellips, 4) parabola 5) giperbolaning bitta shoxi.

Ushbu r0, r\, r2, i\ vektorlar o'zgarmas va r], f2, r\ vektorlar kollinear 
emasligini bilgan holda, quividagi vektor-funksiyalarning aksini toping:

42. Г - Г а +иГ, +и2Г2 + vf,;
43. f  -V, + cosuf, +sinuf2 + ;

44. Г = Г0 + (m + + (u - — )f2 + vTx;
и и

45. f  = f0 + и cos vP} + it sin vK + и 2К .
46. Tekislik elementar sirt ekanligini isbotlang.

Quyidagi figuralar R' da sirt bo'lishini ko'rsating va ulaming 
parametrlash usulini yozing:

47. Sfera;
48. Ellipsoid;
49. Elliptik parapoloid;
50. B ir pallali giperboloid;
51. Ikki pallali giperboloid;
52. Elliptik silindr;
53. Parabolik silindr;
54 Giperbolik silindr;
55. Uchga ega bo'lmagan konus.
56. Bizga C* sinfga tegishli /  :U -*R1 funksiya berilgan bo'lsin (bu 

yerda U Я2 dagi soha). U holda f  funksiyaning grafigi, ya’ni
S  = { (x,y,z) € R' |(jc, y) e U ,z = f (x ,y )}  to'plam Г* sinfga tegishli 
elementar sirt ekanligini va r(u,v) = (u ,v,f(u ,v)) esa uning parametrlash 
usuli ekanligini isbotlang.
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57. Ixtiyoriy S sirt o'zining ixtiyoriy nuqtasi atrofida biror 
funksiyaning grafigi bo'lishini isbotlang.

3 §. Egri chiziq urinmasi va normali

Egri chiziq urinmasi tushunchasi maktab kursida kiritiladi. Birinchi 
kursda esa xususiy hollar, ikkinchi tartibli chiziqlar va sirtlarga o'tkazilgan 
urinma tushunchasi o'rganiladi.

Differensial geometriya va topologiya fanida awal (chiziqlar 
nazariyasida) urmmaning umumiyroq, lekin klassik ta’rifi orqali, xossalari 
o'rganiladi. Sirtlar nazariyasida esa, urinma tushunchasi urinma vektor orqali 
aniqlanadi. Keyinchalik bu tushuncha ko'pxillikmng urinma fazosini 
aniqlash uchun kerakli inuhim tushuncha ekanligi amalda ko'rsatiladi.

Asosiy tushunchalar

Bizga Y elementar egri chiziq va unda biror M nuqta berilgan bo'lsin. 
Berilgan chiziqning M nuqtasida o'tkazilgan urinmasi tushunchasini kiritamiz. 
Bunmg uchun M nuqtadan / to'g'ri chiziqni o'tkazaylik, N  bilan M ga yaqm 
bo'lgan у chiziqning birorta nuqtasini belgilaylik. Egri chiziqdagi M  va N 
nuqtalar orasidagi masofani d bilan, N nuqtadan / to'g'ri chiziqqacha bo'lgan 
masofani h bilan belgilaylik.

3.1-ta’rif. Berilgan у egri chiziqning N nuqtasi M nuqtasiga intilganda
fa
— ifoda nolga intilsa, / to'g'ri chiziq, у egri chiziqning M nuqtasida
o'tkazilgan urinmasi deyiladi (3-rasm).

Tasdiq. Regulyar egri chiziq har bir 
nuqtasida yagona urmmaga ega. Agar у egri 
chiziq r = r(t) tenglama bilan berilgan bo'lsa, 
M (t0) nuqtadagi urinma r'(t0) vektorga 
parallel bo'ladi

Yuqoridagi tasdiqdan foydalanib urinma 
ta’rifini quyidagicha ifodalash mumkin.

3.2-ta’rif. Regulyar у egri chiziq r =r(t) 
tenglama bilan aniqlansa, M(/0) nuqtadan 
o'tuvchi va r ’(t0) vektorga parallel to'g'ri 
chiziq / nmg Л1(tu) nuqtasida o'tkazilgan 
urinmasi deb ataladi

3.3-ta’rif. Egri chiziqning M nuqtasidan 
o'tuvchi va urmmaga perpendikular ravishda 
o'tadigan tekislik egri chiziqning M nuqtasidagi 
normali deb ataladi
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I/.oh. Masala tekislikda qaralayotgan boisa egri chiziqning normali 
to'g'ri chiziqdan iborat boiadi. Regulyar у egri chiziq r = r{l) tenglama bilan 
aniqlansa, uning M (f0) nuqtasida o'tkazilgan urmma tenglamasi 

p(t)=  ?(t0)+ ЛГ'(/J ,  (A-parametr)
normali tenglamasi

(p (0 -  ' ( О - = o
ko'rinishda bo'ladi.

Regulyar egri chiziq parametrik tenglamalar yordamida, ya’ni.
x = x(t)

■ у  = y ( i ), a<t <b 
z = z(f)

sistema yordamida aniqlangan boisa, M(/0) nuqtadan o'tuvchi urinma 
tenglamasi

= y - y „  _  z - z 0 
x(t„) y (t0) z(t0)

normali tenglamasi esa
(x - x0)x (/„) + (y  - y0)y (O  + (z - zn)z (/„) = 0 

ko'rinishda bo'ladi. Bu yerda = x(i0), y 0 = y ( i0), z„ = z (l„).
Regulyar egri chiziq у  = y(x ), г = z(x) tenglamalar yordamida berilsa, 

uning unnma tenglamasi
x ~ *o = У - У „  ^  г -  z„

1 y (x 0) z\x0)
normali tenglamasi esa

X - x0 + ( y - y0)y  (x0) + (z - z0)z (x0) = 0 
ko'rinishda bo'ladi

Agar fazodagi egri chiziq
\<p(x,y,z)= 0
i//(x,y,z) = 0

f <P, <P, <P,
tenglamalar yordamida aniqlangan va

\У. Vy v .
teng boisa, M (x0,y0,z0) nuqtadan o'tuvchi urmma tenglamasi

matritsaning rangi ikkiga

<Py <P, j <P, <P,\ m  <Py 
V y ¥,\ у/, V/, W, V,

normali tenglamasi
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, У у v - , У  V- , Т ' <*М м(x - x j  + (v-> '„) + U - 0  -<>
У* г V»i V. У* |//. V7.

ko'nnishda bo‘ladi. Bu yerda xususiy hosilalar M (xll, y „ , : ll) nui|lmln
hisoblangan

Misol va masalaiar yechish namunalari

1-masala. Tekislikda y - x 2 + 4x + 3 funksiyaning grafigidan iborat 
chiziq berilgan boisin. Chiziqning abssissasi x = -1 ga teng boigan M 
nuqtadagi urinma va normali tenglamasini tuzing (4-rasm).

Yechish. Avvalo M  nuqtaning ordinatasini topamiz 
>'o = (- 1 )2 + 4- (- 1 )+ 3  = 0. Endichiziqnmgparametriktenglamalarmi 

\x = t
|_y = /2 + 4/ + 3, — oo < < < +00 

ko'rinishda yozib, / = -1 nuqtadagi hosilalamtng qiymatlarini hisoblaymiz 
jc'(-1)=1, y (- l)= 2 . Natijada chiziqning urmmasi va normali tenglamalarmi 
mos ravishda ushbu ko'rinishda

x+1 _  У va *±1. 
1 2 -2

.У
1

yoza olanuz.
Chiziq tenglamasi vektor ko'rinishda 

Я = jf; t2 + 4/ + з| 
tenglama bilan berilgan bo'lsa, urinma va 
normali tenglamalarni vektor ko'rinishda 
mos ravishda quyidagicha ifodalash mumkin 

p = {—1;0} + {1;2}A,
p = {—1;0} + {-2;1}A.

2-masala. Parabola у = x2 - bx t IS 
funksiyaning grafigidan iborat boisa, uning 

qaysi nuqtalaridagi urinmalari ,r - 2>' + 18 = 0 to'g'ri chiziqqa perpendikulai 
bo'ladi

Yechish. Parabolaning M  (Xq,y0) nuqtasida o'tkazilgan urinma teng

lamasi ushbu x-x0 _  y-y0
ko'rinishda bo'ladi. Bu tenglamadiiii1 2x0-6

2(.x0 - 3)jc - у  - 2(x0 - 3)x0 + _v0 = 0 tenglikm, to'g'ri chiziqlauiuig 
perpendikular ekanligidan esa 1 • 2(x0 - 3) - 2 (- l) = 0 shartni hosil qiltinii/ 
Bundan x0 =2 qiymatm topamiz. Endi izlanayotgan nuqtaning oi<IiiimIu«iih 

, у■niqlaymiz: y^ =2 -6-2 + 15 = 7
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Demak, (2; 7) nuqtada o'tkazilgan urinma 
berilgan to'g'ri chiziqqa perpendikular bo‘lar 
ekan. Haqiqatan ham, bu nuqtada o‘tkazilgan 
urinma tenglamasi 2x + v -11 = 0 ko'rinishda 
boiib, u berilgan .*-2v + 18 = 0 to'g'ri chiziqqa 
perpendikular boiadi (5-rasm).

3-masala. Chiziq x = el ,y  = e~l , z = i 2 
parametrik tenglamalarga ega boisa, 
parametrnmg I = 1 qiymatiga mos keluvchi 
nuqtada o'tkazilgan urinma va normal tekislik 

tenglamalarini tuzmg.
Yechish. Benlganlardan foydalanib, parametrnmg t = 1 qiymatiga mos 

keluvchi chiziq nuqtasi va urmma vektorinmg koordinatalarini aniqlavmiz:
x0 = e '= e , y0 = e 1 = j,  z = 1; x0 = e- = e, y0 =

Endi, berilgan chiziqning urmmasi va normali tenglamalarini mos ravishda 
quyidagicha yozannz:

x-e z - l , e(x - e) - ]r(y  - \) + 2(z - \) = 0

Misol va masalalar

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlaming ko'rsatilgan 
nuqtalarda urmma va normallarini toping:

1. у  = x1 + 4.T + 3 , abssissasi -1, 0, 1 bo'lgan A ,B ,C  nuqtalarda;
2. у  = x’ , abssissasi 0,1 bo'lgan A, В  nuqtalarda;

3 у - sin x, abssissasi bo'lgan nuqtalarda,

4. у  = Igx, abssissasi 0, — bo'lgan nuqtalarda;
4

5. x = 1-2/, у  = t‘ +1, A(t = 1) nuqtada;
6 x = acos't, у  = a sin' t ixtiyony nuqtasida;
7. x = a(t - sin /), у  = a(l - cos t ) ixtiyoriy nuqtasida;
8 x = a cost, у  = «sin / ixtiyoriy nuqtasida;

- - J ixtiyoriy nuqtasida;

3а Зо^10. x' + у' - 3axv = 0, A\ nu4ta<la;
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11. (х‘ + у ‘ ) х - а у ‘ = О, nuqtada,

12. (л:! +>’1) 1 -2а ‘(х‘ - у ' )  = С , ixtiyoriy nuqtasida.

13 x‘ У-f--- =
a 1 h‘

14 x‘ у
a ‘ ~b~~

15 у = 2 px
16 г = аср, ixtiyoriy nuqtasida;

17. г = 2acas<p, <р = — boigan/1 nuqtada.
4

18. Ushbu y - x ' parabolaga qaysi nuqtada o'kazilgan urinma Ox 
o'qi bilan 45'J li burchak tashkil etadi?

19. Biror nuqtada у  = x‘ tenglama bilan berilgan chiziqqa o'kazilgan
Зтгurinma Ox o'qining musbat yo'nalishi bilan —  li burchak tashkil etishi
4

mumkinmi?
20. Ixtiyoriy nuqtada у  = x' + 2x‘ + x -1 tenglama bilan berilgan 

chiziqqa o'kazilgan urinmaning Ox o'qining musbat yo'nalishi bilan hosil

qilgan burchagi joraliqda bo'lishini isbotlang

21. у = x1 parabolaning у  = 4x - 5 to‘g‘ri chiziqqa parallel bo'lgan 
urinmasini toping.

22. Ushbu у = дг - 6x + 5 tenglama bilan berilgan parabolaga qaysi 
nuqtada o'kazilgan unnma x - 2y + 8 = 0 to'g'ri chiziqqa perpendikular 
bo'ladi?

23. Ushbu y = x‘ +bx + c parabola abssissasi x- 2  bo'lgan nuqtada 
у = 3x - 5 to‘g‘ri chiziqqa urinishi maium bo'lsa, b va с o'zgarmas sonlarni 
loping.

24. Ushbu y  = ax‘ + bx + с parabola abssissasi * = ! boigan nuqtada 
y  = 4x- l to'g'ri chiziqqa urinishi va Л(0;1) nuqtadan o'tishi maium boisa,
a. b, с o'zgarmas sonlarni toping.

25. Ushbu y = x'+3x‘ - l  tenglama bilan berilgan chiziqqa uning 
y = 3x' parabola bilan kesishish nuqtasida o'tkazilgan urinma va normali 
tenglamalarmi yozing.

26. Ushbu у = — !—  tenglama bilan berilgan chiziqqa unmg
1 -t- jc1
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v ж---  giperbola bilan kesishish nuqtasida o'tkazilgan urinmasi
1 + x

tenglamasini yozmg.
27. Abssissalan teng (nolga teng emas) bo'lgan qanday nuqtalarda 

у  = x‘,y  = x chiziqlarga o'tkazilgan urinmalar parallel boiadi?
28. Berilgan у  = x" (л-musbat butun son) chiziqning faqat bitta 

normali koordinata boshidan oiishim ko'rsating.
29. Ushbu x = / '-\,y = t‘ + 1 tenglama bilan berilgan chiziqning 

2x - у + 3 = 0 to'g'ri chiziqqa parallel bo'lgan urinmasim toping
30. Ushbu x = t\ y  = tl tenglama bilan berilgan chiziqning Л/(-7,-1) 

nuqtadan o'tadigan urmmalarini topmg.

berilgan chiziqlar Ox o'qini a ga bogiiq boimagan burchak ostida kesib 
o'tishim isbotlang 1 2  2

32. Berilgan x '+ y '= a ' astroidaning koordinata boshidan eng uzoq 
masofada joylashgan urmmalari tengiamalan tuzilsin.

33. Berilgan x '- y l =a' giperbola ixtiyoriy N  nuqtasida o'tkazilgan 
normalining Ox o'qi bilan kesishgan nuqtasi К  ekanligi maium bo'lsa, 
KN = ON tenglikni isbotlang.

34. Yassi chiziqning hamma normallari qo'zg'almas nuqtadan o'tsa bu 
chiziqning aylana yoki uning qismi ekanligini isbotlang.

35. Aylana evolventasi x = a(cost + tsmt), у  = a(smt -tcost) (2-bob 1- 
§ 43-masalaga qarang) mng hamma normallari koordinata boshidan bir xil 
uzoqlikda joylashganligim isbotlang.

Quyidagi chiziqlaming kesishish nuqtalarining koordinatalarini va 
orasidagi burchaklarim toping:

36 y ‘ = 4x,x‘ = 4y;
37 x‘ + y ‘ = 9,x‘ + y‘ - 6x = 9;
38. x' + y ‘ +2x = 7, y ‘ = 4.x;
39 + y‘ =8,.v‘ =2x.
40. x‘ + y ‘ = 8x, y ‘(2 - x) = jc’;
41. y  = sin;c,_y = cosx

Quyidagi chiziqlaming to'g'ri burchak ostida kesishishini isbotlang:
42. y  = x - x ‘, _v = x‘ -x,
43. y ‘ =2ax + a\ y 1 =-2bx + bl\
44. x‘ - y ‘ =a,xv = h
45. Simmetriya o'qlari umumiy bo'lib, birining uchi ikkinchisining 

fokusida joylashgan parabolalar orasidagi burchak topilsin.

31. Ushbu tenglamalar bilan
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46 Ushbu r = r(<p) tenglama bilan berilgan chi/iqqu о llui/ilguM ihihimm 

va urinish nuqtasinmg radius vektori orasidagi burchak tungoniii ix/t

«V
formula yordamida aniqlanishini isbotlang.

47. Kardioidanmg ixtiyoriy nuqtasida o'tkazilgan urinma va iiiiiuih 
nuqtasining radius vektori orasidagi burchagi qutb burchaginmg yuiinigit 
tengligini isbotlang.

48. Ushbu у = 2a(\- coscp) kardioidaning qutbdan o'tuvchi vatuiluii 
uchlarida o'tkazilgan urinmalari o'zaro perpendikularligini isbotlang

49 Arximed spirali r = a<p ga o'tkazilgan urinma va urinish nuqtasining 
radius vektori orasidagi burchagi <p oo bo'lganda 90“ ga intilishini isbotlang

50. Logarifmik spiral r = ca',a > 0 ning ixtiyoriy nuqtasida o'tkazilgan 
urinma va urinish nuqtasining radius vektori orasidagi burchak ц o'zgarmas 
ekanligim isbotlang.

51 Faqat aylanalar va logarifmik spirallar 50- masaladagi xossaga ega 
ekanligini isbotlang.

52. Bernulli lekniskatasi r ‘ = 2a‘ cos<p mng lxtiyony nuqtasida 
o'tkazilgan urinma va urinish nuqtasining radius vektori orasidagi burchak

2<p + ̂  ga teng ekanligini isbotlang. Bunda tp urmish nuqtasining qutb

burchagi.
53. Qutb koordinatalar sistemasida ikkita r = r(ip) va r = r{(p) chiziqlar 

berilgan. Agar rrt+ r 'r  '= 0 shart o'rmli bo'lsa, berilgan chiziqlar to'g'ri burchak 
ostida kesishishim isbotlang.

Quyidagi chiziqlar to'g'ri burchak ostida kesishishini isbotlang:
54. r = ae’,r = be
55. r = a(l + cos<p), r = a{ 1 - cos(p);

2 V 1<P56. r = a sec —, r = acosec
2 2

57. Berilgan у = y(x) chiziqnmg M  nuqtada o'tkazilgan urinmasi Ox 
0‘qini T nuqtada, normali esa N nuqtada kesib o'tishi hamda M  nuqtaning Ox 
o'qidagi proyeksiyasi P  ekanligi ma’lum. U holda, quyidagi tengliklami 
isbotlang:

M T PN  = M . Bu yerda M i^ y jl + у ", M N  =\y\J\ + y'‘ , PT  =

ininmaning, MN normalning, PT  urinma ostimng va PN  normal osliiiuig 
ii/unliklari.
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Quyidagi chiziqlarning urmmasi, normali, urmma osti, normal osti 
uzunliklari topilsin:

58 y-tgx , abssissasi — boigan M  nuqtada;
4

59. у = + e x), ixtiyoriy nuqtada.

60. Normal ostisming uzunligi o'zgarmas к ga teng bo'lgan chiziqlar 
topilsin.

61. Urmma ostisining uzunligi o'zgarmas к ga teng bo'lgan chiziqlar 
topilsin

62. Normalining uzunligi o'zgarmas bo'lgan yagona chiziq markazi Ox 
o'qida yotgan aylana ekanligi isbotlansin.

63. Unnmasinmg uzunligi o'zgarmas a ga teng bo'lgan chiziqlar topilsin.
64. Traktrisa va Ox o'qi bilan chegaralangan yuza chekliligini isbotlang. 

Quyidagi chiziqlaming koordinata boshidagi urinish tartibi aniqlansm:
65. у = sin г, у  = tgx,
66. y  = xsmx,y = jc’;

67. v = smx, y = .t‘ — x' + x.
6

68 Quyidagi chiziqlaming A( 1;1) nuqtadagi urinish tartibi 
aniqlansin: x' + y ‘ -b x - 6 y+10 = 0 va Jx  + J y - 2 = 0.

69. Berilgan х г + у ’ =2 aylana bilan M (l;l) nuqta ikkinchi tartibli 
urmishga ega у  = x‘ + ax + h parabola aniqlansm

70. Koordinata boshida у = x‘ parabola bilan ikkinchi tartibli urmishga 
ega aylana tenglamasi tuzilsin

71. Berilgan y = ln.x tenglama yordamida aniqlangan chiziq bilan (1;0) 
nuqtada eng yuqori tartibli urmishga ega bo'lgan parabola tenglamasi tuzilsin.

72. Uchi bilan у  = 1-cosx tenglama yordamida aniqlangan chiziqqa 
(0;0) nuqtada eng yuqori tartibli urinishga ega bo'lgan giperbola tenglamasi 
tuzilsin.

73 Berilgan у  = f (x )  tenglama yordamida aniqlangan chiziqqa 
/1(0,/(0)) nuqtada и -tartibli urinishga ega bo'lgan у = a. + ax + ...a x" chiziq 
topilsin.

74 Uchlari x = R(t - sin/), V = fi(l - cost) sikloidaning uchi A(nR,2R) 
bilan ustma-ust tushuvchi hamda u bilan eng yuqori tartibli urinishga ega 
bo'lgan ellips. parabola, giperbola tenglamalari tuzilsin.
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4 §. Asim ptotalar. Maxsus nuqtalar. Chiziqlarni tck sh im li уй ум«<1»
O'ram a

Differensial geometnyada o'rganiladigan chiziqlar ichida bir Io iiiiiiiUmim 
yoki ikki tomonlama cheksizlikka ketadigan chiziqlar tushunchasi kirilllnill 
Bunday chiziqlaming cheksizlikka ketadigan shoxlari biror to'g'n chi/.iqqn 
yaqinlashishi mumkin. Yuqoridagi xossaga ega bo'lgan chiziqlarni yn»i«*h 
uchun, ularga shoxlari cheksizlikka intilganda yaqinlashadigan to'g'n 
chiziqlarni (asirnptotalami) bilish zarur bo'ladi. Shuning uchun chi/iq 
asimptotalarini o'rganish muhim hisoblanadi.

O'rama tushunchasi nafaqat differensial geometriyada, balki differensial 
tenglamalarda ham asosiy o'rin egallaydi.

Asosiy tushunchalar

Bizga biror у yopiq bo'lmagan egri chiziq o'zinmg biror parametrlash 
usuli x = x(t), у  - y(t) (a< t<b) bilan berilgan bo'lsin.

4.1- ta’r if  Berilgan chiziqning parametn t uchun ushbu t->a yoki
l-+b munosabatlardan faqat bittasi o'rinli ekanligidan x2 (t) + y2 (t) » oo  
munosabat kelib chiqsa, u holda berilgan chiziq bir tomonlama cheksizlikka 
intiladi deyiladi. Agar berilgan chiziqning parametri t uchun ushbu t -* a . 
t —̂ b munosabatlar birdaniga o'rinli bo'lganda x2(t) +y2( t )—> oo munosabat 
bajarilsa, berilgan chiziq ikki tomonlama cheksizlikka intiladi deyiladi.

4.2- ta’rif. Berilgan у egri chiziq parametrimng t qiymatiga mos 
keluvchi M (t) nuqtasidan biror / to'g'n chiziqqacha masofani d(t) kabi 
belgilaylik. Agar у egri chiziqning parametri t uchun 1 -> a munosabatdan 
ushbu d (t )—>0 munosabat kelib chiqsa, u holda I to'g'ri chiziq у egri 
chiziqning asimptotasi deyiladi.

1-Tasdiq. Biror parametrlash usuli x = x(t), у  = y(t) (a< t< b) bilan 
berilgan va t —>a da cheksizlikka mtiluvchi у egri chiziq asimptotaga ega 
bo'lishi uchun, parametr t —>a da

1) ushbu munosabatlardan biri y(l)(x(t)) ‘ , x (t)(y(t)y : chekli limitga ega 
bo'lishi, aniqlik uchun y(t)(x(t)) 1 -* к munosabat o'rinli bo'lishi:

2) birinchi shart bajarilganda ushbu y(t)-kx(t) ifodamng biror limitga 
intilishi zarur va yetarli. Agar bu limitni / deb belgilasak, u holda y - k x - l 0 
Icnglama asimptota tenglamasi bo'ladi.

Endi ordinata o'qiga parallel asimptotam qidiramiz. Berilgan chiziqiiiiig 
Oy o'qiga parallel asimptotasi mavjud deb faraz qilamiz. Chiziqning M 
nuqtasi cheksizlikka intilganda, y(t) = co bo'lib, x(t) qandaydir bir o /.gniiinu
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ti songa intiladi. Bu a sonini limx(t) = x(t ) - a  munosabatdan topamiz. Ul щ
holda Oy o'qiga parallel asimptotaning tenglamasi x - a = 0 ko'rinishda 
bo'ladi

Xuddi shunga o'xshash, chiziqning Ox o'qiga parallel asimptotasini hosil 
qilish uchun, chiziqning M  nuqtasi cheksizlikka intilganda, ,r(<) = «> bo'lib, 
y(t) qandaydir bir o'zgarmas h songa mtiladi. Bu b sonini lim v(t) = y(/0) = h
munosabatdan topamiz. U  holda lzlangan asimptotaning tenglamasi y - b  = 0 
bo'ladi

2-Tasdiq. Berilgan chiziq bir (ikki) tomonlama cheksizlikka intilganda 
uning unnmasinmg limiti mavjud bo'lsa, bu limit (limitlar) chiziq asimptotasi 
(asimptotalari) deyiladi.

Teskansi har doim ham o'nnli bo'lavermaydi, ya’ni chiziq asimptotasi

mavjud bo'lib, u unnmanmg limiti bo'lmasligi mumkin. Masalan, у = co x̂
funksiya grafigidan iborat chiziq x —> oo da <)x o'qidan iborat asimptotaga ega,

COS
lekin bu chiziq unnmasining burchak koeffitsiyenti v' = -2 sin x2-----—

x

esa x —>°o da hech qanday limitga intilmaydi. Chunki cosf — » 0 bo'lsa-da.
x

sin x2 mng limiti yo'q, u x —* oo da -1 va 1 sonlari orasida tebranib turadi.
Matcmatik analiz kursidan y = / (x) ko'rinishidagi funksiya grafigini 

yasash usuli maium. Endi biz F (x ;y ) = 0 ko'rinishidagi tenglama bilan 
berilgan chiziqlami yasash usulini keltiramiz.

Biror tenglama bilan berilgan chiziqni yasash uchun uning:
1) aniqlanish sohasim;
2) koordinata o'qlari bilan kesishgan nuqtalarini;
3) koordinata o'qlariga nisbatan simmetrikligini;
4) koordinata o'qlariga parallel urinmalarini;
5) maxsus nuqtalarini;
6) egilish nuqtalarini;
7) qavariq va botiqligini;

8) asimptotalarini;
9) mumkin bo'lgan hollarda bir nechta yordamchi nuqtalami topish kerak.

4.3- ta’rif. Bizga bir (ikki) parametrli chiziqlar oilasi berilgan bo'lsin, 
ya’ni chiziq tenglamasida bitta (ikkita) parametr qatnashsin. Ba ’zan bunday oila 
uchun o'zining har bir nuqtasida oila chizig'iga urmadigan va shu urinish 
nuqtalaridan tashkil topgan chiziq mavjud bo'ladi. Bunday chiziq berilgan oila 
uchun о rama deyiladi.
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Misol va m asalalar yechish naiuunalai I

i-masala. Ushbu
.v =

У =

3 at 
, 3+l 

3 a t1 
, 3+l

tenglamalar sistemasi bilan Ьсп1кпи cln/i<|

(Dekart yaprog'i) ning asimptotalari topilsin.
Yechish. Sistemaga tegishli tenglamalardan ko'rmib turibiliki, 

parametrnmg / = -1 qiymatida funksiyalar aniqlanmagan, ya’ni sistcmadngi 
funksiyalarmng maxrajlari nolga aylanadi, lekm suratlari chekli boiadi Shuning 
uchun funksiyalar parametrnmg bu qiymatida cheksizlikka intiladi Demak. 
parametrnmg qiymati -1 ga intilganda chiziq asimptotaga ega boiadi

6-rasm
Endi / ->-1 uchun asimptotaning к burchak koeffitsiyenti va / ozod hadnu 
topamiz:

la,2

к = lim lim Ф г =  *im f = - l, fc = - l
г +i'->'o

I lim [y (f )- &x(0] = lim 
i ->/0 /->-1

3 a t"  +3 at
/3+l

= lim
t —̂ —,

3 a t(t+ l) 

(t+ l)(t2 -t+\)

lim 
I >-1

3 at 
t2-t+l

= -a; / = -a.

Yuqonda topilganlarni e’tiborga olib, asimptota tenglamasi x + у + a - 0 
ko'rinishda ekanligini aniqladik.

Berilgan chiziqmng Oy va Ox o'qlariga parallel asimptotalari yo'qligi 
invshan (6-rasm)
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Ix = l - 2
2- masala. Ushbu -j ? chiziqning asimptotalari topilsin.

l-v = 7̂ T
Yechish. Berilgan chiziqning tenglamasidan ko'rinib turibdiki, I = 1 

qiymatda x = -1 va y -  °o qiymatlarga ega bo‘lamiz. Demak, x +1 = 0 to‘g‘ri 
chiziq berilgan chiziqning Oy o qiga parallel asimptotasidir.
Bu chiziqning Ox o‘qiga parallel asimptotasi mavjud emas.

Endi, berilgan chiziqning koordinata o‘qlariga parallel boimagan 
asimptotasini topamiz. Parametming I = oo qiymatiga x = oo va у  = °o qiymatlar 
mos keladi. Demak, ?0 =00 ekan. Asimptotaning burchak koeffitsiyentini 
topamiz:

к = lim = lim -— —— = 1, к - 1
м И ' 1

/= lim \y(t)-kx(t)] = lim ^ - - t  + 2 = lim [^ fl= 3 ; / = 3.
* V # -  * I /__ V /Y ' ‘ I/—>/0 /->00 /->00

Shunday qilib, lzlangan asimptotaning tenglamasi v = x + 3 yoki 
у - x - 3 = 0 tenglamadan iborat ekan.

3- masala. Ushbu x4 - x2y + у ’ = 0 tenglama bilan berilgan chiziq 
yasalsin.

Yechish. Biror tenglama bilan berilgan chiziqni yasash uchun unmg:
1) Tenglama amqlanish sohasi x e II dan iborat.
2) Koordinata o‘qlan bilan kesishgan nuqtalarini topamiz. Bunmg uchun 

y  = 0 qiymatda x4 = 0, so'ngra x-0  tenglikni hosil qilamiz. Endi дг = 0 desak 
у  = 0 ekaniga ega bo‘lamiz. Demak, berilgan chiziqning koordinata o'qlari 
bilan koordinata boshida kesishadi.

3) Koordinata o'qlariga nisbatan simmetrikligini tekshiramiz. Biz 
F(x , y ) = x* - x 2у + у1 tenglamadan ushbu 
F (-x ,y ) = (-xy ~{~х)гy + у г =x4- x 2y + y* = F (x ,y ) munosabatni hosil 
qilamiz. Bu esa berilgan chiziqning Oy o‘qiga nisbatan simmetrikligini 
bildiradi. Lekin F (x - y ) = x, -x1(-y) + (- yY = x i +x2y - y , * F {x ,y )  bu 
munosabatdan berilgan chiziqning Ox o‘qiga nisbatan simmetrik emasligi kelib 
chiqadi

4) Koordinata o‘qlariga parallel urmmalarini amqlaymiz. Bunmg uchun
F  (jc у) = 0

* ’ sistemani yechib, bunday nuqtalar sifatida M ,(4 ; i)  va
F (x ,v ) = 0

M 2 (- ;i} ; ' ) nuqtalarni hosil qilamiz.
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[ F  (х,у ) = О
Quyidagi sistemam  ̂ yechish bilan esa urininalai Oy о ii<k» !•••>

[F (x ,y )~Q

bo'lgan А / з Г ^ р ; va M 4 ^ - “ ^ ; nuqtalarga ega bo'lami/.

5) Endi berilgan chiziqning maxsus nuqtalarim qidiramiz Микки*
\pv(x,y) = 0

nuqtalami topish uchun < ' sistemam yechamiz. Sisteiuuning
[^ (x ,y ) = 0

yechimlari (0;0), va ekanligiga osongina ishonch hosil

qilish mumkin. Endi bu topilgan nuqtalarning berilgan chiziqda yotislnm 
tekshiramiz. Topilgan nuqtalarning koordmatalarmi F (x ,y ) = 0 tenglamaga 
qo‘yamiz. Natijada, faqat (0;0) nuqta chiziqda yotishi kelib chiqadi. Shutting 
uchun, faqat (0;0) nuqta chiziqning maxsus nuqtasi boiadi. Berilgan 
chiziqning maxsus nuqtasini tekshirish uchun fimksiyaning yuqori tartibli 
hosilslarini hisoblaymiz:

Fxx =\2x2 -2 y = 0, F Xy =-2x = 0 , Fyy = 6y = 0.

J 'x x x  =  24x  =  0 , /'jxy = —2, I 'x y y  =  ® ^ y y y  = 6 
К  + Fy V  = °> F XX + 2F ^ y ' + F'yyy'2 + Fyy "  = 0. (*)

И П II I
Maxsus nuqtada ushbu Fxx = Fxy = Fyy - Fy = 0 munosabat o'rinli

boigamdan oxirgi tenglama, ya’ni (*) tenglama ayniyatdir. Shu sababli (*) 
tenglamadan olingan hosila ham nolga teng boiadi:

F " + 3F ‘ У  + 3F" y n + 2F  v* + F~ y '2 + 2F  y ’2 + 2F ' y'y" +XXX xxys xyy-' xxs УУУ xy-' \y.7 -

+ 2F' y" + F ' y'y" + F  v” = 0.*y7 УУ7 7 v-r

Bu tenglikka tegishli hosila qiymatlarini qo'ygandan so'ng
9 a- 2 - 3y' + 6y' =0 yoki y' - y' = 0 tenglikka ega boiamiz. Natijada, 

у' = 0,У = 1, y' = -1 munosabatlarni hosil qilamiz. Demak, maxsus nuqtadan 
chiziqning uchta shoxchasi o‘tadi. Ushbu у' = 0, v' = 1, y' = -1 differensial 
tenglamalami mtegrallab, maxsus nuqtadagi chiziq urmmalarining tenglamalari 
y » 0 , y - x ,  y = -x hosil bo‘ladi.

6) Endi berilgan chiziqning egilish nuqtalarim topamiz. Bunmg uchun
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ushbu
К
К
F,

sistemam:

/*'(х;у) = 0

К
К
F,

F
= 0 tenglamalar sistemasini yechish kerak bo'ladi. Bu

0

Fx\

К
о

1 =  0

yoki

x’ - xly + y ' = 0 
|12x2-24 -2x 

- 2x by
|4x ’ -2xy -x 2+3v2

Jx4- x 2y + у =0
i 4.r41 - 2 yx2) + 6x4y (l 5 + 4y) +12 x V  (1 - 9 У) ~ 18 /  = 0 

ko'rinishda yozib, sistema faqat x = 0, у = 0 yechimga egaligim ko'ramtz.
Ammo maxsus nuqtada F r (0;0)= F,,(0;0) = 0 tenglik o'nnli. Shuning uchun bu
nuqta berilgan chiziqning egilish nuqtasi bo'lmaydi.

Demak. yasash kerak bo'lgan chiziqning egilish nuqtasi mavjud emas.
7) Endi chiziqning botiqligmi va qavariqligmi tekshiramiz. Buning uchun

• F v > 0 sistemam yechamiz. So'ngra topilgan tayanch

nuqtalarm hisobga olib, to'g'ri chiziqni bir nechta mtervallarga ajratamiz:

F(x y) = 0

F'xx
H

Fxy к

Fxy Fyy F 'y
К к 0

1) - : - ¥ Ь Г -9 J ’
2/3 3) ! 0 . Щ ; 4)

« 1 9Har bir oraliqdan nuqta olib F (x ,y ) = x - x y + y  =0tenglamaga 
qo'yamiz va uning ordinatasini topamiz. Topilgan koordinatalarm

/г" f "
X X  1 xy К

\Fxy Fyy F 'y
К  F'y 0

У =• (**)

determinantga qo'yamiz. 

Masalan, f ~ oraliqdan x = -v 2 qiymatni olsak, y = -2

qiymat hosil boTadi Bu qiymatlarni (**) ga qo'yamiz, ya’ni
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/£(-v 2,-2) F"v ( 4 2-2) f U - J 2.~2)\ 28 2J2 I2>/)I
F ^ (- J 2-2) F "„(- J2,-2) F'yi-j 2;-2) -2j2 - 12 10
Fx(- j 2-2) Fy(-j.2,-2) 0 -12V2 10 0

Fy (—V 2 2 )

ekanligini hosil qilannz. Demak, oraliqda chiziqning botiqli||l

pastga yo'nalgan. Berilgan chiziq Oy o'qiga nisbatan simmetrikligidun 

oraliqda ham chiziqning botiqligi pastga yo'nalgan bo'ladi.

Endi, oraliqdan x = -0,333 qiymatm olsak, uchinchi daiajali

tenglamani yechib, у  uchun uchta haqiqiy qiymat kelib chiqadi Bu qiymatlarm 
taxminan _У] »1,93, у 2 « 2,361, 0,438 larga teng deb oilsh mumkin 
Natijada. chiziqning ushbu M s( 0,333;2,361), /Wft(-0,333;0,438), A/7(-0,333;l,93) 
nuqtalarmi hosil qilamiz. Topilgan qiymatlarm navbatma-navbat (**) ga 
qo'yamiz va A/,(-0,333;2,361) nuqta uchun y" <0 ekanligini hosil qilamiz

Demak, oraliqda chiziqning Л/Д-0,333;2,361) nuqtadan

o'tadigan shoximng botiqligi pastga yo'nalgan bo'ladi. Keyingi topilgan nuqta 
M 6(-0,333;0,438) uchun ^">0 ekanligini hosil qilamiz. Bundan esa,

oraliqda chiziqning M s(-0.333;0,438) nuqtadan o'tadigan

shoxining botiqligi yuqonga yo'nalgan bo'ladi. Va nihoyat M 7(-0,333;l,93) 
nuqta uchun y ’ < 0 ekanligini hosil qilamiz. Demak, (~ ^ ;0 ) oraliqda 
chiziqning ^/,(-0,333;!,93) nuqtadan o'tadigan shoxming botiqligi pastga 
yo'nalgan bo'ladi. Berilgan chiziq Oy o'qiga nisbatan simmetrikligidan

oraliqda ham xuddi shunga o'xshash natijalarga kelamiz. Ya’iu.

oraliqda chiziqning А/Д0,333:2,361) va A/10(0,333; 1,93) nuqtalardun

o'tadigan shoxlarinmg botiqligi pastga yo'nalgan, Л/Д0,333; 0,438) nuqtadan 
o'tadigan shoxining botiqligi yuqoriga yo'nalgan bo'ladi.

K) Berilgan chiziqning asimptotalarim topaylik. Bu chiziqning koordinutu 
o'qlariga parallel asimptotalari yo'qligini osongina isbotlash mumkin Вишни 
uchun x va у  o'zgaruvchilami navbat bilan cheksizlikka mtilgandagi va/iyaliin 
U’kdurishimiz kerak. Agar x cheksizlikka intilsa, у  ham chesi/.likka inlilmli vit
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aksincha, ya’ni jc —> oo munosabatdan у  —>»  munosabat va у  -> ° °  
munosabatdan x - » o o  munosabat kelib chiqadi. Endi koordinata o'qlanga 
parallel bo‘lmagan asimptotalanni izlaymiz. Buning uchun berilgan chiziq
tenglamasining ifodasidagi у  o‘zgaruvchi o‘miga y  = kx + b qo‘yib, x4 
oldidagi koeffitsiyent к ga bog‘liq emasligini, bu esa berilgan chiziqning 
koordinata o'qlanga parallel bo'lmagan asimptotalari yo'qligini bildiradi (7- 
rasm).

7 — rasm
л л

i-masala. Ushbu y  = C (x - C ) tenglama bilan berilgan chiziqlar
oilasining o'ramasi topilsin.

Yechish. Ushbu masalani yechish uchun o'rama mavjud va u
x = x(C)

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadi deb faraz qilaylik. Berilgan chiziq 
tenglamasining o'ng tomonidagi ifodani uning chap tomoniga o'tkazib,
y - C  (x -C )' = 0 tenglikm, o'rama chiziqning har bir nuqtasidan o'tgani

uchun F (x (C ),y (C ),C ) = y (C )- C 2(x (C )- C )2 =0 ayniyatni hosil qilamiz. Bu 
ayniyatni С bo'yicha to'liq differensiallaymiz:

yoki F XXC + РуУС + F'c = ® tengliklarga ega 
bo'lamiz.

O'rama ta’rifiga ko ra, oila chizig'i va o'rama bir-biriga urinadi 
Ravshanki, ularning umumiy nuqtalaridagi urimnalari ustma-ust tushadi 
Shuning uchun Fxx( + F  yc - 0 tenglik o'rinli bo'ladi. Bundan esa Fc - 0
shart kelib chiqadi. Demak, maxsus nuqtaga ega bo'lmagan chiziqlar oilasining 
o'ramasi ushbu

| F(x ,y,C )=  0 
l/ ^ (.r ,v ,r ) = 0

dx dC dv cJC dC
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sistema orqali lfodalanadi.
Berilgan chiziqlar oilasining o'ramasini topish uchun

U - c 2(* - c )2 =0
[C(x-CX^-2C)=0

Shunday qilib, parabolalar oilasining o'ramasi у  = 0, I6 y - x 4=0 chiziqlardan 
iboratligini hosil qildik.

4-masala. Ushbu (x - C )2 + y 2 = 36 tenglama bilan berilgan aylanalar 
oilasining o'ramasi topilsin.

Yechish. Berilgan tenglamadan С bo'yicha hosila olib, hosil bo'lgan 
tcnglamani (л: - С )2 + у 2 = 36 tenglama bilan birgalikda yechib, у = ±6 
lenglikni olamiz. Demak, aylanalar oilasining diskriminant chizig'i y = ±6 
to'g'ri chiziqlardan iborat ekan. Bu diskriminant chiziq berilgan aylanalar 
oilasining o'ramasi boiadi (8-rasm).

5-masala. Ushbu (у - C )2 - x3 = 0 yarim kubik parabolalar oilasining 
o'ramasi topilsin.

Yechish. Bu oilaning o'ramasini topish uchun ta’rifga ko'ra berilgan oila 
u-nglamasidan С parametr bo'yicha hosila olamiz va oila tenglamasi bilan 
biiKulikda yechib x = 0 to'g'ri chiziq tenglamasini hosil qilamiz. Bu chi/.u| 
boilgan oilaning o'ramasini bermaydi. Chunki, x = 0 to'g'ri chiziq oila maxsus 
nuqtalaridan tashkil topgan (9-rasm).

6-masala. Ushbu (x - C )3 - y 2 = 0 tenglama bilan berilgan parabolulai 
Hiliisining o'ramasi topilsm.
\ n  hL\h. Ravshanki, berilgan oilaning diskriminant chizig'i y -  0 to'g'ri cln/,ii| 
Imi ImiIi Bu to'g'ri chiziq nuqtalan berilgan oilamng maxsus nuqtalaridan iboiiit 
1'0'lynnligi uchun bu chiziq oilaning o'ramasi bo'lolmaydi (10-rasm)
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10-rasm 
Misol va masalalar

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlarning asimptotalarmi toping

1 v= 2

2. у  =

3. y  =

4. v =

5. у  =

6. y =

x - 3 
5

x* -1 6 '  
a'

a ‘ + x1 ’ 
x 1 -  4x + 7

x + 2 ’ 
x’ + l

7. x = - 2/
(/-IX*-2) ’ (/ - 1)(/ - 3)
2/ -1 t28. x = - ---- , y  = —
l —l l - 1

9- x = — , v = ^ — ;<-1 / 2 _ ,

10 9x1+ 4 v ‘ = x V ;
11. (x! - 4 )  v ‘ = x‘;
12. a ’x: = (x1 + v ')y‘;

13. r -■
sinip
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, .  2asm'<B14. г =----- —;
COŜ J

15 x' + /  - Залгу = 0;
16. у' + Зу1 - х‘ = 0;
17. (2а-х )у2 = х (х-а)‘;
18. ху(х‘ - у ‘) + а„хг + 2atixy + aay ‘ + 2aix+2aiy + a = 0.
Quyidagi tenglamalar bilaii berilgan chiziqlaming maxsus nuqtalarmi toping
19. y ‘ = x‘ -f- jcs;

20 y ‘ =x‘ -x2;
21. x‘ = y  + x‘;
22. y t(x‘ -9)=xt-
23. y ‘ =x(jt-3)';
24. y ‘x‘ = x‘ + У ;
25. x‘ =y(y-2y-
26. 4y2 = x’ + 5y'-
27. {x' + y ‘)x-2ay' = 0;
28. ( jc '+ / X y - a ) '- / y  = 0;
29. (2 a - x )/  = x (x -a )!;
30. (x1 + y ‘)‘ = 2a'(хг - У );
31. (x1 + y‘ - 2ax) = 4a‘(x‘ + / );
32. x = acos't, у = asin'f;
33. x = a(t - sin /), у  = a(l - cos/)-

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlarmng ko'rsatilgan nuqtalarda 
urinmalari va normallan mayjudmi? Agar mavjud bo'Isa ularning tenglamalarini 
yozing:
34. x = t‘ + 1, y - t '  - t\  / = 0 nuqtada;

35. у  = xsin —, x = 0 nuqtada;
x

x
36. у  -----x = 0 nuqtada;

\ + e‘ 
x37. y  =--- j-, x = 1 nuqtada;

\ + e~'
38 x' + y' - x ‘ - y ‘, () (0,0) nuqtada;

39, xy' + f jjc - lj  =0, /3(2,0) nuqtada.

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlami tekshiring va yasang:
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40 у

41. у

42. у

43. у

44. у:

45. у-

46. у-

47. у ;

48. г =

49 г =

50. х =

51. х -

52. * =

53. х =

54 .г =

55. .г = 
56 х =

57. х =

58 х =

59 х =

60. х =

х - 1 
х'

х‘ — 3'

= In

2 ( х - ) ’ - 3 
\х-2

\х + 2
125 - дг

Здг
1пдг
дгJ

: е '■>
■ е'\ 

За/
Т+7 ■,У =

За/1
1+/’

J L ym !Q zO . 
\+t"- i + /j ‘

г I'
—,у  = - \ + Г  1 + /’

*' 'О - '1) . 
1+1‘ 1 + /1 ’
t\ у = -/( 3-/');

3

TZT’- ^ iw 7 ’
/•

1-Г1 ' 1-/’ 
4t\y = 3t(t' +1); 
t ',y  = t' -/’,

/'----- ,у = ? ;
10(1-/)

I /(1-2/!)-------  у  =  —---------
I- / 1 I- / 1 
t\ y  = t' +t’;
St' 5 V

1 + t7 ’ У = 1 + t’
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61.* = ̂ , ,  = ^ ;
1 + r t - 1
41 41‘62. x =----,y  =---- ;

1-f* 1-/'
, ,  т • , 2cos! /63. x = 2sin/, у =------- ;

2 +cos
64. jc‘ — _у: +1 = 0;
65. xy2 - y ‘ - 4.x = 0;
66. x(x‘ + y ’) - y ‘ + x = 0;

67. xy‘ =x‘ +2x-~-
4

68. x‘ - y" = a';
69. y ' - 4 x y  - 6x' - Ay' = 0;
70. (.x* - / ) ’ = 2.x;
71. (x‘ - y ‘X ^ - y ) = l;
72. xy(jx- y) + .x + у = 0;
73. x‘y ‘ +y = l-
74. x' + xy' -x ' - y ‘ = 0;
75. дг' + y‘ = jc’y 1;
76. x' - y ' + x‘ + 2y‘ =0;
77. лг* - xy' +x‘ + y ' = 0;
78. (x' + y ‘)‘ = a ‘(x‘ + y ‘),

79. xy = - ^ - \ y -

80. x(x1- 3 / )- 4 (x ‘ + y‘) = °;
81. x' + y ' = x' + y ‘;
82. x‘ +xy' +x‘ - y ‘ =0;
83. x' +y‘ + .x’ - y ‘ =0;
H4 xy' = (jc —l)1;
N5 x' + y ' - 2xy = 0;
»6 jc* = /  + .x‘;
N7. (x + l)(x + 2 )/
NN. /  = x‘ - 2x' + x-,
N4 {х‘ +у'У=ху;
W. x '+ y '- x ' =0,
VI X '- 2 1 {x - y )' =0; 

дг' -лу‘ + ay' =0;
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93. х’ - х‘ + 4х‘у - 4 у ‘ =0;
94 х' - ху' +ау‘ =0;
95. л' - х4 + 4х 'v - 4у ‘ = 0;
96. х4 - x ’v + y ' =0;
97. х' + х У  -18л:1.у + 9 /  =0;
98 х* + у ' = 8ху';
99 х* -х 4 + _у’ = 0;
100 х4 - у ' + xv = 0;
101. (х‘ + у !)' =27х‘у\

102 r = tg^-\
2

103 г: = а'(р. а *  0,
104. = а\ a *  0;
105 г' =а‘(р' , а *  О,

106 г = а + — ,а > 0, / >0, ip > 0;
Ф

107. г = я sin —,а > 0;
2

108 г - a sin 3«j9, а> 0.

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlar oilalanni tekshiring va yasang:
109. C 'x '+ y ' = Cx;
110 x‘ + 2Cy = 2xy;
111. x = cos uchv, у - sin ushv, a) v = const, b) и - const.
112. Ixtiyoriy <p(x,_y) = a , i//(x,y)=b tenglamalar bilan berilgan chiziqlar

oilalarining umumiy nuqtasida —  — _ о tenglik o'rinli bo‘lsa, bu
<3.r 3x 5v <3v

oilalar o‘zaro ortogonal bo‘lishi ko rsatilsin
113. Quyidagi <p(x,_y)=a tenglamalar bilan berilgan chiziqlar oilasiga ortogonal 
bolgan chiziqlar oilasi

dx dy 
d<p dcp 

dx dy
tenglik bilan aniqlamshi ko‘rsatilsin.
114. To‘g‘ri chiziqlar dastasiga ortogonal boigan chiziqlar oilasi topilsin.
115. Ox o‘qiga koordinata boshida urinuvchi aylanalar oilasiga ortogonal 
bo'lgan chiziqlar oilasi topilsin.
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116. Ushbu y ‘ = 2ax parabolalar oilasiga ortogonal bo'lgan chi/iqlm ml.m 
topilsin.
117. berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi aylanalar oilasiga ortogonal bo'ltinu 
chiziqlar oilasi topilsin.

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlar oilalarining o'ramalari topilsin
118. (x - С у + у г= а‘-
119. (x -С У  + {y- C Y  = C !-
120. xcosC + ys in C - p  = 0;
121 y  = (x-C)'-
122. y 2 - (x - С )’ = 0;
123. y ‘ - (x -С У  = 0;
124. 3(y — СУ + 2(x -С У  = 0;
125. (1 - C ')x  + 2Cy - a = 0;
126. x’(x - a )- C y - a  = 0.
127. Koordinata o‘qlari bilan o'zgarmas S  yuzali uchburchak hosil qiluvchi 
to'g'ri chiziqlar o'ramasi topilsin.
128. Quyidagi x‘ + y ‘ = R 2 aylana Ax + By + С = 0 to'g'ri chiziqning o'ramasi 
ekanligi ma’lum bo'lsa, A ,B,C sonlar qanday munosabatni qanoatlantiradi?
129. Uchlari koordinata o'qlarida bo'lgan uzunligi o'zgarmas a ga teng 
kesmalarni o'z ichiga oluvchi to'g'ri chiziqlaming o'ramasi topilsin (bu yerda 
kesinalaming uchlari koordinata o'qlari bo'ylab sirpanadi).
130. Markazlan R radiusli aylanada joylashgan, radiusi r ga teng bo'lgan 
aylanalar oilasimng o'ramalari topilsin.
131. Diametrlari berilgan parabolaning fokal radius-vektorlaridan iborat 
aylanalar oilasimng o'ramasi topilsin.
131. Diametrlari y ‘ =2px parabolaning fokusidan o'tuvchi vatarlaridan iborat 
aylanalar oilasining o'ramasi topilsin.

x1 y2132. Berilgan — + —  = 1 ellipsning biror simmetriya o'qiga parallel vatarlarim
a1 b'

diametr qilib aylanalar chizilgan. Har bir oilaning o'ramasi topilsin.
x2 y 2133. Berilgan--- —  = 1 giperbolaning biror simmetriya o'qiga parallel
a1 b2

vatarlarini diametr qilib aylanalar chizilgan. Har bir oilaning o'ramasi topilsin
134. Berilgan parabolaning o'qiga perpendikular vatarlarini diametr qilib 
aylanalar chizilgan. Aylanalar oilasining o'ramasi topilsin.
135. Uchlari y 2 - 2qx parabolani chizuvchi, parametri p ga teng, o'qi (>\ 
o'qiga parallel bo'lgan parabolalar oilasining o'ramasi topilsin
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136. Parametrlari a ,p ushbu cp(a,p) = 0 tenglamam qanoatlantiruvchi 
F (x ,y ,z ,a ,P ) = 0 chiziqlar oilasi o‘ramasining nuqtalari qanday shartlami 
qanoatlantiradi?

X1 у2
137. Quyidagi —  + — = 1 tenglamani qanoatlantiruvchi chiziqlar oilasining

P  4
o'ramasi topilsin. Bu yerda p + q = 1.
138. Parametrlari a ,p  ushbu a" + p ' - a" =0, a - const tenglamani

ДГ Vqanoatlantiruvchi -  + — -1 = 0 to'g'ri chiziqlar oilasining o'ramasini toping. 
a  p

Quyidagi m = -2,1,2 hollami alohida qarang.

5 §. Frene bazisi. Egri chiziqning tabiiy parametrizasiyasi

Chiziqlar nazariyasini o'rganishda urinma muhim rol o'ynashi 
hammaga ma’lum. Urmmaga perpendikular tekislikni normal tekislik deb 
ataganmiz. Bu paragrafda urinmaga peфendikular ikki vektor binormal va 
bosh normal deb ataluvchi vektorlarning xossalari o'rganiladi.

Asosiy tushunchalar

Bizga у egri chiziq va uning M  nuqtasidan o'tuvchi birorta a  tekislik 
berilgan bo'lsin. Berilgan chiziqdagi M  nuqtaga yaqin N  nuqta olib, M  va 
jVnuqtalar orasidagi masofani d bilan, h bilan esa N  nuqtadan a  
tekislikkacha bo'lgan masofani belgilaylik.

11-rasm
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5.1- ta’rif. Berilgan у chiziqdagi N  nuqta M nuqtagu yu«|iiilunli||i«M<li*
L

—  nisbat nolga mtilsa, a  tekislik у chiziqning M nuqtasidagi yopmliniM 
d
tekisligi deb ataladi (11-rasm).

Tasdiq. Ikki marta differensiallanuvchi regulyar у egri chiziqning hat bn 
nuqtasidan o'tuvchi yopishma tekislik raavjud boiib, urinma yopishma 
tekislikda yotadi. Agar egri chiziq r = r(l) tenglama yordamida aniqlangan 
boisa, M (ta) nuqtadan o'tuvchi yopishma tekislik r'(t0) ,r ’{t0) vektorlaigu 
parallel boiadi.

Izoh. Yopishma tekislik f '{ tu) va ?"(t0) vektorlarga parallel boiganhgi 
uchun, agar bu vektorlar o'zaro parallel boisa, A/(/0) nuqtadan o'tuvchi 
yopishma tekisliklar cheksiz ko'p. Lekin r '(t0), r ’{t0) vektorlar parallel 
boimasa, M (ta) nuqtadan o'tuvchi yopishma tekislik yagonadir.

Ushbu r = r(t) tenglama bilan berilgan у chiziqning Л/(/0) nuqtasida 
o'kazilgan yopishma tekisligining vektor tenglamasi (Й - r (lo \ f,(tQ\f’(to))= 0 
ko'nmshda bo'ladi Agar egri chiziq x = x(t), у  = y(t), z = z(t) parametrik 
tenglamalar yordamida berilsa, yopishma tekislik tenglamasi

holda o'tuvchi to'g'ri chiziq normal deb ataladi Normallar ichidan biz uchun 
tnuhimlari bosh normal va binormaldir

Yopishma tekislikda yotuvchi normal bosh normal deb ataladi, yopishma 
tekislikka perpendikular normal esa binormal deb ataladi.

Albatta, yopishma tekislik yagona bo'lgan holdagina bu tushunchalar 
ishlatiladi. Endi bosh normal va binormal tenglamalarini yozaylik. r ’(i0), f ’(t„ ) 
vektorlar yopishma tekislikka parallel bo'lgam uchun vektor ko'paytma 
(r"(/0),r"(/o)] binormal uchun yo'naltiruvchi vektor bo'ladi. Demak, binomial 
tenglamasi

X  - xQ Y - y 0 Z  - z0

У'(> o) 2'0o ) =0 
A ‘o) Л '  o )  : ’(‘o)

ko'rinishda bo'ladi.
Egri chiziqning M (t0) nuqtasidan urinma to'g'ri chiziqqa perpendikular

X - x 0 = У - А  = Z  - z0 
\y'(t 0) z'(t0) z'(t0) x'(tu) x'(tQ)  y'(t0)  
!/ (/ „) A t  j  z"(t0) x ' ( 0  x’( 0  y '(t j

ko'rinishda bo'ladi.
Bosh normal uchun esa vektor ko'paytma

yo'naltiruvchi vektor boiadi. Shuning uchun bosh normal tenglamasi,
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_____________ Х -XQ
Jz'(r0) х 'Ы  
> ' ( ' о) АО -'('о

Z-z0
,/. М'о) 4'о) 

* F ’Oo) А О
ko'rinishda boiadi.

.У'On) z'(lo) 
-y M y ( ,o) z'(/o)

Г-У0
/ Ы  -'('<>)
/('o) d'o)

,,, /('о) У('о)

12-rasm
Xuddi shularga o'xshash, normal tekislik tenglamasi vektor ko'rinishda 

(Л - r (/0), r'(/0)) = 0, koordinata ko'rinishidagi tenglamasi esa 
(X  - x(t0))x'(t0) + (У - y(t0))y'(,to) + (Z  - z(/0))z'(f0) = 0 boiadi.

Urinma va binormaldan o'tuvchi tekislik to'g'rilovchi tekislik deyiladi. 
Uning vektor ko'rinishidagi tenglamasi

(r  - r(t0), r'(t0), [r'{l0), r %  ) J )=  0  
koordinata ko'rinishidagi tenglamasi esa

X - x (t0) Y - y (t0)

AO y'iO 
y'iO * 4 0 !  AO AO 
y’iO AO  \AO AO

Z -z (t„ )
AO 

АО  / ( O j  

AO  y’(0

■■ 0 bo'ladi.
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Urinma, bosh normal, binormal bo'yicha yo'nalgan bulik vcktoiUnlMii U«l*kil 
topgan uchlik Frene bazisi deyiladi (12-rasm). Ulami mo» iiiv iiIhIm 
formulalar bo'yicha topiladi:

F
F 7 \

Berilgan chiziqning yoy uzunligi ushbu formula orqali topiladi:
i i --------------

s= j\r'[it= jy jx '2(t )+ y '2(l)+ z '2(t)dt.
1() 'o

Masala yechish namunalari

1-masala. Ushbu
x = cos I
у = sin l tenglama bilan berilgan vint chizig'ining 
z = t

M 0( 1;0;0) nuqtasida o'tkazilgan:
1) urinma;
2) bosh normali;
3) binormali;
4) yopishma tekisligi;
5) normal tekisligi;
6) to'g'rilovchi tekisligi topilsin.

Yechish. Bu masalani yechish uchun chiziqning berilgan M 0(1;0;0)
X = cosf = 1

nuqtasisiga parametming qanday qiymati mos kelishini, ya’ni у  = sin t = 0
z = t = 0

Mslemanmg yechimini topishimiz kerak. Ravshanki, Iq — 0 sistemaning 
yugona yechimi bo'ladi. Demak, parametming l0 =0 qiymatiga chiziqning 
Л/0(1;0;0) nuqtasi mos kelar ekan. Endi talab qilinayotgan tenglamalami 
lu/.ish uchun kerak bo'ladigan kattaliklami, hosilalarnmg parametming 
i0 ш 0 qiymatiga mos keluvchi qiymatlarini hisoblaymiz. Ravshanki,

Imi inchi va ikkinchi tartibli hosilalar

<(, - 0 dagi qiymatlari mos ravishda

x = - sin / 
y' = cost , 
z' = 1 
jt'(0) = 0 

У (0 ) = 1 , 
z '(0) = l

X =-cos t
v ' = -sinr va ularninft
z ' = 0 
*'(0 ) = - l
y '(0 ) = 0 qiymalhuK»
z ' = 0

|р||ц bo'ladi. Yuqorida keltirilgan formulalardan foydalanib, untlmlik i|iyin
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bo'lmagan hisoblashlardan so'ng, talab qilingan tenglamalami tuzish 
mumkin.
Demak, 1) urmma tenglamasi: y p  = у  = у ;
2) bosh normali tenglamasi: у  = z = 0;

3) binormali tenglamasi: ^  = у  = -у ;
4) yopishma tekisligi tenglamasi: у  - z = 0 ;
5) normal tekisligi tenglamasi: у  + z = 0;
6) to'g'rilovchi tekisligi tenglamasi: x = 1.

2-masala. Ushbu x' =3a2y, 2xz = a2 chiziqning y = - ,y  = 9a tekisliklar

orasidagi yoyi uzunligi topilsin.
Yechish. Ravshanki, bu tekisliklar bilan berilgan chiziq bir martadan

kesishadi. Birinchi У = — tekislik bilan kesishish nuqtasi А/,(л,у,—), ikkinchi

y = 3a tekislik bilan kesishish nuqtasi M,(3a,9a,—). Endi chiziqning
6

parametrik tenglamalarini

x = t  

a2z — —
21

ko'rinishda yozib, yoy uzunligini hisoblaymiz.
t,. l  14 a 4 . Aa t + At + a r . i (a 4 + 2t‘ 2 .

* = f vi  + —r + —I dt = I л ------7“ -:---- dt = I — — dt =V a4 At 1 V 4/ a J“ V 4/ a
r*°a4 + 2t* , a2 r^dt 1 , a ar*a Ct -f- Z l . <7 Ш  1 A»a , CJ Ct -  Cl _= f ----—-—dt = —  Г -- + --r| t dt ----- 1---1- 9a —  = 9a.

2/ а 2 / о “ 6 2 3
t-masala. Radiusi ft ga teng bo'lgan aylananing uzunligi topilsin. 
Yechish. Berilgan aylananing radiusi ft ga teng bo'lganligi uchun, 

uning parametrik tenglamasini quyidagicha olish mumkin. 
x = ft cos/

, 0 < t < 2л . Yov uzunligini topish formulasidan
y = ftsin/

s = j^jx f2(t) + y '2(t)dt = J '/ft2 sin21 + ft2 cos2 tdt =
0 0

= J .  ft2(sin2 / + ft2 cos2 /}// = ftJrff = 2 f̂t.
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Misol va masalalar

Quyidagi chiziqlarning ko'rsatilgan nuqtalardagi urinmalan 
tenglamalari tuzilsin:
1. x = seci, y - tg t ,z - a t , t = — nuqtada;4
2. x = e', у  = e~', z = t2, i = 1 nuqtada;
3. x = e' cos/, >■ = e~' sin/, z = e ', r = 0 nuqtada,

4. x = «r(/-sin<), >> = a(l-cos/), z = 4 a s i n / = y  nuqtada.

5. Quyidagi x = 3/-/’,_y = 3/\z = 3/+/, chiziqning qaysi nuqtalardagi urinmasi 
3x + у  + z - 0 tekislikka parallel boiadi?
6. Berilgan x = 2 cos /, у = 2 sin /, z = 4i vint chizig1 ining t = 0 nuqtadagi 
urinmasi va normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.
7. Berilgan x = t,y = t2,z = /3 vint chiziginmg / = 1 nuqtadagi urinmasi va 
normal tekisligi tenglamalari tuzilsin
8. Ushbu x = acos/,_y = -asin/,z = be‘ chiziq urmmalarining XOY tekisligi 
bilan kesishish nuqtalarining geometrik o‘mi topilsin.
9. Berilgan x = achi,y = asht, z - cl chiziqning ixtiyoriy nuqtasidagi urinmasi 
va normal tekisligi tenglamalari tuzilsin.

I I t
10. Ushbu x = e '! cosj,>’ = « sm r,z - chiziq x2+ y2 =z3 konusda yotishi 
hamda uning yasovchilari bilan 45° burchak hosil qilishi isbotlansin.
11. Ikki F(x,_y,z) = o, <P(x,y,z) = 0 sirtning kesishish chizig1 i sifatidaberilgan 
chiziqning ixtiyoriy nuqtasidagi urinmasi va normal tekisligi tenglamalari

F. F„ F. ')
= 2 ).tuzilsin (bunda rang

Ф Ф Ф.

R!212. Viviani x2 + y2 +z2 = R 2, x2+Rx + y 2= —  chiziginmg ixtiyoriy

nuqtadagi nuqtadagi urinmasi va normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.
13. Ushbu x2 = 2az, y 2 = 2bz chiziqning ixtiyoriy nuqtadagi urinmasi va 
normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.
14 Quyidagi x2 + y2- z 2 = 1, x2- y 2 - z 2 = 1 sirtlarning kesishishidan hosil 
boigan chiziq ixtiyoriy nuqtasidagi urinmasi va normal tekisligi tenglamasi 
tuzilsin.
15 Berilgan x2+ y 2 = 1, z2+>>2=l, y*± l chiziqning ixtiyoriy nuqtadagi 
iinnmasi va normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.
16 Parametrik ko‘rinishda berilgan x =- о sin11, y ~  asmtcost, г а  con 
iln/.iqning ixtiyoriy nuqtadagi urinmasi va normal tekisligi tciiglunnm 
lu/ilsin.
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17 Bizga r = r{s) tenglama bilan aniqlangan chiziq berilgan boiib, n- uning 
M „ ) nuqtasidan o'tuvchi to'g'ri chiziq, hamda d(As)- M (s0 + As) nuqtadan 
n to'g'ri chiziqqacha masofa bo'lsin. n to'g'ri chiziq r = r(s) chiziqqa
M 0(s0) nuqtada urinma bo'lishi uchun lim -0 munosabat o'nnli/U->0 Д.У
bo'lishu zarur va yetarliligi isbotlansin.
18 Ushbu r  = r ( i )  tenglama bilan berilgan silliq chiziqning M 0(t0) nuqtadagi 
yopishma tekisligi quyidagi shartlaming ixtiyoriysi bilan aniqlash 
mumkinligi isbotlansin:
a) M 0 nuqtadan o'tuvchi /•'((,,), r’(/0) vektorlarga parallel tekislik;
b) n berilgan chiziqning M 0 nuqtasidagi urinmasi orqali o'tuvchi tekislik,
p = p(s) -chiziqning tabiiy parametrlash usuli boiib, M0 -parametrning 5 = s0 
qiymatiga mos keluvchi nuqta. d(As)- M(s0 +As) nuqtadan n tekislikkacha 
masofa. к tekislik berilgan chiziqning M„ nuqtasidagi yopishma tekisligi

bo'lishi uchun lim = 0 munosabat o'rinli bo'lishi zanir va yetarli;Aj—»0 \s
c) chiziq bilan nuqtada kamida ikkinchi tartibli urmishga ega boigan 
tekislik.
19. Regulyar chiziqning barcha yopishma tekisliklari bitta nuqtadan o'tishi 
maium bo'lsa, uning biror tekislikda joylashishi isbotlansin.
20. Ushbu x = /,y = /2,z = /’ chiziqning M0(2 ,~-b) nuqtadan o'tuvchi 

yopishma tekisliklari topilsin.
21. Ushbu x - t , y  = t2,z-t- chiziqning ixtiyoriy M nuqtasidan Oz o'qini 
kesib o'tuvchi va z = 0 tekislikka parallel to'g'ri chiziq uning M  nuqtasida 
o'tkazilgan yopishma tekislikda yotishi isbotlansin.
22. Berilgan x = acost,y = bsmi,z = e' chiziqning i = 0 nuqtadagi yopishma 
tekisligi tenglamasi tuzilsin.
23. Berilgan x = cosa cosi , y  = cosor sin /, z = t sin a , a  = const chiziqning 
binormallarining musbat yo'nalishlarida uzunligi birga teng kesmalar 
qo'yilgan. Bu kesmalar uchlaridan hosil boigan chiziqning yopishma 
tekisligi tenglamasi tuzilsin.
24 Ushbu x1 +y2 +rl =9, x2 -y2 =3 chiziqning M (2;1;2) nuqtadagi 
yopishma tekisligi tenglamasi tuzilsin.
25. Ushbu x = e' cost ,y ~ e ' sin t,z = 2t chiziq x2 + y2 - e 1 =0 sirtda yotishi 
isbotlansin. Uning yopishma tekisligi sirtning unnma tekisligi bilan ustma- 
ust tushishi ko'rsatilsin.
26. Ushbu x = t, у  = r , z-e' chiziqning t = 0 nuqtadagi bosh normali va 
binormali tenglamalan tuzilsin.
27. Ushbu x = t, y = t2, z = ts chiziqning / = 1 nuqtadagi bosh normali va 
binormali tenglamalari tuzilsin
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28 Ushbu x~~, >' = ln/, z = -t2 chiziqning qaysi nuqtadagi binormuli 

r->< + 8z + 2 = 0 tekislikka parallel boiadi?
29. Vint chiziginmg binormallarida uzunligi birga teng kesmalar qo'yilgan 
Bu kesmalar uchlaridan hosil boigan chiziqning vint chizigi ekanligi 
isbotlansin.
30. Ushbu x = isim,y = icost, z = ie' chiziqning / = 0 nuqtadagi urinmasi, 
bosh normali va binormali bo ‘ у lab yo‘nalgan birlik vektorlari topilsin.
31. Ushbu x = cos’ t,y = sin * /, z = cos 2/ chiziqning ixtiyoriy nuqtadagi 
urinmasi, bosh normali va binormali bo‘ylab yo‘nalgan birlik vektorlari 
topilsin
32 Ushbu x = a(i -sin t),y- a(l- cos/), z = 4acos^ chiziqning / = 0 nuqtadagi

urinmasi, bosh normali va binormali bo" у lab yo'nalgan birlik vektorlari 
topilsin.
33. Ushbu x = t,y = t2, z-t1 chiziqning / = 0 nuqtadagi urinmasi, bosh 
normali va binormali bo'ylab yo'nalgan birlik vektorlari koordinata 
o'qlarining birlik vektorlari bilan ustma-ust tushishi isbotlansin.
34. Ushbu x -asim,y = ocosf, z - hi vint chizigining urinmasi, normal 
tekisligi, binormali, yopishma tekisligi, bosh normali va to'g'rilovcln 
tekisligi tenglamalari tuzilsin.
35. Ushbu x = asin<,>> = acos/, z = bi vint chiziginmg XOY tekisligi bilan 
kesishish nuqtasidan ixtiyoriy nuqtasigacha boigan yoyming uzunligi 
topilsin.
36. Aylananing tabiiy parametrli tenglamasi tuzilsin.
37. Zanjir chizigining tabiiy parametrli tenglamasi tuzilsin.
38. Vint chizigining tabiiy parametrli tenglamasi tuzilsin.
39. Ushbu x = a (i-sin t),y = a(l - cos/), r = 4acos-̂  chiziqning (0,0,4a) va

(2ла,0,-4а) nuqtalari orasidagi yoyi uzunligi topilsin.
40. Berilgan x = cos3 i,y = sin3 /, z = cos2/ chiziqning uzunligi topilsin.
41. Quyidagi x = achi,y = asht, z=at chiziq parametrining / = о va / =/0 
qiymatlariga mos keluvchi nuqtalari orasidagi yoyi uzunligi topilsin.
42. Chiziq yoyi uzunligi differensialining silindrik koordinatalardagi ifodasi 
topilsin.
43 Chiziq yoyi uzunligi differensialining sferik koordinatalardagi ifodasi 
topilsin.

6 §. Egri chiziq egriligi va buralishi. Frene form ulalari

Egri chiziq egriligi va buralishi differensial geometriyadu
o rganiladigan chiziqlarmng muhim xususiyatlaridan hisoblanadi Bu

2
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xususiyatlarning mexanika va flzikadagi tadbiqlari ham mavjud. Bu 
tadbiqlarni xususan, Frene formulalarining ifodasida ham ko'rish mumkin.

Asosiy tushunchalar

Bizga у egri chiziq va M  unga tegishli nuqta berilgan boisin. Berilgan 
egn chiziqda M  nuqtaga yaqin N  nuqta olib, bu nuqtalarda o‘tkazilgan 
urinmalar orasidagi burchakni Дcp bilan, MN yoy uzunligini Ал bilan 
belgilaylik.

6.1-ta’rif. Berilgan у chiziqdagi N nuqta M  ga yaqinlashganda
ifodamng limiti mavjud bo'lsa, u у chiziqning M  nuqtadagi egriligi deb ataladi

va к = lim 4̂ - kabi belgilanadi (13-rasm).
N-*M **

Tasdiq. Ikki marta differensiallanuvchi regulyar egri chiziqning har bir
nuqtasida к = lim ^  egriligi mavjud. Agar у egri chiziq tabiiy parametr

N-+M **
yordamida r= r (s ) tenglama bilan berilgan bo‘lsa, fc = |r(«o)| tenglik o‘rinlidir. 
Bu yerda ,v0 tabiiy parametming у egri chiziqning Л/ nuqtasiga mos keluvchi 
qiymatidir.

Ixtiyoriy parametrlash usuli bilan berilgan у egri chiziq uchun egrilikni

, Shisoblash formulasi к = ..3/- ko'rinishda bo'ladi. Agar egri chiziqtt*2 1/2
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■ y = y (l) tenglama bilan berilgan boisa, uning egriligim lo|>i»li IihiiiiiIkii 
z = z(0 

quyidagicha

x = x(t)

У  z'
2 z' x' 2 x’ У

y9 z* z' X” x’ y '

(x'1 + y '2 + z,2ft
ko‘rinishda boiadi. Agar у egri chiziq y -  f (x )  funksiyamng grafigidan iboml

1 /1
boisa, uning egriligini ushbu к =-------p- formula bilan hisoblash mumkin

(l + f ’2)/2

Bizga у egri chiziq va M  unga tegishli nuqta berilgan boisin. Berilgan 
egri chiziqda M  nuqtaga yaqin N  nuqta olib, bu nuqtalarda o'tkazilgan 
yopishma tekisliklar orasidagi burchakni Д(p bilan, MN yoy uzunligini Лл 
bilan belgilaylik.

6.2-ta'rif. Berilgan у chiziqdagi N  nuqta M  ga yaqinlashganda —  
ifodaning limiti mavjud boisa, u у chiziqning M  nuqtadagi absolyut buralishi

deb ataladi va \a\ = lim kabi belgilanadi.
1 ' N-*M

Tasdiq. Uch marta differensiallanuvchi regulyar у egri chiziqning M
uuqtada egriligi noldan farqli boisa, |<rl= lim ~  limit mavjud. Agar у сцп

N-+M **
chiziq tabiiy parametr yordamida r = r(s) tenglama bilan berilgan boisa, unini?

\(f,f,r)\
ubsolyut buralishi, ushbu |(t| = -----—1 formula bo'yicha hisoblanadi Hiiim Iu Ii
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esa су = -^ ' formula bilan, ixtiyoriy parametrlash usuli bilan berilgan у  
к2

i f ' Г * тegri chiziq uchun buralishini hisoblash formulasi a  = — r-1—4s— ko'rinishda

bo'ladi.
\ f- r f

Agar egri chiziq

15-rasm
x = x(t)
у = y(t) tenglama bilan berilgan bo'lsa, uning 
z = z(t)

buralishini topish formulasi quyidagicha

cr -  -

ko'rinishda bo'ladi
Tabiiy parametrlash usuli bilan r = r{s) tenglama yordamida berilgan 

egri chiziq urinma, bosh normal, binormallari bo'yicha yo'nalgan birlik 
vektorlar va ularning hosila vektorlari orasidagi bog'liqlikni ifodalaydigan Frene 
formulalan ushbu ko'rinishda bo'ladi:

x -kv

л:' /ftX /  г"
,xm у "  zm

2 t f 2 1 t
У ? Z X X  у

+ +
У" z’ z" x" x’ /

v = -k f - ap 

P =av.
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Misol va m asalalarning yechish iianiuiiului i

x = a cost
1-masala. Ushbu <_y = «sin/ tenglama bilan berilgan vint chi/.i||iniii|| 

z = bt
M 0(a ,0;0) nuqtasidagi egriligi va buralishi hisoblansin

Yechish. Bu masalani yechish uchun chiziqning berilgan M q(u ,0,(1)
x = «cos/ - 1

nuqtasiga parametming qanday qiymati mos kelishim, ya’ni у  = asm t 0
z = ht = 0

sistemanmg yechimini topishimiz kerak. Ravshanki, /0 = 0 sistemaning 
yagona yechimi boiadi. Demak, parametming = 0 qiymatiga chiziqning 
Л/о(а;0;0) nuqtasi mos kelar ekan. Endi, talab qilinayotgan tenglamalarm 
tuzish uchun kerak boiadigan kattaliklami, hosilalarning parametming 
/0 =0 qiymatiga mos keluvchi qiymatlarini hisoblaymiz. Ravshanki, birinchi

ikkinchi va uchinchi tartibli hosilalar
x = -a sm / 
_y' = acos/ , 
z' = b

x" - a sm t
ym = -a cost va ularning Iq = 0 dagi qiymatlari mos ravishda 
i "  = 0

x =-a cost 
y" = -asm / , 
z ' = 0 

x'(0) = 0 
/ (0 ) = a , 
z'(0) = />

x’(0) = -a [x " = 0
_V*(0) = 0 , <ym = -a qiymatlarga teng boiadi. Yuqorida keltirilgan 
z' = 0 [z " = 0

lormulalardan foydalanib berilgan chiziqning A/o(a;0;0) nuqtasidagi 
egriligi va buralishini hisoblaymiz:

■
2 b 0 2 0 a 2

jo
+

0 - a
+

- a  0 _ yl(ab)2+a4 _ a

(o2 + a 2 + b2 )  2 V(e2+*2)3 " 2
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Misol va m asalalar

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlaming ixtiyoriy nuqtasidagi 
egriliklari topilsin:

1. у  = sin x;

5. x - acosl, у  = a sin /;
6. x = acht, у  - bsht;
7. x = a (l - sin I), у  = a(l - cos();
8. x = acos’ /, у = asin3 /;
9. r = aq>,
10. r ~ a ( 1 - cos?));
11. F(x, y )  = 0, \gradF\ *■ 0;

14. P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0
15. Berilgan r = r(s ) chiziq uchun quyidagi munosabatlar o'rinliligini 

isbotlang:

17. Chiziqning to‘g‘ri chiziq yoki uning ochiq kesmasidan iborat boiishi
uchun

2. у  = ach—;
a

3. y 2 = 2px ;
4. x = t 2, y  = t '

| г|2 = к л +k2a 2 +k 2, r r  = 0 ,  r r =  -k2, r r = k k .  
Bu yerda к - egrilik, a - buralish.
16 Quyidagilami isbotlang:
a) ip ji = a ;



chiziqning barcha nuqtalaridagi egriligi nolga teng bo'lishi /ими vii 
yetarliligi isbotlansin.

18. Chiziqning yassi (biror tekislikda joylashgan) bo'lishi uchun 
chiziqning barcha nuqtalaridagi buralishi nolga teng bo'lishi zarur va yetarliligi 
isbotlansin.

Quyidagi chiziqlaming egriligi va buralishlari barcha nuqtalarda teng 
ekanligi isbotlansin:

19. x = acht, у  = asht, z = a t ;
20. x = 3t - t \  y  = 3<\ z = 3/ + f \
Quyidagi chiziqlaming egriligi va buralishlari topilsin:
21. x = a cost, у  = asin<, z = bt\
22. x = acht, у  = asht, z = at\
23. x-e‘, v = e ', z = ->/2/
24. x-21, >, = ln/, z = /2;
25. x = cos3t, у  = sin31, z = cos21.
26. a  va b ning qanday qiymatlarida x = acht, у  = asht, z = bt chiziqning 

egriligi va buralishi barcha nuqtalarda teng bo'ladi?
27. Berilgan x = cos31, у  = sin' /, z = cos2/ chiziqning egriligi minimal 

qiymatni qabul qiladigan nuqtalarini toping.
28. Ushbu x = a(t - sin t), у  = a(l-cosf), z = 4acos-̂  chiziqning egrihk

radiusi minimal qiymatni qabul qiladigan nuqtalarini toping.
Quyidagi chiziqlaming yassi ekanligini ko'rsatmg va ular joylashgan 

tekislik tenglamasini yozing:

30. x = a j2 + b,l +c]t у  = a2t2 +b2t + c2, z = ayl2 +b,t + c,;
31. x = a,t" +b,tp +c,, y  = a2l"+b2tp +c2, z = a,tn +b,lp +c,, n ,p ^ N .
32. Ushbu x = acosi, у  = asmi, z = /(/) chiziq yassi bo'ladigan /(/) 

funksiya topilsin.
33. Ushbu x2 = 2az, /  = 2bz chiziq ikkita kesishuvchi tekisliklarda yotishi 

isbotlansin va bu tekisliklammg tenglamalari tuzilsin.
34. Umumlashgan vint chizig'i deb urinmalari biror yo'nalish bilan 

o'zgarmas burchak hosil qiluvchi fazoviy chiziqqa aytiladi. Chiziq 
umumlashgan vint chizig'i bo'lishi uchun quyidagi shartlaming birortasi 
bajarilishi zarur va yetarliligi isbotlansin:

a) bosh yo'nalishlari biror yo'nalishga perpendikular;
b) binormallari biror yo'nalish bilan o'zgarmas burchak hosil qiladi;
c) egriligining buralishiga nisbati o'zgarmas.
35. Chiziq umumlashgan vint chizig'i bo'lishi uchun r r r'*] о 

shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
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36. Ushbu x2 =3у, 2xv = 9z chiziqning umumlashgan vint chizig'i ekanligi 
ko'rsatilsin

37. Ushbu x = 2/, у - In /, z = t2 chiziqning yasovchilari 5(0,1,1) vektorga 
parallel bo'lgan silindrik sirtda yotuvchi umumlashgan vint chizig'i ekanligi 
ko'rsatilsin.

38. Ushbu x-ai, y = bi2, z- ct5 chiziqning umumlashgan vint chizig'i 
bo'lishi uchun qanday shart bajarilishi kerak?

39. Barcha normal tekisliklari o'zgarmas ё vektorga parallel bo'lgan 
chiziqning yassi ekanligi isbotlansin.

40. Barcha yopishma tekisliklari biror / to'g'ri chiziqqa perpendikular 
bo'lgan chiziqning yassi ekanligi isbotlansin.

41. Har xil chiziqning binormallari umumiy bo'ladigan nuqtalari orasida 
moslik o'matish mumkin bo'lsa, ulaming yassi ekanligi isbotlansin.

42. Har xil chiziqning urinmalari parallel bo'ladigan nuqtalari orasida 
moslik o'matish mumkin bo'lsa, ulaming egriligi va buralishining nisbati 
o'zgarmas ekanligi isbotlansin.
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I l l  BOB. S IR T L A R  N A Z A R IY A S I

Differensial geometriya fanida asosiy boiimlardan bin sirtlar па/пмуши 

hisoblanadi Bu bobda sirt va uning berilish usullari, urinma tekislik, kvadrnhk 

formalar va ularning turli tadbiqlari o‘rganiladi.

1 §. Sirt va uning berilish usullari

Ushbu paragrafda sirtlammg berilish usullari aniqlanib, ularning ba'zi bu 

xossalariga ko'ra. tenglamalarmi tuzishga doir misol va masalalar keltirilgan

Asosiy tushunchalar

Tekislikdagi ochiq doiraga gomeomorf to‘plamni elementar soha deb 

ataymiz.

1.1-Ta’rif. Fazodagi F  to‘plam elementar sohaning topologik 

akslantirishdagi aksi bo'lsa, uni elementar sirt deb ataymiz.

Elementar sirt uchun cheksiz ko‘p parametrlash usullari mavjuddir. Birortn 

to'plammng elementar sirt ekanligini ko‘rsatish uchun, uning birorta 

parametrlash usulini ko'rsatish kerak.

Agar F  sirt (f ,G ) parametrlash usuli bilan berilib, (u,v)eG uchun / ( v. v) 

nuqtaning koordinatalari x(u\v),y(u\v),z{u:v) ko‘rinishda belgilasak,

x = x(u,v)

■y = y(u,v) (1) 

z  =  z ( m , v )

sistema F sirtning parametrik tenglamalar sistemasi deyiladi.

1.2-Ta'rif Fazodagi bogianishli F  to’plamga tegishli har bir nuqtaninn 

birorta atrofida F elementar sirtga aylansa, F  sodda sirt deyiladi

Agar biz r(u,v)= {x(u;v),y(u'v),z(u,v)J vektor funksiyam kiritsak ( li 

tenglamalar sistemasini bitta

r-r(u,v), (u,v)eG  (2)

vektor tenglama yordamida yoza olamiz. Bu tenglama F sirtning vrklm 

ko‘rinishdagi tenglamasi deyiladi.

Bizga G cR ' ochiq to‘plam va G da aniqlangan silliq h'(x,v.i) ItinkHv* 

berilgan boisin. U holda F  = {(x\y,z) e G \f(x\y,z) = 0} to'plnm I 

funksiyaning sath to‘plami yoki sirti deyiladi. Agar gradf * 0 ho'Uu I «ill 

haqiqatdan ham, sodda sirt boiadi.

1.3-Ta’rif. Berilgan F  sirt uchun unga tegishli ixtiyoriy (iui|ln йКнМйй 

(/,G) parametrlash usuli mavjud boiib, bunda r(u,v),>‘(M,V), flNiV)
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lunksiyalar uzluksiz xususiy hosilalarga ega va
xu Уи

4 ' yv
matritsaning

rangi ikkiga teng bo'lsa, F  sirt regulyar sirt deyiladi, parametrlash usuli esa 

regulyar parametrlash deyiladi.

Sirtning regulyarlik shartim r„,rv |*0 ko'rinishda ham yozishimiz

mumkin.

1-Tasdiq. Bizga G  sohada aniqlangan silliq x(u,v),y(u,v),z(u,v) funksiyalar

berilgan bo'lib, har bir nuqtada rang -- 2 tenglik o'rinli bo'lsa,

(u,v) e G

' \ Уи z.

Kx, >v -г,

X = х (и ,v)

• y = y(u,v)

[z = z(u,v)

sistema regulyar sirtni amqlaydi

2-Tasdiq. Regulyar F  sirt unga tegishli p(u„,v0) nuqta atrofida,

x = x(m,v)

• y = y (“,v), (u,v)eG 

z = z ( m , v)

x у
parametrik tenglamalar yordamida berilib, p nuqtada determinant

noldan farqli bo'lsa, shunday silliq f(x,y) funksiya mavjudki, p nuqtaning 

atrofida F  sirt г = / (x,y) funksiyaning grafigidan iboratdir.

Izoh. Biz regulyar sirtlaming parametrlash usulini tanlagammizda har doim 

xv, yu, vv, z„,zv hosilalar mavjud va uzluksiz bo'lishini talab qilamiz.

Misol va masalalar yechish namunalari

1-masala. xOz tekisligida Oz o'qini kesmaydigan x = <p(u), z = ц/(и) chiziq 

berilgan. Bu chiziqni Oz o'qi atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma 

sirtmng tenglamasi tuzilsin.

Yechish Umumiylikka ziyon yetkazmasdan, berilgan x = q>(u), z = «//(и) 

chiziq uchun </>(u)>0 shart o'rinli deb faraz qilamiz. Egri, chiziqli koordinatalar 

sifatida ZXOP = v burchakni va berilgan chiziqning и parametrini olamiz (16- 

rasm). Chiziq ustidagi har bir L(u) nuqta markazi Oz o'qida yotgan va radiusi 

x = <p(u) ga teng bo'lgan aylanani chizadi: MA = OP = tp(u) ,

Koordinat chiziqlari: и = const - parallellar (aylanalar), v = const - meridianlar 

bo'ladi. Sirtmng vektor tenglamasi:

r = <p(u)cosvi + (p(u) sin vj +ц/(и)к,
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Koordinat koiinishdagi tenglamalari esa:

x = tp(u)cos v, у - <p(i/)sin v, z = V'O')

Berilgan chiziq bilan aylanma sirtning uchinchi koordinatasi bir xildir, 

chunki chiziq Oz o'q atrofida aylanmoqda

2-masala. Oz o'qqa peфendikular AB to‘g‘n chiziqning shu o‘q atrofida 

aylanishidan va shunmgdek, aylanish burchagiga proporsional tezlik bilan Oz 
bo'ylab siljishidan hosil bo'lgan sirt to'g'ri gelikoid deyiladi. To'g'ri 

gelikoidning tenglamasini tuzing.

Yechish. Koordinatalarni quyidagcha tanlaymiz (17-rasm):
MA = u, ZXOP = v 

Shartga ko'ra OA-av, bunda a = const. Koordinata chiziqlan 

и = const-vint chiziqlari, v = const -yasovchilar (harakatianuvchi to ц n 

chiziqlar)dan iborat bo'ladi.

1-masaladan foydalnib gelikoidning vektor tenglamasi 

r = и cos vi + и sin vj + avk,

parametrik tenglamalari esa
x - i/cosv, у = «sin v, z = av 

ko'rinishda bo'lishini hosil qilamiz.
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Misol va masalaiar

1 Ushbu x = sin u, z = u tenglama bilan aniqlangan xOz tekisligida Oz 

o'qini kesmaydigan chiziq berilgan. Bu chiziqni Oz o'qi atrofida aylantirishdan 

hosil bo'lgan aylanma sirtning tenglamasi tuzilsin.

2 Quyidagi x = a + bcosu, y = 0, z= bs inu (  0 < b < a ) chiziqning Oz o'qi 

atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma sirt (tor)ning tenglamasi tuzilsin.

3 Quyidagi x-ach-, y = 0, z = u chiziqning Oz o'qi atrofida aylantirishdan
a

hosil bo'lgan aylanma sirt (katenoid)ning tenglamasi tuzilsin.

4. Traktrisani x = asm u , _v = 0, z = a ( l n + cosu) Oz o'qi atrofida

aylanttrishdan hosil boigan aylanma sirt (psevdosfera)ning tenglamasi tuzilsin.

x2 v2
5. Koordinata o'qlari silatida —  = 2z giperbolik paraboloidning to'g'ri

u' b

chiziqli yasovchilarmi olib, uning parametrik tenglamalari tuzilsin. Agar sirt 

tenglamasi z = pxy ko'rinishda olinsa, bu tenglamalar qanday ko'rinishni oladi?

6 Yasovchilari Oz o'qiga parallel, yo'naltiruvchisi r = f(u), у = <p(u),z = о 

chiziqdan iborat silindrik sirtning parametrik tenglamasi tuzilsin.

7. Giperbolik va parabolik silindrlaming parametrik tenglamalari tuzilsin

8 . Yasovchilari i  vektorga parallel, yo'naltiruvchisi p- p(u) chiziqdan 

iborat silindrik sirtning tenglamasi tuzilsin.

9. Yasovchilari a(l,2,3) vektorga parallel, yo'naltiruvchisi x = u, y = u2,z = u’

17-rasm
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chiziqdan iborat silindrik sirtmng parametrik tenglamasi tuzilsin

10. Yasovchilari a(-1,3,-2) vektorga parallel, yo'naltiruvchisi

x = cos и, у = sin a, z = 0 chiziqdan iborat silindrik sirtmng oshkormas 1епц1ити»1 

tuzilsin.

11. Yo'naltiruvchisi a(I,m,n) vektorga parallel silindrik sirtmng 

/ (nx ~ Iz,ny - mz) = 0 ko'rinishda bo‘lishi isbotlansin.

12. Yasovchilari a(l,m,n) vektorga parallel, yo'naltiruvchisi x2+y‘ ay, 

z = 0 chiziqdan iborat silindrik sirtning tenglamasi tuzilsin.

13. Quyidagi * = Зи + v2 +1, у - 2u + v1 - 1, z - -u + 2v sirtning

a) silindrik sirt ekanligi isbotlansin;

b) biror yoiialtiruvchi chizig‘ining tenglamasini yozing;

c) M(u = 2,v = 3) nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziqli yasovchisini toping

14. Uchi M(a,b,c) nuqtada bo'lgan va yo'naltiruvchisi

* = К и).У = chiziqdan iborat konusnmg parametrik va oshkormas

ko'rinishdagi tenglamalari tuzilsin.

15. Ushbu M(a,b,c) nuqtadan o'tib, y2 = 2x, z = 0 parabolani kesuvchi 

to'g'ri chiziqlardan hosil bo'lgan konusning tenglamasi tuzilsin.

16. Uchi M(-1,0,0) nuqtada bo'lgan konus 2y2 + z2 = 4* paraboloidga lashqi 

chizilganligi ma’lum. Konusnmg tenglamasi tuzilsin.

17. Quyidagi Л(4,2,3), Я(1,4,-2) nuqtalaming x = и + v, у = и - v, z uv sirtga 

tegishliligi tekshirilsin.

18. Quyidagi x = и + sin v, у = и + cos v, z -u  + a tenglama bilan qundiiy 

sirt beriladi0

19. Quyidagi x = xq + a cos и cos v, у = y0 + h cos и sin v\ z ■ zq + sin и 

parametrik tenglamalar bilan berilgan sirtning oshkormas tenglamasi tuzilsin

20. Quyidagi x = - ~ —г , у = V , г = 1 va
U +V U + V и + v

x = и cos v, у = и sin v, z = u tenglamalar bitta sirtni aniqlashi isbotlansin

Tekislikdagi quyidagi koordinata chiziqlanning ko'rinishlari aniqlansin

21. x = и, у = v, z = 0 ;

22. x = и cos v, у = и sin v, z = 0 ;

23. x = cos uchv, у = sin ushv, z = 0 .

24. Bir pallali giperboloidning parametrik tenglamalarim

x = a uv + l v -h ll —-' z - ——\ ko'rinishda yozish mumkinligi isbotlansin 
u  + v ' U + V U + V

Keltirilgan parametrlash usulidagi sirtning koordinat chiziqlarim aniqlang

25. Aylanma silindming koordinat chiziqlari

a) vint chiziqlari va aylanalardan;
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I») vint chiziqlari va to'g'ri chiziqli yasovchilardan;

c) lkkita vint chiziqlar oilasidan 

iborat bo'ladigan parametrik tenglamalari tuzilsin.

26. Berilgan p = p(u) chiziqning urinmalaridan hosil bo'lgan shaklning 

parametrik tenglamalari tuzilsin. Bu yerda u- tabiiy parametr.

27. Berilgan p - p(u) chiziqning bosh normallaridan hosil bo'lgan 

shaklning parametrik tenglamalari tuzilsin. Bu yerda u- tabiiy parametr.

28. Berilgan p = p(u) chiziqning binormallaridan hosil bo'lgan shaklning 

parametrik tenglamalari tuzilsin. Bu yerda и - tabiiy parametr.

29. Vint chizig'ining x =  « c o s m ,  у = asinu.z - bu urinmalaridan hosil bo'lgan 

shaklning parametrik tenglamalari tuzilsin.

30. Vint chizig'ining x = acosu, y = asinu,z =hu bosh normallaridan hosil 

boigan shaklning parametrik tenglamalari tuzilsin.

31. Vint chizig'ining x = acosu, у = asinm ,z  = bu binormallaridan hosil 

bo'lgan shaklning parametrik tenglamalari tuzilsin.

2 §. Sirtning urinma tekiksligi va normali. Sirtlar oilasi. O'rama

Ushbu paragrafda sirt turli tenglamalar yordamida berilgan holda uning 

urinma tekisligi va normalining tenglamalarini tuzishga doir misol va masalaiar 

keltiriladi. Bundan tashqari, sirtlar oilasining oramasiga doir misollar ham o'rin 

olgan.

Asosiy tushunchalar

2.1-ta'rif. Berilgan Ф  sirtning p(ua,v0) nuqtasidan o'tuvchi va Fu(uQ',VQ),

^v(Mo’ vo) vektorlarga parallel tekislik p nuqtadagi urinma tekislik deb 

ataladi.

Unnma tekislik ta'riiida sirtning parametrlanish usuliga bog'liq fu va fv 

vektorlar qatnashishiga qaramasdan, urinma tekislik tushunchasi sirtning 

parametrlash usuliga bog'liq emasligini quyidagi tasdiq ko'rsatadi:

Tasdiq. Bizga sirtning p(uu',vu) nuqtasidan o'tuvchi к tekislik berilgan 

bo'lib, (/-sirtning p ga yaqm nuqtalaridan biri, d  - p va q nuqtalar orasidagi 

masofa, h- q nuqtadan n tekislikgacha bo'lgan masofa bo'lsin. U holda n 

tekislik p nuqtadagi urinma tekislik bo'lishi uchun,

( * )
ч -* р  a

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir (18-rasm).
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2.2-ta'rif. Berilgan Ф  sirtning p(u0\v0) nuqtasidan o'tuvchi vu шпини 

tekislikka perpendikular to‘g‘ri chiziq sirtning p nuqtadagi noriimll «1**1* 

ataladi.

Regulyar F sirt r = r(u,v) tenglama bilan aniqlansa, uning M(u„,v„) 

nuqtasida o'tkazilgan urinma tekisligi tenglamasi

(R -Г (u0,V0) j u(u0,V0),rv(u0,V„)) mO,

normali tenglamasi

^  ; V„) + я [f (un, Vn \ r  (w„, V„)] ( л -parametr)

ko'rinishda bo'ladi.

Regulyar sirt parametrik tenglamalar yordamida, ya’ni,

x = x(«,v)

■ у = y(ti,v) , (k,v) g G 

z = z(u,v)

sistema yordamida aniqlangan bo'lsa, M (uq ,Vq ) nuqtasida o'tkazilgan 

urinma tekisligi tenglamasi

X-x{u0-v0) Y~y(u0,v0) Z - z ( m 0 ; v 0 )

* u («o ;vo) ^ ( « o ^ o )  2«("o>vo)

•*v("o;vo) yAu o ;vo) zv(u0;v0) 
normali tenglamasi esa

X-x(»q;vq) _  Y-y(u0- v0) Z-z(hq;v0)

= 0 ,

o;vo) zu(«o;vo) -u("o.vo) ^»("o;vo) M «o;vo) У, /(«o.i’o)

yv("o;vo) zv("o;vo) Zv(«o;>'o) *v(«0.v0) |*v(«o;vo)
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ko'rinishda bo'ladi.

Regulyar sirt f(x ,y ,z) = 0 tenglama yordamida aniqlangan bo'lsa,

M (xa,yu,zu) nuqtasida o'tkazilgan urinma tekisligi tenglamasi

{X-x„)f.(x0,yu,=J + (y - Уо)fy(■*„,y0,2о) + (Z - Z„)/;(xo,yo,Za) = 0, 

normali tenglamasi esa

Х-Ъ) _ Y-y0 _  Z-z0 

Л(*о;Л).го) fy(x0;y0;zQ) / г(*о ,y0,zQ)

ko'rinishda bo'ladi.

2.3- ta’rif. Bizga bir (ikki) parametrli sirtlar oilasi berilgan bo'lsin, ya m 

sirt tenglamasida bitta (ikkita) parametr qatnashsm. Ba’zan bunday oila uchun 

o'zining har bir nuqtasida oila sirtiga unnadigan va shu urinish nuqtalaridan 

tashkil topgan sirt mavjud bo'ladi. Bunday sirt berilgan oila uchun o'rama 
deyiladi.

x = x(C)

Bir parametrli F(x,y,z,C) = 0 sirtlar oilasining • у = у (С) o'ramasi

z = z(C)

x = x(C)

y = y(C) fimksiyalar ushbu

z = z(C)

mavjud bo'lsin deb faraz qilamiz. U holda

\F(.x, y,z,C) = 0
< tenglamalar sistemasim qanoatlantirishi kerak. Bu sirt
[Fc\x,y,z,C',C) = 0 
disknminant sirti deyiladi.

Ikki parametrli F{x,y,z,C\,C2 )~ 0 sirtlar oilasimng

x = х(С„С2) 

у = у (С ,С 2) 

z = z(Cl,C2)

o'ramasi mavjud bo'lsa, u holda

x = x(C„Ct)

у = y(C\,C2) funksiyalar ushbu 

z = z(C„C2)

F(x,y,z4C„<\) = 0

• Fc (x,y,z,C,,C2) = 0 tenglamalar sistemasini qanoatlantirishi kerak.

[F,i ( x ,y , z , r , / ’1) = 0

Demak, sirtlar oilasining o'ramasini diskrimmant sirti orasidan topiladi 

Xuddi chiziqlardagi kabi o'rama aniqlanadi.
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Misol va masalalami yechish namunalari

1-masala Ushbu x2 + 2y2 +z2 = 1 sirtning x-y + 2z = 0 tekislikka parallel 

urinma tekisligining tenglamasini aniqlang. Topilgan urinma tekisliknmg urinish 

nuqtasidagi sirtning normali tenglamasi tuzilsin.

Yechish. Ma’lumki, F(x,y,z)= 0 tenglama bilan berilgan sirtning (x0,ya,z0) 

nuqtadagi urinma tekisligi tenglamasi

(x-x0)Fx(x0,y0,z„) + (y-y0)Fy(x0,y0,z0) + (:- z0)F!(x0,y0,z„) = Q

formula yordamida topiladi. Demak, berilgan sirtning (x0,y0,z„) nuqtasidagi 

urinma tekisligi (x-x0)x0+{y-y0)2y0+(z-z(l)z0 =0 ko'rinishda bo'ladi. Masala

shartiga ko‘ra, = munosabatni hosil qilamiz. Urinish nuqtasi sirtga

Icgishli boiganligi uchun, x2 + 2y\ + z\ = 1 tenglikka egamiz. Bulardan

(x0,yll,z0) = ̂ ±J-^, + ±2^у^'j nuqtani topamiz. Urinma tekisliklar

tenglamalari esa х-у + 2г±^^-~° ko'rinishda bo'ladi. Endi, normal 

tenglamasini tuzamiz:

У-Уо

Fx(xa,y0,z0) Fy(x,,y0,z0) Ft(x0,y0,z0) 

tormuladan foydalanib, I ±2J n  nu4ta^a8* normali tenglamalari

' “ i n=--- J-1-*- ekanini hosil qilamiz.
1 - 1 2

2-masala. Markazlari p = p(s) chiziqda yotgan va radiuslari o'zgarmas 

bo'lgan sferalar oilasining o'ramasini toping (19-rasm).

e>= Ж )

19 — rasm

Yechish. Ma’lumki, sferaning vektor tenglamasi

[? - p(.v)]: - a2 =0 (a = const)
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bo'ladi Bu tenglamani ,? parametr bo'yicha differensiallab xarakteristika va 

qaytish qirrasi mos ravishda

[r - p(.v)]2 - a 2 = 0, [r -  p(s)]f = 0 (*)

(r - p )‘ = a2 ,(r - p )f  = 0, ( r - p)kv -1 = 0 (**) 

bo'lishini topamiz. (*) tenglikdan ko'rinadiki, oila xarakteristikalari: 

sferalarning p = p(.v) chiziq normal tekisliklar bilan kesishish chiziqlaridan 

iboratdir Shunday qilib, o'rama sirt aylanalardan tuzilgan. (**) dagi uchinchi 

tekislik p  = p (s) mng bosh normaliga perpendikular bo'lib, p(s) nuqtadan к 

masofada turadi va (**) dagi ikkinchi tekislik bilan p = p(.vj mng egrilik o'qi 

(binormalga parallel bo'lib, yopishma aylana markazidan o'tuvchi to'g'ri chiziq) 

bo'ylab kesishadi. Oilaning qaytish qirrasi esa p = p(j)nmg egrilik o'qlari bilan 

sferalarning kesishish nuqtalaridan tuzilgan va p = p(j) ga “рага11еГ’ bo'lgan 

ikkita chiziqdan iboratdir. Qaytish qirrasining tenglamasim (**) tenglikdan 

foydalamb topamiz:

Misol va masalalar

1. Berilgan sirtning M nuqtasidan shu sirtda yotuvchi biror to'g'ri chiziq 

o'tsa, bu to'g'ri chiziq sirtning M nuqtasidagi urinma tekisligida yotishi 

isbotlansin.

2. Ushbu x = u + cosv,y = и - sin v,z = Ли sirtda M(u = l,v = —) nuqta 

berilgan,

a) и = l,v = ^ chiziqlarga M nuqtada o'tkazilgan urinma to'g'ri chiziq va 

normal tekislik tenglamalari yozilsin;

b) i< = l,v = n chiziqlar orasidagi burchak topilsin;

c) u = sm v chiziqqa M nuqtada o'tkazilgan urinma to'g'ri chiziq и = l 

chiziqqa shu nuqtada o'tkazilgan urmma bilan ustma-ust tushishi isbotlansin.

3 Vint chizig'ining x = acosu, у = asinu,z = bu unnmalaridan hosil 

bo'lgan sirtning ixtiyoriy nuqtasida o'tkazilgan normali Oz o'qi bilan o'zgarmas 

burchak tashkil etishi isbotlansin.

4. Ushbu x = 2u - v,y = u2 + v2,z = u2 - v2 sirtga M(3,5,7) nuqtada 

o'tkazilgan urmma tekislik tenglamasi tuzilsin.

5. Ushbu x = и + v,y = и - v,z = uv sirtga M(u= 2,v = l) nuqtada o'tkazilgan 

urmma tekislik va normal to'g'ri chiziq tenglamalari tuzilsin.
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6. Ushbu x = и,у - и2-2uv,z = иъ-3u2v sirtga М (1,3,4) nuqtada 

o'tkazilgan urinma tekislik va normal to'g'ri chiziq tenglamalari tuzilsin

7. Berilgan M(u = l,v = nuqtada x = ucosv, у - «/sin v,z = и sirtga

o'tkazilgan urinma tekislik, normal to'g'ri chiziq va и - 2 chiziqqa o'tkazilgan 

urinma tenglamalari tuzilsin.

Quyidagi sirtlarga ko'rsatilgan nuqtalarda urinma tekislik va normal 

to'g'ri chiziq tenglamalari tuzilsin:

8. z = x1 + y' M(l;2;9) nuqtada;

9. x2 + y2 + z2 = 169, л/(3;4;12) nuqtada;

10 x2 -2y2 -3z2 = 4, A/(3;l;-l) nuqtada,

x2 У2 z2
11. —  + -LI +-2 = l,M (x 0;y0;z0) nuqtada; 

a h с

12. x - и cos v, у = и sin v, z = av, ixtiyoriy nuqtada.

Quyidagi sirtlarga ko'rsatilgan nuqtalarda urinma tekislik tenglamalari 

tuzilsin:

13. x = asm и cosv, у = a sin «sin v,z = a(ln/g — + cos«) ixtiyoriy nuqtada;

3 4
14. x = (7 + 5cosi/)cosv, у = (7+ 5 cos и) sin v, z = 5 sin f/, cosh = cose»—,

0 <и,v<^ j  munosabatlar o'rinli bo'ladigan M(u,v) nuqtada

15. Ushbu xyz = 1 sirtning x + y + z = 0 tekislikka parallel urinmn tekislik 

tenglamasi tuzilsin

16. Ushbu xyz = a’ sirtning urinma tekisliklari koordinata tekisliklari bilan 

o'zgarmas hajmli tetraedr hosil qilishi isbotlansin.

17. Konusning ixtiyoriy nuqtasida o'tkazilgan urinma tekislik uning 

uchidan o'tishi isbotlansin.

18. Ushbu z = .r’ + y1 sirtga M(a-a;0) nuqtasida o'tkazilgan urinma 

tekisliklar dasta hosil qilishi isbotlansin.

19. Quyidagi x = (a + AcosH)cosv, у = (a + A cos u) sin v,z = bsintt torning 

normali Ax + By + Cz + D = 0 tekislikka perpendikular bo'ladigan nuqtalarini 

toping.

20. Quyidagi x" +y" +z”-d' = 0 sirtning M(a,b,c) nuqtasida o'tkazilgan 

urinma tekislik koordinata o'qlarini mos ravishda A,B,C nuqtalarda kesishi

ma’lum (a,b,c.d- musbat sonlar). U holda °  н— -— + C =1 tenglikni
| О A I | OB | | ОС |

isbotlang.
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21 Quyidagi f(x-az,y-bz)=o sirtning ixtiyoriy nuqtasida o'tkazilgan 

urinma tekisligi berilgan biror yo'nalishga parallel bo'lishi isbotlansin.

22. Berilgan r = x<pf—j  sirtning urinma tekisliklari koordinata boshidan 

o'tishi isbotlansin

23. Quyidagi z = tg(xy\ x2 -y2 -a sirtlarning kesishish nuqtalarida 

ortogonalligi isbotlansin.

Quyidagi sirtlar oilalarining juft-juiiti bilan ortogonalligi isbotlansin 

( А, ц,v - oilalarning parametrlari):

24. 4x + y2 + z2 = А, у = цг, y2 + z2 = ve“;

25. x2 + y2 + z2 = A, x2 + y2 + z2 = fjy, x:2 + y2 + z2 = vz;

26. xy= Az2, x2 + y2 + z2 = ц, x2 + y2 + z2 = v(x2 - y2).

27. Ushbu x = и cos v, у = и sin v, z = /(v ) + au sirt ustidagi v = c 

chiziqning ixtiyoriy nuqtasidan o'tkazilgan urinma tekislik biror to'g'ri 

chiziqdan o'tishi isbotlansin.

28. Sirtning barcha normallari berilgan biror nuqtadan o'tsa, bu sirt sfera 

yoki sfera ustidagi soha ekanligi isbotlansin.

29. Aylanma sirtning normali meridianning bosh normali bilan ustma-ust 

tushishi va aylanish o'qini kesib o'tishi isbotlansin.

30. Barcha normallari bitta to'g'ri chiziqni kesuvchi sirt aylanma sirt 

ekanligi isbotlansin.

31. Quyidagi yz = x, xz = y + \ chiziq z-xy  sirt bilan jW(0,-1,0) nuqtada 

ikkinchi tartibli urinishga ega ekanligi isbotlansin.

32. Quyidagi x - t3,y = t1 +2t, z = t2 chiziq x2 + y2 = x{y + z) sirt bilan 

M (0,0,0) nuqtada urinish tartibi aniqlansin.

33. Ikkinchi tartibli sirt bilan kamida ikkinchi tartibli urinishga ega bo'lgan 

to'g'ri chiziq sirtda yotishi isbotlansin.

34. O'zinmg har bir nuqtasida yopishma tekisligi bilan kamida uchinchi 

tartibli urinishga ega bo'lgan chiziq yassi ekanligi isbotlansin.

Quyidagi sirtlar oilalarining o'ramasi topilsin:

35 x2 + y2 +(z-C)2 =1;

36. x + C 2y + z - 2C = 0;

37. (x - ( ')J + (у - C)2 + (z - С)2 = С 2, (С *  0);

38. Diskriminant sirti chiziqdan iborat bo'ladigan sirtlar oilasiga misol 

keltiring.

39. Diskriminant sirti nuqtadan iborat bo'ladigan sirtlar oilasiga misol 

keltiring.

40. Quyidagi (x-C)2 + y1 + z1 =1 sferalar oilasining o'ramasi va
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xarakteristik chizig'i topilsin. Hosil bo'lgan o'ramaning qaytish qirra.u 

mavjudmi?

x 2 V2
41. Quyidagi —̂  + =̂ - = 1, z = 0 ellipslaming simmetriya o'qlaridan biriga

parallel vatarlarini diametr qilib sferalar yasalgan. Bu oilaning o'ramasi topilsin

x2 v2
42. Q uy idag i---*V = 1. z = о giperbolalarning simmetriya o'qlaridan

a h
biriga parallel vatarlarini diametr qilib sferalar yasalgan. Bu oilaning o'ramasi 

topilsin.

43. Quyidagi xsm a ~ vcos« + z = (bu yerda h = const, a - paramctr) 

tekisliklar oilasining qaytish qirrasi topilsin

44. O'ramasi x2 + y2 ~a2z2, (z + 0) konusdan iboral bo'ladigan sferalar 

oilasi topilsin.

45. Markazlari x2+y2=b2,z  = 0 aylanada joylashgan n radiusli sferalar 

oilasining o'ramasi, xarakteristik chizig'i va qaytish qirrasi topilsin

46. Ushbu

l ( x ~ C ) 2 + (y -  r Y  + z ! -  R : J l(x - C ) 2 + 0 ’ + я  У  + z 2 -  R -  J= ° ( v ’ * z ’ *  o) 

sirtlar oilasining o'ramasi, xarakteristik chizig'i va qaytish qirrasi topilsin.

47. Fazoviy chiziq yopishma tekisliklari oilasining o'ramasi va 

xarakteristik chiziqlari topilsin. Bu oilaning qaytish qirrasi mavjudmi?

48. Fazoviy chiziq normal tekisliklari oilasining o'ramasi, xarakteristik 

chiziqlari va qaytish qirrasi topilsin.

49. Fazoviy chiziq to'g'rilovchi tekisliklari oilasimng o'ramasi, 

xarakteristik chiziqlari va qaytish qirrasi topilsin.

50. Markazlari z = 0 tekislikda yotgan, o'zgarmas a radiusli sferalar 

oilasining o'ramasi topilsin.

51. Berilgan sirtning barcha urinma tekisliklari unga chiziqlar bo'yicha 

urinsa, bu chiziqlar to'g'ri chiziq yoki uning qismi ekanligi isbotlansin

52. Berilgan n ta nuqtagacha masofalar yig'indisi o'zgarmas bo'lgan 

tekisliklar oilasining o'ramasi topilsin.

53. Koordinata tekisliklari bilan kesishib, hajmlari teng tetraedrlarm 

ajratgan tekisliklar oilasining o'ramasini toping,

54. Markazlari x()y tekislikda yotgan o'zgarmas radiusli sferalar o'ramasini 

toping.

55. Yarim o'qlarining yig'indisi o'zgarmas bo'lgan ellipsoidlar oilasining 

o'ramasi topilsin.

56. Markazlari usbu r=ae(i)+btk vint chiziqda yotgan o'zgarmas radiimh 

sferalarning o'ramasi va qaytish qirrasini toping

57. Diametrlari x2 +y2-2x = 0, z = 0 aylananing koordinatalar Ixwlmlmi 

o'tuvchi vatarlardan iborat sferalar oilasining o'ramasi va qaytish qmu«i 

topilsin.

58. Quyidagi xcosa-ysina+ z-aa =0 (bunda a - oila parametri),
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tekisliklar oilasining o'ramasi va qaytish qirrasi topilsin.

59 Ushbu (as(a)+ bk) r + ca = 0 tekisliklar oilasining qaytish qirrasi 

topilsin.

60. Quyidagi

a) xcosa + >'sina~zsmor = a;(a-parametr);

b) a2x + 2ay + 2z-2a = 0;(a-parametr) 

tekisliklar oilasining o'ramasi topilsin.

61. Yasovchilanning ortogonal trayektoriyasi ushbu 

x = a cos (p,y = bsa\<f>,z -0 ellipsdan iborat bo'lgan yoyiluvchi sirtning tenglamasi 

topilsin.

3 §. Birinchi kvadratik forma

Differensial geometnyaning sirtlami egish natijasida saqlanib qoladigan 

xossalami o'rganadigan bo'limi ichki geometriya deb ataladi. Icliki 

geometriyaga sirtning birinchi kvadratik formasi, sirt ustidagi chiziq yoyi 

uzunligi, sirt ustidagi chiziqlar orasidagi burchak, sirt ustidagi sohaning yuzasi 

kabi ko'pgina sirtning xarakteristikalari kiradi.

Asosiy tushunchalar

1.1-Ta ’rif. Ushbu ds2 = Edu1 + IFdudv + Gdv2 ifoda r = r(u, v) 

tenglama bilan berilgan sirtning birinchi kvadratik formasi 

E - - xl  + Уи + z\, /г = (г.'Г*) = х.\+УиУу+г.2у> G = rv2 =x2 +y2 +z2

birinchi kvadratik formaning koeffitsiyentlari deyiladi.

20 — rasm

Bizga Ф  sirtning (f,G ) parametrlash usuli

r  = F ( m ,v )
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tenglama yordamida berilib, sirtda u = u ( l ), v = v(t) (cnglniunlin IhUm > 

chiziq berilgan boisin. Berilgan у chiziqning, paramelrlarnmg vn I, «, 

qiymatlariga mos keluvchi nuqtalari orasidagi (20-rasm) yoyi u/.unliiii

l(y )|;> = } yjE ■ u '1 + I F  ■ и'v' + G ■ v,2clt

ty

formula bilan hisoblanadi.

Berilgan Ф sirtda p  — p it)  va p, = p is )  tenglamalar bilan regulyar 

chiziqlar berilgan bo‘lsin. Agar bu chiziqlar kesishsa (ya’ni p i t 0) = p x(Sn ) 

tenglikni qanoatlantiruvchi parametrlaming qiymatlari tn, s0 mavjud bo'lsa), 

p\t0), p[(s0) vektorlar orasidagi burchakni shu nuqtadagi egri chiziqlar 

orasidagi burchak deb ataymiz. Bu burchakning qiymatini w deb belgilasak, sit I 

ustida p — p it)  va p, = p,(s) tenglamalar bilan berilgan chiziqlar orasidam 

burchak (21-rasm) ushbu

___________Fu’(/0H (-vo)+F(ti'(i0 (.vu)+v'(t0)u\(s0))+fh'U„)v-; (x„)

+2Fu'(iri)v'(tg)+(t(v'(i(l)f ^'K(.Vo))2 +2/ '̂(,v,>'; (.„)+(;(,( (.v„))' 

formula yordamida hisoblanadi.

Bizga Ф sirtning (f,G ) parametrlash usuli

r = r(u,v)

tenglama yordamida berilib, D' czG yopiq sohaning Ф sirtdagi aksi I > hum
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yopiq bo'lsin. U holda, D sohamng yuzasi a  = IT VEG - F 2dudv formula

D‘

bilan topiladi.

Misol va masalalar yechish namunalari

1 -masala Ushbu konik x = avcosu,y = ivsin«,z = v sirtning birnchi 

kvadratik formasini toping.

Yechish. Xususiy hosilalami hisoblaymiz:

xu = -avsmu,yu = bvcosu.z = 0;

x„ = acosu,yu = />sin«;zv =1 

Birinchi kvadratik forma koeffisientlarini topamiz:

E = a2v2 sin2 u + b2v2 cos2 «;

F  = -a2vsin «cos« + A2vsin «cosh;

G = a2 cos2 « +b2 sin2« +1.

Demak, konik sirtmng birinchi kvadratik formasi 

ds2 = (a2v2 sin2« + b2v2 cos2 u)du1 + 2{-a2 sin«cos« +

+ A2vsm«cos« + (a2 cos2 u + b2 sin2« +1 )dv2 ko'rinishda bo‘lar ekan.

2 - masala x = cos« cos v - sin v,у = sin « cos v + cos«, z = и sirt ustida

« - 2cosv -1 = 0 chiziq yotadi Bu chiziqning A/0(3,0),jW,(1, K) nuqtalari

orasidagi yoyi uzunligini aniqlang.

Yechish. Chiziqning tenglamasini parametrik ko'rinishga keltiranuz. 

Bumng uchun v m i deb belgilasak « = l + 2cos? bo'ladi Chiziq parametrik 

tenglamalari « = 1 + 2cosr,v = t. Endi E,F  va G koeffisiyentlarim aniqlaymiz:

xu = -sm « cos v - cos«, 

yu = cosmcosv-sm«,

z. = 1,

.tv = - cos«sin v 

yv = — sin и sm v, 

zv = 0,

E = 2 + cos2 v;F = sinv,G = sin2 v.

^  va hosilalarm egri chiziq tenglamasidan foydalanib topishimiz lozim va

topilgan ^U- 2snW;^V =1 qiymatlami yoy uzunligi formasiga qo'yamiz: 
dt dt
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s = J -(2 + cos2 /)(-2sm/)2 + 2sm v(-2sm/) 1 t sin' *■ \>h
)

Nuqta chiziq bo'ylab harakatlanganda, ya’ni t paramctr o‘/gain«rttlii n vn 

v shu bilan birga E,F,G  lar ham o'zgaradi. Shuning uchun /. ,/ ,lt 

qiymatlarida и va v o'miga t ning chiziq tenglamasidan шш|1йп||йм 

qiymatlarini qo'yamiz. Chiziqning tenglamalandan /, va /, qiymulluiliit 

topamiz:

МДЗ,0) nuqtaga mos keluvchi parametrning qiymatini 3 = l + 2cos/.v i 

tenglamalardan topiladi: f, = 0  v a M ,( l,—) nuqtada 1 = 1 + 2cosf.v = /

tenglamalardan /, = 71 topiladi. Demak,

n n

s = J л/(2 + cos2 / ) • 4sin; t - 4sin21 + sm2 Idl = j '  5sin21 + 4sin21 cos2 tdl
0 0

= [л/5 + 4 cos21 sin2 tdl = -^ г ̂  cos/ 5 + 4C0S; , + ^ in(2cos/ +
I 2 2 2

+ -, 5 + 4 cos/7 )]02 = 1 (3 + 5 ln 5) 

ya’ni s = - (3 + 5 In 5).

3 - masala. Ushbu и + v, у = и - v,z = uv sirt ustida и = t,v = - ' / va
2

и = t, v = ^ I ~ 1 chiziqlar orasidagi burchakni toping

Yechish Berilgan chiziqlaming kesishish nuqtalarini topamiz 

Chiziqlaming berilgan tenglamalaridan t ni yo'qotish bilan hosil qilmgnu

u + 2v = 0, iv-2v-2  = 0 sistemani yechib, M 0( \ - - kesishish nuqtasim 

topamiz. Bu yerda t„ ning qiymati 1 ga teng. E,F,G  koeffitsiyenllaim 

chiziqlaming kesishgan nuqtasi M„(l-  -■) uchun hisoblaymiz:

x = 1, xv=\

У.= l  У ,=1

Z  — V ,  Z =11 ,
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E = 2 + v\E = -
4

F  = 1-1 + uv,F = - —
2

G = 2 + u\G = 3.

du dv 1
Birinchi chiziqning tenglamasidan —  = 1,—  - —. Ikkinchi chiziq

tenglamasidan ~ - = 1,— = . Topilgan qiymatlami chiziqlar orasidagi

3
burchaklami hisoblash formulasiga qo'yib, cos<p = - j=  ni hosil qilamiz.

л/35

Masala va misollar

Quyidagi aylanma sirtlaming birinchi kvadratik formasi topilsin:

1. x = f(u)cosv,y = /(w)sin v,z = g(u) aylanish o‘qi Oz bo‘lgan aylanm

sirt;

2. .r = Rcosucosv,y = tfcoswsm v,z = 7?sin и - sfera;

3. x - a cos и cos v,y = b cos и sin v, z = с sin и - aylanma ellipsoid;

4. x = achu cos v, у = ЛсЛм sin v, z = с.?/ш - bir pallali aylanma giperboloid;

5 x = ash и cos v, у = hshu sin v, z = cchu - ikki pallali aylanma giperboloic

6 x = и cos v, у — и sm v, z = u1 - aylanma paraboloid;

7. x = R cos v, у = R sin v, z = и - aylanma silindr;

8 . x = ucosv,y = «sin v,z = ku(u Ф 0) - uchga ega boMmagan aylanma 

konus,

9 x = (a + bcosu)cosv,y = (a + hcosu)smv,z = bsmu - tor. (0 <b<a),

10. x = ach U cos v,y = ach U sin v, z = и - katenoid;
a a

11. x - a sin u cos v,y - a sin и sin v,2 = u(ln lg-  ̂+ cos u)(u * —) - psevdosfera.

12. Ushbu x = и cos v, у = и sin v, z = ov to‘g‘ri gelikoidning birinchi 

kvadratik formasini toping.

13. Umumiy korinishda berilgan x = mcosv,_v = «sm v,r = f(u) + av 

gelikoidning birinchi kvadratik formasini toping.

14. Ushbu f  = f(u) (и - tabiy paramert) chiziq a) urinmalar; b) bosh 

normallari; c) binormallammg qismidan tashkil topgan S sirtning birinchi 

kvadratik formasini toping.

15. Ushbu z = z(x,y) sirtning birinchi kvadratik formasini toping.
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16. Quyidagi ifodalaming qaysilari biror sirt uchun birinclu kvmlmlik 

forma bo'la olmaydi?

a) ds2 = du2 + 4 dudv + dv2 ,

b) ds2 = du2 + Adudv + 4dv2

c) ds2 = du2 - 4dudv + 6dv2\

d) ds2 = du2 + A dudv - 2dv2\

17. Aylanma sirtda sirtning birinchi kvadratik formasi ds2 = du ‘ + ( i(u)»/*• 

ko‘rinishga keltirish mumkin bo'ladigan qilib egri chiziqli koordinatalarm 

tanlash mumkinligini isbotlang.

18. Sfera, katenoid, tor va psevdosferaning birinchi kvadratik formasini 

ds2 = du2 + G(u)dv2 ko'rinishga keltiring.

19. Sirt ustida berilgan koordinata chiziqlari bir oilasining ikkinchi 

koordinata chiziqlari oilasi yordamida ajratgan yoy uzunliklari teng bo'lsa, bu 

oilalar tashkil etgan to'r Chebishev to'ri deyiladi. Sirt ustidagi koordinat 

chiziqlari Chebishev to‘rini hosil qilishi uchun E„ = 0,Gu = 0 shartning 

bajarilishi zarur va yetarliligi isbotlansin

20. Sirtning birinchi kvadratik formasi ds2 = A(u,v)(du2 +dv2) ko'rinishda 

bo'ladigan egri chiziqli koordinatalar sistemasi izotermik deyiladi.

Psevdosferada izotermik koordinatalar sistemasim topmg.

21. Giperbolik paraboloid to'g'ri chiziqli yasovchilammg kesishish 

burchagi topilsin.

22. Ushbu z = - (дг2 +_v2) va :  = axy paraboloidlarmng xOy tekislikdagi

bitta sohaga proyeksiyalanuvchi sohalarinmg yuzaklari tengligmi isbotlang.

23. Aylanma sirt meridianlarini o'zgarmas a  burchak ostida kesuvchi 

chiziqlar (loksodromlar) tenglamalarini toping.

24. Sfera loksodromlarining tenglamalari tuzilsin.

25. Sirt ustida chiziqlar oilasi Adu + Bdv = 0 differensial tenglama bilan 

berilgan. Bu oilaga ortogonal trayektoriyalaming tenglamasi

(BE - AF)du + (BF - AG)dv = 0 differensial tenglama yordamida topilishi 

isbotlansin.

26. Konus to'g'ri chiziqli yasovchilarining ortogonal trayektoriyalarim 

toping.

27. Berilgan S sirt biror chiziq urinmalarining qismidan tashkil Юрцнп mrl 

bo'lsa, bu sirt to'g'ri chiziqli yasovchilarining ortogonal trayektoriyalarim 

toping

28. Oldingi masaladagi S sirtning to'g'ri chiziqli yasovchilarini о /цшинн 

a burchak ostida kesuvchi chiziqlaming differensial tenglamalarini toplti||

29. Sirt ustidagi cp{u,v) = const chiziqlar oilasining ortogonal 

trayektoriyalarming differensial tenglamalarini toping.

30. Berilgan x = Rcosucosv,y = ft cos м sin v,z = ftsm и nfn



« t v « const chiziqlar oilasi ortogonal trayektoriyalarining tenglamalarini 

toping.

31. Ushbu x — и cos v, у = и sm v, z = и + v gelikoiddagt и =Ce“ chiziqlar 

oilasining ortogonal trayektonyalari topilsin

32. Konus л; = и cos v, у = «sin v,z = « tenglamalar bilan berilgan. Berilgan 

konus ustidagi v = u2 + a ,a  = const chiziqlar oilasining ortogonal 

trayektonyalari topilsin.

33. Koordinat chiziqlari sifatida v = const chiziqlar va ulaming ortogonal 

trayektoriyalarini olib, x = u cos v, у = « sin v, z = « + v gelikoid tenglamasini 

tuzing.

34. Ushbu P(u,v)du2 + Q(u,v)dudv + R(u,v)dv~ =0 differensial tenglama 

yordamida amqlangan lkkala oilalaming о 'zaro ortogonal bo‘lish shartlarini 

keltinb chiqanng.

35. Ushbu du2 - {и' + a2)dv2 =0 differensial tenglama

-v = «cosv,у = «sin v,z = ov to'g’ri gelikoid ustida ortogonal to'mi aniqlashini 

isbotlang.

36. Berilgan z = axy sirt to'g'ri chiziqli yasovchilarining ortogonal 

trayektonyalari topilsin.

37 O'zining har bir nuqtasida koordinat chiziqlari orasidagi burchakni teng 

ikkiga bo'luvchi chiziqlar ushbu лiEdu ± iGdv - 0 differensial tenglamalar 

bilan aniqlanishim isbotlang.

38. Ushbu x = ucosv,y = «sin v,z = av to'g'ri gelikoidda koordinat 

chiziqlari orasidagi burchakni teng ikkiga bo'luvchi chiziqlarni toping.

39 Berilgan x - Rcosucosv,y = Rcosusmv,z = Rsmu sferaning 

parallellari va meridianlan orasidagi burchakni teng ikkiga bo'luvchi 

chiziqlammg tenglamasini toping.

40. Har bir nuqtada, berilgan z = axy sirt to'g'ri chiziqli yasovchilari 

orasidagi burchakni teng ikkiga bo'luvchi chiziqlaming tenglamasini toping.

41. Ushbu x = u2 + v2,y = u2 - v2,z = h v (| и  | +1 v 0)sirt berilgan.

a) Berilgan sirtning birinchi kvadratik formasini toping;

b) « = 2, v = 1, v = au chiziqlar uchun yoy uzunligining differensialini 

toping,

c ) v = au chiziqlaming и = 2, и = 1 nuqtalari orasidagi yoy uzunligi 

topilsin.

42. Ushbu x = ucosv,y = «sin v,z = av to'g'ri gelikoid ustidagi 

« + v = 0,«- v  = 0 chiziqlar orasidagi burchakni toping.

43. Birinchi kvadratik formasi ds1 = du2 +(«2 +a2)dv2 ko'rinishida bo'lgan

sirt ustidagi и = ± ~ , v = 1 uchburchakning ichk. burchaklar. va penmetr.
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topilsin

44. Birinchi kvadratik formasi ds2 = du2 + sh'udv1 ko'rinisluln bo 

sirtdagi i/ = \' chiziqning M }(u^v,),M2(u2,v2) nuqtalan orasidagi yoyl 

uzunligini toping

45. Birinchi kvadratik fonnasi ds2 = du2 +dv2 ko'rinishda bo'lgan niildn 

ustidagi v = 2m, v = -2и chiziqlar orasidagi burchakni toping

46. Ushbu x = ti cos v, у = и sin v, z = и2 sirtda berilgan v = i/ + l,v> I и 

chiziqlar orasidagi burchakni topmg

47. Ushbu x = u cos v, у = и sin v, z = av to'g'ri gelikoid ustidagi

у = 1п(г/±л/м! +a2) + C chiziqlaming M ](ul,vi),M 2(u2,v2) nuqtalarorasidnhi 

yoy uzunligini toping.

48 Ushbu x = a sin и cos v, у = a sin i/ sin v,z = a(\ntg ’ + cos//)

psevdosfera ustidagi v = ± aln/^” +C chizlqlamlng^V/i(г/,,v,),M,(I/:,,^,,)

nuqtalan orasidagi yoyi uzunligini toping.

49. Sfera ustida tomonlari sferaning katta aylanalan yoylandan iboiat 

to'g'ri burchakli uchburchak berilgan.U holda

a) uchburchakning yuzasi topilsin;

b) uchburchakning tomonlari orasidagi munosabat topilsin.

50. Ushbu x = u cos v,y = и sin v,z = av to'g'ri gelikoid ustidagi

и = 0,u = a,v = l,v = 1 chiziqlar bilan chegaralangan to'rtburchak yuzasi 

topilsin.

51. Ushbu .r = a cos v, у = isin v,z = и silindri sutning

a) birinchi kvadratik formasi;

b) и + v = 0,м - 2v = 0 chiziqlar orasidagi burchak,

c) и = v chiziqlar M,(ul,vl),M2(u2,v2) nuqtalar orasidagi yoyi uzunligi,

d) u±v = 0,v-2 chiziqlar bilan chegaralangan uchburchakning yu/usi 

topilsin.

52. Birinchi kvadratik formasi ds2 ~du2 +(u2 +a2)dv2 ko'nnishda bo'lgan 

sirtdagi и = ±av,v = 1 chiziqlar bilan chagaralangan uchburchakning vii/m.ni 

topilsin.

53. Viviani chizig'i bilan chegaralangan qavariq sfenk soha yuzasi topiUin

54. Umumiy uchga ega ikkita katta yarim aylanalardan tashkil topgan м>шкI 

sferik ikkiburchak deyiladi. Uchidagi burchagi q>0 bo'gan sferik ikkibutcliak 

yuzasi topilsin

55. Ixtiyoriy silindrik sirtni tekislikka yotqizish mumkin ekanligini 

isbotlang.

56. Ixtiyoriy konussimon sirtni tekislikka yotqizish mumkin rkanliuiHt 

isbotlang.
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57 Ixtiyoriy tekislikka yotqizish mumkin bo'lgan sirt biror chiziq 

unninalarining qisnndan iborat ekanligim isbotlang

58. To'g’ri gelikoidni katenoidga yotqizish mumkin ekanligim isbotlang.

59 Birinchi kvadratik formasi ds2(f(u) + g(u))(du2 + dv2 )korinishga 

keltirish mumkin bo'lgan sirtlat Luivill sirti deyiladi. Aylanma sirtga yotqizish 

mumkin bo'lgan sirt Luivill sirti bo'lishini isbotlang.

60. Ixtiyoriy aylanma sirtni tekislikka lokal konform akslantirish 

mumkinligini isbotlang.

61. Bir sirtni ikkinchi sirtga akslantirishda mos sohalaming yuzalari teng 

bo’lsa, bu akslantirish ekvireal deyiladi. Bir sirtni ikkinchi sirtga akslantirish 

konform va ekvireal bo’lsa, u holda bu akslantirish izometriya ekanligim 

isbotlang.

4 §. Sirtlarning sferik tasviri. Ikkinchi kvadratik forma

Sirtlaming sferik tasviri yoki sferik akslantirish tushunchasi yordamida ham 

berilgan sirtning Gauss egriligmi topish mumkin.

Differensial geometriyada sirt nuqtalannmg urinma tekislikdan 

chetlanishini aniqlashda yoki sirt nuqtalarim klassifikatsiyalashda sirtning 

ikkinchi kvadratik formasidan foydalaniladi. Bu paragrafda sirtlarning sferik 

tasvirini. ikkinchi kvadratik formasini, to'la va o'rta egriligini topishga doir 

misol va masalaiar keltirilgan.

Asosiy tushunchalar

Bizga Ф  sirt va uning (f ,G ) parametrlash usuli r=r(u,v) tenglama 

yordamida berilgan bo'lsin.

4.1-Ta ’rif. Ushbu ds2 = Ldu1 + 2Mdudv + Ndv1 ifoda r = r(u, v) tenglama 

bilan berilgan sirtning ikkinchi kvadratik formasi,

X UU У и и  Z UU l X UV y u v  Z UV\ X W  Уу\> z w

x u У  и z u I x u У  и 2 u | x u У  и z u

^  ^  X v y v 2 V \ . .  Xv y v 2 V \ _  Xv y v 2 V

L = (ruv,n) = — t , M = (ruv,n) = — , ' N = (ruv,n) =
V F.G-F tIeG-F2 \IEG-F2

ikkinchi kvadratik formamng koeffitsiyentlari deyiladi (22-rasm).

Berilgan Ф sirtning birinchi va ikkinchi kvadratik formalari 

koeffisiycntlaridan tuzilgan

A j E ( p )  F(pi\ B = [L(P) Mij])']

\ F ( p )  G { p ) ) ’  I M ( p )  N ( p ) J  

’lumki, det/l>0  bo'lganligi u 

matritsa mavjud. A matrisa uchun quyidagi tasdiq o'rinlidir.

matritsalarni kiritamiz. Ma’lumki, det A> 0 bo'lganligi uchun teskan A 1
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1-Tasdiq. A lB matritsaning xos sonlari haqiqiy bo*lib, ului Iihi 

bo'lganda ularga mos keluvchi xos vektorlar o'zaro perpcndikuluidii

22 — rasm

4.2-Ta’rif. Yuqoridagi matrisaning xos sonlarini Я,, A2 deb, xos vektorlarim 

e[,e2 kabi belgilangan bo'lsa, \ Aj munosabat bajarilganda e, va (;; 

vektorlar aniqlovchi to'g'ri chiziqlar p nuqtadagi bosh yo'nalishlar deb ataladi

4.3-Ta’rif. Ushbu munosabat bilan aniqlangan son Ф  sirtmng />
/(a,a)

nuqtadagi a yo'nalish bo'yicha normal egriligi deyiladi va к „(а) bilan 

belgilanadi.

2-Tasdiq. A 1В matritsaning xos e, va ёг vektorlar yo'nalishlari bo'yicha 

normal egriliklar mos ravishda shu matritsaning xos sonlariga teng bo'ladi Hosli 

yo'nalishlarga mos keluvchi normal egriliklar bosh egriliklar deb ataladi

4.4-Ta’rif. Regulyar Ф sirtnmg p nuqtasidagi bosh egriliklar kt,k7 bo'lsn,

к “Ь к
И = - 2 va К = kt k, ifodalar mos ravishda Ф sirtning p nuqtadagi o'ltn

va to'liq (yoki Gauss) egriliklari deb ataladi. Bosh egriliklar det|/f ХА (I 

tcnglamaning echimi ekanligini hisobga olsak

„  LN - M 2 Jr 1 EN - 2FM + GL
К = ------ — va H = ---------- ----

E G -F  2 E G - F 2

formulalami hosil qilamiz. Birinchi kvadratik forma musbat aniqlnngnni in Ihiii 

Gauss egriligining ishorasi LN - M 2 fodaning ishorasiga bog liqdn Agm /'" 

nuqtada K>0 bo'lsa. uni elliptik nuqta, K <  0 bo'lsa, giperbolik inujln, ««hi 

К = 0 boisa, p  ni parabolik nuqta deb ataymiz.
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23 —rasm

3-Tasdiq. Ixtiyoriy а e ТФ  urinma vektor uchun 

кп(а) = к, cos2 <p + k2 sin2 <p 

tenglik o'rinlidir. Bu crda ^,,^-bosh egriliklar bo'lib, aniqlik uchun kt > k2 deb 

hisoblaymiz.

Regulyar Ф sirtning p nuqtasini fiksirlab, ixtiyoriy unnma a vektor 

bo'yicha kn(a) normal egrilikni hisoblab, urinma tekislikda a yo'nalish

bo'yicha boshi p nuqtada joylashgan uzunligi ~ i= ga teng bo'lgan kesma olib,

VI *1
bu kesmalar uchlarining geometrik о ‘mini D ’yupen indikatritsasi deb ataymiz 

(23-rasm). Ta’rifdan foydalanib, D ’yupen indikatritsasi uchun ushbu 

| Ц  m„ , v„ )*2 + 2M( m„ , v0 )xy + N( u„, v0 )y2\= 1 

tenglamani hosil qilish mumkin. Demak, D ’yupen indikatritsasi ikkinchi tartibli 

chiziqdir. Shuning uchun, agar

a) I.N - M' > 0 bo'lsa, D ’yupen indikatritsasi ellips;

b) LN - M 1 < 0 bo'lsa D ’yupen indikatritsasi ikkita qo'shma giperbola;

c) I.N - A/‘ = 0 bo'lsa D ’yupen indikatntsasi 2 ta parallel to'g'ri chiziqdan 

iborat bo'ladi.

Misol va masalaiar yechish namunalari

1 - masala. Torning sferik tasvirim toping.

Yechish. Buning uchun torning parametrik tenglamasini olamiz:
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.г = (а + bcosu)cosv 

■ у  = (а + ftcosi/)sin v.O < 1/ < 2л-,0 < v $ 2гг,а > Ь • 0 

z = b sin и

So'ngra uning birlik normal vektonni topamiz:

Я = cos//cos vi + cos и sin vj + sin uk

Normal vektorning boshim koordinatalar boshiga keltirib uning iithlitti 

chizgan chiziqni aniqlaymiz. Paramertlarning o'zgarishim hisobga olsak. tommy 

sferik tasviri ikki marta qoplaydi. Toming eng yuqon va eng quyi parallcllmi 

mos ravishda sferanmg shimoliy va janubiy qutblariga o'tadi

2 - masala Ushbu z = f(x ,y) tenglama bilan berilgan sirtning ikkuu In 

kvadratik formasi aynan nolga teng bo'lishi uchun bu sirt tekislik yoki uning 

qismidan iborat bo'lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang

! Zxx = 0
Yechish Zaruriyligi Masalanmg shartiga ko'ra, <: z _ 0 sistemaninn

I = 0

yechimi tekislikni ifodalashini ko'rsatishimiz kerak Bu sistemadagi birinchi 

tenglamani mtegrallab, zx =a + <p(y) funksiyam hosil qilamiz Topilgan 

funksiyadan у bo'yicha hosila olib nolga tenglaymiz. Natijada. rn, = <p'{y) - <• 

va <p(y) = const munosabatlarni olamiz. Endi zx = a + (p(y) = a + h = i deb 

belgilash kiritib, oxirgi tenglikni mtegrallaymiz. Hosil bo'lgan z = cx + i//( v) 

ifodadan ikki marta hosila olib, nolga tenglash natijasida i//(y) funksiya chiziqli 

ekanligi kelib chiqadi. Nihoyat z = cx + dy+e ko'nnishdagi tekislik 

tenglamasiga kelamiz.

Yetarliligi Bizda z = ax + hy+c tenglama bilan tekislik berilgan bo'lsin 

Bunda ikkinchi kvadratik formaning

hisoblab, ulaming aynan nolga tengligini hosil qilamiz. Tasdiq isbotlandi

Quyidagi sirtlaming sferik tasvirim toping:

1. Sfeta

2. Ellipsoid

3. Elliptik paraboloid

4. Bir pallali aylanma giperboloid

5. Ikki pallali aylanma giperboloid.

6. Elliptik silindr.

N =  k o e f f i S  1 в П  1 1 а П  111

Masala va misollar
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7. Parabolik silmdr

8. Giperbolik silmdr.

9. Aylanma silindr.

10. Katenoid

11. Psevdosfera.

12. Tor.

13. y = x> silmdr.

14. To'g'ri gelikoid.

15. Fazoviy f  = t'U) chiziq urinmalarinmg qismlaridan iborat sirtning 

sferik tasvirini toping.

Quyidagi aylanma sirtlarning ikkinchi kvadratik formasini toping:

16. x = f(u)cosv,y = /(M)sin v,z - g(u) aylanish o'qi Oz bo'lgan 

aylanma sirt

17. x = Rcosucosv,y = Я cosi/sin v,z = R sm и - sfera.

18 x = a cos и cos v,y - a cos и sm v, z = с sm и - aylanma ellipsoid.

19. x = achu cosv,_y = achu sin v,z = cshu - bir pallali aylanma giperboloid.

20 t = ashu cos x\y = ash и sin v, z = cchu - ikki pallali aylanma 

giperboloid.

21.x  = wcos v,y = «sin v,z = u2 - aylanma paraboloid.

22. x = Я cos v.y = y^sin v,z = и - aylanma silindr.

23 x - и cos v, у = и sin v,z -ku (u * 0) - uchga ega bo'lmagan aylanma 

konus

24 r - (a + b cos и) cos v, v = (« + b cos u)smv,z = 6smu - tor (0 <b < a).

25 x^ach cosv,у -ach- sinv„z = v -katenoid.
2 2

26. x = «smMcosv,_y = asmusm v,z - a(lnf#^ + cosu),(u ^  - 

psevdosfera.

27. Ushbu x = cosv,^ = «smv,z = av - to'g'ri gelikoidning ikkinchi 

kvadratik formasini toping.

28. Tekislikning ikkinchi kvadratik formasi egri chiziqli koordinatalarm 

tanlashga bog'liq bo'lmagan holda aynan nolga teng ekanligini isbotlang.

29. Ushbu z = f(x,y) ko'rinishda berilgan sirtning ikkinchi kvadratik 

formasi aynan nolga teng bo'lsa, berilgan sirt tekislik yoki unmg qismi 

ekanligini isbotlang

30. Katenoid tenglamasini quyidagi

x = \lu2 +a2 cosv,y = л/и2 +a2 sinv,z = aln(u +V«J +a2) ko'rinishda 

bensh mumkinligini ko'rsatmg. Yuqoridagi parametrlash usulida katenoidnmg
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ikkinchi kvadratik formasini hisoblang va koordinat chiziqlarinmg noimnl 

egriliklanni toping.

31. Biror fazoviy chiziqqa o'tkazilgan urinmalaming qismlaridan ibornl .V 

sirt berilgan. Bu sirtning bosh egriliklanni toping.

xl v2 z2
32. Ushbu —--------- -1 = 0 ikki pallali giperboloidnmg uchlaridagi

a b с
bosh egriliklarini hisoblang.

33. Uchbu x = и cos v, у = ivsin v,z = av to'g'ri gelikoid bosh yo'nalishi va 

bosh egriligi topilsin

34. To'g'ri gelikoid bosh yo'nalishlari uning yasovchilari va vint chizig'i 

orasidagi burchakni teng ikkiga boiishini isbotlang.

35. Ushbu z = xy sirtning A/(l;l;l) nuqtasidagi bosh egriliklanni hisoblang

36. Ushbu x - + = 2z sirtning M(0;0;0) nuqtasidagi bosh egriliklanni
P 4

hisoblang.

37. Ushbu x = и cos v, у = и sin v,z = Am sirtning ixtiyoriy nuqtasida bosh 

normal kesimlaming bittasi to'g'ri chiziq ekanligini isbotlang.

x2
38. Berilgan v = —  sirtning

a) ixtiyoriy nuqtadagi;

b) berilgan sirt va z = * tekisliklar bilan kesishishidan hosil bo'lgan chiziq 

nuqtalaridagi, shu chiziqqa o'tkazilgan urinma yo'nalishida;

x1
c) M(2;2;4) nuqtadagi у = —- ,z = x2 chiziqqa o'tkazilgan urmma

yo'nalishidan normal kesiming egriligini toping.

39. Ushbu x = m2 +v2,y = M2 -v2,z = mv sirtda P(u = 1;v = 1) nuqta 

berilgan

a) Berilgan sirtmng P nuqtadagi bosh egriliklanni toping;

b) Ko'rsatilgan nuqtada bosh normal kesimga o'kazilgan PTX,PT2 

urmmalarnmg tenglamarini toping;

c) v = и2 chiziqqa o'tkazilgan urinmadan o'tuvchi P nuqtadagi normal 

kesim egriligini hisoblang.
9

40 Bizga z = 2x2 + - y 2 sirt berilgan bo'lsin

a) Sirtning koordinata boshidagi Dyupen indikatrisasi tenglamasini tuzing.

b) Koordinata boshidagi urmmasi Ox o'qi bilan 45" li burchak tashkil 

etuvchi normal kesimming egrilik radiusim toping.

41. Sirtning M  nuqtasidagi urinma tekisligida bir - biri bilan n ga teng
n

127



burchak tashkil etuvchi n ta to'g'ri chiziq o'tkazilgan. Agar berilgan to'g'ri

chiziqlarga urinuvchi chiziqlaming normal egnliklari bo'lsa,

* (  ̂ + * + ...+  ̂ ) = H munosabat o'nnli ekanligini isbotlang. 
n r r r

42. Aylanma ellipsoidmng uchidagi M  nuqtasida mumkin bo'lgan 

chiziqlar o'tkazilgan. Bu chiziqlaming M nuqtasidagi egrilik markazlandan 

iborat shaklni toping

43 Yoyiluvchan sirt barcha nuqtalaridagi to'la egriligi nolga tengligi bilan 

xarakteriamshmi isbotlang

44. Ikkinchi kvadratik formasi to'la kvadratdan iborat sirtlami toping

45. Aylanma sirtlaming bosh egrilik radiuslaridan biri normalning sirt va 

aylamsh o'qi orasidagi kesmasiga tengligini isbotlang.

46. 3 bob 3 § dagi 1-11 masalalarda berilgan sirtlaming to'la egriliklanni 

bosh egriliklar ko'paytmasi sifatida (kvadratik formalarini hisoblamasdan) 

toping

47. Parabolani direktnsa atrofida aylanishdan hosil bo'lgan sirtda

R = 2\RZ\ munosabat o'nnli ekanligi isbotlansin Bu yerda R ,Rz - bosh egrilik 

radiuslari

48. Sirt to'la egriligining izotermik koordinatalardagi ifodasini toping 

50 Birinchi kvadratik formasi

ds2 = du2 + e2"dv' 
ko'rinishda bo'lgan sirtning to'la egriligi toping.

x2 у 2
51. Ushbu —  + —~=2z paraboloidning to'la egriligim toping.

P 4

52. Birinchi kvadratik formasi ds2 = du2 + 2coswdudv + dv2 ko'nnishda

bo'lgan sirtning to'la egriligi К = formula yordamida hisoblanishini
sin со

isbotlang.

53 Ushbu F(x,y,z) = 0 tenglama bilan berilgan sirtning to'la egriligini 

hisoblang.

54 Binnchi kvadratik fomiasi ds2 = ko'rmishida bo'lgan
( a 2 + v 2 + c 2) 2

sirtning to'la egrilikgi o'zgarmas ekanligi isbotlansin.

55 Fazoviy chiziqqa o'tkazilgan bosh normallar(binormallar)ning 

qismlandan iborat sixtnmg to'la egriligini toping.

56 Ushbu x = ucosv,y = usmv,z = av - to'g'ri gelikoidning to'la va 

egriliklanni toping. Qaysi chiziqlarda to'la egrilik o'zgarmas bo'ladi?

57. Ushbu z = f(x ,y) sirtmng to'la va o'rta egriliklarini toping.

58. Ushbu z = / (p),p  = -,,jx2 + y2 aylanma sirtning to'la va o'rta
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egriliklanni toping

59 Radiusi a teng aylanma silindrning orta egriligmi toping

60. Egriligi nolga teng bo'lmagan L chiziqni I o'q atrofida uyliHitiiialiilnii 

hosil boigan S sirt berilgan. Agar L chiziq / o'qqa nisbatan botiq Iwt'Uit, м 

holda 5 sirt elliptik nuqtalardan; agar L chiziq / o'qqa nisbatan qavnntq bo I in 

u holda S sirt giperbolik nuqtalardan tashkil topganligini isbotlang

61. Torning elliptik, giperbilik va parabolik nuqtalarim toping

Quyidagi chiziqlami berilgan o‘q atrofida aylantirishdan hosil ЬоЧцни 

sirtlarning elliptik, giperbolik, parabolik va yassilamsh nuqtalarim aniqlmit! 

(agar ular mavjud boisa):

62. у = sin x,(x * 7dc) sinusoida, Ox o'qi atrofida;

63. у = smx,(x *  л&) sinusoida, Oy o'qi atrofida,

64. y = \nx, (x *  l) chiziq, Ox o'qi atrifida;

65. у = In x chiziq, Oy o‘qi atrofida;

66. Xу = 1, л ; rx > 0,.r * J -- giperbolanmg bitta shoxchasi. Ax + H\ 0

to'g'ri chiziq atrofida

Quyidagi ikkinchi tartibli sirtlarning elliptik, giperbolik, parabolik v.t 

yassilanish nuqtalanni aniqlang (agar ular mavjud bo'lsa):

67. Ellipsoid

68. Bir pallali aylanma giperboloid.

69. Ikki pallali aylanma giperboloid.

70. Elliptik paraboloid.

71. Giperbolod paraboloid.

72. Elliptik silindr.

73. Paraboloid silindr

74. Giperbolik silindr.

75. Uchga ega bo'lmagan konus.

76. Ushbu 2 = д/х2 + у2 aylanma sirtining elliptik, giperbolik, parabolik vn 

yassilanish nuqtalarmi(agar ular mavjud bo'lsa) aniqlang.

77. Ushbu x + y = z3 sirtining barcha nuqtalari parabolik ekanligi 

isbotlang.

78. Toia egrilik nolga teng bo'lmagan dumaloqlanish niqtalarulan ibomi 

yagona bog'lanishli sirt sfera yoki uning qismi ekanligini isbotlang

79 Sirtidagi nuqta dumaloqlanish nuqtasi boiishi uchun shu nuqluda

h,-— -— shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang 
E F G

80. Aylanalar sirt dumaloqlanish nuqtasining geometrik yasasli iinuliiil 

ko'rsating.

81. v = sin x,(x * nk) sinusoidani Ox o'qi atrofida aylanishidnn hoail Ini'|||MI
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sirtning dumaloqlanish nuqtalarini aniqlang.

Quyidagi sirtlaming dumaloqlanish nuqtalarini toping:

82. Aylanma ellipsoid.

83. Aylanma paraboloid.

84. Elliptik paraboloid

85. Uch o'qli ellipsoid.

86. Ikki pallali giperboloid
2 2 

U V
87. Ushbu x = —  + v,y = u + —  ,z  = uv sirtning dumaloqlanish nuqtalari

m =  v ,  и  +  v + 1  =  0  chiziqlardayotishini isbotlang.

88. Dumaloqlanish nuqtasi Я 2 = К tenglik bilan ifodalamshim isbotlang

89. Yagona yassilamsh nuqtasiga ega sirtga misol keltirmg.

90. Yassilamsh nuqtalari chiziqni tashkil etuvchi sirtga misol keltirmg,

91. Barcha nuqtalan yassilamsh nuqtalaridan iborat sirt tekislik yoki 

tekislikmng qismi ekanligi isbotlansin.

5 §. Qo'shma to'r va asimtotik chiziqlar. Egrilik chiziqlari. Ceodezik

chiziqlar

Sirtlar nazanyasida qo'shma yo'nalishlar va asimptotik yo'nalishlar 

muhim tushunchalar hisoblanadi. Sirtlardagi geodezik chiziqlar xossalariga 

ko'ra tekislikdagi to'g'ri chiziqlarga yaqin turadi.

Asosiy tushunchalar

5.1-ta'rif Sirt ustida chiziqlaming ikkita oilasi berilib, sirtning har bir 

nuqtasidan bu oilalarga tegishli bittadan chiziq o'tsa. bu ikki oila sirt ustida to'r 

tashkil qiladi deyiladi.

5.2-ta’rif. Sirtning berilgan nuqtasida unga urinuvchi ikki to'g'ri chiziq, 

shu nuqtadagi egrilik mdikatnsasiga nisbatan qo'shma bo'lsa, bu chiziqlaming 

yo'nalishlari qo'shma deyiladi.

5.3-ta'rif. Sirt ustidagi chiziqlaming ikkita oilasiga tegishli chiziqlaming 

kesishgan nuqtalaridagi urmmalaming yo'nalishlari o'zaro qo'shma bo'lsa, bu 

ikki oila qo'shma to'rm tashkil qiladi deyiladi.

5.4-ta’rif. Har bir nuqtasidagi urinmasi sirtning shu nuqtadagi asimptotik 

yo nalishi bo'yicha yo'nalgan chiziq sirtning asimptotik chizig'i deyiladi.

Bizga Ф  sirtning (f,G ) parametrlash usuli

r =r(u,v)

tenglama yordamida, bu sirtning urinma tekisligida ikkita (du;dv) va (8u\Sv) 

yo'nalishlar berilgan bo'lsin. Berilgan yo'nalishlar uchun ushbu 

LduSu + M  (duSv + dvSti) + NdvSv = Q munosabat o'rinli bo'lsa, ular qo'shma
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yo'nalishlar bo‘ladi. Asimptotik yo'nalish o'z -o'ziga qo'shma boigniu im in.....

ushbu Ldu + 2Mdudv + Ndvdv - 0 tenglama bilan amqlanadi

5.5-ta’rif. Sirt ustidagi chiziqning har bir nuqtasidagi urinmasi иншпц. 

shu nuqtadagi bosh yo‘nalishlaridan biri bilan ustma-ust tushsa. bundiiv 11и/и| 

sirtning egrilik chizig‘i deyiladi

Bizga regulyar Ф sirt va unda yotuvchi ikki marta differensiallamivi In 

parametrlangan у egri chiziq p = p(t) tenglama bilan berilgan bo‘lsm

5.6-ta'rif. Berilgan у chiziq parametri t ning har bir qiymatida />'( I ) 

vektor sirtning y(t) (bu yerda y(t) radius vektori p(t) boigan mu|la) 

nuqtasidagi urinma tekislikka perpendikular boisa, bunday chiziq geodc/.ik 

chiziq deyiladi.

1-masala. Ushbu

Masala va misollar yechish namunalari

x = и + v

у -u-v  sirt ustidagi и + v = const chiziqlar oilasiga 

z = uv

qo'shma boigan oila topilsin.

Yechish. Malumki, biror F sirt urinma tekisligida berilgan (a,,a2) 

yo'nalishga qo'shma yo'nalishni (/>,;/>,) deb olsak, ular uchun quyidagi 

munosabat o'rinli: Laxbx+2M(a^b1+ a2ft,)+ Na2b2 =0.

Berilgan chiziqlar oilasi urinmasining yo'nalishi (-l;l) ekanidan, hamdii 

F sirtning ikkinchi kvadratik formasi koeffitsiyentlari

2
L = N - 0, M = — ga tengligidan, qo'shma yo'nalishnmg 

л/4 + 2 и2 + 2v2 

differensial tenglamasi du -dv = 0 ekani kelib chiqadi.

Demak, и - v = const chiziqlar oilasi biz izlagan oila ekan

Masala va misollar

1. Sirt ustida и = const, v = const koordinata chiziqlari bilan qo'shma lo’i 

hosil qiluvchi chiziqlar oilasining differensial tenglamasi tuzilsin.

2. Sirt ustida P(u,v)du2 + 0(u,v)dudv + R(u,v)dv2 =0  differensial 

tenglama bilan berilgan chiziqlar oilalarining qo'sma to'r hosil qilish shartmi 

toping.

3. Ushbu x = и cos v, у = и sin v, z = av gelikoid ustidagi

v2du2 - u2dv2 = 0 chiziqlar qo'shma to'r hosil qilishini isbotlang

4. Sirtdagi ushbu w(ii, v) = С chiziqlar bilan qo'shma to'r hosil qihivi lu 

chiziqlar oilasining differensial tenglamasi tuzilsin.

5. Ko'chirish r = rx(u) + r2(v) sirtining koordinat chiziqlari qo'tiimi in i
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hosil qilishini isbotlang
2 2 X у

6 Ushbu —  + —  = 2z elliptik paraboloidm x + у = С tekisliklar bilan
a b

kesish natijasida hosil boigan chiziqlar oilasi bilan qo'shma to'r hosil qiluvchi 

chiziqlar oilasini toping (bu yerda С - ixtiyoriy o'zgarmas son).

7. Ushbu xyz = 1 sirtning M  (1,1,1) nuqtasida <5(1,-2,1) yo'nalishga 

qo'shma bo'lgan yo'nalish topmg

8. Sirtdagi bir parametrli chiziqlar oilasi A(u, v)Ju + В (и, v\Jv ----- о differensial 

tenglama bilan benlgan. Bu chiziqlar oilasi bilan qo'shma to'r hosil qiluvchi 

chiziqlar oilasi uchun differensial tenglama tuzmg.

9 Yoyiluvchi sirtdai to'g'ri chiziqli yasovchilar ixtiyoriy bir parametrli 

chiziqlar oilasiga qo'shma ekanligi isbotlansin.

10. Ushbu x = и cos v, у = и sin v, z = v + и gelikoid ustidagi и + v = С 

chiziqlar oilasiga qo'shma bo'lgan chiziqlar oilasi topilsin

11. Sirtdagi chiziq asimptotik bo'lishi uchun quyidagi:

a) chiziqning har bir nuqtasidagi urmma asimptotik yo'nalishga ega;

b) chiziqning har bir nuqtasida normal egriligi nolga teng;

c) chiziqning egriligi noldan farqli nuqtalaridagi yopishma tekisligi 

sirtmng urmma tekisligi bilan ustma-ust tushishi shartlaming biri bajarilishi 

zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

12. Sirtdagi koordinata chiziqlari asimptotik bo'lishi uchun ushbu 

N - L = 0 shartnmg bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

13. Psevdosferanmg asimptotik chiziqlarini toping va ulaming Chebishev 

to'ri hosil qilishini isbotlang.

14. Bizga Ф sirtda /-asimptotik chiziq berilgan Ф sirtning / chiziq 

bo'ylab o'kazilgan bir parametrli urmma tekisliklarinmg xarakteristikasi / 

chiziqning urinmalari bilan ustma-ust tushishi isbotlansin.

15 Aylanma sirt asimptotik chiziqlari uchun differensial tenglama tuzmg

16. Katenoidning x = chu cos v, у = chu smv, z = u asimptotik 

chiziqlarini toping

17 Toming asimptotik chiziqlarini topmg.

18 To'g'ri gelikoidning asimptotik chiziqlarini topmg.

19 Bir pallali giperboloidnmg asimptotik chiziqlarini topmg.
2 3

20. Sirt to'g'ri chiziqning Oz o'qmi \а x = u,y = и , z = u chiziqni 

kesib, xOy tekislikka parallel holda harakatlanishi natijasida hosil qilingan. 

Hosil bo'lgan sirtmng asimptotik chiziqlarini topmg.
2 2 1 1

21. Ushbu x = Y—j,y = j —,z = t chiziq z = —  — T sirtning asimptotik

chizig'i ekanligini ko'rsating.

22 Sirt fazoviy chiziqning bosh normallaridan tuzilgan. Berilgan fazoviy 

chiziq hosil bo'lgan sirtning asimptotik chizig'i ekanligini ko'rsating.
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23 O rta egriligi aynan nolga teng bo'lgan sirt minimal sin drvilmli 

Minimal sirtda asimptotik chiziqlar hosil qilgan to'r ortogonal ekanligim 

isbotlang.

24. Berilgan sirtning biror nuqtasida orta egriligi nolga teng bo'lsa Ini 

nuqtada asimptotik chiziqlar o'zaro perpendikular bo'lishini isbotlang

25. Tekislikdagi ixtiyoriy chiziq asimptotik ekanligini va aksinchn. agm 

sirtdagi ixtiyoriy chiziq asimptotik bo'lsa, bu sirt tekislik yoki uning qismi 

ekanligini isbotlang.

26. Berilgan sirtga parallel bo'lgan sirtda, berilgan sirtdagi asimptotik 

chiziqlarga mos chiziqlar asimptotik boiishi uchun berilgan sirt yoyiluvchi 

boiishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

27. Sirtdagi / chiziq va uning sferik aksi Г mos nuqtalarda pcrpcndiknliii 

urmmalarga ega boiishi uchun / chiziqning asimptotik boiishi zarur va yctaili 

ekanligini isbotlang.

28. Sirtdagi chiziq egrilik chizig'i boiishi uchun quyidagi

a) chiziqning har bir nuqtasidagi urinmasi sirtning bosh yo'nalishi bilan 

ustma-ust tushishi.

b) chiziqning har bir nuqtadasi normal egriligi bosh egriliklardan biriga 

teng boiishi.

c) sirtning berilgan chiziq nuqtalaridagi normallari yoyiluvchi sirt hosil 

qilishi shartlaming biri bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang

Quyidagi sirtlarning egnlik chiziqlari topilsin:

29. Ixtiyoriy silindrik sirt

30. Ixtiyoriy konik sirt.

31. Ixtiyoriy aylanma sirt.
2 2 2

32. Ushbu x - u" + v ,y = u -v ,z = vsirt.

33. Ixtiyoriy yoyiluvchi sirt

34. To'g'ri gelikoid.

35. Elliptik paraboloid.

36 Tekislik va sferada ixtiyoriy chiziq egrilik chizig'i ekanligim 

isbotlang.

37 Sirtning koordinata chiziqlari egrilik chiziqlari boiishi uchun 

F = M = 0 shartmng bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
1 2 3 2 I 2 \

38. Ushbu x = Зи - и + 3 uv ,y = v - 3 v , z  = 3 /̂ -v J siilmny

koordinata chiziqlari egrilik chiziqlari ekanligini isbotlang.

39. To'g'ri chiziqli yasovchilari perpendikular bo'lmagan to'g'ri chi/ii|li 

sirtda egrilik chiziqlari mavjud emasligini isbotlang.

40. Sirtning egrilik chizig'i nuqtalarida o'tkazilgan nonnallan oiI«simhik 

o'ramasini toping.

41. Sirtdagi giperbolik nuqtalardan tashkil topgan sohada egnlik i Iii/ ih i 

asimtotik chiziqlar orasidagi burchakni teng ikkiga bo'lishini isbotlnnu

42. Berilgan S sirtga parallel S' sirtdagi S sirtning egrilik сЬ|/к|1й||цй
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mos chiziqlar yana egrilik chiziqlari bo‘lishini isbotlang.

43 Qanday shartlarda berilgan sirtdagi ortogonal to'rga, unga parallel 

sirtdagi ortogonal to'r mos keladi?

44 Qanday shartda ellipsoid aylanma kesimlari oilasi, uning egrilik 

chiziqlari sistemasim tashkil qiladi?

45 Ixtiyoriy sirtda bu sirtmng egrilik chiziqlari bilan ustma-ust tushuvchi 

yagona qo'shma ortogonal to'r mavjudligini isbotlang.

46 Berilgan sirtni uning egrilik chizig'i bo'yicha kesuvchi sirt uchun bu 

chiziq egrilik chizig'i bo'lishi uchun sirtlar o'zgarmas burchak ostida kesishishi 

zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

47 Sirtdagi yassi egrilik chizig'inmg sferik aksi aylana bo'lishim 

isbotlang.

48. Sirtdagi I chiziq va uning sferik aksi /' mos nuqtalarda perpendikular 

urinmalarga ega bo'lishi uchun / chiziqning egrilik chizig'i bo'lishi zarur va 

yetarli ekanligini isbotlang.

49. Sirtdagi geodezik chiziq quyidagi xossalar bilan to'la ifodalanishini 

isbotlang:

a) chiziqning egriligi noldan farqli har bir nuqtasidagi sirtmng normali 

chiziqning bosh normali bo'ladi;

b) chiziqning egriligi noldan farqli har bir nuqtasidagi sirtmng normali 

chiziqning yopishma tekisligida yotadi;

c) chiziqning har bir nuqtasidagi geodezik egriligi nolga teng;

d) chiziqning har bir nuqtasidagi egriligi normal egriligming absolut 

qiymatiga teng.

e) chiziqning egriligi noldan farqli har bir nuqtasidagi to'grilovchi 

tekisligi sirtmng urmma tekisligi bilan ustma-ust tushadi.

50. Sirtdagi har qanday to'g'ri chiziq geodezik chiziq ekanligini isbotlang

51. Ikkita sirt / chiziq bo'ylab kesishadi. Agar I chiziq birinchi sirtda 

geodezik bo'lsa, u ikkinchi sirtda ham geodezik bo'lishini isbotlang.

52. Ushbu r =r(u,v) sirtning geodezik chiziqlari (N , dr, d2rj=  0 (bu

yerda N - sirtmng normal vektori) differensial tenglama bilan ifodalanishini 

isbotlang.

53 Tekislikmng geodezik chiziqlari faqat va faqat to'g'ri chiziqlar 

ekanligini isbotlang.

54 Silindrik sirtda geodezik chiziqlar faqat va faqat to'g'ri chiziqli 

yasovchilari va umumlashgan vint chiziqlari ekanligini isbotlang.

55. Aylanma sirtdagi meridianlar geodezik chiziq bo'lishini isbotlang.

56. Aylanma sirtmng paralleli geodezik chiziq bo'lishi uchun meridian 

nuqtalarida o'tkazilgan urinmalar aylanish o'qiga parallel bo'lishi zarur va 

yetarli ekanligini isbotlang.

57. Sferadagi geodezik chiziqlami topmg.

58. Geodezik chiziqlar asimptotik bo'lishi uchun unmg to'g'ri chiziq 

bo'lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.
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59 Geodezik chiziqlar egrilik chizig’i boiishi uchun uning ушч Im lultt 

zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

60. Yoyiluvchi sirtdagi geodezik chiziqlar to‘g'rilovchi lcki<tltklaiHimy 

o'ramasi berilgan sirtning o'zi ekanligini isbotlang.

61. Yoyiluvchi sirtdagi geodezik chiziqlaming Darbu vektori shn 

nuqtadagi to'g'ri chiziqli yasovchilari bo'ylab yo'nalganligini isbotlang

62. Fazoviy chiziq to'g'rilovchi tekisliklari o'ramasidan iborat sirtning 

geodezik chizig'i berilgan fazoviy chiziq ekanligi isbotlansin

63 Sirtdagi chiziqlaming geodezik egriligi kg = (m,r, r)

formula bilan hisoblanishini isbotlang (bu yerda m - sirtning birlik normal 

vektori).

64 Sirtdagi chiziqning geodezik egriligi chiziqning shu nuqtada sirtga 

o'tkazilgan urinma tekislikka proyeksiyasining egriligiga tengligmi isbotlang

Quyidagi chiziqlaming geodezik egriligini toping:

65 Radiusi R ga teng sferada yotuvchi r radiusli aylana

66. Ushbu x = и cos v, у - «sin v, z = av gelikoid ustidagi и = const vinl 

chizig'i

67. Ushbu x = и cos v, у = и sin v, z = /(v ) sirtdagi и = const va 

v = const chiziqlar

68. Asimptotik chiziqning geodezik egriligi uning egriligiga teng 

ekanligini isbotlang.

69. Sirtdagi chiziqlaming geodezik buralishi u g =(?, m, rfi)

formula bilan hisoblanishini isbotlang (bu yerda m- sirtning birlik normal 

vektori).

70. Sirtdagi chiziq egrilik chizig'i boiishi uchun har bir nuqtada lining 

geodezik buralishi nolga teng boiishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang

71. Asimptotik chiziqning geodezik buralishi uning buralishiga teng 

ekanligini isbotlang.

Quyidagi sirtlarning geodezik chiziqlarini toping:

72. To'g'ri gelikoid:

73. Psevdosfera.

6 §. Skalyar va vektor maydonlar

Matematika, fizika va boshqa amaliy fanlarda uchraydigan kattaliklai ikki 

xil bo'ladi. Ba’zi kattaliklar maium o'lchov birligida olingan son qiymnti bilan 

oichanadi. Masalan, vaqt, harorat, kesmaning uzunligi, yuza, hajm, massa knbi 

kattaliklar. Bunday kattaliklar skalyar kattaliklar deyiladi Son qiyninli va 

fazodagi yo'nalishi bilan ifodalanadigan fizik kattaliklar vektor kallaliklai 

deyiladi. Masalan, kuch, tezlik, tezlanish va boshqa shunga o'xshash kallnliUni 

Bu paragrafda skalyar va vektor maydonlarga doir misol va masalalai kpllinla.li
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Asosiy tushunchalar

6.1-ta'rif. Skalyar maydon ushbu ko‘rimshdagi и = u(P)=u(x,y,z)=u(r) 

skalyar funksiya yordamida amqlanadi, bu yerda P(x,y,z) - fazodagi nuqta,

r = xi +yj + zk vektor esa, bu nuqtamng radius vekton.

6.2-ta’rif. Ushbu L f  = ^i(x,y,z)= ( '  :(x, y,z)e R3 ,C = const j to'plam 

skalyar maydonning sath sirti deyiladi.

6.3-ta’rif. Skalyar maydonm aniqlovchi u(r)=u(x,y,z) funksiya

differensiallanuvchi bo‘lsa, ushbu gradu = Vm = ̂ J  + ] + (\u к vektor
dx dy dz

maydon berilgan skalyar maydonning gradiyenti deyiladi.

Ko'rmib turibdiki, u(r)=u(x,y,z) skalyar maydon gradiyenti u-C  

skalyar maydon sath sirtinmg normali bo'yicha yo'nalgan bo'ladi.

Vektor maydon ushbu а = a(P) = a(r)= ax(x,y,z)f + ay(x,y,z)j+a,(x,y,z)k 

vektor - funksiya bilan amqlanadi.

6.4-ta'rif. Ushbu skalyar diva = funksiyaga berilgan

a = a(P) = a(r) = ax(x,y,z)i + av(x,y,z)j + az(x,y,z)k vektor maydonnmg 

divergensiyasi deb aytiladi.

da, V  ( 8ar ta,')-! ( d°y dar \-
6.5-ta rif. Ushbu rota

vektor maydon berilgan a = a(P) = a(r)= ax(x,y,z)f+ay(x,y,z)j + at(x,y,z)k vektor 

maydonning rotatsiyasi deyiladi

Berilgan u(r)=u(x,y,z) skalyar maydonnmg berilgan l\ax,av,az)

yo'nalish bo'yicha hosilasi ushbu %  = “ Cosa+ ~cos/3+ ̂ -cosy formula
y 81 ox dy 5z ’

yordamida hisoblanadi (bu yerda 

a u tl a
x У * 2 2 2
, , cos В , cos v = -4 y й = a +a +a 

;a| j a  а] ц x у z

Misol va masalalar yechish namunalari

xJ y2
1-masala Ushbu и = —  + -- maydonnmg xOy tekisligida sath 

a b
chiziqlarini toping.

Yechish Sath sirtinmg ta’rifiga ko'ra,

Lc = \ —r + -- = С : (x, y)e R2,C = const > to'plam berilgan maydonning sath
\a' bl
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24 — rasm

chiziqlarim ifodalaydi. Ravshanki, agar C<() bo'lsa, haqiqiy tekislikda /. 

to'plam bo‘sh to'plamdan. ( ' - 0  boigan holda, f>>(0;0) nuqtadan, ( '>  i 

boigan holda esa, markazi koordinata boshida boigan simmetriya o'qlai 

koordinata o‘qlaridan iborat ellipslar oilasidan tashkil topadi (24-rasm).
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х
2-ma.sala Ushbu и = —

a1
Ycchish Berilgan maydonning sath sirtlari

X V
bo‘lsa, Lc tofcplam Oz o‘qi bo‘yicha keshishuvchi ikkita —  =0 va

a b

a b

x v
+ ' = 0 tekisliklardan, aks holda simmetriya tekisliklari xUz va yOz

X V  X V
koordinata tekisliklaridan, asimptotik tekisliklari----= 0 va — + — = 0

a b a h

tekisliklardan iborat o'zaro qo’shma giperbolik silindrlar oilasidan tashkil topadi 

(25-rasm).

Quyidagi maydonlarmng sath chiziqlarini toping (faqat xOy tekisligida 

qarangj:

9. и = ylx2 +уг +(г + 8)2 + ̂ х2 + у2 + (z-8)2 .

10. Ushbu и = х2 - 2хгу + ху2 +1 skalyar maydonning м( 1,2) nuqtadagi, 

Г(3;4) vektor yo'nalishidagi hosilasmi toping.

11. Ushbu и = xy2 + z’ - xyz skalyar maydonning jU(1,1,2) nuqtadagi, 

koordinata o'qlari bilan mos ravishda a = 60°, p= 45°, у =60“ burchaklar tashkil 

etuvchi yo'nalish bo'yicha hosilasmi toping.

Quyidagi skalyar maydonlarmng statsionar nuqtalarini topmg:

12. и - x3 +y3 - 3xy .

13. и = 2y2+z2-xy-yz+2x .

Misol va masalalar

1 « = х2+ /.

2 . и = х г- у 2.

c 2*-y + l 
5. и ~--- ---

Quyidagi skalyar maydonlarmng sath sirtlarini toping:

6. и = x + у + z .

7.u - Jx 2+y2+z2 .

8. u = x2+y2-z2.
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Quyidagi skalyar maydonlammg gradiyentini toping:

14. a) и = x2 + 2v2 +3z2 - xz + yz-xy; b) и - yjx2 + y2 + ; c) 

1

15. и = x5 + У  + г5 - 3axyz .

16. u = xyzex r*’ .

. _ r+v + z- xyz
17. и — arete--------- -— .

1 xy - yz - xz

18. Ushbu и = *■’ + v5 - Згу skalyar maydonning M(2;l) nuqtadagi 

gradiyentini toping.

19. Ushbu u = x2 +y2 +z2 skalyar maydonning Л/ (2;—2;l) nuqtadagi 

gradiyentimng kattaligi va yo‘nalishini toping.

20. Ushbu и = x2 + 2у2 + 3z2 + xy + 3x - 2y- 6z skalyar maydonning

-4(2,0,l), 0 (0,0,0) nuqtadagi gradiyentining kattaligi va yo'nalishini toping. Qaysi 

nuqtada gradiyent nolga teng9

Quyidagi berilgan maydonlarning ko rsatilgan nuqtalardagi gradiyentlan 

orasidagi burchakm topmg:

21. н = In — S(l,l).
x ’ [2 4j

22. и — —-— -y--- /4 (l,2 ,2 ),» (- 3,1,0).
X +y + z

23. Ushbu и = x2 +y2-z2, v = arcsm-^- skalyar maydonlarning Л/ll,I,-Jl)
x + у

nuqtadagi gradiyentlari orasidagi burchakni topmg

24. Ushbu и - 5x 2_vz - lxy2z + 5xyz; skalyar maydonning a - 8/ 4 j  + 8* 

vektor yo nalishidagi A/(l,l,l) nuqtadagi o'sish yoki kamayishini amqlang. 

Berilgan maydon tezliginmg o'zgarish tezligini topmg.

25. Ushbu M = ln( v + — ; funksiya gradiventi i + / gateng boiadigan
V xj 16

nuqta topilsin.

x2 v2 z2
26. Ushbu i' = - t+ 2 +-t skalyar maydonning M(x,y,z) nuqtadagi shu

a b с

nuqta radius vektori yo‘nalishidagi hosilasim toping. Bu hosila gradiyent 

uzunligiga teng boiadigan nuqtani aniqlang

27. Ushbu и — w(x,_y,z) skalyar maydonning v = v(x,_y,z) maydon gradiyenti 

yo‘nalishidagi hosilasini toping. Qanday holda u nolga teng boiadi9

Quyidagi formulalaming to‘griligmi isbotlang:

28. grade = 0, с - const.

29. grad (ti + v) - grad и + grad v.

30. grad (mv) = vgradu + u gradv .
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J 1 grad (с и) = с grad и , с- const.

32 g radh )^VgradU-Ugradv .
v grad и - и grad v

U J  V ;

33 grad f(u) = f'(u)gradи

34 grad u" = nu" grad и

Quyidagi r=|r| ga bog'liq skalyar maydonlarning gradiyentim toping:

35. gradr

36. grad f^).

37. gradf", n~ natural son.

44. (r ■V)rr =nr"

45. (v-s/)f = v .

46 Ushbu f(u.v w) uchta egri chiziqli ortogonal koordinatalarga bog'liq 

skalyar maydon gradiyentmi hisoblash formulasini toping.

47 Skalyar maydon gradiyentim hisoblash formulasining silindrik 

koordinatalardagi ifodasmi toping.

48 Skalyar maydon gradiyentim hisoblash formulasining silindrik 

koordinatalardagi ifodasini toping.

Quyidagi skalyar maydonlarning gradiyentmi silindrik koordinatalarda 

hisoblang:

49. и = z + rtfl.

50. и = zrq>.

51 и = zsin <3 + r .

52. и - zcoscp +Г1 .

53. и = zsin2 <p + r2.

54. Skalyar maydon gradiyentim hisoblash formulasining sferik 

koordinatalardagi ifodasmi toping.

Quyidagi skalyar maydonlarning gradiyentim sferik koordinatalarda 

hisoblang:

55. и = p(p.

56. и = рв .

39. grad In г .

40 grad (с г), с-  const.

42 grad (с хг У, с - const .

Quyidagi formulalarning to'griligini isbotlang:

43. grad f(u,v,w) = —  grad и + —  grad v + —  grad и .
du 8v 8w
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57. и - рвср .

58. и = б sin (/> + р .

59. и - в cosip + р .

Quyidagi vektor maydonlarning integral chiziqlarini topmg:

60. a = -cyT + cxj, с - const.

61. a = xi + y j  + 2zlc.

62. а = х Ч  + уг J  + z2£ .

63 a = yT + x ] .

64. Я = xT + y] + zk .

Quyidagi vektor maydonlarning divergensiyasini topmg

65. r = xyzi + (2x + 3у + z)j + (x1 + z2 .

66. V = (бх2у : - z' + yz - 5)T + (4x’y + xz + 2)] + (̂ .v - Ъxz1 - 3)f 

Quyidagi forifiulalarning to‘griligmi isbotlang:

67. dive = 0, с - const.

68. div (a + fi) = diva + divE .

69. div(cd)= с diva, с - const.

70. div (и a) = и diva + й grad и .

71. div (г/ с) = с grad и, с - const.

Quyidagi vektor maydonlarning divergensiyasini topmg:

72. divr.

73. div{f(r)r).

74. div

75 div(r'r).

76. div(gradf(r)).

77. div (grad u).

78 div(u grad u)

79. div(u grad v).

Quyidagi vektor maydonlarning divergensiyasini toping, bu yerda

с, с, - o‘zgarmas vektorlar:

80 div(?,r).

81. div(r2,c).

82. diy(f(r\e).

83. div(r x c).

84 div(p,ct)c.

85. div(r,c)r.

86. div(3,v)s, S -o‘zgarmas birlik vektor.
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87 div(<? x (f x <?))

88 JivX + y + Z f
xyz

Quyidagi shartlami qanoatlantiruvchi f(r) funksiyani toping.

89 div(gradf(r)) = 0 .

90. 2rdiv(gradf(r)) =

91. diva ning silindrik koordinatalardagi ifodasini topmg.

92. diva ning sferik koordinatalardagi ifodasini toping 

Quyidagi vektor maydonlarning rotatsiyasini toping:

93. a = y2zT + z2x] + хгуИ

94. a = xyzT + (2x + 3y- z)j + (.v2 + z2)fc"

Quyidagi formulalammg to‘griligim isbotlang:

95 rot(a + S)= rot a + rot fj .

96 rot(ua)=u rot a + grad и x.a .

97 rot(a x Б) = f> rot a - a rot Б

Quyidagi vektor maydonlarning rotatsiyasini toping, bu yerda S, St -o'zgarmas 

vektorlar:

98 rot S

99 rot Г

100 rot(v x s ).

101 rot((r,c)r)

102 ror((f,?,)?).
103 rot((f x c)xct ) .

104 rot{f\r)r)

105 rot(f(r)c)

Quyidagi formulalaming to'griligini isbotlang:

106 rot (grad и) = 0.

107 div(rota)= 0.

108 div(gradu) = Au 

109. rot rot а = grad diva - Aa, Да = AaxT + A a J  + Aafi.
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JAVOBLAR VA KORSATM ALAR 

I BOB 

1§
1. a) Berilgan (X ,d ) fazo metrik fazo boigam uchun ixtiyoriy x,y,: г .V 

nuqtalar uchun uchburchak tengsizligi 0‘rinli: d(x,z)<d(x,y) + d(z,y), bu 

ycrdan

d(x,y)>d(x,z)-d(y,z),-d(x,y)<d(y,z)-d(x,z\ \d(x,z)- d(z,yj <, d(x,y) 

tengsizliklar kelib chiqadi.

b)Ixtiyoriy z e Z  nuqtauchun d(x,Z)<d(x,z) tengsizlik o'rinli. 

Uchburchak tengsizligidan foydalanib, d{x,z)< d(x,y) + d(y,z), VzeZ ni hosil 

qilamiz. zeZ  nuqtaning ixtiyoriyligidan d(x,z) < d(x,y) + mf d(y,z)
x t ' l

tengsizlik kelib chiqadi. Bundan esa 

d(x,Z) < d(x,z) < d(x,y) + d(y,Z),\/z e Z .

c) с) tengsizlikni isbotlash uchun Z *  0  deb faraz qilamiz. Har bir a eZ 
nuqta uchun ushbu

d(x,Z) < d(x,a) < d(x,y) + d(y,a) 

tengsizlik o'rinli. Bundan esa olingan a e Z nuqtaning ixtiyoriyligidan

d(x,Z) <, d(x,y) + d(y,Z) 

tengsizlik kelib chiqadi. Natijada,

d(x,Z) - d(y,Z) й d(x,v) 

tengsizlikka ega bo'lamiz. Endi x nuqtani o‘miga у nuqtani olib ushbu 

d(y,Z ) - d(x,Z) < d(x,y) 

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Oxirgi ikki tengsizliklardan quyidagi

|d(x,Z) - d(Z,y )) <. d(x,y) 

munosabat kelib chiqadi. Bu yerda, x,ye(X ,d), Z с  (X ,d ) .

2. I)- 2) shartlar d funksiya aniqlanishiga ko‘ra bajariladi. 3) 
d(x,y)<d(x,z)+ d(z,y) ni isbotlaymiz. Faraz qilaylik x * у , u holda 

d(x,y) = \. Agar x-z  bo‘lsa, d(x,z)=0, d(y,z)= 1 tenglik o‘rmli boiadi.

z = у boiganda ham xuddi shunga o‘xshash tekshiriladi. x = у = z bo'lganda, 

tenglik bajariladi. Qolgan hollarda esa tengsizlik o‘rinli boiadi. Demak, {X,d) 

metrik fazo ekan.

3. 1) va 2) shartlar bajarilishi ravshan. 3) d,(x,z)< d, (x, v) + d, (у,г) 

ekanini isbotlaymiz. Bumng uchim birdan kichik kasrning surati va maxrajiga 

bir xi 1 nomanfiy sonni qo'shish natijasida kasrning qiymati kichraymasligidan 

foydalanamiz, ya'ni

d(x,y) d(x, z) + d(x, y) + d(y, z) - d(x, z) _ d(x,y) + d(y\ z)

1 +d(x,y) 1 + d(x,z) +d(x,y)+d(y,z)~ d(x,z) 1 + d(x,y) +d(y,z)

£  </(ЛС>>’) + d(y>Z)
1 + d(x,y) 1 + d(y,z)
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Demak, dl(x,z)<d](*,y) + d,(y,z) tengsizlik o'rinli. Endi 

dt(x,y) = nnnfc/fx^),!} metrika ekanligini ko'rsataylik. Bunmg uchun 3) 

shartni tekshirish bilan chegaralanamiz. Uchburchak tengsizligini isbotlash 

uchun X  to'plamdan lxtiyoriy uchta x,y va z nuqta olamiz. So‘ngra 

a = d2(x,y), b = d2(y,z) va с = d.(x,z) kabi belgilashlar kiritamiz. Ushbu 

sonlarm 2;1 + a,I + b va a + b har biri 1 yoki с sonidan katta yoki teng. Bundan

mm{2;l + a;l + />;a + h} > min{l,c} 

munosabat kelib chiqadi. Bu munosabatdan esa quyidagi

d2(x,y) + d2(y,z) = min{l,a} + min{l,£} = min{2;l + a; 1 + b,a + b) > 

>mm{\,c} = d2{x,z)

tengsizlikni hosil qilamiz. Bu esa uchburchak tengsizligining isbotini beradi. 

Masalanmg ikkinchi qismini isbotlash uchun (X ,dt) metrik fazodagi ochiq 

to'plamning (X ,d2) metrik fazodaham ochiq to'plam boiishini ko'rsatish 

hamda (X ,dt) metrik fazodagi fundamental ketma-ketlikning (X ,d2) da ham 

fundamental ketina-ketlik boiishini ko'rsatish kerak.

4. 1) va 2) shartlar bajarilishini osongina ko'rsatish mumkin. 3) shartni 

bajarilishini isbotlash uchun quyidagi (il.b) < \3 •!E skalyar ko'paytmaning 

xossasidan foydalanamiz. Ushbu

. £ (y ,- x ,y  Z .jf . iy ,- z ,)2 + , / j£ (z ,-X ,У

tengsizlikni isbotlashimiz kerak. Bunmg uchun quyidagicha

x: - z, = a,, zi - yt = bt => xt - yt = ai + b: belgilashlar kiritamiz. U holda,

yuqoridagi tengsizlik quyidagi tengsizlikka keltiriladi:

. iX (a . +bt )2 5 skalyar ko'paytmaning (а,£)<|3| • £!
V 1=1 ’ v .=i V (=i 2 '

xossasidan (a ,E)2 \̂3\1-E\2 tengsizlik, bundan esa

"Yja, b, ^  tengsizliklarga ega boiamiz. Natijada,

Z (« ,  +b,)‘ = '£a ,1 + 2-£а, b + 'j£b2 й £ а 2 +

+h.) йл1Еа. => d(x,y)<,d(x,z) + d(z,y)
Vtr if ?

5. 3) shartni, ya’m d2(x,y)<,d2(x,z)+ d2(z,y) tengsizlikni tekshiramiz.
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Ravshanki, biror /„ e N nomer uchun d,{x,y) = maxjy - Jf,|} v, «, I«k 

o'rinli boiadi. Bundan esa

d2(x,y)=m&{y,-xl\\=iyl'- x t' =\уч-zH +zIo- x j^ .y , .- r j  + ir,, '

max \y, -z,|} + max |z, -дг,|} = d:(x,z) +d^z.y)

munasabat kelib chiqadi.

Demak, uchburchak tengsizligi d2(x,y)<d2(x,z) + d1(z,y)o'T\nU скип

6. 3). x - y\ <, x - z\ + \y - z\ tengsizlikdan
t--- у ..... -

\x-y <, x-z + y - z  + 2- J\x - z ■ y- z

hosil qilamiz, natijada,

\̂x - y! <. x - z\ + -Jy -z => d(x,y) <d(x,:)+ d(z,y) 

tengsizlik kelib chiqadi
1

7. */,(*,>') = |х(х, - y,)2 j  , t/2(.v,y) = maxjj.x, - y ,} metnkalar Rn da bir

xil topologiya aniqlashini koisatishimiz kerak. Buning uchun (R".di) dan 

olingan ochiq to‘plamni (If'.dz) da ham ochiq ekanligi ko‘rsatamiz va aksincha 

(If.di) dan olingan ochiq to'plamni (R",di) da ham ochiq ekanligi ko'rsatami/ 

Bizga {P?,di) da ochiq boigan A to‘plam berilgan boisin. Ochiq to'plamning 

ta’rifiga ko‘ra uning ixtiyoriy x e A nuqtasi ichki nuqta bo‘ladi. Demak, 

shunday r> 0  son mavjud boiib, Br(x) с  A munosabat o'rinli boiadi, ya'm
1

- y ,Y ^< r

tengsizlik o‘rinli boiadi. Bu shaming ichiga d2 metrikada radiusi ga teng
n

R,(x) shar joylashtiramiz. Ravshanki, bu shar A to‘plamning ichida

joylashgan boiadi. Demak, (R",dj) dan olingan ochiq A to'plam (R",di) da 

ham ochiq ekan.

Masalaning ikkinchi qismmi isbotlash uchun dF.di) dan olingan ochiq 

to'plamm (F?,di) da ham ochiq ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Bizga (If'.dj) 

da ochiq boigan A to'plam berilgan boisin. Ochiq to'plamning ta’rifiga ко'ги 

uning ixtiyoriy xe A nuqtasi ichki nuqta boiadi. Demak, shunday r > о son 

mavjud boiib, B, (x) с  A munosabat o'rinli boiadi, ya’ni 

dt(x,y)=max{ x -y,\}<r tengsizlik o‘rinli boiadi. Bu sharning ichign <// 

mctrikada radiusi r ga teng Br (x) shar chizamiz. Ravshanki, bu shar A 

to'plamning ichida joylashgan boiadi. Demak, (if.di) dan olingan ochi<| I 

to‘plam (K'.di) da ham ochiq ekan.
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Mu bilan /Г da d, va d2 metrikalar bir xil topologiya tashkil qilishi 

isbotlandi

8 Masalaning binnchi qismim yechish uchun ( R‘ ,di) dan olingan ochiq 

to'plamni (R ',d2) da ham ochiq ekanligi ko'rsatamiz va aksincha (R1, d2) dan 

olingan ochiq to'plamni ( R1 ,di) da ham ochiq ekanligi ko'rsatamiz. Bizga 

(R' ,di) da ochiq bo'lgan A to'plam berilgan bo'lsin. Ochiq to'plamnmg 

ta’rifiga ko'ra umng ixtiyoriy xeA nuqtasi ichki nuqta bo'ladi. Demak, 

shunday r > 0 son mavjud bo'lib, (x- r , x + r ) c  A munosabat o'rinli bo'ladi, 

ya’ni

d.(x,y)= y~x <r 

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu sharning ichiga d2 metrikada radiusi 

rt = min{J2(x- r,x), d2(x + r,x)} ga teng Br (x) shar chizamiz. Ravshanki, bu

shar A to'plamnmg ichida joylashgan bo'ladi. Demak, ( R' ,dt) dan olingan 

ochiq A to'plam (R' ,d j da ham ochiq ekan.

Endi (R'.dz) dan olingan ochiq to'plamni ( Rl ,d}) da ham ochiq 

ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Bizga (Rl ,d2) da ochiq bo'lgan A to'plam 

berilgan bo'lsin. Ochiq to'plamnmg ta’rifiga ko'ra, uning ixtiyoriy x e A nuqtasi 

ichki nuqta bo'ladi. Demak, shunday r>  0 son mavjud bo'lib, Br(x) с  A 

munosabat o'rinli bo'ladi, ya’ni

d iix,y)= arctgy- arctgxj < r 

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu sharning ichiga d1 metrikada radiusi 

r, = mm{dt(.*- r,x), dt(x+ r,x)} ga teng Br (x) shar chizamiz. Ravshanki, bu

shar A to'plamnmg ichida joylashgan bo'ladi. Demak, ( R' .d̂ ) dan olingan 

ochiq A to'plam (Rl ,di) da ham ochiq ekan. Bu bilan R' da dt va d2 metrikalar 

bir xil topologiya tashkil qilishi isbotlandi.

Endi, Koshi ketma-ketligining turlicha ekanligini ko'rsatamiz. ds metrika 

yordamida cheksiz katta ketma-ketlik olamiz: Х 1УХ 2,...,Хп.

VA/ > 0, 3л„ e N,no <n lar uchun dt(x^xu) > M , lekin ikkinchi tomondan

Vs > 0 olganimizda ham 3/j0(£) e N,no < n uchun d2 (xn,~ ) < e shunmg

uchun dt metrika bo'yicha uzoqlashuvchi bo'lgan ketma-ketlik d2 metrika 

bo'yicha yaqinlashadi.

9. 5-masaladan foydalaning.

1° ^ Kt)~ g(t)\ tengsizlik va aniq

mtegralnmg xossasidan

\\m - g(i)dt < jj/ ( / )  - h{tidt+\h(t) - g(t) 1, 

<iAf,g)£dAf,h)+ dt(h,g)

kelib chiqadi.
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11. /„ funksiya tuzamiz /„ =

0, agar x e (-00, - ' )  U( * ♦ ' . •
2 n 2 n 

n , 1 1 1  
их- +1, agarx e ( - )

2 2 /1 2

« 1  J  1 К-их + - + 1, agarx e (—, + )
2 2 2 и

(.’ft

rasm).

g(x) = 0 deb olamiz.

d*(L,g) = j|/„(0-g(0<* = j ! / , ( 0 ^  = J /„(')<* ={bu integral
0 0 0

uchburchakning yuzasiga teng} = -;
n

AC - -; h = 1;S = ™  ;lim (/ ,,# )  = 0. Ikkinchi tomondan 
и 2 n

= max /,(x ) - g(x); = 1, Urn J , (/„ ,# )=  1 bunday uzluksiz funksiya

mavjud emas, ya’ni f  limit funksiya ^ nuqtada uzilishga ega. Demak. /п 

ketma-ketlik d3 metrikada limitga ega, d, metrikada esa limitga ega emas

12. Zaruriyligi: faraz qilaylik, Yyopiq to'plam. Kopiq to'plamning tu'riftgn 

ko'ra Y = Y => Vx e (X  \ Y)=z x e X,x i  Y d(x,Y)=a * 0 Mmkn/i 1
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2

olgan atrof bo'ladi. x nuqta ixtiyoriy bo'lgani uchun (X \ Y) to'plamning ochiq

to'plam ekanligi kelib chiqadi.

Yetarliligi (X\Y) ochiq bo'lsin. \/x e (X  \ Y) olamiz. (X \ Y) ochiq 

bo'lgani uchun shunday Br(x) ochiq shar mavjudki,

В, (x )c (X  \ Y)=> xe X,x  г Y => <J(x,Y) *  0 ekanligi kelib chiqadi. Demak, Y 

ning birorta ham urinish nuqtasi (X Y) ga tegishli emas. Bundan Y ning barcha 

urinish nuqtalan o'ziga tegishli ekanligi kelib chiqadi. Demak, Y = Y => Y 

yopiq to'plam.

13. M = {x, ,x2,...,x J ,  M e X . Har qanday metrik fazoda nuqta yopiq

to'plamdir. ( J xt =M  а  X . Chekli sondagi yopiq to'plamlarnmg birlashmasi
i-l

yopiq to'plam ekanligidan M ning yopiq ekanligi kelib chiqadi.

14. Ochiq shaming ochiqligini isbotlaymiz. Ixtiyor x e f i j x j  nuqta olib, 

uning ichki nuqta ekanligini ko'rsatamiz.

Haqiqatan, r = nun{t/(x,x0),r - d(x,x0)} >0 son uchun Br_(x) с  Br(x0) 

bo'ladi (27-rasm), ya’ni Vv e Br (x) nuqta uchun

demak, Br (x) с  Br (x0). Bundan Br(x0) ning ochiq to'plamligi kelib chiqadi.

27-rasm

d(x0,y)<d(x0,x) + d{x, y) < d(x0, x) + rx < d(x0, x) + r - d(x0, x) = r, d(x0, y) < r
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Yopiq shaming yopiq to'plam ekanligini isbotlash uchun X \ H {\ ) 

to'plamning (to'ldiruvchisining) ochiq to'plam ekanligini isbotlash kerak 

Sferani esa S = X  \ ((x \ /J’ )U в) ko'nnishda ifodalash kifoya

15. (X,d) diskret metrik fazo bo'lsin, ya’m vc/(x, v)= I
11, agar x * v

Markazi x0 nuqtada bo'lgan ochiq shar Bx(x,,) = {y | d(x0,y) < l} olaylik 

Ravshanki, 5,(xa)~ fx„}, B,(x,f) = {x0}. Bu fazodagi markazi x0 nuqtada 

radiusi 1 ga teng yopiq shar B ’(x„)= {y | d(x0,y) < l} butun fazo X bilan 

ustma-ust tushadi. Demak, В (x0) *  Bt’(x0) .

16. a) X , ,X },..,Xn ochiq to'plamlar berilgan bo'lsin. Faraz qilaylik,

ulaming kesishmasi f]X : ф 0  bo'sh bo'lmasin, u holda kesishmaga tegishli
tr-1

ixtiyoriy x olamiz. Bu element har bir X, ga tegishli boiadi. Har bir X, ochiq 

bo'lgani uchun Br (x),Br (x),...,Br (л) sharlar mavjud bo'lib. Br(x)czX u

holda r = mm r olamiz, u holda Br (x),c Q Z , . .r nuqtaning ixtiyoriyligidan 

kesishmaning ochiq to'plamligi kelib chiqadi.

b) X ],X 2,..,Xn,.. ochiq to'plamlar berilgan bo'lsin, u holda [J,Y, M M
1-1

ning ochiqligini ko'rsataylik. VxeM  olamiz. Shunday n„ mavjudki, x t  X % va 

X% ochiq bo'lganligi uchun shunday r>0 mavjudki, B,(x) с  X ̂  => Hr(x )c  M , 

x nuqtaning ixtiyoriyligidan M  ning ochiqligi kelib chiqadi

Bo'sh to'plam yopiq to'plam. M= А П Br'(x), A va Br (x) yopiq to'plamlar 

bo'lgani uchun kesishma yopiq to'plam.

Yetarliligi. faraz qilaylik x nuqta A to'plamning limit nuqtasi bo'lsin, u 

holda Br (x )n A * 0  va yopiq. Bu nuqtaning A to'plamgategishliligim 

isbotlaymiz. Ixtiyoriy e > 0 uchun (Bt(x)\x)nA # 0 .  Uholda x nuqta 

Br (x) nA to'plamning ham limit nuqtasi boiadi. Br (x)r^A to'plamning yopiq 

ckanligidan u o'zining barcha limit nuqtalarini o'z ichiga oladi. Xususan x 

nuqta ham Br (x)r^A to'plamga tegishli bo'ladi. Biz A to'plamning barcha 

limit nuqtalari o'ziga tegishli ekanligini ko'rsatdik. Bundan Л to'plamning 

yopiqligi kelib chiqadi.

18. V x e in t (A n f i )  u holda shunday Br(x) topiladiki, Br(x )c  АПВ  bundan 

Bf(x) с  A, va Br(x) с  В munosabatlar kelib chiqadi. Natijada, 

x € int A,x e int В => x e int A flint В => int(^4 f| В) с  int А П int В . Ikkinchi

17. Zarurligi faraz qilaylik, A yopiq to'plam. A f| В (x) =
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tomondan Vx e int А f| int В => x e mt A, x e int В Ichki nuqtanmg ta’rifidan 

shunday r,,r, sonlari topiladiki Br(x)eA , Br(x)eB. r = min{rt,r2}deb olsak, 

H,(x)c АГ\Н kelib chiqadi mt /1 flint В с  ии(ЛГ) ti) munosabatga ega bo'lamiz.

Y uqondagilardan mt( А П В ) = mt А П int В munosabatni hosil qilamiz.

19 (X ,d ) metrik fazoda {xn} yaqinlashuvchi ketma-ketlik berilgan bo'lsin, 

u holda ixtiyoriy e >0 som uchun w0(s) e N topiladiki, barcha n>n0 sonlar uchun

£ £
d(xn,x) < —,d(xm,x) < —, m n. Uchburchak tengsizligidan

d(xn,xm) < d(xn,x) + d(x,xm) < e munosabatni hosil qilamiz. Bundan esa 

d(xn,xm) < e hamda \xn) fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib chiqadi.

20 ZaruriyligL Y to'plam yopiq bo'lib, jy„ j shu to'plamdagi 

yaqinlashuvchi ketma-ketlik bo'lsin. Umng limitini Y ga tegishli ekanligini 

ko'rsatamiz. Limitning ta’rifiga ko'ra, Ve > 0 son uchun shunday n0(e)eN 

topiladiki, n>n0 lar uchun d(y„,y) < s Endi ketma-ketlik tuzilishiga ko'ra,

Vne N,y„eY bundan d(yn,Y)- 0, d(y, Y) <d(v,y„j + d(y„,Y) munosabatlami 

hisobga olib, d(y,Y)< lim (d(y,yj + d(v„, Y)) =0 tenglikm hosil qilamiz. Y yopiq

bolganligi uchun Y = Y ekanligi kelib chiqadi. Buhdan esa Y ning barcha urinish 

nuqtalar to'plami o'ziga tegishli bo'ladi, ya’ni d(y, Y) = 0 dan My e Y kelib 

chiqadi

I  etarliligu Y dagi nuqtalardan iborat ixtiyoriy yaqinlashuvchi ketma- 

ketlikmng limiti Y ga tegishli bo'lsin, u holda limit nuqta urinish nuqta bo'ladi

150



Y ning barcha urinish nuqtalaridan iborat to‘plam uning yopilmasi bo' ludi 
Demak, Y = Y , Y- yopiq

21. A to‘plamning yopiqligim isbotlash uchun X \ A  to'plamnmg ochiq 
ekanligini ko'rsatamiz, \JxzX\~A nuqta qaraylik. Demak, xeA  shuning uchun 
x ning shunday U(x )  atrofi topiladiki, bu atrofda A ga tegishli nuqtalar yo'q, 

Щ х ) ( ] А  = 0  . Shuning uchun x e U (x )  с  (X  \ A), ya’ni x nuqta X  \ A 

to'plamnmg ichki nuqtasidir Demak, A'\/l to'plam ochiq, bundan A 
to'plamnmg yopiqligi kelib chiqadi

23. Masala shartiga ko'ra B7(x )  с  В,(у )  o'rinli (28-rasm). Endi,
Я,(v )  с  B,(x)  ekanini isbotlaymiz.

V i e  # , ( v), d(x ,z )  < d (y ,z )  + d (x ,v )  < 3 + 3 < 7. Bundan z e B J x )  ekani kelib 

chiqadi. Demak, B,(y) = B7(x ) .

24 xn —* x,xn —> у , u holda uchburchak tengsizligiga ko'ra,

0 < d (x ,y ) < d ( x , x j  + d (xn,y )  ammo bu tengsizlikning o'ng tomoni n > -x da()

ga intiladi. Demak, d (x ,y )  -  0 => x = у . 25. 1) R. 2) R . 3) [-1,1]. 4) I 1. 5)
L  ^  ^  J

[0,т]. 6) S'. 7) [0,oo). 8) [0,ao). 9) R. 10) [0.oo). I I )  [l.oo).

12) A = A\J {(0, v) | у € [-l,l]}(29-rasm).

26. Ma’ lumki, R' da yopiq shar yopiq kesmadan iborat bo'ladi Hizga 
[в|,А1]э [я 2,А1]г)...э [в>1,4„]з... yopiq kesmalar ketma-ketligi berilgan bo’ lsin.

bunda b„- a„  - »0 ,» - » » .  Endi at,a2, . . .. va b]yh2, . ,h....sonli ketma-ketlik

qaraymiz a, <a2 < . <ar s ... < b, ,A, >b2> . > Л, 2 ... 2 «, munosabatlardan, 

matematik analilizdagi teoremaga ko'ra, {a„( va (Л„! ketma-kctliklar 

yaqinlashuvchi va {a j  ketma-ketlikning ixtiyoriy hadi {Л_| ketma-ketlikning 

ixtiyony hadidan oshmaydi. Faraz qilaylik, {o ,)->a0 va {A„} - »  A0 bo'lsin. Agar

a0=b„ bo'Isa, П [а,,Л,]= { * „ } , aks holda П[я,>А,]=  W A \
i=l il

27. Zarurligi. R' da A c R '  ochiq to'plam olaylik. V x e A  nuqta ichki 
ekanligidan shunday e > 0  son topiladiki, ( x - e , x + e ) c  A munosabat bajariladi. 
Ux deb x ni o ‘ z ichiga olgan eng katta ochiq mterv'alni belgilaylik. Ravshanki, 

x * y  nuqtalarni o‘ z ichiga olgan eng katta ochiq mtervallar kesishmaydi voki 
ustma-ust tushadi. Endi A to'plamdagi ratsional koordinatali nuqtalar uchun eng 
katta ochiq intemaHami qaraymiz. Bu intervallar ko'pi bilan sanoqli sonda 
bo'ladi. Isbotlanganiga ko'ra bu mtervallar ichida kesishadiganlari yo'q, aks 
holda ular ustma-ust tushar edi. Demak, /1-sanoqli sondagi o'zaro 
kesishmaydigan ochiq intervallar birlashmasidan iborat.

Yetarliligi. sanoqli sondagi ochiq to'plamlaming birlashmasi ochiq 
ekanligidan kelib chiqadi
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28. 1) {(х,.у)| х2 + у2 =0}; 2) R1. 29 ( X , d )  metrik fazodan markazix0

nuqtada radiusi ,n e N  boigan ochiq sharlar ketma- ketligini olaylik. 
n

\B!( x ^ f ) B l (x „ )= {x 0} -

nuqta yopiq to'plam.
30. (X.d) metrik fazoda markazi x0 nuqtada radiusi n (n e N )  ga teng

I^Vo)} УОРЩ sharlar sistemesmi olaylik. Ravshanki, |JB'n(x,,) = X  ochiq.

31. A-{a„a2,...,a,\ ixtiyoriy chekli to'plam bo'lsin. (A,d) metrik fazoni 

qaraylik, Vo,,o, eA (i * /) nuqtalar uchun d (a ,a .)  > 0, 0 < r < m m {d(aa  ) }  deb
7 i * J  1

olsak, Hr(a,) = {at | bo'ladi. Ix tiyon y i^ c^  to'plam £ = (J{a,} ko'rinishda
/=1

к
boiadi yoki В = y/ },(a ,), demak, ixtiyoriy В to'plam chekli sondagi ochiq

to'plamlaming birlashmasidan iborat. Bundan В to'plamning ochiq, ikkinchi 
tomondan, nuqta yopiq to'plam ekanligidan, В to'plamning yopiq ekanligi kelib 
chiqadi. Bu esa, A to'plamda d metrika bilan aniqlangan topologiya diskret 
metrika yordamida aniqlangan topologiya bilan bir xilligini ko'rsatadi.

32. (X,d) diskret metrik fazo bo'lsin. r(d) deb diskret metrika bilan 
aniqlangan topologiyam belgilaymiz. Ixtiyoriy A a X  to'plam olaylik. Diskret 
fazoda ixtiyoriy to'plam ochiq bo'ladi, demak, Aer(d ).  Endi X\A to'plamm
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qaraylik. ( X \ A ) c z X  ekanligidan X \ A  to'plam ochiq. Bundan Л to'plamning 
yopiqligi kelib chiqadi

2 л г

33. Aylanam uzunliklari —  gateng к ta yovlarga ajratib, aylanadagt har 
к

qanday k + \ ta nuqtalardan hech bo'lmaganda bittayoyda bittadan ortiq nuqta 
joylashishidan (Dirixlenmg qutilar prinsipi), hamda p -па л  burchakm in  bilan 
ratsional bog'liq emasligidan foydalaning.

34 Aw alo  ikkita chegaralangan to'plamning birlashmasi 
chegaralanganligini isbotlaymiz. A, va A , to'plamlar mos ravishda B, (x,) va

Br (x2) sharlarning ichida joylashgan bo'lsin. r = r,+r1+d(xt,x2) debolsak,

A, U A, с  B,(x.) munosabat o'rinli bo'ladi. Haqiqatan, e Br (x,) nuqta olamiz. 

d (z ,дг,) < d (z ,дг,) + d (x7,x,) < r2 + d(x2,x,) < r 

Demak, йГ1(х2) с й г(х ,).Bt (* , ) c  Br(x ,) munosabatning o'rinliligi 

ravshan. Bundan A, U A, c B r(x,)ekani kelib chiqadi.
Umumiy holda r = + '£ld (x l,x  )deb olish yetarli.

»

Chegaralangan to'plam sifatida B J x )  sharlar olinsa, [J B„(x)  = X
n~\

munosabat o'rinli bo'ladi. X esa chegaralanmagan.
r | )

35. 34-masaladan foydalaning. 36. (Q,d . )  dan и1 + - ) ” У fundamental
I "  I

ketma-ketlik olamiz. Ravshanki, lim(l + - )"  = e e Q . Bundan ratsional sonlar
n

to'plamida yaqinlashuvchi bo'lmagan fundamental ketma-ketlik mavjudligi 
kelib chiqadi. Demak.(£>,</,) to'la bo'lmagan metrik fazo ekan. 37. (C|M],rf,) 

fazoda {xj-fundamental ketma-ketlik bo'lsin, ya’m </,(х„,х.,)->0, n,m-»0.

С[М) fazodagi yaqinlashish. funksiyalarning tekis yaqinlashishiga ekvivalent 

bo'ladi.
Har bir berilgan Vr e [0;l] nuqtada ushbu {x„(r)} sonli ketma-ketlik Koshi 

shartim qanoatlantirgam uchun bu ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo ladi. Uning 
limitini x0(r) deb belgilaymiz. {x„(/)} ketma-ketlik x„ (/) funksiyaga tekis 

yaqinlashuvchi bo'lgani uchun x„ (i) funksiya uzluksiz bo'ladi. Natijada, 

d, (x„,x0) ->0 ga mtiladi, x 0 (/) e C,01). Demak, (cM ,rf,) fazo to la metrik fazodir

38. Z a ru r lig i (X , d )  metrik fazo to ia  bo'lib, unda ichma-ich joylashgan radiusi
0 ga intiluvchi Д,(х,),2? (x2)... yopiq sharlar ketma-ketliginmg kesishmasi bo'sh 

bo'lsin deb faraz qilaylik. Sharlarning markazlaridan tuzilgan {x„} ketma-ketlik 

fundamental bo'ladi, chunki d(xn,xm) < rn (n<m ), r„ esa n >x da 0 ga intiladi 

I'azo to'la bo'lgani uchun {x „} ketma-ketlik biror x0 nuqtaga intiladi <r„) 

ketma-ketlikning har bir hadi mos sharlarning markazlari bo'lgani uchun «,
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nuqta barcha sharlarga tegishli. Demak, bu sharlammg kesishmasi bo'sh emas. 
Mu ziddiyat masalamng zaruriylik shartini isbotlaydi.

Yetarliligi Bizga {*„ } fundamental ketma-ketlik berilgan bo ism

Slnmday n, topiladiki, barcha n>n. lar uchun d(xn,* » , )< -  bo'ladi. x„ nuqtani

markaz qilib radiusi birga teng yopiq shar olib um В, deb belgilaymiz. So'ngra

shunday пг (>i2 >  n, ) topiladiki, barcha n > и, lar uchun J ( x n, xn ) < —  boiadi. x„.

nuqtani markaz qilib radiusi ga teng yopiq shar olib um B2 deb belgilaymiz

va h.k bu jarayonm davom ettirib, ichma-ich joylashgan { Bk} yopiq sharlar

ketma-ketligim hosil qildik. Bk sharning radiusi ga teng Teorema shartiga

ko'ra bu yopiq sharlar ketma-ketliginmg umumiy nuqtasi mavjud. Bu nuqtani x 
bilan belgilaymiz. Ravshanki, hosil qilingan {xni} qismiy ketma-ketlikning limiti 

x  boiadi. Agar fundamental ketma-ketlik qismiy ketma-ketligining limiti x 
boisa, bu ketma-ketlikning o 'zi ham x ga mtiladi. Shunday qilib limx„ = x.

Demak, (X,U) metrik fazo to ia  ekanligi isbotlandi.

Ii 1xr ,/ 1 + ------ . agar x *  у
39. X  = N ,  d (x ,y )  =  \ x + y ' *

[ 0, agar x  = у

(X .J) metrik fazoda B'r (n ) (bunda r =1 + * ) yopiq sharlarni
2 n

Bl(\ )=  X  ,B',t(2 ) = X  \{\},B’r (3 )=  X  = X  \{\,2X...,n-\).

qarasak, haqiqatan ham,
B,\(\)z>B[ (2)  3 ^ ( 3 )  =>....=> B [(n )  =>... 

munosabat o'rinli va ulaming kesishmasi bo'sh bo'ladi.

1 X г, ш{0,ДГ},тг ={0,А,{в|},т,=<0,ЛГ,{А}},г4= {0 ,А ,{* }, {а }}
2 Topiamlar birlashmasi va kesishmasining xossalaridan foydalanmg
3 2) Vx t  d{A w B)  nuqta olamiz. Chegaraviy nuqtanmg ta’rifiga ko'ra,

V(.', atrof uchun
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и .  п (А  и В)  *  0 j ( U t (1/4)11 (Г/, П В)  *  0 
их П *  \ (л U Л) *  0  i t / ,  П (ЛГ \ Л) П (JT \ я ) *  0  ~

{
д(Аи в ) э дЛидВ o'rinli emas. Masalan:

X  = R, A = (0;2), В = (l;3 ), A U В = (0;3), d(A U Д) = {0 ,3 }, 8A U dB = ( 0,1,2,3}

Ikkala holda ham xe dA\jdBkelib chiqadi. Demak, d(A^B)adA  w dH

5(int A) a  dA. d(int А) з  8A o'rinli emasligiga misol:
X  = R, A = (0;1)U{2}, Й4 = {0,1,2}, <3(mt Л ) = {0,1}

8 )M a ’lumki, A = B munosabat А с  B, R з  A munosabatlarga teng 
kuchlidir. Demak, A czmtAljcA va A z> int A U dA munosabatlarni isbotlashimi/ 
kerak.

Agar xeA  boisa, x ning ixtiyoriy atrofida A to'plamga tegishli nuqtalar 
mavjud. Agar x ning ixtiyoriy atrofida X\ A ga tegishli nuqtalar ham bo'lsa, 
unda x e  dA. Lekin x ningbirorta U atrofida X  \ A ga tegishli nuqtalar bo'lmasa. 
unda x e U c z A  va demak x e m t A .  Bundan A cint Ai idA  ekanligi kelib chiqiuli 
F.ndi x g int A U (A  boisin. Demak, дгетЫ yoki xedA  munosabat bajariladi 
Ikkala holda ham x ning ixtiyony atrofida A to'plamga tegishli nuqtalar maynid 
va demak xe A . Bundan A = int A USA ni hosil qilamiz.

4. A to'plamning x urinish nuqtasi uchun d(x,A)  = o va 
Вг(х)Г\А*0  (Vr >0) munosabatlarning ekvivalent ekanligini isbotlash kerak

5. Hardoim A c  A bo‘ lganligi uchun A r> A munosabatni isbotlash 
yetarli. Buning uchun A to'plamga tegishli ixtiyoriy x nuqtani olaylik Ayai 
*€ X\A bo‘ lsa, X \ A  ochiq to'plam ekanligi va x nuqta urinish nuqlasi 
ckanligidan (Х\А)ПА = 0  munosabat kelib chiqadi. Bu qarama-qarslnlik «. I 
ekanligini ko'rsatadi.

=> x e dA

dA r> 8.A munosabat bajarilmasligiga misol:
X  - R, A = (0;1)U (1;2), A = [0;2], dA = {0;2}, dA = {0,1,2}

(
6) Vx e <3(int/l) nuqta olamiz. Quyidagi munosabat o'rinli:

IJ n<mtA)*(?) (l! Г\А*0

6. A ning yopiq to'plam ekanligini isbotlash uchun X \ A 1о'р1шшнпц
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oclnq to'plam ekanligini isbotlaymiz. Bunmg uchun X \ A  to'plamga tegishli 
ixtiyoriy x nuqtani qaraylik. x nuqta A to'plamga tegishli emas va shuning 
uchun uning shunday U atrofi mavjudki, bu atorofda A to'plamga tegishli 
nuqtalar yo'q, ya’ni U f ) A  = 0 .  Shuning uchun x e U  с  X \ A  , ya’ni x nuqta X \ A  

to'plamnmg ichki nuqtasidir. Demak, x\A  ochia to'plam.

7. V xe A\uB nuqta olam iz. T a ’rifga k o 'ra  \f\x / ‘ (-4) =  C \ f ' \ A )  ikkala

holda ham x e A D B  . D em ak, A\JB<z A\JB . V x e^ U #  bo'lsin  unda x e A  yoki 
хей  bo'ladi. xe A o'rinli b o 'lsa  (/, П Л *  0  => (/, n (4 U B )* 0 = > x e A U B . xeB  

bo 'lgan  holda ham xuddi shunday ko 'rsatiladi. Shunday qilib, A U B  = A i l B  

o'rinli.
8. 6-masaladan bevosita kelib chiqadi.
9. 1) Хет boiganligi va XV[Y - Y  bo'lganligi uchun Y e xr .

2) 0 e r  bo'lganligi va 0 f l Y = 0  bo'lganligi uchun 0 e r r .
3) HI,H1 e тг bo'lsa, G,,G26 ty to'plamlar mavjud bo'lib,
H, П Я . = (Г П 0 1)П (Г П С 2) = ГП (С 1П С2) е г 1. .
4) Tr oilaga tegishli {H J  to'plamlar oilasi berilgan bo'lsa, r ga

tegishli {Ga} to'plamlar mavjud bo'lib,

IJ tf, = U (^ n o 'J = K n (U «J 6 ^  bo'ladi.
a  a  a

10. B izga  V x & X  va  uning V  atrofi berilgan bo 'lsin . Y, to 'p lam  X  ning 
h am m ayerida zich ekanligidan {/ПК, * 0 , y a ’ni yel/CW, nuqta m avjudligi 
kelib chiqadi. {/ПК, ochiq ekam dan ham da Y2 to 'p lam  X  ning ham m a yerida 
zichligidan {/ПУ| ПК2 * 0 ,  y a ’ ni U f ) Y  * 0  munosabatni hosil qilam iz. Bu  esa 
)' -  Y, П Y2 to 'p lam  X  ning ham m a yerida zich ekanligini bildiradi.

11a ) X  ~ [0,1] , г = { A : X  \ A -  chekli yoki A = 0 }.  Bu topologik fazoda 
sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilmaydi.

b) X  - 10,11 to'plam ni diskret topologiya bilan o lsak  sanoqlilikning 
ikkinchi aksiom asi o 'rinli em as.

14 Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi o'rinli boiganli uchun X  
topologik fazoda sanoqli baza mavjud. X  topologik fazoda ixtiyoriy x nuqta 
olamiz va bu bazaning x nuqtani o 'z  ichiga olgan to'plamlarini qaraymiz. Bu 
to'plamlar sanoqlidan ko'p bo'lmaydi. Ular x nuqta bazasinig topologiyasini 
hosil qiladi.

16 ( r , } va {xa) oilalar berilgan bo'lsin. Bu oilalaming kesishmasini {r^ } 

deb belgilaylik. jra(l} topologiya ekanligini ko'rsatamiz. 1) 0 6 ^ ;  2) X e rafl 

bajarilishi ravshan. 3) VA^A, to'plamlaming kesishmasi ham oilaga 

tegishli chunki <4, П Л, e ra, А, ПА, e r e; 4) Й я}е г ^  bo'lsm. \jAl e ra, , [ jA ;ieTl,
A  A

lardan [ J a x e t^  kelib chiqadi.
A

156



17. 1) Vxe X\A nuqta olaylik. Ta’rifga ko'ra (/, D(-V\Л) / О lliiiulnn 

x £ int A ekanligi kelib chiqadi. Agar xe  int A boisa, shunday atrot 

topiladiki, Vx c A  bajariladi. Natijada УхГ\(Х\А)=0  tenglik kelibchiqmli Mn 

esa x nuqtaning olinishiga zid. x nuqtaning ixtiyoriyligidan x\A t.  X \ (ml ■<) 
munosabatni hosil qilamiz. Endi Vx e X  \ (int A ). Bundan x <f int A . ya’m » 
nuqtaning A dato iiq  joylashadigan atrofi mavjud emas. Demak,
11 x[ ] ( X \ A ) * 0  munosabat o‘ rinli. x nuqtaning ixtiyoriyligidan Л' - (int -i) \ - A 

kelib chiqadi.
18 1) AC\B э  AC\B munosabatbajarilmasligigamisol:

X =R, A = (0,1), В = (1;2), A[)B  = 0 ,  1(1 S ={1}.

2) A\Bz>A\B munosabat bajarilmasligiga misol:
X = Л, A = (0;1), В = (1,2), Jve=(0;l], A\B =[0;1).

21. Teskarisini faraz qilaylik. A  to'plamm o ‘z ichia olgan eng kichik 
yopiq to‘plam Be: A boisin deb faraz qilaylik, ya’ni В с  A . В yopiqligidan 
A c B  = B munosabat o ‘rinli. Bundan esa A c B  <zB ekani kelib chiqadi Bu 
ziddiyat farazning noto‘ griligini, tasdiqning to'g'riligini isbotlaydi

22. Teskarisini faraz qilamiz A  to‘plamning ochiq qism to‘plamlari ichida 
int^ m o ‘z ichiga oluvchi ochiq В to‘plam mavjud boisin. m tAczB cA  в  ga 
tegishli, lekin int A ga tegishli boimagan x nuqta mavjud boisin deb faraz 
qilaylik. U holda shunday U, atrof mavjudki, UxczBc.A(B  to'plamning 

ochiqligidan). Demak, x nuqta A  to'plamning ichki nuqtasi, ya’m xe int/l. Bu 
esa ziddiyat.

23. Bu masala matematik analiz kursidagi har qanday uzluksiz funksiyam 
ratsional koeffisientli ko'phad bilan approksimatsiya qilish mumkin degan 
teoremadan kelib chiqadi.

24. Zaruriyligi X topologik fazomng Y qism fazosi diskret bo'lsin deb 
faraz qilaylik. VyeX dan v e rr ekani kelib chiqadi. Y qism fazo ekanligidan 
3J/er topiladiki, Uf]Y  = {>’) munosabat o'rinli bo'ladi. Bundan {y} ajralgan 
nuqta ekanligi kelib chiqadi. у ning ixtiyoriyligidan Y qism fazoning barch;i 
nuqtalan ajralgan ekanligini hosil qilamiz.

Yetarliligi Y qism fazoning barcha nuqtalan ajralgan bo'lsin Ta’rifjw 
ko'ra 3t/ет mavjudki, и ПУ = {>■), bundan keltirilgan topologiya ta’rifiga ко i ,\ 
у nuqta Y da ochiqligi kelib chiqadi. Demak, Y diskret fazo ekan

25. Faraz qilaylik {f/„} X  topologik fazoning sanoqli bazasi boisin llni 

bir bazaning elementidan bittadan an nuqta olamiz. A = { a j  sanoqli to'pliim » 

ning hamma yerida zieh. Demak, X  topologik fazo separabel
26. Zaruriyligi 25-masaladan kelib chiqadi.
Yetarliligi (x ,d ) metrik fazo separabel bo'lsin. Bundagi haminii 

yerdazich to'plamni A - { a J  deb belgilaylik. {i?, (a j )  ochiq sharlai ki«Ipiiih»i
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v metrik fazoning bazasi bo'ladi. Bunda n va m bogiiqsiz holda barcha 
natural sonlarni qabul qiladi. Demak, (X.d) da sanoqlilikning ikkinchi 
aksiomasi bajarilar ekan

27. ((/,) X topologik fazoning qoplamasi va B = {U„) uning sanoqli 

bazasi bo'lsin. {(/„} to'plamlar ichidan {Ua} to'plamlarda yotadiganlarini ajratib 

olamiz. Agar biror и  bir nechta {Ua} larda yotsa ular ichidan ixtiyoriy bittasini 

tanlab olamiz va (Uai) deb belgilaymiz. {{/„} sanoqli bo'lgani uchun ajratib 

olgan \u ) to'plamlar ham sanoqlidan ko'p emas. Endi {t/„>} to'plamlar X  m 

qoplashini ko'rsatamiz. Bunmg uchun V xeX  nuqta olamiz. U holda x e Ua 

shartni qanoatlantiruvchi Ua topish mumkin. B - { U n) baza bo'lganligi uchun 

shunday Um topishmumkinki, x e i / . c U ,  munosabatbajariladi. x nuqtaning 

lxtiyoriyligidan, hamda u a e  |f/a>}, Un e } munosabatlardan (Ua>) X ning 

qoplashi kelib chiqadi.
.  _ ( xe  А.Ает fxeint/1 [VU^uchun U , ( 1 A * 0
28. V x e A D B ^  < J  =>< _  => \ '

[ x e B  [ x e B  \UXV\B*Z

-^>UxC \ A V \ B * 0 ^ > x e A ( \ B . Demak, A e  x uchun A(\B c .Af\B  munosabat 

o'rinli ekan. A ochiq boimaganda bu munosabat o'rinli bo'lmasligi mumkin. 
Haqiqatan, X  = R ' , A =[0,1], В = (1,2) deb faraz qilsak, A f ] B  = {1 } ,Л П £

29. dA = A \ mt A munosabatdan foydalanib isbotlash mumkin.
30. Za ru r l i g i  A -ochiq deb faraz qilsak, A = int Л munosabat o'rinli 

bo'ladi. 3- masalamng 8) qismiga ko'ra SA = A\A  kelib chiqadi.
Yetarl i l igi .  d A = A \ A  o'nnli bo'lsin. 3- masala 8) qisnugako'ra

i)A = A \ mt a bu ikkala munosabatlami solishtirib A = mt.4 munosabami hosil 
qilamiz. Demak, A  ochiq to'plam.

31. 30- masalaga qarang.
32. ( X . J )  metrik fazo separabel bo'lishi uchun unda sanoqli baza mavjud 

bo'lishi zarur va yetarliligidan foydalaning.
33. Kcltirilgan topologiya xossasidan foydalaning.

3§

1 Funksiya uzluksizliginmg ta’rifiga ko'ra Ve > 0 olinganda ham shunda> 
S=S  = (e) > 0 son topilsaki, J(x,xtt)< 8  tengsizlikni qanoatlantiruvchi x e X  lai 

uchun \ f ( x ) ~/ (*0)|<e munosabat o'rinli bo'lishini ko'rsatishimiz kerak.

I/(■*■)-f(x„i\ = \J ( x ,A ) -d ( x0,A i \ < d ( x , x j < 6  =e . Demak, e =6 deb olsak,

|/ (* )-  /(x0)j < £ munosabat o'rinli bo'lar ekan.

2. Za r u r l i g i  f  uzluksiz akslantirish, G czY ochiq to'plam bo'lsin. /  ' (G )  

ochiq ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Agar x e  / ' ( G ) bo'lsa, f ( x ) e G  bo'ladi 
/ akslantirish uzluksiz bo'lganligi uchun x ning shunday U atrofi mavjudki
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U с  /  '(G) boiadi. Bundan esa x s f/ c  / ‘ (G) kelib chiqadi Demak, f ' (f >) 
ochiq to'plamdir.

Yetarliligi Endi ixtiyoriy G czY ochiq to'plam uchun / ' (G) ochiq 
to'plam, x e X  boisin. y = f ( x )  nuqtaning ixtiyoriy atrofi V m qarasak, u ochiq 
bo'lgani uchun U -  f  ' (V) ochiq to'plam bo'ladi. Undan tashqan, xe / (Г) va 
U c f ' l y ) .  Demak, / akslantirish x nuqtada uzluksizdir. Bu yerda x ixtiyoriy 
nuqta bo'lgani uchun / akslantirish uzluksiz bo'ladi.

3. f ' ( X \ U ) = X \ f ' ( U )  formuladan va 2-masaladan foydalaning.
4. 2-masaladan bevosita foydalanib isbotlanadi.
5. Teskarisini faraz qilish yo'li bilan, ya’ ni f  X -+Y  uzluksiz. biyektiv 

akslantirish berilgan bo 'lib X  da ajralgan nuqta mavjud boimasin. Y da 
ajralgan nuqta mavjud deb oling va 2- masaladan foydalaning.

6. Uzluksiz /  : [0;l] —> [0;l] akslantirish birorta ham qo'zg'almas nuqtaga 

ega emas deb faraz qilaylik. Yordamchi F(x) = f ( x ) - x  funksiya kiritamiz. 
Farazga ko'ra uzluksiz F(x) funksiya uchun F (0 )  > 0, F (  1) < 0 munosabatlar 

o'rinli. Bundan 3x0e[0;l] mavjudki, F(x„) = 0. U holda /(x0) = x, qo'zg'almas 

nuqta mavjudligi kelib chiqadi. Bu esa farazga zid.
/ (0  = (sin t ,sin 21) t e (0,2/r) (30-rasm).

5-]

3

1 •

-Г" .3 -7 -t ^ i 2 з i

-i ■

30-rasm

10. Y topologik fazoning bazasi {YJ bo'lsin. Shartga ko'ra f~ '(Y„)*X„  

ochiq. Ixtiyoriy f/еУ to'plam olamiz. Maiumki, U = UYa o'rinli. (/
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to'plamning proobrazmi ko'raylik: /  \ U )  = f  ' (U Y I )  = U  f  \Ya)  = U X a ochiq.
a  a  a

Demak, / akslantirish uzluksiz.
11 d(x,y) akslantirislming X x x  fazoda uzluksiz ekanligi isbotlash 

uchun. Me > 0 son olgammizda ham, shunday S >0  son topilishi kerakki, 
d (x ,xu) <  S, d (y ,y0) < 8 munosabat o'rinli bo'ladigan barcha 

(* ,x 0),(.y,iy0) 6 X  x X  nuqtalar uchun d (x ,y )  -  d(xtt,y0)\ < e  o'nnli ekanini

ko'rsatish zarur. Haqiqatan, agar S -  — deb olsak, quyidagilar o'rinli:

d(x ,y ) -  d (x0, y j  = d (x ,y )  -  d (x0,y) + d (x0,y )  -  d (x lt,y l>)j < d(x ,y ) -  d (x„,y) +

+ d (x [l, y ) - d ( x 0,y0) <25 =s.

17. Zaruriyligi Bizga / X ~*Y uzluksiz akslantirish benlgan bo'lsin. 
f\x uzluksiz akslantirish ekanligini ko'rsatamiz. Ma’ lumki, /I

akslantirishnmg proobrazi (asli) [ f  = X , П f " ' ( A )  formula yordamida

topiladi. Shuning uchun A yopiq to'plam bo'lsa, / '(A) va X ^ f  \A) 
to'plamlar ham yopiq bo'ladi. Xuddi shunga o'xshash f\x akslantirishnmg ham

uzluksizligi ko'rsatiladi.
Yetarlilgi. Endi f  x , f\x akslantirishlar uzluksiz bo'lsin deb faraz qilib,

/ X -> Y  akslantirishning uzluksizligini ko'rsatamiz. A = A c Y  munosabat 
o'nnli bo'lsin. U holda

Г 1( А )  = / - >( А ) П Х = / - ' ( А ) П ( Х [ и Х 2) = ( Г ,( А ) П Х 1) и ( Г ' ( А ) П Х 1 

= ( f i i ) , ( A) U( f \ Xi) , (A) 

tengliklar bajariladi ( f\x )  \A)  X] da yopiqligi hamda X, = X  munosabatdan 

(/|л ) '( A)  ning X  da yopiqligi kelib chiqadi. Xuddi shunga o'xshash {f\x y l(A)

ning X  da yopiqligim isbotlash mumkin. Natijada, f  ' (A )  X  da yopiqligini 
hosil qildik

23. /c,d/ ning /«./>/ ga gomeomorfligi isbotlaymiz. f  :[c,d]^>[a,b}

akslantirish quranuz. Bu akslantirish f ( x ) =  -....— (x -c ) + a chiziqli akslantirish
d - c

orqali lfodalanadi. Chiziqli funksiya uzluksiz va monoton. Bundan / ' 

mavjudligi kelib chiqadi. / ' ( x )  = ̂ — ^ - ( x - a )  + c funksiya ham chiziqli, shuning
h -a

uchun uzluksiz. Demak, / -gomeomorfizm.

28, 4- masaladan foydalaning. 29. / : R" - »  R "  akslantirish uzluksiz 

bo'lishi uchun uning har bir komponentasi uzlusiz bo'lishidan foydalaniladi. 35 
n = 2 hoi. Quyidagicha / : D 2 -> R 2 akslantirish quramiz:
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Д х ,У )  =
R- V x 2 + у 2 R - J x 2+ y 2

/  akslantirishning gom com m  ll/in

ekanligini tekshiraylik. Bu akslantinshning uzluksizligi
X V

u(x,y ) = ----- . ..., v ( x ,y )= -  T = = _ . funksiyalarning u/.luksi/lijiul«ii
R - ^ j x 2+ y 2 R - ^ j x 2+ y 2

kelib chiqadi. Endi unga teskari akslantirish mavjud va uzluksizligini 
ko'rsatavmiz. Teskari / ; R1 -> I ) 2 akslantirishni

Rx Ry
f  (x,y) - ,

[1 +  ^ ' л Г + у 2 1 + -xJX2+ y 2 

formula bilan aniqlaymiz. Bu akslantirishning

f t (x ,y ) = -----у--— - , v) = ------^  uzluksizligi funksiyalarning
1 +  +  у  ' 1 +  л/дг2 +  у 2

uzluksizligidan kelib chiqadi. Endi / '(x,/) akslantirishning haqiqatan ham / 
ga teskari ekanligini ko‘rsataylik. Buning uchun f(p(x,y),<p(x,y)) = (*, v) 
tenglikni isbotlaymiz:

/фг.У) <p{x,y)f (n (x ,y ) , (p (x ,y ) )  = 

Rx

1 + л/ЛГ + v2

R_ Rlxl + y2

R ~ 'J ^ 2(x ,y )  + <p2(x ,y )  ’ R-^j/u2(x ,y )  + (p2{x,y)

Ry
4- V 2\ + J x 2+ y 2

R - R X +  V

1 + yjx + y  1 + -,jx2 + y 2 

Demak, / akslantirish gomeomorfizmdir.
Umumiyhol. R" da koordinata boshmi D" shaming markaziga joylashtmb, 

dekart koordinatalar sistemasini kiritamiz. So‘ngra f  :D" - *  R” akslantirishni

....j a
.....Ж

| R -x \  ’ /? — |jcj’ /? — jjcjJ 

| x |= л/х2 + x ]  + ... + x ]  , R -shaming radiusi). Teskari akslantirish 

Rx, Rx2 Rxn 

[ l  + jjrj’ l+|*|’ ’" ’ l + |x| 

akslantirishlar uzluksiz boigani uchun / gomeomorfizmdir 
f -  x, agar x <  0 

54. 1) /(x) = 0; 2) f ( x )  = | 0, x e [0;l];
(x -1, agar x >  1

f ( X „ X 2, . . X , )  =

f ~ ' ( x l ,x2, . . j c j  =

formula bilan aniqlaymiz (bu yerdii

formula yordamida aniqlanadi Ikkwln
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I -  г +1, agar x  <  - 1
[ -  x, agar x  <  0  

j 0, agar x  > 0

4 §

1. Tekislikdagi ushbu

to'plamda keltirilgan topologiya kintsak, lokal bogianishli bo'lmagan, 
bog'lamshli topologik fazoga misol boiadi.

2. Bizga X,Y topologik fazolar / X  -*У  uzluksiz akslantirish, А с  X 
bogianishli to'plam berilgan boiib, f (A )  bogianishsiz to'plam bo'lsin deb 
faraz qilaylik. U holda, bo'sh bo'lmagan ochiq G, va G2 to'plamlar mavjud 
boiib, /(Л) = (/ (Л )П а ,)и (/ (Л )П О 2),(/ (Л )Па1)П (/ (А )ПО2) = 0  va 
f (A )HG, * 0 ,  /(А)Г\02 * 0  munosabatlar bajariladi. /  akslantirish uzluksiz 
bo'lganligi uchun A, = / ‘ (G.) va A2 = /~'(G2) to'plamlar X  ning ochiq qism 
to'plamlaribo'ladi. f(A)f]C,, ± 0, f (A ) f ]G 2 * 0  munosabatlardan Л,Г\Л*0  va 
A2H A * 0  kelib chiqadi. Bundan tashqan, A =(A, П A)\J(A2 П A) munosabat ham 

o'rinlidir. Demak, /1-bogianishsiz. Bu ziddiyatdan /(A) ning bog'lamshliligi 
kelib chiqadi.

4. Teskarisini faraz qilaylik, X topologik fazo, o'zaro kesishmaydigan 
ochiq va bo'sh bo'lmagan A, В to'plamlar birlashmasidan lborat bo'lsin, ya’ni 
X = А1)В,АГ\В = 0 .  \J holda a<=A,be=B nuqtalar mavjud bo'ladi. Ikkinchi 
tomondan Сл  = (Г „  П /l)U(Сл  П В ) . Bundan а е (С^ [\A\be  (С* П В ) . Demak,

(<■ П/1) va (С *П В ) to'plamlar bo'sh emas, o'zaro kesishmaydi va Сл da 
ochiq Bu ziddiyatdan X  ning bogianishli topologik fazo ekanligi kelib chiqadi

5 /<10,1 j) 2-masalaga ko'ra bog'lanishli bo'lib, x ,y  nuqtalami o 'z  ichiga 
oladi. 4-masalaga ko'ra X bog'lamshli topologik fazodir.

6. Bog'lamshli boiadi
7. Bogianishli emas, chunki у  = x to'g'ri chiziq tekislikni ikkiga 

ajratadi, Ickin faqat bitta koordinatasi ratsional nuqtalar to plamming birorta 
ham elementi bu to'g'ri chiziqqa tegishli emas.

8. Bog'lanishli emas, chunki x2 + y 2 = V2 aylana tekislikni ikkiga 

ajratadi, iekin ikkala koordinatasi ratsional nuqtalar to'plamining birorta ham 
elementi bu aylanaga tergishli emas.

9. Bog'lamshli emas, chunki x2 + y 2 = v2  aylana tekislikni ikkiga 

ajratadi, umumiy markazga ega ratsional radiusli aylanalar to'plami yuqorida 
ajratilgan ikkala to'plamda ham joylashadi.

11. To 'g 'ri chizxqda
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1) Z =(barcha butun sonlar to'plami) lokal bog'lanishli to'plnin 
Haqiqatan ham, Z da ixtiyoriy nuqta ochiq to'plam, chunki bu topliimning 
barcha nuqtalari o'zining etarlicha kichik radiusli atrofidan iborat boliuli

2) X  = <0;—; — lokal bog'lanishli to'plam emas, chunki bu
1 2  3 n

to'plamda 0 ning yetarlicha kichik (-£ ,£ ) atroflm qarasak, 3 n„ >0 

mavjudki n > n alar uchun barcha e (-£ ,£ ) munosabat bajariladi Endi 

shunday £, < e  irratsional son topiladiki bu (-£ ,,£ ,) atrof uchun

X  Г\ ( - £ , £ )  =  ( ( - £ , ,  £ , ) П  ^ ) u l  — — - — i  munosabat o'rinli bo'ladi 
[n n + 1 n + к J

3) [a;*] lokal bog'lanishli to'plam.
4) Q = (barcha ratsional sonlar to'plami) lokal bog'lanishli to'plam emas 

Haqiqatan ham, q e Q  nuqtaolaylik, bu nuqtaning ixtiyoriy 

U 4 = Q C \ (q -e ,q  + e )  atrofmi U q = Q f| ((</ -  £ ,a )U (a ,^  + ^)) ko'rmishda 

yozish mumkin (bu erda a  -irratsional son).

16. X  topologik fazo sifatida у  = sin(—) funksiya grafigi va
x

{(х,.у): x = 0,-1 < у  < 1} to'plamning birlashmasini olish mumkin.
19. Teskarisini faraz qilish usuli, ya’ni topologik fazolaming bin X, 

bogianishsiz bo'lib, ulaming to'g'ri ko'paytmasi X, x l ,  x . . . x l ,  bog'lanishli 

bo'lsin deb faraz qilaylik. U holda X t o'zaro kesishmaydigan ochiq va bo sh 
boimagan Л. В to'plamlar birlashmasidan iborat bo'ladi, ya’ni 
X , = A [ jВ,Лр\В = 0 . Yuqoridagi munosabatdan

X , хЛГ2 x...xA„ ={A\JB)xX2 х...хХ„ = (A xX I x...xXj\J(BxX2x...xXn) 
Demak, X , x X 2 x...xXn fazo o'zaro kesishmaydigan ochiq va bo'sh bo imagan 

A x X zx...xX" va B * X 7x...xX„ to'plamlaming birlashmasi ko'rmishida yo/.ildi 

Bu esa ziddiyat.
23. X  topologik fazo bo'lsin. Agar x va у  nuqtalami o 'z  ichiga oladigan 

bog'lanishli A c : X  to'plam mavjud bo'lsa, x ~ y  deymiz. Bu munosabat 
ekvivalentlik munosabati ekani isbotlansin

Ravshanki, masalada kiritiligan munosabatga ko'ra x ~ x . Agar x v 
bo'lsa, x va у  nuqtalami o 'z  ichiga oladigan bog'lanishli A to'plam mavjud 
bo'ladi. Shu to'plamning o'zi у  va x ni o 'z  ichiga oluvchi bog'lanishli to'plnin 
bo'lib xizmat qiladi. Demak, x -  у dan y ~ x  kelib chiqadi. Endi x -  v , у / 
deb faraz qilaylik, u holda x va у nuqtalami o 'z  ichiga oladigan bogianmlili л 

to'plam, у  va z nuqtalami o 'z  ichiga oladigan bog'lanishli В to'plamlni 
mavjud. A ( 1 B * 0  ekanligidan A U B  bog'lanishli bo'ladi. Bu to'plam r v h  .
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nuqtalarm o 'z  ichiga oladigan bogianishli to‘plamdir. Demak, x  ~ у , у ~ z 

munosabatlardan x ~ z  kelib chiqdi.
24 Umumiy nuqtaga ega boigan bogianishli to'plamlammg birlashmasi 

bogianishli ekanligidan foydalaning.
25. H to'plam x nuqta tegishli bo iga  bog'lamshlilik komponentasi 

bo'lsin. Maiumki, H bog'lamshli to'plamdir. Bog'lamshlilik komponentasi 
ta’rifiga ko'ra xc H dan H -  /7 kelib chiqadi. Demak, Я yopiq to'plam.

26 Biror A bog'lamshli to'plam olaylik. Agar aeA  bo'lsa, A 
bog'lamshli ekanligidan hamda bog'lanishlilik komponentasining ta’rifidan 
А с. kelib chiqadi.

28 x ,yeX  va x г  у bo'lsa, ular tegishli bo'lgan bog'lanishlilik 
komponentalan H x va Hy bilan belgilaylik. Agar Hxf ]H y * 0  bo'lsa,

H = я ги я ,  to'plam bogianishli bo'ladi va bog'lanishlilik komponentasining 

ta’ rifiga ko'ra H = H X = H y tenglik kelib chiqadi.

5§
5. {xn} - yaqinlashuvchi ketma-ketlik va lim xi: = x bo'lsin. Agar xn -> v 

va y + x  bo'lsa, f/, va U 2 bilan mos ravishda x va .v nuqtalaming o'zaro 
kesishmaydigan atrofini belgilaymiz. {x„} ketma-ketlik x va v nuqtalarga 

yaqinlashganligi uchun shunday N„N 2sonlar mavjudki, n > N.t da xnef/,, n > Л’, 

da x„ e i/2 bo'ladi. Bundan n > max j Л’,, N2} bo'lsa, x„ eU, f ) ( '2 munosabatni 

olamiz. Demak, f/, ПU2*<Z, Bu ziddiyatdan x  = y bo'lishi kelib chiqadi.
10. X  ,-cheksiz to'plam, г = { A c  X  : X  \ A -  chekli yoki /1 = 0 } .

Ma iumki, ( X fazo bo'ladi. Haqiqatan, jc va у  nuqtalaming atroflari 

sifatida l l x = X  \ {y} va U y = X  \ {x } to'plamlami olsak, x ning U x atrofi у 

nuqtani, у  ning U y atrofi esa x nuqtani o 'z  ichiga olmaydi. Endi ixtiyoriy 

x *  у nuqtalaming mos ravishda IJX va Uy atroflarini qaraymiz. U x f| U y 0  

ekanligini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, U x e r , U y e r  boiib, 

lJx П U y = 0  munosabat o'rinli bo'lsin. U x e r ,  U y ет bo'lgani uchun X  \Ut 

va X  \U -  chekli to'plamlar ekani kelib chiqadi. Ravshanki,

{X  \ U x) U (X  \ U , ) -  chekli to'plamdir. (X  \ U J U  [ X  \ U J  = X  \ [l/x П (/ J 
munosabatdan X  \ (Ux П U y)  to'plamning chekliligi kelib chiqadi. Bu esa 

U x П l 'y = 0  farazga zid

6 §

1. { U J -  oila [a,b] segmenmng ochiq qobig' bo'lsin. Agar xe[a,A] va 

[a,x] segment uchun chekli qobiq mavjud bo'lsa, bunday x nuqtalar to'plamim 
A bilan belgilaymiz. Ravshanki, A bo'sh emas, chunki ae A. Bundan tashqan,
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birorta a,, uchun a e Ua> bo'lsa, a nuqta o'zining birorta atrofi bilan f/„_ da 

yotadi. Shuning uchun A to'plamga a nuqtadan boshqa nuqtalar ham tegishli 
Demak, agar с = sup)x: x e A) boisa, с > a ekanligi ravshan. с = supjr x ( A) 
bo'lganligi uchun [a ,c -e ] segment uchun chekli qobiq mavjud. Agar [o,< r. | 
segmentning chekli qobig‘ iga с tegishli boigan и щ to'plamni qo'shsak, [ я д  | 

uchun chekli qobiq paydo boiadi. Demak, c e A .  Endi с = b ekanligini 
isbotlaylik. Agar c < h  boisa, e  m shunday kichik qilib olamizki,
[ c - e;c +£]c (/ „  bajarilsin. Shunda [a,c] segmentning chekli qob igi [a,c + e\ 

uchun ham chekli qobiq boiadi. Bu esa с ning amqlanishiga ziddir. Demak, 
c = b .

2. Zarurligi Metrik fazoda to‘plam birorta shar ichida yotsa, u 
chegaralangan to'plam deyiladi. A  kompakt to'plam boisa, R " ningxausdorf 
fazo ekanligidan A ning yopiq to'lam ekanligi kelib chiqadi. Endi A ning 
chegaralanganligini ko'rsatamiz. Bunmg uchun birorta xe A nuqtani olib, 
markazi shu nuqtada boigan jS„(x)| sharlar oilasim qaraymiz, bu yerda

n —1,2,3.....Bu sharlar oilasi A uchim ochiq qobiq boiadi va A kompakt
to'plam bo'lganligi uchun bu oiladan chekli qobiq ajratish mumkin. Agar chekli
qobiq В.(х„),Вл (x0),..,Bn (x0) sharlardan iborat boisa, N bilan max in,} m

' ^  * 1< i<.k

belgilaymiz. Bu yerda B„(x) markazi x nuqtada boigan radiusi «  ga teng ochiq 

shar. Bu holda A c i v( i )  ekanligidan A ning chegaralanganligi kelib chiqadi

Yetarliligi 1-masalaga ko'ra [~r,r] segment kompakt. Yopiq kub 
Q r = { x e R "  ni n ta [ - r , r ] segmentning to'g'ri ko'paytmasi sifatida
yozamiz. Ikkita kompakt to'plamning to'g'ri ko'paytmasi yana kompakt to'plam 
ekanligidan Q r kub ham kompakt. A to'plam chegaralangan bo'lganligi uchun 
uni o 'z  ichiga oluvchi Q r kub mavjud. A yopiq bo'lganligi uchun uning 
toidiruvchisi R n \A ochiq to'plam. Endi { U a } oila A to'plamnmg ochiq qobig'i 

bo'lsa, {Ua} \i4} oila Qr ning ochiq qobig'i bo'ladi. Q, kompakt 

bo'lganligi uchun bu oiladan chekli qobiq ajratish mumkin. Hosil bo'lgan 
qobiqdan R"  \ A to'plamni chiqarib A to'plam uchun {{/,) oiladan ajratilgan 

chekli qobiq hosil qilamiz. Demak, A  to'plam yopiq.
3. A to'plam X  kompakt fazoning yopiq qism to'plami va {Aa} oila A 

to'plam uchun ochiq qobiq bo'lsin. A yopiq to'plam bo'lganligi uchun X\A 
ochiq to'plam va {A„}U{X\A} oila X  uchun qobiq bo'ladi. X  kompakt fazo 

bo'lganligi uchun {^a}U {A '\^ } oiladan X uchun chekli qobiq ajratish mumkin. 

Ajratilgan chekli qobiqqa tegishli qism to'plamlar bo'lsin. Agar {/-j}f 

oilada X\A to'plam bo'lmasa, {/•,} oila {Aa} dan ajratilgan A ning chekli 

qobig'i bo'ladi. Agar {h] } oilada X\A bo'lsa, unda bu oiladan X \A ni chiqarib, 
A uchun chekli qobiq hosil qilamiz. Demak, A kompakt to'plamdir.

6. Buni isbotlash uchun ikkita kompakt to'plamnmg birlashmasi
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kompaktligini ko'rsatish yetarli. Bizga A va В kompakt to'plamlar berilgan 
bo'lsin. {UA) va {(/„} oilalar mos ravishda A va В to'plamlarning ochiq 
qobiqlari bo'lsa, { ( / ,SU{£/e ) birlashmadan iborat \VAUB) oilani qaraymiz. A va 

И kompakt to'plamlar bo'lganligi uchun {UA) va {Ua) oilalardan chekli ochiq 
qism qobiqlar ajratish mumkin. Ulaming birlashmasi A\JB uchun {UMB) oila 

dan ajratilgan chekli ochiq qism qobiq bo'ladi. Demak, A\JB kompakt to'plam.
7. X  =  R " , kompakt to'plamlar sifatida |b ’ (x0)} yopiq sharlar sistemasim

olamiz. Ulaming birlashmasi |JB’„(x0) - X  bo'lib, R"  kompakt emas.

9. A  mng yopiq ekanligini ko'rsatish uchun X \ A  ning ochiq ekanligini 
ko'rsatamiz. Agar bo'lsa, X - Xausdorf fazova A kompaktligidan 
shunday ochiq C7 to plam mavjudki, x e G c X X A  munosabat bajariladi. Demak, 
x  nuqta X  \ A uchun ichki nuqta va *  ning ixtiyoriy ekanligidan X  \ A mng ochiq 
to plam ekanligi kelib chiqadi.

10. Zarurligi. Teskarisini faraz qilaylik. X  kompakt fazo bo'lib, ixtiyoriy 
X  dagi markazlashgan yopiq to'plamlar sistemasinmg kesishmasi = 0  

boisin. U holda Ga = X \ F ,  ochiq to'plamlar boiadi. Markazlashgan

sistemasinmg ta’ rifidan f ] F ,  *  0  mimosabat, bundan esa hech qanday G. = X  "\ F

chekli sondagi ochiq to'plamlar sistemasi X  ni qoplamasligi kelib chiqadi. Bu 
esa kompaktlikka zid. Demak, f ) F  0 .

Yetarliligi X  dagi ixtiyony markazlashgan yopiq to'plamlar 
sistemasinmg kesishmasi bo'sh emas hamda {G:I} X  mng ochiq qobig'i bo'lsin 

deb faraz qilaylik. U holda {Ga } ning qobiq ekanligidan Fa -  X  \ Ga yopiq 

to'plamlar sistemasi {Fa} mng kesishmasi p)Fa = 0  ekanligi kelib chiqadi. 

Bundan (/•;,) markazlashgan yopiq to'plamlar sistemasi emasligi hosil boiadi, 

ya’m )/•;,} sistemadan shunday cheklita kesishmasi bo'sh bo'lgan l\ to'plamlar

topish mumkin Q f; = 0  ekanligidan G, = X \ F : X  mng qobig'i boiadi.
i-l

22 Maiumki, kompakt fazoning uzluksiz akslantirishdagi aksi(obrazi) 
kompaktdir. R Xausdorf fazosi bo'lganligi uchun f ( X )  yopiq boiadi. Agar 
f ( X ) chegaralanmagan bo'lganda U n =(~n,n) intervallar sistemasi f ( X )  ni 

qoplar edi Undan esa chekli qism qobiq ajratish mumkin emas. Demak, f ( X )  

chegaralangan. ti = sup(/(x)} deb belgilaylik. U holda, X  da shunday x . e l
k* X

ketma-ketlik mavjudki, lim f ( x n)  = a . f ( X )  yopiqligidan a с f ( X )  kelib 

chiqadi, ya’m a / (*„),*„ e X . Xuddi shunga o'xshash, /> = in f(/ ( * ) }  ham /
хч.Х

funksiyaning qaysidir qiymati ekanligi ko'rsatiladi.
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II BOB
1§

1 Aylana. 2 To ’ g ’ri chiziq. 3 x 2 + y2 =4  aylana. 4 Berilgan ikki 

to'g'ri chiziqning kesishish nuqtasidan o ’tuvchi to‘ g'ri chiziqlar kesmalari 5 
y0x + x,ty = 0. 6. Markazi berilgan uchta nuqtada joylashgan teng massalar 

markazidan iborat aylana. 7. To ’ g’ ri to’rtburchakka tashqi chiztlgan aylana S 
Agar aylanalar kesishmasa, ularning markazlaridan o'tuvchi to’ g ’ri chiziqqa 
perpendikular bo’ lgan to’ g ’ri chiziq. Agar aylanalar kesishsa, lzlangan 
geometrik o’rrn ularning kesishsish nuqtalaridan o’tgan to’ g ’n chiziqning 
aylanalar ichida yotmaydigan boiagi, aylanalar uringan holda esa izlangan 
geometrik o’rin bu aylanalarga o ’ tkazilgan umumiy urmmadan iborat (urinish

x 2 v 2
nuqtasidantashqari). 9 To’ g ’ ri chiziq 10. Aylana. 11. + -;j-=1 (ellips).

15. Ox o’qidan OA radiusgacha bo'lgan burchakni <p debva x,y  deb izlangan geometrik 
o’ringa tegishli bo'lgan ixtiyoriy nuqtani koordinatalarini belgilasak, geometrik o rinning

12 =1 (giperbola). 13 * г + -  - =1 (ellips) 14

l(ellips).

31-rasm 32-rasm

rasm).16 (x2 + y2f  = 2Sxy (Bemulli lemniskatasi, 32-rasm). 17. Ellips
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У

35 rasm 35 _  rasm

18 B u ch iziqn in g ten g lam asin i ch iqarish  uchun Ft v a  F2 n uqtalardan o 'tu vch i to 'g 'r i  

ch iziqm  Ox o ‘ qi deb qabul q ila m iz  S o 'n g ra  FtF1 kesm an in g  o  rtasid an  shu FtF 2 k e sm ag a  

perpend iku lar qilib  ( )} '  o 'q in i o 'tk azam iz . G eom etrik  o 'rin n in g  ixtiy oriy  M (x ,y )  nuqtasini 

o la m iz  O 'z g a rm a s  sonni b ‘ bilan  b e ig ila sak , s h a r tg a k o 'r a  M F  ■ M h2 =  b2 b o 'lad i. 

R avsh an k i, /• va / ’ , nuqtalar o rasid ag i m a so fa  2 С g a  teng (33-rasm ).

All'] = v (.»r + l)  + (v  -  O f  ,M F , = y l ( x - c ) 2 + ( > - 0 ) 2 

bo'lganligi uchun, ovalning tenglamasi

V(.v + c)2 + ( v — 0)2 • лl{x + c )2 + ( y - 0)2 = b2 

shaklda bo'ladi. Kvadratga ko'tarib, soddalashtirgandan so'ng. ovalning 

tenglamasi quyidagi ko'rmishga keladi:(;t2 + y 2)2 - 2 c 2(x ‘ - y 2) =  b* - c 4
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Xususiy hollar; 1) с < b  holga 34-rasm, 2) c >  b holga 35-rasm mos kcladi. ')  
c - b  boiganda oval Bernulli lemniskatasi deyiladi (36-rasm). Unmg

У\

37 — rasm

tenglamasi: (x : + y 2)2 - 2 c 2(x2 - > '2)= 0 1 9  r2 = 2a2cos2<p (36-rasm). 20
2 2 2

R2(x2 + y2)=  4x2y 2. 21. + y } = a’ (37-rasm).22. r = — . 23. r = 2acosip . 24
c o s  <p

О nuqtani qutb deb, OA diametrni qutb o ‘ qi deb olib, м nuqtaning 
koordinatalarini p,<p deylik. <p deb OA qutb o ‘qidan aylana borgan nurgacha 

boigan qutb burchagi olinadi M  nuqtaga mos kelgan P  nuqtaning 
umumlashgan qutb koordinatalarini (p,<p) deb olamiz. M,P nuqtalaming qutb 

burchagi bir xil boiadi. U holda p '-acoscp  va istalgan uchun 
p  = acos <p + b boiadi. Bu esa izlangan chiziqning qutb sistemasidagi 
tenglamasidir

Bu yerda 3 hoi yuzberishi mumkin: 1) h < a  2) b = a 3) b x i

Birinchi va ikkinchi holda chiziq qutb orqali o ‘ tadi, chunki p  = 0 dan

b b\ b 
COS ( p ~ -  — -• =  = ^ 1 .

a a, a
Uchinchi holda chiziq qutbdan o‘tmaydi, chunki p = 0 tenglik hech 

qanday ф uchun o'rinli emas (chunki b > a )  Paskal chig'anoginmg dekart 
sistemasidagi tenglamasini topamiz. Dekart koordinatalar sistemasinmg boshi 
deb О nuqtani, abssissa o'qi deb OA qutb o ‘qini, abssissa o'qinmg musbat 
yo ‘nalishi qutb o'qinmg yo'nalishi bilan bir xil boisin. Paskal chig‘ anog'ining 
tenglamasini hosil qilingan

p =  Л COS (p +  ft ( 1 )

ko‘rinishda olsak, chiziqdagi qutbdan farqli hamma nuqtalar uchun
, n --г * Xp -± J x  + V  , COS(|>= — = -----, . .

p  i j x ' + y 2
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(1) tenglama p = —  +  b ko'rinishni qabul qiladi. Chiziqdagi qutbdan boshqa
P

barcha nuqtalaming koordinatalari bu tenglamani qanoatlantiradi (agar qutb 
chiziqqa tegishli bo'lsa).

Oxirgi tenglamani ikkala tomonini p ga ko'paytirsak, р2=ах+йр hosil 
qilamiz. Bu tenglamani chiziqda yotuvchi barcha nuqtalaming koordinatalari 
qanoatlantiradi (koordinatalar boshi chiziqqa tegishli bo'lmasa ham). Oxirgi 
tenglamani quyidagicha yozib olish mumkin:

x2 + y 2 = ax + bp yoki x2 + y 2 - a x  =  bp.  (2)
(2) tengliknmg ikkala tomonini kvadratga ko'tarsak:

( x 2 + y 2 - a x ) 2 = b 2( x 2 +y 2) . (3)
Endi dekart sistemasida (3) tenglama qaysi chiziqm lfodalasa, qutb 

sistemasida yozilgan (1) tenglama ham shu chiziqni ii'odalashini ko'rsatamiz.
Haqiqatan ham. M  nuqtaning qutb koordinatalari (1) tenglamani 

qanoatlantirsa, shu nuqtaning dekart koordinatalari (3) tenglamani 
qanoatlantiradi.

Aksmcha, koordinatalar boshi bilan ustma-ust tushmagan M ( x , y )  nuqta
(3) tenglama bilan ifodalangan chiziqda yotsa, u (1) tenglama bilan ifodalangan 
chiziqda ham yotadi. Haqiqatan ham, M ( x , y )  nuqta (3) tenglamani 
qanoatlantirgan chiziqda yotsa, uning koordinatalari (3) tenglamani 
qanoatlantiradi. Bu yerdan (x2 + y2 -ax )2 =b2p2 kelib chiqadi. Bundan esa 

x2 + y2- a x  = ±bp  yoki p 2 -  ap cos <p = tb p  ammo M  nuqta koordinatalar 

boshi bilan ustma-ust tushmagam sababli, p *  0 va p ga bo'lish natijasida 

p  = a cos <p±h hosil qilamiz
Agar p  = a cos (p + b bo'lsa, M nuqta (1) chiziqda yotadi, agar 

p = a cos i p -b  bo'lsa -  p  = a cos(cp + n )  + b . Bu holda qutb koordinatalari 

( « c o s <p-b,(p) bo'lgan nuqta koordinatalari ( - a cos(tp + n )  - b^p + n )  boigan 

nuqta bilan ustma-ust tushadi. Shunday qilib, Paskal chig'anog'ining dekart 
koordmatalaridagi tenglamasi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:
(x 1 + y 1 -  a t ) '  = Л'(дг: + у 2)

25. г = 2«(cos</)± 1), (x 2 + у1 -  2ax)2 = 4 a2(x 2 + y 2) (38-rasm).

26 r =  a ± b  yoki (x2 + y 2\ x - a ) 1 - b 2x 2 = 0  (39-rasm).
COS (p

27. M  va M '  nuqtalardan Ox o'qiga peфendikular tushiramiz (40- rasm).
FU FMM ’OE  va M O F  -  o'xshash uchburchaklar. Shuning uchun: -—— = ----

M  E OF
bo'ladi. M  nuqtaning koordinatalari x va у bo'lsin. BM = B M ' bo'lganligi 

uchun EO = O F  = X  bo'ladi.
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38 — rasm 39 — rasm

x v X
Shu sababli, oldingi tenglikdan ------= —, bundan esa M 'E  -  ■ kelib chiqad

M 'E  x у
Ikkinchi tomondan, M 'A E  va M AE  uchburchaklar o'xshash bo'lgani uchun

x2

Л £  _  M  1 о x _  у bo'ladi. Soddalashtirishdan so'ng strafoidanmg 
AF M F  а + х у

tenglamasi quyidagi shaklgakeladi: y 2= x 2-  + X 28. r -a c o s (p  + b. 29
a - x

2asin2 q> . 
r  = - yoki

cos (p
v2 = ' (41 - rasm). 30. Ikkita aylana 

2a -  x

(x -  a f  + [y  -  a)1 = 2a,(x -  a)2 +  {y + a)1 = 2a . 31. r = asin 2cp yoki

(x2 +  y 2J = 4a2x 2y 2 (42 - rasm).32. x = 2acos2 <p,y- laigtp bu yerda qi - qutb
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Initchagi yoki x = —------- (43 -  rasm).
у +4 a

33. r :(l -  a2) -2 r (a b  + ecos(p)+ c2 -  b'~ = 0 34. r -  —</>
CO

36. OACM  siniq chiziqni ko‘raylik (44 - rasm).
Businiq chiziqm Ox o'qiga proyeksiyalaymiz:

p r J )M  = pr()OACM  = p r J )A  + pra AC + prnCM

p r jO M  = x, prctrAC  = 0, pr0 OA = О A = AM  -  at 
(chunki aylana sirpanmasdan harakatlanyapti).
C M  dan С A gacha boigan burchak t boigam uchu, Ox dan C M  gacha

boigan burchak — + (x~ t )  ga teng; u holda pr0xC M  = acos(- л - 1) = -asm/
2 2

Shunday qilib, x = a(t -  sin/) hosil boiadi. Xuddi shunmgdek, OACM  smiq 

chiziqni Oyo ‘qiga proyeksiyalasak:

p r o P M  = prJ JA C M  = p rJ )A  + pr^AC  + p % C M  .
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X

Bundan prlh( ) M  = y, pr^AC  = a, prn OA = 0 Ox dan C M  gacha burchak

- n - t  gat eng bo'lgani uchun, Oy dan C M  gacha burchak ga
2 2 2
teng.

Demak, pr^CM  = «cos(;r - / )=  -acost  Shunday qilib: у  = « ( l  -cos/) 

Demak, sikloidamng parametrik tenglamalari quyidagicha: 
x = a(l -  sin t\ у -  a(l -  cost). Bu yerda, t parametr barcha haqiqiy qiymatlarni 
qabul qiladi

"I" к ^  ^
38. x = (R + r)cost -  r cos------1, у = (R + r)smt -  rstn t (episiklioda, 45

r  r

-rasm). 39. x = ( R - r ) c o s t  + r c o s ---- - t , y - (R - r ) s in / - r s w — - i  (giposikloida.

44 —rasm

45 -  rasm 46 -  rasm

46 -  rasm). 42. 4 a V ( l - ^ - )  = ( r 2 -  a 1 - x 2 у 2)2
h" b

43. x = r(coscp + (psmq>),у = /"(sin(p - (p cos<p) (aylanaevolventasi, 4 7 -rasm)
44. 1) ellips; 2) giperbola; 3) parabola
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47 -  rasm
45 N  va M  nuqtalar chiziqda yotadi, P  esa yotmaydi. Berilgan chiziq Ox 
o'qini 6>(0;0) nuqtada Oy o'qim 0(0;0) va Л(0;-2) nuqtalarda kesib o'tadi.

Oshkormas tenglamasi: x 1 + 2y2 -  x 2 = 0. 46. a) x = 20 ,y = 2“kT , b)
1 + A l + i*

x = a + acos<p,y = asin (p. 47. Parabola. 48. x - y -  2 = 0 to‘ g ‘ri chiziqning x >2
x у

qismi. 49. + = 1 to‘g ‘ ri chiziqning koordinata o'qlari orasidagi qismi. 50. 
a h

Yarmi aylana. 51. Giperbolamng o ‘ng shoxi. 52. x + 2y -1  = 0 to‘ g ‘ri chiziq.

53. у = ach- zanjir chizig'i. 54. -  a)2 + (y  -  b)2 = R2 aylana. 55. x2 + y2 = R 
a

aylana. 56. (x -  a)2 + y 2 = a 2 aylana. 57. x = a to‘ g ‘ri chiziq. 58. у  = b to‘ g ‘ri 

chiziq. 59. —  + £— = 1 ellips. 6 0 .-----—  = 1 gepirbola. 61. y2 =4x + 4 parabola.
25 16 16

62. x2 - y 2 = a2 giperbola. 63. x2
65. y 2 -  4x i 4 parabola.

-hx = 0 aylana. 64. у2 =-4x + 4 parabola.

2 §

7. Ha. Teskansiga o'rinli emas. Haqiqatan ham, quyidagi
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f \
X V

У!== ^ ; I-, , agar, x > 0, у  > 0

— ----- - ,  r — ----- ,  ,  л  ^  u ,  v

.1 V* +* V* + V J
vektor -  funksiyasining moduli jr(*,.y)| uzluksiz, ya’ni r (x ,y )  = 1, boisa ham, 

vektor -  funksiyaning o 'zi Oy yarim o‘ qida uzilishga ega

, agar, x < 0, у  < 0

20. 2(r,r ) .  21. 2 ( r ' , r " )  22. [ r " , r " ' ] .  23. ( r ' , r " , r  ) .

r ( t j =  0 boisa, r ' (t0 ) r  ’ (to) mavjud boimaydi.

29. Yo ‘ q. Haqiqatdan ham, quyidagi r (t) = (cost,sint) vektor- funksiya uchun 
munosabat o ‘ rmli emas. 30. Ha. 42. Parabolik silindr.
43. Elliptik silindr. 44. Geperbolik silindr. 45. Elliptik paraboloid
47. x = Rcosucosv,y = Rcosusinv,z = Rsmu.

48.x = a cos и cos v, у  = b cos и sin v,z = с sin и

49.x = ~jpucosv,y = pu  sin v, z = csint/.

50. x = achu cos v , y -  bchu sin v, z = cshv.

51. x = ashu cos v, у  = bshu sm v, z = cchv.

52. x = a cosv .y  = Asmv,z = и 53.x = u ,y  = u2,z = v
54. x = achu,у  = bshu,z -  v. 55.x = aucosv,y = />«stn v,z = cu

1. A nuqtadagi urinma 2x -  у  + 2 = 0, normal x + 2y +1 = 0. В nuqtadagi urinma 

4x -  у  + 3 = 0, normal x + 4y+12 = 0. С  nuqtadagi urinma 6x -  у  + 2 = 0, 

normal x + 6y -  49 = 0.

2. A nuqtadagi urinma у  = 0, normal x = 0 В nuqtadagi urinma Зх -  у  -  2 = 0, 

normal x + 3 y -4  = 0

3. A nuqtadagi urinma у  = x , normal y = - x . В nuqtadagi urinma у  = 1, normal 

x = | . С nuqtadagi urinma x -  у  + я  = 0, normal x - y - j г = 0

4. A nuqtadagi urinma у  = x , normal у  = - x . В nuqtadagi irinma

2 x - y + l - “  = 0, normal x + 2y -  2 -  — = 0.
2 4

5. Urinma 2 x - y + 4  =0 , normal x + 2 y -3  = 0.

6. Urinma 2xsin? + 2 ycos t-a s in 2 / = 0 normal xcos/-ysin/-acos2/ = 0

3 §

175



7 i = {2k + 1)тг,£ e Z, boigan nuqtalarda urmma у -  2a normal 

v =• (2k + \)an, qolgan barcha nuqtalarda urmma x -  ytg + a{2tg 1 - I )  = 0

normal xtg — + y — attg — = 0. Urmma x -  a(cosf -  Я sin/), у  = ft(sin / + Я cos/),

normalx = (a + bA.)cost,x = (a  + Z>A)sinf. 10. Urmma x + y - 3 a  = Q, normal 

у = x . 11. Urmma \ x - 2 y - a  -  0, normal 2x + 4 y -3 a  = 0.13. Urinma

^ .  + ^ -  = 1, normal — ---- - = 0 15. Urmma vy„ = />(x + jcfJ),
a' b x у

normal y (x  -  x0) + p (y  -  y0) = 0.16. Urinma (sm cp + cpcos<p)x - 

-(cos(p-<psm cp)y -  a cp1 = 0, normal (cosip-ipsin (p)y +

+ (sm ф + ip cos<p)x -  acp =0. 17. Urinma y - a  = 0, normal ; t - a  = 0.18.

Д - , - ) .  19. Yo ‘ q. 21. y = 4 .t-4 . 22. A (2,-3). 23. A = - l , c  = -1.
2 4

»  , , , 2  4, . .  ,2 8 . „  49 (x  + 7)
27. M , ( 3 , 9 ) M A y 21)- 29- У = 2х + 3,у =  2х + — . 30. y  + l = — — .

36. M ,(0,0),Л/,( 4 , 4 ) , "  ,p2 = arc/g 3 . 37. А/,(0,3),M 2(0 ,-3 ),tp, = <p2 = *
2 4 4

38.М,(1,2),Л/2(1 , - 2 ) , ^ = ^ = | .

4 1 . +  /r7r,(-l)* 3),(pk = arclg2 . 2 ,к e Z.
4 2

48. i \ M , M uchburchakdan ^,/i, = , / M xA M 2 = ~/y, =  ̂ (48 

rasm ).
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57. у  -  у 0 =  у '(х  -  х „ ) urinma tenglam asida у  -  0, .г =  х т deb х7 -

tenglamani hosil qilamiz. Bundan, |/J7'| = —  | ga ega boiamiz. Qolgan
I у  !

formulalami ham xuddi shunga o xshash keltirib chiqaramiz (49-rasm)
/ 7  .

58. \MT\ = , \PT\ = j , \MN\ = v  5, \PN\ = 2

59. \MT\ = |с/Лх|сЛх, \PT\ = (c/A*|, |MV| = с/г;.х, |/W] = 1
<hlx

60. v: = ±2kx + с , с

-  const: 61. у 2 = с е  *, с -  const. 62. я(1п tg 1 + cost) + с ,  у = asm I, t -

koordinatalar o'qining musbat yo'nalishi bilan urinma tashkil etgan burchak Bu
-  traktrisa deb ataluvchi kongruyent chiziqlar oilasi(50 -  rasm).

63. S = л °  65. Ikkinchi tartibli urinishga ega. 66. Binnchi tartibli urinishga

ega. 67. Uchinchi tartibli urinishga ega. 68. Uchinchi tartibli urinishga ega 69.
y  = x2-3 x + 3 . 70. x2 + у 2 -  у = 0 71. {x + 2y)2 -  20x + 14y +19 = 0 

Uchinchi tartibli urinishga ega. 73.Agar f ( x )  x = 0 nuqtada n -tartibgacha 

hosilaga ega boisa, masala yechimga ega

v = / (0 )+ / '(0 )x + / '(0 ) * t +... + / u,(0 )X-  . aks holda masala yechimga ega

emas 74. 1) ■* — + *— 4 —  = 1, beshinchi tartibli urinishga ega. 2)
12 R: 9 R 2

( х - kR2) ( v - 5 R2) . . .  . . , ,  . ,
+ • - = 1, beshinchi tartibli urinishga ega 

-12/? 9R



4 §

1. x = 3, у = 0. 2. x = ±4, y = 0 .3 . у  = 0. 4. у  = x -  4, x = 0. 5.

v = x -  2, x = - 2 .  6. x = 0 .1 . x = 3, v = -4, у  = . 8. у = - —, у = 2x + — .
4 4 ' 2 2

9. , 2x -  4y -  3 = 0. 19. 0(0;0)—o‘ z — o'zini kesish nuqtasi. 20. 0(0,0)-

o 'z  -  o'zini kesish nuqtasi. 21 0(0,0)- ajralgan no‘qta. 22 . 0(0,0)- ajralgan 
no qta. 24 0(0;0)- aralgan no‘qta. 26. 0(0;0)- o ‘z -  o'zini kesish nuqtasi. 27 
0(0;0)— birinchi tur qaytish nuqtasi. 28. 0 (0,0). 29. A(a.O) - o 'z -  o'zini kesish 
nuqtasi. Urinxna у  ~ ± x . 30. 0(0,0)- birmchi tur qaytish nuqtasi.

1) (х  -  n lV ) =  - 8 R (y  -  2R ),  uchmchi tartibli urm ishga ega.

31 /1(0,0)- birinchi tur qaytish nuqtasi. Urinma у  = 0. 35 -  37. Mavjud emas. 

(51 53 rasmlar)
40 Funksiya jc = ±1 nuqtadan boshqa barcha x larda aniqlangan. Maxsus 
nuqtalan yo'q Koordinata boshida Ox o'qiga urinadi. Chiziq Oy o'qiga

simmetnk bo'lib, x = ±1, у  = 1 asimptotalarga ega. 41. Funksiya x = ±V3

9 9
nuqtadan boshqa barcha x larda aniqlangan. -v™= у ( - 3 ) = - 2 > упш,у (3 )= 2 

Koordinata boshi egilish nuqtasi bo'lib, shu nuqtada chiziq Ox o'qiga urinadi.
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asimPtotaian esa у -  x, x = ±л/3 . 42. Funksiya x = -1 nuqtadan boshqa barcha 

ar>iqlangan. Koordinata boshi egilish nuqtasi bo‘ lib, shu nuqtada va

nuqtada chiziq Ox o'qiga urinadi, asimptotalari esa

*  larda

3,-3 ЗА

и
* - 2 v - 2 = 0 .

„  52 —rasm о j  —rasm
43. Funk о-
boshi x = ±2 nuqtadan boshqa barcha x larda amqlangan. Koordinata

eS 1*ish nuqtasi boiib, shu nuqtada Ox o ‘ qiga urinadi va x = ±2,у  = 0

Ptotalqj.ga ega. 44. Aniqlanish sohasi- (0;5]; М\Л=г,Л=\ -  egilish nuqtasi 

bo‘ lib
’ S^ u nuqtada Ox o ‘qi bilan 135° li burchak hosil qiluvchi urinmaga ega

j y  __  Q

as4nptota. 45. Funksiya x > 0 da aniqlangan. у^  = y(e) = - ;
f  e 

?  3 >

’ 2-7e?

53 — rasm

egilish nuqtasi. x = 0, у = 0 asiptotalarga ega. 46. Funksiya 

3 x  aniqlangan va musbat. у^  = y (0 )=  1, M,\
1 1

л/2 ’ л/е

■ 1 Л
Vл/2 * I -  egilish nuqtalari, у -  0 asimptota. 47. Funksiya х = 0 nuqtadan

boshqa b a r  С l 1 ■
r c ha x larda aniqlangan. M  T -  egilish nuqtasi, asimptotalari

esa x  =  о  V 2 e у
+ » =  1 48. Chiziq у  = x to‘ g ‘ri chiziqqa nisbatan simmetrik bo‘ lib,

_  q a  ^  asimptotaga ega. Koordinata boshida o ‘z -  o ‘ zini kesadi va

** 0 urinmalanga ega. 49. Chiziq yopiq bo‘ lib, maxsus nuqtalarga ega 
CmaS (  \ \

° r<3inata o ’qlari bilan kesishish nuqtalari: 0 (0;0), А/, -;0  ,
M  V /

_/2), м\~ 1-ы2.) nuqtalarda Ox o ‘qiga parallel urmmalarga ega
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0(/ = 0), M,(t = ±00) nuqtalarda urmmalar Uy o'qiga parallel. Bu chiziq 

clhpsligini uning tenglamasmi oshkormas ko'rmishda yozish bilan isbotlash 
mumkin 50 Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik bo'lib, tekislikning, 0 < x < 1 
munosabatm qanoatlantiruvchi qismida joylashgan. x = l asimptota, 0(0,0) -  
birinchi tur qaytish nuqtasi. 51 Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik bo'lib, 
tekislimng, 0 < x < I munasabatni qanoatlantiruvchi qismida joylashgan. x = i

asimptota. Koordinata o'qlami (Д0;0), Л/ц̂ ; 0 ) nuqtalarda kesadi. Maxsus

nuqtalarga ega emas. Koordinata boshida Oy o'qiga parallel urmmaga ega. 52 
(Д 00 ) nuqtadagi urinma Oy o'qi bilam ustma -  ust tushadi

Л/, j 1.1 "J. 1;— 1 J nuqtalarda Ox o'qiga parallel urinmalarga ega. 

;V/,(3;())M nuqtadan chiziq ikki marta o'tadi. Asimptotasi yo'q. 53. 

Asimptotalari x = ^  , y  = ^ x  -  у = x + \. Chiziq koordinata o'qlarini faqat

koordinata boshida kesib o'tadi. Koordinata boshi chiziqning birinchi tur qaytish 
nuqtasi bo'ladi. 0(0;0), М,(/ = з), M2(l = -  3) nuqtalardagi urinmalalar Ox 

o'qiga parallel. M , (/ = 2) nuqtadagi urinma esa Oy o'qiga parallel. 54. Chiziq

Ox o'qiga nisbatan simmetrik. Asimptotalari jr = -1, у  = ± (x  -  Birinchi 

asimptota chiziqni kesmaydi, ikkinchi va uchinchi asimptotalar esa mos ravishda 

/V/, j / = -   ̂1 va A/j|, = ^  nu4*alart̂ a lces*b o'tadi Koordinata boshi

chiziqning birinchi tur qaytish nuqtasi bo'ladi Chiziqning
M \i  = з )  m \ i = —. 3) nuqtalardagi urinmalan Ox o'qiga parallel 55. Chiziq

Ox o'qiga nisbatan simmetrik. Maxsus nuqtalan va asimptotalari yo'q

M

koordinata boshida Oy o'qiga urmadi. 56, Asimptotalari yo'q. Koordinata boshi 

chiziqning ikkinchi tur qaytish nuqtasi bo'lib, bu nuqtadagi urmmasi x = Odan 
iborat Chiziq Ox o'qini 0(0;0) va А/,(l;0) nuqtalarda kesib o'tadi.

Al,(1 = -\Jo.» ) -  egilish nuqtasi, uning Л7,(/ = У0,4) nuqtadagi urmmasi Ox 

o'qiga parallel bo'ladi. 57. у = 1- asimptota; 0(0;0) -  egilish nuqtasi bo'lib, bu

nuqtadagi urmma Ox o 'qi bilan ustma -  ust tushadi. I = — ] nuqtadagi
I  4 ;

urinma Oy o'qiga parallel bo'ladi. 58 Asimptotalari x = 0, x + у ± 2  = 0.

0(0:0) -  egilish nuqtasi bo'lib bu nuqtadagi urmma x -  у = 0 dan iborat. 59. 

Koordinata boshi chiziqning ikkinchi tur qaytish nuqtasi. Koordinata o'qlari

[ 4 4 (4 4 Л.. si 3 va M.\ . -3
3 J1 !1з 3 J
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bilan £>(0;0), M(1;0) nuqtalardakesishadi. 60. Chiziq y = x to'g'ri hiziqqa 

nisbatan simmetrik. Asimptotasi x + у -1 = 0. Koordinata boshi chiziqning 
birinchi tur qaytish nuqtasi bo'lib, bu nuqtadagi urinma Ox o'qidan iborat 
boiadi. Bundan tashqati, t —> oo da chiziq koordinata boshiga Oy o'qiga urinib 

yaqinlashadi. 61. Asimptotalari 2x + 9 = 0, 2x -  9 = 0, .r -  у -  6 = 0. А/, (4 ;-4 ) 

birinchi tur qaytish nuqtasi boiib, bu nuqtadagi urinmasi x + у = 0 to'g'ri

chiziqdan iborat. Chiziq Ox o'qiga M \  —  ;0 j, Oy o'qiga A/,| 0;---- | nuqtada
3 )

urinadi. 62 Chiziq Oy o'qiga nisbatan simmetrik. Asimptotalari y - ± x - 1, 

6>(0;0) -  uch karrali maxsus nuqta bo'lib, bu nuqtada chiziq x = 0, у = 0 

urinmalarga ega. M, ,(± 2V27;2v3j- egilish nuqtalari. 63 Chiziq Oy o'qiga 

nisbatan simmetrik. M, ,(±2 ;0 ) birinchi tur qaytish nuqtalari bo'lib. bu

nuqtalardagi unnmalar ± x  + y - 2  = 0 dan iborat. M j 0 ; 4  M , ( 0;2)

( 2  2}
nuqtalarda Oy o'qiga parallel urinmalarga ega А/, J ±  jV '5 ;~  | —egilish

nuqtalari. 64. Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik. Maxsus nuqtalari va 
asimptotalari yo'q. Chiziq Ox o'qini A^((-1;0), Oy o'qini A/2,(0 ;±l) 

nuqtalarda kesadi. Chiziqning M 7 ,(0 ;±l) nuqtalardagi urinmalan Ox o'qiga, 

M ,(-1 ;0 ) nuqtadagi urinmasi esa Oy o'qiga parallel. M ,  ,(0 ;±l) nuqtaga egilish 

nuqtasidir. 65. Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik. Asimptotalari 
x  = 1, у = ±2. Chiziq Oy o'qiga koordinata boshida urinadi. Tekislikmng

0 < x < 1 munosabatni qanoatlantiruvchi qismida chiziqning nuqtalari mavjud 
emas. 66. Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik. Asimptota .* = 1, vertikal 
urinma x = 0, chiziq tekislikning 0 < x < 10 munosabatni qanoatlantiruvchi 
qismida joylashgan. 67. Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik. Asimptota

jr = 0. A/,^- 2 ’0 j ’ nuqtalardagi chiziqning Oy o'qiga parallel Ikkita

egilish nuqtasi mavjud. 68. Chiziq markazi koordinata boshida, tomonlari 
koordinata o'qlanga parallel va 2a ga teng kvadtar ichida to'la joylashadi 
Chiziq koordinata o'qlari va ularning bissektrisalariga nisbatan simmetrik. 69. 
Chiziq parabolaga o'xshaydi. Asimptotalari 2y = ±x . x 2 <6  da, 0(0;0)~ 

ajralgan nuqtadan tashqan. berilgan tenglamani qanoqatlantiruvchi nuqtalar 

mavjud emas. 70. Asimptotalari y -± . x  <9(0;0) va М,(л'2;0) nuqtalardagi 

urinmalar Oy o'qiga parallel. Ikkita egilish nuqtasi mavjud. 71. Asimptotalari

y = ± x .  M. f М л  h- I  nuqtalardagi urinmalar koordinata
\  1 32 5 32 / I ’ /3 2  У 32 )  4 6
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o'qlariga parallel. 72. Asimptotalari x = 0,y = x ;  0 (0;0) nuqta egilish nuqtasi 

bo'lib, bu nuqtadagi urmma y = - x .  M, 2(ct( , 2 + 1)<t), M , , (-  cx(-/2 +  l)cr); 

a = ±1 nuqtalarda Ox o'qiga parallel urinmalarga ega. 73.
Asimptotalari x = 0, у = 0. M  (0,1) nuqtadagi urmmasi Ox o'qiga parallel. 74. 

x = 1 to'g'ri chiziq va 0(0;0) ajralgan nuqta. 75. Asimptotalari x = ±1, у = ±1; 

0(0;0) -  ajralgan nuqta. 76. Asimptotalari y = ± x .  0 (0 ;0 )- ajralgan nuqta. 

Chiziq Oy o'qini M .2(0;±2) nuqtada kesib o'tadi. M I2 nuqtalardagi urinmalar 

Ox o'qiga parallel. 77 Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik. Asimptotalari 
у = x + 1, v = - x  -1, x = 1; у = ± (x  + 1) asimptotalar chiziqni Mi(-1,0) nuqtada 

kesadi. <1>(0;0) -  ajralgan nuqta. А/, nuqtada Oy o'qiga, parallel urinmaga ega.

Abssissasi x =  bo'gan M 2,M , nuqtalarda esa Ox o'qiga parallel

urinmalarga ega 78. Asimptotalari у -  x ± ~̂ =- = 0, у + x ± ~  = 0. Koordinata

boshi ajralgan nuqta. M , 2(0;±o) nuqtalarda Ox o'qiga, .W, 4(±  a;0) nuqtada esa 

Oy o'qiga parallel urinmalarga ega. 79 Chizig ttto 'q iga nisbatan simmetrik. 

M „(2;0) ajralgan nuqta M 12(-  2 ,± 4 l )  nuqtadagi urinmalar Ox o'qiga nisbatan 

simmetrk. Ikkita egilish nuqtasi bor M ,  , (±  a;0); Asimptotasi x = 0. 80

Asimptotalan 3x +  4 =  0, 3x ±  3 ^ 3 у  - 8  =  0. 0(0;0) -  ajralgan nuqta. Chiziq Ox 

o'qini M ( 4;0) nuqtada kesib o'tadi. Bu nuqtadagi urmma .x = 4. 81. Chiziq 
marakazi koordinata boshida, tomonlari koordinata o'qlariga parallel va uzunligi

2 + , 8 ga teng kvadrat ichida to'la joylashadi. Chiziq koordinata o'qlari va 
ulaming bissektrisalanga nisbatan simmetrik. Koordinata boshi ajralgan nuqta

Л7, ;(0 ,± l), M ,
1 J  2 +-.8

ega. S4, , (±  1;0), M , ,2

± -/2’± 2 y

л/2 +  V8 1

nuqtalarda Ox o'qiga parallel urinmalarga

v

±  —  \±—j= nuqtalarda Oy o'qiga parallel
2 V2

urinmalarga ega. 82. Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik va to'liqligicha 
tekislikmng -1  < x < 1 munosabatni qanoatlantiruvchi qismida joylashgan. 
Asimptota x = 1. Koordinata boshi к = ±1 burchak koeffitsiyentli urmmalaming 
kesishish nuqtasi. Urinma Oy o'qiga A/,(-l;0 ) nuqtada parallel. Urinmalar Ox

o'qiga M  2 nuqtalarda, absissasi esa x = — J ~ ~ DUClta^ a parallel. 83.

Chiziq Koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik. Koordinata o'qlari bilan 
kesishish nuqtalan Л/, 2(0;±l). Urinmalar Ox o'qiga M, 2 nuqtada va Oy
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2-1  ± 2 

2 ' 2
nuqtalarda parallel, 0(0,0) nuqta y = ±x  nuqtalar

У
bilan kesishish nuqtasi. 84 Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik, ЛУ(1;0) 
у = ±(.r - 1) urinma bilan kesishish nuqtasi. Asimptotasi x = 0. 85 Chiziq 

koordinata o'qlari burchaklarmng bisssektrissalariga nisbatan simmetrik 
0(0;0)-.x = 0, у  = 0 urinmalarga nisbatan simmetrik Koordinata o'qlari bilan

boshqa kesishuvchi nuqtalari yo‘ q. Urinmalar Ox o'qiga M,

(  3 27 ^
M , —- nuqtalarda va Oy o'qiga М..

3 _ 27 

16’ ' 16

M  J - «

i l 27 ^

16 ". 16 j

27 Г Г )

,16 Ь б  j
nuqtalarda parallel. Asimptotalarga ega emas. 86 Chiziq

koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik va x  = ±1, у  = ± -  to'g'ri chiziqlar 

bilan chegaralangan to'g'n  to'rtburchak ichida joylashgan; 0(0;0) nuqta v = ±.v
( 2 \)
±  ̂ ,± 2 j nuqtadaurmma bilan kesishish nuqtasi. Urinmalar Ox o'qiga M

va Oy o'qiga M 12(±1;0) nuqtalarda parallel. 87. Chiziq Ox o'qiga nisbatan 

simmetrik. Asimptotalar у = ±1, дг = -1 ,x  = -2 ; 0 (0;0)-o‘ z -  o'zini nuqta 

kesishuvchi nuqta bo'lib, bu nuqtadagi urinmalar yV2 = ±.r to'g'ri chiziqlardan

nuqtalardagi urinmalar Ox o'qiga parallel. Л/,(1;0)iborat 88. M , ! ;± L
3 Зл/3

o 'z -  o'zini kesishuvchi nuqta bo'lib, bu nuqtadagi urinmalar у = ±(дг-1) to'g'ri 

chiziqlardan iborat. <9(0;0) nuqtadagi urinma Oy o'qiga parallel. 89 Chiziq 

koordinata o'qlarining bissektrisalariga nisbatan simmetrik. 0(O;O) -  o 'z  -  
o'zini nuqta kesishuvchi nuqta boiib, bu nuqtadagi urinmalar x = 0, у = 0 

to'g'ri chiziqlardan iborat. M ,2(erV3;«rV27) nuqtalardagi urinmalar Ox o'qiga. 

М. Дсг^'27;<т-/3) nuqtalardagi urinmalar Oy o'qiga parallel. Bu yerda 4rr = ±1

90. Chiziq y = - x  + -̂  asimptota bilan j nuqtada kesishadi 0(0;0) -

nuqta birinchi tur qaytish nuqtasi bo'lib, bu nuqtadagi urmma x = 0. A/2(l;0)

(2  \1а Л
nuqtadagi urmma Oy o'qiga, M , 4 ; nuqtalardagi urinma Ox o'qiga 

parallel. 91. Asimptotalan yo'q. <9(0,0)- birinchi tur qaytish nuqtasi bo'lib. bu
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nuqtadagi urinma y = x .  Chiziq Ox o'qini M\21,0) nuqtada kesib o'tadi. 

A/,(l2;4) nuqtadagi urinma Ox o'qiga parallel. 92. Chiziq Ox o'qiga nisbatan 

simmetrik. (7(0;0) - birinchi tur qaytish nuqtasi bo'lib. bu nuqtadagi urinma

у = 0. Asimptotalar x = a , x ± y = - a Tekislikning 0<a :S u  munosabatni

qanoatlantiruvchi sohasida chiziq tenglamasim qanoatlantiruvchi nuqtalar 
mavud emas. 93 0 (0 ;0 )- nuqta ikkinchi tur qaytish nuqtasi bo'lib, bu nuqtadagi

„  64 28672 ... . . . . ( 1 6  256 ^
urinma y = 0. M. ---- ,—  ----- - egilish nuqtasi. MA  ■ nuqtadagi

\225 759375J \25  3125J
urinma Ox o'qiga parallel. A/,(l;0) nuqtada chiziq Ox o'qini kesib o'tadi. 94.

Chiziq Oy o'qiga nisbatan simmetrik. C>(0;0) -  chiziqning uchta yoyi o'tuvchi

maxsus nuqta. Bu nuqtadagi urinmalar у = 0, x ±  у = 0 . Egilish nuqtalari va
/

asimptotalari yo'q. M , .
± /2 П

4 4
, M , A

' ±  l b  2

v  9  ' 9 ;
nuqtalardagi urinmalar

koordinata o'qlariga parallel 97 Chiziq Oy o'qiga nisbatan simmetrik. 0(0;0)

-  nuqta ikkmchi tur qaytish nuqtasi bo'lib, bu nuqtadagi urinma у = 0.

M, .(±6;12), Л/(х6 2;8) nuqtalardagi urinmalar koordinata o'qlariga parallel 

Ikkita egilish nuqtasi mavjud. 98. Chiziq Ox o'qiga nisbatan simmetrik. <9(0;0)
-  chiziqning uch karra maxsus nuqtasi Bu nuqtadagi urinmalar у  = 0, „v = 0.

A/,( 12;±\ 6 Л 2 ) nuqtalardagi urinmalar Ox o'qiga, M .u(4;±4) nuqtalardagi 

urinmalar Oy o'qiga parallel. 99 Chiziq koordinata o'qlariga nisbatan 

simmetrik. 0(0;0) -  nuqta o 'z  -  o'zini kesish nuqtasi bo'lib, bu nuqtadagi 
urinma у = 0. Chiziq Ox o'qini M  2(±  1;0) nuqtalarda kesadi va bu

6 2 3
nuqtalardagi urinmalar Oy o'qiga parallel. M , 6(±   ̂ ,±  ̂ ) nuqtalardagi

urinmalar Ox o'qiga parallel. 100. Asimptotlan у  = ± x ; 0(0;0) -  nuqta o 'z 

o'zini kesish nuqtasi bo'lib, bu nuqtadagi urinmalar у  = 0, x = 0. Beshta egilish 

nuqtasi mavjud 101. Chiziq markazi koordinata boshida, tomonlari koordinata 
o'qlariga parallel va 4 ga teng kvadrat ichida to'la joylashadi. Chiziq koordinata 
o'qlan va ularning bissektrisalariga nisbatan simmetrik. <7(0;0) -  chiziqning 

to'rt karra maxsus nuqtasi. Bu nuqtadagi urinmalar у  = 0, x = 0. M  4(±-.2 ;±2) 

nuqtadagi urinma Ox o'qiga, M, я(± 2;± 2 ) nuqtalardagi urinma Oy o'qiga 

parallel. 104. Agar r,<p - umumlashgan qutb koordinatalari bo'lsa (ya’ni r  har 
qandayishorali qiymatni qabul qilsa), u holda r 2cp = a 2 tenglama qutbga 
simmetrik ikkita egn chiziqni aniqlaydi. Har bir egri chiziq qutbga cheksiz 
tarzda, qutb o'qiga esa asimptotik tarzda yaqmlashadi. 105 Qutb birinchi tur 
qaytish nuqtasi bo'lib, qutb o'qi esa bu nuqtada urinma bo'ladi. 107. Egri chiziq
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dekart koordinatalar sistemasi o'qlariga nisbatan simmetrik. Ox o'qini qutb o'qi 
bilan ustma -ust tushadi. Chiziq Ox o'qini M, г(±  a;0), 0(0;0) nuqtalarda kesib 

utadi, О  nuqta chiziq o ‘ z -  o'ziga va у  = 0 to'g'ri chiziqqa urinadi. Chiziq

М л 0, “  , A/J 0 ;--^ - nuqtalarda o 'z  -  o'zini kesadi 109. Oila Oy o'qiga
Л > Г  Л  V2

koordinata boshida urinuvchi ellipslardan va у  = • . У = 1о^ п chiziqlardan

iborat. Oilaga Ox o'qi ham tegishli. 110. С = 0 boigan holda x = 0, x -  2у = 0 

to'g'ri chiziqlar. С Ф 0 boigan holda asimptotalari *  = 0, x -  2y = 0 to'g'ri 

chiziqlarga parallel boigan o'xshash giperbolalar. Giperbolalammg ( ) ' { ( ' , ( ' )  
markazlari x -  у to'g'ri chiziqni to'ldiradi Giperbolalaming bitta shoxi 

koordinata boshida Ox o'qiga urinadi. 111. a) umumiy fokusga ega ellipslar 
oilasi; b) umumiy fokusga ega giperbolalar oilasi; 115. (дг -  С )2 + у 2 = C 2 116

x2 + у  = ( ' .  117. Kesishuvchi aylanalar oilasi. Bu oila markazlaridan iborat

chiziq umumiy vatar bo'ylab yo'nalgan. Koordinata boshini umumiy vatar 
o'rtasiga joylashtirib, Ox o'qini shu vatar bo'ylab yo'naltirilsa,

(д: -  С)2 + у 2 = C2 -  a2 tenglama hosil boigan oilani lfodalaydi. 118 у = ± a .

119. у  = 0, x = 0. 120 x' + у 2 = p 2. 124. Disknminant jt = y v a j t - y - ^  = 0

to'g'ri chiziqlarga bo'linadi. Birinchi chiziqning maxsus nuqtalaridan iborat,

ikkinchisi o'rama. 125. + У = ~^ aylana. 126. y 2 + 4a(x -  a) = 0

у 2 2 2

parabola. 127 x y = ± ‘ giperbolalar. 128. (A2 + B2)R2 = C 2. 129 + y ’ a' -

astroida. 130. a) x ' + y 2 = ( R - r ) \  x2 + y 2 = (R  + r )2. 131. 0 ‘nnrna

(,r -  — )2 + y : = ( ™ ) 2 aylana va berilgan parabolaning x = -  — direktnsasidan
4 4 2

iborat. 134 у 2 = 2p (x  + ~ )  parabola Bu parabola С >  ̂ o'rinli bo'lganda

aylanalar uchun o'rinma boiadi. 135. y 2 —2( p  + q)x. 136. O'rama nuqtalari 

quyidagi munosabatni qanoatlantirishi kerak: F(x,y,a,P) = 0, a>(a,p) = 0,

: — = 0. 137. To'rtta to'g'ri chiziq x ± у =  ±1.138 xk + v* = a*, к = —~ , 
D(a,P) ' I

m = 2 boigan holda astroida; m = 1 holda ( x -  y ) 2 -  a(2x  +  2y -  a) =  0 

parabola; m = - 2 holda дг2 +  у 2 = a 2 aylana.
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5 §

1.
4 2

sl2
v - 1. 

2

an

4 x - e

e
y - e ■. 3. x  = у  +1 = z.

y + 2z = 0. 11. Chiziqning parametrik ko'rinishdagi

4. х + ^ ( 4 - л - )  =  y  = - ~ z - a : ( p  =  ^  5. M,(-2;12;14), Л /Д -2;3;-4).

[дс = 2 

[ 2 y - r  = 0 ’

tenglamasi .x = x(/), у  = y(t), z = z(t) boisin. M a’ lumki, quyidayi munosabatlar 

o'rinli F (x ( t ) ,y ( t )z ( t ) )  = 0, Q>(x(t),y(t),z(t)) = 0 bundan esa

= 0 munosabtni hosil qilamiz. Bu
dF , , dF  , «тФ
—  шг н-----фм----- dz = 0,  — d x -
йх Зу &  йх

5Ф сФ
-ay + -^-dz

dy dz

munosabatlar esa differensiallaming quyidagi nisbatini aniqlaydi:
dx dy dr

dF dF dF dF dF dF

dy dz dz dx dx dy
5Ф d<t> сФ  ГФ сФ  5Ф

dy dz dz dx dx dy

tenglamasi quyidagi ko‘rinishga
X - x у - у Z - z

dF dF dF dF dF df
dy dz dz dx dx dy
5Ф <?Ф <5Ф <ЗФ гФ  Г<Ф

dy dz dz dx dx dy

normal tenglamasi esa quyidagi ko'nnihga keladi:

yoki

dF dF d>l' dF dF dF
dy
d0

dz
dФ

(X - x )  + dz
f<t>

dx
дф (У - y )  +

~dx
,Тф

dy 
d<I>

dy dz dz dx dx dy

( Z - z )  = 0 ,

X - x У - у Z - z
cF dF dF
dx dy dz
сУ1> /)Ф

dx dy dz

= 0.

12.

13.

■ Y - x

2>z
Л Г -х

ay

Y - У  Z -
z ( R ~  2x) - R y  
Y - y  Z - z

2yzX  + z{R  -  2x )Y  -  RyZ  = 0.

bx xy
. a y (X  - x )  +  bx(Y -  y )  +  x y (Z  -  z )  =  0, x 2 + y 2 *  0.
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X  Y Z
15.------- 1—  =  \ , x y z ± 0 .  20.3x+-3_y + z + 1 = 0, Зх-Зу + z -1 = 0

X у  :

108r-l8v + z - 2l6 . 22. bX  +  aY + abZ  =  la b
23. [X  sin(/ -  a) -  Y cos(/ -  a )]sin  a + Z  =  / sin a + cos a

24. 4 x - y  + z -  9 = 0. 26. Bosh normal tenglamasi: — = -Z_ = f._T.j Binormal
1 -4  - i

tenglamasi: ^ = у  = ^  27. Bosh normal tenglamasi: -v ~ l r_1

Binormal tenglamasi: y- = . 28. /1(1, In 2. -  4).

jo  = =
V 2 V6 V3

3 3 4 4 4 ^
31. г = -  -cos 11 + -sin/7 — А:, и = sin// + cos / ) ,B  = -  cos ti — sm / / — A

5 5 5 5 5 5 '
32

•/2 . . / . / ,. / . / _ 72 / /
r = (sin i + cos j - k ) , n  = cos г-s in  J , P = ~  - (sin ; + cos ; + /fc).

z 2 2 2 2  z 2 2 '
IT , , .V - t f c o s /  K - o s i n r  Z -b t

34 Urinma tenglamasi: ----------- = -------—  = — — ;
-asm I acosl h

normal tekislik tenglamasi: (a s in / )X  - ( a c o s l ) Y  - b Z  + b2t =  0;
, X acosl Y -asm l Z -b t
binormal tenglamasi: ----------- = ----------- = ------- ;

a s in /  - boost a
yopishma tekislik tenglamasi: ( b s \ n t ) X - ( b  cos t )Y + aZ -  abt = 0;
, , i . i  X-acos l Y-asint  _  .bosh normal tenglamasi: ----------- = ----------- ,Z  = bt,

cost s in /

to‘ g ‘rilovchi tekislik tenglamasi: X  cos t + Y sin/ -  a = 0;

r  =  - = = = ( - a s i n / f  + a cost / + bk),n c o s  ti sin / /
■Ja2+b2

P = ■ .. (6 sin  // -  bcost j  +  ak)
■Ja2 + b2

35. .v = -,аг + b ' t .
s s b v

38.X  = a c o s - ^ .......  ,Y  =  asin ,— = , Z  = - 7= = =
yja2+ b 2 yja2 + b 1 л!а2+ Ь 2.

39. л = 8V2a 41 s =  \2asht 42 ds2 — d r2 +  r 2d(p' + dz‘ .

43. di2 = dp' + p'dd2 + p 1 s in 2 ddq>‘

6 §

\ .k=  ŝin ^—.... 2. к = . 3. к = --- г = ---------- —--- Г 4. * = ----- ------
V 4

(1 +  c o s 2 r ) 2 '  (j> + 2x)2 (у2 + p 2) 2 /(4  +  9 / 2) 2
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5. к = -
ub

6. к

(а2 s in 2 / +  Л2 c o s 2 / ) 2

ah

( a 2sh2t + h 2ch2t ) 2

7. * = -
4a|sin  •-

8. * = •
3a|sin  2/| 

12, 13 * = —

9. к =
2 +  <p 10. к -  ■

4 a |c o s  —

11. *

m od

0

— ,e - ekssentrisitet.

14.A: =

(b4x2 +a4y 2) 2 |a2-a r2|2

Ы * - o  f )a t dy ф 1 dx
21. * = ^ Л г т , « т = - Д г г .  22.

(p ’ + e 1) 2
2/к = ex = -----— 23. Ат = -<т = -

ac/i'/ ( е '+ е ')
24. к -  -а

а 2 + Ь  

21
(1 +  2Г)

я2 + А 

25.

------------  26. a =  b. 27. Parametrning / = — + кя , (А: =  0,
25  sin г c o s /  4

/с = ------------ ,
25 sin / c o s /

± 1, ±2...) qiymatlariga mos keluvchi nuqtalar. 28. Parametrning / = 2кя,
{к -  0, ±1, ±2...) qiymatlariga mos keluvshi nuqtalar. 29. x -  4y  + 2z + 1 =  0.

!*-c, y - C 7 r-cJ
30. | а, аг a, = 0 32. f ( t )  -  C, + C2 Sin t + C, COSf.

, / Л I

I I I  BOB

1§

1. x = /(m )cosv,y = /(u)sin v,z = g(u).
2. x = ( «  + />cost/)cosv,y = (a + />cosi/)sin v,z = ft sin и.

3. x = ach ~ cosv.y = ach — smv,z = u.
a a

4. x = sm и cos v,y = sm MSin v,z = a(ln tg^  + cosu).

5. x = a(u + v),y = b ( v -u ) , z  = 2uv.z = pxy sirtning parametrik tenglamasi: 

x = u,y = v,z -  p u v . 6. x = f(u ),y  = <p(u)t2 — v 7. Giperbolik silindr: 

x = achu,у  = ashu,z =  v. Parabolik silindr: x = u,y = u2,z = v.
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— f У з
8. г = p(u) + ve. 9. х = и +  v, у =  и2 +2v, z -  и3 +  3v. 10. x ---  + (v + - z ) 2 = l

\ 2 ) 2
yoki parametrik ko‘nnishdagi tenglamasi: x = cos и -  v, v = sm и + 3v,z = -2v.

12. ( n x - l z f +  ( n y -m z )2 = a n (n y -m z ).  13. Masalan:b)
i , 2 , > 1-16 y - 12 2-4x = v +1, v = u -1. z = 2v; c ) ------ = - ------= ------

3 2 - 1
14. x - a  = v [ f  {u )~  ci\ ,y-h  = v[<p («)-/> ],z-c = v[i//(w) - c ]  yoki

/?(*—® 2!—!i) = o. 15. ( b z - c y У = 2p{z -  c ) (az -  cx). 16. (x  + 1)2 = 2 v2 + r\
z - c  z - c

17. A  tegishli, В tegishli emas. 18. Elliptik silindr. 19. Ellipsoid.

—— —•- ——^2--П г - =1. 20. Aylanma paraboloid: z =  x 1 +  y 1. 
a h c

21 Ikkita parallel to‘ g ‘ri chiziqlar oilasi. 22. Koordinata boshidan chiquvchi 
nurlar va markazi koordinata boshida bo‘ lgan konsentrik aylanar oilasi. 24. 
To‘ g ‘ri chiziqli yasovchilar. 25. a) x = acos(w + v) , у  = crsin(u + v ),z = b ti : 
x = a cos//, у = asm u,z = hu + v; 

x = acos(u + v),y  = «sin(/< + v),z = b(u -  v)

26. r  = p (u ) + vp (и). 29.
x = a(cosu -v s m u ) ,y  = a(sinzz + vcosu),z = b(u + v).

30. To ‘g‘ri gelikoid: jr = a (l-M )co sv ,y  = a (l-H )s in v ,z  = Av.

2 §

2. a) Urinma to‘ g‘ ri chiziq v = 0, z = A va - —  = — = ----- normal tekisliklar:
1 1 A

.t -  l , ( x - l )  + y +  A(z -  A) = 0 b) cosa = -  _______ 4.18.x + 3 v -4 z -4 1  = 0.
V 2 + A2

C l  T  A П  x~3 У ~ ] 2-25. 3x -  y - 2 z -  4 = 0; -■-= -—  =
3 -1 - 2

6. 6x + 3 v - 2 z - 7  =0; — -  = ^  -  8. 3.x + 12v -  z -  18 = 0;
6 3 - 2

x — \ y - 2  z -  9 x - 3  v - 4  z - 12
----- = i ------= ------- . 9. 3x + 4y + 12z-169 = 0; ------ = ------ = -------- .

3 12 -1  ' 3 4 12.

10. 3 jc -2 v  + 3 z -4  = 0; ^ -  = ^ 1  = — . 11. ^  + ̂ 1 + “ i  = i.
3 - 2  3 a2 b с2

13. x cos и cos v + v cos и sin v -  z sin и + a( ln tg ~) sin // = 0.

14.12x + 9>' + 20z -230.  15. x + у + z  -  3 = 0. 19. Nuqtalaming egri chiziqli 

koordinatalari quyidagi tenglamalar yordamida beriladi:
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с  н
tgu = ± —j = = , t g v  = —. 35. Aylanma silindr: x 2 + у 2 =  1. 

у1а 2+ в 2 а

36. Giperbolik silindr: xy + yz = 1. 37. Uchga ega boimagan konus: 

x 1 + у 2 + r 2 - 2 x z - 2 x y - 2 y :  =  0. 38. Masalan: ( x - C )2 +  y 2 = C \ C * 0 .

39. Masalan: ( * - C ) 2 +  y 2 +  z 2 = C \ C  *■ 0. 40. O'ramasi silindr : 2 + y 2 -  1; 

xaraktensalari r 2 + y 2 =  1; x - C  -  0 aylanalardan iborat, qaytish qirrasi 

mavjud emas. 43. Vint chizig'i: x  = b cos a, у  = £ s in a ,z  = ba. 
а гГ 2

44 x2 +>'2 + ( z - C ) 2 = V —
a ‘  + 1

45 Oila tenglamasi ' . (x -bcoscp)2 + (y -b s m (p )2 + z 2 - a 2 =0. Diskriminant 

tenglamasi: ( x 2 + y 2 + z2 + bl -  a 2) 2 - 4 b 2(x 2 + y 2) = 0. a  > b boiganda 

qaytish qirrasi ikkita (0;0;±л, a 2 - b 2) nuqtalarga, a ~ b boiganda (0;0;0) 

nuqtaga keltinladi
46 O'rama [(у -  R )2 + z2 -  Л2][(> ’ + R )2 + z2 -  /?2] = 0 ikkita silindrm 
ifodalaydi. Qaytish qirrasi mavjud emas.

l ( R - r { s ) ) p ( s ) =  0

48 Diskriminant

47. Diskriminant <, , , . tenglamalar sistemasi bilan benladi. 
\ { R - r ( s ) ) - n ( s )  =  0

Xaraktenstikalar esa berilgan chiziqqa o'tkazilgan urinmalardir. Qaytish qirrasi 
berilgan chiziqning o ‘ zi.

\(R  -  r (s ) )  ■ n (л) ■ k (s )~  1 = 0 

tenglamalar sistemasi bilan benladi. Xaraktrestikalari binormallarga parallel 
boiib, chiziq egrilik markazidan oiadi. Qaytish qirrasi

Я = г + 1 „ + 1 1 я  
к а  к

chiziqning urinma sferalari markazlaridan iborat.
49. Diskriminant

| ( « - / - ( i ) ) w ( i )  = 0

\(R -  r (s ) )  ■ ( t r ( j )  • P(s ) -  k(s) ■ t ( s )  =  0 

tenglamalar sistemasi bilan beriladi.

3 §
1. ds2 = (/ '2 + g 2)du2 + f 2dv2.

2. ds1 = R 2(du2 + cos2 udv2).

3. ds2 = ( a2 sin2 u + c 2 cos2 u)du2 + a 2 cos2 udv2.

4. ds2 •  ( a2sh2u + c 2ch2u)du2 + a2ch2udv2.

5. ds2 = (a2ch2u + c 2sh2u)du2 + a2sh‘udv2.
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6. ds2= (1 +4  u2)du2 + u 2dv\

7. ds2= du2 + R :dv\
8. ds2= (1 + k 2)du2 + u 2dv2.

9. ds2= h2du2 + (a  + bcosu)2 dv2.

10. ds2= ch2 U du2 + a 'ch2 U dv\
a a

11. ds2= a2ctg2udu2 + a2 sin2 udv2.

12. ds2= du2 + ( u 2 + a 2)dv2.

13. ds2= [1 + / 2(ii)\du2 + 2af (u)dudv + (a 2 + u2)dv2

14. a) ds2 = [1 + k 2u2]du2 + Idudx + dv2.
b) ds2 = [(1 + Ь 'У  + <r2v2]du2 + dv2.

c) ds7 = [(\ + a 2v2]du2 + d v2.

15. ds1 =[1 + p 2]dx2 + 2pqdxdy +  (\ + q 2)dy2, p - 8 xz,q = dyz.

16. a), b), d) hollarda.18 Sfera: ds2 = diT2 + R l cos2 — dv2. Tor:
R

ds2 = du2 + ( a + 6 c o s ~ j  d v 2. Katenoid: ds2 =  d u2 +  (a2 +  u 2)d v :

2ж In
Psevdosfera: ds2 = dil2 + e ‘ dV2 20. ds2 = diT2 + e ° dV2. Quyidagi

я  ^ 2

u = v, v* = aea belgilashlarni amalga oshirib, ds2 = -~  (du2 + dv2)
v

a2 xv
munosabatni hosil qilamiz. 21 cos(p = . . 23. Sirtnini»

■!l + a 2x 2J\ + a 2y 2

birinchi kvadratik formasi ds2 = du2 + G(u)dv7 ko‘rinishda olsak, u holda 

^  r, bu yerda vctga = ±J -7==^= . 24. Sirtmng birinchi
jdu1 + G(u)dvl ,, ^G (u )

kvadratik formasini ds2 = du2 + R 2 cos — dv2 ko'rinishda olsak, u holda
r

vctga = ± In + U ). 26. konus tenglamasini r = ve(M),|e(«)| = l ko'rinishda

olib, tga In v = j\e(u)\du + С  tenglikni hosil qilamiz

27. и + v = const. 28. Sirtning birinchi kvadratik formasini
ds2 = (1 + k 2vl )du2 + 2dudv + dv2 ko'rinishda olsak, u holda

ds2 = (sin2 a + k 2v2 cos2 a)du2 + 2sin2 adudv + sin2 adv2 -  0

29. ( E8y<p-F8u<p)du + (F8v<p - G 8 U(p)du = 0. 30 и2 + и + 1 = C e  \

С  =  const
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36 (1 + а2х2)у2 = С,,(\+а2у2)х2 =С2

41 a)ds = (Su1 + v 2)du2 + 2m’duch’+  (8v2 +  u2)dv2

b) ds = 2 :2v2 + Idu,ds = l&u2 +\,ds = 2 ,2 a4 + a 2 + 2 udu,

c) s = 3V2a“ + a2 + 2

„ 10 „ 2 2 43. » =  ,cosa = l,cosp = ,cosr =
3 3 3

50 S - y [ V 2  + ln(l + V2)].

52 Л’ = a 2[^ -  - y  + ln (l + v2 )].

4 §

1., 2. Sfera. 3. Chegarasiz yarim sfera. 5. Chegaraga ega boimagan ikkita 
shar segmenti. 6. Katta aylana. 7. Katta aylananmg yarmi (chetki nuqtalari 
kirmaydi). 8. Katta aylananmg ikkita simmetrik yoylari. 9. Ikkita parallel 
(normalni konusdan tashqariga yo'naltirilganda). 10. Ikkita diametral nuqtalari 
olib tashlangan sfera.
11. Katta aylanasiz sfera. 13. Bu uchi kirmaydigan katta aylananmg chorak 
qisnnni ikki marta qoplaydi. 14. Qutbsiz yarim sferam cheksiz marta qoplaydi

16. // = 1 T  U f g ' - f g  )du2 + fgdv2 ] •
; f + 8

17. //= R(du2 + cos2 udv2) 18. //= ■■■■,■— i-—  (du‘ + COS Ki/v̂  ).
yja2 sin2 и + с 2 cos2 и

{>). П = ... ~ aC._____ (du2 - c h 2udv2).
j a 2sh2u + c 2ch'u

20.11= , aC (du2 + sh2udv2).
\Ja2ch2u + c 2csh2u

21. //= . 2 (du1+u2dv2). 22. I I  = Rdv2 . 23. II = . b  dv2.
J \  . Л ..1  .Ft  , 1.2VU 4 и2 iJl + k2

24. II = hdu2 + cosu(a + bcosu)dv2 25. //= —- ( Л 2- a 2̂ 2).
a

26.// = -arctgu(du2 - s in 2 udv2). 27. / / = -  ^a^u<̂ v j v '- 32. * = o,i, = —
V W 2 +  v 2 ‘  V*

3 3 .^  = ±V «2+«\/t, = -к г = - r ^-T  . 35. it, = ^ - ,k 2= - ^ - .  36. A, = - ,/ t2 = - .  
Л  и +a 1 9 2 3 p q

39. а) А, = Д = Л  = °  b) .x -2  = 0 , z - l  = 0; i ^ l  = £ z l  v = 0; с) * = -^=.
2л/5 4 2 9^5
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uchun: ЛГ=-^-. 3) Aylanma ellipsoid uchun: К = -  c
R‘ (a2 cos2 и + с2 sin2 и) 2 ' '

Q ‘
Bir pallali aylanma giperboloid uchun: К = -  ----- - .5 ) Ikki nalbli

(a sh и + с ch u) F M
с2

aylanma giperboloid uchun: К = —  - —  - . 6) Aylanma paraboloid
(a ch'u + с sh u)

uchun: К  = - — ^..2 --. 7) Aylanma silindr uchun: К  -  0. 8) Uchga ega

boimagan aylanma konus uchun: К  =  0. 9) Tor uchun: К  = -------
b(a  + 6cosn)

10) Katenoid uchun: К  = ------ ?---- . 11) Psevdosfera uchun: К  =  — —
2 .4 «  a2a ch -  

a

48. К  = — ln A + д~ ln АУ 49‘ K  = “  ■ 51- K  1 = P4( 1 + *  + •''' )2
VG />2 „• '

40. а) 4.т2 + 9 у г =  1; b) R ^ -^42. Sfera. 44. Yoyiluvchi sirt. 46. 2) Sfera

53. A' = -

К К F,

к F„ к F,
Fa к к F,

F. F, F, 0

. 54. л: =  4c. 56. // = 0,

К = ---- — —, vint chiziqlari ustmida to'la egrilik o'zgarmas.
(a2 + u ‘)

57 к  =  r , ~ sl н  -  Q + Р г У  + (\ + q 2) r  - 2pqs
(1 + p2 + e2) 2 ’ , ’

'  2 ( \+p2+ q 2y

P  =  z „ , r  =  zxx,q  =  zy,s = zv , t  =  z>r.

58./ :=  / ■/. я  = ----- f- — r  + ------L------_  59. я = - 1 0 62. Sirtmnghamma

2(1 + / 2)2 2p(l + f 2) 2 
nuqtalari elliptik. 64. x = \,y = z = 0 maxsus nuqtalari bo'lib, sirtni ikkita 

qismga ajratadi: x > 1 da sirt nuqtalari elliptik, x < 1 da esa giperbolik. 65. 
Sirtning hamma nuqtalri giperbolik. 66. Agar AB > 0 bo'lsa, sirt nuqtalari 
qiperbolik; AB < 0 bo'lsa, barcha turdagi nuqtalar mavjud. 67. Elliptik. 68. 
Giperbolik. 69. Elliptik. 70. Elliptik. 71. Giperbolik. 72 -  75. Parabolik. 76. 
Agar f f  < 0 boisa, sirt nuqtalari elliptik; f ' f  >  0 bo'lsa giperbolik, f f  -  q 

bo'lsa, parabolik. 81. Faqat sinusoidaning uchlari chizuvchi parallel. 82. Ikkita
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nuqta: ellipsoidning aylanish o ‘ qlari bilan kesish nuqtalari 83. Paraboloidning 
uchlari

x2 v284. —  + —  = 2z ( p  >  q >  0 )  paraboloidning ikkita dumaloqlanish nuqtasi 
P 4

bor: A, 2 (0,±yj pq -  q2, ———). 85. -7 + ̂ y +-7 = l (a  > b > с > 0 ), ellipsoidda
2 a h~ с

Г~2 Г Г  [7 2 ~  a -  b \b ~ с
to'rtta dumaloqlanish nuqtasi mavjud: Аг..4(±ах —-— T,0,±cJ——~ ) .

V а - с  V a - c

x2 v2 z 2
86. - T + ,-----— = —1 ( a > b > с > 0 )  ikki pallali giperboloidda to'rtta

a b с

dumaloqlanish nuqtasi mavjud: A, 4(0,±/>J—— ,±с.Г  +c , ). 89. Masalan,
V a + c ‘  +c

ushbu у  -  x 4 chiziqni Oy o'qi atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan sirt. 90 

Masalan, ushbu у  =  x* silindrda O :  o'qining barcha nuqtalari yassilanish 

nuqtalaridan iborat bo'ladi.

5 §

1. Mdu + Ndv = 0, Ldu + Mdv = 0. 2. L R - M Q  + NP = 0.

4. ( L - - M  ^  )du + (M  &  -  N  ~ t)dv •  0. 6. -  -  ̂  = C.. 7. 6(1,0- l) 
dv du dv du a h

8. (LB MA)du + (MB - NA)Jv ~ 0 10. v = arctgu + C. 15. Agar aylanma sirtni 
tenglamasini x  = f ( u ) cosv, x = f ( u )  sinv, z = (p(u) ko'rinishda olsak, u 

holda (/ V  -  f  v> )du2 + fip dv1 =0. 16 и ±  v = const. 18. To'g'ri chiziqli 
yasovchilari va ularning ortogonal trayektoriyalari, ya’ni, vint chizig'i. 19. 
To 'g 'ri chiziqli yasovchilari. 29. To 'g 'ri chiziqli yasovchilari va ularning 
ortogonal trayektoriyalari. 30 To 'g 'ri chiziqli yasovchilari va markazi konik 
sirtmng uchida joylashgan ixtiyoriy radiusli sfera bilan konik sirtning kesishish 
chizig'i 31. Parallel va meridianlar. 32. Koordinata chziqlari. 33. To'g'ri 
chiziqli yasovchilari va ularning ortogonal trayektoriyalari. 34. Agar gelikoid 
tenglamasini x = mcosv, _y = Msin v, z = av ko'rinishda olsak, egrilik 

chiziqlarimng tenglamasi (a1 + u2)dv2 -  du2 = 0 ko'rinishda bo'ladi. Bundan 

v = ±1п(м + Vm2 + a2 )+ c  tenglikni hosil qilamiz. 35. Elliptik paraboloidning

tekisliklar bilan kesimlari hamda •

x У 1 + —  = 2 z
p ч

x 1 У2 = q ~ P  
p  qC  1 + С

, (C * 0 )

40. R = r (s )+  R, m(s) , bu yerda kt = —  sirtning berilgan chiziq yo'nalisidagi
•*̂1
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bosh egriligi. 44 Faqat aylanma ellipsoid uchun mumkin. 57. Sferanmg katta

avlanalan. 65 к = ^  66. k = ----i-- 67 к = — "  . к =0 .
Rr и + a u2 + f 2 *lv‘

72. Gelikoid tenglamasini x = u cos v, у  = м sin v, z = av ko'rinishda olamiz. 

v = const gelikoidning to'g'ri chiziqli yasovchilari geodezik chiziqlari bo'ladi

dv *  0 bo'lgan holda geodezik chiziq -  - - - -— f —  | -  и = 0 tenglama
t/v‘ a + it2 \dv J

bilan aniqlanadi. Bu tenglamani yechib v = J ... -— ... ....+ ( ' 2

(а ’ + и ’ Ь С 1- - г Ц
v a +u

tenglikni hosil qialmiz. 73. Psevdosferaning birinchi kvadratik formasim 

rfv2 = +'—  ko'rinishda olamiz. U holda geodezik chiziqlammg differcnsial
у

tenglamasi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

d2y _ \ ( d y ' ] 2 + l ( d x s =Q

tfe2 У\,*&У У W v 

t/2x dy dx 

ds2 у ds ds 

Bu sistemani chiziqlar qanoatlantirishi ma’ lum.

Agar .t *- const bo'lsa, bu sistemani —~ +  ̂ I | + * = 0 tenglama
dx y \ d x )  у

bilan almashtirish mumkin. Natijada, hosil bo'lgan tenglamaning umumiy 
yechimi (x - C , )2 + y 2 = C2 topiladi

6 §

1. x2 + у 2 = C - konsentrik aylanalar va 0(0;0) nuqta. 2. x2 - y 2 = C -  

parabolalar va ularning asimptotalari. 3. у = Cx2 - parabolalar va у = 0 to'g'ri 

chiziq. 4 (x2 + y 2)C = 2x aylanalar va to'g'ri chiziq. 6.x + у + z = С  parallel 

tekisliklar 7. x2 + у 2 + z2 = С  - konsentrik sferalar. 8. x 2 + y 2 -  z 2 = C 2 - bir 

pallali va ikki pallali giperboloidlar va ularning umumiy asimptotik konusi
10. 1. 11 5. 12. (0;0), (l;l). 13. ^ (7 ;2 ;l).

14. a) (2 x -  y -  z)T + (4у + z - x ) j  + (6z -  x + y)H

15. 3(x2 - oczyY + 3(y 2 - azx)j + 3(z2 - <my)F .
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16 e‘*r"\yz (x  + \ ) [+  x z (y + \ ) j  + xy{z +  \yi\. 17. a )  * f +   ̂ ] +   ̂ k .
1 + x  1 +  у  1 + z ‘

2 2 1 3
18 9 / -3/ . 19 | gradu |= 6, cosa = , cos/? = ^ , cosy = . 21. cosq>= .

22 costp = -  8 .23. 71 . 24. O'sadi; 12 25.
2025 4 \5  4/  ^  5 4

26 a = h = c bo'lsa. ; bu yerda r  = J x 2 + y2 + z1 . 27. Agar gradu _L gradv 
r

bo'lsa, bradu gradv ^  r  = ^jx2+ y 2+ z 2 bo'lganligi uchun:
I gradv |

, d r ,  d r dr r  x ,  у z r У 
gradr = — / + —  I + — к = - (  + — ; + - & = — . 

dx dy dz r r  r r

36 r v f  n. nr~'r 38
r r  r  ( b j ) '

42 2 f ( c , c ) - 2 s (s , ? )=  2C x ( f  x c ) .  47. grad r = ^ U S + - ^ U-e + ^ U S .
dr ' r dtp r dz ‘

49. (p e r +  e t + e\ . 50. ztpS +zS +r<p8_. 51.?r + +si np?t .
r

52 2rSr -  ZS*D(P g +cos<pS. .53. 3 r 2 S + zs n̂ ^<Pg  +sin2^ .
r r

54. gradu = S, + - — ? + -  — . 55. <pe,+ г  56. № + 2 .
dp pdO  p  sin в  dtp T ” sin 0 * p *

57.0<ргр+(рео + в -г ,. 5S.eqep + & .  + - ?  г..  59 s ^ c os eso - ° ё 
sin# sin0 p p

60 .r  + /  = C,2, z  = C2. 61 у  = С, x, z = C2x2. 62 x - y  = C, xy, x - z  = C3xz.

63. a) x2 -  y 2 = C , , z = C2x2. 64 a) x = C, y, z = C2x. 65. yz + 3 + 2z.

66. a) 12xy2 + 4x' -  6xz. 72. 3. 73. d iv ( f ( r ) f )  = f ( r )d iv r  + Г ■ grad f ( r );

divГ = 3, grad f ( ? ) =  f '(? )- -  ekanligidan d iv ( f ( r ) r )  = 3 f ( r ) +  r f ' ( r )  74.
r r

75. (/) + s)r" .77. Ди = -  - -  + + — !/ .78. uAu +  (graduf .
dx dy dz

79 uAu+ grad и gradv . 8 0 .^ ’ ^ .  81. 2(v,r). 82. f ' ( r ) ^ J \  83 0. 84. (?,?,).
r  r

85 4(r,?,). 86. 1 87. 2 88 x + l ± z 89. div(gradf{r))= f " { r ) + 2 f ' ( r ) =  0.
xyz /■

Bu tenglamaning umumiy yechimi /(/•) = c, + t? .
r
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91 diva ■

91. div a =

8 , \ да да 
(га )+  + ' 

dr r дер dz

1

p 2 sin0
^ (a p 2s in 0 )+ p  ^ (al,s m e )+  p  ” 

d p K p ’ dOK dtp

92. (x1 -  2xzY + (у2 - 2 v x ) j  + (z ! - 2yz)lc . 92,a)T + ( x y -2 x )J  + (2 -  xz)k 

98. Я . 99. 3. 100. -2 c . 101. [? x ?].102[г, x ?]. 103. [е,х?].Ю 4. П.
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