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1 б о б. ТУПЛАМЛАР НА3АРИЯСИ ВА МАТЕМАТИI( 
МАНТИI\ ЭЛЕМЕНТЛАРИ 

1- §. Т:VПЛАМЛАР ВА I(ИСМ Т:VПЛАМЛАР 

Туплам ЭНГ MYJ(HM математик тушунчадардан би
рндир. Бу тушунча математика фанига тупдамдар иа
заРИЯСИНИIlГ асосчиси булга н немис математиги Георг 
Кантор (1845-1918) томонидан киритидган. 

Туплам таърифланмайднган математик тушуича бу
либ, баъзи бир нарсалар, буюмлар, объектларни бирга
ликда I)араш натнжасида вужудга келади_ Масалан, 
барча натурал сонларни биргаликда I)араш натурал 
сонлар тупламини, ТУFрИ ЧИЗИl)да ёТУВЧII НУl)таларни 
биргаликда I)араш шу ТУFрИ ЧИЗIЩ НУl)талари туплами
ни беради_ 

1- т а ъ риф. Тупламни ташкил этувчи объектлар 
шу тупламиинг элем.ентларu деЙилади. 

Тупламлар одатда латин ёки грек алифбосининг 
бош J(арфлари билан, уларнинг эдементлари эса шу 
алифбонинг кичик J(арфлари билан белгиланади_ 

Агар А туплам а, Ь, с, _ элементлардан тузилган 
булса, у А = {а, Ь, с, } куринишда ёзилади. Тупламни 
ташкил этувчи элементлар сони чекли ёки чексиз булиши 
мумкин. Шу муносабат билан тупламлар чекли туплам ёки 
чеl(СИЗ туплам булади. 

Масалан, А = {а}, В = {а, Ь), С = {а, Ь, с} тУп.lамлар 
чекди туплам булиб, улар мос равишда битта, ИККlпа, учта 
элементдан тузилган. Натурал сондар туплами, (О; 1) ора
ли~даги НУI,тадар туплами чексиз тупламларга мисол бу ла 
олади. Баъзи бир чекли ва барча чексиз тупламларни уз 
ЭЛЕ:ментлари Орl,али беоосита ёзиш мумкии эмас. Бундай 
J(олларда мазкур тупламлар уз элементларининг характе
ристик хосса.,ари ор~ади беридади. Агар А ТУl1ламнинг бар
ча элем~нтлари бliРОР р хоссага эга буша, бу тупла,1 А = 
= {х I Р (х)} каби ёзидади. Масадаи: 1) х' - 5х + б = О 
тенг ламанинг и,щизлари туплами А = {х I х' - 5х + б = 01 
куринишда; 2) РЩlюиал сонлзр ТУl1да,ы э~а Q = {г I г = !., 

q 
бу ерда р Ба q "" О ихтиёрий бутун сон} КУРИllИшда белги
.,анади. 

Бирор а Э,lемент I)андайдир А тупдаШIIШГ э.,е,lенти 
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эканлиги а Е А еки А Э а каби белгиланади Ба а элемент 
А lупламга тегишли мб Ук,илади. Е белги одатда тегишлн
лик белгиси деб юритилади. Бирор Ь элементнинг А туп

ламга тегишли эмаслиги Ь Е А ёки Ь ~ А каби беЛГllланадИ. 
Маеалан, У2" ~ А ёки 5 Е А. 

Айтайлик, бизга бир нечта А, В, С, тупламлар бе-
рилган булеин. 

2- т а ъ риф. А тупламнинг ",ар бир элементи В туп
ламда мавжуд булса, ва аксинча, В тупламнинг )\ар 
бир элементи А да маБЖУД булса, А Ба В тупламлар 
уэаро тенг (бир хил) дейилади Ба бу тупламлариинг. 
тенглнги 

А=В ( 1) 

орк,али белгиланади. 
Бу таърифдан куринадики, иккита тупламнинг тенг

лиги аслида уларнинг битта туплам эканлигини бил
диради. 

Масалан: 
1) А=[2, 5}, B={x[x'--7х+lО=Оj булеа А=В; 
2) А - текисликдаги тенг томонли учбурчаклар 

туплами, В - шу текисликдаги ичi(и бурчаклари тенг 
булга н барча учбурчаклар туплами БУ.1са, уз-узидаll 
маЪЛРIКИ, А=В БУлади. 

3- т а ъ риф. В ТУП,lамнинг )\ар бир элементи А туплам
да маRЖуд бужа, В туплам А тупламнинг I\UCAI mgnламu 
дейиладн Ба В нинг l\ием туплам эканлиги В S. А куриниш
да белгиланнб, S. бе.1ГИ СЙI\ЛЙНШUЛUК белгuсu деб юрнтилади. 

Агар А, В Ба С Т}'пламлар битта тупламнинг I\ИСМ 
тупламлари деб I\apa.lca, у J\олда саl\ланишлик муно
са бати Н;УЙИ;ЩГИ аСОСIIЙ xocca.qapra эга: 

а) As А; 
б) А s В Ба В S А бужа, у J\олда А = В бу.lа,Щ 
Б) А s В Ба В:=. С :щн А S: С экаНЛIIГИ ке.lиб ЧИl~ади. 
4· т а ъ риф. В т)плаМIIИНГ барча элементлари А 

т}·п.lзмда "IЗБЖУД бу.lиб, шу билан бирга А да яна В га 
тегиш.qи булмаган э.lементлар ",ам мавжуд булса, В 
туплам А т}'п.lаМllIIНГ хое I\UCM туnламu деЙиладн. 

ХОС I,HCM тУп.lам 

ВсА (2) 
ОРI\а.1И белгиланади. 

5· l' а ъ риф. Бирорта J\aM Э.lементга зга булмаган 
т5·п.13\\ буш ТУnЛЙ'!! деб атала;щ Ба у Ф ОРl\али белги
ланади. 
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5- т а ъ риф. А тупламиинг узи ва 53 туплам шу А 
тупламнинг хосмас ~исм туплами деЙилади. 

А ва В тупламларнинг тенглигини исботлаш учун 

Aj!B ва В:::>.А 

эканлигн курсатнлади. 
Бирор А туплам В тупламнинг ~исм туплами экан

лигини исботлаш дегаи суз А нинг ихтиёрий элементи 
В га тегншли эканлигини курсатиш, демакдир. 

Тегишлилик Е ва са~ланишлик j! муносабатлари бир-
6иридаи фар~ ~илади. Масалан, теl'ИШЛИЛИК муносабати учун 
са~лаНИШЛIIК муносабатининг биз юн;орида куриб yтraH учта 
хоссаси бажарилмаЙди. 

Э с л а т м а. Натурал, бутун, рационал ва 1\ ан;ин;ий сон
лар тупламларини мое равишда N, Z, Q на R орн;али бел
гилаЙлик. 

Унда мазкур тупламлар учу н N С Z с Q с R муноса-
6атлар уринлидир. 

Исталган n та элементли тупламнинг барча н;исм туп

ламлари сони 2'J га тенг. Бу тасдин;нн математик индукция 
принципи асосида исботлаш мумкин. 

Х;ан;ин;атан, бир элементли туплам иккита н;исм туп
лам (шу тУп.1амнинг узи ва 53 туплам) га зга; 2=2\ 
булганидан n= 1 учун таСДИFИМИЗ уринли. 

Фараз н;илайлик, таСI\ИН; n та злементли М, = {Х\, Х2 ' 
, Хn} туплам учу н урннли БУлсин. М, тупламга Х,+I 

элементни ~ушиб, биз n + 1 та злементли М ,+1 = Ixp Х2 ' 
, Х" X'+I} тупламга зга буламиз. М,+I туплаМIIИНГ 

ихтиёрий ~исм туплами ё МN тупламнинг Н;ИСМ туплами

дан, ёки М, нин г ~исм тупламларига Х,+I ни н;ушишдан 

,\ОСИЛ булган ~исм тупламдан иборат булаДII. Шундай 1\11-
либ, М,+I тупламнинг ~исм тупламлари сони М, туплам 

~исм тупламлари сонидан икки баРaFВР куп булади. Бошн;а

ча н;илиб айтганда, Мn+1 нинг I\ИСМ туплзмлари СОНН 2·2' = 
= 2,+1 та булади. 

Демак, n та элементли тупламнинг барча ~исм туплам
лари сони 2" та экан. 

М и с о л л а р. 1. Барча жуфт натурал сонлар туп
лаМII чексиз туплам булади. Бу таСДИI,НII исботлаш 
учун исташан n натура.1 сонга 2n жуфт натурал сонни 
мос I,уйиш кифоя. 
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2. Исталган n~1 натурал соннинг туб булувчилари 
туплами чекли тупламдир. 

3. O~x<7 тенгсизликни ~аноатлантирадиган бутун 
сонлар тупламини ~уйидаги икки хил усулда ёзиш мум
кин: 

а) А = {О, 1, 2, 3, 4, 5, б}; 

б) А= 10.;;;x<7\xEZ}. 
4. 5 га булиниб, I О га булинмайдиган бутун сонлар 

туплами В = {I Ok + 5\ k Е ZI чексиз туплам булади. 
5. А = la, Ь, с} тупламнинг барча ~исм тупламларининг 

туплами 1о, {а}, {Ь}, {с}, {а, Ь}, {а, cl, {Ь, с}, {а, Ь, с}} 
дан иборат. 

Маш~лар 

1. Чеклн ва чексиз тупламларга мисоллар иелти
ринг. 

2. -3<х<3 тенгсизликнинг бутун ечимлари туп
ламини икки усулда ёзинг. 

3. Бирор соннинг барча бутун булувчилари ва бутун 
булинувчиларн туплами чекли буладими? 

4. 3 га булиниб, 9 га булинмайдиган бутун сонлар 
туплами чеклими ёки чексизми? 

5. {1, 2, 3, 4} тупламнинг барча ~исм тупламларини 
ёзинг. 

2- §. П'ПЛЛМЛЛР УСТИДЛ ЛМЛЛЛЛР 

А ва В тупламлар берилган булеин. Бу тупламлар
дан янги туплам J\ОСИЛ ~илиш мумкин. Бу Ma~caддa 
тупламлар устида бажариладиган ~УЙllдаги амалларни 
киритамиз: 

1- т а ъ риф. А ва В тупламларнинг камида битта
сига тегишли булган барча элементлардан туэилган С 
туплам шу тупламларнинг бuрлашмасu дейилади ва 
AUB куринишда белгиланади. 

Юl\оридаги таърифга кура С тупламни ~уйидаги 
куринишда ёзиш мумкин: 

С = А U В = {х 1 х Е А ёКII Х Е В}. 

Тупламлар бирлаШ'Jlаси тушунчасини IIсталган Ч('КЛII сонда" 
ги туплаМJlар учун h,a'Jl киритиш мумкин. n та А" А" 

Аn тупламнинг бирлаШ'Jlаси А, U А. U U Аn = 
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= U А· куринишда ёэилади. 
i=1 I 

2· т а ъ риф. А ва В 1 упламларнинг барча умумий эле
мент.lаридан туэилган Ступлам шу тупламлар кесuшмасu 
дейилади на у А n В куринишда белгиланади. 

Мисол. А = {I, 3,5, 7}, В= {I, 2,3,4,5, б} булса, 
у J\олда А n В = {I, 3, 5} БУлади. 

n та Ар А2 , ,Аn тупламнинг кесишмаси А 1 n 
n 

n А2 n n Аn = .n Ai куринишда ёэилади. 
1=1 

3· т а ъ риф. А тупламдан В тупламнинг айuрмасu деб 
А га тегишли, лекин В га тегишли булмаган барча элемент· 
лардан тузиман тупламга айтилади ва у А'-.,В куринишда 
белгиланади. 

Мисол. A={I, 3, 5, 7}, B={I, 2, 3, 4, 5, б} булса, 
у '10лда А,,-в = {7} булади. 

4· т а ъ риф. А нин г В да J\амда В нинг А да булма
ган Э.1ементлари туплами шу тупламларнинг симмеmри/С 
аЙUРАtасu дейилади Ба у Ад В КУРИ1Шlllда белгилаllади. 

Мисо.~. А = {I, 3, 5, 7}, В = {I, 2, 3, 4, 5, бl булса, 
А !'J. В = {2, 4, б, 7} БУлади. 

А Аа В тупламлаРНИIIГ айирмаси р,а симметрик айирмаси
ни ~lOc ранишда I\уйидаги КУРИНИlllда ёзиш МУМКИII: 

А,,-в = {х J х Е А ва х ~ В}; 

АдВ = {xlxE А на x~ В} U {xlx~ Ава хЕ В}. 
5· т а ъ риф. В туп,'ам А IIИ1IГ I<.IICM тУп.lами булганда 

А,,-в туплам В ни А гача m[;лсuруачu TYnl!aM деЙи.lади ва 
у В iiки С А В ОРl\али ёзилади. 

Мисо.l. В = {I, 2, 3}, А = {I, 2,3,4, 5} булганда В= 
= {4, 5} БУлади. 

ЮI\оридаги таърифга асосан В U в = А бу.тади. Агар-А 
ТУП,lам БОШI\а тупламнинг хос I\ИС~1 туплаМII деб I(,аралмаса, 
у J\о.lда УIllIllГ тулдирувчиси '" булиб, '" нинг т5'лдирунчиси 
эса А б5' лади. 

б· т а ъ риф. Х;ар I\андай т5'плампинг хос I\ПСМ туплами 
деб l\apa.1MaraH туплам унuверсал туrлам деЙI1.1ади на у; u 
ОРI\а,lИ беЛГИJlанади. 

U УНИlJерсал ТУllлаМIIИНГ барча I\ИСМ ТУПJlаМJlари ТУПl1а
МИНII Т (И) ОРI\аJlИ БСЛГllлаЙмнз. Бу '10,lда А Е Т (И) ~ни 
А s U деб тушуни.1ЗДII. е; Ra А ТУIl.lам.lЗР учу н J\aM 
CJ Е Т (И) па А Е Т (И) ,lap 5·РИII.11I. Т (И) т)'п.lаМД311 олин-
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ган исталган иккита А ва В тупламлар бирлашмаси, кеrиш

маеи J\амда А Ба В тупла~!лар т(и) нинг аНИl\ланишига 
асосан яна Т (и) га Тt'гишли БУлади. U универсал туплам
нинг барча I\ИСМ тупламлари орасида иккита хосмас I\ИСМ 
туплам мавжуд булиб, улардан бири U нинг узи, иккинчи
си эса буш туплам, I\олг~нлари эса ХОС I\ИСМ тупламлар бу
лади. 

U универсал туплам чекли булса, ун инг барча I\ИСМ 
тупламлари J\3M чекли БУлади. U чексиэ булганда эса 
унинг I\ИСМ тупламлари чекли ёки чекснэ булиши МУМ
кин. 

Масалан, N натурал сонлар тупламини олса к, {I} с: N, 
{21 с N, , {n} с N булиб, бу ерда J\ap бир I\ИСМ туп

лам чекли булгани J\олда {I, 3, 2n+1, } cN, {2, 
4, 2n, } с N да J\ap бир I\ИСМ туплам чексиздир. 

Мисоллар. 1. xEN булганда А={хlх;;;.5I,В= 
= {х 1 х .;;;; 71 лар учун: а) А U В; б) А П В; в) N га нисба

тан А; г) А U В; д) А U В; е) А П В; ж) (А П В) U (А 
П В) лар ТОПИЛСИН. 

Ечиш. A={xlx;;;.5}= 15, 6, 7, 
A={I, 2, 3, 4} IЗl В={8, 9,10, 

а) AUB={5,6,7, }UIl,2, 
б)АПВ={5,6,7, IП{I,2, 
А П В = [5, 6, 71; 

} булгани УЧУН 

1 БУлади. Унда: 
7}= N, А U B=N; 

71 = {5, 6, 7}, 

В) А= [1,2,3, 4}; 
г) AUB=II,2,3,4}U (1,2, ,71=В, AUB=B; 
д) А U в = {I, 2, 3, 41 U {8, 9, 1 = 
={I,2,3,4,8,9, },AUB=11, 2, 3,4,8,9 .. } 

е)АПS=[I,2,3,4IП[8,У, 1=0, АП В=0;_ 
ж) (:4 П В) U (А П В) = 0 U {5, 6, 7} = {5, 6, 7}, (А П В) 
U (А П В) = {5, 6, 7}. 

2. А = {3k 1 k Е N}, В = {2k 1 k Е N} IJa С = {9k 1 k Е N} 
булса: а) А U В; б) А П В; в) А П В П с лар ТОПИЛСИН. 

Ечиш. 

а) А U В = {2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, .. }; 
б)АПВ={б, 12,18, }=(бklkЕN},АПВ 

= {бk 1 k Е "'}; 
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.} = {18, В) А n 8 n с = {6, 12, 18, .} n {9, 18, 27, 
36, 54, } = {l8k \ kEN}, 

А n8 n C={18k\kEN}. 

Маш~ лар 

1. А = {х - 12;;. 7\ х EN } ва 8 = {х + 15 ~ 161 х Е N} 
тупламла р учун: а) А n 8; б) А U 8; Б) N га нисбатан А nВ; 
г) А ~ 8 лар 10ПИЛСИН. 

2. А = {7k \ k Е Z}, 8 = {з + k > 5/ k Е Z}, С = {7 -
-k;;'3\kЕZ} тупламлар учун: а) AU8UC; б)АП 
n (8 U С); Б) Л U (8 n С; г) А U (8 n С) тупламларни ту· 
ЭИIIГ. 

3- §. ЭЙЛЕР- ВЕН Н ДИАГРАММАЛАРИ 

U универсал 1упламни 1УFРИ туртбурчак била н Ба унинг 
ХОС ~исм тупламларини шу туртбурчак ичидаги доиралар би· 
лап таСБирлашни ~абул I\иламиз. Бу J\олда туртбурчакнинг 
штрихланган (1. чизма) булаги А ~исм туплам булса, штрих
ланилмаган булагli А тулдирувчи туплам булади. Бундаи 
А ПА = 13 эканлиги равшан. 1-чизмага асосан I\уйидаги
ларни ёза оламиз: 

iljl 
г--

О=Эi - ________ --.J 
1- расм. 2- расм. 

.. OJ 
3· расм. 4- расм. 



[) 

__ ~~ .4l . . I 
8~. _.. I 
.-.:- J 

5· раем. б· раем. 

7· раем. 

1) А U А = А; 2) А U А = U. 
А ва В ~исм тупламларнинг А n в кесишмаси 2- чизма

да таСRирланган. Бу кесишма туртбурчзкнинг штрихланган 
булаГlщан нборат~ А ва В нинг бирлашмаси 3 - чизмадаги 
туртбурчакнинг барча штрихланган булаГИIlИ ташкил ~илади. 

А тупламдан В нин г айирмаси 4- чизмада берилган. 
Бу айирма туртбурчакнинг штрихланган булагидир. 

В тупламни А гача тулдирувчи туплам 5- чиэмада 
курсатилган. НИJ<;ОЯТ, А тупламни и универсал туплам
гача тулдирувчи туплам 6-чизмада курсатилгандек бу
лади. 

7· чизмадаги штрихланган ~исм А па В тупламлар
винг симметрик аЙирмасидир. 

Мана шу усулда учта, туртта ва J<;. к. ~исм туплам
лариинг кесишмаси ва бирлашмасини Эйлер-Вени дои
ралари ор~али тасвирлаш мумкин. Буидай таевирлаш 
одатда Эйлер· Вени диаграммалари деб юритнлади. А 
ва В тупламлар чекли тупламлар булганда уларнинг 
элементлари сони мое равишда n(Л) ва n(В) каби 
белгиланадн. Бундай J<;олда 3- чизмага асоеаll 

n(А U B)=n(A)+n(B)-n(А n В), (1) 
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n (А n В) = n (А) + n (В) - n (А U В) (2) 

тrнгликларни хоеил I\иламиз. Хуеуеий J\олда, яъни А; n 
n В = 1& булганда (1) га (2) тенгликлар мое раБишда 
n (А U В) = n (А) + n (В) ва n (А n В) = О куринишни ола
ди. (1) ва (2) тенгликлар одатда I\УШИШ ва купайтириш 1\0-
нунлари деб юритилади. 
М и е о л л а р. 1. Математика факультетининг 1 кур

сида 75 талаба УI\ИЙДИ. У лардан 47 таен мактабда 
ншлиз тнлини, 35 таси немие тилини, 23 таеи эеа '(ар 
иккала тилни урганган. Курс талабаларидан нечтаеи 
иккала тилни '(ам билмайди? 

8- расм. 

Ву маеалани ечиш учуи Эйлер-Веин диаграммала
ридан фойдаланамиз (8-чизма). ТУFРИ туртбурчак си
фатида 1 курс талабалари тупламини оламиз. Ву ерда 
иккита туплам кесишмаси 23 та элементдан иборат 
булгани учун фа~ат инглиз тилини урганганлар сони 
47-23=24 та, фа~ат иемие тилини урганганлар сони 
35-23= 12 та Ба НИJ\ОЯТ, J\ap иккала тилни билмайди
ганлар сони эса 75-(24+23+12)=16 тадан иборат. 

2. Математика факультетидан 100 талабани текши
риб курилганда уларнинг 18 таси фа~ат немие тилини, 
8 таси немис Ба француз тилини, 48 таси француз ти
лини, 8 таси француз J\амда испан тилини урганиши Ба 
НИJ\ОЯТ 24 таси J\еч ~андай тилни урганмагаилиги аНИI\
ланди. а) I\анча талаба ~епан ,.илини урганади? 
б) I\аича талаба фраицуз тилlЦIи урганмаслик шарти би
лан немис Ба иепан тилини ургаиади? Б) I\анча талаба 
испан тилини урганмаганда Ба фа~ат шундагина фран
цуз ТI!ЛИНИ урганади? 

Е ч иш. АВБало Эйлер-Венн диаграммасини тузиб 
оламиз (9- чиэма). Ву ерда J\ap бир доира немие, фраи
цуз Ба испан ТИnl!НИ урганувчи талабалар тупnамини, 
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9· раем. 

тУFРИ туртбурчак эса текширилган талабалар тупла
мини ифодалаЙди. Учта чет тнлдан камида биринн ур
ганувчи талабалар сони 100-24=76 тадир. а) I\анча 
талаба нспан тилини урганишннн аНИl\лаш учун тнл ур
гаиувчи барча талабалар соии (76) даи иемис тилн (26) 
J\амда фаl\ат француз тили (48-8-8) урганувчн тала
балар сонинн айнрнб ташлаЙмиз. унда 76-26-32= 76-
-58= 18 J\ОСИЛ булади. 

б) Француз тилннн урганмасдан испан тилини ур
ганувчи талабалар сонинн топиш учун тил урганувчи 
тапабалар сонидан француз ва фаl\ат немис тилини ур
ганувчи талабалар сонини аЙирамиз. Унда 76-48-
-18= 10 J\ОСИЛ булади. 

в) Испаи тилини урганмаганда ва фаl\ат шундаги
на француз тилини урганувчи талабалар сонини топиш 
учуи эса тил урганувчи барча талабалар сонидан фаl\ат 
немис тили (18) ва француз J\амда испан тилини урга
нувчи талабалар сони (8). фаl\ат испан тилини урга
нувчилар сони (10) нинг ЙИFИНДИСИНИ айириш керак 
'(9- чнзмага "аранг). Демак. бундай талабалар сони 
76-(18+8+ 10) =40 экан. 

4-§ ТУПЛЛМЛЛР УСТИДЛ ЛМЛЛЛЛРНИНГ ХОССЛЛЛРИ 

Бирор и унверсал тупламнннг I\ИСМ тупламлари 
учун I\уйидаги тенгликлар урНlIЛИ: 

1. Исталган нккита А ва В тупламларнинг кесишма 
ва бирлашмаси коммутатив булади. яъни 

АПВ=ВПА. (1) 
AUB=BUA. 00 

2. Бнрлашма ва кесишма амаллари ассоциаТИАДИР: 
(А U В) U с = А U (В U С). (3) 
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(А n В) n С = А n (В n С). (4) 

(1) ва (2) нинг уринли эканлиги кеснш~а IJЭ бирлашма
нинг таърнфидаll келиб ЧИl\ади. Биэ J\ОЭИр (4) тенгликнинг 
УРШIЛИ эканлигини исботлаЙмиэ. х Е (А n В) n С булеин. 
Унда кесишманинг таърифига асосан х Е А n в ва х Е С бу
лади. х Е А n в булгани учу н х Е А na х Е В. Дe~aK, х Е А 
ва х Е В n С. Охирги таСДИI\ аса х Е А n (В n С) ЭКЭIIЛИГИНИ 
билдиради. Шундай I\илиб, х элементнинг ихтиёрий эканли
гига асосланиб, 

(А n В) n С s А n (В n С) (. ) 

деб оламиэ. 
Аксинча, у Е А n (8 n С) БУлсин. У ~олда у Е А ва 

у Е В n С булиб, бундан у Е В ва у Е С. Демак, у Е А n В 
ва у Е С. Охирги :иккита муносабатга асосан эса у Е (А n В) 
n С дир. 

Шундай I\илиб, 

А n (В n С) s (А n 8) n С ( •• ) 

экан. (.) ва ( •• ) ларга асосан (4) нинг уринли экаНЛlIГига 
ИUIQНЧ J\ОСИЛ I\иламиэ. 

(3) ва (4) тенгликларнн исталган чекли' сондаги 
тупламлар учун '(ам ёэиш МУМКИН. 

3. Учта А, В ва Ступлам устида бажариладиган 
кесишма ва бирлашма амаллари учун ДlIстрибутивлик 
i\ОИУНИ бажарилади: 

Аu~пq=~uщп~u~ ~ 
Ап~uq=~пщu~п~ ~ 

Охирги муносабатлар исталган чекли сондаги туп
ламлар учун '(ам бажарилади, яъни 

k k 

А U СП В/) =.n (А U В/), 
1=1 1=1 

(7) 

k k 

А n CU Вд = .U (А n В). 
1=1 1=1 

(8) 

Битта универсал тупламнннг барча i\HCM тупламла
рн учун i\уйидагн айниятлар '(ам урннлн булади: 

4. Идемпотентлик J\онунлари: А U А = А, (9) 
А n А=А. (10) 

5. Ютилиш J\онунларИl А U (А n В) = А, (11) 
А n (А U 8) = А. (12) 
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6. де- Морган ~онунлари: А U В =А n в, 

7. А U U = и. 
AnB=AUlf. 

8. А n U = А. _ 
9. Инволюция ~онуни: А = А. 
10. eJ=U, U=eJ. 

(13) 

(14) 

Ву 1'.оIlУllларнинг биттасини, ЯЪНИ (5) тенг ликни ис6от 
этаЙ.~IIК. А U (В n С) нин г исталган х элементи камида А 
га ёl(1! 13 n С га тегишли булади. Демак, х элемент А га 
ёки 13 ~a С ларга тегишли. У х.олда х элемент А U В га 
l'а А U С га тегишли. Шунинг учун' х Е (А U В) n (А u С) 
булади. 

Демак, 

А U (В n С).§ (А U В) n (А u С). (15) 

Аксинча, (А U В) n (А u С) IJИНГ J\ap бир у элементи 
А U В ва А U С га тегишли. Демак, у элемеит А га ёки 
В ва С ларга тегишли. Шу сабабли, у эл~мент А га ёки 
В n С га тегишли булгани учун бу злемент А U (В n С) 
га >\ам те гншли. Демак, 

(А U В) n (А u С) SA U (В n с). (16) 

(15) ва (16) дан (5) текглик келиб чи~ади. 
К.олган тенгликларни исботлашни муста~ил иш учу и 
~олдирамиэ. 

МаШl\лар 

1. к.уЙидаги тупламларнинг >\ар иккитаси ва учала
сининг !laM кесишмалари ва бирлашмаларини топинг: 

А = {а, Ь, с}, В = {d, е, f, g}, С = {а, f, g, k, е}. 

2. к.уЙидаги тупламларнинг >\ар иккитасининг айир
масини ани~ланг: 

A={I, 2, 3, 4}, В={4, 5, 6, 7, 8}, C={I, 2, 3}. 
З. N~= {I, 2, 3, ,n, .} натурал сонлар тупла-

ми учун В = {Э, 6, 9, ,3n, . } ~исм туплам. lf ни 
топинг. 

4. А = {а, Ь, с, d} тУпламнинг барча I\ИСМ тупламларини 
ёэиб ЧИI\ИНГ. 

5. и универсал тупламнинг А = {а, Ь, с, d, е}, В = 
= {а, Ь, с}, С = {Ь, с, d, f, g} I\исмлари учун С 
ни ани~ланг ва буни Эйлер- Венн днаг бнлан _т -.. , . 
вирланг. .... ... J ~~ ;\ ~ . ~ 
2-2572 ,,'... i J ) '.' l' 

----.--- .. --- ~ 



6. N универсал тупламнинг А = {I, 2, 3, 4, 5}, В = {I, 
2, б}, С = {3, 4, 7, 8} ~нсмларн берилган. (А n В)"- с ни 
аНlщланг Ба уни Эйлер' Вен н диаграммалари билан тае вир
ланг. 

7. N универсал-тупламнинг А n В = eJ шартни ~аНОlТ-

лаитирувчи ~исм тупламлари учун А S В, В S А экаIlЛИГИ
ни исботланг. 

8. к.уЙидаги тупламларни Эйлер-Венн днаграмма
лари ёрдамида ифодаланг: 

а) А n В n !С; б) А n В n С; В) (;;! U В) n С. 
9. и тупламнинг А, В, С ~исм тупламлари учу" А с В, 

В с С булса, А с С буладими? 
10. 9- мисолдаги шартни ~аноатлантирадиган туп

ламлардаи баъзliлариии ёзинг. 

11. Q+ -манфиймас рационал сонлар туплами, Z+
манфиймас бутун соилар туплам:! булганда ~уйидагиларни 
ани~ланг: 

a)-Z+ U Q~; 
г) N,U Z; 
ж) (N n:Q) U Z+; 

б) Z+ U -'лт; 
д) Z+ n Q+; 
3) Q n Н; 

в) N U R U Q; 
е) Z+ n N; 
и) (R"-Q) U N. 

12. 100 та талаба текшириб курилганда ~уйндаги
лар ани~ланди: улардан 28 таси испан тилини, 30 таси 
немис тилини, 42 таси француз тилини, 8 таси испан 
ва немис тилини, 1 О таси испан ва француз тилини, 5 
таси немис ва француз тилини ва НИJ\ОЯТ 3 таси J\ap 
учала тилни урганар экан. к.уЙидагиларни аНI!l\ланг: 

а) к.анча талаба бирорта J\aM чет тилини бил
майди? 

б) к.анча талаба фа~ат француз тилини урганади? 
в) к.анча талаба француз тилини урганганда ва фа

l\aT шундагина немнс тилнни урганади? 
Курсатма: Эйлер-Венн диаграммаларидан фойдала

иинг. 

5- §. ТS'ПЛАМЛАРНИНГ ДЕКАРТ КS'ПААТМАСИ 

Иккита бушмае А ва В тупламлар берилган бул
сии. 

I-T а ъ риф. А туплам элементларини биринчи, В 
туплам элементларини иккинчи I\илиб тузилган барча 
жуфтликлар туплами А Ба В тупламларнинг декарт 
(турри) куnайтмасu дейилаДI! ва у А хВ ор~али белги
ланади. 
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Бу таърифга асосан А х В = {(х; у) I х Е А, у Е В} бу
либ, бу ерда х элемент (х; у) жуфтликнинг биринчи компо
нентаси (ташкил зтунчиси), у зса иккинчи J(Qмпон~нтаси деб 
юритилади. Куп Х,о.1ларда тартибланган жуфтликни узунлиги 
иккига тенг бущан кортеж деб '(ам юрнтилади. 

Узунлиги n га тенг булган кортеж ДЕ'ганда тартиблангаи 
(а!, а2 , , а,.) белгини тушунамиз. Бу ерда n кортеж 
узунлиги деб юритилади. Кортежлар тупламида тенглик му
носабатини киритиш мумкин. 

2- т а ъ риф. Агар иккита (ар а2 , , аn) на (Ьр Ь2 , 

, Ьn) кортежларнинг узунликлари ва мос компонентала

ри узаро тенг булеа, бу кортежлар тенг деЙилади. 
Масалан, {I, 2, 3}, {I, 3, 2} тупламлар бир хил. Кор

тежларда элемtнтлар тартибланган. Шунинг учун {I, 2, 3}= 
= {I, 3, 2}, лекин (1; 2; 3) '#= (1; 3; 2). 

Мисол. А = {I, 2}, В = {4, 5, 6} булсин, унда 
А х В = {(I; 4), (1; 5), (1; 6), (2; 4), (2; 5), (2; 6)}, 

В х А = {(4; 1), (4; 2), (5; 1), (5; 2), (6; 1), (6; 2)}, 

А хА = {(I; 1), (1; 2),[(2; 1), (2; 2)}, 
В х В = {(4; 4), (4; 5), (4; 6), (5; 4), (5; 5), (5; 6), 

(6; 4), (6; 5), (6; 6)} 

булади. 
Агар А ва В тупламлар мое равишда т та ва n та 

элементли тупламлар булеа, уларнинг АХВ ТУFрИ ку
пайтмаси тn та жуфтликлардан иборат БУJlади. Де
карт купайтма тушунчаеини иеталган чекли еондаги 

тупламлар учун киритиш мумкин. 
3,та ъ!риф. Исталган Ар А2 , ,Аn т)}пламлар бе-

рилган булеа, А! Х А2 Х Х Аn декарт купа"тманинг 
исталган W I\ИСМ туплами Ар А2 , , Аn тупламлар эле-
ментлари орасида аНИl\ланган n уринли мослик, n га зеа шу 
W мосликнинг ранги деЙилади. 

Хусусий '(олда, яъни А! = А2 = = Аn = А булган-
да W мослик А тупламда аНИl\ланган муносабат деб юрити
лади. W муносабат А" декарт купайтманинг хар бир эле
ментига А тупламнинг битта элементини мос I\УЯДИ. Бу ерда 
А" = {(Хр Х2 ' , хn) I х! Е А, Х2 Е А, , Хn Е А} бу-
либ, (хl' Х2 ' , хn) узунлиги n га тенг кортеждир. 

Декарт купайтма коммутатин эмае. х,аl\Иl\атан, Юl\орида 
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келтирилгаи мисолга эътибор берсак, А х В *- В х А була
ди. Агар «а; Ь); с) = (а; Ь; с) деб шартлашсак, мазкур ку
пайтма ассоциатив, яъни А х (В х С) = (А х В) х с. Бу 
таСДИi\НИ маШi\ сифатида текшириб куриш мумкин. 

6- §. БИНАР МУНОСАБАТЛАР 

Биз 5-§ да иккита тупламнинг декарт (ТУFРИ) ку
пайтмаси тартиб билан олинган жуфтликлар туплами
дан иборат эканлнгини курнб утган эдик. 

1- т а ъ риф. А ХВ декарт купайтманинг исталган 
R i\ИСМ тупламига А ва В туплам элементлари орасида 
аНИi\ланган бuн.ар (икки уринли) мун.осабат деЙилади. 

Агар а Е А, Ь Е В булиб, (а; Ь) Е R булса, а элемент R 
муносабат ёрдамида Ь элемент билан БОFланган деб УI\иладн 
ёки R муносабат а ва Ь элементлар учу!! уринли деб юри
тилади ва а R Ь ОРi\али ёзилади. Мосликлар одатда р, R, S, 
Т, .. "iарфлар ОРi\али белгиланади. 

Мисол. Агар а, Ь лар ТУFрИ ЧИЗИl\ларни ифодаласа, у 
'10лда а 11 Ь, а J.. Ь булиб, 11, J.. лар бинар муносабатлар 
БУлади. 

Берилган тупламларнинг '1ар бири чекли тупламлар 
булса, улар орасидаги мосликии фаi\атгина жуфтлик
лар ОРl\али эмас, балки графлар ОРl\али "iaM ифода
лаш мумкин. 

2- т а ъ риф. Текиеликдаги чекли сондаги НУi\талар 
ва уларнинг баъзиларини туташтирувчи ЧИЗИi\лар туп
лами '10СИЛ I\илган фигура граф, НУi\талар графнинг 
учларu, бу учларнинг I\андайдир иккитасини туташтирув
чи ЧИЗИI\ графнинг Ifuppacu деЙнлади. Барча i\иррала
ри йуналиши стрелка билан курсатилган граф ориен.
тuрлан.ган. граф деЙилади. 

А тупламдаги R бииар муносабатни граф ОРi\али 
ифодалаш учун I\уйидагича иш тутамиз: 

Даставr.ал А тупламдаги элементларни НУl\талар билан 
белгилаб ЧИi\амиз, сунгра (а; Ь) жуфтликлар У'lун, ЯЪНИ (а; 
Ь) Е R (а *- Ь) булганда а дан Ь элементга 1 о- чизмада кур
саlИлгандек стрелкали '1ИЗИi\ утказамиз. 

а = Ь булса, яыш (а; а) Е R га 1 о- '1измадаги СИРТМОI\ 
мое келади. Йуналиши икки ТО:'юнга стреЛI(а билан Kypra
тилган i\ирра ориентирланмаган граф д~йилади (11-'1изма). 

Энди бинар муносабатларнинг тенглиги, иноерсияси са 
композицияси ТУFрисида тухталамиз. 
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10- раем. 11- раем. 

3- т а ъ риф. R ва S бllнар муносабатлар берилган бу
либ, ихтиёрий х ва У элементлар учун (х; у) Е R булганда 
ва фа~ат шундагина (х; у) Е S бужа, R = S деЙнлади. 

4- т а ъ риф. R ва S муносабатларнинг композицияси (су
перпозицияси) деб бирор z элемент учун (х; z) Е S ва (z; у) 
Е R шарТiiii ~аноатлантирувчи барча (х; у) жуфтликлар 
тупламига айтилади ва у R о S ёки R. S ор~а.~и белгилана
ди. 

Таърифга асосан R Б3 S муиосаб:Jтлар композициясиии 
R о S = {(х; у) I шундай z мавжудки, унинг учун х S z ва 
z R у лар :уринли} ор~али езилади. 
LМНСОЛ. 

S = {(5; 6), (7; 8), (10; 12)}, 
R = {(6; 4), (12; 3), (3; 9)} 

булганда R о S = {(5; 4), (1 О; 3)} БУлади. 
5- т а ъ риф. R = {(х; у) I х Е А, у Е В} булганда (у; х) Е R 

шаРТIIИ ~аноатлантирувчи барча жуфтликлар туплами R би
нар муносабаТIIИНГ uнверсuясu дейилади ва у R-1 ор~али 
белгиланаДII. 

Таърифга кура R-1 = {(х; у) I (у; х) Е R} булади. 
Мисол. R={(5; 4), (6; 5), (7; 6)} булганда R-1 ={(4;5), 

(5; 6), (6; 7)} БУлади. 
6- т а ъ риф. R нинг барча жуфтликларидаги биринчи эле

ментлари тупламига R муносабатнинг аНUl{ланuш cO!facu 
дейилади ва у S R ёки Оот R ор~али белгиланади. 

7- т а ъ риф. R нинг барча жуфт.~икларицаги иккинчи 
элементлари тупламига R муносабатнинг I{uймаmларu mуn
лаА!U дейилади ва у Ря ёки 1т R ор~али белгилаиади. 
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~ СИ~lПол одатда таl>рпфга асоеан бе.1гилаНЕШIIII билди
ради. R муноеабатнинг аНИf\ланиш ва f\ийматлари со\аларини 
мое равишда Dот R ~ SR = {х 1 шундай у маRЖУДКИ, УIIИНГ 
учун (х; у) Е R}, 1т R ~ PR = {у 1 шундай х мавжудки, 
унинг учун (х; у) Е R} каби ёза оламиз. 

Бинар муносабатлар жуфтликлар тупламини ифодалагани 
учун муноеабатларнинг бирлашмаси, кесишмаси ва тулдирув
чи тупламлари ТУFрисида фикр юритиш мумкин. 

Мисоллар. 1. n истащан натурал сон булганда, W с 
с {(n; n + I)} муносабат бинар муносабат БУлади. 

Х;аf\Иf\атан, бирор (а; Ь) жуфтлик W га тегишли, яъни 
(а; Ь) Е W булиши учу н Ь = а + I булиши зарур па етарли
дир. а + I натурал сон эса а дан беяосита кейин келувчи 
натурал сондир. демак, N натурал соилар тупламида « .. 
дан беносита кейнн келишлик» муносабати бинар муносабат 
экан. 

2. т на n лар бутун соплар бущанда W с {(nm; n)} му
носабат бутун сонлар тупламида аНИf\ланган бинар муноса
бат БУлади. 

Х;аf\Иf\атан, агар а = nm булса ва фаf\ат шундагина (а; 
n) Е W БУлади. Агар (а; n) Е W булса, а сон n га бу.1инади 
(n сон а ни булади), дейилади ва n,'а ёки а n каби бещи
ланади. 

3. Q - ранионал сонлар ту пламида аНИf\ланган =, >, 
;;;., <, ,.;;; муносабатлари х,ам бинар муносабатлардир. 

4. W - барча туб сонлар туплами БУлсин. Унда истащан 
натурал сон учун а Е W шарт а нин г туб сон эканлигини 
билдиради. Демак, а Е N нинг тублиги натурал сонлар туп
ламида аНИf\ланган унар муноеабат экан. 

5. Иккита а ва Ь натурал сонларнинг энг катта уму
мий булувчисини топиш тернар муносабат БУлади. 

МаШf\лар 

J. Х;аf\Иf\ИЙ сондан куб ИЛДИЗ ЧНf\ариш неча уринли 
муносабат булади? 

2. Бирор универсал тупламнинг f\исм тупламлари 
учун аНИf\ланган бирлашма, кесишма ва т)'лдирувчи 
тупламларни аНИf\лашларнинг 'Iap бири неча уринли 
муносабат булади? 

3. {I, 2, 3, 4, 5, б} тупламда а сон Ь га I\ОЛДИf\СИЗ 
булииади муносабати учун граф f\УРИНГ. 

4. А = {а, Ь, с}, В = {З, 4, 5, б, 7} булса, А х В ва 
В хАларни аНИl\ланг. 
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5. С = {I; 2} булса, 5· мисолдаги А, 8 ва С лар учу" 
А х (8 х С) na (А х 8) х С ларни туэинг na А х (8 х С)= 
= (А х 8) х С эканлигини теКШИРИIlГ. 

7- §. БИНДР МУНОСДБДТЛДРНИНГ ТУРЛДРИ 

Бинар муносабатларнинг баъэи бир турлари устида 
тухталиб Утамиэ. 

1. РефлеКСИDЛИК муиосабати. 

1- т а ъ риф. А тупламнинг исташан х элементи учун 
xRx бажарилса (рост булеа), у J\олда R муносабат А 
тупламда ани~ланган рефлексuвлuк муносабатu дейи
лади. Агар А тупламнинг J\ap ~андай элемеити учун 
xRx бажарилмаса, R антuрефлексuв, А тупламнинг баъ
зн бир элементлари учун xRx бажарилиб, баъзи бир у 
элементлари учун yRy бажарилмаса, R А тупламдаги 
рефлексuвжас ,Ilуftосабат деЙилади. 
М и с о л л а р. t. Z буту н сонлар тупламнда х - у айир

манинг т> О буту н сонга I\ОЛДИI\СИЭ БУЛIIНIIШ муносабати 
рефлексив муносабатдир. Дару.аl\Иl\ат, барча х Е z учун х
- х = О айирма' т > О га I\ОЛДИl\СИ3 були нади . 

2. R J\аI\IЩИЙ сонлар тупла:>Iида аНИl\ланган «кичик» (кат
та) ыуносабати аНПlрефлеКСИR, чунки х.ар I\андай х Е R учун 
х < х (х > х) доимо бажарн.lыаЙди. 

3. N тупла\lДа ШШl\ланган «х па у нииг ?нг катта уму
~IИЙ булувчиси d га T€HГ» \IУlюсабатн рефлексивмас муноса
бат БУлади. Х;аI\ИI<;этан, x=y=d ,lap учун (d; d) = d булга ни 
;о,;олда, х < d ва х> d .lap УЧУН (х; х) '* d БУшJtи. 

11. Симметриклик муносабати. 
2- т а ъ риф. А тупламдаги ихтиёрий х ва у эле

ментлар учун xRy :>Iуносабатнннг бажарнлишидан yRx 
муносабат J\aM бажарилса, у J\олда R ни А тупламдаги 
сu.\I.иеТРШi .иуftосабат ДСЙНilаДI!. 

А даги х ва у э.lемеllтлар учун xRy бажарилиб, ле
кин у ва х ,lap учун yRx бажарилмаса, R муносабат А 
Т)'пламда симметрик.llас муносабат деЙилади. 

3- т а ъ риф. Агар А ТУП,lамдаги ихтиёрий х ва у 
э.lементлар учун xRy ва yRx .lарнинг )'РИН,lИ экаIlЛИГИ
дан х= у келиб ЧИl\са, У J\o.lДa R НИ А тУп.lамдаги ан
TUCU.lIMeTpUK ,нуносабат деЙи.lади. 
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111. Транзитивлик муносабати. 

4· т а ъ риф. А тупламнинг ихтиёрий х, у ва z эле
ментлари учун xRy ва yRz ларнинг бажарилиши (рост
лиги) дан xRz нин г J\aM бажарнлиши келиб ч!щса, у 
J\олда R муносабатга А тупламдаги транзuтuвлuк му
ноеабатu деЙилади. Агар xRy ва yRz ларнинг ростлиги
дан xRz нин г ростлиги келиб ЧИl\маса, R га транзuтuв
мае муноеабат деЙилади. 
М и с о л л а р. 1. Натурал сонлар тупламида аНИI\

ланган I\ОЛДИI\СИЭ булиннш муносабати транэитив му
носабат булади. 

2. Натурал сонлар тупламидаги тенгмаслик муно
са бати транэитив эмас. 

)\аl\Иl\атан х=4, у=9 ва г=4 I\ийматларда Y=l=z, 
лекин х=г. 

8-§. Т:VПЛАМНИ ЭКВИВАЛЕНТ СИНФЛАРГА АЖРАТИШ 

7-§ да бинар муносабатлариинг бир I\анча турлари
ни куриб Утдик. Баъэи J\олларда битта тупламда бинар 
муносабатларнинг бир I\анчаси аНИl\ланган булиши 
мумкин. 

1- т ъ риф. Агар А тупламда аНИI\ланган R бинар 
муносабат бир ваl\ТНИНГ узида рефлексив, симметрик ва 
транзитив булса, у J\олда R муносабатга ЭК8uвалентлuк 
муноеабатu деЙилади. 

Эквивалентлнк муносабати cf.) ёки "" каби белгила
нади. 

Масалан: 1) исталган бушмае А туплам элеМСlIтла
ри учун аНИl\ланган тенглик муносабати; 2) ТУFрИ 
ЧИЗИl\лар (бир текисликда ётувчи) тупламида аНИl\лан
ган параллеллик муносабати; 3) учбурчаклар туплами
даги ухшашлик муносабати; 4) геометрик фигуралар
нинг тенгдошлик муносабати эквивалентлик муносабати 
булади. 

А тупламда аНИl\ланган эквивалентлик муносабатн 
шу А тупламни узаро кесишмайдиган синфларга ажра
тиш тушунчаси билан узвий БОFланган. 

Биэ энди шу тушунчани баён этишга киришамиз. 
А тупламнинг I\ИСМ тупламлаРИНr А" i\еб белгилаЙмиз. 

Бу ерда ct сон {I, 2, 3, , k} = 1 тупламнинг элементи-
дир. 

2-таъриф. Агар бушмас А тупламнинг A,,(ctEI, IS, 
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SN) I\ИСМ тупламлари учун I\уйидаги шартлар бажарилса, 
яъни 

а) барча Аа (а = 1, 2, ... ) I\ИСМ тупламлар буш эмас; 

б) а =1= ~ булганда Аа n А/3 = е5; 
В) А = U Аа. булса (бу ерда U Аа белги барча Аа лар-

а 

нин г бирлашмасини ифодалайди), А туплам узаро кесишмай-
диган Аа I\ИСМ туплам (синф) ларга булакланган (факmори-
зацияланган) деЙилади. 

Масалан, барча бутун сонларни 3 га булиб, уларни бу
лишдан Х,осил булган I\ОЛДИl\лари буйича синфларга ажрат
сак. Z = {3k I k Е Z} U {3/г + 1 f k Е Z} U {3k + 2 \ k Е Z} )\0-
сил булади. Ву ерда {3k I k Е Z}, {3k + 11 k Е Z} ва {3k + 
+ 2[ k Е Z} тупламлар Юl\оридаги учта шартни I\аноатланти
ради. 

~уйидаги теорема уринли. 

1 еорема. Агар бирор буш бfjлмаган А тfjnлам эле
мент лари учун р эквивалент лик муносабати fjринли 
булса, А туплам факторизацияланган булади ва ак
синча, яънц А туnламнинг J(ap бир факторизацияси шу 
тfjnламдаги бирор эквивалент лик муносабати бuлан 
бор ланган бfjлади. 

И с б о т и. А тупламнинг ихтиёрий х элементига Р муно
сабат буйича эквивалент булган барча элементар тупламини 
СХ деб белгилаймиз, яъни СХ = {у Е А I у Р х}. 

Сх нинг аНИl\ланишига aCO~H Cx.s А. х Р х уринли булга
ни учун х Е Сх ' Демак, А нин г :х;ар бир элементи I\андайдир 

Сх I\ИСМ тупламга тегишли БУлади. 
Энди Сх n Су = 10 эканлигини курсатамиз. 
Агар Сх n Су =1= е5 булса, Сх = Су булади. ВОШl\ача I\и

либ айтганда, Сх эквивалентлик синфи БУлади. х.аI\Иl\атан, 

Сх n Су =1= е5 булганда СХ ва Су ларга тегишли булган z 
элемент топилади. Унда z Е Сх булг:ши учун z Р х рост. 
Худди шунинглек, z Е Су булганидан z ру )\ам уринли. Р 

муносабат транзитив булгани учун х р Z ва z р у лардан х р у 
ёки х Е Су булади. 

х элемент С х нинг ихтиёрий элементи эканлигидан 

(1) 

дир. р муносабат симметрпк муносабат булгани туфайли у р z 
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ва z р у муносабатлар J\aM бажарнладн. Бу муносабатлар 
у Е С. Ба z Е Су эканлигини иУрсатади. 

р муносабат транэитив булгани учун у р z, z р х ларга 
асосан урх дея о.памиэ. Охирги муносабатдан эса у Е С, дир. 

у элемент Су нинг ихтиёрий элемеити эканлигига асосан 

Су SCz (2) 

булади. (1) ва (2) дан С. = Су лиги келиб чи~ади. 

Агар а, Ь Е С. булса, унда ару ва Ьру лар уринли. Унда 
р симметрик муносабат булганидаll хрЬ уринли булади. а р х 
Ба хрЬ ларлан эса арЬ J(ОСИЛ БУлади. Демак, иккита элемент 
бюта синфга тегишли булса, унда улар эквивалент булар 
экан. Худдн шунингдек, агар арЬ булса, а Е СЬ ва Ь Е СЬ 
булади. ТеоремаНIIНГ биринчи ~исми исботландн. 

Энди теореманинг иккиичи ~исмини иеботлаЙмlIЭ. 
Фараз ~илаiiлик, {В,,} туплам ct Е N, А тупламнинг ~аи

дайдир факторизацияеи булеин. х Е В" ва у Е В" бушанда 
ва фа~ат шундагина хру деб оламиз, бу ~ищача 

у Е B,,~ хру (3) 

ор~али ёзилади. 
Унда: 1) J\ap бир х Е А элемент бllттагина ~ием тупламга 
теги шли бушанидан хрх уринли, яъни р муноеабат рефлек
сив; 

2) х, у Е В" ва У, z Е Вр (4) булщ ю~оридаги (3) ~!YHO
сабаrга асоеан хру Аа ypz БУлади. Лекин у Е А элемент фа-
1\ат битта 1\ИСМ еинфга тегишли булгани учун В" = Вр дир. 
Охирги муносабат эса (4) га асосзн х, z Е B~ экан.~ИГИНИ 
курсатади. (3) муносабатга биноан эса х, у Е Вр ни xpz деб 
ёза оламиз. Шундай ~илиб, хру ва ypz лардан xpz нинг 
уринли экаН.11IГИ J\ОCIIЛ ~И.1ИНДИ. Де~IЭК, р муносабат тран
зитив экаи; 3) х, у ЕВа зканлиги х ва у IIIШГ битта Сl!нфга 
тегишли эканлигиии билдиргани учун хру на урх муносабат
лар бажаРliлади. Демак, р муносабат симметрик муносабат 
БУлади. 1) - 3) лар эса р IIИНГ А тупламдаги эквивалент
лик муносабати ЭI<анлигини таСДИl\лаЙди. Теорема тула :Iсбот 
БУ,1ДИ. 

Бунда н сунг, агар бирор А т5'плам р эквивалент.~ИК 
муносабати ёрда~!Ида эквива.lентлик синфларига бу
лаК.lанган бу.lса, бу эквива.lеНТ.1ИК синф.1ар туп.lами-
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ти биттадаи ОРТИJ<; аелига эга б9лмаеа, буидай акелаи
тиришга инъектив (uчuга) акслантuрuш деЙилади. 

ИнъеКТИБ акслантиришда А т9пламнинг >;ар хил элемент
лари В тупла)lНИНГ ~ap хил элементларига утади, яъни х, 
х, Е А бу либ, х *' х, =? f (х) =F f (х,) эканлиги келиб ЧИl\ади. 

5- т а ъ риф. Агар {; А ....... В акелантириш бир ваl\ТНИНГ 
узида сюръекти!! Ба I1нъеКТИБ бужа, бундай акслантиришга 
бuектuв акслантuрuш l\еЙилади. 

А Ба 8 чекли туrJЛаМ,lар учу и еюръеКТИБ акслантиришда 
n (А) ;;;. n (8), инъекТIIВ акслантришда n (А) .;;; n (8) Ба НИ",ОЯТ 
биектип акелаНТИРИШда зеа n (А) = n (8) булади. 

Фараз I\илайлик, {; А -+ 8 булиб, A,.s А булеии. 
б-таъриф. хЕА, булганда, {(х) таеБирлаРИIIНГ {{(х)} 

тупламига А, туплаМНИIIГ { акслантиришдаги marBupu дейи
.1ади Еа у {(A1) ОРl\али белгиланади. 

7-таъриф. Агар 8,.s8 булеа, 8, тупламнинг тула 
аслu деб 8, га кирувчи барча элементлар аслларининг туп
ламига айтилади ва у {-I (8,) ОРl\али белгиланаl\И. 

бf:о;;: Ооm { = {хl шундай у мавжудки, унинг учун (х; 
у)Е{} ва Pf:o;;:Im{={yl шундай х мавжудки, унинг учу н 
(х; у) Е {} тупламлар мое равишда функциянинг аНИJ<;ланиш 
ва I\иймат лари сщаеи деб юритилади. 

8- т а ъ риф. А тупламиинг >;ар бир х элементинн яна 
шу х элементга утказувчи (акелаНТИРУIIЧИ) акелантиришга 
айнuй акслантuрuш дейилади ва у е А : А -+ А ОРl\али бел

гиланади. 

Энди акелантиришлар композицияеи (еуперпозицияеи) T9F
риеида фикр юритамиз. 

Фараз I\илайлик, учта бушмае А, 8 ва Ступлам бrрил
гаи булиб, улар учуи {: А ....... 8 lIa g; 8 ....... С акелаитиришлар 
урнатилгаи бужии. Мазкур акслаитиришлар ёрдамида А ни 
С га уткаЗУБЧИ h акелантиришни тузиш мумкии. Бунинг 
учуи А тупламнинг JiЭр бир х элементига {(х) Е 8 ни мое 
I\УЯМИЗ. х.ар бир {(х) га зеа С тупламнинг g (f (х)) элементи
ии мое I,уямнз, яъни I\уйидаги схемаии урнатамиз: 

х Е А ........ {:(Х) Е В ....... g (f (х)) Е с. 
Агар А тупламнн С га акслаНТИРУБЧИ моеликни h десак, 

унда h (х) = g (f (х)) эканлигига ишонч J\оеил I\иламиз. h = 
= g (f (х)) акслантириш одатда t ва g акслантиришлар ком
позицияси деб юритилади. 

Демак, h (х) = g (f (х)) функция f (х) ва g (у) функция
лар композицияеи булиши учу н I\уйидаги иккита шарт бажа
рилиши керак экан; 
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1) h (х) нин г аНИl\ланиш СОJ<iаси f (х) функциянинг аНИI\
ланиш СОJ<iасига тегишли булган шундай хо элементлардан 
туэилганки, уларга мос крлувчи f (хо) элементлаr g (у) функ
ЦИЯНИlIГ аНИl\ланиш сохасига тегишли булади; 

2) h (х) нинг аНИl\ла'ниш СOJ<iасига тегишли булга н ихти
ёрий IIУl\тадаги I\иймати ,(х) ва g(y) ларнинг I\ийматлари 
билан I\УЙИдагича боFЛангандир: h (хо) = g(f (Хо»' 

Шундай I\илиб, h (х) нинг хо НУl\тадаги I\ийматини топиш 
учун, аввало f (х.) = Уо ни топиб, сунгра g (Уо) ни топиш 
керак. Ана шу g (Уо) I\иймат хо НУl\тадаги h (х) нин г I\ийма-

ти булади ва бу фикр схрматик усулда хо 1.. Уо 4. Zo = g (Уо) 
1 h 1 

ОРl\али белгилаиади. 
Мазкур схема I\уйидагича Уl\илади: «Агар f (х) ФУНКЦИII 

хО га Уо ни, g (х) ФУНКЦИII эса Уо га Zo ии мос I\уйса, у ход 
да h (х) ФУИКЦИII хО га Zo ни мое I\УЯДИ». 

Мисол. '(х) = х" g(x)=sinx булеии. Уида схема 

Хо '" Уо = x~ ... sin (x~ 
1 1 

куринишда булгани учун h (х) = sin (х') БУлади. Энди аксин
ча g (х) = sin х ва f (х) = х' функциялар композицияеини то
naЙлик. Бу КОМПОЗИЦИIIНИ h1 (х) ОРl\али белгиласак, у J\олда-

хо ~ sinxo~ .... (sin Хо)' 
t t 

схема J\ОСИЛ I\илиниб, бундан h1 (х) = (sin х)' = sin' х га эга 
буламиз. sin х' * sin' х булгани учун фУНl{циплар компози
ЦИllеи ФУНКI\Иllларнинг ёэилиш тартибига хам БОFЛИI\ экан, 
яъни, агар у = f (х) ва z = g(x) ФУНКЦИllлар композицияеи
ии (gof)(x) десак, (fog) (х) = g(f(x» булиб, у (gof)(x) = 
= f (g (х» га тенг эмас экан. 

А туплам бирор тупламни узини·узига утказувчи 
функциялар туплами булеин. 

9- т а ъ.р и ф. Агар А тупламдан олинган ихтиёрий 
инкита ((х) ва g(x) функцияларнинг композицияеи 
(fog) (х) хам шу А тупламга тегишли булеа, у холда 
А туплам функциялар компоэицияеига ниебатан ёПИi\ 
ёки КОМПОЗИЦИII берилган А туплам учун ички алгебра
ик амал деЙИJlади. 

Мие о л. {(х) = ах + Ь, g(x) = сх + d ЧИЗИI\ЛИ ФУНКЦИII
лар берилган булеин. Унда (fog)(x) = с (ах + Ь) + d = асх + 
+ Ьс + d = a1x + b1 ЧИЗИI\ЛИ фуНКЦИIIдир. Демак, ЧИЗИi\ЛИ 
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функциялар тупламида аНИl\ланган композиция амали ички 
алгебраик амал экан. 

Энди теекари акслантиришлар 1\аl\ида фикр юритамиз. 
10- т а ъ риф. Агар {: А -+ В на g: В -+ А акслантириш

лар берилган булиб, gf:(A-+А)=еА акслантириш уринли 
бу леа, g акслантириш f акслантиришга чаn тескари, fg: (В-+ 
-+ В) = ев акслантириш уринли булганда эса g акслантириш 
f га унг тескари аксланmuрuш деЙилади. 

Агар fg = ев, gf = еА булса, f акслантириш mескарuла
нувчан. дейилади ва g акслантириш f га тескари акслан.
muрuш деб юритилади ва g = у- ! ОРl\али белгиланади. Агар 
fg = Е (Е: х-+ х) булса, у J\олда f ва g лар узаро тескари 
акелантиришлар деЙилади. 

Теорема. {: А -+ В акслан.muрuш mескарuлан.увчан. 
б!JЛUШU учун. бу акслан.muрuш узара бuр I\uймаmлu (биек
тив) 6улuшu зарур ва еmарлu. 

Исботи. Зарурий шарт. Фараз l\I1лайлик, ':А-+В 
ва g: В -+ А акелантиришлар узаро тtскари акслантиришлар 
булеин. Унда узаро тескари акслантиришлар таърифига асо
сан gf = еА ва fg = ев тенгликлар бажарилади. Энди f акс
лантиришнинг узаро бир I\ийматли акслантириш эканлигини 
текширамиз. Бунинг учун А тупламдан ихтиёрий х элемент
ни олиб, унга аввзл g акслантиришни, сунгра f аксланти
ришни татБИI\ этсак, f(g(x» = f(g)(x) = ев(х) = х БУлади. 
х = f (g (х» тенг лик f нинг сюръектив (устига) акслантириш 
экинлигини курсатади. 

Энди f нинг инъектив (ичига) акслантириш эканлигини 
куреатамиз. Бунинг учун тескарисини фараз I\иламиз, яъни 
иккита узаро тенг булмаган х Е А ва х' Е А элементлар бир 
хил образга эга (f(x) = {(х')ЕВ) булеин. У холда gf(x) = 
= gf (х') = х' дан х = х' к('либ ЧИl\ади. Шундай I\илиб, 
f акслантириш натижасида f (х) ва f (х') образларга мое ке
лувчи аслилари J\aM ТеНГ булиб, фаразимиз НОТУFРИ экаи. 
Бундан эса f нинг инъектив акслантириш эканлиги келиб 
ЧИl\ади. Маълумки, инъектив ва сюръектив акслантиришлар 
биргаЛLlкда биектив акслантириш бу лади. Демак, f - биек
тив акслантиришдир. Худди шу усулда g нин г хам биектив 
акелантириш эканлигини курсатиш мумкин (бую! мустаl\ИЛ 
иш сифатида тавсия этамиз). 

Е т а р л и шар т. Фараз I\илайлик, {: А -+ В акслантириш 
биtктив акслантириш булеин. Энди унинг тескариланувчи 
экан.1ИГИНИ курсатамиз. Х;аl\Иl\атан, ': А -+ В биектив акс
лантириш булгаНII учун В тупламнинг J\ap бир у элементи 
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ягона g(y) аслига эга. Унда g: В -+ А акслантиришни кири
тамиз ва g нинг f га тескари акслантириш эканлигини кур
сатамиз. Бунииг учу н fg = ев Еа gf = еА тенгликлар бажа

рилишини исботлаЙмиз. Агар А тулламдан бирор х элемеНТIl;{ 
олиб, унга f акслантиришни татБИI\ этсак, f (х) Е В )\ОСII.1 
бу лади. g акслаитириш В ни А га акслантиради, у ларнинг 
)\ар бири узаро бир I\ийматли булгани туфайли g f (х) = х 
булади. Охирги муносабат эса gf = е А эканлигини билдира
ДИ. 

Энди В тулламнинг ихтиёрий У элементини олеак, f нинг 
узаро бир I\ийматли акелантириш эканлигига асосан шундай 
хЕА толиладики, У = ((х) бажарилади. Унда g(y)= ев(х) = 
= х булиб, бундан fg (у) = f (х) = У дир. Демак, f (g (у» = 
= У булгани учу н fg = ев тенглик УРИНЛИ. Теорема тула 
исбот ЭТИЛДИ. 
М И С О Л Л а р. 1. к.уЙидаги акслантиришни оламиз: ер: Z -+ 

-+ {О}, яъни х Е Z булганда q> (х)= О. Бу акслантириш усти га 
(сюръектив) акслантириш БУлади. 

2. q> :N"-{I}-+ Р булиб, Р -туб сонлар тУплами. Бу ерда 
«р(n) функция n нннг энг кичик туб булувчиси булса, маз
кур акслантириш '1ам устига акслантириш БУлади. 

З. х Е R булганда q> (х) = Ixl БУлса,. «р: R -+ R аксланти
риш ичига акслантириш булади. 

4. {(х; x~ + х + 1) Ix Е В} муносабат булиб, У = f (х) = 
= х' + х + 1 функция х = и булганда f (и) = и' + и + 1 
булади. 

5. {(х'; х) /х Е Z} муносабат акслантириш эмас, чунки бу 
т)iплам (4; - 2) ва (4; 2) куринишлардаги жуфтликларга 
эга. 

6. {(х; х') I х Е Z} муносабат акслантириш, чунки бу му
носабатни ифодаловчи т)iпламда У! *' У. булганда (x l ; У,) ва 
(х,; У.) жуфтликлар мавжуд эмас. Бу функция Z туплам
ни Z нинг ичига акслаllтиради. 

7. Агар f (х) = еХ булса, {: В-+ В+ акслантириш устига 
(сюръектив) акслантириш булади. 

8. f (х) = 2 х + 1 фуикция х Е R булганда тескариланув
чан акелантириш булади. 

Бу фикрни таСДИl\лаш учун r (х1 ) = f (х.) муносабатдан 
х! = Х. нинг келиб ЧИI\ИШИНИ КУ'рсатиш кифоя. х.аl\Иl\атан, 
2Х1 + 1 = 2х. + 1 дан Х1 = х. эканлиги аНИI\. 
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Маш ... лар 
!\уйидаги муносабатлардан ... аЙсилари функция эканлигини 

~НИl'.lаI!Г Ба улаРНI!НГ ани ... ланиш СOJ(аси Ба ",ийматлар туп
.1амини топинг: 

1. {(х; y)lx, yEN, у=х'}; 
2. {(х; y)lx, yEN, х<у.;;;;х+ l}; 
3. {(х; у) 'х, у Е Z, у = х}; 
4. {(х; у) 'х, у Е N Da х сон у IIИ бу.~адн}; 
5. {(х; у) 'х, у Е R, у = а", а> О}, 

10- §. ТДРТИБ МУНОСДБДТИ 

Математика Ба унинг баъзи бир татби ... лари учун 
тартиб муносабати MyJ\llM аJ\амиятга эга. Иккита сонни 
МИl,дори буйича, одамларнинг ёшлари буйича, китоб
,lарни ЖОБонда терилишн буйича та ...... ослагаIIда биз 
таРТIIб муносабатга дуч келамиз. 

J - т а ъ риф. А тупламда антисимметрик Ба транзи
ТИБ булган бинар муносабатга тарТUб муносабатu дейи
лади. Тартиб муносабати киритилган тупламга тартuб
ланган туплам деЙилади. 

Агар А да ани ... ланган р тартиб муносабати: J) реф
леКСИБ булса, унга l,атъиймас тартиб муносабати; 2) 
антирефлеКСИБ булганда эса ..,атъий тартиб муноеабати 
деЙиладн. 

2- т а ъ риф. А тупламда ани ... ланган р тартиб муно
еабатн БОFланган булеа, яъни А тупламнинг ихтиёрий 
х Ба у элементлари учун хру ёки х=у, ёки урх муноеа
батлардан фа ... ат биттаси бажарилеа, р га ЧUЗU1fЛU 
таРТuб муносабатu деЙилади. 

, ЧИЗIЩЛИ булмаган тартиб муиосабати одатда ..,иеман 
'тартибланганлик муносабати деб юритилади. 

М и с о л л а р. 1. Сонлар (комплекс еонлардан бош
'I,a) тупламида аНИl,лаНГaJl кичик эмаслик (;,.) муно
еабаТJI I,исмаи тартиб муносабати БУлади. 

2. Натурал СОllлар тупламида аНИl,лаиган "олди,,
сиз булиниш муиосабати J\aM ",неман тартибланган му
ноеабатдир. 

I 3. Бутун cOH,lap тупламида аIIи"ланган "олди"еиэ 
'бvлиниш '.Iуносабати эса тартиб муносабати эмас, ЧУIIКИ 
'д'l Ь,Ь I а экаИ.lIlгидан J\ap доим а=Ь келиб чи",маЙди. 
i 3- т а ъ риф, !\llOlaH тартибланган А тУпла'.!Нииг бе-
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рилгаи а элементи учуи a~x (x~a) муиосабат (х их
тиерий) бажарилса, а га А тупламнинг энг ничнк ,(энг 
катта) элементи деЙилади. 

к.исман тартибланган тупламлар умуман олганда 
энг катта ёки энг кичик элементларга эга булмаслнги 
мумкин. Тартиб муносабати одатда < ОРl\алн белги
ланади. 

М и с о л л а р. 1. МИl\дорлари буйича тартибланган 
'1аI\ИI\ИЙ сонлар туплами энг катта ва энг кичик эле
ментга эга эмас. 

2. Манфиймас '1аI\НI\ИЙ сонлар туплами эса энг ки
чик элемент (яъни О) га эга, лекин энг катта элемент
га эга эмас. 

3. Натурал сонлар туплами булиниш муносабатига 
иисбатан ~HГ кичик элемент 1 га эга, лекин энг катта 
элемент мавжуд эмас. 

4- т а ъ риф. Агар I\исман тартибланган А туплам
нинг а элементидан I\атъий катта (i\атъий кичик) бул
ган элементлари булмаса, а га А тупламнинг максимал 
(минимал) элементи дейилади (3- таърифга l\apaHr). 

к.исман тартибланган тупламнинг минимал ва мак
симал элементларини энг кичик ва энг катта элемент

лардан фаРl\лай билиш керак. 
Демак, а< х булганда а = х булса, а максимал элемент, 

у < ь шартда у = ь булса, Ь минимал элемент булади. 
к.исман тартибланган туп-

, 6 l' I лам бир I\анча максимал еки 
минимал элементларга эга 

~ булиши мумкии. 
, е М и с о л л а р. 1. к.уЙидаги Л графларда «стрелка» учидаги 

элемент «стрелка» бошланиш
d даги элементдан «катта» деб 

а с олайлнк, у '10лда (12- чнэма) 
12· раем, графларда Ь, f лар максимал 

элементлар, а, с, d лар эса 
мииимал элементлардир. 

2. A=N,,{1} тупламдаги ихтиёрий а ва Ь лар учун Ыа 
(Ь элемент а элементнинг булувчиси) булса, ,Ь < а наби ёэи
лади, Бундай 'Iолда барча туб сонлар минимал элементларни 
ташкил этган )\олда энг КИЧИК элемент эса мавжуд эмас, 

5- т а ъ риф. Агар ЧИЭИI\ЛИ тартибланган А туплам
нин г ихтиёрий В I\ИСМ туплаии доимо энг кичик эле-
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ментга эга булса, бундай тупламга тула тартuбланган 
т[jnлам деЙнладн. 

Натурал сонлар тупламн тула тартнбланган туп
ламга мисол була олади. 

Э с л а т м а. Берилгаи тупламда тартиб тушуичаси
ни бир н~аllча усулда киритиш мумкин. Масалан, нату
рал сонлар тупламида: 

1) табиий тартиб {I, 2, 3, 
2) тескари та ртиб { . 

тиш мумкин. 

, n, 
. , n, .. . }; 

, 3, 2, I} ларни кири-

N С Q булгани учун рационал сонлар майдонини 'IaM 
бир неча усулда тартиблаш мумкин. 

11- §. мулох.АЗАЛАР ВА УЛАР УСТИДА АМАЛЛАР 

~ap ~андай математик назария уз объектларига эга 
були б, у шу объектлар ёрдамида тузиладиган '1ар хил 
жумлаларни ургавади. Масалан, мактабда урганила
диган алгебра куреи тенглама на тенгсизликлар '1а~и
даги жумлалар билан иш кУради. Ани~ро~ ~илиб айт
ганда, Jlap ~андай математик назария у ёки бу математик 
жумланинг чин (рост, ТУFРИ), ёЛFОИ (ИОТУFРИ) лигини 
текшириш билан ШУFулланади. 

1- т а ъ риф. Рост ёки ёЛFОНЛИГИ '1а~ида фикр юри
тиш (ани~лаш) мумкин булгаи дарак гапларга жумла 
(МУЛОJ(аза) деЙилади. 

МУЛО'lазалар нззарияси математик манти~ деб ата
лувчи фаннинг дастлабки элементар тушунчаларидан 
бири були б, у ~уйидаги усулда ~урилади: 

1) ~аралаётгаи объектлар (МУЛО'lазалар) туплами 
берилади; 

2) объектларнинг баъзи бир хосеалари ва улар ора
сидаги баъзи бир муносабатлар баёи этилади. 

Ю~оридаги тушунчаларга МУЛО'lаза.~ар иазарияси

нинг бошлаНFИЧ тушунчалари деб юритилади. 
МУЛО'lззалар назариясининг бошлаНFИЧ объектлари 

содда (оддий) МУЛОJlазалардаи иборатдир. Содда МУЛО
'1азалар латин алифбесининг кичик '1арфлари а, Ь, С, ... 
ёки р, q. Г, ... каби белгиланади. 

х.ар бир содда МУЛOJlаза рост ёки ёЛFОН булиши 
мумкин. МУЛО'lазаларнинг рост (рост МУЛО'lаза ~ийма
ти 1 ор~али белгиланади) ёки ёЛFОН (ёЛFОН МУЛО'lаза ~ий
мати О ор~али белгиланади) лиги уларнинг мазмунига 
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l\араб аНИI,\ланади. Куп J\олларда рост муло!\аза (Р), ёл· 
FOH МУЛОJ\аза эса (ё) ОРl\али беЛГllланади. 
Масалан 

р «2<3» 
q «5 - туб СОЮ>; 
r «7 + 3 = 18»; 
t «3 - жуфт СОН» 

лар МУ,10J\азалар булиб, уларда р ва q мулщазалар 
рост, r ва t МУЛОJ\азалар эса ёЛFОНДИР. 

Математикада J\ap бир теорема МУЛОJ\аза J\исобла
нади. Лекин берилгаи теоремани исботлаш учун унгача 
ростлиги исботланган БОШl\а теоремалар, аксиомалар 
ва бошлаНFИЧ тушунчалардан фоЙдалапилади. 

Энди МУЛОJ\азалар устида бажариладнган амаллар 
J\аl\ида фикр юритамиз. 

Содда МУЛОJ\азалардан БОFЛОВЧИ ёки БОFЛОВЧИ суз
лар ёрдамида мураккаб МУЛОJ\азалар J\ОСИЛ l\ИЛИllади. 
Узбек тилидаги «эмас», «ва», «ёкИ», « ... келиб ЧИI,\ади», 
«зарур ва етарлИ» каби БОFЛОВЧИ сузларга биттадан 
маНТИl\ИЙ амал МОС келади. 

Мулщазалар устида бажариладиган амаллар I,\УЙИ
дагича аНИl\ланади. 

Инкор амали. 
2- т а ъ риф. р МУЛОJ\азанинг Иllкори деб р рост 

булганда ёЛFОН, р ёЛFОН булганда рост буладиган лиги 
МУЛОJ\азага аЙтилади. 

р мулщазанинг инкори '1 р ёки Р каби куринишларда 
белгиланади. Масалан, р: «2 - ТО!) СОН», ; 

'1 р: «2-то!) СОН эмас». 
Бу ррда р мулщаза ёЛFОН, I Р эса ростдир. 

Х;еч l\андай мулщаза бир ваl\тда рост ва ёЛFОН булиши 
мумкин эмас. Бу l\оида учинчисини инкор этиш к.оидаси деб 
юритилади. I р нин г инкори булган '1 (1 р) МУЛО'lаза 
икки каррали инкор деб юритилади. 

'1 I Р ни l\уйидаГИ'lа ИЗOJlлаш МУМКIIН: «р мулщаза 
бажарилмайди дейиш НОТУFРИ». Мазкур фикр эса р НИI1Г 
ростлигини билдиради, яъни, агар р рост булса, '1 I Р ~aM 
рост, р ёлrон булса I I Р '1ам ёлrопдпр. Бундан р ва 
"1 I Р мулох:азаларнинг l\ийматлари бир хил дея оламю па 
бу таСДИl\НИ I I Р = Р куринишда белгилаЙI1ИЗ. 

I(ОНЪЮНКЦИR амали. 
з- т а ъ риф. р ва q рост булганда ва фаl\ат шундагина 

рост буладигап ЯIIГИ мулщазага р па q МУЛOJ\азалар коныок
!jUЯСU дейилади 8З у p!\q ОРI\а,ти белгиланади. 
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Рl' Р2' ,Рn муло'(азаларнинг диэъюикцияси ва конъюнк-
n n 

I\иялари мое равишда V Р; ва 1\ Р; куринишларда белгила-
;=1 ;=1 

ниб, барча Рl' Р2 , Рn лар роет булгандагина .А Р, -
1=1 

- роет, р" Р2' , Рn лардан камида биттаси роет булган-
n 

да .v Р; - рост булади, к,олган J\олларда ёЛFОН булади. 
!=! 

Юl\орида куриб утганимиэдек, '(ар бир муло'(аэага 
ростлик жадвалидан битта устун мое келиб, бу устун 
элементлари I ёки О лардан иборат. Биз бундан сунг 
бу устунни I,аралаётган муло'(аэанинг I\ийматлари ус
туни деб юритамиэ. 

7- т а ъ риф. I\ийматлари устуни бир хил булган 
(устма-уст тушган) мулщаэалар уэаро mенг кучлu му
ло>;аэалар деЙилади. 

р ва q муло,\аэаларнинг тенг кучлилиги p~q каби 
бел гил а нади. 

Масалан, р -"==>- q ~ (р =>- q)l\(q =>- р) уринли. Бу тенг 
кучлиликни исботлаш учун I\уйидаги ростлик жадвалидан фой
даланамиэ: 

р I q I р"" q I р"*" q I q"*" р I (р"*" q) л (q"*" р) 
I I I I I I I I I I I 

1 I о I о I о I I I о 

о I I I о I I I о I о I 

О I о I I I I I I I I 
I 

Бу жадвалнинг учннчи ва олтинчи устунлари бир хил. 
Демак, р "" q ва (р =>- q) 1\ (q =>- Р) мулщазалар тенг куч
ли. 

12- §. мулох,АЗАЛДР АЛГЕБРАСИНИНГ ФОРМУЛАЛАРИ, 

Мулщаэалар алгебрасининг асосий ваэифаларидан 
бири '(ар I\андай мураккаб муло,\аэанинг рост ёки ёл
FОНЛИГИНИ исботлашдан иборат. Леки н берилган мурак
каб муло'(аэадаги содда муло'(азалар ва уларии БОF
ловчи маНТИI\ амаллар opтraH сари мазкур муло'(азанинг 
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ростлик жадвалиии тузиш I\ийинлаша боради. Бу I\и
йинчиликни барта раф этиш учу н муло"азалар ал ге б
расининг формуласи ва 9заро тенг кучлн формулалар 
тушунчаларини киритамиз. 

1- т а ъ риф. 1) р, q, г ... лар муло"азалар алгебра
еининг формулаларидир. 

2) Агар р аз .q мулщазалар алгебраеининг формулалари 
булса, у J(олда "l р, Р /\ q, р V q, р=:> q ва Р ~ q лар 
"ам формула БУлади. 

3) Мулщазалар алгебраси 1) ва 2) дан БОШl\а 
формулаларга эга эмас. Куп "олларда 2) ёрдамида 
аНИl\ланган формулалар мураккаб формулалар деб 
юритилади. 

Х;ар бир мураккаб формуланинг ростлик I\иймати 
(рост ёки ёЛFОНЛИГИ) унинг таркибидаги элементар му' 
ло"азаларга эмас, балки уларнинг ростлик I\ийматла
рига БОFЛИI\ДИР. Шунинг учу н иеталган мураккаб фор
мулага аргументлари рост ёки ёЛFОII l\иi"iматни I\абу_~ 
I\ИЛУВЧИ функция деб I\араш мумкин. 

Маълумки, бундай функции (мантИl\ИЙ функция) 
нинг ростлик I\иймати !laM {I, О} туплам элементидан 
иборат. 

2- т а ъ риф. АНИl\ланиш ва узгариш еОJ(алари {I, О} 
тупламдан иборат булган функцияларга Буль функция· 
лари дейилади (Д. Буль - англиялик маш"ур маНТИI\ЧИ 
ва математик). 

Бирор мураккаб А фОРl,lула берилгаll булеин. Бу фОРМУJlа 
компонеllта,1ари (аргументлари) ни Х" Х2 ' , Хп ОРl\али бел
гилаЙмиз. Унда А формулани биз А::о;:, А (Х, Х2 . , Хп) КУ' 
ринишда ёза оламиз. _ 

3-та ъриф. xi(i = 1, n) аргументларнинг "ар бири "а

бул I\ИЛИШИ мумкин булган барча 1,0 I\ийматлари ТИЗИМIi 
(набори) да А (Х), Xz ' 'Хп) формулаllИ ифодаловчи ман
ТИI\ИЙ функция рост (ёЛFОIl) l\ийматга эришеа, бу форму.,а 
айнаll рост (ёЛГОIl) формула ДРЙилади. 

Айнан ро:т формула одатда 1, айнан ёлrон формула эеа 
L каби белгиланади. 

Масалан, А(х), Х2 ' х,)=;:«х,/\х2/\хз)/\(-, Х)))== (_ -ай· 
нан ёЛFОН; В(х) х2 ' x,)=;:«x)Vx2VX,)VCIX)))==1 эеа айнаl~ 
рост формула (текшириб куринг). 

Э С Л а т м а. А (х), Х2' , ;'() фор~у.lада n та Э.,ементар 

МУЛОJlаза бул(:З, бу формула нин г ростлик жа,:ща.1И 2" та ЙУ.r, 
(еатр) дан иборат БУJlади (иебот I\ИЛИНГ). 
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4- т а ъ риф. Агар муло:>,азалар алгебрасининг К (А,. А •• 
• Аn) формуласи пропоэиционал уэгарувчилар I\иймат

ларининг х,еч булмаганда битта тиэимидз 1 f\ИЙМЗТНИ f\збул 
f\ИЛса. бундай формула бажарuлувЧ/l формула деЙилади. 

:Х;ар f\андай айнан рост формула бажарилувчи формула 
булади. 

А (Х1 • xJ~XJ\X2 

бажзрилупчи фОРМУ,1ЗДИР. 

5- т а ъ риф. Таркибидзги xi (i = t:n) уэгарувчиларнинг 
мумкин булга н барча f\ийматлари тиэимида А (х1 • Х.. • 

Хn) ва В (Х •• х.. • хn) формулаларнинг f\ийматлари устуни 
бир хил БУлса. бу формулзлар узаро mенг КУЧЛU дейилади 
ва у А (х •• х2 • • Хn)$.В (Х •• Х2 • • хn) каби белгиланади. 

Мулохаэалар алгебрасида му"им роль уйнайдиган бир 
f\анча тенг кучли формулаларни келтирамиэ: 

1) I I А == А (икки к~ррали ИIIКОР I\ОНУИИ); 
2) А I\В == В I\А (конъюнкцилнинг коммутативлиги); 
З) AV В == BV А (дизъюнкциянинг коммутативлиги). 
4) А I\(В I\С) == (А 1\ В) 1\ С (конъ/Онкциянинг ассоциатив

лиги): 
5) AV(BVC)==(AVB)VC (диэъ/Онкциянинг ассоциатив

.1ИГИ): 
6) AI\(BVC) == (А 1\ B)V(A 1\ С) (конъюнкцилнинг ДIIЭЪ

юнкцияга нисбатан дистрибутивлиги); 
7) AV(BI\C) "" (AVB)I\(AVC (ДИЗЪЮIIКЦИЯНИНГ конь

юнкцияга нисбатан l\истриБУТИR.1ИГИ); 
8) ,(АI\В)==I AVIB; 
9) I (AV В) ~ I А 1\ I В; 

(бу иккала теllГ кучлилик Де Морган 1\0НУН.1ари Аеб юритилади) 
1 О) А 1\ А == А (коньюнкция ва дизъюнкция амалларининг 
11) AVA == А идемпотентлик 1\0Ilуилари); 
12) AI\I "'" А; 
1З) AVL"" А; 
14) АI\ ' А ~ L; 
15) А V, А "" 1 (учинчисини IIНКОР этиш I\OHYHII); 
16) AI\L "" L; 
17) AVI "" 1; 
18) ЛV(АI\В)==А (ютилиш I\OH)'HII); 
19) AI\(AVB) "" А; 
20) А => В "" '1 А V В; 
21) --; (А=>В)==АI\ - В, 
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22) A~B '" (A;\BV(-' А;\ -, В); 
23) -, (A~B) "" (-, AV -, B);\(AVB). 
Юl\оридаги асосий теиг кучлиликлардаги J\ap бир 

формула иккита компонентга БОFЛИI\ функциялардир. 
Бу тенг кучлиликларни исталган чекли еондаги форму
лалар учу н ёзиш мумкин (ростлик жадваллари ёрда
мида ёки маНТИI\ИЙ амаллар ёрдамида Юl\орида келти
ришан тенг кучлиликларни иебот I\ИЛИНГ). 

Энди маНТИI\ИЙ (логик) амалларнинг бажарилиш 
тзртиби ТУFриеида бир оз тухталиб Утамиз. 

Агар формуладаги амалларнинг тартиби I\авслар 
ёрдамида куреатилмаган булеа, улар I\уйидаги кетма
кетликда, яъни инкор, конъюнкция, дизъюнкция, имп

ликация ва энг охи рида эквиваленция тартибида бажа
РИJ1ади. Куп J\оллзрда амалларии бажариш кетмз-кет
лиги I\авслар ёрдамида кУрсатилади. 

Маеалан, А(х, у, z):=;:x=>-, y;\z~;\ -, xVy формулада 
амаллар Юl\орида айтилганидек, -', ;\, V, =>, ~ кетма-кет
,1икда бажарилади. В (х, у, z):=;: «(x~z) => x)V -, z);\y фор
мулада эса амаллзр -', ~, =>, V на;\ тартибда бажари
лади. 

МУЛОJ\азалар алгебраси жуда КУ" МуJ\ИМ амалий 
татБИl\ларга эга. :Х;озирги замон электрон J\исоблаш ма
шиналарииинг ишлаш жараёни !laM МУЛОJ\азалар ал
гебрасига асосланган. Бунинг сабаби шундан нборатки, 
МУЛОJ\азалар алгебрасидаги учта на ундан ОрТИI>; ал
гебраик амалларни доимо иккита алгебраик амалга 
келтириш мумкин. 

:Х;аI\Иl\атан, Де Морган I\онунлари 

-, (х;\у) "" (-, x)V( -, у). (1) 

"l (xVy) ... (-, х);\( -, у) (2) 

га асосаи ихтиёрий формуладаги -, ва;\ амалларни "l ва 
V амаллари билан ва аксинча, -, ва V амалларни эса "l 
ва ;\ амаллари билан алмаштириш мумкин. 

Энди ~ ва => амалларни фаl\ат -, ва;\ (-, ва V) 
амаллари билан алмаштириш мумкинлигини курсатамиз. Бу
нинг учун 

xV у ... -, «"'] х)!\("'] у», 
х;\у ... -, « -, x)v( -, у» 

(3) 
(4) 

формулалар х.амда асосий тенг кучлиликларлан ФоЙда,lанамиз. 
Асосий тенг кучли формулалардан 22) га асосан x~y =s 
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... (x!\y)V«, Х)!\('" у» уринли. (3) га асосан эса (x!\y)V 
\;'(, Х!\' у) Е! '«." (х!\у»!\(, (, Х!\' у» булгани учун 
x~y "" , (, (Х!\У)!\(, (, Х!\ ,у») булади. х,*у "" ,Х V 
Vy га яна (3) ни татБИI\ этсак, х'* у Е;;, (, (, х)!\(, у» 
"оси л БУлади. Агар (4) формуладан фойдалансак, МУЛDJiаза
лар алгебрасининг ихтиёрий формуласини , ва V ОРl\али 
ифодалаш мумкин. 

МаШl\лар 

1. А, В, С Ба D муло'(азалар мос· раDишда 1, О, О, 1 
булганда I\уйидаги формулаларнинг ростлик I\ийматини топинг: 

~AV~!\4 ~AVB.,~ 
б) D,*(B!\C); е) (А.В),*(, AVB); 
В) C,*(A!\Dj; ж) (D!\C).(A!\'lB); 
г) A,*(CVD); э) (А!\ ,B)VD=>(B!\, С). 

2. I\уйидаги форму лаларнинг '(ар бири учун рост лиJ( 
жадвалини тузинг: 

а) А ,*(А,* В); 
б) AVB.BVA; 
В) А ,*, (В!\С); 

13- §. ПРЕДИКАТЛАР 

г) ,(AVB).(A!\B); 
д) (А,*, B!\C)V(, AVB); 
е) (AV В),* (А!\, В). 

МУЛОJ\аэалар алгебраси ёрдамида содда МУЛОJ\аэа
лардан мураккаб МУЛОJ\аэалар J\ОСИЛ I\ИЛИНИШИНИ биэ 
12- § да куриб Утдик. Мулох;аэалар манти"ининг камчи
ликларидан бири шундан иборатки, уиинг ёрдамида 
объектларнинг хоссалари Ва улар орасидаги муносабат
ларни ёритиш мумкин эмас. Математик манти"нинг 
бундай масалалар билан ШУFулланадиган "исми одатда 
предикатлар логикаси (мантИI,и) деб юритилади. 

I-T а ъ риф. Таркибида эркли узгарувчилар "ат
нашиб, бу узгарувчиларнинг "абул "илиши мумкин 
булган "ийматларида МУЛОJ\азага айланадиган дарак 
гапга предикат деЙилади. 

х объектнинг бирор 5' хоссага эга булиши 5' (Х) каби 
белгиланиб, 5' (х) бир уринли предикат деб юритилади. 
М и с о л л ар. 1. 5' (Х): «Х - туб сон» куринишдаги преди

кат берилган БУлсин. Бундай J\олда 5' (Х) бир номаълумли 
функцияни ифодалаб, УIIИНГ ани"ланиш сщаси натурал сон
лар туплами N дан, I\ийматлари СОJ\аси мулохаЗЗJIар тупла
мидан иборат булиб, J\ap бир мулох.азанинг l\иймаТJIари сща-
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си 5са ИККИ элементли {О, I} тупламдан иборат. Бу функция 
~ийматларининг жадвал куриниши ~уйидагичадир: 

х 2 3 4 5 6 
7 1 8 I 

ff'(x) О О О 1 1 О 

2. Е (х) : "х - жуфт сон» каби предикат берилган булеин. 
Унинг ростлик жадвали 

х 2 3 4 5 6 7 

Е(х) О О О О 

куринишда БУлади. 
Юl\оридаги нккита мисолдан I,уйидаги фикрларни 

айта оламиэ. 
1. Предикатлар МУЛОJ\аза эмас, лекин х нинг бирор 

тупламга тегишли аНИI\ I\ийматларида у МУЛОJ\азага 
аЙланади. 

2. Агар л1 I\андайдир объектлар туплами булса, бу 
тупламдаги предикат - хосса деганда биз шу л1 туп
ламда рост ёКII ёЛFОН l,нйматни l,абул I\ИЛУВЧИ бир ар
гументли функция ни тушунамнз. 

2- т а ъ р н ф. л1 тупламнинг ff' (х) предикатни рост мулща
зага айлантирувчи D I\ИСМ тупламига ff' (х) nредuкйтНlIнг 
ростлuк сщасu деЙилади. 

3-т а ъ риф. Агар ff' (х) предикат л1 тупламнинг барча 
элементл~рида рост (ёщон) I\-ийматни I\абул I\ИЛса, ff' (х) пре
дикат М тупламда йЙНйН рост (ЙЙНйН ёЛFОН) деЙилади. 

4-тзъриф. к.(А" ,Ak ; й" ,а",; х" , xs; 

Р" , Р,) формула Р" , Р, предикаТ,1ар Т тупламда 
камида битта усулда аНlщланганда, х" , х" предмет уз
гарувчилар Т туплам элементлари билан камида битта усу"
да алмаштирилганда ",амда А " ,Ak пропозиционал уз

гарувчилар I\ийматларининг камида битта тизимида 1 I\иймат 
I\абул I\ИЛса, у ~олда К. формула Т тупла;1Да бажарuлувчu 
деЙилади. К. формула ихтиёрий Т тупламда бажари.1УВЧИ 
булса, у J\олда у бажарилувчи формула деlIИлади. 
М и с о л л а р. 1. 3' (х): «х - мусбат» - предикат N туп

ламда айнан рост булади. 
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2. R(x): «х<о» -предикат N тупламда-айнан ёЛFОН. 
3. Е (х) «х - жуфт СОН» - предикат N тупламда бажа· 

рилувчи предикатдир. 

Биз Юl\орида битта номаълумга (эркли узгарувчига) 
БОFЛlЩ булган бир уринли предикатларни куриб Утдик. 

Предикат икки, уч, , 12 уринли 1IaM булиши мумкин. 
Маеалан, Z тупламда F (х, у) «х < у» предикат икки 

уринлидир. 12 уринли предикат fI' (х" х.' ,хn) ОРl\али 
белгиланиб, бу предикат бирор А тупламнинг х" Х.' 
Хn элементлари ораеидаги fI' муносабаТIIИ ифодалаЙди. 

к.иЙматлари А тупламга тегишли булган 12 уринли fI' (х" 
х.' , хn) пред~кат берилган булеин. Объектларнинг 1IЗР 

бир тайнн х, = а, Е А, х. = а. Е А, , xn~= аn Е А I\иймат
ларида fI' (а" а., аn) муло,\аза рост еки ёЛFОН булади. 

n уринли предикатлар учун J\aM айнан рост, айнаи 
ёЛFОН ёки бажарилувчи предикатлар тушунчаеини аНИI\
лаш мумкнн. 

1, 2, 3, уринли предикатлар мое равишда унар, би
нар, тернар предикатлар деЙилади. Ноль уринли преди
кат узгармае МУЛОJ\азани ифодалаЙди. 

14- §. КВАНТОРЛАР 

Биз 13·§ да fI'(x) предикат х flИНГ бирор А туплам
га тегишли аНИI\ I\ийматларида МУЛОJ\азага айланиши
ни курнб утдик. Предикатлардан МУЛОJ\аза J\оеил I\и
лишнинг яна нккита уеули мавжуд. 

Аввал I\уйидаги миеолни куриб ЧИl\айлик: 
х Е N булганда 

fI'(х)~«х2-3'х+2=О» (1) 

булеин. Агар (1) предикатни барча х Е N лар учун I\арайди
ган булеак, у ёЛFОН мулщаза булиб, баъзи _ бир х Е N лар 
учун эеа рост МУЛО'lаза БУлади. 

Бирор М тупламнинг «барча х элементлари учун» деган 

жумла I\иекача 'tf х Е М, «баъзи бир х элементлар учую> де
ган жумла 'эса 3 х Е М ОРl\али белгиланиб, улар мое равиш
да умумийлик ва маВЖУД,lИК кванторлари деб юритилади. 

('tf х Е А) f (х) (2) 

(I\ищача: 'tf х Е f (х» белги .А тупламнинг барча х элемент
лари учун f (х) предикат росТ», 
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(зхЕ A)f(x) (3) 

(~ищача: 3 х f (х») белги эса «А туплаМIIИНГ шундаll х элементи 
мавжудки, бу элемент учун f (х) предикат росn> деб у~ила
ди. 

(2) на (3) муло~аэалар одатда кванторли мулохаэалар 
деЙилади. f (х) предикат А тупламнинг барча элементлари 
учун рост булгандагина (2) МУЛOJ\аэа рост ~ийматга эга, f (х) 
предикат айнан ёЛFОН еки бажарилувчи булганда, (2) муло
>\аза ёЛFОН, яъни 't х f (х) ёЛFОН булади. 

f (х) предикат А тупламнинг барча элементлари учу н ай
нан ёЛFОН булгандагнна 3 х f (х) ёЛFОН булади. 

Икки, уч, , n уринли предикатлар воситаеи била н 
>\ам кванторли муло,\аэалар >\осил ~илиш мумкин. 

Масалан, ('t х 't у) f (х; у) МУЛОJ\аза бирор тупламнинг 
«барча х ва барча у элементлари учу н f (х; у) рост» деб у~и
лади. (3 х 't у) t (х; у) МУЛOJ\аза эса ~аралаётган А туп
ламнинг «баъзи х элементлари ва J\aMMa у элементлари учун 
f (х; у) рост» деб У~илади. 

Яна ~уйидаги !\оллар булиши мумкин: 't х 3 У f (х, у), 
3 х 3 У f (х, у), 't x't у 3 z f (х; у; z), 3 х 3 У 3 z f (х; у; z), 

Бу кванторли МУЛOJ\аэаларнинг J\ap ~айсиси айнан рост 
еки айнан ёЛFОН булишн МУМКИН. 

Масалан, Z тупламда f (х; у): «х СОН у дан кичик» деган 
предикат воситаси билан тузилган 't х 3 У f (х; у) МУЛOJ\аэа 
нсталган х ни олганда >\ам шундай утопиладики, улар учун 
«х < У' деган мулщаэа айнан рост, чунки исталган х учу и 
у = х + 1 деб олсак, х < у тенгсизлик бажарилади. 

15-§. ПРЕДИКАТЛИ ФОРМУЛАЛАР 

Фараэ ~илайлик, tI' (х) ва Q(x) преднкатлар мос 
равишда А ва В тупламларда роет БУЛllБ, А ва В туп
ламлар бирор тупламнинг ~ием тупламлари булеии. 

Х;оэир шу иккита предикатга манти~ий амалларни 
татби~ этиш натижаеида >\оеил булга н янги предикат
ларнинг ростлик со>\аларн билан таНИШllб Утамиэ. 

1. R, (х) =:; tI' (x)!\Q (х) предикат tI' (х) ва Q (х) предикат
лар ростлик сщалари кесишмасида рост буладиган предикат
дир. 

2. R. (х) =:; tI' (х) V Q (х) предикат tI' (х) ёки Q (х) ларнин!' 
камида биттаси рост буладигаи сщада рост булади. R. (х) 
предикатнинг ростлик СOJ\аси А U В ryпламдир. А сща If' (х) 
НИНГ ростлик сщаси, В эса Q (х) нинг ростлик сщасн. 
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3. R, (х):::;', /1' (х) предикат /1' (х) ёщон булган сщада 
рост, 9' (х) рост ~лган сш\ада эса ёщондир. Демак, R. (х) 
предикат С,А =:; А тулдируочи тупламда рост экан. 

4. R, (х) =:; 9' (х) ~ Q (х) предикат фа",ат /1' (х) рост, Q (х) 
ещон булган сщадагина ~fOH, ",олган сщаларда рост була-

ди. Бунда ростлик сШ\а А П В булади. 
5. R, (х) =:; fI' (x)~ Q (х) предикатнинг ростлнк сщаси М 

нин г шундай ",нем тупламидан ибораткн, унда /1' (х) Р.а Q (х) 
бир ваl\тда рост, ёки бнр ваl\тда ёщон буладн. Бош",ача ",н
лнб айтганда, R, (х) преднкатнннг ростлнк сщасн (А П В) U 
u(Апs) булади. 
М и с о л. х Е N булганда /1' (х): (х > 2» на Q (х): «4j,n 

предикатларни ифодаласин. Унда /1' (x)~Q (х) преднкатнинг 
ростлик сщаси А = {3, 4, 5, }, В = {4, 8, 12, } = 
= {4 k/k Е N}, А = {1, 2}, В = {4 k + 1jk Е N} U {4 k + 2/ k Е 
Е N} U {4 k + 31k Е N} U {1, 2, 3} тупламдан иборат булгани 
учун (АПВ)u(АПВ)={I, 2, 4, 8,12, .} БУJ1ади. 

Энди предикатлар J10гикасииинг формулаJ1ари ва 
УJ1арнинг узаро тенг КУЧЛИJ1ИГИ J\а",ида фикр юритамиэ. 
!\аралаётган предикатларнинг ростлик сщасини М ор
I\али белгилаЙлик. М тупламнинг бизга маълум эле
ментларини а, ~ ~ ёки 

а" а2 , аз, (1) 
ОРl\али белгилаЙмиз. У нинг HO.\la ълум элем~нт лар~ни эса х, 
у, z, еки 

~,~,~ (~ 
ОРl\али белгилаб, (1) нинг элементларини индивидуал 
предметлар., (предмет узгармаслар), (2) нинг элемент
ларини эса предмет уэгарувчилар деб юритамиз. 

1- т а ъ риф. а) М тупламда аНИl\ланган J\ap I\андай 
МУЛОJ\аза ва предикат предикатлар логикасининг фор
муласиднр. 

б) Агар Fi (i = r;ti) формула булса, 'rf Fi , :r F i 9а , F i 
лар J\aM формуладир. 

в) Агар Р ва Ф формула булса, (FVФ), (F АФ), (F~ Ф) 
ва (Ф~ F) лар J\aM предикатлар логикасининг формуласи 
'1исобланади. 

г) Предикатлар маНТИl\ида а), б), о) формулалар· 
дан БОШl\а формулалар мавжуд эмас. 

2- т а ъ риф. Квантор тат.Jи:\ этиладиган уэгарув
чилар БОfланган уэгарувчилар, квантор тегишли бул-
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маган узгарувчилар эса эркuft предмет узгарувчuлар 
деЙилади. 

Кванторли предикатлардаги предмет узгарувчилар 
эркин ва БОFланган узгарувчилар булиши мумкин. 

Масалан, F =; 3 х Е ]у (х + у = 5) предикатда х БОFлан
ган, у эса эркин узгарувчидир, Демак, таркибида эркин уз
гарувчи булган предикат шу узгарувчининг функциясидан 
иборат, яъни 3 х Е ]у (х + у = 5) = F (у) булади. 

Шундай I\илиб, предикатлар маНТИI\ИНИНГ исталган форму
.1аси узгарувчи мулщаза, предикат ва эркин номаълумга 
БОFЛИI\ булган функциядир. Масалан, Ф =; (3 х)( v" у) tF (х; у) V 
VQ (z)V А формулани олсак, у tF, Q предикатга А узгарув
чили муло~аза ~aMдa эркин номаълумга БОFЛИI\ булган функ
ция БУлади. 

3- т а ъ риф. Агар битта М co~aдa I\аралаётган ик
кита F ва Ф формулаларда: 1) барча узгарувчи преди
катларни М да аНИI\ланган индивидуал предикатлар 
билан; 2) узгарувчи муло~азаларни М даги индиви
дуал муло~азалар билан; 3) эркин предмет узгарувчи
лар ни М нинг индивидуал предметлари билан алмаш
тирганда F ва Ф формулалар бир хил рост ёки ёшон 
I\ийматни I\абул I\илса, улар М co~aдa узаро тенг куч
ли деЙилади. 

Исталган сщада тенг кучли булган F ва Ф форму
лалар айнан тенг кучли формулалар деЙилади.· 

Мисол. Ф:::;:(vхЕМ)(tF(х»VА ва F=;(vxEM) 
(tF (x)V А) формулалар узаро тенг кучли. Бу ерда А узгарув
чи муло~аза бу,rIИб, х БОFЛанган узгарувчи булганлиги туфай
ли иккала формула ~aM эркин узгарувчига БОFЛИI\ э~ас. Де
мак, Ф ва F ларнинг иккаласи ~aM мулщазадир. Ф == F 
эканлигини исботлаш учун Ф нин г ростлигидан F нин г рост
лиги ни (ва аксинча) келтириб ЧИl\арамиз. 

Фараз I\илайлик, Ф рост формула БУлсин. Бундай ~олда 
дизъюнкция таърифига асосан М т)'пламнинг барча элемент
лари учу н tF (х) ёки А рост. Иккала ~олда ~aM М туплам
нинг барча элементлари учу н р:::;: (v х Е M)(tF (x)V А) айнан 
рост мулщаза БУлади. Аксинча, F формула рост булса, 
v х Е М учун tF (х) ёки А, ёки ~ap иккаласи рост. У нда 
(V" х Е M)(tF (x)V А):::;: Ф ~aM рост. Демак, 3- таърифга асо
сан F == Ф булади. l\уйидаги формулаларнинг узаро тенг 
кучли эканлигини исбот I\ИЛИНГ: 
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(V"xE M)(ff'(x);\A) = (\<хЕ M)(ff' (х»;\А; 

(::1 х Е М) (tF (x)V А) == (3 х Е М) (tF (x»V А; 



(3 х Е М)(9'(х)!\А).., (3 хЕ М) (9'(х))!\А. 

16- §. мулох.АЗАЛАРНИ МАНТик.иЙ БЕЛГИЛАР [РДААIИДА 
[зиш 

_ Математик мулщазаларни маНТИI)ИЙ белгилар ёрдамида 
езиш учун одатда чекли сондаги базис предикатлар танлаб 
олинади. к.олган хосса ВЗ .. муносабатлар базис предикатлар 
"амда озод номаълумлар ердамида тузилган таъриф, теоре
маJШР ОРl)али ифодаланади. 
Мисол CII! атида Z тупламда базис предикатлар учу н х + У = 
= г, Х .// = {I, х - у = v Ба х < У предикатларни танлаб 
олащ'з. у 3- УЗJIДШJ мэълумки, Юl)оридаги предикатлар асо
сий амаЛJJар па тартиб МУJJосабаТIIНИ ифодалаЙди. 

ЭJIДИ Юl)оридаги (аЗJJС предикатлар ёрдамида Z туплам
нинг (abll1 Gир хоссаларшlИ и'I'оД8лаЙмиз. 

1. Исталган а Е z СОШIИ Ь Е Z сонга 1)0ЛДИl)ЛИ бу лиш 
J\аJ~идаги теорема l<,уI"lидагнча ~зилади: -'rfa, -'rfb Е Z (Ь =1= О) =;. 
=;. Зq (q Е Z), ЗГ (а= Ь,! -:- г)!\(г = O)V(O < г)!\(г < Iы1) (rEZ). 

Охирги мулщазэ (,)'lIllall Уl)илади: «Барча а Ба Ь бутун 
сонлар учун, агар Ь нолга тенг булмаса, шундай q Ба г 
бутун COHJJap топилздики, УJJЗР учун а = bq + r булиб, г 
сони О га ТЕ'нг ёки lJOJ Д1Н катта вз \Ь\ дан кичик булади •. 

2. у\х, яъии (х сон у га булинади) предикатни I)уйидаги
ча аНИl)лаr"! оламиз: 

ylx::; 3 q Е Z (х = q. у). 
м и с о л л ар. 1. к.уЙидаги предикатлар берилган булсиНl 

f (х): .х - туртбурчак», 

q> (х): «х - квздраn . 
• Баъэи туртбурчаклар квадратлардир» деган таСДИI<; I<;уйи

дагича ёзилади: 

3 х f (х) =;. q> (х). 

2. Фараз I<;илайлик, х Е R булганда f (х) функция R туп
ламда аНИI<;ланган J\аI)ИI)ИЙ I<;ийматли функция БУлсин. Бундай 
J\олда f (х) функциянинг х = хо НУl)тзда, (а; Ь) ораЛИl)да уз
JJУКСИЭЛИГИ Еа (а; Ь) ораЛИl)да текис уэлуксизлиги мое равиш

да I<,уйидагича ёзилади: 
а) f (х) функция хо НУl\тада узлуксиз: -'rf(8 > О) 3 (Г> О) 

-'rf(x Е R)(lx-xol < r=;.lf(x) - {(хо)1 < е); 
б) f (х) функция· (а; Ь) ораЛИl)да узлуксиз: (-'rfc Е (а; Ь)\'(8)0) 
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d (г > O)V(x Е (а; Ь» (Ie - х1 < f=}-I{ (с) - {(х)/ < е); 
В) {(х) функция (а; Ь) да текис уз.1УКСИЗ: ("\f(e>O)d 

(г> О) 

"\f с Е (а; Ь» "\f х Е (а; Ь) (/е - хl < г=> I{ (с) - {(х)/ < е). 
Агар б) Ба Б) ларга эътибор I\илеак, улар бир- биридан 

фаl\атгина "\f с Е (а; Ь) ифоданинг турган урни билан фаРI\ 
I\илади, холос. 

МаШl\лар 

1. 2, 3, 4, 5, ... , n уринли предикатларга миеоллар 
келтиринг. 

2. Мактабда урганилган математик I\онунларни умумий
лик ва маБЖУДЛИК кванторлари ёрдамида ёзинг. 

3. N (х), Z (х) Q (х), R (х) лар мое равишда х нинг 'нату
рал, бутун, рационал ва ,\аI\ИI<;ИЙ сон эканлигини билдирсин. 
к.уЙидаги предикатли формулаларни шундай кванторлар билан 
боFлангки, улар рост муло,\аззлар булеин: 

а) Z (х) =}- N (х); г) R (х) =}- Q (х); 
б) N (х) => Z (х); д) N (х) =}- Q (х); 
В) Z (х) => Q (х); е) Q (х) =}- R (х); 

ж) Z (х) =}- R (х). 

4. «х2 - у = у2 - х» предикатни кванторлар билан. шун
дай БОFлангки, у рост (ёЛFОН) булеин. 

5. 5'(х): «х -туб сон», 
Q (х): «х - жуфт сон», 
S (х; у): «у сон Х сон га булинади» каби предикатлар 

булга нда , I\уйидаги формулаларни УI\ИНГ ва уларнинг рост 
ёки ёЛFОНЛИГИНИ аНИl\ланг: 

а) ("\f х Е Z)( S (2; х) =}- Q (х»; 
б) (d х Е Z)(Q (х);\ ф (х) =}- S (2; х»; 
В) ("\fxEZ) "l Q(x)=}- ~ S(x; х); 
г) ("\f х Е Z)(J" (х) => (d У Е Z) (Q (y);\S (х; у»; 
д) dxEZ (Q(x)I\P'(x»;\ ~ (d x)(Q(х);\Р'(X»;\(dу)(х =1= 

=F y;\Q (х);\Р' (х». 

17- §. S'ЗДРО ТЕСКДРИ ТЕОРЕМДЛДР 

Математикадаги теорема тушунчаеи квантор Ба предикат 
тушунчалари билан УЗБИЙ боFЛИI\ДИР. Теоремадаги шарт Ба 
хулоса I\андайдир л1 тупламнинг ихтиёрnй элементлари учун 
бажарилиши талаб этилади, яъни х Е л1 нинг А хоесага эга 
булишидан унинг В хоссага эга булиши келиб ЧИl\ади. Бу 
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ерда А теореманинг шарти, В ЗС3 теореМ<lНИНГ хулосасидир. 
Предикатлар темасида куриб утганимизга асосан х нин г А 
хоссага зга булиши бнр уринли А (х) предикатни билдирар 
зди. Демак, купчилик теоремаларни 

(УХЕ М)(А (х)=> В (х» (1) 

куринишда ёза оламиз. Бу ерда умумийлик кваиторига БОF
ЛИI\ булган \f х Е М I\ИСМНИ теореманинг кириш I\исми, А (х) 
ни (1) теореманинг шарти, В(х) предикзтни зса (1) теорема
нинг хулосаси деб юритилади. Теоремаларни (1) куринишда 
ёзиш унинг шарти ва хулосасини осонгина ажратишга IIMKOH 
беради. 

1- теорема. J/чбурчакнинг юзи унинг асоси билан 
баландлиги куnайmмасuнuнг ярмига meнг. 

Маэкур теоремада унинг шарти ва хулосаси куэга 
ЯI\I\ОЛ ташланиб турмаЙди. Энди уни I\уйидагича ёэа
миз: 

Агар берилган купбурчак учбурчак булса, унинг 
юзи асоси билаи баландлиги купайтмасининг ярмига 
тенг. 

к.уЙидаги белгилашларни киритсак, яъии 
М купбурчаклар туплами: х - купбурчак, 
А(х): «х купбурчакнинг томоилари сони учга тенг», 
В (х): «х нин г юэю> ни ифодаловчи предикат булса, ЮI\О-

ридаги теоремани (х - учбурчак) => (Sx = ~ ah) ОРl\али ёэа 
оламиэ. Бунда а - учбурчакнинг асоси, h - унинг баландли
ги, S х - учбурчакнинг юзи. 

Умуман теорема - «М тупламнинг ихтиёрий х злементи 
А хоссага зга булса, у х.олда у В хоссага J\aM зга булаДИt 
деб Уl\илади 

х.ар бир (У х Е М)(А (х) => В (х» теоремада А (х) ва в· (х) 
предикатлар М СШiiада рост МУЛШiiаэалар булиб, В (х) муло
J\аэз х.аl\Иl\атан А (х) дан келиб ЧИl\ади, ЯЪНИ (1) теореманинг 
хулосасини ифодалаЙди. Демаи, (1) теоремада А (х) шарт 
асос вазифасини бажаради. В (х) нинг А (х) дан келиб ЧИI\И
ши яна шу билан таСДИl\ланадики, биэ (\) теоремани (ЯЪНИ 
В (х) нинг ростлигини) исботлашда албатта А (х) нинг ростли
гига суянамиэ. Бу мух.окама теоремани БИЛДItРУВЧИ А (х) => 
=> в (х) импликация ихтиёрий х Е М учун айнан рост форму
ла зканлигини кУрсатади. Демак, А (х) => В (х) импликация М 
тупламда айнан рост булмаса, бу таСДИI\ В (х) нин г А (х) 
дан хулоса булиб ЧИl\маслигини билдиради. Бу 1\олда (1) 
ифода теоремани билдиради. 



Теоремалар одатда турт хил булади: 
1) (У хЕ М)(А (х):? В (х» -ТУFРИ теорема; 
2) (V х Е М)(В (х):? А (х» - тескари теорема; 
3) (V х Е М)( I А (х):? I В (х» - ТУFрИ теоремага I)арама

I\арши теорема; 

4) (V х Е М)( I В (х):? -: А (х» - тескари теоремага I\apa
ма-I\арши теорема. 

Уз-узидаи маълумки, ХЕМ булгаида х нин г аНИI) 
I\ийматларида А(х) ва В(х) предикатларнинг Jlар 
бирн ФЗl\атгина икки хил - рост ёки ёЛFОН МУЛОJlаза
ларни ифодалаши мумкин. Агар берилган теоремада 
унинг шарти ва хулосаларнинг уринларини алмаштир
сак, ТУFрИ теоремага тескари теорема JlОСИЛ булади. 

К)l\орида келтирилган турт хил теоремалардан баъ
зи бирлари узаро тенг кучлидир_ 

Иккита МУЛОJlаза нмпликаЦИ5lСИ таърифига асосан 
I\уйидаги жадвални тулдирамиз: 

-/ / I I А(х),* I В(х),* IlA(X)=<> /,B(x),*1 ~A (х) В (х) lA (х) lB (х) =>- В (х) '* А (х) => lB (х) =<> lA (х) 

I I I I о I о I I I I I I I I 

I I О.! I О I I I о I I I I I о 

о I I I I I о I I I о I о I I 

О I о I I LI L I I I I I I I 
-

Бу жадвалдан куринадики, 

Vx(A (х):? В (х» "" VX(I В(х):?"] А (х»; 

Vx(B(x)=>A(x»~ VX(I А (х):? I В (х» , 

яъни ТУFрИ теорема билан тескари теоремага l\apaMa
I\арши теорема ва тескари теорема билан ТУFрИ теоре
мага I\арама-r'iарши теоремалар тенг кучли экан. 

Бирор теорема иккинчисига тескари булса, бу тео
ремалар узаро тескари теоремалар дсб юритилади. 
Агар Jlар бир теоремада унинг тушунтириш I\ИСМИ кур
сатилмаса, тескари теорема уз маъносини ЙУl\отади. 
2-mеоре.ма. Ромбнuнг дuагоналларu узаро nерnенди

куляр буладu. 
Мазкур теоремага тескарн а: I В(х), ~: А (х) теоре

мани туррндан-туРРН бир I\ийматли усулда топиш мум-
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кин эмае. Бунда А(х) 6ерилган турт6урчак ромб, 
В(х) ромбнинг днагоналларн уэаро перпендикуляр. 

:Х;аI\ИI-;,атан, агар ромбни туртбурчаклар - туплами 
элемеНТII дсб I\арайдиган булеак, диагоналлари уэаро 
перпендикуляр булган ~ap I\андай туртбурчак ~aM ромб 
булавермаЙди. Агар ромбни параллелограммлар туп
ламидан олсак, у J\олда бу теоремага теекари теорема 
I\уйидагича булади: 
(VQ, Q - параллелограмм), (Ql -ромб) => (Q- нин г диаго
наллари перпендикуляр) куринишни олиб, охирги теорема зеа 
ростдир. 

18- §. 3АРУРИИ ВА ЕТАРЛИ ШАРТЛАР 

Мактаб математика курсидан маълумки, баъзи бир 
теоремалар етарли, зарур ва етарли J\амда зарурий 
шартлар билан БОFланган БУлади. Биз J\ОЗИр теорема
лар I\андай J\олларда Юl\оридаги БОFЛОВЧИ еузлар ёр
дамида ифодаланишиии куриб утамиз. 

Бушмае М туплам элементлари учун А(х) ва В(х) 
предикатлар аНИI\лаllган булеин. I\уйидаги узаро "ара
ма-I\арши теоремаларни куриб УтаЙлик. 

1. Агар М тупламнинг баъэи бир х элементлари 
А(х) хоееага эга булеа, улар В(х) хоееага J\aM эга бу
лади. 

2. М тупламнинг баъэи бир х элементлари В(х) 
хоссага эга булса, улар А(х) хоееага J\aM эга булади. 

Бу таСДИl\ларни I-;,уйидаги куринишда J\aM ёзиш 
мумкин: 

1. М тупламнинг А(х) хоесага эга булган элемент
лари В(х) хоссага J\aM зга булиши зарур. 

2. М тупламни барча элементларининг А (х) хосеага эга 
булишидаll уларнинг 8 (х) хоссага эга булиши келиб ЧИl\ади 
ёки х Е М злементнинг А (х) хоссага зга булиши унинг В (х) 
хоссага эга булиши учун етар.1!!. 

Масалан, м:::; N Ба 8 (х) : «х - жуфт сон», .4 (х): «х еон 
4 га 1\0ЛДИl\СИЭ булинадю) каби предикатлар берилган бул
еин. Бундай х,олда 

(3 х Е N) (8 (х) => А(х» 

(v х Е N) (А (х)=> В (х» 

таСДlЩ.lар рост булади, лекин 

("1 х Е N)(B(x)=> А (х» 

(1) 

(2) 

(3) 
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таСДИI\ рост эмас. (Масалан, 38 сони, гарчи жуфт сон 
бужа·да, 4 га булинмаЙди.) Шундай I\илиб, (2) теорема 
рост булганда А(х) предикат В(х) учуи етарли шарт, 
В(х) предикат эса А(х) учу и эарурий шарт булади. 
Агар бир ваl\ТНИНГ уэида (2) ва (3) теоремалар уринли 
булса, бундай теоремалар эарур ва етарли шартлар би
л:ан. ,БОFланган теоремалар деб юритилади. 

I\уйидаги теорема шундай теоремалардан биридир: 
Натурал сон.н.ин.г 9 га БУлuн.uшu учун. ун.ин.г ра",ам

ларu ЙUFuн.дuсu 9 га б[jлuн.uшu зарур ва етарлuдuр. 
Мисоллар. I\уйидаги тасди,\ларни (vxEM)(A(x)=> 

=> В (х)) куринишда ёэинг: 
1. Х;ар I\андай мусбат рационал сон бирорта кесма

нинг уэунлигини ифодалаЙди. 
2. Исталган учбурчакнинг баландлиги l~арама-l\ар

ши томонга ёки унинг давомига перпендикуляр булади. 
3. Параллелограмм диагоналлари уэунликлари квад

ратлари ЙИFИНДИСИ унинг туртта томони уэунликлари 
квадратларининг ЙИFиндисига тенг. 

4_ I\уйидаги ИУl\талар урнига эарур, етарли, эарур 
ва етарли суэлардан тегишлисини I\УЙИНГ: 

а) бирор соннинг б га булиниши учун унинг 3 га 
булиниши ... 

б) кетма-кетликнинг Лllмитга БУЛИШI( учу н 
унинг чегараланган булиши ... 

в) бирор соннинг 5 га булиниши учун унинг ноль 
билан тугаши ... 

г) берилган учбурчакнинг ТУFрИ бурчакли учбурчак 
булиши учун а2 + Ь2 = с2 БУЛИШll. 

5_ Мактабда урганган теоремаларингиэдан камида учтаси
ии С\/ х Е М)(А (х) => В (х)) курииишда ёэИllГ. 

Бу таСДИl\ларнииг I\айси бири теорема булади? I\айси 
'1олларда тескари, I\арама-I\арши, тескарига I\арама-I\арши 

таСДИl\лар уринли булади? 

19-§. ТЕОРЕМАЛАРНИ ИСБОТЛАШ УСУЛЛАРИ 

Бирор фикрнинг рост ёки ёЛFОНЛИГИНИ тиклаш учун 
ТУFрИ хулосага олиб келувчи и;оидалар одатда манти
I\ИЙ I\онунлар деб юритилади. 

Мантии;ий и;онунлар билан ШУFулланганда айнан 
формулалар МУ'lим а'lамият касб этади. 

Х;ар и;андай айнан ёЛFОН L формулага айнан рост 
"l [=[ формула мое келгани учун, биэ фаи;атгина ай-
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нан рост формулалар билан ШУFулланамнэ. Ана шун
дай формулалардан бири учинчисини инкор этиш ~o
нунидир: 

-1 pVp~/, (1) 

яъни иккита уэаро ~apaMa- ~арши р на 1 Р мулщаэалардан 
бири Доимо рост. 

Мазкур ~OHYH р ёки -1 Р НИНГ ростлик ~ийматига J\aM 
ва J\апо уларнинг ани~ маэмунига J\aM БОFЛИ~ эмас. Шунинг 
учун бу ~OHYHдaH ихтиёрий манти~ий фикрлащ исбот ва 
хулосалаш жараёнида фойдаланиш мумкин. 
М и С о л. Агар n "'" 1 ихтиёрий натурал сон булганда 

р : «n- туб сон», 1 р: -n «туб сон эмас» каби МУЛOJlаэалар 
булса, 1 pV р рост булади. Х;а~Иl\атаи, 1 даи фаРI\ЛИ истал
ган lIатурал сон туб ёкн мураккаб булади. 

Зиддият I\ОНУНИ. Иккита уэаро ~apaMa- ~арши МУЛOJlаза
лар бир ваl,тнинг узида рост була олмаЙди. БОШl\ача I\илиб 
айтганда, 

1 (1 РАр) "" 1 (2) 

БУлади. (2) форму.lанинг айнан ростлиги 'l р I\Р формула
нинг айнан ёЛFОНЛИГИНИ билдиради. Бундай J\олда конъюнк
ция таърифига биноан р ёки 1 Р нинг биттаси ёЛFОН. 
М и С о л. «5 - туб сою> - рост; 

«5 - мураю(аб сон» - ёЛFОН; 
«5 - туб ва мураккаб сою> - ёщон; 
«5 - туб ва мурзккаб сон эканлиги ёЛFОН»
рост. 

Математик теорема - ростлиги нсботлашдаи кейингина 
аНИl\ланадиган МУЛOJlаэадир. 

(V х Е М) (А (х) """ В (х» теоремани исботлаш деган суз те
гишли асосларга суяниб, илмий ва манти~ий ЖИJ\атдан ТУFрИ 
MYJ\oKaMa ~илиш жараёнида В (х) нин г (яъни теоремадаги 
исботлаш лозим булган I\ис~ининг) ростлиrини юэага чи~а
риш демакдир. Биз бундаи кейин эарурат булмаганда 
(V х Е М) (А (х) ~ В (х» куринишдаги теоремани ~ИCl\ача 
А ~ В ОРl\али ёзамиз. 

Исботлаш турли усуллар билан олиб борилади. Ис-
ботнинг асосий усуллари I\уйидагилар: 

1) бевосита исботлаш усули; 
2) ~арама-I\аршисини фараз ~илиб исботлаш усули; 
3) тескарисидан исботлаш усули; 
4) ТУЛИI\ математик индукция принципи асосида 

исботлаш усули. 
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Бу усулларнн математик манти~ формулалари ёр
дамида куриб Утамиэ. 

1. Бевосита исботлаш усулининг МОJ\ИЯТИ шундан 
иборатки, унинг асосларн булиб А ва А=>8 МУЛОJ\аэа
лар, хулосаси булиб эса 8 МУЛОJ\аэа хиэмат ~илади. 
Бош~ача ~илиб айтганда, теореманинг берилган ~ис
мидан ва «Берилган ~исми уринли булса, исботланади
ган ~исми J\aM уринли булади» деган МУЛОJ\аэадан бу 
теореманинг исботланадиган ~исми келтириб чи~ари
лади. Бунда н бевосита исботлаш усулининг формуласи 

АI\(А=> 8)=> В (3) 

дан иборатдир. (3) формула куп J\олларда А. А =>- В llIаклда 
В 

ёзилади. 
Бу формулаиинг доимо ростлигини биламиз. Бун га 

яна бир марта ишонч J\ОСИЛ ~илиш МУМКИН. 
Демак, бевосита исботлаш усули манти~ий ЖИJ\ат

дан ТУFрИ усул экан. (3) мантИI\ИЙ ~OHYH одатда 
(mоdusропепs) модус поненс (ажратиш ~оидаси) ~o
нунн деб юритилади. 

2.l\арама-~аршиснни фараэ I\илиб ис
ба т л а ш у с у л и н и н г м о J\ и я т и ушбудан иборат: 
теореманинг исботланадиган ~исмн (яъни хулосаси) 
ёЛFОН (НОТУFРИ), шу сабабли унинг ИIIКОРИ '1 8 рост деб 
фараэ ~илинади. Бу фараз ва А=>8 таСДlщдан, А нииг 
ростлиги келиб чи~ади, чунки 

..., 8!\(А=>8)=>1 А (4) 

ёки l В, А * В формула айнан РОСТДflр. 
,А 

J\а~и~атан, ..., 81\ (А =>8)=> , А"" 1 (1 81\(1 AV 8))V 
V"" А""..., ..., 8V(AI\ ..., B)V 1 А "" /". Лекин теорема шартига 
асосан ..., А эмас, балки А рост. х.осил булга н зиддият '1 8 
рост деган фаразимизнинг 1I0ТУFРН,lИГШ!И Ра демак, 8 нинг 
ростлигини тасди~лаЙди. 

(4) формула ~apaMa- ~аршисини фарзз ~илиб исботлашнинг 
формуласини беради IJa унинг айнан ростлиги мазкур усул· 
нин г мантИI\ЗН тугрн эканлигини билдиради. 

3. ТеСI(арисидан исботлаш усу.1И. 
Биз 17 - параграфда 'rf х (А (х) => 8 (х)) "" 'rf х (1 8 (х) => 

=>..., А (х)) эканлигини курсатгтl ЭДНК. К5'п J\о;;ларда беРИ,l
ган 'rf х (А (х) => 8 (х)) теоремани исБОТJ13Ш аllча огир (~aттo 
мумкин эмас) булиб, лекин тескари теоремага 'iapaMa- 'iаРIllИ 
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теоремани исботлаш анча I\Улай булиши МУМКИII. Ана шун
дай ~олларда берилган теорема урнига унга тенг кучли бул
гаll, тескари теоремага I\арама-I\арши теорема исботланади. 

Мисол сифатида I\уйидаги теоремани олаЙлик. а- DЗ Ь лар 
векторлар бужин. 

Теорема. (Уа '* о, V ь ,*0), 

\a+bi=lal+lbl*a IIЬ. (5) 
Тескари теоремага I\арама-I\арши теорема: 

(Уа '* О, уь * О) (а '* Ь * iй'+ bl 'Fla 1+ Ib\. (6) 
4. 1\ а р а м a-I\ а Р ш и с и н и м а ъ н о с и э л и к к а 

к е л т и р и б и с б о т л а ш у с у л и Юl\орида баён этил
ган I\арама-I\аршисини фараэ I\илиб исботлаш усули
нинг турларидан бири булиб, у I\уйидаги маънога эга: 
бу усул буйича '(ам А дан келиб ЧИl\адиган В хулоса 
ёЛFОН. Демак, унинг 'l В инкори рост деб фараэ I<;ИЛИ
нади. Сунгра, В*С ва"1 В*, С таСДИl\лар ТУFРИ БУла· 
дигаи янги хулосанинг мавжудлиги курсатилади. 

Лекин битта асосдан бир-бирига эид булгаи С Ba'l С 
Оl\ибатнинг келиб ЧИI\ИШИ маъиосиэдир. Ана шу маъ· 
носиэликка асосан '1 В рост деган фараэ НОТУFРИ були б, 
дe~aK, В рост эканлиги таСДИl\ланади. 

Энди бу усулни ифодаловчи маНТИI\ИЙ формуланинг 
айнан ростлигини курсатамиз. 

, В * С ва 'l В *, с. маъносизликдан Оl<;ибат сифатида 
8 формула келиб ЧИl\l\анлиги учу н мазкур усуmlИ ифодалов
ЧИ формула 

ёки 

(, В*С)!\(, В*, С)*В 

lB=> С. ,В=> -с 
В 

куринишда булади. Бу фОР~lула эса айнан роет. 
х,аI\Иl\зтан, (, В*С)!\(, 8*, С)*В"", 'l ((BVC)!\ 

!\(BV, C))V В""" (В V C)V, (8 V, С) V в == (-; 8 !\ 
!\ '1 C)V(, B!\C)VB == (-, BV, BVB)V(, BVCVB)!\ 
!\('l cv, BV8)!\(, CVCV В) == 1 N N "'" 1. 



11 б о б. АЛГЕБРАИI( СИСТЕМАЛАР 

20· §. АЛГЕБРАИК АМАЛ ВА АЛГЕБРЛЛАР 

х.ОЗИРГIl замон ашебра фаllИ туплам ва унннг эле· 
ментлари учун аНИl\ланган алгебраик амал ва унинг 
хоееаларнни ургатади. 

1· т а ъ риф. Буш булмаган А туплам беришан 
булеин. АхА декарт купайтмани А тупламнинг узига 
мое J\УЮВЧИ 0:: А хА ...... А акелантиришига А тупламда 
аНИl\ланган бинар алгебраuк аАtал деЙилади. 

Бу таърифга аеоеаIl, а, Ь Е А булганда тартибланган (а; Ь) 
жуфтликка шу А тупламнинг аИИI\ битта С элементи мое 
кешани Jlолда (Ь; а) ЖУфт,lикка с Е А мое келмаелиги мум
кин. о: аJ(елантириш ёрдамида (а; Ь) Е А х А жуфтликка с Е А 
нинг мое I\УЙИЛИШИ о: (а; Ь) = с, (а; Ь) о: = с ёки а о: Ь = с 
ОРl\али белгиланади. 

А тупламнинг элемеитлаРIl учу н аНИl\ланган бинар (ш(ки 
урин ли) ашебраик амаллар одатда махеуе танланган О, J.., 
Т, *, белгилар билан белгиланади. Мактаб математика
еидан маълумки, а + Ь ва а·Ь лар мое рар,ишда а Da Ь эле
ментлаРНИIJГ ЙИFиндиеи ва купайтмаеини билдиради. 

2- т а ъ риф. Ап- I хА = А" булиб, декарт купайтманинг 
тартибланган "ар бир (а1 , а2 , , ап) элементига А туплам

иинг ягона ап+\ элементи мое I\уйилган булеа, А тупламда 

ранги n га тенг булган (n уринли, n - ар) алгсбраuк амал 
аltUI}ЛGltгаlt деЙилади. 

n уриили алгебраик амалии о: Орl\али белгилаеак, у (a l , а2 , 
, ап) ct = ап+ 1 ёки о: (а1 , а2 , ап) = ап+ 1 куриниш

ларда ёзилади. Баъзи "олларда ап+ 1 ~ Абулиши мумкии. 
Буидай "олда I\аралаётган алгебраик амал I\ИСМИЙ алгебраик 
амал деб юритилади. 

Алгебраик амаллар ноль, бир, ИI(ки, уч, ,n урин-
ли булиши мумкин ва улар мое равишда нулар, уиар, 
бииар, тернар, n - ар алгебраик амаллар деб юри
тилади. 

А тупламнинг исталган элементини ало"ида олиш
НОЛЬ уринли алгебраик амалдир. Бир уринли алгебраик 
амал деганда А тупламни уз·узига акслантиришни ту
шунаМIIЭ. Бирор сонлар тупламида аНИl\ланган а: Ь = 
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= с d пропорция уч уринли алгебраик амал булади. 
n та натурал соннинг энг катта умумий булувчисини 
топиш n' уринли алгебраик амалга мисолдир. 

Натурал сонлар тупламида аНИl\ланган «а дан бе
ВОСlIта кейин келади» муносабати бир уринли алгеб
раик амалдир. 

Битта А тупламнинг узида бир I\анча алгебраик 
амаллар аНИI\.qаниши мумкин. Шу амалларни биз '1, '2, ... , , s ОРl\али белгилаЙлик. 

3- т а ъ риф. Буш булмаган А туплам ва унда I\аралает
ган алгебраик амаллар туплами Q дан тузилган < А, Q> 
тартибланган жуфтлик алгебра деЙилади. 

А тупламда I\аралаётган амаллар сони чекли булганда бу 
алгебра А = < А, f1, [2' , 's > куринишда белгиланиб, 
узунлиги s + 1 га тенг булган кортежни ифодалаЙди. Бу 
ерда А туплам I\аралаётган алгебранинг асосий туплами, f1, 

f2, , f. амаллар эса асосий алгебраик амаллар деб юри

Тl!лади. , алгебраик амалнинг рзнги одатда r (f) ОРl\али бел
гиланади. 

4-таъриф. ЛгаРГ(U=Гi и=1, 2, ,s) булса, 

(г1 , ' 2 , , г,) кортеж < А, '1 '2 ' f, > алгебранинг 
тури (тиnи) деЙилади. 

Масалан, < Z, +, . ,- > алгебра (2, 2, 2) турли алгеб
радир. 

n = Обулса, АО ->- А операцияга нулар операция дейи
либ, у J\олда нулар операция га А тупламнинг ихтиёрий 
танланган элементи мое I\УЙилади. 

< N, +, " 1> алгебра эса (2, 2, О) турли алгебрадир 
(1 сон купайтириш амалига кура N даги нейтрал элемент). 
М и с о л л ар. 1) Натурал сонлар тупламида аНИI\

ланган айириш амали бинар алгебраик амал булмай, 
балки I\ИСМИЙ бинар алгебраик амалдир, чунки истал
ган IIккита натурал сон айирмаси J\ap доим J\aM нату

рал сон булавермаЙди. 
2) N туплам элементлари учун аНИl\ланган а а. Ь ~ а ь 

МОСЛIIК алгебраик амал бу лади. 
3) Бутун сонлар тупламида сонларни I\УШИш, ку

пайтириш, ай ириш амаллари бинар алгебраик амал бу
лади. 

4) Мулщазалар устида бажариладиган (инкор ама
лида н БОШl\а) маНТИI\ИЙ амаллар МУЛОJ\азалар тупла
мида бинар алгебраик амаллар БУлади. 

5) Бирор и универсал тупламнинг I\ИСМ туплllШ1a-
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ри учун бажариладигаи бирлашма ва кесишмалар би
нар алгсбраик амал булади. 

6) иккнта натурал т ва n соннинг ум ум ий булув
чисини топиш бинар а.~гебраик эмас, ЧУIIКИ мазкур 
сонлар бllр нечта умумий булувчиларга эга БУ.lИШИ 
мумкнн. 

7) Иккита векторнинг скаляр купайтмаси хам би
нар алгебранк амал эмас, чункн у векторларнинг ска

ляр купайтмаси вектор булмай, балки сондир. 
8) Бутун сонлар туплами Z ва бу тупламда аНИl\ланган 

I\УJlJИЩ айириш амаллари буйича < Z, +, - > алгебрани 
ташкил I\илади. 

9) < N, +, > алгебра (2,2) турли алгебрадир. 
10) Бирор буш булмагаll М тупламнинг барча I\ИСМ туп

ламлари тупламини 2М деб беЛГИ!1аЙлик. Бундай холда 
< 2М, N, U, - > алгебра (2, 2, 1) турли ашебра булиб, 
бу ерда N, U ва - лар мос равишда кесишма, бирлашма 
ва тулдирувчи тУплам.lарни билдиради. 

11) R хаl\ИI,ий сонлар туплами учун < R, +, -, ., 1 > 
алгебра (2, 2, 2, О) турли алгебра БУлади. 

МаШl\лар 

1. а Е R булгаНДJ ': а -+ jal мослик неча турли алгебра 
булади. 

2. N тупламда х·у=хУ ('<tx, yEN), яыи даражага 
кутариш амали коммутатив буладими ёки ассоциатив була
дими? 

3. )\аI\ИI\ИЙ сонлар тупламида х' + у' = Z2 шартни I\зиоат
лантирувчи (х; у; z) УЧЛlIклар туплами неча турли алгебраик 
ама.l эканлигини аllИl\ланг. 

21- §. БИНЛР ЛЛГЕБРЛИК ЛМЛЛЛЛРНИНГ ХОССЛЛЛРИ 

Биз 20- § да куриб утганимиздек, бирор сонлар туп
ламида аНИI,ланган I\УШИЩ купайтирищ даражага ку
тарищ айириш ва булиш амаллари бинар алгебраик 
(баъзаll I\ИСМИЙ алгебраик) амаллар эди . 

. 'vlактаб алгебра курсидан маЪJlУМКН, I,УШIIШ ва кУ·
паЙТIlРИШ амаллари KOMMYTaTIIB, аССОЦllатив ва купай
тнриш амали I\УШИШ амалига нисбатан дистрибутив
дир. 

Лекин математикада учрайдиган барча бинар ал
гебраllК амаллар J\ap доим J\aM коммутатив ёки ассо
циатив булавермаЙди. Фараз I\илайлик, А тупламда 
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иккита J\ap хилт Баl. каби бииар алгебраик амаллар 
берилган булеин. 

1- т а ъ риф. Агар А тупламнииг ихтиёрий а па Ь эле
меитлари Y'IYH а т Ь = Ь Т а тенглик бажарилса, у J\олда 
т бинар алгебраик амал А тупламда коммутатив деЙилади. 

Маеалаи: 1) Сонлар тупламида аНИI\лаигаи I\УШИШ ва 
купайтириш амаллари коммута'ГИИ бу.1ади; 2) СОllлар тупла
мида аниы\щlганH даражага кутариш амали коммутатив ,мае, 

чунки а =F ьа . 
2- т а ъ риф. А тупламнинг исталган учта а, Ь ва с эле

менти учун а т (Ь Т с) =, (а т ь) Т с теllГ ЛИК уриили булса, 
у J\олда т алгебраик амал А тупламда ассоциати8 дейила
ди. 

Масалан: 1) Ихтиёрий соилар тупламида аНИI\ланган 
I\УШИШ ва купайтириш амаллари ассоциатиндир; 2) J\аI\ИI\ИЙ 
СОIIлар тупламида аНИI\ланган даражага кутариш амали ассо-

циатив ,мае, чунки (аЬ ) < =F аЬ< (Уа, ь, с Е R). 
3- т а ъ риф. А туплаМИИIIГ исталган учта а, Ь ва с 

элементи учун а т (Ь .L с) = (а т Ь) .L (а т с) тенглик бажа
рилса, у J\олда т амал .L амалга нисбатан дистрибути8 
деЙИJIади. 

Масалан: 1) Сонлар тупламида аНИI\ланган купайтириш 
амали I\ушишга нисбатан дистрибутип, чунки а· (ь + с) = 
= а·Ь+а·с{Уа, ь, сЕ R) тенглик уринли. Лекин а + (Ь·с) =1= 
=F (а + Ь) . (а + с) (Уа, ь, с Е R) булгани учун I\УШИШ 
амаJШ купайтириш амалига нисбатан дистрибутив эмас; 2) 2М 
тупламда аНИI\ланган бирлашма амали кесишмага IIисбатан 
Ба аксинча, кесишма амали бирлашма амалига ниебатан дис
трибутив булади (исботланг). 

4- т а ъ риф. Буш булмагаII А тупламда аНИI\ланган т 
бинар алгебраик амал ва шу тупламнинг исталган х ва у 
элементлари учун х Т а = у т а (а т х = а т у) ТСНГ.lикдан 
х = у келиб ЧИI\са, У J\олда А туплам элементлари учу н т 
амалга нисбатаи чапдан ()'IIгдан) I\UCl\арmириш 1\0/l.Y/l.ll ури/l.
ли дсЙилади. 

Агар А туплаМНИIIГ элементлари УЧУII бир ВЗI\ТIIИIlГ узи
да чап па унгдан I\ищаРТIlРIIШ I\.ОНУНИ УРИIIЛII булса, А туп
ламда I\ищартириш I\.ОНУIIИ УРИIIЛИ деб юритилади. 

Масалан: 1) О ва 1 дан фаРI\ЛИ а сон учун аХ = аУ тенг
ЛИКДЗII х = у J\ОСИЛ булади, яыIи даражага кутариш амали 
УЧУII чапдаll I\ищартириш I\ОIIУIIИ уринли; 

2) ха = уа тенгликда, а TOI\ сои булса, х = у келиб чи
I\ади, леки н а жуфт сон БУJIгаIIда х = у келиб ЧИI\маЙди. 
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Шунинг учун ха = уа т€'нгликда а жуфт сон булга н );,ол 
учун унгдан I\ИCl\артириш I\ОНУНИ уринли эмас; 

3) исталган сонлар тупламида купайтириш амалига нис
батан "ар I\зндай а =1= О учу н чапдян ва унгдан I\ИCl\артириш 
I\ОНУНИ уринли, яъни а· х = у. а дан х = у "осил БУлади. 

5- т а ъ риф. Агар А тупламда шундай е элемент мавжуд 
булсаки, ихтиёрий х Е А учун е т х = х (х т е = х) тенглик 
бажарилса, у "олда е ЭЛ€'мент т амалга нисбатан чап (унг) 
нейтрал элемент деЙилади. 

6- т а ъ риф. А тупламнинг ихтиёрий х элементи учун 
хте = е Т х = х тенглик уринли булса, е элемент (е Е А) 
Т амалга нисбатан нейтрал элемент деЙилади. 

1- теорема. Агар А туплам т амалга нш;баmан чаn 
ва унг нейтрал элементларга эга булеа, у >;олда бу эле
ментлар meнгдuр. 

И с б о т и. Тескарисини фараз l\илаЙJ1ИК, яъни А туплам 
элементлари учун е' чап нейтрал элемент, е эса унг нейтрал 
элем€'нт булиб, е' =1= е булеин. е па е' эл€'ментлар "амда А 
тупламнинг ихтиёрий х ва у элементлари учун 

е' т У= у ~(3) 

ва 

хте = х :(4) 
уринли БУлади. (4) тенгликда х = е', (3) да эса у = е деб 
оламиэ. Уида е' т е = е ва е' т е = е' ларга биноан е' = е 
БУлади. Демак, фараэимиз НОТУFРИ экаи. Теорема исботланди. 

Масалан: 1) О ва 1 сонлари Z тупламда мое равишда 
I\УШИШ ва купайтириш амалларига нисбатан нейтрал элемент
лардир; 

2) 2< = х тенглама "еч I\андай х учун уринли БУлмаЙди. 
Демак, даражага КУlариш амали чап нейтрал элементга эга 
эмас; 

3) хе = х тенглик е = 1 да бажарилгани учун 1 СОНИ унг 
нейтрал элемент БУлади. Чап нейтрал элемент мавжуд БУЛ
магани учун даражага кутариш амали нейтрал элементга зга 
эмас; 

4) исталган {, g акслантиришлар композицияси учун ай
ний акслантириш нейтрал элемент булади. 

Фараэ I\илайлик, т бинар алгебраик амал А ТУllламда 
аНИl\ланган булиб, бу амал учун е нейтрал элемент мавжуд 
булеин. 

7-таъриф. Агар А тупламнинг а ва а элементлари 
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УЧУII а т а = е булса, а элемеlП а га нисбатан чап симмет
рик э.1Е'мент, а эса а га нисбатан (jHZ сuм,иетрu." элемент 
деЙилади. 

Масалан, R J\аI\Иi\ИЙ сонлар тупламнда а сон I\УШИШ 
амалига нисбатан - а га симметрик, а * О элемент купай
тнриш амалига нисбатан а- ' га симметрикдир. 

8-таъриф. Агар А ту пламн инг а na а элементлари 

учун а т а = а т а = е T~HГ ~ик уринли булса, а элемент а 
га симметрик элемент, а ва а лар эса (jзаро симметрик 
эле,ltенmлар деЙилади. 

Агар а элементга симметрик а элемент мавжуд булса, а 
тескариланувчан элемент деЙилади. 

2- теорема. Агар А туnламда aHи~aHгaH т бuнар 
алгебраuк амал ассоцuaтив ва а элемент тескарuланувЧйН 
булеа, унда а га симметрик элемент ягона буладu. 

И с б о т и. Фараз I\илайлик, иккита "ар хил х ва у эле
мент Т бинар алгебраик амал буйича битта а элеМЕ'нтга сим
метрик булсин, яъни а т х = е = х Т а ва а т у = ута=е. 

т бинар алгебраик амал ассоциатив бу лганидан I\уйида
гин и ёза олаМИ31 х = х т е = х т (а т у) = (х Т а) Т у = 
= е Т у = у. демак, х = у экан. 

Маш~лар 

1. Z тупламда шундай i Т, .1. алгебраик амалларни то
пингки, уларда т амал ассоциатив ва коммутатив булгани 
'Iолда, .1. га нисбатан дистрибутив БУлмасин. 

2. R }\а шундай алгебраик амал киритингки, унгдан "ам, 
чапдан J\aM I\ищартириш I\ОНУНИ уринли булмасин. 

22- §. ~ИСМ АЛГЕБРАЛАР. АЛГЕБРАЛАРНИНГ 
ГОМОМОРФЛИГИ ВА ИЗОМОРФЛИГИ 

Баъзи бир алгебралар ва уларнинг элементлари ухшаш 
хоссала рга эга бу лиши мумкин. 

Масалан, R - хаl\ИI\ИЙ сонлар туплаМfI, R+ эса мусбат 
'IаI\Иi\ИЙ сонлар туплами булганда R = < R, +, О > R' = 
= < R+, ., 1 > алгебраларнинг "ар бирида биттадан бfl
нар ва биттадан нулар алгебраик амаллар аНИi\ланган БУЛflБ, 
улар учун 

1) x+y=y+x(Vx, yER); 
2) х+О=х (VxER, зОЕR); 
3) x+y=O(VxER, зУЕR); 

1') Х· у = У·Х (Vx, yER+); 
2') х·1 =x(V xER+, з 1ER+); 
3')х·у=1 (VхЕR+,зуЕR+) 
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каби «ухшаш» хоесалар уринлн, Алгебраларнинг бундай «ух· 
шаШ» хоесалари уларнинг изоморфлик тушунчаси билаll уз· 
вий БОГ.1ангандир, АлгебраларшlНГ изоморфлик тушунчасини 
баён !)илишдан олдин бир хил ТУр.1И алгебралар устида тух· 
талиб утамиз, 

Иккита буш булмаган А Ба А' туплам берилгаll булиб, 
уларда мое равишда чекли сондаГII F = {f" f2, " fk} Da 

F' = {{;, ';, "f;} алгебраик амаллар аии!)ланган булеин, 

Бу ерда " (i = I-;k) Ба {; (j = [7j алгебраик ама.lлар"инг 
барчаеи J\ap хил у ринли ёки баъзи бирлари бир хил Урин.1И, 
бош!)алари эса х:ар хил УРИIIЛИ булиши му МЮII! , Ю!)орида 
эслатганимиздек, f i ёки f; лар"инг баъзилари иоль уринли 
алгебраик амаллар булса, улар мое равишл.а А ёки А' туп· 
ламнинг айрим элементларини ифодалаши МУМКИII, 

1· т а ъ риф, А Ба А' тупламда аии!)ланган алгебраик 

амаллар сони тенг булиб, А тупламда ани!)ланган " (i = Т';k) 
алгебраик амалларнинг ранги била н А' тупламда аНlщланган 
Ба " Е F амалларга мое келупчи {; Е F' алгебраик амаллар' 
нинг:ранглари узаро тенг бужа, А=<А, F>, A'=<A',F'> 
алгебралар gзаро бир хил турли алгебралар дейилади, 

Шу таърифга асосан биз ю!)орида куриб yтraH < R, +, 
О> Ба (R+, 1 > алгебралар бир хил турли алгебралар' 
дир, 

2· т а ъ риф, Агар А алгебранинг асоеий А туплами чек· 
ли (чекеиз) булса, у 'Iолда А = < А, F > алгебра 'IaM чек· 
ли (чекеиз) алгебра дейилади, 

А туплаМIIИНГ бирор буш булмаган В !)ИСМ тупламини 
олайлик, 

З· т а ъ риф, Агар Ь1 , Ь2 , ." ЬN Е В булганда fi (Ь1 , 
Ьn) Е в булса, У J\ОЛда В туплам f; Е F амалларга нисбатан 
ёпи!) деЙилади. 

Масалан, Z= <Z, +, " 0,1 >алгебvа берилган БУл· 
син, NcZ булиб, Уа, bEN учун a+bEN, а,ЬЕNБУл· 
ганидан N туплам «+» Ба С'. амалларига нисбатан ёПИI\ 
булади, 

4,таъриф, АсВ булиб, А=<А, F>, В=<В, 
F' > алгебралар учун , (и = , (f;) ва fi (а" а2 , "аm) = 
= ' ! (ар а2 , "аm) (У ар а2 , "аm Е А) шартлар бажа· 
рилса, бу 'Iолда А алгебра В алгебра учун I\UCM алгебра 
(алгебраости) дейилади (бунда т сон ' ! амалнинг ранги, {, 
амал А алгебранинг fJ га мое келувчи бир амали). 
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Масалан, N o = {О, 1,2, ' , "n, ,,} булгаНДil N = < N, 
+, > алгебра < Z, +, ,> алгебра учун I\ИСМ алгебра 
булади, Лекин < No, - > тартибланган жуфтлик < Z, 
- > алгебра учу н I\ИСМ алгебра булмайди, чунки натурал 
сонлар туплами айириш амалига нисбатан ёПИI\ эмас, 

Энди алгебраларнинг гомоморфлиги ва изоморфлиги х,а
I,\ида фик р юритамнз, 

5- т а ъ риф, Бир хил турли А = < А, F > ва А' = 
= < А', F' > алгебралар берилган булиб, А тупламни А' 
тупламга бир I\ийматли акслантирувчи шундай 'Р: А -+ А' 
акслантириш мавжуд булиб, унинг учун (j) (fi (ар а" ' , " 
йn» = f; (<р (а,), <р (а,), ,,<р (аn» тенглик А тупламнинl' 
барча элементлари учуи бажарилса, у х,олда А алгебра А' 
алгебрага гОАIOМОРф аксланган дейилади (бунда n сон ' ! 
амалнинг ранги), 

Масалан, "t а Е R учун <р (а) = I а I акслаитириш < Н, 
> алгебра ни < Rt, > алгебрага гомоморф акслантнра

дн, бу ерда Rt манфнймас х,аI\ИI\ИЙ сонлар туплами, 
А алгебранинг А' алгебрага гомсморфлиги А!:::! А' ор

I\али белгиланади, Агар А!:::! А' б:i'лса, у х,олда А' алгебра 
А алгебранинг ГОМОМОрф образи деб юритилади, 

6- т а ъ риф, Агар А алгебранинг А' алгебрага (j) гомо
морф аксланиши биектив акслантириш булса, у J\олда А ал
гебра А' алгебра га uзоморф дейилади ва алгебралар изо
морфлиги А ~ А' ОРl\али белгиланади, 

Масалан, < Н+, " 1 > ~ < Н, +, О>, )\аl\Иl\атан, 
а Е В+ булганда <р (а) = log.a акслантиришии олсак, В+ туп
лам R тупламнинг устига бир I\lIймаТJlИ аксланади х,амда 
log. (а' Ь) = log.a + log.b Ба log. 1 = О булгани учу н R да 
бинар ва нулар алгебраик амаллар саl\ланади, 

Энди Ф (а) = 2а куринишдаги акслантириш ёрдамида 
< В, +, О> алгебра < В+, " 1> аЛГЕ'бра устига акс
ланади, Бундан таШI<,аrи <р (ф (а» = <р Ф (а), log.2"=a га асо.. 
сан <р' Ф = ф' <р = е айний акслантириш булгани учун (j) 
акслантириш изоморф акслантиришдир, 

Буш булмаган А тупламда бир I\анча алгебраик амаллар 
била н биргаЛlIкда I\андайдир муносабатлар J\aM аНИl\лангаи 
булиши МУМКIIН, Масалан, Z туплам элементлари учун ки
ЧIIКЛИК, катталик, I\ОЛДИI\СИ3 булинишлик, бир нечта соннинl' 
энг катта умумий булунчиси Еа БОШl\а муиосабатлар аНИI\
ланган, Буш булмаган А тупламда аНИl\ланган муносабатлар 
Ш!. ш.. '. ш• лардан иборат булса, Q = {ш!, Ш •• ' , '. ш.} 
каби белгилаШIIИ киритамиз, 
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Буш булмаган А туплам, унда аНИl\ланган F = {f" {., 
., {n} алгебранк амаллар ва Q = {и\, W., ., wsl муно

сабатларнинг тартибланган учлиги алгебраик система деб ай
тилади ва у < А, F, ~~ > ОРl\али белгиланади. 

J\\асалан, N = < N, +, < > алгебраик система бу
лади. 

Тартибланган < А, Q > жуфтлик эса баъзан модел деб 
юритилади. Масалан, N = < N, < > - модел булади. 

Биэ бундан сунг алгебраларнинг турлича куринишлари
дан иборат булга н группа, ~аЛl\а, майдон, ЧИЗИI\ЛИ фаэо, чи
~I\ЛИ алгебра ва БОШl\а тушунчалар билан шурулланаМIfЭ. 

МаШi\лар 

1. N = < N, + > алгебра ни Н = {l, -l} булгапда 
N' = < 11, . > алгебра га ГО~lOморф акслантиринг. 

2. Q = < Q+, > алгебрани < Z, + > алгебра га го
моморф акслантиринг. 

3. Q = < Q"- {О}, . > алгебрани уз- узига неча усулда 
иэоморф акслантириш мумкин? 

4. Q = < Q, +, > алгебра R = <Н, +, > алгебра 
учун i\ИСМ алгебра буладими? 

5. R = < н, +, . > алгебра чексиз куп i\HCM алгебрага 
зга зканлигини исботланг. 

6. Агар (" '2' 'З лар мое равишда айириш, i\ОЛДИI\СИЗ 
булиниш ва квадрат илдиэ ЧИl\арнш каби амаллар булса: 

а) < N, " >; б) < Z, '2 >; в) < Q, 'з >; г) < н, fз> 
лар алгебра буладими? 

7. N, Z, Q ва R тупламларнинг шундай N" Z\, Q\, Н, 
i\ИСМ тупламлариии топингки, улар учун: а) < N" '\ >; 
б) < Z" '2 >; в) < Q" 'з> ва г) < н" fз > лар алг~б
рани ташкил зтсин. 

8. В с Z i\андай булганда < Z, + > алгебрани < В, 
+ > алгебрага изоморф акслантирувчи <р акслантириш мав
жуд? Агар мавжуд булса, уни аНИl\ланг. 

23-§. НАТУРАЛ СОНЛАР СИСТЕМАСИ 

Биз алгебраик системалар темасини куриб утгани
мизда унинг асосий туплами исталган элементлардан 
тузилган булиши мумкнн деган эдик. Агар i\аралаётган 
системаларнинг асосий туплами злементлари сонлар-
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дан иборат булса, бундай системалар одатда сонли 
СИСТС~lалар деб юритилади. 

Бу курсда асосан натурал, бутун, рационал, 'IаI\ИI\ИЙ 
ва комплекс сонлар системалари билан ШУFулланила
ди. Соили СlIстемалаРНII I\УРИШНИНГ асосий иккита усу
ли мавжуд. Улар конструктив ва аксиоматик усуллар
дир. Бу иккала усул 'IaM туплам тушунчасига асослан
ган булиб, дастлаб натурал, сунгра рационал, 'IаI\ИI\ИЙ 
па комплекс сонлар СlIстемалари I\аралади. 

Конструктив усулнинг МО'lияти шундан иборатки. 
янги I~урилаётган система аввалдан маълум 'Iисоблан
ган тушунча ёрдамида баён этилади. Масалан. нату
рал сонлар системаси учун бошлаНFИЧ тушунча туплам 
J\исобланса, рационал сонлар системаси учун бошлан
гич тушунча натурал сонлар системасидир ва '1. к. 

Сонлар системаларини аксиоматик усулда I\уришда 
эса 'Iap бир системанинг асосий хоссалари аксиомалар 
ёрдамида берилади. 

Энди натурал сонлар системаснни аксиоматик усул
да баён этамиз. Бунинг учун асосий бошлаНFИЧ муна
сабат снфатида «Ь элемент а элементдан бевосита ке
йин келади» муносабати ва бу муносабат учун урин
ли булган аксиомалар системасини оламиз. 

т а ъ риф. БfРОР бушмас N тУпламнинг а ва Ь элемент
лари учун «Ь элемент а элементдан бевосита кейин келади» 
муносабати уринли БУлиБ. мазкур тУплам ЭЛЕ'ментлари учун 
I\уйидаги туртта а к с и о м а бажарилса, у J\олда N туплам
нинг элементлари натурал сонлар дейилади: 

1) J\еч I\андай натурал сондан кейин келмайдиган 1 сони 
мавжуд (агар а дан бевосита кейин келадигаи элементни а' 
ДЕ'сак, бу аксиомада а' =1= 1 куринишда ёзилади); 

2) исталган а натурал сон учун ундан бевосита кейин ке
ладиган натурал сон ягонадир, яъни 

[(а = b)=~{(a' =.Ь') (Va.;:bEN); 

3) 1 сонидан еошк.а ихтиёрий натурал сонlбитта ва фаl\ат 
битта натурал сондан кейин келади. яъни 

(а' = Ь')=? (а = Ь) (V a,!bEN); 

4) агар натурал сонлар тупламининг исталган М I\ИСМ 
туплами: а) 1 ни уз liчига олеа; б) ихтиёрий а элементнинг 
М да булишидан а' нинг хам М да булиши келиб ЧИl\са. 
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М к.ием туплам N натурал сонлар туплами билан уетма-ует 
тушади, яъни 

"t (М S;N) «1 ЕМ) л «аЕМ ~a':EM»~ м = N 

(индукция аксиомаси). 
Ю,\оридаги акеИО~!а.lарни даст лаб Италия математиги Пе

ано (1858 - 1932) таклиф этгани учу н улар Пеано аксиома
лари деб юритилади. 
р:. Индукция акеиомаеининг мо~ияти I\уйидагидан иборат: 
("tnEN) (А (x)~B (х» теоремани иеботлаганда аввало унинг 
n = 1 учун рхтлиги кУрсатилади. Сунгра берилган теорема 
n = k учун ТУFрИ деб фараз ,\илиниб, унинг n = k + 1 УЧУI! 
ростлиги иеботланади. Шундан кейИl! теорема иеталгаlI n на
турал сон учун ТУFрИ деб )\иеобланади. Теоремаларни бу 
уеулда иеботлаш математик индукция ПрИllЦипи аеоеида ие
ботлаш уеули деб юритилади. Шу уеУЛI!ИНГ ТУFрИЛИГИНИ ие
бот ,\lIламиз. 

1- теорема (математик ИНДУИЦlIR принципи). Агар бuрор 
В (n) macaulf n = 1 учун рост б[jлuб, унинг n=k да рост
лuгuдан n = k + 1 учун >;ам ростлuгu келuб ЧUlfса, В (n) 
macalllf uсmaлган натурал сон учун >;ам рост б[jладu. 

И с б о т и. Фараз I\илайлик, М S N туплам В (n) таеДИI\ 
рост булга н барча натурал сонлар туплами булеин. У J\олда 
теорема шартига аеоеан: а) 1 Е М, чунии n = 1 учун теорема 
рост; б) n = k Е М булеин, яъни В (k) таеди,\ k натурал сон 
учун рост булеин. У ~олда теорема шартидан В (k') рост, 
дрмак, k' Е М натурал сон k дан бевосита кейин келувчи сон 
булганидан М туплам учун 4) аксиоманинг а) ва б) шарт
лари уринли. Демак, таСДИi\ иеталган натурал сон учун рост. 

Математик индукция принципига м И с о л л а р келтнра
МИЗ. 

1. Р+22+32+ ... +n2= n(n+I)(2n+I)_ (1) 
6 

теНГлик n нинг J\ap i\андай HaTypalI i\ИЙМ1Тида ТУFРИ экан
лигини иеботланг. 

)\аi\Иi\атан J\aM, n = 1 булса, 12 = ,.~.з = 1, 12 = 1 бу
либ, (1) тенглик ТУFРИ. 

Бу ерда А (г) таеДИi\ деганда даст.lабки г та натурал 
сон квадратларининг ЙИFИНДИСИНИ туШунамlIЗ. МзтемаТIIК ин
ду;щия принцнпига aco~aH А (г) pJ~T дз5 ОЛllllади, ЯЪНИ 

Р + 22 + 32+ 
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теllГ Jlик ТУFРИ БУJl3ДII. :?нДи А (,) нинг РССТJlигидан фойда
Jlзниб, А (, + 1) нин г РССТJlИГИНИ иурсатамиз. Бунинг учун 
(2) теНГJlИЮIИНГ икиаJlа I\исмига (, + 1)2 ни I\ушамнз: 

l' + 2' + 3' + ... + " + (, + 1)' = 
= ' (,+ 1) (2,+ 1) + (, + 1)2 =' (,+ 1) (2,+ 1)+6 (,+ 1)' = 

6 6 
(, + 1 ) (, (2, + 1) + 6 (, + 1» _ (, + 1) (2,2 +, + 6, + б) 

= б - б = 

Демак, 

(, + 1) (2,'+ 7, + 6) 
б 

(,+ 1) (,+2) (2,+3) 
б 

1'+ 2'+ 32+. +(,+ 1)2= (,+ 1) (,+2)(2,+3). (3) 
б 

Бу тенг,nик А (, + 1) таСДИl\flИ ифодаJlайди, чуНlШ (1) даги 
n IIИ , + 1 би.nан аJlмаштирсаи, (3) J\ОСИJl БУJl3ДИ. Де~lак. 
(1) теНГJlИК барча натурал СОНJlар учун УРИНJlИ экан. 

2. р + 2" + 33 +. . + n3 = (n (n
2
+ 1»), (4) 

тенг Jlик n нинг J\3p "андай натураJl I\ийматида ТУFРИ экан
JlИГИНИ небот Jlанг. 

(4) тенг ,nикнинг ТУFРИJlИГИНН математик ИНi1УИЦИЯ прин
ципига ас оса н иеБОТJlаЙJlИИ. 

1) n = 1 да ]3 = ( 1 (1: 1»)2 теНГJlИК TYFPII, яъни А (1) 

рост. 

2) Фараз I\ИJlай,nик, А (,) рост, яыш 

]3+2з+з,+ .. +,з=(,(,:1»)2 (5) 

теНГJlИК ТУFрИ БУJlеин. 
А (,) нинг РОСТJlигига аеоеJlаниб, А (, + 1) нин г роеТJlИГИНИ 
курсатамиз. Бунин г учун (5) теНГJlИКНИНГ иикаJlа томонига 
(, + 1)3 ни "ушамиз: 

13+23+33+ +,З+(,+1)3= 

= (' ('t 1»), +(,+ 1)3=(' + 1)' (-7 +г+ 1) = 

= ('~I)·.(,2+4'+4)=( (,+1)2(,+2) у. 
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Демако J3 +2"+ 3"+ ... +," + (г + 1)'= ((г+ l~ (Г+2»)'. 

Бу тенглик (4) даги n ни , + 1 билан алмаштирилганли
mни ифодалаЙди. Демако (4) тенглик исталган n натурал 
сон учун ТУFрИ экан. 

3. Биномиал теорема. 
Мактаб математикаси курсидан ~уйидаги айниятларнинг урин
ли эканлиги маълум: 

(а + Ь)О = 1; 
(а + Ь)l = а + Ь; 
(а + Ь)' = а' + 2аЬ + Ь'; 
(а + Ь)" = аЗ + 3а'Ь + 3аЬ' + ЬЗ ; 
(а + Ь)' = (а + Ь)2 (а + Ь)' = а' + 4а'Ь + 6а'Ь2+4аЬ'+Ь'. 

Энди биз олдимизга n > 4 булганда (а + Ь)" нинг [(оэф-
фИЦlIентларини J\исоблашни Ma~caд ~илиб ~Уямиз. 

Агар ю~оридагиларга эътибор берсако а + Ь ИI<кщад
нинг >;ар хил даражалари ёйилмасида а ва Ь лар ~уйидаги 
КОэффициентлар билан I\атнашади: 

n=O~ 
n=l~ 
n=2~ 
n=3м 
n=4~ 
n=5а 

1 
1 1 

1 2 1 
1 3 3 1 

1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 

(n = О J\ОЛ умумий
ликни бузмаслик 
учун олинади) 

Бу схемага Паскаль учбурчагu деЙилади. Мазкур учбур
чакдаги J\ap бир сон узидан ю~орида турган (чап ва унгда) ик
кита соннинг ЙИFиндисига тенг. 

1I1асалан о (а + Ь)" = а" + 8а7Ь + 28а'Ь2+56а"Ь'+ 70а'Ь'+ 
+ 56а'Ь' + 28а2Ь' + 8аЬ7 + Ь". 

Агар Паскаль учбурчагининг n- сатрида турувчи сонларни 
мое равишда C~o C~o ~o' '0 C~o о C~ ОРI<;али белгила-
сак, C~ = C~ = 1 ва ю~орида эсла гганимиздек 

C~+I = C~=\ + C~_I (6) 

oreнгдиклар уринли БУ,1аДIl. Демак, 

(а + Ь)" = а" + C~ a·-1b + C~a"-'b'+. . + С~-lаЬn-ЧЬ" (7) 

тенглик ·УРНН.1И. (7) тенгликни НьютО/i БU/iОМU деЙилади. 
(7) тенгликнинг унг томон и биномиал ёйилма, чап ТО'dони 

бином, унинг коэффициентлари эса биномиал коэффициентлар 
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деЙилади. С"т биномиал коzlj:lj:ици€нт I\уliидагича J\исоблана-
ди: 

С:;'= П(п-I)(п-2) ... (п-(m-I»= __ п_I_. (8) 
1·2·3 .. т ml(n-m)1 

(8) формулада пl = 1·2·3· . . ·п, 01 = 1 деб тушунилади. 
(7) формуланинг ТУFрИЛИГИНИ n буйича индукция методи 

аеосида иебот~ I\иламиз. Бу формуланинг n = 1, 2, 3 ларда 
уринли эканлигини '9l\орида куриб Утдик. Фараз к.илаЙЛIIК, 
бу таСДИI\ даража курсаткичи n дан катта булмаган даража
лар [учун уринли БУЛСИII. Унда (7) муносабатнинг иккала 
томонини а + Ь га купайтирамиз: 

(а + Ь)П+' = (а+ Ь)"·(а+ Ь) =а" (а + Ь) + . " + 
+ C~ a,,-k bk (а + Ь) + . + Ь" (а + Ь) = аn+' + 

+ а" Ь + + С:-' an+'-k Ь!-I +. . + 
+ C~-' an+'-k bk + C~ an+'-k bk + C~ an- k b~+' + 

+ .+аЬ"+ЬП+' . 

S'хш"ш J\адларни ихчамлагандан сунг an+'-k bk БИРJ\ад ол
дидаги коэффициент 

и-' + Ck _ пl + [пl 
" n - (k-I)! (n-k+ 1)1 k! (n-k)1 

_,,1 ___ .( __ 1_ +2..) _ п/ Х 
(k-I)I (n-k)1 n-k+ 1 k (k-I)I (n-k)/ 

Х ' n + 1 ' (п + 1)1 = Ck Ck-' + Ck =Ck 
k (п -k+ 1) kl (n-k+ 1)1 "+"" ""+' 

дан иборат БУлади. Шундай I\илиб, (7) формула а + Ь ИК
КИJ\аднинг n + 1 даража курсаткичи учун J\aM уринли экан. 
Математик индукция nРИНlщnига асосзн мазкур формула ие
талган n Е N учун рост деган хулосага келамиз. 

4. А ва В чеКЛII тупламлар були6, А туплам т та эле
ментдан, В туплам n та элементдан иборат бужин. 

а) А туnламни В нинг ичига ИН'Lектив акслантиришлар 
сони (биз уни A~' деб белгилаймиз) А;:' = n (п -1) (п
- 2) .. (п - (т - 1» та эканлигини исботланг. 

б) А НII В Hl!flr нчига мумкин булган барча акслантириш
лар сони пт та эканлигини исботланг. 

И с б о т и. а) т < n булиши шарт, акс J\олда А туплам 
В нин г ичига инъектив аксланмаЙди. Иеботни т 6уйича ин
дукция методи асосида 001116 борамиз. т = 1 да A~ = n бу-
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либ, таСДИI\ рост. Энди ушбу таСДИI\НИ т = k да уринли 
деб, унинг т = k + 1 учун туrрилигини исботлаЙмиз. n эле
ментли тупламга k + 1 элементли тупламнинг барча ички 
инъектив акслантиришларини '(осил I\ИЛИШ учу н шу n эле

ментли тупламнинг барча k элементли ичкl' инъектив акслан
тиришларининг '(ар бирига n -k та элементларни кетма- кет 
бирлаштириб ЧИI\ИШ керак. 

Натижада n элементли тупnзмга k элементли тупламнинг 
ички акслантиришлар сони n - k марта ортади, яъни 
Ak+1 = Ak (n -k) = n (n - 1) (n - 2) (n-(k-I)) (n -k). 

n n I 
A~ акслантиришларнинг БЗРЧ1СИ 'Iзр хил бушан~ учун A~+ 
та акслантиришларнинг '(ам барчзси 'iap хил бу лади. 

Шундай I\илиб, математик индукция принципига асосан 
А;;' = n (n -1). . (n -(т - 1)) экан. 

б) М тупламни В нинг ичига мумкин булган барча акс
лантиришлар сонини М;;' деб белгилаЙм;-rз. 1) Агар М туп

лам бир элементли туплам булса, бу элемент В НИlIГ барча 
элементларига аксланиши мумкин. Демак, M~ = n БУлади. 
Шундай I\илиб, таСДИI\ т = 1 учун раст. 

2) ТаСДИI\НИ т = k -1 элементли М1 туплам учун )O~T 
деб фараз I\иламиз, яъни M~-I = nk - I булсин, у '(олда тас
ДИl\ни т = k элементли М туплам учу н исбот I\иламиз. Х;а
I\Иl\атан, k элементли М тупламни В туплам ичига мумкин 
булган барча k - 1 элементли М I I\ИСМ тупламлари акслан
тиришларидан k элементли акслантиришлари (flЪНИ М туп
лам ни В нинг ичига акслантиришлари) ни '(осил I\ИЛИШ :учун 
k -1 элементли М1 I\ИСМ тупламга ak элемеНТНfI I\Ушамиз. 

у ,\олда М = М1 U {ak } УРИНЛfl булиб, М1 n {a k } = iO бу
лади. М1 I\ИСМ туплзмнинг ,\ар б:lР аl(СЛ1Нfflришига {a k } нинг 
n та аКСЛ1НТllРilШ1 М3: :келгаН:1 ~учун (чунки ak элемент В 
IOIHr исталган элем~нтига акслаН·1Ш 1 мумкин), k элемент ли 

М туплащlИНГ бзрчз '(ар хил аКСШНТИР:1шnаРil сони M~ = 
= M~-I. n = nk - I • n = n\ яъни M~ =о nk га тенг булади. 

МаШl\лар 

1. n элементли тупламнинг барча т элементли I\ИСМ туп
ламлари сони СП! = n (n - 1) (n - 2) ... (n - (т - 1» формула 

n 1.2.3: т 

билан аНИI\лаIIllШИНИ исботланг. 
2. n элементли тупламнинг уз- узига узаро бир I\ийматли 
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зкслантиришлари (урннга ~уйишлари) сони Рn = nl фо?~ула 

билан J\исобланишини исботланг. 
3. к.уЙидаги тенгликлар n нинг J\ap ~андай натурал ~IIЙ

матларида ТУFрИ эканлигини исБО1'ланг: 

а) 1 + 2 + 3 + .. + n = n (n + 1); 
2 

б) 1+3+5+ +(2n+l)=(n+l)2. 
в) 1'+32+52+ .+(2n+l)2=(n+I)(2n+I)(2n+З); 

г) 13 + 33 + 53 + 
д) 1 + 2q + 3q2 + . 

3 
+ (2n + 1)3 = (n+l) (2nЧ4n+l); + /1-1 _ I-(n+ 1) q+nqn+1 

nq - (l_q)2 . 

4. Мактаб математика курсидаги I~айси теоремалар 
математик индукция прннцнпи асосида исботланади? 

24_ §. ГРУППАЛАР 

Баъзи бир алгебраик системалардаги алгебраик 
амалларнинг хоссалари мактаб математикаСII КУРСllда 
куриб утилган I\УШИШ ва купайтириш амаллари хосса
ларига я~ин хоссаларга эга БУлаДII. Бундай алгебраик 
системалар l\aTopllra группа, J\ал~а, майдон, чизи~ли 
фазо ва ЧИЗИI\ЛИ алгебралар киради. Х;озирги замон ал
гебрасининг асосий вазифаларидан бири Юl\орида са
иаб утилган алгебраик системаларнинг асосий хосса
ларини урганишдан иборат. Бу системаларнииг энг 
соддаси группадир. Энди шу тушунчани баён этишга 
киришамиз. 

Битта бинар т ва битта увар • алгебраик амалларга 
эга булган буш бу"маган G туплам берилган БУлсин. 

l-таъриф. Агар G тупламда ~уйидаги аксиома"ар 
бажарилса, у J\олда < G, Т, * > алгебра группа дейи"ади: 

1) (Уа, Ь, cEG) ат(Ьтс)=(атЬ)тс, ЯЪНII т би
иар алгебраик ама" ассоциати~; 

2) (YaEG, зеЕG) a...Le=a=eTa, яъни т алгеб
раик амалга к)'ра J\ap бир а Е G э"емент учун увг па чап е 
иейтраJI элемент мавжуд; 

3) ("! а Е G, З а* Е G) а т а" = е = а* т а, ЯЪШ! исташан 
а Е G учун унг ва чап Сl!мметрик элемент мавжуд. 
т бинар алгебраик ама" G т)'пламда ГРУПП<I J\ОСИЛ ~и

лувчи амал деб юритиладн ва у G тупламнпнг исталган а 
ва Ь элеЫellт"арндан ТУЗllлган тартибланган (а; Ь) жуфт.1IШ
ка ЯГОllа с Е G Э.lе~lенТlШ мое I'iУЯДИ' 
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2- т а ъ риф. Агар < а, Т, • > группа булиб, группа
нинг таърифидаги (У а, Ь Е О) а т Ь = Ь т а коммутативлик 
шарти J\aM бажарилса, у J\олда < а, Т, • > группа Т .БИ
нар алгебраик амалга нисбатан коммуmаmив группа еки 

абель груnnаси деЙилади. 
Группа таърифида учраiiдиган G Т)'плам ua унда !)ара

лаётган бинар алгебраик амалнинг танланишига !)араб бир 
!)анча группаларни J\ОСИЛ к.илиш мумкин. 

3- т а ъ риф. Агар G туплам элементлари т бинар ал
гебраик амалга нисбатан ассоциатив бужа, < а, т > ал
гебра ярим группа деЙиладJl. 

Масалан, N ТУПJJам !)ушиш ва купайтириш амалларининг 
J\ap бирига нисбатан ярим группадир. 

Нейтрал элементга эга бу.~гаи ярим группа .моноид деб 
аталади. 

Масалан, < N, " I > моноид БУлади. 
т бинар алгсбраик амалии оддий купайтириш ама,~И би

лан алмаштирсак, J\ОСИЛ булган группа "tульmunлuкаmuв 
группа деб аталади. Бундай J\о,ща а· Ь га а ва Ь элемент
ларнинг купайтмаси деЙилади. 

Купайтириш ама,1ига кура нолдан фар!)ли а элементга 
сим метрик булга н элемент а- I ор!)али белгиланади ва бу 
элемент а га тес кари элемент деЙилади. 

Купайтириш амалига нисбатан нейтрал элемент I ор!)али 
белгиланади. 

т бинар алгебраик амални IiУШИШ амали БИJJап ал маш
тирсак, группа аксиомалари liуйидаги куринишни О,lади: 

I ("" а, Ь, с Е О) а + (Ь + с) = (а + Ь) + с, яъни G туп
ламдаги ихтиёрий учта элементни I,ушиш ассоциатив. 

2. ("" а Е а, з О Е О) а + О = а, яъни G тупламда нейт
рал элемент ноль мавжуд. 

З. (VaEG, з(-а)ЕG) a+(-а)=О, яъни G туплам
нинг ихтиёрий а элементи учу н !)арама-!)арши элемент мав
жуд. 

< а, +, О> группаНИIIГ ихтиёрий а ва Ь элементлари 
учун а + Ь = Ь + а булгани сабабли < а, +, О> алгебра 
коммутатив группа булади. 

к.ушиш амалига Нllсбата н !)аралаётган бундай группалар 
аддumuв ГРУГlпа,1ар деб аталади. 

4- т а ъ риф. < а, Т, • > группанинг бирор М !)ИСМ 
туплами < а, Т, • > даги алгебраик амалга нисбатан груп
па ташкил этса, М га < а, Т, • > группанинг !)IIСМ груп
па си деЙилади. 

Теорема. < а, Т, • > груnnанинг I)UCM mуnламu 
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< о. Т. • > да ~иCM группа mашкuл эmuшu УЧУIl ~yйи
даги ИККlImа шарm бажаРUЛllШ/t зарур еа еmарлu: 

1. h Т h' Е М (V h. h' Е М); 
2. VhEM=>h-'ЕМ 

(М нинг исталган h элементига тескари булган h-' элемент 
>\ам М га тегишли). 

И с б от и. М туплам группа булса. М с < о. т .• > 
Юl\оридаги иккита шарт албатта бажарилади. 

Фараз l\илаЙлик. Ю1\оридаги иккита шарт бажарилсин. У 
>\олдаVhЕ<G. Т. *>учун hth-'ЕМ БУлади. Мс<О. 
Т •• > булга ни учун lIсталгаlr h. h'. h" Е М лар учун 
h Т (h' Т h") = (h Т h') Т h" тенглик бажарилади. Демак. 
М группа. < О. Т, ,> группанинг l\ИСМ группалари туп
лами буш туплам эмас. чунки < О. т .• > нинг узи ва 
унинг БИР,1ИК (нейтрал) элементидан тузилган {е} группа
лар < О. т .• > учу н l\ИСМ группа булади. 

Мисоллар. 
1. Барча бутун сонлар туплами Z нннг элементлари учун 

l\УШИШ амали аНИl\ланганлиги сабабли бу тупламда аддитив 
группанинг барча аксиомалари бажарилади. Нейтрал элемент 
О. а учун симметрнк элемент (- а) дан иборат. Шунинг 
учун < z, + > аддитив группадир. 

2. < z, > группа булмайди, ЧУНЮI < Z. > алгебра 
учу н группанинг lаърифидаги З-аксиома бажарилмаЙди. Дар
>\а1\И1\ат, а"", ± 1 булганда а-' ~ Z. 

3. Q - барча рационал сонлар туплами булганда < Q. 
+ > а.lГебра аддитив группа булади. 

4. < Q. > алгебра группа булмаЙди. чунки бу алгебра 
учу н а = О бу лганда группанинг таърифидаги з- аксиома ба
жари.1маЙди. 

5. < Q"-{O}, > алгебра мультипликатив группа булади. 
6. < Q"-{O}, + > алгебра группа булмайди, чунки бу 

алгебрада аддитиcl группанинг таърифидаги 2- аксиома бажа
рилмаЙди. 

МаШ~Jlар 

К;уйидаги тупламлар уларда ани~ланган алгеб
раик амалларга нисбатан группа >\осил ~ИЛИШ-I\илмас

лигиии аНИl\ланг: 

1. а) йуналиши бир хил булган векторлар туплами 
векторларни I\УШИШ амалига нисбатан; 

б) фазода ихтиёрий йуна,шшдаги векторлар туп
лами векторларни I\УШИШ амалига нисбатан; 
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в) барча жуфт сонлар туплами I)УШИШ амалига нис
батан; 

г) {I,-l} туплам купайтириш амалига lIиебатан; 
д) барча J\аI\ИI)ИЙ сонлар туплами I)УШИШ ёки КУ

пайтириш амалига нисбатан; 

е) а + Ь 1/3 (а = ь * О, V а, Ь Е Q) КУРИНlШJДаги еонлар 
т5'плаМИIIИНГ купайтириш амалига ниебатаll Абель группаси 
ЭКЗIмигИни lIебот.,анг. 

2. О IIYI\Ta атрофида бажарилгаII барча фазовий 
буриmJшлар туплами бурилишларни купайтиришга нис
батан коммутатив булмаган группа ташкил I\ИЛИШИНИ 

иеботланг. 

25- §. ГР;VППДНИНГ СОДДД ХОССДЛДРИ 

1- хосса. Иеталган группада lIейтрал элемент бир 
l)ийыаТЛII усулда аНИl)ланади ва группаНИIIГ иеталгаи 
элементи учу н ЯГОllа теекари (еимметрик) э,~емент мав
жуд б5'лади (иеботланг, 21- § га l)apaHr). 

2- хосса. Х;ар I)андай МУ,lЫИПЛИI(аТИIl группада булиш 
муноеабати урИIИИ, яъни иетащан а ва Ь элемеlIтлар учун 
шундай х Ба у элементлар топилаДИI<И, улар учун а· х = Ь 
ва у. а = Ь тенг ла,!Злар ягона ечимларга эга БУлади. 

И е б от и. а· х = Ь теНГJlамаllИ чапдзн а- 1 га купайтир
сак, бир томондан а-I (ах) = (а- I а) х = ех = х, ИI<КИНЧИ 
томондан эса а- 1 (ах) = а-I Ь ларга эга БУламиз. Бу икки 
муносабат х = а- I Ь будандаГИllа УРИIIЛИДИР. х = а- I Ь эле
мент а· х=Ь тенгламанинг ечими булади. Х;аI)ИI\атан, а (a-1b)= 
= (aa- I ) Ь = е·Ь = Ь, а- I Ь ечим а·х = Ь тенглама учун 
ягона ечим БУлади. Агар бирор с J\aM а·х = Ь IIИНГ ечими 
булеа, у J\олда с=а-I Ь булади. Х;аI\ИI\атан, c=ec=(a-1a) с= 
= а-I (ас) = а-I Ь, с = а- I Ь БУлади. 

Худди шу усулда у·а=Ь тенгламанинг y=ba-' дан 
иборатлигига бевоеита Юl)оридаги уеулда текшириш 
йули билан ишонч J\оеил I)ИЛИШ мумкин. 

3- хосса. Иеталган группада элементларни чап ва 
унг томондан I)иеl)артириш I)ОНУНИ уринли (иеботланг, 
21- § га l)apaHr). 

4- хосса. Группанинг а- I элементига тескари эле
мент а нинг узидан иборат. 

И е б о т и. а-' га теекари элеменТfIИ (a- I )-] дееак, груп
па таърифидаги 3- акеиомага биноан (a- I ) (а-]Г 1 = е була
ди. 1- хоееанинг ИКI<ИНЧИ I\иемига аеоеан a- I . а = е. Охирги 
икки тенгликдан а-- I (а-1Г 1 = а-'·а. Х;оеил булган тенг-
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ЛИКl<а унгдан I\ищартириш I\ОНУН"НИ I\улласаl<, (а-)Г) = а 
КeJ1иб ЧИl\ади. 

Шундай I\lIлиб а· Ь = е булганда а l3а Ь лар бир-би
рига тескарн элементлар БУЛllБ, бу ерда a=b- 1 ва 
Ь = а- I бу.1ар экан. 

Э с л а т м а. Агар I\аралаётган бllнар алгебраик 
амал I\УШИШ амалидан иборат булса, аддитив группада 
ягона ноль элемент (1- хосса), )\ар бир х элемент учун 
ягона I\арама-I\арши (-х) элемент (1- хоссанинг 
ИКI<ИНЧИ I\ИСМИ) мавжуд, н ",(онт мазкур группада 
а+х=Ь тенглама (2- хосеа) ягона x=b-а еЧlIмга эга 
БУлади. 

5- хосса. <G,',-I> группанинг ихтиёрий n та эле
менти шу группада аНИl\ланган алгебраик амалга ние
батан аееоциатив булади. 

И е б о т и. Иеботни купайтириш амалига ниебатан 
олиб борамиз. Бунинг учун математик индукцня при н
ципидан фоЙдаланамиз. 1) n=1,2 булганда иеботнннг 
)\ожати ЙУI\. n=3 )\ол эса 2- акеиомада бернлган. 2) Фа
раз I\илайлик, таеДНI\ n=k учун рост булеин, яъни n та 
купаювчининг купайтмаеи I\авеларнинг I\УЙИЛИШ тарти
бига БОFЛИI\ БУлмасин. Унда U1, а2' ., а" элементларку-

" пайтмасини I\ищача П а; куринишда ёэа оламиэ. а), а2 , ••• , а", 
i=l 

а"+1 та элементнинг I\андайдир I\авеларга БОFЛИI\ булган куппйт_ 
маеини а деб белгилаЙмиз. n + 1 та элемент купайтмаеИIIИ )\ар 
бир I\аведа n дан ОРТИI\ булмаган купайтувчилар купайтмаеи шак
лида (индуктив фаразимизга биноан) ёза О.lамиз, яъни а = (а) . 
·а2 х . . ak)·ak+l • . а"·а,,+1 булиб, бу ерда натижа I\авеларга 

k "+1 
боFЛИI\ булмагани туфайли охирги купайтмани а = П а; . П а; 

i=1 i=k+1 
"+1 

ОРl\аЛII белгилзЙ,шз. П а; купайтмаД1 [<упзйтувчилар еони 
i=k+1 

n дан капа эмзс. Демак, бу КУПJЙТЩНИ 
"+1 
П ai = 

i=k+1 
п' 

.([! а;) а,,+1 курннишда ёза оламиз. Энди асеоциативлик 
'~k+1 

k " 
I\ОНУIIНШI УЧТJ элемент, яыш. П ai . П ai~ ва а"+1 ларга I\УЛ-

,=1 l=k+1 



k n k 11 

лаЙмиз. У J\О"1Да а =п а, «. п ai) аn +]) = ([] й; П аi)ач . ,=. ,='+] ,~] ,=k+] 
• n 

J\ОСИЛ булади. Яна индукция принципига биноан П а, П й; = 
<=] i=k+] 

n 
= П а/ J\ОСИЛ I\илиниб, J\ap биридаги купайтувчилар сони n 

i=1 
n n+ 1 

дан ортИI, булмагани учун а = (П ai ) а,,+] = П ai га зга 
i=1 i=1 

буламиз. 
., О. Е G элементларнинг a l · О, а, 
булга н элемент о;;] а,l al"] була-

б- хосса. а], а2 , 

купайтмасига тескари 

ди. 

)\аI\Иl\атан, 

(а]·а2 a,)·(a;;]·a;;~] .а,]·а)])= 

= (al ·a2 . a'_I)·(a,·a;;I)·(a;;~] a21.a,l) = 
= (al ·a2 . a,_I) е.(а;;!. a21.a)l) = (al ·a2 . а'_2) Х 

Х (a,_I-а:~-~IНа;;~2· . a21.0)1) = (a l ·02 . ak_Z)X 

х e.(0;;~2 . . a2··a)l) = 

(а l • а2 • а.) (а;; 1 

=al·al"l = е. 

. a21.al"]) = е. 

Шундай I\илиб, (al · а2 • а.Г1 = а;;1 . а2• . al"l БУлади. 
Хусусий J\олда (а·ЬГ1 = b-1 ·a-1

• 

7-хосса. а·а .. а купайтмани а" куринишда ёзиб. уни ------n 
а злементнинг n- даражаси деб юритамиз. Шунингдек. 
а-1 . а- 1 . а-1 = (a-I)n ни (a-I )" = а-n ОРl\али ёзамиз. Бу 

J\олда а-1 нинг n- даражасига эга БУламиз. Энди уа Е < О. 
Т, • > учун аО = е (а *" О) деб I\абул I\иламиз. Демак. 
< О, Т, • > группанинг ихтиёрий элементининг исталган бу
тун даражаси яна < О, Т •• > нинг элементиии ифода
лаЙди. 

к.уЙидаги тенгликларни исботлаш осон: ат·а" =ат+n • 
(ат)" = атn . Бунда т па n исталган бутун сонлар. Фаl\ат 
урин алмашинувчи а ва Ь элементлар учунгина (а·Ь)" = а" Ь " 
дир (исботланг). а" ва а-" лар уэаро тескари элементлардир. 
чунки 
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а"'а-" = аn+(-П) =аО = е, а"'·а-n = е. 

Элементларининг сони чекли булган группага чекли груп
па па элементларининг сони чексиз куп булга н группага 
чексиз группа дейиладио Группа элементлари СОНl'га бу груп
панинг тартиби деб айтиладио Аддитиа группада n та эле-

n 

ментнинг йигиндиси Х 1 + Х2 + 0+ Х, = ~ Xk ОРl)али беJl
k=1 

n т т+n 

гиланадио Бу ерда ~ Xk + ~ X k+n = ~ Xk умумлашган 
k~1 k~1 k=1 

ассоциатив I)ОНУНИ УРИН'nИ булиб, унинг 'IaM исботи индук
ция методи асосида олиб бориладио 

n 

Агар ~ Xk ЙИFиндида барча "ушилув чилар узаро тенг 
k=1 

булса, уни Х + Х + + Х = nх ОРl)али ёззмизо Бу ерда 
шуни аЛО'lида таъкидлаш лозимки, куп 'Iолларда n сони "а
ралаётган группа га тегишли бу лмаслиги мумкин о nх элемент 
одатда Х нинг n карралиси деб юритиладио 

Яна "уйидаги тенгликлар УРiiНЛИ булади: 
1) nх+mх=(n+m) Х; 
2) т (nх) = mnх; 
З) mх-nх = (m-n) х 
(исботланг)о 

26- §о ХЛЛ~Л ВЛ УНИНГ СОДДЛ ХОССЛЛЛРИ 

Биз сГруппалар» назаринсн билан танишганимизда о 
царалаётган туплам элементлари учуи битта бинар ва 
битта унар алгебраик амаллар уринли ЭДИо Энди буш 
булмаган R туплам элементлари учун иккита бинар 
алгебраик амал (биз уларни I)ИСl)ача «купайтириш» ва 
«I)УШИШ» деб юритамиз) Ба битта унар алгебраик амал 
(иста,~ган а элемент учун симметрик булган элемент
нинг маБЖУДЛИГИ) уринли деб I)араймизо 

1- т а ъ р и фо R тупламнинг элементлари учун икки
та БИllар алгебраик амал, нъни «+» Ба со» амаллари 

аНИI<,лаllГан БУ.nиБ, бу тупламда I)уйидаги а к с и о м а
л а р бажари.nса, у 'Iолда '<R+, о> алгебра ярим 'Iал
"а деliИлади: 

1) а + (Ь + с) = (а + Ь) + с C'rf а, Ь, с Е R); 
2)а+Ь=Ь+а ('rfa,bER); 
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3) (а + х = Ь + х) '*" (а = Ь) 1\ (х + а = х + Ь) '*" (а = Ь) 
("1 а, Ь, xER); 

4) а·(ь·с)=(а·Ь)·с (va,b,cER); 
5) (а + Ь) с = ас + Ьс, с (а + Ь) = са + сЬ ("1 а, Ь, cER). 
Агар Юl\оридаги аксиомалар билан биргаликда аЬ = 

= Ьа ("1 а, Ь Е R) БУ.ncа, у J\олда R ярим J\аЛl\а коммутатив 
деЙилади. R туплам чекли бушанда R ярим J\аю\а J\ЮI чек
ли деб юритилади. 

R тупламнинг исталган а элементи УЧУ Н а+О=О+а=а 
БУ.nc а, О элементга R ryплаМIIИНГ НОЛЬ элементи, "1 а Е R 
учун ае = а ва еа = а булса, е элементга R ярим J\аЛl\а
нинг бирлик элементи деЙилади. 

N = {I, 2, 3, ., n, .} туплам учун тузишан < N, 
+, > алгебра натурал сонлаРНIIНГ ЯРИ~I J\аЛl\аси БУлали. 
Бу ярим Х,аЛl\а бирлик элементга эга бу лган КО~lмутатив 
ярим J\аЛl\адир. 

2-таъриф. <N, +., < >алгебраик системага нату
рал сонлар системаси деЙилади. 

Э с л а т м а. Куп J\олларда натурал сонлар туплами си
фвтида No = {О, 1, 2, . , n, } туплам I\аралади. 
Маз кур туплам I\УШИШ ва купайтириш амалларига нисбатан 
ноль ва бирлик элементларга эга. Юl\орида куриб утганимиз
дек N о = N U {О} тупламда I\УШИШ Аа купайтириш амалла
ри аНИl\ланган ва ягонадир. Мазкур амаллар коммутатив ва 
ассоциатив. Купайтириш амали I\УШИШ амалига нисбатан 
дистрибутиедир. 

3- т а ъ риф. Агар R туплам купайтнриш ва I\УШИШ амал
ларига нисбатан ёП111\ булиб, l\уйидаги шартлар бажари.ncа, 
яъни 

1) <R, + >-аддитив группа; 
2) < R, > - ярим группа; 
3) купайтириш амали I\УШИШ амалига нисбаlан дистрибу

тив, яъни 

а(Ь + с) = аЬ+ас, (Ь + с)а = Ь~+ са' :(V~':b, с Е R), 

бу.ncа, у J\олда < R, +, > система :{ал~а деЙилади. 
Агар Юl\оридаги шартлар билан биргаликда яна 
4) аЬ = Ьа(V а, Ь Е R) бу.ncа, у J\олда < R, +, > 

система коммутатив J\аЛl\а деЙилади. 
Исталган R J\аЛl\а элементлари учун аН1щланган купайти

ришнинг айиришга нисбатан дистрибутивлик I\ОНУI1И J\aM ба
жаРlfлади, яыIи а (Ь - с) = аЬ - ас, (Ь - с) а = Ьа - са лар 
уринли булади. х,аl\Иl\атан, с + (Ь - с) = Ь тенгликнинг ик
кала томонини чапдан а га купайтирсак, ас + а (Ь - с) = аЬ 

80 



'(оеил БУлади. Охирги тенгликнинг иккала томонига - ас 
элементни I\ушсак, а (Ь - с) = аЬ - ас '(ОСИЛ булади. 

Энди '(аЛl\анинг таърифидан келиб ЧИl\адиган баъэи бир 
еодда хоссалар билан танишиб УТ<IМИЗ: 

10 R х.аЛl\а аддитив группа булга!!и учун у ягона ноль 
элементга ва '(ар бир элемент учун - а ОРl\али бещиланув
чи ягона l\apaM<I-l\арши элементга эга. R '(аЛl\ада а + х = Ь 
тенг лама ягона ечимга эга (21- § га l\apaHr). 

20. Учта элементни I\ушишдаги уринли булган асеоциатив
лик I\ОНУНИНИ иеталган n та элемент учун ёзиш мумкин, 
яъни 

k 

a1 +a2 + +ak=,Ia; (1) 
;=1 

ЙИFИНДИ I\андайдир I\авелар ОРl\али езилган булса, 6у 
ЙИFИНДИ I\авеларнннг I\УЙНЛИШ тартибнга БОFЛИI\ эмае. 

30. Агар а 1 = а2 = = а, = а булеа, (1) ЙИFИНДИНИ 

а элементнинг n карралиеи куринишида I\уйидагича езиш 
мумкин: па = а + а +. + а. 

n 
Бундан фойдаланиб, па + та ЙИFИНДИ па + та = 

=а + а + ... + а + а + а + ... + а=а + а + ... +а= 
-----~----- ----- ------------n т n+т 

= (n + т) а, па + та = (n + т) а куринишда еэилади. па 
купайтмани '(аЛl\анинг иккита элементи купайтмаси деб I\a
раш мумкин эмас. 

Агар R '(аЛl\а бирлик е элементга эга, яъни "t а Е R, 
з:е Е R, а· е = а бужа, у '(олда па = n (еа) = n еа теиглик 
бажарилгани сабабли, nе Е R булади. 

40. а га l\apaMa- I\арши булга н - а элементнинг n кар-
ралнен (-~ (- а) + + (- ~ = (- n)а = -па бу-

n 
ладн. (n + т) а = па + та теllГ ликдан т = - n булганда 
(n+(-n»а=(n-n)а=nа-nа=О элемент '(ам '(оеил 
I\илинадн, яъни О·а = О тенглик доимо уриилн. 

Бнз охирги тенгликни '(оеил I\илишда а га '(еч l\aH
дай шарт I\УЙмаднк. 

4-таърнф. а"" О, Ь".,О булганда а·Ь=О булса, а Da 
Ь лар нолнuнг бgлувчuларu деЙилади. 

Бу тушунчалардан I\уйидагинн ёза оламиэ: нолнинг 
булувчнсига эга булмаган '(аЛl\ада купайтманннг нолга 
тенг булншн учун купайтувчнлардан камнда биттаси 
нолга тенг булнши зарур. 

6-2572 81 



Лекин бу таедии;нинг теекариеи умуман ТУFрИ эмае. 
яъни купайтуачиларнинг бирортаеи ~aM нолга тенг бул
маганда. купайтма нолга тенг булиши мумкин. 

Миеол. (-1; 1) оралии;да узлукеиз булган функ
циялар туплами и;ушиш аа купайтириш амалига ниеба
тан ~али;а булади (текшириб куринг) . Биз мазкур 
функциялардан иккитаеини I,уйидаги уеулда оламиз: 

t(x) = {Х. агар х > о. 
О. агар х .;;;; О; 

( ) _ {О. агар х > О. 
<р х - х. агар х .;;;; о. 

Уз-узидан маълумки. бу функцияларнинг ~ap бири 
иолдан фари;ли. леки н уларнинг купайтмаеи ,(х) Х 
х<р(х) =0 БУлади. 

К)и;оридаги миеолга биноан ~али;а нолнинг булуачи
JIарига эга булар экан. 

27-§. ~ИСМ ХА.Л~А. ВА. ХА.Л~А. ХА.РА.КТЕРИСТИКА.СИ 

1- т а ъ риф. R ~али;анинг бирор М и;ием туплами 
R да ании;ланган иккита бинар алгебраик амалга ние
батан ~али;а таш кил этеа. М туплам R ~али;анинг ~иCM 
;lfал/{асu деЙилади. 

Маеалан. барча жуфт еонлар туплами барча бутун 
сонлар ~али;аеининг и;ием ~али;аеи булгани ~олда. бар
ча буту н еонлар ~али;аеи уз навбатида барча рационал 
сонлар ~али;аеининг и;ием ~али;аеи булади. 

~уйидаги теорема R ~али;ада бирор М и;ием туплам
нин г ~али;а таш кил и;илиш ёки и;илмаелигини ании;лаш
да му~им роль УЙнаЙди. 
Теорема. R ~али;анинг бирор буш булмаган М и;ием 

.тУплами ~али;а булиши учун бу туплам ихтиёрий а аа Ь 
элементлар билан биргаликда уларнинг ЙИFиндиеи. 
айирмаеи аа купайтмаеини узида еаI\лаши зарур ва 
етарли. 

И е боти. Ета р л и л и г и. М ~али;а булеин. М да теоре
мадагн шартлар бажарилади ва М с: R булгани учун М I,ием 
~али;а БУлади. 

Зарурлигн. Фараз I\илаЙлик. 'r;f а. Ь Е М булганда 
а+ЬЕМ. а-ЬЕМ ва а·ЬЕМ БУлсин. М нинг I,ИС.VI 
1\али;а эканлигини кУрсатаr~из. Шундзй и;илиб. М да июшта 
бинар алгебраик амал аНИI\ланган. Энди М нинг аДДИТIШ 
группа экаНЛlIГН:iИ кУрсата.VIИЭ. БуюlНГ учун М да 
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а+х=Ь (1) 
тенглз;!анинг ягона ечимга зга эканлигини куреатиш кифоЯ. 

Теорема шартидан а Е М, Ь Е М=;- Ь -а = с Е М Ба R туп
ламда аНИI\,1анган айириш амалининг хоееасига аеосан а + 
+ (Ь -а) = Ь ёки а + с = Ь тенгликлар уринли БУлади. Бу 
ерда с = Ь - а. Бу эеа (1) тенг ламанинг ечимидир. Демак, 
М туплам R J\аЛl\анинг I<;ием J\аЛl\аеи Эl(ан. ХаЛl\анинг таъри
фига кура бу ечим ягона. 

Эелатма. а+ Ь = а-(-Ь) булгани учун теоремадаги 
биринчи шартни, яъни а + Ь Е М шзртни олмаедан, I\олгаи 
иккита шарт билан чекланеак J\aM М I\ием J\аЛl\а БУлади. 

Иеталган R J\аЛl\а УЧУН {О} Ба R J\алI<;ЗНННГ узи I\ием 
J\аЛl\алар БУлади. Бу I\ИСМ J\аЛl\алар, одатда R J\аЛI\ЗНИНГ хое 
I\ием i<;ЗJщзлари деб юритилади. Шундай I\илиб, истзлган R 
J\аЛl\а УЧУН I\ИСМ J\ЗЛl\алзр туплами буш БУлмаЙди. 

Энди J\аЛl\а хаРЗl(теристикаеи туrриеида суз юритамиз. 
Фараз I\илайлик, R бирлик элементга зга булган J\аЛl\а бул

син. Биз уз олдимизга бирлик е"", О злементни уз ичига 
олувчи ва R НИН Г бирлик элементини уз ичига олувчи барча 
I\ИСМ J\аЛl\алзри учун i<;aM I\ИСМ J\аЛl\а буладиган, яъни знг 
кичик I\ИСМ J\ЗЛl\ани тоnиш вазифасини I\УЯМИЗ. Бу I\ием 
J\аЛl\а узида е ни l!Чига олгани учун У - е ни J\aM уз ичига 
олади. У J\олда nе = е + е + .. + е Ба - nе = 

n 
= (-е) + (-е) + + (-е) лар J\aM мазкур J\аЛl\ага те-

11 

гишли БУлади. Сунгра nе -те = (n-т)е, (nе)·(те) = nте 
булгани учун е злементнинг бутун карралилари туплами яна 
J\аЛl\а БУлади. Агар биз бу I\ИСМ J\аЛl<;ани R1 десак, У R 
J\аЛl\адаги е бирлик элементни уз ичига олган энг кичик 
I<;ИСМ J\аЛl\а булади. Бу ерда икки J\ОЛ булиши мумкин: 

а) n "'" О булганда nе "'" О; 
б) n "'" О булганда nе = О. 
n Е N булиб, натурал еонларнинг исташан I\исм:туплами 

доимо энг кичик элементга эга булганидан б) шартни "а
ноатлантирувчи энг I(ичик m сони тоnилади. 

2-таъриф. Агар т"",О да те"",О бужа, R1 J\аЛl\а 
ноль характеристикали, т "'" О да те = Обулса, R1 га т 
характерuстuкалu "аЛ'1а деЙилади. 

Сонли J\аЛl<;а.~арнинг барчаси ноль характеристикали J\ал

I\адир. 

Миеоллар. 1. {a+bVp} туплам коммутатив J\аЛI<;З 
булади (бу ерда р - туб сон, а, Ь Е Z). 
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)\аI\Иl\атан. а) а,. а •. Ь,. Ь. Е Z 6улганда 

(а, + Ь, ур) (а. + Ь. У:О> = (а,а. + Ь,Ь. р) + (а'Ь2 + 

+ а.Ь,) У:; = а' -1- Ь' V:; 
6улиб. бу ерда 

а' = а,а2 + Ь,Ь.р. Ь' = а,Ь. + а.Ь,. Ь' Е Z; 

б) (а, + Ь, ур) - (а2 + Ь. ур) = (a1-a.)+ (Ь,-Ь,) -VP 
= с + d Ур; бу ерда с = а, - а.. d = Ь, - Ь.. c.d Е Z. 
Демак. {а + Ь уР, а. Ь Е Z} - J\UЛl,\а. 

2. R J\аЛl\анинг ихтиёрий иккита хосмас l\ИСМ J\аЛl\алари 
(агар шундайлари мавжуд булса) кесишмаси яна R учун 
хосмас I\ИСМ J\аЛl\а эканлигини исботлаиг. 

3. к.уЙидаги J\аЛl\ани курамиз: барча бутун еонларни 
I\андайдир т> О сонга БУлнБ. уларни J\оеил булган I\ОЛ
ДИl\лар буйича эквивалентлик еинфларга ажратамиэ. яъни 
иккита а ва Ь бутуи еоиларии т га булганда J\оеил булган 
I\ОЛДИl\лар бир хил булганда ва фаl\ат шундагина улар уз
аро эквивалент деб ЮРlIтилади. Бу синфлар Со. C1 • • Cm _ 1 
булеин. Унда Z/(m) = {Со' Ср • Сn_ Р • Cm _ l } еllНф
лар туплами J\ОСИЛ I\илиниб. бу ерда С• = {mq + k} кури

нишга эга. Энди Z/(m) тупламдаги иккита элементни I\УШИШ 
ва купайтириш I\оидаларини I\уйидагича киритамиз: 

_ { СНР' агар k + р < m, 
Ck+Cp - Cd • агар k+p;;.m, k+p=mqJ+d булса; 

С {СОР ' агар kp < т; 
Ck • р = С/. агар kp;;. m, kp = mq + t БУлса. 

Бу амалларнинг бир I\ийматли па бажарилувчан эканлиги 
КУРИНllб турибди. Шунинг учун Z/(m) коммутатив J\аЛl\а бу
лади. k<m булганда С"С1 =С• эканлигидан С1 бу J\аЛl\а 
учун бирлик элементдир. Бундан таШl\ари тС, = Сm = Со 
экаилигига бииоаи бу J\аЛl\а т характеристикали J\аЛl\ага ми
сол БУлади. М = {(а; Ь) I а. Ь Е Z} туплам учун I\УШИШ на 
купайтириш амалларини l\уйидагича киритинг: 

1) (а; Ь)+(с; d) =(а+с; b+d); 
2) (а; Ь)·(с; d) = (а·с; b·d). 

к.уЙидагиларни исботланг: 
1. М туплам - J\аЛl\а булади. 

84 



2. А = {(а; О)/а Е Z} ва В = {(О; b)jb Е Z}лар М нинr 
I\ИСМ х.а,ll<.алаРI1 бу.1ади. 

3. М х.аЛl\а нолнинг булувчнларига эга. 
4. М, А ва В ларнинг бирлик элемеllтлари устма- уст 

тушмаЙДII. 

28- §. ГОl\\ОМОРФ БА изоморф х,АЛI(АЛАР 

Иккита буш булмаган R IJЗ R' тупламлар б\ерилган б9-
либ, удардан бириичиси (+) ва (-) амалларига иисбатан, 
иккинчиси эса ЕВ Ба 0 амалларига нисбатаи х.аЛl\а ташкил 
этсин. Биз бу х.аЛ1\а,lарни х.ам мое равишда R lIа R' деб 
белги.lаЙ~IИЗ. 

1- т а ъ риф. Агар шундай 'Р: R ...... R' акслантириш учу" 
I\уйидаги и!{кита шарт б"жарилса, я ъни 

q> (а + Ь) = ер (а) $ ер (Ь) ('rf а, Ь Е R); 

ер (а· Ь) = ер (о) 0 q> (Ь) ('rf а, Ь Е R) 

теНГЛИI(,lар )'рИlIЛИ бу.lса, у ~х.олда R х.аЛl\а R' х.аЛl\ага го
мо"юрф деЙнлади. 

ер: R ....... R' акслаllтиришда R нннг барча элементлари об
разини ер (R) ОРl\али беЛГИ.lаЙмиэ. ер (R) с R' т9пл"м одатда 
ер: R ...... R' ГОМОМОРфЛИЮiИнг образи деб юритилади. к.уЙида
ги теорема УРИIIЛИ: 

1- теорема. R )(аЛl(а R' )(аЛl(ага гОМОАIOРф аксланган
да, яъни ер: R ....... R' булеа, 

1) R нинг ноль элеАlентll R' нинг ноль 8леАlентига; 
2) R даги ихтшрий а элементга I(ара.иа-I(арши булган 

-а эле",енm R' даги а-1 га I(apa.lla-I(apu/U булган (_а)-l 
злементга; 

3) агар R )(аЛl(а е бирлик элещнтга зга б[Jлса, бу эле
мент R' нинг е' бирлик элементига аксланади. 

ф -

Исботи. 1) Rэа ....... аЕR' бужин. У х.олда R х.аЛl\ада 
ноль элемент маВЖУДШlгидан а + О = а БУлади. Лекии R 
>\ам х.аЛl\а булгани учун унда а + х = Ь тенглама ягона 
ечимга зга. Демак, R' да 

аЕВu=а ( 1) 

тенглама х.ам лгона еЧlIмга зга. (1) тенгламани l\aJюатланти
РУВЧh ечим R' х.аЛl\а учун НОЛЬ элемент булади. )\аI\Иl\атан. 
а + О = а тенгликка ер акслаНТИРИШНII татБИI\ этсак, 'Р(а + 
+ О) = ер (а) х,осил БУлади. Лекин ер (а) = а х.амда q> (а + 
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+ О) = ер (а) Е!Э ер (О) = ер (а) БУ.lганлнгидан ер (О) = О БУлади. 
Еиз бундан еунг ii ни о деб белгилаЙ~из. 

2) Энди - а Е R элемеитнинг - а га аксланишнни кур
сатамиз: -а+а=О учун ер(-а+ а) = ер (-а) Ее ер (а) = 

= О ёки - а + а = о Е R' 
3) Агар R бирлик элементга эга булеа, ер (а· е) = ер (а) О 

оер(е), а·е=а J<;aMдa <р(а·е)=<р(а)=а шартларга аеосан 
а о ё = а булиб, е бирлик элементднр. 

2- теорема. Исmaлгаn !(аЛl(аnuнг го,ио",юрфлuк образu 
яна !(аЛl(а буладu. 

Иеботи. Фараз ~илайлик, R J\аЛl\а булиб, R' да икки 
бинар алгебраик амал аНИl\ланган булеин. Теорема шаРТИI'а 

кура R нинг J<;ap бир а элементига R' нинг I<;андайдир а эле
менти мое келади, яъни шундай q> акелантириш натижаеида 

<р (а) = а БУлади. R' нинг J<;аЛl\а эканлигини куреатиш учун 
ундан ~андайдир а, 6 ва ё э.lемеllтларни олиб, улар учун 
J<;аЛI<;анинг барча аксиомалари )'риили эканлигини курсатамиз. 
Биз шулардан I\уйидаги иккитаеини куреатамиэ: 

1. а о (6 ЕВ ё) = а о Б Ее а о ё Урин.1И булади. Х;аI\Иl\атан, 
R J<;аЛl\а булга ни учун а· (Ь + с) = а·Ь + а·с тенглик урин
ли. Бундан таШl\ари ср: R ....... R' акелантириш гомоморф аке
лантириш булганидан q> (а· (Ь + с)) = q> (аЬ + ас) тенг.~ИКНИНГ 
чал томони а о (ii Ее с) булиб, унг томон и эса а о Б Ее Б о ё 
ни беради. У J<;олда а о (ii Ее ё) = а ('; Б Ее а о ё. Демак, R' 
да купайтириш амали ~ушиш амаЛhга ниебатан дистрибутив 
экан. 

2. а Ее х = ь тенглама R' да ягона ечимга эга. Бунннг 
учун Ь ва а ларнинг Ь ва а аелилари учун а Ее х = Ь тенг
ламани ечиш кифоя. Сунгра q> гомоморфликка аеосан а-Ее 
ЕЕ!Х = Ь J<;ОСИ.1 булади ва унинг ечими а + х = Ь теиглама 
ечимининг Образидан иборатдир. 

3- т а ъ риф. R J<;ЗЛl\ани R' J<;аЛl\ага гомоморф акелаити
рувчи <р: R ...... R' акелантириш R иииг J\ap хил Э.1ементлари
ни R' ИИlJГ J<;ap хил элемеитларига утказса, яъни V а, Ь Е R 
учун а =1= Ь =*. QJ (а) "1= QJ (Ь) булеа, q> акс.lантириш R ии R' га 
uзоморф аксланmuрtш.l деЙилади. R J\аЛl\анинг R' га гомо
морфлиги R ~ R' ОРl\али, изоморфлиги эса R ~ R' ор~али 
белгиланади. 

Исталган изоморф акслантириш гомоморф акслаитириш 
булгани учун ср: R ...... R' иэоморф акслаитиришда Юl\орида 
келтирилган теоремалар уринли булади. 
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R х.ал~аJlИ уз- узига изоморф акслантириши R х.ал~анииг 
о.вmОАlОРфUЗМU деЙилади. 

Бундан таш~ари, агар !Р (R) с: R' булса,!р акслантириш 
ичига акслантирищ !р (R) = R' булганда эса устига гомоморф 
акслантириш деб юритилади. 

М и с о л. а, Ь Е Q булганда 0.+ Ь УЗ куринишдаги сон
лар туп.1амини Q r Уз] ор~али белгилаЙлик. У х.олда 
<Q [Уз], +, -, ,1> алгебра х.ал~а булади ва !р(а+ 
+ ь Уз) = а - Ь Уз акслантириш Q [VЗ] ·х.ал~ани уз· узи
нинг устига акслантирадн. Мазкур акслантириш тегишли эле
MeHT,lapllН I\УШНШ ва купайтиришда х.ам са~ланади. 

:Х;а~и~атан, агар х = 0.+ Ь УЗ, у = с + d Уз ·десак. 
!р (х) = а - Ь Vз. !р (у) = с - d Vз булади х.амда 

!р (х· У)=!Р [(а +ь Vз) (c+dV3)] = (ас - Зсd) -(ad+bc) VЗ; 

!р(х)<р (у) = (а -Ь V 3) (с -d VЗ), 
<р (х . у) = !р (х) . <р (у). 

!p~+~=!p~+bV3)+~+dV~=!p~+~+~+ 
+ d) V3)] = (а + с) -(Ь + d) V:3':= (а-Ь Vз>+ (с

- d V3) = <р (х) + <р (у), <р (х + у) =!р (х) + <р (у) 
тенгликлар уринлидир. 

Демак, !р акслантириш Q [VЗj х.ал~анинг автоморфизми
дан иборат экан. 

Маш~лар 

1. Z ~ Z/Im) экаН.1ИГИНИ курсатинг. 

2. а, Ь Е Q булганда {а + ь V2} ва {а + ь у'З} х.ал~а
лар изоморф буладими? 

3. Иккита чекли х.ал~а узаро изоморф булса, уларнинг 
элементлари сони ТУFрисида lIима дейиш мумкин? 

29· §. млАдон вл унинг соддл хосслллри 

1- т а ъ риф. Камида ИККIIта х.ар хил элементга эга бул
ган j' коммутатив х.ал~а элементлари учун а 9= О булганда 

81 



а·х =Ь (1) 

тенг лама ягона ечнмга эга бу леа, бундай х,аЛl\а майдоn 
деЙилади. 

Энди майдоннинг таърифидан келиб Ч~l\адиган баъзи бир 
содда х о с с а л а р билан танишиб Утамиз. 

1 о. Исталган майдон коммутатив х,аЛl\а булганидан ком
мутатив х,аЛl\анинг элементлари учун уринли булган барча хос
салар (исталган а Е 5' учун - а Е9' нинг маRЖУД ва лгоналиги, 
ягона ноль элементнинг мавжудлиги, n та элементни купайти
ришнинг ассоциатиплиги, а элемент учу н ± па каррали эле
ментларнинг мавжудлиги ва БОШl\алар) майдон элементлари 
учун х,ам бажарилади. 

20. Исталган 5' майдонда бирлик элемент мавжуд ва яго
надир (исботланг). 

30. 5' майдоннинг 1I0лдан фаРI\ЛИ иеталгаll а элементи 
учун тескари а-' элемент мавжуд ва ягонадир. И с б о т и. Майдон таърифидаги (1) тенг ликда Ь = е де
сак, ах = е булиб, х = а-' дир. а"* О учун тескари а-' 
элементнинг лгоналиги мулыипликатив группа элемеllТl' 

учу н ягона тескари элементнинг мавжудлигш!И исботлаш 
каби иеботланади (21- § га "аранг). 

40. Майдон НОЛI!ИНГ булувчиларига эга Э\lас. 
Исботи. Тескарисини фараз l\ила~IИЗ, лъни майдон нол

нин г булувчиларига эга булеин. Унда а "* О булганда 

ах=О (2) 

теНГ,1ама ечими х,ам нолдаll фаРI\ЛИ булиши керш(. (2) нинг 
иккала томонини чапдан а-' га купайтира~IИЗ: а-' ах = О=> 
-+-ех = О=>х = О. Бу эса (2) тенгламанинг нолмас ечимга 
эга эканлигига ЗIIДДИР. Демак, фаразимиз нотугри экан. 
Шундай I\илиб, майдон нолнинг бу.1увчиларнга эга эмас экан. 

:9" э- узндан маълумки, майдонда е =1= О, яыII� бирлик эле
мент НОЛи элемент билан устма- уст тушмаЙди. Лекин х,ал
I\аларда булгани каби майдонлар х,ам ноль оа р характе
ристикали булишн МУМКИII. 

Таъриф. Агар n Е N булгаllда nе=О тенглик х,ар I\ШI
дай n учун бажарилмаса, бундай майдон ноль характеристи
кали маЙДОII деЙилади. 

Агар n =1= О булганда nе = О бажарилеа, у х,ОЛДl Р = 
= min n деб белгилаймиз оа I\ара,lаётган маЙДОII р xapal<
теристикалн майдон деЙилади. 

Барча сонли майдонлар ноль характеРИСТНКЗЛlI булади. 
(Исбогланг.) Z/(2) майдон икки харзктерисгикали була;щ. 
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ЧУНКИ Z/(2) = { Со' С\} булиб, С\ =р О, лекин С\ + С\ = 2с\ = 
= Со дир. Бу майдон баъэан ОР(2) ОРl\али белгиланзди. 

Мисолла р. 

1. Рационал ва >\аI\ИI\ИЙ сонлар >\аЛl\аси майдон бу лади. 

2. а, Ь Е Q булганда {а + Ь V2j туплам майдон БУлади. 
Бунин г У'lУН С =р О, d =р О булганда (а + Ь V2j (С+ 

+ d У2)-l = т + n У2" э\(знлигини I<УРсатиш керак. Чунки 
{а + Ь У2} тупламнинг коммутатив >\аЛl\а ташкил этишлиги 
бизга маълум. х.аl\Иl\атан, 

(a+b·V2).(c+ dV25-1 = ~+ЬY~ = 
c+dV2 

= (а +ЬУ2)(с- dV2) = (ас-2М) +(bc-аd)V2 = т +n У2; 
(с + d У2) (с - d '(2) с'- 2d' 

(а+ЬУ2)(с+dУ2Г1 =m+ nУ2" 
.. ас - 2М Ьс - ad 

БУЛllБ, бу ерда т = С' _ 2d' ' n = С' -2d' -

3. Z/(2) ва Z/(Э) >\аЛl\алар майдон булади. 
Z/(З) нинг майдон эканлигини курсатамиз. М:ълумки, 

Z/(з) {Со' С р С2 } булиб, бу ерда элементларни I\УШИШ ва 
купайтириш l\уйидаГИ'lа аНИl\ланар эди: 

, + 1 со I С1 1 

I I I с, 
I I С2 I СО 
I I со I I 

I со I 1 С2 

~I СО I со I со 
I со -1 "1 I 

1 ~o '~ I С1 
Демак, С; + С ; Е Z/(з) ва С;'С, Е Z/(з) экан. Бу туплам

да ck·x=c.(k=l=O, е=О, 1, 2) тенгламадоимо ягона е'lИМ
га зга. 

4. Z/(4) = {Со' С" С2 ' СЗ } майдон булмайди, 'Iунки У нол
нинг БУЛУВ'Iиларига эга. Дар>\аl\Иl\ат, с. =р Со' .~екин с.· С. = 
=со · 

5. Коэффициентлари раЦИОllал СОllлардан иборат булган 
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{(х) = ао + а l х+а2х' + + аn_ 1 хn- I + а, х" 
куринишдаги кущадлар берилган булеин. Q майдонда ечим
га эга булмаган тенгламалар (масалан, х' + 1 = О) мавжуд 
булга ии учу н q> (х) = Ьо + b1x + Ь2х2 + + Ьnх" =1= О дея 

оламиз. Энди q> (х) =1= О булганда [ (х) куринишдаги Функция-
<р(Х) 

лар тупламини Q (х) деб белгилаЙмиз. Q (х) да I\УШИШ ва 
купайтириш ама,1ларини I\уйидагича киритамиз: 

1) [(х) + 1I>(х) = [(x)·h (х) + <р(х)·1/>(х) (q>(x) =1= О, h(x) =1= О), 
<р(х) h (х) q>(x)·h (х) 

2) i (х) 11> (х) = '(х) 11> (х) (q> (х) =1= О, h (х) =1= О). 
q> (х) h (х) q> (х) h (х) 

Дема к , [(х) + 11> (х) Е Q=(x), [(х) . ~ Е Q (х) экан. Q (х) 
q> (х) /1 (х) q> (х) h (х) 

да ",ар бир [(х) =1= О учун тес кари элемент мавжу д. 
/, (х) 

)\аI\Иl\атан, Ш. р (х) = g (х) нин г (d (х) =1= О, q> (х) '1= О, 
h (х) d (х) 

f (х) =1= О) иккала томонини q> (х) = (' (х) )-1 га купайтиреак, 
f (х) q> (х) 

р (х) = g(x)·q>(x) Е Q (х) эканлиги маълум БУлади. 
d (х)·' (х) 

Демак, Q (х) майдон экан. Бу майдон, одатда ниебатлар 
(рационал функциялар) майдони деб юритилади . .J..L\ tt 

МQ ~ МаШI\!Jlар~ ~: .~ 
~уйидаги тупламлар майдон ташкил I\иладими? 
1. Барча натурал еонлар тУплзми. 
2. а, Ь Е Q булганда а + Ь уз куринишдаги-еонлар туп

лами. 

3. р туб сон Ба а, Ь Е Z булгаllда барча а + Ь ур кури
нишдаги сонлар тУплами. 

4- Z/(P) = {O,l, 2, . ,p-I} туплам. Бу ерда r = О, 1, 
2, , р - I деганда бирор т Е Z сонни р сонга бу лиш-
дан ",осил булган I\ОЛДИI\НИ тушунамиз. 

30-§. '(нем МААдон 

1- т а ъ риф. t!' майдоннинг камида иккита ",ар хил эле
ментига эга булrан Q I\ИСМ туплами t!' да аНИl\лангаи I\УШИШ 
ва купайтириш амалларига нисбатан майдон таШКИJl этеа, Q га 
tI' нин г ~UCM майдонu (t!' да I\ием майдон) деЙилади. 
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Теорема. 8' майдоннинг камида иккита ~ap хил эле· 
ментига эга булган Q I\ИСМ туплами 8' да l\ием майдон ~o
СИЛ I\ИЛИШИ учун 

а) a-ЬЕQ, a·bEQ (Уа, bEQ);} 
б) а-I EQ (О *" а, YaEQ 

шартларнинг бажарнлнши эарур ва етарли. 

(1) 

Иеботи. 1. Q l\ием майдон булса, (1) шарт албатта 
бажарилади. 

2. (1) шарт бажарилган ~олда, Q нинг майдон ~оеил 
I\ИЛИШИНИ иеботJiаЙмиэ. 

а) шартга аеосан а Е Q булгани учу н а - а = О Е Q БУлиБ. 
Q да ноль элемент мавжуд. Яна шу а) шарт буйи'IЭ va Е Q, 
О - iI = - а Е Q дан Q да а га l\арама-l\арши элемент мав
жуд. Энди Уа, bEQ ни олсак, -ЬЕQ булганидан а
- (- Ь) = а + ь га келамиэ. Шундай l\илиб, У а, Ь Е Q 
учу н а + ь Е Q ва а· Ь Е Q, яъни Q туплам элементлари учун 
иккита бинар алгебраик амал аНИl\ланган. Q туплам 8' нинг 
l\ием туплами БУЛftБ, < Р, +, " О> коммутатив ~аЛl\а 
булга ни учун < Q, +, " О> алгебра < Р, +, О> 
нин г l\ием ~аЛl';аси булади. 

б) шартга мувоФИI\ v а Е Q (а *" О) учуп а- I Е Q булга_ 
нидан, яна а) га аеоеан, а· а-I 

= е Е Q кt'либ ЧИl\ади. На
тижада < Q, +, О > НИlIГ майдон зканлиги таеДИl\лана· 
ди. 

Х;ар бир 8' майдоп узининг l\ием майдони эканлиги рав
шан. Шу сабаб"~и 8' майданга шу 8' нин г хос I\ИСМ майдо
ни деЙмиз. tJ' дан фаРI\ЛИ ~ap бнр Q С 8' l\ием майдон хос
мае кием майдон деб аталади. 

ЭfЩИ I\уйидаги та ърифни берамиэ: 
2- т а ъ риф. Х;еч l\андай хоемае I\ием майдонга эга бул

маган майдонга "tuнuмал (ёки mуб) майдон деЙf'лади. 
Теорема. Исmалган 8' майдоннинг барча I\UCM май

донларu кссuшмасu мuнuмал I\U;M майдон бgладu. 
Иеботи. Фараз I\илайлик, 8' майдон k та tJ'1' 8'., ., 

8'k I\ИО\ майдонга зга булеин. Ал!JЗЛ 8'1 П8'. п· . n 8'k = 8" 
нинг I\ием майдан эканлигини курсатамиз. Кееишманинг таъ
рифига аеосан а Е tJ'; ва Ь Е tJ'; (i = а) булгандагина а Е 8" 
ва Ь Е tJ" БУлаДII. 8'; лар майдон булгани учу н а + Ь Е 8'; ва 
a,ЬEtJ'; (i = Т,k). Унда яна кееишманинг таърифига аеосан 
а + Ь Е 8" ва а· Ь Е tJ" БУлади. Бундан таШl\ари а Е 8' дан 
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а-I Е 5'; экаНJlигига аеосан, а- I Е /f' дир. Демак, 5" майдон 
экав. 

Энди $" IIИНГ туб майдон 5каНJlИГИВИ кУреатаМIIЗ. /i' Ilием 
майдон барча $'i (i = Т,"k) I\ием маЙДОВJlаРНИIIГ кееllшмаеи
дан иборат БУJlгани учун 5" s; 5'i Ба $" s; $' дир. 

Теекариеини фараз IIУJlаЙJlИК, яъни l\aIщайдир Q' ;.;ам 5' 
ниlIГ туб I\ием майдони булеив. У ;.;олда Q" = У'" n Q' майдон 
яна 5' нинг Ilием майдонларидаll БИРНIIИ таШI<ИJI этади Ба 
буерда Q" s;$" Ба Q" s;Q' дир. ЛеКИII /j" ва Q' лар $' I\ИIIГ туб 
I\ием майдонлари экаН,lигига БИflоаll охирги мувоеабатдан 
5" = Q' = Q" келиб ЧИl\ади. Теорема иебот БУлди. 

3- т а ъ риф. к.уЙидаги х о е е а JI а р г а эга булган Q туп-
лам га раЦlIонал сонлар .маЙдони деЙи.1ЗДИ: 

1) Z с Q, яыII� барчз БУТУII еОIl,lар Q да еаl\ланади; 
2) Q - ~\3ЙДОII; 
3) Z тупламдаги еонларни IIУШIIШ па купайтириш БИllар 

алгебраик а~шллар Q даги I\УШИШ Da купайтириш амаллари 
билаи уетма- уст тушади; 

4) Q -туб майдон. 
Q маЙДОННИIIГ элемеllтлари рационал сонлар деб аталади. 

Мактаб математика курсида\\ маълумки, исталга\\ рацио-

нал СОII ~ КУРШlИшга эга булиб, бунда 'if т, n Е z (n *" О) 
n 

БУлади. Рационал СОIIJlар I\уйидаги хоссаJlарга зга: 

1) .!!!... =.!!... (о} т/ = nk (n *" О, 1 *" О); 
n 1 

2) !!!..+.!!... = ml+nk 
n 1 пl 

(n *" О, 1 *" О); 
3) !!!.. • .!!...= ~ 

n 1 пl 
(n *" 0,1 *" О); 

4) .!'!.. :.!!... =.!!!!.... 
n 1 nk (n *" О, k =1= О, 1 *" О). 

т = ~ булгани учун Z С Q экаНJlИГИ кеJlиб ЧИl\ади. Биз 
t1 

буни таърифда ;.;ам ЭСJlатиб утганмиз. 
29· параграфда баён ЭТИJlган барча хоссаJlЗР раЦИОНЗJl 

сонлар майдони учун ;.;ам бзжаРИJlиб, Q нин г БИРJlИК эле
менти 1 дан, HOJlb ЭJlементи эса О дан иборатдир. О =1= а Е Q 
БУJlганда а·! = О теНГJlИК бажаРИJlмагаНJlИГИ учун Q ноль 
характеристикаJlИ майдо\\ БУJlЗДИ. 
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31-§. ТАРТИБЛАНГАН МАI'1ДОНЛАР 

Биз майдоннинг аксиоматик таърифини берганимиз
да унинг элементларига J(еч I\андай чекланишлар 
(шартлар) I\уймаган эдик. Ву элементлар учун фаl\ат
гина иккита БИllар алгебраик амал ва бир I\анча ак
сиомалар бажарилиши талаб I\илинар зди, холос. 

Энди майдонда мусбат элемент тушунчасини кири
тайлик. 

>- - тартиб муносабати БУлсин. 
Агар < А, +, " I > тартибланган майдоннинг а эле

менти учун а + а 9= а ва а + а >- а (а >- а + а) шартлар 
бажарилса, у "iолда а элементни шу майдоннинг мусбаm 
(манфuй) элешнmu деЙилади. 

I-таъриф. Агар Р' майдон элементлари учун мусбат 
булишлик хоссаси (биз бу хоссани >- О ОРl\али белгилаймиз) 
аНИl\ланган булиб, унинг учун I\уйидаги аксиома лар ба
жарилса, < Р, +, " О, 1, >- > =;: Р' системага mарmuблан
ган ,найдон дейилади: 

1) ti' майдоннинг исталган а элементи учун а >- О, а = О, 
- а >- О шартлардан фщатгина биттаси бажарилади; 

2) а>-Ь. b>-с('Vа, Ь, сЕР') булса, У >\олда а>-с 
булади; 

3) агар а >- О, Ь >- О булса, а + Ь >- О ва а· Ь >- О булади. 
2- т 11 Ъ риф. Агар - а >- О булса, а га маllфИЙ элемент 

деЙилади. 
3- т а ъ риф. а, Ь Е Р' НИlIГ а - Ь айирмаси мусбат булса, 

а элемент Ь элементдан каmmа дейилади ва а > Ь ОРl\али 
белгиланадн, бундай "iолда Ь элемент а дан КUЧUК деб юри
тиладн ['а у Ь < а ОРl\али ёзилади. 

Лгар а - Ь аЙИРМ1I манфий элементни ифодаласа, а эле
мент Ь элементдан кичик БУлади. Чунки буидай >\олда 
Ь - а = - (а - Ь) элемент мусбат булгани учу н Ь > а ёки 
а < Ь. а - Ь = О дан а = Ь булиши уз- узидан маълум. 

1- теорема. Тарmибланган майдоннинг а мусбаm эле
.менmи О дан каmmа аа манфий Ь элеменmи О дан кичик
дир. 

И с б о т и. а - О = а мусбат булгани учу н а > О. Шу
нингдек, О -Ь = -Ь нинг мусбатлигидан О -Ь > О ёки 
- Ь > О келиб ЧИl\ади. 

Агар а -< Ь муносабатда а элемент Ь нин г чап томонида 
ва Ь элемент а нинг УIlГ ТО~lOнида туради деб шартлашсак, 
>\амма мусбат элементлар О IIИНГ унг томонида ва барча 
манфий элементлар эса О нинг чап томонида жойлашган 
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БУлади. Бундай тартибланиш, одатда табиий уеулда тартиб
ланиш деб юритилади. 

Тартибланган 9' майдондаги элементнинг модули деганда 

I\уйидагини тушунам~.э: 

/а\ = { а, а;;;' О, 
-а, а<О. 

Купайтма ва ЙИFИНДИlIИНГ (модули [l\уЙидаги. шартларга 
буйеунади: 

\а·Ь\ = \aJ'lbJ; la + Ь\.;;; la\ + \Ь\. 
Бу хосеа,1арни чекли СОllдаги элементлар учун '1a~1 ёзиш 

мумкин. laJ2 = а' = \_а\2;;;, О муноеабат уринли булиб, бу 
ерда (а ~ O)~(a' = О) булади. 

е элемент 9' майдоннинг бирлик элементи. е = е . е = г2 

булгани туфайли е муебат, nе = е + е + . + е ЙИFИНДИ n 
---;;-- -- I 

та муе6ат элементнинг ЙИFиндиен булгани учун nе> О. Де
мак, n = nе = О тенглик '1еч вal\T бажарилмагани учун тар
тибланган майдон доимо ноль характеристикали майдон бу ла
ди. 

Натурал сонларни муебат, уларга I)арама-I)арши 
соиларни маифий деб юритсак, буту и соилар '1аЛl)аеи Z 
ни фаl)атгииа бир хил уеулда (яъни табиий уеулда) 
тартиблаш мумкии БУлади. Бундай '10лда барча ман
фий соилар нолиинг чап томоннда, барча натурал еои
лар иолнинг унг томонида жоЙлашади. 

4- т а ъ риф. Агар R '1аЛl)а (9' майдон) элементлари учуи 
Архимед аксиомаси деб аталувчи, яъии иеталгаи а на Ь > О 
соилар учуи шундай n Е N сон топиладики , натижада nЬ > а 
булади, деб аталувчи аксиома бажарилса, R '1аЛl)а (9' май
дон) га Архимед MaЪHocuдa maрmибланган !fаЛ/iа (майдон) 
деЙилади. 

Майдои доимо бирлик элементга эга булгани еабабли 
Архимед аксиомаси майдон учуи (V а Е 9', ЗN Е N) nе > а 
куринишга ага булади. 

2- теорема. Буmун сонлар !fаЛl\аси 8а рационал сон
лар майдони Архимед маъносида mарmибланган бfJлади. 

И с б о т и. Аввало Z нинг Архимед маъносида тартиблан
ган эканлигини курсатамиз. а Da Ь> О бутун сонлар берил
ган булеин. Агар а';;; О булса, У '10лда 1· Ь = Ь > а булади. 
Агар а> О булса, У '10лда а ва Ь натурал сонлар учун 
n = а + 1 деб олиш кифоя. Унда nЬ > а бажарилади. Де
мак, Z Архимед маъносида тартибланган '1аЛl)а экан. 
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Энди Q иинг Архимед маъноеида тартибланган эканлиги
ни куреатамиз. Фараз I\илайлик, а иеталган рационал еон 
бу.~иб, Ь > О булеин. 

Бунда I\уйидаги икки '(ОЛ булиши мумкин: 
1) а";;; О булеин, бундай J\олда I·b=b>a бажарилади: 
2) а > О булеин. а Е Q булгани учун уни а =..!!... (l *" О) 

I 
куринишда ифодалаш мумкин. а > О эканлигидан k I!а l 
ларнинг иккалаеи J\aM бир хил ишорали булади. с *" О учун 
~ =.!!:!. шартга аеосан k па l нинг ишораларини доимо 
I /·с 
муебат деб J\иеоблаш мумкин. Демак, [;;;. 1 деб I\араш мум-
кин. Айтайлик, а =.!!.., ь = !!!.. > О булеин. У J\олда 

I s 

nЬ = ~ булиб, k·s = n·т·[ шартни I\аноатлантирувчи по 
s 

учун nоЬ = а тенглик уринли. Лекин (по + 1) ml > ks бул-

гани туфайли охирги тенгеизликдан (по + 1) !!!.. > ~ келиб 
s I 

ЧИl\ади. Сунгги тенгеи3JIИК эса (по + 1) Ь > а эканлигиии 
билдиради. Теорема иебот БУлди. 

32- §. х.АI(ИI(ИЙ СОНЛАР СИСТЕМАСИ 

Биз рационал еонлар майдонининг Архимед маъноеида 
тартибланган майдон эканлигини куреатдик. Лекин бу май
донда 

х' -:2 =:О] (1) 
куринишдаги квадрат тенглама ечимга эга эмас. Шунинг учун 
Q майдонни кенгайтириш масалаеини I\УЯМИЗ. Бу кенгайтма 
шундай булиши керакки, у Q майдонни уз ичига олиши 
J\амда унда (1) куринишдаги тенгламалар ечимга эга булиши 
керак. Бунинг учун ФУllдаментал кетма- кетликлар тушунча
сидан фоЙдаланамиз. 

Фараз I\илайлик, тартиблангаll 5' майдон J\амда элемент-
лари шу майдонга тегишли булган a1 , а., , аn , 

= {ak}:~l: Ь" Ь., bk, = {bk}:~1 кетма- кетликлар бе-
рилган булеин. 

1- т а ъ риф. Агар иеталгаll е > О учу н шундай n = по (е) 
натурал еон мапжуд булсаки, р > по ва q > по НО:.lерлар 
УЧУII [ар - а" [ < е тенгсизлик бажарилса, {an}:~1 кетма- кет
ликни фунда,иентал t'ки Коши кетма- кетлuги деЙилади. 
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1- те.мм"- И<_мн ""~=Y"" .,-- ,,~,~ 
фуНдаментал кетма- кетлик бf)лади. 

И с б о т и. Фараз цилайлик, аn Е 9' ва а Е 9' булганд 

liт аn = а булеии. 
n ..... со I 

Яцинлашувчи кетма- кетлиКlIИНГ таърифига асосан истал 
ган Е> О (Е Е 9') учу н шундай ПО Е N мавжудки, 'аn - а! 

<..!. тенгсизлик n > ПО (е) шартни цаноатлантирувчи барч, 
2 

n Е N лар учун бажарилади. Агар р > ПО' q > по булса, а 
солют цийматнинг хоссасига биноан цуйидагиларни ёза ола 
миз: 

'ар -aq / = /ар -а + а -aq/ ,.; /ар -а, + 
+Ia -al<~+.!..=e. 

q 2 2 

Шундай цилиб, ,ар - aql = е булгани учун {аn} кетма- кет
лик фундаментал кетма- кетлик булади. 

Лекин ai Е 9' (i = 1, 2, 3, ) булганда барча фунда-
ментал кетма-кетликлар лимити яна 9' майдонга тегншли 
БУлавермаЙди. Масалан, геометРИЯllаги умумнй улчоnдош ва 
умумий улчовдош булмаган кесмалар тушунчаларини олай
лик. Агар кесмалар умумий улчовдош булса, уларнннг узун-

ликлари ~ рационал сон билан улчанади ва аксинча, J\ap j 
бир !!!... рационал сонга бир жуфг умумий улчовдош кесма- , 

n , 
лар мос келади. Лекин квадратнииг томон и билан унинг ' 
диагонали умумнй улчовдош булмаган кесмалардир. Шунинг 
учуи квадрат диагоиали узунлиги унинг томони узунлиги 

ОРl\али J\еч цандай рационал сои билан ифодаланмаЙди. 
Шунингдек, элементлари рацианал санлардан ибарат бул

ган {an};~1 фундаментал кетма-кетликнинг лимнти мавжуд 
булса, у J\ap даим J\aM рацианал сан булавермаЙди. 

2-таъриф. 9' тартибланган майдан булиб, унинг эле
ментларидан тузилган J\ap I\андай фУНllаментал кетма-кетлик
нинг лимити яна майданга тегишли булса, u' га тула май
дон деЙнлади. 

Масалан, рационал сонлар майдани тула эмас. 
3- т а ъ риф. Агар u' Архимед маъносида тартибланган ва 

тула майдан булса, ундай майданга УЗЛУКСUЗ майдон дейи
лади. 
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4- т а ъ риф. Камида иккита J\ap хил элементга зга бул
ган туплам элементлари учун I\уйидаги акеиомалар ба
жарилса, < R, +, " > ~R еиетемага J\аI\ИI\ИЙ еонлар 
системаеи дейилади: 

1) R туплам Q майдонни уэида еаl\ЛОnЧИ майдондир; 
2) '"'" а, Ь Е R учун I\уйидаги уч J\олдан фаl\атгина бит

таси уриили: 

З) "ta > О, 
(а·Ь> О); 

а > Ь, а = Ь ёки - а > Ь; 
"tb> О ("ta, Ь Е R) учун (а + Ь> О)!\ 

4) исталган а Е R ва Ь> О учун шундай n Е N топилади
ки, натижада nЬ > а булади (Архимед аксиомаеи); 

5) элементлари R га тегишли булган (аn}:', фуидамен, 
тал keT!VIa-j<етлик R га тегишли лимитга эга. 

Бу аксиомалардан I\уйидагилар аНИI\ланади: 
1. Q с R булгани учун R нииг бирлик элементи Q нинр 

бирлИl{ элементи билан устма- ует тушади, шунинг УЧУR 
уни 1 деб белгилаЙмиз. Бундай J\олда а * О учун а '0-1 = 
=0-1· а = 1 БУлади. 

2. 1) аксиомага асосан R майдои булгани учун унда 
майд,оннинг барча хоссалари (29- параграфга l\apaHr) 
бажарилади. 

З. 2) ва З) аксиомалар R нинг тартибланган майдон 
эканлигини кУрсатади. 

4. 4) акеиомага асосан R Архимед маъносидаГR 
тартибланган маЙдондир. 

5. 4) ва 5) аксиомалар R нииг тула ва узлукси~ 
майдон эканлигини курсатади. 

МаШl\лар 

1. Агар а, Ь, с Ба d лар J\аI\ИI\ИЙ еонлар булса, I\УЙН-
дагиларни исботланг: 

а) а < Ь булганда а + с < Ь + с; 
б) а> Ь булганда с -а < с -Ь; 
в) а < Ь булиб, с < О булса, ас> Ьс; с> О булганда 

эса ас< Ьс; 

г) а > О булса, ..!.. > О булади. 
а 

2. Рационал сонлар майдонида х' - р = О тенглама 
(р -туб сон) ечимга эга эмаслигини исботланг. 

3. х'-р = О тенглама J\аI\ИI\ИЙ соилар майдонида ечим
га зга эканлигини исботланг. 

7-2572 97 



4. Элементларн рационал еонлардан нборат булган {ak}:~I' 
{bk};'~I' кетма- кетликлар тупламини F деб белгилаЙлик. 

{ak -bk};'=1 нолга Яl\инлашувчи кетма-кетлик булса, {ak} р {bk} 
деб оламиз. Шундай шартда р нинг зквивалентлик муноса
батн зканлигини иеботланг. 

зз- §. КОМПЛЕКС СОНЛАР МААдони 

Мактаб математика куреидан маълумки, 

х'+ 1 =0 (1 ) 

тенглама J\аI\ИI\ИЙ еонлар майдонида ечимга зга змае. Шунинг 
учун биз уз олдимизга R = < R, +, " о, 1 > майдонни 
шундай кенгайтнриш масалаеинн I\УЯМИЗКИ, натижада у кен
гайтмада (1) тенглама ечимга эга булеин. R майдонни уз ичи
ra олувчи кенгайтма майдонни I\УРИШНИНГ бир I\анча уеулла
ри ма~жуд. Х;оэир шу уеуллардан биттаеини баён I\иламиэ. 

Бунинг учу н аввало иеталган а Е R J\аI\ИI\ИЙ еонга (а; о) 
жуфтликни мое I\УЯМИЭ. Энди Ь Е R булганда (а; Ь) тартнб
ланган жуфтликлар тупламини С деб белгилаймиэ J\амда 
бу туплам элементлаjJИ учун тенглик муноеабатини, I\УШИШ ва 
купайтириш каби бинар алгебраик амалларни мое равишда 
I\уйидаги акеиомалар ёрдамида киритамиз: 

1) (а; Ь) = (с; d)~(a = С)I\(Ь = d) (У (а; Ь), (с; d) Е С); 
2) (а; Ь) + (с; d) = (а + с; Ь + d) (У(а; Ь), (с; d) Е С); 
З) (а; Ь)· (с; d) = (ас - bd; ad + Ьс) (У(а; Ь), (с; d) Е С). 

Юl\оридаги акеиомалар {(а; Ь)' а, Ь Е R} тупламнинг жуфт-
ликларни I\УШИШ ва купайтириш амалларига ниебатан ёПИI\ 
эканлигини курсатади. 

1- теорема. {(а; Ь) I а, Ь Е R} mgnлам. кам.м.уmаmи8 
-\"ал~а буладu. 

И с б о т и. АlIвало С = {(а; Ь) I а, Ь Е R} тупламнинг адди-
тив группа эканлигини кУреатамиз. Х;аl\Иl\атан, бу тупламда 

а) (а; Ь) + (с; d) = (с; d) + (а; Ь); 
б) «а; Ь) + (с; d)) + (е; {) = (а; Ь) + «с; d) + (е; f)); 
!') (а; Ь) + (о; о) = (а; Ь); 
г) (а; Ь)+(-а; -Ь)=(О; о) 

шартлар бажарилгани учун < С, + > алгебра аДДИТИ9 
группадир. Энди С тупламнинг элементлари учу\! 

(а; Ь)(с; d) -1- (е; {)) = (а; Ь) (с; d) + (а; Ь) (е; f) (2) 
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тенгликнинг бажарилишини курсатамиз. 
(2) тенг ликнинг чап томон ига аввал 2) аксиомани, сунгра 

З) аксиомани ~улласак, 

(а; Ь) ((с; d) + (е; f)) = (ас + ае - bd - Ц; 

~+~+~+~ 00 
'(осил БУлади. Энди (2) нин г унг томонига аврал [3) аксио
мани, сунгра 2) аксиомани ~уллаймиз: 

(ас -bd; ad + Ьс) + (ае -bf; а' + Ье) = (ас -йе-

- bd - bf; ad + а! + Ьс +:Ье). ((4) 
(3) м (4) нинг унг томонлари тенг булгани учун (2) тенг
лик уринлидир. Шундай ~илиб < С, +, . > алгебра комму
татив '(ал~а экан. (Купайтириш амалининг коымутатив экан
лигини исботланг.) 

2- теорема, < С, +, . > алгебра майдон буладu. 
2- теоремани и~ботлаш учун < С, +, . > нинг бирлик 

элеыеllтга эга эканлигини '(амда унинг '(ар ~андай нолдаи 
фаРI\ЛИ элементининг тескариланувчи эканлигини курсатиш 
кифоя. Исталган (а; Ь) жуфтлик учун (а; Ь)( 1; О) = (а - О; 
Ь + О) = (а; Ь) булганидан (1; О) жуфтлик < С, +, . > 
'(ал~анинг бирлик элементидир. Биз уни 1 деб юритамиз. 

Энди й '* О ёки Ь '* О учун (а; Ь) элементнинг тескари
ланувчи эканлигини курсатамиз. Бунинг учун 

(а; Ь) (х; у) = 1 (5) 

тенгламани ечиш кифоя. 3) аксиома ёрдамида (5) ни 
(ах -{Ьу; ау + Ьх) = 1 = (1; О) (6) 

ор~али ёзиб оламиэ. Энди 1) аксиоман!' ~улласак, 

{ах'- Ьу = 1, (7) 
bxJ+ ау = О 

система '(осил булади. (_а_ ; __ Ь_) жуфтлик (7) сис-
а'+Ь' а'+Ь' 

теманинг ечимидир. Дема к, < С, +, ., О, 1> алгебра май
ДОII экан. Ана шу майдон комплекс сонлар майд()ни деб 
юритилади. Бу ыайдон одатда С '(арфи билан белгиланади 
ва у узида J\аI\ИI\ИЙ сонлар майдонини саl\лайди, чунки ю~о
рида биэ эслатиб утганимиздек, Ь = О да (а; О) жуфтликлар 
orуплами 1\аl\ИI\I й сон лар тупламини ифодалаЙди. Энди 
а = (а; Ь) жуфтликни 2) аксиомадан фойдаланиб,j 

а = (а; Ь) + (О; О) = (а + О; 0+ Ь) = (а; О) + (О; Ь) = 
=a(l; О)+Ь(О; 1), a=a(I;O)+b(O; 1) 
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куринишда ёЗIIШ мумкин. (О; 1) = i десак, а. = а + Ы кури
нишни олади. Бунда а ва Ь сонлар '1аI\ИI\ИЙ сонлар булиб, 
а сон CI. соннинг '1аI\ИI\ИЙ I\ИСМИ, Ь зеа CI. соннинг Ma~'1YM 
I\иеми, i маtl1\УМ бирлик деЙилади. Агар а = О, Ь *" О бул
са, Ы га соф маВ1\УМ сон деЙилади. 

3~- §. КО.~ППЕКС СОННИНГ ТРИГОНОМЕТРИК ШЛКЛИ 
ВЛ ГЕОМЕТРИК ТЛСВИРИ 

CI. =. а + Ы комплекс сонни текисликдагн декарт коорди
наталари системасида А (а; Ь) HYI\Ta билан таевирлаш I\абул 
I\илинган. У 1\олда а = а + О· i 1\аI\ИI\НЙ сон абсцнсса УI\ида 
ётУRЧИ В (а; О) HYI\Ta билан, Ы = О + Ы MaU'IYM сон ордина
та УI\ида ётувчи С (О; Ь) HYI\Ta билан тасвирланади (1 з- чиз
ма). О = О + О· i соига мос келувчи HYI\Ta координата боши 
булади. Масалан, а. = - 3 + 4 i, ~ = 5, у = - 7 i сонлар 
мое равншда А1 (- з; 4), В1 (5; О) иа С1 (О; - 7) НУI\талар 
билан тасвирлаиади. 

Бундай тасвирлашда 
абсцисса УI\И - '1аI\ИI\ИЙ Y~ 

Iffд.6J YI\ ва ордината УI\И
MaB'IYM YI\ деб юритила
ди. а.=а+Ы комплекс 
сонни боши координата 
бошида ва учи А (а; Ь) 
ИУl\тада ётувчи вектор 
билан '1ам тасвирлаш 
мумкин. Бу '10лда '1аI\И-

1 __ 

((Ob)~-7- \6 
1 r 1 

~ I Х_ 
!!'..- а 8(а.о) о 

13- чиэма. I\ИЙ сонлар, '1аI\ИI\ИЙ YI,
да ётувчи векторлар би

лан ва MaBJ\YM соилар MaBJ\YM YI\Aa ётувчи векторлар 
билаи тасвирлаииши равшан. Умуман айтганда, комп
лекс сонлар туплами билан текисликдаги барча HYI\Ta
лар туплами орасида биектив акслантириш мавжуд. 

а. = а + Ы комплекс соннинг геометрии тасвирини ифо
даловчи векторнинг узунлиги бу комплекс соннинг модули 
дейилади на у ,= ja.j = ja + Ы! куринишда белгиланади. 
, = /а.1 ни Пифагор теоремаси буйича 1 з- чизмадаги ТУFРИ 
бурчакли АйВ учбурчакдан топамиз. Бунда, = Уа' + Ь' 
буладн. Масалан, а. = --'- 3 + 4 i, ~ = у5 - i у7 сонлар
нннг модул.qарн мое равишда '1 = ja.j = У9 + 16 = 5, '1 ~5 
вз '. =j~1 = У5 + 7 = уГ2 = 2у3, г. = 2УЗ га тенг. 
Нолдан фаРI\ЛИ J\ap бир комплекс СОIIНИНГ модули мусбат 
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5илан топиладиган ОС = ОА + ОБ векroрдан иборат була
ци (14- чизма). 

--+- ....... ...... ...... --+-
l>.AOC дан 'ОСI < IOАI + /АС/ = 10,4/ + 'ОВ/ ёки Jc:t + ~I< < / c:tj + /~I келиб ЧИI\ади . 

.у 
с 

х 

о 

15· ч"эма. 

2- 'i о л. ОА lЗa ОБ векторлар бир туrри ЧИЗИI\да ётгани 
'iолда бир хил йуналган булеин (15- чизма). 

1081 = ,АСI БУлади. 
~ --+- --+- --+-..... --+---+-
,ОСI = 10Ai + 'ОВI = 'ОА\ + ,АС, тенгликдан 10CI=IOA/+ 

+ 'АСI ёки 'а + ~I = Ic:ti + '~I 'iоеил булади, 
3- 'i о л. 0:4 ва б1i Аекторла р !I 

бир туrри ЧИЗИI\да ётиб, I\apa-
ма- I\арши йуналишга эга булеин 
(1 б- чизма). 

Бу 'iолда \ОСI = \\0:41-\0811 
ёки /c:t + ~/ = lIal-I~:J, леки н 
Ic:tl -\~I .;;; \аl + '~I булгани учун 
I а + ~I .;;; \аl + '~I ни 'iоеил I\и-
ламиз. О 

Учала 'iолю. бирлаштириб, 
Ic:t + ~' .;;; 'аl + ,~I тенгеИЗЛИККа 
эга бу ламиз. 

16-

/1 

х 

Тула математик ИНДУКЦИR принципи воеитаеи билан бу 
тенгеизлик I\уйидагича умумлаштирилади: 

Ic:t, + c:t. + + c:tn / .;;; lа,l + 'а.l + +Ic:tn\· 
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Шундай к.илиб, комплекс сонлар ЙИFИНДИСИНИНГ модули 
I\ушилувчилар модулларининг ЙИFиндисидан катта эмас. 

Иккита а ва ~ комплекс сон айирмасннинг моду лини J\И
соблаш масаласи I\уйидагича ечилади: а - ~ = v деб белги
ласак, бундан а = V + ~ J\ОСIIЛ б5'лади. Демак, \а\ = \у + 
+ ~I.;;; Iv/ + '~\. Бу теНГСlIзликдаll \у\ :;;.Ial-I~\ ёки 

;а - ~\ ;;;. \a\-I~I (8) 

келиб ЧИl\ади. 
ИККИНЧII томондан 'а - ~\ = 1-(~- а)1 = '~ - а\ БУлади. 

(8) га асосан эса I~ - а\ ;;;. I~\-Ial = - (lal-I~I) б5'ладн. 
Демак, 

la-~I;;;. -(jal-\~\). (9) 

(8) ва (9) дан 

la -~I ;;;.\:al-I~II (10) 
J\ОСНЛ I\илинади. Булардан таШl\ари \а + ~\ = la - (- ~)\ ;;;. 
;;. la\-I- ~I = lal-I~J дан la + ~I ;;;. lal-I~\ БУлади. 

Биз Юl\орида эслатиб утгаНИМИЭДЕК, J\ap бир а = х + yi 
комплекс сонга текисликда битта М (х; у) HYI\Ta мос келади 
ва аксинча. Шунинг учун текисликнинг J\ap бир (х; у) HYI\
тасига а = х + yi комплекс сонни мос I\УЙИШ узаро бир 
I\ийматли акслаllТИРИШНИ ифодалаЙди. 

Фаl\ат MaBJ\YM I\ИСМИНИНГ ишораси билан фаРI\ I\иладиган 
КОМП.~екс сонлар уэаро к.Ушма комплекс сонлар деЙилади. 

Куп J\олларда J\ap бир НУl\таси I\андайдир комплекс сон
ни ифодаловчи текислик комплекс текислик деб юритилади. 

Комплекс текисликда ихтиёрий иккита узаро I\ушма 

а = х + yi ва а = х - yi комплекс сонлар Ох Yl\l\a нисба
тан симметрик жойлашган БУлади. :9'заро I\арама-I\арши 
булган z ва - z комплекс сонлар координата бошига нисба
тан симметрикдир. 

ЭIIДИ комплекс сонларнинг геометрик жойланишига онд 
баъзи бир мисолларни куриб Утамиз. 

I-мисол. z комплекс сон учун 
Jz+2-i/=\Z+4il (11) 

тенгликнн I\аноатлантнрувчи комплекс сонларга мос келувчи 

НУl\талар комплекс текисликда I\андай жойлашган булади? 
Е чи ш. (11) тенгликни \z -(-2 + i) \ = Iz -(-4 i)\ ор

I\али ёзнб оламиз. Маълумки, IZ1 - z.1 модул иккита ZI ва z. 
комплекс сонга мос келувчи НУl\талар орасндаги масофани 
билдиради. Шунга кура (11) тенгликнинг чап Еа унг томон-
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лари z = х + yi комплекс сонга мос келувчи А (х; у) HY~
тадан М(-2; 1) ва N(O; -4) ну~таларгача булган масо
фаларнинг узаро тенглигини билдиради. Демак, (11) тенглик
ни ~аноатлантирувчи ну~талар туплами MN кесманинг урта 
перпендикулярини ифодалар экан. 

2- м и с о л. КОМП.1екс текисликнинг I\айси ну~таларига 
мос келувчи комплекс сонлар учун 

2 < Iz + 2 - 3 il ,;;;; 4 (12) 
тенгсизлик уринли булади? 

Ечиш. ZI=z+2-3i десак, (12) тенгсизлик 

2< Iz1\,;;;; 4 (13) 
куринишни олади. 

Координаталари IZ11 > 2 теигсизликни ~аноатлантирувчн 
ну~талар маркази координата бошида ва радиуси 2 га тенг 
булган доиранинг таШI\И ну~таларидир. Координаталари 
\z,1 ,;;;; 4 тенгсизликни ~аноатлантирувчи ну~талар эса марка
эи координата бошида ва радиуси 4 га тенг бу лган доира
нинг барча НУl\таларидан иборат. Шундай ~илиб, КООРДlIна
талари (13) тенгсизликни I\аноатлантирувчи "у~талар маркази 
коорднната бошида булга н, 
радиуслари эса мос рави ш

да 2 ва 4 га тенг булган 
[<онцентрик айланалардан 

JiОСНЛ ~нлинган Jiал~а HY~

таларидан иборат булиб, 
ички айлана ну~талари 
(17 -чиэма) бу тупламга те
гишли эмас. 

z = z, - 2 + 3 i тенг-
ликка биноан координата

лари Z = х + yi комплекс 
сон га мос кеJlУВЧИ HY~Ta

лар Z, га мос келувчи HY~-
таларни 2 бирлик чапга ва 
3 бирлик ю~орига суриш 
натижасида JiОСИЛ БУлади. 
НаТllжада биз излаган HY~-

y~ 

I 

~\!! 

~\ 
_.~' .-. о' . __ О 

о. 

17- чиэма. 

х 

та.1ар маркази (-2;3) HY~Taдa, раДИУСJlари МОС равишда 2 па 4 
га тенг булга н концентрик айланалар ёрда мида 1\ОСИJl I\илин
ган J\аЛl\ада ётади (ички айлана ну~талари бу тупламга кир
маЙди). 

3- м 11 С О л. Координаталари 
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10g.(I+\z'-iI)+lоg,. 1. =0 (14) 
(1 +lz2 +/1)' 

тенгламани ~аноатлантирувчи комплекс сон лар текисликда 

~андай жойлашган булади? 

Е ч и ш. log,. 1 = -Iog" ( 1 + 1 г2 + i \ )' = 
(I+lz'+;I)' 

= - .~log.(I + 1 г' + i 1)'= -lоg.(I + \г' + iI) 
4 

бу лгани учун (14) тенгламаШI 
log,( 1 + I г' - ij) = 10g.(I -1- 1 г' + i 1 ) 

еки I z' - i I = I г' + i I КУРИНllшда ё?иб ОJJамиэ. 
Энди z = х + iy десак, охирги тенгламадан 

(х' - у')' + (2ху - 1)' = (х2_у')2 + (2ху + 1)' (15) 
JiОСИЛ булади. (15) тенглама эса: 

а) х = О ва у ихтиёрий сон; 
б) у = О Ба х ихтиерий сон булгандагина уринли була

ди. Шундай ~илиб, координаталари (14) тенгламани ~aHoaT
лантирувчи ну~талар туплами: а) MaBJ\YM y~, б) J\а~и~ий 
y~ ну~таларидан иборат экан. 

36- §. КОМПЛЕКС СОНДАН ИЛДИЗ ЧИI\АРИШ 

Комплекс сонлардан илдиэ чи~ариш масалаrи Муавр 
формуласи ёрдамида ижсбий 'Iал ~илинади. Х;а~и~атан, биэ
га а = а + Ы комплеис сон берилган булеин. Уни а = 
= r(cos ер + i siп ер) шаклга келтириб оламиэ. Эндиги Ma~caд 
шундай ~ = р (С05 О + i 5in О) комплекс сонни топишдан ибо
ратки, унинг учун 

~"= а (1) 
теllГЛИК бажарилсин. (1) тенгликни 

(р (cos О + i sill О»" = r (С05 ер + i 5iп ер) 
ёки 

pn(cosn 0+ isinnO) =r(cosep+ isincp) 
шаклда ёэиб оламиэ. Бу ерда иккита тригонометрик шаклда
ги комплекс сонларнинг тенглигига эгамиэ. Шу сабабли 
улаРIIИНГ модуллари тенг булиб, аргументлаРII аса бир-бири

дан 2kл(k[Е Z) га фар~ ~илади. Дема к , рn = r Ба пО = ер + 
+ 2kл тенгликлар уринли. Бу тенгликлардан 
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р ='j!r-, е = '1' +2k" n (2) 
'IОСИЛ булади. 

Модул" мусбат 'Iа~IЩИЙ сонни тасвирлагани сабабли, биз 

р = .? ,- нинг мусбат 'Iа~и~ий ~ийматинигина оламиэ. То
пилган (2) ~ийматларни (1) га ~уйиб, 

y-r(cosq>+i sinq» = -V,( cos '1' +n
2k 

" + isin '1'+: k" (3) 

ни 'Iосил ~иламиз. 

Бу формулада k ихтиёрий бутун сон. Лекин k га 

k = 0,1,2, , n - 1 (4) 

~ийматларнигина бериш кифоя. Чуики бу ~ийматларда (3) 
нинг унг томон и n та 'Iap хил комплекс сонни беради. Бун
га сабаб шуки, k нинг ~иймати 1 га ортса, е аргументнинг 

~иймати 2" га орrади. Эиди n;;;' 2 булгани учун ~ сон 
n n 

cos е ва sin е ларнинг давридан кичик эканлиги равшан. Шу 
сабабли cos е нин г (шунингдек, sin е нинг 'IaM) бирин - кетин 
турган 'Iap икки ~иймати тенг эмас. Энди k -ихтиёрий 
бутун сон учун (k=nq+r, O';;;r.;;;n-I) cos 'I'+2kn = 

n 
'I'+2(nq+,)" ('I'+2k"+2) 'I'+2,п = cos cos --- qn = cos --, 

n n 
'I'+2k" '1'+2,,, cos ---= cos ---

n n 

ни 'Iоснл ~иламиз. Бунда r нинг ~ийматн (4) сонларнннг 

биридан иборат. Худди шунга ухшаш sin 'I'+2k" = sin '1'+2", 
n n 

ни 'Iосил ~иламиз. 

Шундай и,илиб, сх комплекс сандан 'Iосил ~илингаи n
даражали илдизлар n та 'Iap хил ~ийматларга зга. Улар 
(3) дан k нинг (4) ~ийматларида 'Iосил бу.1ади. 

3) илдиз k = О ва k = n лар учун бир ХИЛ ~ийматни 
ифодалагани сабабли, k га k = 1, 2, n ~ийматларни 
'IaM бера оламиз. , 
М и с о л л ар. 1. сх = -У2 + i У2 комплекс~ондан 3-

даражали илдизларни чии,аринг. 

Бунинг учун аввало сх ни триroнометрш{ шаклга I:елти
рамиз: 

У- JI2. У2 
r = 2+2 = 2, r = 2; cosq>= -2' SIП '1'= Т' 
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Демак, <р = 1350 ёки ~ Энди (3) га мувофи~: 
4 

3 3 з- -+2kn 
( (

Зn 

ak =v 2(cos7+ isin ;)=У2 cos -4-з-+ 
3п 
-+2kn) 

+isiп-4-з- ,k=O,I,2. 

1) k=O, ao=V2(cOS: +iSin:); 

2) k = 1, а, = V2(cos~ + i sin ~); 
12 12 

3) k 2 V -2 ( 19п + . . 19") = , а. = cos - 1 SIП - . 
12 12 

п -+2kn 
2 11 V';' V n +. . п 2 + . I'k = 1 = cosT 1 sшт = cos --2-

n -+2kn 
+ .. 2 

1 sш--2-' 

бунда ,= 1 булгани учун 
п +.. п У2 У2 11 =cos- ISln - 110 = -+ i-; 1'0 4 4' l' 2 2 

р, = cos 5п + j sin 5п = -cos 2!. -isin ~=-Po' р, = 
4 4 4 4 

=-ро; 

( 'v2 .У2 ) р, = - -2-+ 1-2- . 

3. I'k = У -8 =V8(СОSЛ + isiпл) = 2( cos n+:kn + 

+ ., n+2kn) 
ISIП --. 

3 

l)k=O, I'0=2(cos; +isin ;)=I+iV3, 10=1+ 
+iVЗ; 

2) k = 1, 1,' = 2(cos л + i sin л) = - 2, 1', = - 2; 

3) k=2, I'.=2(COs
5
; + isin

5
; )=1-; VЗ, 1'.=1-013. 



а комплекс сондан 2-даражали (квадрат) илдиз чи~арил
ганда иккита илдиз 'Iосил булиб, улардан бири <Хо булса, 
иккинчиси а1 = -ао булади. Х;а~и~атан, 

а= Vr(cosrp + i sin q» = у,( cos'l'+~ k" +i sin '1'+22 k") 
(k=O,\) дан ушбуларни топамиз: 

У-( q> + ., "') ао = г С05"'2 1 sш"'2 ' 

аl = у, ( cos (~ + 3t )+iSin( ~ + 3t )) = - V r (CO$~ + 

+isin ;)=-ао. 
а= \ сондан n-даражали илдиз чи~ариш формуласи ~уЙи· 

дагича: 

"('- :'r- 2kл+ . . 2k"( -
V J = V cO$O'+i sinO'= СО$ --; ISШ -;- k = J, n), (5) 

ЧУНl<И г = 1 да q> = О булиб, уг = уГ = 1 булади. 

Масалан, а= 1 булса -.11 =СО$ 2k" + i sin ~ дан 
3 3 

2" + .. 2" \ + уз. 1 + уз. 
а1 =соsз ISШт=-2' T I, а1 =-т T /; 

4" +. . ~ \ уз. 1 уз. 
a 2 =cOST 15Ш 3'=-2-'2/, а.=-2" -T /; 

аз = cos 6" + i sin 6" = 1, аз = ао = 1. 
з з 

а = - 1 дан n-даражали илдиз 
_";-\ _"; + . . (1 +2k)"+ . . (I+2k)" V - = v COS3t ISШ3t =COS--

n
- Isш -n-

(k=~) 
формула ёрдамида ЧИl\арилади. 

Комплекс сондан квадрат илдю чи~аРИШНИIlГ иккинчи 
усу ли билан танишаЙлик. 

Алгебраик шаклдаги комплекс сопдаи ЧИl~арилгап квад
рат илдизни >\ам алгебраик шаклда юлаймиэ, яъни 

Ya+bi=x+yi, (6) 
бунда х па у лар 1l0маълум >\а~IЩИЙ соилардир. а + Ь i дан 
ЧИI,арилган квадрат илдизнинг таърифига асосан, (х + у i)2= 
=а+Ы ёки x2 _ y2+2xyi=a+bi. Иккита комплекс соннинг 
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тенглнги шартнга кура х2_у' = а2 па 2ху = Ь. Иккала тенг
ламани Kвaдpaтra кутариб, х' - 2х2у2 + у' = а2 ва 4х'у2 = 
= Ь2 ларга зга буламиз. Буларни !)ушсак, хЧ-2х2у' + у' = 
= а' + Ь2 ёки х2 + у2 = V а2 + Ь2 булади. Бунда х' + у2 
мусбат J\аI\ИI\ИЙ сонни ифодалагани учун квадрат илдизни 

плюс ишораеи билаи олдик. Энди х2+ у2 = V а2 + Ь2 ва х2_ 
- у2 = а тенг ламани ав!JЗЛ !)ушиб, сунгра айириб, 

2 а+ yQ2fТ> 2 -а+ Jfii'-i=b' 
х= 2 вау= 2 

ларни J\ОСИЛ I\ил~миз. Булардан зеа 

" ! а+ Jf а'+Ь' , I -а+]/ а'+Ь' (7) 
х=±у 2'Y=±V 2 . 

Равшанки, а+Уа'+Ь2 ;;.О ва -а+Vа2 +Ь';;.Одир. 
Шу сабабли, (7) илдизлар J\аI\ИI\ИЙ сонларни тасвирлаЙди. 
х ва у ларнинг ишораларини аНИl\лашда I\уйидагиларни эыи
борга оламиз: 

а) Ь>О I\ийматда 2ху = Ь га биноан ху> О дир. Демак, 
бу J\олда х ва у ларни бир хил ишора билан олншимиз 
лозим. 

б) Ь < О I\ийматда эса ху < о. Шу сабабли х ва у лар
ни хар хил ишора била н олиш керак. 

Шундай I\илиб, Ь > О ва Ь < О ларга МОС !)уйидаги ик
кита формула J\ОСИЛ буладИl 

Уа+ы=±( va+~ +i V -a+~a'+b' )(8) 
(Ь> О учун); 

Va+bi = ± (}! а+ Y~'+b' -i V -a+~a'+b') (9) 

(Ь< О учун). 
(8) ва (9) формулага а+ы дан квадрат нлдиз ЧИl\ариш фор
мулалари деЙилади. 

37- §. ИККИ ХАДЛИ ТЕНГЛАМАЛАР 

Икки J\адли тенгламаларнинг умумий куриниши 

u'-а=О (1) 

дан иборат-булнб, бунда а-нолдан фар!)ли ихтиi!рий комп
лекс сон. Бу тенгламани исталган УГа ИЛдИЗ I\аноатланти-
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ради: (Va)" -а = а -а = О. Демак, (1) тенгламанинг n 
та "ар ХИЛ илдизи мавжуд. Улар 

Uk = ?а = ? r(cosq> + i sinq» = ?r(cos '1'+,.2 k" + 
.. 'I'+2k") ( __ ) +/S1n --,.-- k= I,n-I 

формула ёрдамида топилади. 

х'-1 =0 (2) 

тенгламани l\араЙлик. Бу тенглама ушбу :n та "ар ХИЛ ил
дизга эга: 

_"/-1 2k" +.. 2kЛ(k -1 ) 
Xk = V = cos 11 I SIП n =, n . (3) 

(1) тенг ламанинг битта тайин U k J:lЛДИЗИНИ (2) тенг лама

нинг "амма n та х" Х2 ' , Х. илдизига купайтирсак, (1) 
нинг "амма n та илдизлари "ОСИЛ булади. Чунки, Uk'Xi сон 

(1) ни I\аноатлантиради, яъни (Ukxi)"-a = u;;xj'-a=a· 1-
-а = О, (ukx;)' -а = О. Демак, (1) тенгламанинг барча 

ечимларини топиш учу н унинг бирорта ечимини топиб, уни 
I нинг барча n-даражали ИЛДИЭJ1арига кетма-кет купайтириш 
КllфоЯ экан. 

Мисол. u3-i = О тенгламани СечаЙлик. Бу тенглама 
илдизларининг бири и. = -i булиб, у U k = УТ = 

л л 
-+2kл -+2k" 

= соs-2-з-- + i Siп-2-з- формулздан k=2 I\ийматда 
"ОСИЛ I\илинади. Берилган тенг ламанинг "амма илдиэларинк 
топиш учун r-I = О нинг '1амма илдизларини оламиз: 

Зr- 2". . 2л 1. уз 
Хl =у 1 = cos 3 + I SIП 3 = - 2" + I 2' 

r) .уз 
Х'=-2+ I -т; 

3 - 4". . 4" 1 . уз 
Х. = -v 1 = COS""3 + I Sln 3 = - 2" - I -2-' Х, = 

=-+-i ~3; 
Ха =уТ = соs2л + i siп2л = 1, Хз =Хо = 1. 
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у ларни и, га купайтириб, 1\уйидаги илдизларни JiОСИЛ 1\И
ламиз: 

. УЗ + 1 . УЗ+ 1 '. 
Uo=-lx1 =-2- T 1, иО =-2- T 1, 

У- Г 
и1 = -ix. = --; + -}i, и1 = -li + {-i; 

из = -iхз = -i, и2 = -i. 

Маш~лар 

1. 1 нин г n-даражали илдизлари туплами купайтириш 
амалига нисба.тан группа ташкил 1\ИЛИШИНИ исботланг. 

2. 1 нин г n-даражали илдизлари тупламининг геометрик 
тасвири 1\андай тупламни ифодалайди? • 

3. z комплекс сон I z + 2 - i 1= 1 z + 4i 1 тенгламани 1\а
ноатлантиради. Шу тенглама илдизларига мос келувчи НУ1\
талар текисликда 1\андай жойлашган булади? 

4.1og2(1+lz'-i\)+log1o 1. =0 
(1 +/z'+,I)' 

тенгламани 1\аноатлантирувчи комплекс сонларга мос келув

чи НУ1\талар текисликда 1\андай жойлашган булади? 
5. к.уЙидаги шартларни 1\аноатлантирувчи комплекс СОН

ларга МОС келувчи НУ1\талар текисликда 1\андай жойлашган 
эканлигини аНИ1\ланг: 

а) log _ I z l' - 1 z I + 1 < 2' 
УЗ 2+lzl ' 

б) \ i -- 1 - 2z 1 ;;;. 9; 
в) I z - 212 + r z + 2\' = 26; 
г) \ z - i 1 = Iz + i \ = r z - 1 + i 1 ; 

д) \ z + 2 + i I = I z - 1 - 4i\ 
6. к.уЙидаги алгебраик шаклдаги комплекс сонларни 

тригонометрик шаклга келтириб, сунгра Муавр формула сини 
1\улланг: 

а) (1 + i)10; б) (1 - i)16; В) (VЗ + i)20; г) JVЗ - О·О; 
д) (1 +cosa+ isiпа)". 
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7. к.уЙидагилаРIIИ JiисоблаllГ: 

а) yrl+i; 
_5/"-

г) V 1; 

~O/"-
б) v VЗ+i; 
д) УГVЗ+i; 

IOr
В) JI -1; 

е) УГVЗ-i. 



Шундай I\илиб, йуналишга эга булган кесма, яъии 
оектор тушунчасини I\уйидаги маънода кенгайтирдик: 

<1) V тупламнинг элементлари булган векторлар фа
I\атгина йуналишга эга булга н кесмалар эмас, балки 
ихтиёрий табиатли элементлар БУЛИШI! МУМКI!Н; 

б) tI' майдон фаl\атгина J\аI\ИI\ИЙ сонлар майдони 
эмас, балки ихтиёрий майдон булиши мумкин. 

3) ва 4) <lксиомалар векторлар фазосининг скаляр 
МИl\дорига J\амда векторга нисбатан ЧИЗИI\ЛИ эканли
гини кУрсатади. Шунннг учун вектор фазо купинча 
чизю,ЛИ фазолар J\aM деб юритилади. tI' майдон J\аI\И
I\ИЙ (комплекс) сонлар майдони булса, V фазо J\аI\И
I\ИЙ (комплекс) сонлар майдони устидаги фазо деб 
юритилади. 

Энди вектор фазонинг таърифидан келиб ЧИl\адиган 
I\уйидаги хоссалар билан танишиб утамиз: 

10 Аввало 1) аксномага биноан V ЧИЗИI\ЛН фазо аддитив 
группа булганидан у ягона О ЭJlементга эга. Бунда н таШl\а
рн V fЩllГ J\ap бllР ~ эламенТII учун ягона - х I\apama-I\ар
шн элемеllТ маожуд. 

~ о·х = о (VxEV, з.0 Е tI'). 
:X;al\Hl\aTaH, V нннг нсталган Х элементн учун о·х = 

= (О + O)~ = о·Х+о.ХБУладн. О .х=о·х+о."Х тенгликнинг 
иккала томонига - О х ни I~ушамиз. Унда 0=0· х J\ОСИЛ 
булади. Бу тенгликнинг чап томонидаги о" Е V, унг томони
даги OEtI'. 

30. а·О = О (VaE9', OEV). 

:Х;аl\Иl\атан, а·О=а.(О+ О)=а.О"+а.О уринли. Охиргн 
тенгликнинг иккала ТОМОflига-а·Q ни I\Ушамиз. Унда 0= 
= а· О J\ОСИЛ булади. 

40. Агар а· х ="0 булса, ёКII а = О, ёких =0 
:Х;аl\Иl\атан, агар а =1= Обулса, унда се1 мавжуд. 

a-l(аХ) =О*(а-'а)х =О*Х = о. Энди х *" о 
Х=(Х" Х" , Хn) да х; *" О БУлсин. У J\олда 
БУлади. Бунда н а = О БУлади. 

булади. 
Д~MaK, 

БУлсин. 

ах=О 

50 Агар а х=а у булиб, а *" Обулса, х = у булади. 
Бу таСДИI\НИ исботлаш УЧУН ах = ау нинг иккала тамани га 
-ау ни I\Ушамиз. Унда ах - ау = 0* а(х - у) = о теНГ
ликнинг иккала томонини а-I га купайтнрсак, х - у = 0* 

117 



:>ох = у >\осил булади ёКII 4) х-оссага биноан эса а*О 
булгани учун х - у =0. Демак, х = у. 

Юl)орида куриб утилган ЧИЗИI\ЛИ фазо баъзан V = <v, 
+, шА I"-Е9'> Орl)ЗЛИ белгиланади,бу ерда шА ::;:-+-,,-:;:. 
М и с о л л а р. 1. ai Е R(i = J;l) булганда узунлиги n га 

тенг булган (Й L ' й2 , • ,аn) кортежлар тупламини оламиз 

ва бу тупламни R· ёки Rn ОРl\али белгилаЙмиз. R· туп
ламнинг элементлари учун тенглик муносабати, иккита эле
ментни l)УШИШ вз векторни сонга (скаллр)га купайтириш 
1)0Iщаларини мое равиuща l)уйидагича киритамиз: 

l)аi=Ьi~(ЙL'Й2' ,йn)=(ы'2, ' 'Ьn) и=т:ti); 
2) (aL, а2 , , ал) + (bL, Ь2 , Ь.,) +'" (а L + bL, й2 + 

+ Ь2 , , ал + Ьл)~ 
3) a(aL, а2 , , йn) +± (аа" а:а2 , аал)· 

R" тупламда вектор фазонинг барча аксиомалари бажарила-

ди. Бу туплам учу" "о = (О, О, О) ва - ii = ( - aL, 
-а2, , -аn, лар мое рапишда ноль 

l)арши векторни ифодалаЙди. R фазонинг 
да n улчовли векторлар, а = (aL, а2 , 

ва а га L\арама

элементлари одат

а .. , аn) век-
тордаги а; Е R элемент эса а векторнинг i-координатаси деб 
юритилади. i (i = Гп)-координатаси 1 дан, l)ощан координа
талари ноллардан иборат бущан е1 = (1 ,О, , О), ё; = (О, 
1, О), еn = (0,0, , 1) пекторлар орт ёки бuрлuк. 
век.nwрлар деЙилади. R" фазо одатда n улчовли векторлар
нинг арифметик фазоси деб юритилади. 

2_ Уч улчовли фазодаги геометрик векторлар (йунащан 
кеемалар)нинг vз туплами ВЕ'кторларни l)УШИШНИНГ маълум 
l)оидаеигз ниебатан, R J\Зl)ИI\ИЙ еонлзр майдони устидаги 
вектор фазони ифодалаЙди. 

3. I(оэффициентлари R сонлар майдонн элементларидан 
иборзт, даражалари эса n сондан капа булмаган {(х) = 
= йаХ" + aLx·-1 + + a._Lx + аn КуПJ\адлар туплаМJI 
кущадларни l)УШИШ па кущадларни сонга купайтириш ама
лига нисбатан шу R майдон устидагн вектор фаз о булади. 
I(ущадлар туплаМLfНИНГ LЮЛЬ uектор вззифасини J\aMMa 
коэффициеитлари О га TeLLr {(х)=О·х· + О·х·-I + + 
+ О'Х + О кущад бажарад". [(х) = аох" + a1x·-1 + + 
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-1- an_1X -1- аn га I'iарама-~арши элемент - {(Х) = - arl'n -
- a1xn- 1 - - an_1X -аn БУлади. 

к.олган аКСllомалаРНИIlГ бажарилиши !laM ю~орида
гидек текширилади. 

4. Даражалари фа~ат n га тенг булга н кущадлар 
туп.~ами векторлар фазосини ташкил этмайди, чунки 
иккита КУПJ'iадни ~ушганда ЙИFИНДИ кущад даражаси n 
дан кнчик булиб I'iолиши мумкин. 

5. Даражалари n дан катта булмаган ва барча ко
эффициентлари мусбат сонлардан иборат булган куп
J'iадлар туплами !laM векторлар фаэоси булмайди, чун
ки бундай кущадни манфий сонга купайтнрилса, унинг 
барча коэффициентлари манфий сонлардан иборат бу
лади. 

МаШ~Jlар 

1. R-J\а~IЩИЙ сонлар туплами учу н <R, -1-, ,,0,1> 
алгебра I'iуйидаги майдонлар устида ЧИЗfЩЛИ фазони таШКИJl 
этадими: 

а) Q; б) R; в) С (С - fuрча комплекс сонлар туплами)? 
2. <С, -1-, ·,0,1> алгебра Q, R ва Смайдонлар устида 

чизи~ли фазо ташкил этишини ани~ланг. 
3) <Q, -1-,., 0,1> алгебра ~андай сонлар майдони усти

да чизи~ли фазо булади? 
" 

39·§. '(И СМ фдзолдр 

Группа, J\ал~а ва майдон каби вектор фазолар учун J\aM 
I'iисм фазо тушунчасини киритиш мумкин. 

1- т а ъ риф. IJ' майдон устида ани~ланган V вектор фа
эонинг бирор L ~исм туплами V да ани~ланган алгебраик 
амалларга нисбатан вектор фазосини ташкил лса, L га V 
фаэонинг /(исм фазосu Дt'Йнладн. 

Теорема. V вектор фазОIiUliг бuрор L /(исм т[jnламu 
/(IlCM фазо б[jЛUШU УЧУIi, /(уйидаги иккита шартliUliг ба
жарuлuшu зарур ва етарлu: 

а) (',/х, yEL) x-уЕL; 
б) ('VxEL, 'Va.EIJ')a.xEL. 
и с боти 3 Н ру р л и г и. L вектор фазо булса, унда 

а) ва б) шартларнинг бажарилиши равшан (вектор фазо таъ
рифига биноан). Бундан таШI\ари L с: V экани берилган. Шу
иинг учун L ~ис:.I фазодир. 

Е т а р л Il Л И Г и. а) Ба б) шарыар УРIIlIЛИ БУЛСIlН. Унда 
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х Е L эканлигидан х - х = о Е L эканлиги келиб ЧИl\ади. 
Суигра (5 Е L ва х Е L экаилигига ва а) шарпа аеоеаll 
O-х=-хЕL БУлади. Энди х. yEL булеа, -YEL 
J\амда яиа а) шартга аеосаи х-( -у) = х + у Е L БУлади. 

Шундай I\илиб, L с V тупламда вектор фазонинг барча 
шартлари (I\олганларини текшириб куринг) бажарилади. Шу
нииг учун L туплам V фазонинг I\ием фазоеидир. 

V вектор фазонинг бир нечта I\ием фазолари кееишмаеи 
яна "нем фаза булади. (Иебот I\илинг.) 

Энди V вектор фазо векторларининг бирор А тупламини 
оламиз. Шу А тупламни узида саl\ЛОВЧИ барча "ием фазо
лар кееишмаеи смуноеабати буйича энг кичик "ием фазо 
булади. БОШl\ача I\илиб айтеак, А с L1, А С L2, 

n 

А с Ln булиб, L =.П L; булса, L I\ием фазо А ни уз ичига 
1=1 

олувчи энг I<ИЧИК I\ием фазо БУладн. Ана шу фазога А туп
лам векторларига тортилган ЧИЗИI\ЛИ l\оБИI\ деЙилади. Биз 
бу тушунчага кеЙННРОI\ яна l\аЙтамиз. 

V фазонинг узи ва {О} тупламлар V фазонннг I\ием фа
ЗОСlIДир. Бу нкки фазо одатда V нинг хос "нем фазоларн, 
I\олган "нем фазолар эеа V нннг хосмас I\ием фазоларн деб 
аталади. 

Миеоллар. 1. IJ' майдон уетидаги даражаеи n дан 
ЮI\ОРИ булмаган кущадларнинг V фазоеига ТfГИШЛИ, дара
жалари т:;;; n шартни I\аноатлантирувчи F(x) кущадлардан 
иборат W туплам V нинг I\ием фазоеиниифодалаЙди. 

Х;аl\Иl\атан, VF(x), Ф(х) Е W учун дарF(х) :;;; т :;;; n ва дар 
Ф(х) :;;; т булгани сабабли F(x) + Ф(х) Е W ва аF(х)ЕWбу ла
ди, чунки дар(F(х) + Ф(х)) :;;; т:;;; n ва дар F(x) :;;;m :;;; n. 
Бунда дар {(х) деганда f(x) нинг даражаеи тушунилади. 

2. Бир, икки ва уч улчовли векторларнинг Ю, R2, R" 
фазолари учун R' С R2C R3 муноеабатлар уринлидир. 

МаШl\лар 

1. R+ - муебат J\аI\ИI\ИЙ сонлар туплами булеин. Бу 
туплам элt'ментлари учун I\УШИШ ва х ER ни л Е R га ку
пайтириш амалларини ~уйидагича киритамиз: 

а) (Vx, yER+) х+ y~X'y; 
б) (xER+, л'ЕR) 4~x~ 
1) R+ нин г вектор фазо эканлигини иеботланг; 
2) R+ нииг бирлик ua х Е R+ га I\арама-I\арши элемеит

лари I\андай куринишга зга? 
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2. <С, +, -,О, 1 > ЧИЗИ~ЛИ фаЗО (С - комплекс сонлар 
майдоии устида) учу и I\ИСМ фаЗО буладиган DeKTOP фазодан 
бир нечтасини ёзинг. 

3. Rз фазода бирор текислю(ка параллел булган барча 
векторлар туплами ЧИЗИI\ЛИ фазо буладими? 

4. С ва Q тупламлар берилган булиб, .+. иккита 
комплекс сонни I\УШИЩ ША эса z = а+Ы комплекс сонни 

'ЛЕQ га купайтнриш булганда <С, +, -, {WАI'ЛЕQ}> ал. 
гебра Q нинг устидаги ЧИЗИI\ЛИ фаза буладими? 

40·§. ВЕКТОРЛАР СИСТЕМАСИНИНГ ЧИ3ИI\ЛИ БОfЛАНИШИ 

~уйидаги иккита вектор ни олайлик: 

а, = (1,2, -1), а. = (2,4, -2). 

Агар бу векторларнинг биринчисини - 2 га купайтириб, 

ИККИНЧИ векторга I\ушсак, -2а,+а.=о нектор ,\осил БУлади. 
1- т а ъ риф. 9' сонлар майдони устида I\урилган V век. 

тор фазонинг чекли сондаги 

й1 ' а2' , ak (1) 

lJекторлари учун камида биттаси нолдан фар~ли шундай Cl.
" Cl.., Cl.k соилар топилсаки, улар учун ушбу 

а.,й;. +а..а. +. . + Cl.kak= о (2) 

тенглик бажарилса, у ,\олда (1) система ЧИЗИI\ЛИ БОFланган 
система деЙилади. Агар (2) тенглик фаl\ат, а., = Cl.. = ... = 
= a.k = О булгандагина бажарилса, у ,\олда (1) система чи
ЗИI\ЛИ эркли (БDFланмаган) система деЙилади. 

2- т а ъ риф. Агар истаJlган ki(i = 1, т) сонлар учун 

а = k;ii, + k.a. + . + km аm (3) 

тенглик бажарилса, у ,\олда а вектор а/ (i = 1, т) I!ектор

лар ОРl\али ЧИЗИ~ЛИ ифодаланади (а нектор а; векторларнинг 
ЧИЗИI\ЛИ комбинациясидан иборат) деЙилади. 

а = (6,4,4) вектор а. = (1,2,3), а. = (3,2,1) ва аз =(1,-2,-3) 

векторларнинг ЧИЗИI\ЛИ КО'<lбинациясидан иборат. Х;аI\Иl\атан, 

2 а, + \. а.+ \. а. = а тенг ЛflК уринли, "унки 

2а;: + а.+а. = 2(\ ,2,3) + (3,2, \) + (\, -2, -3) = (6, 4,4):;;'Й. 
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v фаэодаги чекли векторлар системасининг ЧИЭIЩЛI! БСF
ланиши ~уйидаги хоссаларга эга: 

1- хосса. (1) зекторлар системасининг: а) камида битта 
вектори ноль lIектордан иборат б~лса; б) JyЗндайдир IIккита 
вектори пропорuионал б~лса, бу система чиэ'и~ли БОF"lанган 
б~лади. 

Исботи. :Х;а~ИJyЗтан, агар .7,,=0(1 ~k~m) десак, (1) 
системанинг k- векторини а "" О га, I\олган векторларини эса 

нолларга купайтирсак, О·й;' + 0.0; + + а . о' + + 
+о,а,. = о' б~лади. Энди 

а; = ~aJ (4) 

булиб, бу ерда ~ "" О б~лсин. 
Бундай 1\олда (1) системанинг i- векторини I га, j- век

торини эса -~ га, ~олган Reкторларни эса О га купайruрнб, 

наruжаларнн ~~шсак, (4) га асосан 0 . .1,+ .. + O:Ui_l+ 
+1'12; + 0.12;+1 + .. + (-~a) + +О·ат = о га эри
шамиз. 

2- хосса. Агар О) система ЧИЭИ~ЛИ БОFланган булса, ис-
тащан ь;" ь;. ~ система учу н 

QJ' й2' аm , ~,b2' ,'fJk (5) 

систрма 1\ам ЧИЭИ~ЛИ БОFЛанган булади. 
Исботи. (1) система ЧИЭИ~ЛИ БОFЛанган булгаНJJИГИ ту-

файли за, *' О учун a,~ + а.а. + + а";ат = о' тенг
лик бажарилади. У 1\олда а,й;' + а. i1;+ . + ат а;;, + 
+ О·Ь, + о· Ь. +. + О· Ьт = 'о тенглик уринли булга
нидан (5) система J\aM ЧИЭИ~ЛИ БОFлангандир. 

з- х о с с а. Берищан V фаэода (1) СlIстема ЧИЭИI\ЛИ щ
ланмаган бужа, унинг J\ap I\андай I\ИСМ системаси (система 
булаги) ",ам ЧИЗИI\ЛИ боFЛанмаган булади. 

И с б о т и. Фараэ I\илайлик, 

а" а., ~ (1 ~k~ т) (6) 

сястема (1) нинг I\ИСМИ БУЛI!Б, У ЧИЗИ~ЛИ ЭРКJJИ булмасин, 
яъни (5) система (1) ЧИЗИI\ЛИ БОFЛанган системани ифодала
син. Унда 2- хоссага асосан а;" а., , G

k
, a

k
+I , ат , 

яыщ (1) система J\aM ЧИЭИI\ЛИ БОFЛанган булади. Бу эса бе
рилган хосса шартига ЗИД. Демак, фаразимиэ НОТУFРИ. 
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3- т а ъ риф. V фаЭОНИНГ (2) базис векторлари УЧУII (3) 
тенглик :9Ринли 6:9лса, (а1 , аа , . , а.) кортежга а век
торнинг (2) базисга нисбатан координаmаllар саmри деllи
лади. 

6из кейинро~ координаталар са'-РИIIИ 'Iap ~811Д811 
век,-ор учун (берилгаи базисга нис6атаIJ) ягонаЛИГИIJИ 
к:9рсатамиз. 

Агар 2- таърифни ~аноатлантирувчи (1) система чек
ли б:9лмаса, у 'Iолда 6ундаll вектор фазога чексиз :9л
човли вектор фазо де6 аталади. 

(1) система V нинг базиси 6~лса, V фаэо k :9лчовли фа
ЭО деЙИлади. V фаЭОНИНГ ~лчови dim V ор~и 6елгиланади. 

4- т а ъ р н ф. Чекли ReКТОРлар системасининг ранги де6 
ундаги чнэи~ боFланмаган векторларнянг максимал соннга 
аЙтнлади. 

J- теорема. /f' фазсн.uнz ucталган. n+1 та ве"moри 
узаро ЧU3lЩ11U БOFIlaН2aн. БУlll1дu. 

Ис60ТН. ё;=(I.О, О). е. = (О. 1. • О) ...... 
ё.= (О. О, .1) веr:торлар снстемасн чнэи~и 6оРланмаган 
6У.1ЗДИ. ~тaн. а...г1 + a.i"t +. . + а.е. = (а1 • аа. 
а,.) вектор ноль векторни нфодалаши учун а1 = аl .. 

= а. = О 6~ЛИlШI керах. Эиди Rn книг нсталган n + 1 
та векторн ортлар op~ Ч!IЗIII\ЛИ нфодаланишинн K~pcaтa-
МНЭ. 

Иста:uан HO:1b бу.lмаган ii = ('%1' аа. • '%,.) векторнн 

а.1З.\IИЗ. ~~ к5'рнб ~мнэдек а = (а.... '%1' •••• а,.) -
= ~ е;: +- '%j. + .. +а. г. БУ;ЩII. 6yJuIa11 а = - а1 е. -
-~.e. -. . - а,n еn= о ке:1II6 ЧIIf\ЗJUI. Oxнprи текглl'К n+ 1 
та а. е;:, е; , ё" 8eКТ'Jp!IНИГ 'IИЗН~1II 6oF.1ЗИган жан.m

ПIНИ k5-рсата.:!И. Нan!жa.Ja е.. е" • ё" орт.1Зр R" ;,рф 
Wt'nIX фaзoнинr базнсинн ташхи.l этa;uI. 

2- meope.tta. V вeкnwp фaз?НUНZ uxnшёpull lЮ'.f7/I)рu 
(2J ба3и.; eeкrмp.llJp cщme.1tЩU oJ1lllWl JШJfШ. усума чи
ЗUX-IU и60дa.tшiaдu. 

'Исб'О7К- \' 'Uf.3I;'",.JI фУ...1З ('Z) atereIOIa 6азис ~.'IC3. 
УН2 fu:и..~ т;;~ Ю"-Са . .'!. иcra.vзв n - I 1'-1 гtX1I'JP 
~:""2 (дo-:;a3!"2.~ б-;·::а..v_ Дev.г.1{, У.-за СмтгdfЯ w ... :дн 
92?~~ =-!~ ~,' ~ а,4' tt...+J оои.ЩI Itfiii1:"AlУ::ХИ. 
У."2;' :.-;:.= 
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сх, а;- + сх.а. + ... +:схnаn + аn+ I Х; = О (i = г,k) (3') 

тенглнк ·бажарнлади. S"э-уэидан маълумки, (3') тенгликда 
СХn+ 1 =F О, акс '10лда 

сх,а, + сх.а. +. . + схnаn = О (4) 

булиб, (4) тенглик (2) системанинг базис эканлигига эид ке
лади. (3') тенгликнинг иккала томонини СХn+ 1 га булиб на 
(n + 1)- '1аддан бош~а '1адларни ~арама·~арши ишора билан 
унг томонга уткаэиб, ~уйидагини '10СИЛ ~иламиэ: 

Х; = h,a, + h.a. + Нn аn (5) 

a-k -
(5) да hk = - -- (k = 1, n) БУлади. 

"k+1 
Энди (5) чиэи~ли ифодаланишнинг бир ~I/йматли (ягона) 

эканлигини исботлаЙмиз. 

ТескаРИСИIIИ фараз ~илайлик, яъни Х; вектор учун (5) дан 
фар~ли камида яна битта 

Х; = ~,a; + ~2a. +. . + ~n а,; (6) 

чизи~ли ифодаланиш мавжуд БУлсин. 
(5) тенг ликдан (6) ни '1адлаб аЙирамиз. у '10лда 

(h, -{~,)a;: + (h. - м;; + .. + (·"n - ~njan = О (7) 

тенглик '1осиn булади. (2) векторлар системаси чизи~ли 601'
ланмаган булгани туфайли (7) тенглик фа~ат на фа~ат барча 
коэффициентлар нолга тенг булгандагина бажарилади. Де

мак, hk = ~ik = 1, n) тенгликлар уринли. Теорема исбот БУлди. 
Шундай l'iиnиб, Rn фазо чексиз куп векторлар система

ларига эга булиб, уларнинг '1ар бири n та узаро чизи~ли 
щланмаган векторлар системасидан иборат экан. 

Э с л а т м а. Бу китобда купро~ чекли УЛЧОRЛИ фазолар 
билан ШУFулланамиз. Чекли фазонинг n улчови бу фаэо ба
зисини ташкил ЭТУIIЧИ векторлар сонига тенг ЛИГИ ни курдик . 
Алгебрада яна чексиз улчовли фазолар '1ам l\аралади. Чек
сиз у лчовли фазонинг хар l\андай базиси '1ам чексиздир, 
яъни чексиз куп ЧИЗИl\ЛИ щланмаган векторлардан тузил
ган системадир. 

Масалан, R майдон устидаги f (х) кущадлар фазоси чек-
сиз улчовли фазодан иборат. 1, х, х', , хn , система 
бу фаэонинг баЭИСIIНИ тасвирлаЙди. 
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Маш~nар 

1. (0.1.1) (1.0.1). (1.1. О) иекторлар системасининг ран
ГИlШ топинг . 

2. L1 ва L. лар R" иинг ~исмфазолари булиб. L1 n L. = 
= {О} булса. dim L1 U L.) = dim L1 + dim L. тенглик уринли 
буладими? 

3. а: ь ва с векторлар системаси RЗ нинг базиси БУл· 
ганда а+ Ь. а + с, ь + с векroрлар системаси ~aM базис 
булишини исботланг. 

4. ~ а •. .... Uk• .!U, система v фазонинг базиси бул-
ганда а1 • а... • r7. ak • , а, система ~aM V нин г бази-
си эканлигини исботланг (бу ерда r7..* О скаляр ми~ор). 

42- §. Векторлар системасииииг эквивалеитnиги 

Rn фазо векторларининг ~уйидаги иккита системаси бе. 
рилган булсин: 

Ql' а2! t а" (1) 

ь;., ь.. Б;. 
1- т а ъ риф. (2) системанинг ~ap бир Ь i вектори (1) сис

тема ор~али чизи~ли ифодаланса, (2) система (1) система 
ОРl\али чuзиl\ли ифодалаllади дt'Йилади. 

Бирор сисТt'манинг иккинчи бир система ор~али чизи~ли 
ифодаланиш муносабати транзитивдир. Х;а~и~атан, учинчи 

~,~ ~ ~ 
система (2) ор~али чиэи~ли ифодаланади ~ деб фараз ~илсак, 
ушбу тенгликлар бажарилади: 

r 

ь; = ~ r7.i ; а; (i = Т;S), 
;=1 

(4) 

s 

Ck = I~kibi (k = г;t). (5) 
1=1 

bi ниlIГ (4) даги ифодасини (5) га ~УЙиб. ~уйидагига ке· 
ламиз: - " ()' -) '" (" )- =" -C k =~~ki .... a.ija j = ~ ....:..~kiCt.ii а]' ~Ykiai' 

;~1 ;~1 j=1 ;=1 1=1 
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r 

~ = ~Yklai" 
j=1 

Бу тенг лик (3) системанинг (1) система орl\али ЧИЭИI\ЛИ Jlфо
;\Зланишидир. 

Шундай I\илиб, (3) система (2) ОРl\али, (2) эса (1) 
ОРl\али ЧИЗИI\ЛИ ифодаланса, (3) система (1) ОРl\али 
ЧИЭИI\ЛИ ифодаланади. 

2- т а ъ риф. Иккита векторлар системасидан БJlРИН
чиси иккинчиси ОРl\али ва аксинча, иккинчиси бирин
чиси ОРl\али ЧИЭИI\ЛИ ифодаланса, бундай векторлар 
систем ала рига эквивалент векторлар системалари (ЭК
вивалент системалар) деЙилади. 

Векторлар системаларининг эквивалентлик муноса
бати J\aM транзитивдир, чунки (1) ва (2) лар узаро, (2) 
ва .(3) лар узаро эквивалент булса, у J\олда (1) система 
.(3) системага эквивалентдир. 

1- теорема. Агар ё вектор (1) система ОРl\али ЧИЗИI\
ли ифодаланса ва (1) система (2) системага эквивалент бул

са, у J\олда ё вектор (2) система ОРl\алн ЧИЭИI\ЛИ ифодала
нади. 

r s 

Исботи. с= ~aiai ва ai= ~~i;bl тенглинлардан 
i=1 1=1 

с=! а; (I~i;bJ)=:±ai(~ ~iJbl= ~l\b/, c=I6, Ь, 
i=1 1=1 1=1 '=' j=1 /=1 

тенгликка келамиэ. Бунда ai' ~iI ва 6/ лар скаляр МИl\дОР
лар, яьни 8' майдоннииг элементларидир. 

2- теорема. (1) система чиэи1fли эркли бfjлиб, у (2) 
система Ор1fали чuэи1fли ифодаланса, (1) нинг векторлари 
сони (2) нинг векторлари сонидан катта бfjлмайди, яъни 
r.;;;s тенгсuэлик бажарuлади. 

Исботи. r>s деб фараэ il\илаЙлик. Теорема шартига 
кура 

~. 

а; = fLiliЬ;±..J:ti2!2 + . + j.I:~s=· ~ ~il.~i" 
- 1=1 

!j1 
, (6) 

Координаталари j.liI' fLi2' • j.lis сонлардаи иборат бул-
гаи г та s УЛЧОАЛИ I\уйидаги векторларни оламиэ: 

ё;= (fLil' "'i2' , j.lis) (i =]. г). 
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r > 5 6улганн са6а6ли R' фаэода 6у Еекторлар ЧИЭИ~ЛИ ('OF
лаllган. Демак, каМl!да биттаси нолдан фаРI\ЛИ k1, k2, •• , k, , , 
сонлар мавжуд 6У'lи6, улар УЧУII ~>iCi = 2: ki(I1i!,l1i2' 

i=1 i=1 , 
l1i,) = ,I (kil1ii' ki l1i2 ,ki l1i,)=O тенглик ба-

i=1 
жарилади. Бунда векторлаРIIИНГ ЙИFИIIДИСИ О вектор ва 6у 
Бекторлар ЧИЭИI\ЛИ БОFланмаган 6улгаllИ учун 

, 
,Ikil1il = О, 
/=1 • 

6улади. 

, , 
,I kil1i2 = О, •• ,,Ikil1i. = О, 
/=1 i=1 , 

,I kif1il = О (j = l,Sj 
i=1 

(6) l1a (7) ларга асосаll, I\уйидагига эга 6уламиэ: 
r , (.! S , S 

(7) 

.,I.~-;ai= ~ki (,Il1i;Ь/)= ~(~.~il1iJ )ы� = ~(O'b/) = о. 
,=1 1=1 /=1 :/=1 1=1 1=1 

Бу тенг лик эса (1) Сl!стеманинг ЧИЭИI\ЛИ эрклилигига эид 
келади. Шу саба6ли r .;;; S тенгсиэлик бажарилади. 

1- 11 а т~и ж а. Иккита эквивалент (1) ва (2) векторлар сие
темасининг J\ap бири ЧИЭИI\ЛИ эркли система 6улса, уларнииv 
векторлари сони тенг, яъни r = 5 6Улади. 

И с б о т И. 1- теоремага асосан, бир томоидан г.;;; э ва 
иккинчи томондаи 5';;; r БУлади. Буидан r = S кели6 ЧИl\ади. 

2- н а т и ж а. a1, а.. . ат сиетеманинг максимал r 
I\а s та векторларидан ТУЭИJlган иккита ЧИЭИI\ЛИ 6орланма
ган I\ИСМ системасини олсак. r = S булади. 

И с б о т и. Берилган 

Ql' а2 , • аm (8) 

сиетеманинг максимал r та векторидаи туэилган битта чи
ЭИI\ЛИ эркли I\ИСМ системасини 

а1 , й2, • а,(г .;;; т) (9) 

деЙлик. 
(8) системанинг J\ap бир Bel(TOpH (9) ОРl\али ЧИЭИI\ЛИ ифа

даланади. Аl<синча. (9) система (8) нинг ЧИЭИI\ЛИ комбина-
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uиясидаи иборат, чунки (9) нинг "iap бир а;и = т,г) векторн 
(8) ОРl\али l\уйидагича ЧИЭИI\ЛИ ифодаланади: 

а;= 0'0, + о.а. + . + О·ац + 1· а;+ 

+O'~+l + + О·ат · 
Шундай l\илиб, (8) ва (9) системалар эквивалент система· 
лардир. 

(8) нин г максимал s та векторидан туэилrан иккинчи чи
ЗИI\ЛИ эрклн I\ИСМ системасн ни 

Qll' Gi2 1 , а;, (э,,;;; т) (10) 

ОРl\али белrиласак, Юl\оридаги MYJ\oKaMara асосан, (8) ва (1 О) 
системалар, у "iолда (9) ва (1 О) система лар эквивалент сис· 
темалар булиб, 1- натижага мувоФИI\. r = s БУлади. Демак. 
r = т шартда s = т булиб, (9) ва (10) лар битта система· 
ии билдиради. 

3- н а т и ж а. Эквивалент булга н 

G1, й. , а,р 

~. ь: , , Ь, 

(11) 

(12) 

векторлар системаларининг ранглари тенг. 

Нсботи. (11) ва (12) ларнииг k I\a 1 рангларини аНИI\
ловчн ЧИЭИI\ЛИ БOFланмаган I\ИСМ системалари 

й, ' а. , ak (k ,,;;; 5), (13) 

~, ~ , , Ь; (l ,,;;; t) (14) 

бужин. (11) ва (12) системалар - эквивалент. 
2- теоремага кура, (1 1) система (13) ОРl\али ЧИЭИI\ЛИ ифо

даланади, (13) нин г Jliap бир а; вектори эса (11) ОРl\али 

а; = О· а, + + 1 .а; +. . + О· а, куринишда ифодалана
ди. Худди шунга ухшаш (12) ва (14) системаларнинг экви
валеllТЛИГИ куреатилади. Эквивалентлик муносабати транэи
ТИR булгаRИ сабабли, (13) ва (14) сист~малар эквивален"i'ДИР. 
у J\олда 1- натижага асосан k = [ЭI<анлиги келиб ЧИl\ади. 

43- §. ИЗ0МОРФ ЧИЗИI\ЛИ ФЛЗОЛЛР 

Аi!тайлик, 8' майдон устидаги чекли УЛЧОRЛII Иlшита V 
ва V' ЧИЭИI\ЛИ фаэолар беРllлган булеин. 

т а ъ риф. Агар V ва У' Ч\IЗИI\ЛИ фазолар орасида шун-
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дай ер акслантириш манжуд 6улиб, у V нинг ",ар бир х 
IJeI\ТОРИНИ V' IIИIIГ битта х' Dекторига (шу била н 6ирга V 
~ИIIГ ?;амма векторларини У' нинг ",амма векторларига) уз
~po бир I\ийматли акслантиреа Ба I\уйидаги шартлар 6ажа
рилса, V ва У' фазолар узаро uзоморф ЧUЭU1fЛU фазолар де
iiилади: 

_ф- _ф- - _ф_-

1) х ->- х' Ба У -~ у' булса, х + у -~ х' + у' БУлади. Буи-
~a х + уЕ V, 7 + У' Е V'(Vx. УЕУ, х', у' EV'); 

-Ф- _ф -

2 х - ~ х' ба жарилгаllда ах -+ а х' бажарилади. Бунда 

сххН, aX'EV' (VaEg>, ХЕУ, X'EV'). 
V аа У' ЧНЗИI\ЛИ фазолаРНИIIГ изоморфлиги ~ ОРl\аЛIf 

белгилаllади. 
Теорема. g> майдон усmидаги n улчовлu ucmалган ИК

'шmа V еа У' ЧUЗU1fЛU фазолар uзоморфдuр. 
И сботи. V М У' ларнинг баэисларини мое рааишда 

е1, е2 , I еn• (1) 

el, е2, , tё~ (2) 

Орl~али белгилайлик аа V нинг ",ар бнр х= al~ + а2е. + 
+ . + аnёn аекторига V' нинг мое коордииаталари тени 
булган х' = a1e; + a.~ + . +аn e~ iiё'кторИни мое I\УЯМИЗ. 
- - - - ф -; -1 _, 

x=a1e1+CI:.e.+ .+аnеn-.. х =a1el+a.e2+' .+ 
+ Cl:n e~, (3) 

бунда а; Е g>. Бу аКСJlантириш узаро бир [l\ийматлИдИР, чун
ки яна 

у =~lel + ~.e.+ 
= ~1e; + ~. ё; + 

- ф-I 

+~nen-~Y = 

. + ... + ~nё~ (4) 

акслантиришни олиб, х = У десак, а; = ~;(i= Т,Ii) келиб ЧИ_ 
I\ади. У ",олда х' = У' булади. 

(3) акслантириш изоморфизм таърифининг иккала шарти
ни I\аноатлантиради. Х;аI\Иl\атан. 

х + у = (a1el + CI:#. +. . + аnвп> + 
+(~l е1 + ~.ёl + + ~n eJ= 
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= (<%1 + ~])~ + (о:. + ~,.) е. + . + (а. + ~.) е. _ .. ~ 

-~(0:1 + ~Je; + (/Х. + ~.)e; +. + (0:" + ~.)ё~ = 

= (а1ё;+0:.ё; + + o:nё~)+ (~1 ё; +~. ё; + ... + ~n е,;) = 

=Х' +у' 

- -ф- - - - - -
х + у -~ х' + у', х + у = х' + у' 

- - - - .. v _о: Е Р' учун а х= 0:::1:1 е] + 0:::1:. е. +. . + о:а. en-~ 
->-=1ё;+аа.ё;+ .+aanё~=aX', аХ=аХ'. 

Шундай I\НJ/иб, V.~ V~ БУлади. (3) аКСJlантнрншдан I\Y
iiндагнл~р JlОСИЛ булади: 

- .. + о· е n ->-0= о.ё;, + о·е;; + 
->- о· ё; + о·ё; + ., + о .ё~ = О', 

- ф -' 
o-~ о. 

а1 =а.=. =ai_l=ai+l= = аn = о, а; = I 

I\ийматларда: х=е;з>- х' = ei. 
Демак, (1) базис векторлари мос раRишда (2) базнс век

ТОРJlарига аксланади. 

М и с о л. )\аI\ИI\ИЙ сонлар майдони устидаги векторлар
нинг уч У.1човли R3 фазоси ва даражалари 2 дан ЮI\ОРИ 
булмаган [(х) = а. + a1x + а.х' кущадларнинг уч УЛЧОБЛИ 
R~ фазолари изоморфдир. 

Буни исБОТJiаш учун е; ~>- х ;-1 (i = 1, 2, 3) акслантирнш
ни урнатиш кифоя. 

- .. 
а = (а., а1 , а.) ->- [(х), 

Ь =$., ~,' ~2) _ .. ~ g(x) =~. + ~lX + ~.x'. 
у Jlолда 
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ва 

+ «(%, + ~,)x + «(%. + ~.) х· = «(%0 + (%, Х + (%ZX2) + 
+ $0 + ~,x + ~.x') = {(х) + g(x), 

а + b.!~ {(х) + g(x) 

а а = аао е, + аа, е.+ аа"еэ _Ф .. аао + аа,х + аа2х2 = af;(x), 

aa.!~ af(x) 

6улади. Бунда ао , а" а., а лар 'Iа~и~ий сонлар. 

44· § ЕЕКТОРЛДР СИСТЕМДСИНИНГ 'IИЗИН;ЛИ Н;ОБИfИ 

Биз ~CM фаЗОJlар темасида V
N 
чизи~ли фаэонинг чекли 

n 

СОllдаги ~исм фазолари кесишмаси L = .n Li яна V нинr 
1=1 I 

~исм фазоси БУJlИШИНИ айтиб утган эдик, L ~исм фазо БУл· 
гани учу н у 

Ql' а2' о., аn 
(1) 

вектор лар системаеи билан биргаликда уларнинг 

Л, а, + л2а2 + .. + Лn аn (+.!Л/ Е ВО) (2) 
курииишдаги барча чизи~ли комбинаЦИЯJlаРИНII 'IaM узида 
са~лаЙди. (2) КУРИllишдаги ифодани 8' майдон устидаги V 
чизи~ли фаЗОНИIIГ чuзи~ли ~ОбиFи деЙилади. 

Биз бундан кейин бу ЧИЗИ~JlИ ~оби~ни L (а" а., ... ,а,.) 
ОРI~али беЛГИJlаймиз Ба унинг ба1оЗИ бир х о с с а ,1 а р и БИJlаи 
~уйида танишиб Утамиз. 

1- теорема. Агар 

Ь,., ь., Ьm (3) 

системанинг {ар бир вектори (1) система ор~али чизи~лu 
ифодаланса, у !(олда 

Ць" ь., Ьm ) с Ца" 17;, а.) (4) 

булади. 
И с б о т и. Фараз ~ИJlайлик, 

b~ = a~la. + a~ij. + + aknan (k =I,т) (5) 
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6~ЛСИН. Бундай J\олда [(ы1' Ь;, 
вектори 

~) нинг ихтиёрий х 

х = ~)j'1 +у.Ь;; + + ~m Ь т = Мхна. + 
+ al'~ + + а,n аn) + ~,(a;'la~ + 

+ а.,а, + + а2nа;,) + + ~т(aт,al + 
+ IXт , ~ + . + аmnаn) Е Ца1 , а" a~) 

булади. Бу эса ЦР1' Ь" Ьm) ~ L (а., а,. аn) эка· 
нини билдиради. 

Буш тупламнинг чизи~ли ~обllFИ {О} тупламдан ибораl 
деб олинади. 

2- теорема_ Агар (1) сисmеlolанинг ранги r га mенс 

бgлса, L(a1'-a" ,аn) ЧUЭUIfЛU ~БUIf r (;лчовлu б(;ладu. 
Исботи. (l)системанинг рангини ани~ловчи ~исм систе· 

мани 

а1 , а 2, а, (5) 

Орl,али белгилаЙмиз. Унда базиснинг таърифига асосан (1) 
системанинг исталган вектори (5) ОРl'iали чизи~ли ифодала· 

нади. У J\олда 1-теоремага асосан, Ца1 , а;, ,а" ,a.)S 

s L (а1 , а" ., ,а,) булади J\амда L (а1 , а2 , ,а" a'+I' 
, а;,) да ИСl'алган r +k(k= 1, n -r) та вектор чизиl'iл~ 

БОFJIанган булгани туфайли L(al' а" , а.,) 1IaM r У лчов· 
ЛИ ~исм фазодир. 
М и с: о л л а р. 1. 6' сонлар майдони устида ани~ланган. 

даражалари n дан катта булмаган {;(х) (i = 1, 2, 3, ) куп, 
J\адларнинг Vn+1 фазосидан М = {1, х, х', ,хm} (1 :;;;;m:;;;; 
:;;;; n) системани оламиз. Бу системадан тузилган ЦМ) ЧИ· 
ЭИl'iли ~оби~ элементлари {(х) = 110 + а1х + а2х' + ... + 
+ атхm (akE6', k = 1-;n) куринишдаги кущадлардан тузиn, 
ган ~исм фазони ифодалаЙди. Агар m<n БУJICа, ЦМ)СУn"-l 
ва т = n булганда эса ЦМ) = Vn+1 булади, чунки иккин, 
чи :,\олда М система Уn+ 1 фазонинг базисини ташкил этади. 

2. а, ь на ё г.~:(торлар (бу ерда а*, О) БИТТ2 TYPP~ 
ЧИJИl'iда ётса Ца, ь, ё) = Ца) булади. 
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3. а. Ь ва с векторлар компланар 6улмаган векторлар 
БУлиБ. ё = а +Ь булса. L (а. Ь. ё) = ца, ь) 6улади (нс-
6отланг). 

МаШl\lIар 

1. Aгap~. а,. .ат.Ь система чнзи~ли 6оFланган 
БУлса. у х,олда~. а,. . • ат система чизи~ли ЭРКIIИ бул-
ганда ва фа~ат шундагина Ь Е L (а;:. а,. . ... "йт) эканлигини 
исботланг. 

2. Агар а); а,. 
булса. у х,олда "й). а,. 
эканлигини курсатинг. 

ak Е L (Ь). Ь,. Ьт) ва k>m 
ak системанинг ЧИЗIЩЛИ боFЛИ~ 

45- §. ,,"исм ФА30ЛАРНИНГ IАИFИНДИ(И ОА ТfFРИ АИfИНДИСИ 

АЙтаЙлик. А чизи~ли фазо ва А). А,. . .• Аn лар унинг 

I\ИСМ фазолари булеин. Маълумки •. п Ai = В J\aM А чизи~-
'=1 

.1И фазонинг ~ИСМ фазоси БУлади. I\исм фазолар кесишмаси 
тушунчаси ор~али уларнинг ЙИFИНДИСИ ва ТУFрИ ЙИFИНДИСИ 
тушунчалари мавжуд. 

1- таъриф. х) ЕА). х,ЕА, •. . • х:ЕАn булганда 
x,+~+ ... +x;. 

куринишдаги барча ЙИFиндилар ТУl1ламига А). А,. 
I\ИСМ фазолар ЙUFuндuсu дейилади ва у 

А) + А, +. +Аn 

(1), 

.• Аn 

(2) 

ор~али белгиланади. 
М и с о л. А чизи~ли фазо сифатида RЗ (уч УЛЧОВIIИ вектор 

фазо) даги барча чизИl\ЛИ эркли векторлар тупламини оламиз. 
А) сифатида хОу текиели кка параллел бу лган барча ЧИЗИI\ЛИ 
эркли векторлар фазосини. А, сифаТllда хОг текисликка парал
"ел булган барча ЧIIЗИI\ЛИ эркли векторлар фазосини оламиз. 
Бу J\олда А) ва А, ларнинг ЙИFИНДНСИ А фазони беради. 
А) n А, эса Ох y~~a параллел булган чизи~ли sркли вектор
.1ар тупламидан и60ратдир. 

Х:аl\и~атан.-i. 7. k лар мое равишда Ох. Оу, Ог Уl\лар
га параллел б}'лган базис векторлар булса. А фаЗОlIlIНГ их-
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тиёрий х вектори х = аТ + Ь Т + dk куринишда булиб, бу ер
да а i + Ь/ЕА" с i+ d kE А. булади. 

2- т а .. р и·ф. Агар (2) I\ием фаJОIIИНГ Jlap бир вектори 
ягона усулда (1) куринишда и1эодаланеа, (2) ЙИFиндига 

А1 (i = 1, n) I\ием фазоларнинг m[JFpu ЙUFUндuсu дейилади 

Ба у А,9ЭА.q:J . .. фАn ОРl\али белгиланади. 
1- теорема. Ai(i = I-;ti) "исм фаэоларнuнг !fap бuрu 

"олган "и;м фаэолар ЙUFuндu;u А, + А, + + Ai _, + 
+ Ai+, + + Аn бuлан ягона НОЛЬ УМУМUЙ элеменmга 

эга б[Jлса еа фа"аm шундагuна (2) ЙUFuндu Ai(i=Cn)/\UCM 
фазоларнuнг m[JFpu ЙUFuндuсu буладu. 

Исботи. Зарурлиги. x=~+~+ +Х;;ЕА,+ 
+ А2 + + Аn булиб, х lIектор У; Е А; (i = 1, n) булган
да х = у; + у; + + Уn куринишга зга були б, Х; =F У; 
булеин. Буидай Jlолда х; + х; + + ХN = У, + У2 + 
+ + Уn :тенгликдан х;-- у; = (У-; -х2) + (Уз - хз) + 
+ + (у. -х,,) Е А, n (А2 + Аз + + Аn ) ни Jlоеил 
I\иламиз. х; * у; булса, А 1 n (А2 + Аз + + Аn) =F {О} 
булади. Худди шу уеулда ~ - у; = (у, -х;) + + 
+ (У;-, + Xi _ l ) + (У;+, -Х;+,) + + (У. -х,,) Е А; n 
n (А, + А2 + . + А;_I + Ai+, + + Аn) муноеабатга 

биноан, Xi =F Yi булса, А; n (А, + А2 + + Ai_t+Ai+,+ 
+ .+Аn) =F {О} деган хулоеага келамиз. Демак, (2) ТУfрИ 
ЙИFИНДИ булмаса, А; n (АI + А2 + А;_, + Ai+1 + . + 
+ Аn) = {О} шартлар бир ваl\тда бажарилмас жан. 
-Етарлилиги. Тескарисини фараз I\илайлик, яъни А; n 
n (А 1 + А2 + + Ai _, + Ai+, + + Аn) =F {О} бул-
еин. Бундай J\олда хЕА, +А2 + +Аn нинг (1) кури-

нишда ягона уеулда тасвирланмаелигини I<урсатамиз. 

Х;аI\Иl\атан, бир томондан х = х, + Х2 + + ХN бу-
либ, яъни (1) уринли булгани J\олда, иккинчи томондан-нол
дан фаРI\ЛИ ai Е Ai n (А ) + А2 + . +A i _, +Ai+, + . + 
+ Аn) вектор учун шундай a~ Е А" ~ Е А2 , , а;-, Е A;_J, 
GI+1 Е А;+" , аn Е Аn векторларни ТО[JИШ МУМКИIIКИ, на-
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тижада х; + Х2 + + х, + + хn = (х, + й,) + (Х2 + 
+ а2) + + (Х;-, + а,_,) + (х, - а,) + + (~n + а;,) 
тенг лик бажарилади. Бун ии г учун ai = а, + а2 + + 
+ ;;-._, + a,t' + + а;, деб олиш кифоя. Демак, (2) 
ЙИFИНДИ ТУFрИ ЙИFИНДИ булмаЙди. Теорема тула исбот бул-
ди. А, ЕЕ> А2 ЕЕ> ЕЕ> Аn = V n булга н '1М МУ)\ИМ а)\амиятга 
эга. Бундай J\олда V n фазо А, I\ИСМ фазоларнинг ТУFРИ 

n 

ЙИFиндисига ёйилган деб юритилади хамда dim V n= ~dim А, 
,=, 

тенглик бажарилади. 

МаШl\лар 

1. Исталган RЗ фазо бир улчовли учта узаро перп~нди
куляр булган фазоларнинг ТУFрИ йигиндисидан Иборатдир. 
Фазодаги ихтиёрий ну!)та координаталари Ох, ау 03 Oz 
у!)лардаги ну!)талар координаталари ОРl)али бир !)ИЙ '18ТЛ1l 
усулда аНИl\ланишини курсатинг. 

2. RЗ да берилган учта I\ИСМ фазодан ихтиёрий и,(юпа
сининг ТУFРИ ЙИFиндиеи булган !)ИСМ фазога МИСОЛ келти
ринг. 

3. а, ~, ,pERBa 

булганда (а е, + ~ г2 + 
буладиYlИ? 

r" е2 , ,еn орт вектор юр 

+ р ё,;} = Vn тенглик уринли 

4. Агар А ЧИЗИI\ЛИ фазо А 1 , А. !)ием фазоларнинг ТУFрИ 
ЙИFиндисидан иборат булеа, у J\олда: а) А 1 n А. = {О}; 
б) dim А = dim А1 + dim А. эканлигини иеботланг. 

46· §. ЧИЗИI\ЛИ К9ПХИЛЛИКЛд,р 

ti' майдон уетидаги n улчовли V фазонинг W !)ИСМ фазо· 

си ва V фазога тегишли х: вектор берилган булеин. W шшг 
иеталган у вектори учун z = хо + у КУРlIнишдаги вектор· 
лар туплаYlИНИ lf била н белгилаЙмиз. 

1-та ъриф. хо + W = {Ха +уl ХО Е V} тупламга W '\IЮI 
фазонинг ~ векторга еилжишицан J\оеил булган ЧИ31ЩЛII 
кУпхил.1ИК дейилади ва у Н = хо + W ОРl\али белги.,аllаДIl. 

Ву тенглик шуни курсатадики, W нинг )\амма векгорла

рига ха вектор ни !)уш~ак, Н нш!г J\3Y1'.1a z B~KTop.lI?·' '1'). 
сил БУлаДIl. 
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1- теорема_ Н кgnхuллuк V нинг /{ием фазоеuни тае
вирлаши учун хо Е W, яъни Н = W шарт бажарилиши 
зарур ва етарлu. 

И с б о ТИ. 3 а р у р ли ги. Н купхиллик I\ием фазони 

тасвирласа, Н да 'о ноль вектор мавжуд булиб, демак, "ан
дайдир z вектор учун z = хо + у = 'о бажарилади, бундан 
Х. = -у Е W келиб ЧИl\ади. У х,олда W I\ием фазо I\УШИШ 
амалига ниеба1ан группа экаllИНИ назарда тутиб, группанинг 

таърифига к9ра Н = хо + w = W, Н = W ни х,оеил I\ила
миз. 

Е т а р л и ,1 И Г и. ХО Е W бажарилеа, Н I\ием фазо экани 
равшан, чунки группаНИIlГ хоееаеига аеосан Н = xo+W =W, 
Н = W БУлади. 

Н а т и ж а. Н купхиллик V нинг I\ием фазоси булмаели
ги учун Х. ~ W шарт бажарилиши зарур lЗ етарли. 

Умуман, V нин г битта I\ием ctазоеини турли ~, ~, x~, 
Е V векторлар буйлаб еилжитишда турли Н, Н', Н", 

купхилликлар х,оеил БУлади. хо + W КУllхилликка тегишли 
ихтиёрий х ва у векторларнинг айирмаеи W I\ИСМ фазога 
тегишли БУлади. Х;аI\Иl\атан, х = хо + г, у = хо + z" бунда 
г, ~ Е W эканлигидан х-у = (хо -1- z) - (х.+ Zl) = z -
- 10 Е W БУлади. 

2- теорема. 
к{jnхиллик у.IfУМUЙ 

ма- уст тушадu. 

Ихтuёрuй иккита Х. + W ва уо + W 
элементга эга б{jлмайди ёки улар уст-

И с б о т и. АйтаЙЛIlК, хо + W ва уо + W купхилликлар 
умумий х злемеитга зга булеин. У Jlо,ща хо - х Е W ва 
У. --х Е W булади. к.уЙидаги тенгликларни ёзамиз: хо + 
+ W = х + «;0 - х) + W), Уо + W = х + «Уо - х) + W ). 
Бундаги (х. - х) + W ва <уо - xj + W I\ушилувчилар W би
лан уетма- уст тушади. 

демак, Юl\оридаги иккита купхиллик х + W купхиллик
ка тенг булади, яъни берилган купхилликлар уетма-уст ту
шади. 

3- теорема. V вектор фазонuнг W ва W' /{ием фазо
лари берилган. б{jлсuн . .у "fолда 

Н1 =Х1 +W, Н.= х2 + W' (1) 

кgnхuллuклар ycmмa- уст mушuши учун W ва W' лар 
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усmма- уст тушиши вй ~ - Х. Е W 6улиши эарур ва еmар
ли. 

Исботи. Зарурлиги. Н1 =Н.=НБУлсин. VxEH 
векторни I\уйидаги КУРИНllшларда ёэамиз: х = Х1 + ii ва 
х = Х2 + 7/ Бунда у Е W, !/ Е W' булиб, Х1 + ii = х.+? 
тенгликдан 

'!? = (Х1 - х.) + у (2) 

тенг..:'!ик келиб ЧИl\ади. Агар х вектор Н да узгарса, у )\ол
да у' вектор W' J<\исм фазода Узгаради. 

Демак, )\ар бир 11' Е W' га у Е W топилиб, натижада (2) 
уринли БУлади. 

Хусусий ;.;олда, !/ = 'о булса, у 'Iолда у = - (Х1 - х,) 
булади. Бунда н куринадики, Х1 -х. Е W экан. 

,1екин (2) дан W' s:::. W муносабат бажарилади. Шуиго 
ухшаш МУЛО'lаза W S W' муносабатга 0,1иб ке,lЦИ. 

Шундай I\ИЛllб, W = W' ва Х1 -х, Е W 
Етарлилиги. W == W' ва ~ -х. Е W, яъни Н1 = 

=);1 + W, Н2 = Х2 + W', ~ -х. Е W БУлсин. Ихтиёрий 
х Е Н 1 вектории х = ~ + у (бунда у Е W) куринишда ~a. 
МИЗ. Бундан х = (Х1 - :;:2) + (х. + у) = Х2 + [(~ - Х;) + у)' 
~ - Х2 Е W ва у Е W булгани учун ва W нин г I\ИСМ фазо· 
лигидан (Х1 -х2) + у Е W булади. 

Демак, х Е Н2 , яънн Н1 ~ Н. муносабат уринли. Шунга 
ухшаш Н 2 S Н 1 нн исбот I\иламиз. 

Бу муносабатлардан Н1 = Н2 тенглнкка эга БУламиз. 
Н а т и ж а. Н = ха + W ЧИЗИI\ЛИ купхиллик У ЛЧОDИ W 

I\ИСМ фазо улчови билан устма- уст тушади, яъни dim Н = 
=dim W R3 фазода ТУFрИ ЧИЗИl\лар бир улчовли, теКИС,1ИК' 
лар эса ИККИ УЛЧОАЛИ ЧИЭИI\ЛИ кУпхиллик,~ардир. 

47- §. СКА.ЛЯР КУПА.IIТМА.ГА. ЭГА. БУЛГА.Н ФА.ЭОЛА.Р 

Вектор фазога таъриф берганимизда биз фаl\атгv.· 
на fi' майдон, векторлар туп,~ами ва аксиомалардаf. 
фойдаланган эдик. Агар вектор фазо элементлари УЧУ" 
уларнинг скаляр купайтмаси тушунчасини киритсак, 
'Iap хил табиатли вектор фазо >\осил БУлади. Х;озиг 
шундай фазоларнинг биттаси билан танишиб Утамиз. 
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Комплекс СОJlлар майдонн усти да аНИl\ланган V 
векторлар фазоси берилган булеии. 

1- т а ъ риф. А гар V фазс!IИНГ х.ар бир жуфт х Ба у эле
ментларига уларнинг скаляр купайтмаеи деб аталувчи ягона 

(х, у) J\аI\ИI\ИЙ сон мое I\уйилган булиб, бу мослик учун: 

1) (х, у) = (у, Х); 
2) (Х + у, z) = (х, z) + (у, z); 
3) (л'х, у) = л, (х, у) (бу ерда л - ИХ1ИЁрий х.аI\ИК.ИЙ сон); 
4) (х, х);;. о (х = о булеа, (х, х) =0 булади) аксиомалар 

бажарилса, у J\олда V фаза скаляр куnайтмага зга бул
ган фаза деЙилади. 

Юl\оридаги аксиомалардан скаляр купайтманинг I\Y
йидаги хосеалари келиб ЧИl\ади: 

а) (х, у + z) = (у + Z, х) = (у, х) + (z, х) = (х, у) + 
+ (х. z); 

б) (х. ЛУ) = (л у, х) = л <У. х) = л<х, iij. 
2- т а ъ риф. Агар V фазонинг исталган х .", о элементи 

учун (х. х) .", Обулса, V фазода аНИl\ланган скаляр ку
пайтма хосмас скаляр куnаumма деЙилади. 

3- т а ъ риф. Агар V фазонинг исталган х Ба у элемент
лари УЧУJl (х, у) = Обулса, (х. iij га V да ноль скаляр 
куnаumАЩ деЙилади. 

Биз бунда н СУJlГ фаl\атгина хосмас скаляр купайтма
га эга булга н фазолар бил ангина ШУFулланамиз. 

4- т а ъ риф. Агар V фазонинг исталган Х.", ОБектори 
УЧУ!I (х, х) > о булеа, бундай фазога униmар фазо дейи
лади. 

М и с о л л ар. 1. Компонентлари J\аI\ИI\ИЙ еонлардан ибо-
- рат булган Ба узунлиги n га тенг булган кортежлар тупла-
мини F(' ОРl\али белгилаЙмиэ. Бу тупламнинг ихтиёрий х = 
= (сх" сх... (хn ) Ба у = ф" ~2' ~n) элемент лари 
учун I\УШИШ па л Е R еонга купайтиришни мое равишда х + 
+У=(СХI +~I' CX2+~2' • CXn+~n)' лх=(лct l , Лct2 • 

• лctn ) ОРl\али киритеак. Rn ЧИЭИI\ЛИ фазо б5'лади. 

Энди F(' да скаляр купайтмаНII (х. ii) = СХ , . ~l + cx.·~. + 
+ + схn . ~n ОРl\аЛII киритсак. бу скаляр к5'пайтма УНН
тар фазонинг барча аКСlIомаларини l\aHoaT лаитнради (текши
РИб куринг). 
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2. [а; Ь] кесмада уэлуксиэ булгаи барча J(а~и~ий функ
циялар тупламини С [а; Ь] ор~али белгилаЙМIIЗ. Бу туплам
да х ва у веlпорлар учун ~ушиш ва купайтиришии ~уйи
дагича киритамиз: х = f (1), У = <Р (1) булганда х + у = 
=1 (1) + !р (1), лх = Лf (1) бу лси н. 

Агар С [а; Ь] тупламда (х, у) скаляр купайтмаии (Х; YJ = 
ь 

= J f (1) !р (1) dt КУРllllllшда киритсак, С [а; Ь] J(aM унитар фа-
й 

30 булади. 
Битта фазонинг узида скаляр купайтмани J(ap хил усул

да киритиш мумкин. Масалан, С [а; Ь] фазода скаляр КУ-
ь 

пайтмани (х, у> = .\ f (t) <р (t) ф' (t) dt ор~али кирита ола МI!З . 
Бу ерда ф'(t) [й; Ь] кесмада нолдан фар~ли ихтиёрий узлук
сиз функция. 

48- §. ОРТОГОНАЛ ВЕКТОРЛАР СИСТЕМАСИ 

1- т а ъ риф. Агар унитар фаЗОIIИНГ иккита х ва у IЗeк
тори учун (Х; !l! = о булса, У J(олда х ва у оекторлар орто
гоltйл векторлар деЙилади. 

Бу таърифдан, хусусий J(олда, х = о веК"fОРНИНГ IIстал
ган векторга ортогоналлиги улардан камида бит таси 1I0лга 

теиг лиги ёки улар орасидаги бурчак ~ дан ибораТЛIIГИНИ 
2 

билдиради, чунки бу фазода (х-: ii) = \ xl \ У\ cos (х; л Ji). 
Rn ва С [а; Ь] фазоларда иккита векторнинг ОРТОГОIIЗЛЛИК шарт
лари мос равишда аl ~I + а2 ~2 + + а" ~,,= О, 
ь 

.f t (1) ер (1) dt = О тенг лик лар ёрда\lllда аlllЩЛ3l1ади. 
й 2- т а ъ риф. Агар V Bel(To;> фЗЗJIIIШГ бир::>р 

ар а2 , , йn (1) 

векторлари системаСИIIИНГ исталган ИКЮI элеченти узаро 
ортогонал булса, у J(олда (1) СИСТС),1а орmJгонал векm9РЛйр 
сuсmел/йсu деЙllлаДII. 

]\\aca.1all, n УЛЧООЛIl R фазода ёi, е2 , е" система 
ОРТОГОll3л CIIстемадир (е; (i = t;II) - орт ОС!(ТОр.l ар). 
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3- т а ъ риф. Агар ортогонал система l\аралаётгаи фазо
IIИНГ базиси булса, бундай системага орmогОllал базuс дейи
лади. 

Масалан, е" е2 , 

нал базисидир. 

е. система Ft фазонинг ортого-

49- §. ОРТОГОНАЛЛЛШ ЖЛРЛЕНИ 

Х;аl\Иl\ИЙ сонлар маЙДОIIИ устида аНИl\ланган n улчовли 
V фазо IIИНГ ихтиерий 

gl' g2' , g. (1) 

базисига асосланиб, 

el , е21 е. :(2) 

ортогонал базисни тузиш жараёни билан танишамиз. Бу ерда 
(1) дан (2) ни J\ОСИЛ l\ИЛИШ орmогОllаллаш жараёllU дейила
ДИ. У I\уйидагидан иборат: тузиладиган (2) ортогонал базис
нинг биринчи е, векторини е, = g, деб оламиз; g, * 'о бул
ганидаи ё, * 'о булади. Энди, иккинчи е. Dекторни e~= g.+ 
+" g, = g2 + "ё;, шаклда олиб, а сонни шундай аНИl\лай
ликки, натижада 

(ё" е.) + (е", е. + ае,,) = О (3) 

булсин, яъни е, Da е. векторлар ортогонал 6Улсин. Аввало 

ё. =1= 'о эканлигини курсатамиз. 
J\аl\Иl\атаи, (1) базис системани ташкил этганидан унинр 

{е" g.} l\ИСМ системаси J\aM ЧИЗИl\ЛИ ООFлаимаган БУладн. 
Шунинг учун ё. * 'О. 

(3) тенгликдан (ё;" е.) = о 6улгани учун (е", g.) + 
+ а (е., е,) = о булади. Охирги тенгликдан эса 

топилади. 

", = _ ('" g,)~ 
(ё" е,) 

(4) 

Энди (2) снстеманииг е. векторини, ~,вa ~. ларни НО
маълум сон сифатида l\apa6, ё. = е. + ~.e. + ~,e, куриниш
да иэлаЙмиз. 

~, ва ~и ларни шундай танлаш лоэимки, натижада 
(ё;., ё.) = о ва (ёl' ё;) = о 6улсин, яънн 
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(е,., gз + Раё; + Р, е;) = О, (5) 

(е., gз + Р. ё. + Р,е,) = О. (6) 
тенгликлар бажарнлсин. Охирги иккита тенгликдан эса 

(е;., gз)+ Ра (е" ёJ + Р, (~, ёJ = О, 
(ё;" g.) + Ра (е;., е;) + Р, (е;., ~) = О 

- - - -. (е·, g) 
ва (е" е.) = (е., е.) =0 булганидан Р, = - ~ на Р. = 

(-., -.) 
= - (~" !') лар келиб чи~ади. Мана шу жараёнии охиригача 

(е,. е,) 

давом эттириб. (2) ортогонал баэисга келамиэ. Бу базис 
~уйидаги векторлардан тузилган булади: 

- - - - i"ё •• g.) -
е, = g •• е. = g. - -_ -_- . е,. 

(-.. -.) 
- _ g _ (е,. g,) . е _ (е •. g,) . е 
е. - з (e~. ё.> • (;; •• ё,) l' 

n-I - -
- - ~ (е; .g.) -
е. = g. - (ё. е.) . ei· 

. l' 1. 
'=1 

50- §. I(ИСМ ФАЗОНИНГ ОРТОГОНАЛ ТVЛДИРУ8ЧИСИ 

1- теорема. V. векm9Р фаэонuнг ихmиёрий х вeКf1lDo 

ри шу фаэоНlIНZ 

у" у •• • Ут (1) 

векmорларuга орmогонал булеа. у )fолда бундай х- векmoр 
(1) векторлар еиеmемаеининг uсmалган ЧUЭUf\ЛU КQ,кбulШ

цuяеu а, У, + а,У. + + а", у,. га )fa.K орm9гжа/l б!J
ладu. 

~ И с 6 о т и. Х;а~и~атан. 

(х. а,у, + aii. + . + аmYm) = а! (х-: У-;') + а, (х-: yJ + 
+ +аm(х. ;;;")=а,·О+а.·О. +ат·О=О . . 
Маълумки. '1амма чизи~ли ~ а; У; комБИНЩИRларнииг W 

,'=1 

туплами у,. у.. . Ут системаиинг L (;;;. У.. . , Ут) 
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ЧИЗИI\ЛИ I\ООИFидан иборат бу либо у V фазонинг I\ием фазо

сини ташкил этади. Шундай I,илиб. х вектор W I\ием фазо-
m 

нинг J\ap бир у = ~ Ci Yi векторига ортогоналдир. Бундай 
{=1 

J\олда х вектор W I\ием фазога ортогонал вектор деЙилади. 
М и С о л. Геометрик векторларнинг RЗ фазоеини олеак. 

Ох yl\дa ётувчи исталган х вектор yOz текиеликдаll иборат 
булгаll W I\ием фазога ортогоналдир. 

АЙтаЙлик. W туплам V вектор фазонинг бирор I\ием фа
зоси булеин. W I\ием фазога ортогонал J\aMMa х векторлар 
тупламини L ОРl\али белгилаЙлик. 

2- теорема. L mgnлам V фазанинг I\UCM фазасuдuр. 
L туплам учун I\ием фазо булишлик шартларини текши

рамиз. Х;аI\Иl\атан. V Х,• Х. Е L. V У Е W учун (x~ - х.. у\ = 
= (Х, • у) - (Х2 • у)=о -0=0 булади. Шу еабабли x~ - Х. Е L. 

(ах, У)=а(Х. у)=а·О=О(У aER. V хЕ L. V У EW). 

Демаl<. ах Е L. 
L I\ием фазо W I\ием фазосининг ортогонал тулдирувчи

си дейилади ва у W" ОРl\али белгиланади. 
Юl\оридаги миеолда W "нем фаэога ортогонал J\aMMa 

векторлар Ох yl\дa ётади ва улар W.L I\ием фаэоеини таш
кил этади. 

х вектор V IIИНГ I\ием фаэоеини ташкил этмайдигаll бирор 
F т)'пламига (У IIИIIГ I\ием т)'пламига) J\aM ОРТОГОllал булиши 
мумкин. У J\олда х вектор W = 1in (F) "ием фазога J\aM 
ортогонал БУлади. 

144 



I V Б О Б. ЧИЗИI\ЛИ ТЕНГ ЛАМАЛАР 
СИСТЕМАЛАРИ НА МАТРИЦАЛАР 

51-§. ЧИЗИI\ЛИ ТЕНГЛАМАЛАР СИtПМАЛАРИ 

Геометрия курсидан маЪJ1УМКИ, берилган ТУFрИ ЧИЭIЩ Rl. 
R2 ёки R' фаэоларга тегишли булишидан I\атъи назар 
унинг тенгламасида I\атнашадиган номаълумлар доимо бирин
чи даражада БУлади. Rn фаэода берилган ЧИЭИI\ЛИ тенглама
иинг умумий куриниши 

a1x1 + а.Х. +. . + аnхn = Ь (1) 

куринишда булиб, бунда aj' Ь Е 9' (9' сонлар майдони) бу

_~иб, Х; (i = т,n) номаълумлар деЙилади. 
1- т а ъ риф. (1) тенг ламани ТУFрИ сонли тенг ликка айлан-

ТИРУВЧИ (ар а\., ., аn) Е Rn арифметик векторга (1) нинг 
ечuмu деЙилади. 

БОШl\ача I\илиб айтганда, Х; = а\; (i = 1,n) сонлар (1) тенг
ламани I\аноатлантиради. Масалан, ! Эх1 - 2x~ + 5хз-4х, = 2 
тенг ламанинг е'lИмларидан бири (1, 1, 1, 1) арифметик век
тордан иборат. 

Биз бундан сунг n номаълумли m та ЧИ3Иl\ЛИ т~нглама
лар системалари билан ШУFулланамиэ. Бундай система 

allx1 + al.x. + 
а.\х\ + а •• х. + 

йт\х\ + йт.Х2 + 

. + а\nхn = Ь\, 
. + а2nхn = Ь., 

. + атnх, = Ьт 

(2) 

куринишга зга булиб, бунда Gjj (i = 1,т; j = I,n), Ь; лар 
бирор 9' сонлар майдонига тегишли сонлардир, Х; лар эса 

номаълумлардан иборат. ац сонлар (2) даги номаълумлар 

олдидаги коэффициентлар, bj лар эса озод Jlадлар деб ата
лади. a jj сон (2) системадаги i- теигламанинг j-I\УШИЛУВЧИ 

Jlадида I\атнашган Х; номаълумларнинг коэффнциентини ифо
далаЙди. Энди I\уйидаги векторларни олаМИЭI 
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(

a
l

,) (Ь') - _ й2, _ _ Ь. 
й, - : (j = ),n) ва Ь; = : 

ат, Ьт 

(i = т:m). 

Иккита иекторнинг узаро тенг лиги ва векторни сонга ку
пайтириш ~оидаларига биноан, (2) система ни ~уйидагича век
тор куринишда ёэиш мумкин: 

х,а,. + x.~ + + хn;" = Ь. (2') 

(2') тенглама (2) тенгламалар системасининг векторли фор
мада ёЭИЛИШИIIИ ифодалаЙди. 

S'э-уэидан маълумки, барча ai; = Обула олмайди, чунки 
бундай J\олда биэ тенг ламалар системаларига эга була ол
маЙмиэ. Лекин 'r;f Ь; = О булиши мумкин. Бундай J\олда (2) 
система 

! 
аllХ, + а. '2Х' + 
G21x, + а •• х, + 

ат1Х1 + ат2Х2 + 

. +а1nх" = О, 

. + а2nхn = О, 

+ йтnхn=О 
(3) 

иуринишни олади. 
(2) системадаги т ва n лар учун т = n ёки т =F n бу

лиши мумиин. 

2- т а ъ риф, Агар (2) системада нолдан фар~ли Ь; (i = I,т) 

мавжуд булса, бу система бир жинсли булмаган чизи~ли 

тенгламалар системаси, барча Ь; = О (i = I,т) булганда J\O
сил буладиган (3) система эса бир жинсли чизи"ли тенгла
малар системаси деЙилади. Куп J\олларда (3) система бир 
жинсли булмаган (2) еистемага мое бuр ЖUIiСЛU система 
деб J\aM юритилади. 

3- т а ъ риф. (2) системанинг J\ap бир тенг ламасинн ТУFРИ 
сонли тенгликка айлантирувчи а = (ар а2 , "аn) ариф-

метик векторга (2) сuстеманинг ечuмu дейилади, 
Чиэи"ли тенгламалар системалари J\ap доим J\aM 

ечимга эга БУлавермаЙди. 
Масалан, 

{
3Х, -2х. + 5хз = 6, 
2х, + Х2 - 3хз = 1, 
х,-3х.+ 8х. = 2 

система ечимга эга эмас. 



4- т а ъ риф. Ечимга зга булган система "амжоrlлu 
(бuргалuкда), ечимга зга булмаган система зса "ам. 
ЖОЙСUЭ (бuргалuкда булмаган) система деЙилади. 

)\амжойли системаларнинг УЗИ яна икки I\исмга, 
Iiыlи аНИI\ ва аНИl\мас системаларга були нади. 

5- т а ъ риф. Ягона ечимга зга булган система аНИI\ 
система, ечимларининг сони чексиз куп булган систе
ма эса aHUI\Mac система деЙилади. 

Масалан, 

{
3Х1 - 2х. - 5х. = 4, 
Х1 + Х. -Х. = 4, 

2Хl -3х. + Х. =-5 

система (1, 2, - 1) куринишдаги ягоиа ечимга эга. 

{ 
Хl + Х. + х. = 2, 
2ХI-Х2+ 2х. =-2 

система чексиз куп ечимга зга. Улардан бири (1,2,-1) 
булади. 

Бир жинсли ЧИЗИI\ЛИ тенгламалар системаси доимо 
J\амжойли системадир, чунки (0.0. ... ,О) вектор (3) 
нинг J\ap бир тенгламасиии ТУFрИ сонли тенгликка аА
лантиради. 

Биз бундан кейин ёзувни I\ИСl\артнриш маl\садида 
.(2) ва .(3) системаларни мос равишда 

еки 

ai1x1 + ai2x2 + 
аilХ1 + ui2x. + 

n 

+ ainxn = Ь; (i = Т,m), 
+ ainxn = О (i = Т,i7i) 

I aijx/ = Ь; (i = I,m), 
/~I 

n 

Iai;x/ = О (i = I,m) 
/=1 

куринишларда ёзамиз. 

52- §. ЧИЗИI\ЛИ ТЕНГ ЛАМАЛАР СИСТЕМАЛАРИНИНГ НАТИЖАЛАРИ 

Коэффициеитлари ва озод J\адлари бирор 8' сонлар :маА
доиига тегишли булгаи 
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аОХ1 + a i2x. + ... + ainXn = Се (i = т;m) (1) 

ва 

Ь/lХl + bj2X~ + . + b jn Х, = d, (j = т;kj (2) 

qизи~ли тенгламалар системалари берилган БУлсин. 
Ву тенгламалар системалари ечимлари тупламини мос 
равишда А ва В ор~али белгилаЙлик. Юl\оридаги 
тенгламалар снстемаларига эътибор берсак, улардаги 
тенгламалар сони J\ap хил булиши мумкин булгани 
J\олда (m=l=k булиши мумкин) улардаги номаълумлар 
сони тенг эканлигини курамиз. 

1- т а ъ риф. Агар берилган системалар J\амжойли 
булиб, (1) системанинг J\ap бир ечими (2) системанинг 
J\aM ечими булса, (2) система (1) системанинг натижа
си деЙилади. 

Таърифга асосан, (1) ва (2) СlIстемалар аЛOJ\lIда- аЛOJ\lIда 
J\аМЖОЙЛII булиб, (2) система (1) нинг натижаси булса, AsB 
булади, яъни (1) нинг ечимлари туплами А (2) нинг ечим
лари туплами В учун ~исм туплам J\иеобланади. 

Мисол. 

{ 

Х. + 2Х2 -х, = 4, 
2х. - 3х. + х. = - 3, 
5х. -х. + 2х. = 5; 

{3Х1 -х. + х. = 2, 
Х1 -2х. + х. = -2. 

Кейинги система дастлабки системанинг натижаси 
булади, чуики дастлабки система aHHI\ снстема булиб, 
у (1, 2, 1) ечимга эга булга ни J\олда берилган снсте
манииг натижаси ани~мас система булиб, унинг ечим
ларидан бири (1,2, 1) булади. 

Куп J\олларда n та номаълумли тенгламалар сис
темасини ечиш учун тенгламалар ва номаълумлар со

нини имкони борича камайтириш Ma~caдгa мувоФИI\ 
БУлади. Лекин янги J\ОСНЛ булга н система берилган 
системанинг натижаси булиши керак. Берилган систе
манинг натижаси битта тенгламадан иборат булиб ~o
лиши J\aM мумкин. 

2- т а ъ риф. Агар 

k1x1 + k2x. + + knxn = с (3) 

тенгламаНИIIГ коэффициентлари ва озод "аДII мое раОllшда 
(1) система коэффициеllтлари ва озод "адларШIИНГ ЧI!ЗIЩЛII 
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I<омбинациясндан иборат булса, яъни шундай Sj (i = I,m) 
сон лар топилсакн, натижада улар учун 

т 

k, = 5l Q" + 52а" + . + SmQm' = ! ЭрQр' (! = Т,n), 
р=! 

т 

С = 5,С, + 5.С. + + SmCm = ~ SpCp 
р=! 

теНГЛИI<лар бажарилса, (3) тенглама (1) сисmемйнинг наmи
ЖQСU д~rшлади. 

Мисол. 

(
4Х1 -2Х2 + Хз = 3, 
2ХI + 3х, -2хз = 2, 
5х, + 2х2 -7хз = -12 

система учун 2х, + О·Х, -llхз = -31 тенгламанинг КОэф
фициентлари ва озод J\3ДИ берилган система коэффициент
лари ва озод J\адлари ОРl)али I\уйидагича ифодаланади: 

2 = (-1)-4 + (-2)-2+ 2·5; 
0= (-1)·(- 2) -1- (-2)-3+ 2·2, 

-11 =(-·1)·1 + (-2)·(-·2)+ 2·(-7), 
-31 = (-1)·3 + (-2)·2 + 2·(-12). 

Бундан куринадики, берилган система ечими (1, 2, 3) 
уз натижасининг ечимларидан бири булади. 

3- т а ъ риф. Агар (2) система (1) нинг натижаси 
ва аксинча, (1) система (2) нинг натижаси булса, бун
дай системалар [jЗQРО ЭКВUВQлент (тенг кучлu) система
лар деЙилади. 

Масалан, 

{2Х, -3х. + Ха = 7, 
Xl + Х. - 2хз = - 4 

(
4ХI -Х. -3х. = -1, 
3х, - 2х. -Ха = 3, 
Xl - 4х. + 3х. = 11 

системалар уз ара тенг кучлидир, чунки улаРНИIlГ J\ap 
бири аИИl)мас системалар булиб, ечимлар туплаМJlари 
устма-уст тушади. 

2· таърифга асосан I\уйидагини ёза оламиз: 

(А'= В) 1\ (В '= А)=? А ~B. 
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Исталган нккита 1\амжойлн булмаган системалар 
1\ам узаро тенг кучли буладн, чунки уларнннг ечнмла

ри тупламлари fO тупламлардан иборат_ 
Эндн берилган системага тенг кучли снетемани 1\0-

сил ~илиш усуллари 1\а~ида фикр юритамиз_ Бунинг 
учуи (1) системани ~уйидагича ёзиб оламиз: 

\
(аllХ1 + а"Х2 + 
а21Х1 + а •• х. + 

{ -I akl Х1 -: ak2 x2 + 

\атl Х1 + ат2 Х2 + 

·+а!П Х'I=С1 ' 
. + а2п ХП = С21 

+ QknXn = Ckl 

+ аmпхп = Ст , 

(4) 

4- т а ъ р и ф_ (4) системада; 1) бирор k- тенгла-
масининг J\ap икки томонини нолдан фар~ли а сонга 
купайтириш; 

2) системадаги ихтиёрий иккита тенгламанинг урин
_lарини алмаштириш; 

3) системанинг ихтиёрий иккита тенгламасини мое 
равишда a=;60,~=;60 сонлара купайтириб натижаларн
ни кушиш; 

4) барча коэффициентлари ва озод J\ади ноллардан 
иборат булган (агар шундай J\ОЛ булса) тенгламани 
ташлаб юбориш каби алмаштиришлар бажарилса, у 
Jlолда (4) система усти да элеМентар алмаштиришлар 
бажарилган дейилади_ 
Теорема_ Элементар алмаштиришлар натижасида 

:lfосил бfJлган система берилган системага тенг кучли 
система бfJлади_ 

И с б о т и_ Система учун элементар алмаштириш
.~арнинг 3) JlОЛИНИ курсатиш билан чегараланамиз_ Фа
раз ~илайлик, (4) системанинг 

a,lxl+a'2x2+ _+а,nхn=с, (I.;;;s.;;;m) (4') 

ва 

а tl Х1 + а12 Х2 + -+ а/n Х, = с/ (1 .;;; t.;;; т) (5 

fенгламалари берилган булиб, уларни мое равишда а * О ва) 
~ =;6 о сонларга купайтириб, нати;каларини ~ушишдан JlОСИЛ 
б улган тенглама 
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булеин. Ву тенгламани (4) системанинг (5) тенгламаси 
урнига ёзсак, у J\олда (4) га эквивалент булгаи 

о • •• 
j
( аПХ1 + ааХ• + . + a 1n Хn = С1 , 
a~lX1 + a'~2 + . + а2n Хn = С2, 

l (ct а.\ -: ~ а/l) Х\ .+ . + (а а", : ~ а/n) Хn = а с, + ~ с/), (7) 

ат \ Х\ + ат2 Х2 + + атnхn - Ст 
система J\ОСИЛ булади. 

Х;аl\Иl\атаи, (4) ва (7) системалар бир-биридаи фа
"ат t- тенглама билан фаРl\ланади, "О,1ган тенглама-' 
лари эса бир хил. Шу сабабли (4) ва (7) системалар
нинг фаl\атгина t- тенг ламалари туrрисида гапирамиз. 

(4) нинг J\ap бир ечими (4) ва (5) ларни I\анотлан
тиргани (туrри сонли тенгликка айлантиргани) учун бу 
ечим (6) тенгламани J\aM I,аноатлантиради (2· таЪРllфга 
асосан). Ву ечим (7) нинг J\aM ечимибулади. Аксинча, 
(7) системанин!' ихтиёрий ечими (6) ва (4) ларни I(a
ноатлантиргани учун у (5) ни J\aM I(аноатлантиради, 
яъни бу ечим (4) учун J\aM ечимдир. 

Агар бирор (ар СХ2 ' ., аn) вектор (4) ни I(аноатлантир-

маса, у (4) ва (7) учун J\aM ечим булмаЙди. Ворди-ю, бу 
вектор (4) IIИ I\аноатлантириб, лекин (5) ни I(аноатлантир
маса, у (7) ни J\aM I\аноатлантирмайди, чунки (4) ва (7) нинр 
ечими албатта (5) винг J\aM ечими БУлади. 

Шундай I(илиб (4) ва (7) лар ё J\амжойли булиб, 
уларнинг буш булмаган ечимлари тупламлари устма
уст тушади, ёки J\амжойли булмаган булиб, иккаласи
нин г J\aM ечимлари туплами буш тупламдан иборат бу
лади. 

демак, (4) ва (7) системалар эквивалеит система
,1ар БУлади. Теорема исбот ЭТИЛДИ. ВИЗ бунда н сунг 
системаларнинг эквивалентлигини - белги ОРl(али ёза
МИЗ. Масалан, (4) - (7). 

53- §. БИР ЖИНСЛИ ЧИЗИI(ЛИ ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАСИНИНГ НОЛМАС ЕЧИМЛАРИ 

51· § да куриб утганимизга биноан, исталган бир 
жинсли ЧИЗИI\ЛИ тенгламалар системаси доимо ноль 

ечимга эга булар ЭДИ. ВИЗ энди уз олдимизга бир 
жинсли ЧИЗИI\ЛИ тенгламалар системаси I\айси )\олларда 
нолмае ечимга эга булади, деган саволии I(УЯМИЗ. 
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Теорема, n та номаълумлu т та бuр жuнслu ЧUЭUi}
лu meнгламалар системаси т < n булганда нолмас ечuмга 
ага буладu, 

Иеботи, Коэффициентлари бирор 9' сонлар майдонига 
тегишли булган 

( n Iajjx,=O, 
1=1 
n 

Ia.,xj =0, 
'=1 . 
Iam1x1 =0 
1=1 

система берилган булеин, 

(1) 

(1) системани икки векторнинг тенглик шартидан фойда-
JJаниб, 

(" '1) ~:all Xj ' I n'l X j ' I amj х, = (О, О, .', О) (2) 
,=I '=1 /-1 

куринишда ёэа оламиэ, (2) НИlIГ чап то\юни Jiiap бири т ул
ЧОВJJН n та (a l /, а./, "am,) (j = I,n) вектор (яъни Rm фа
зо элементлари) йиrиндиеини, унг томони эса нол~ векторни 
ифодалайди, Шунинг учу н (~) дан I\уйидаги J\ОСИЛ булади: 

Хl (аш а21 , , "аm1) + х. (а12 , а •• " "ат.) + ,+ 
+ х. (a1n, а2n , , "amn) =0 

ёки 

Х1 а1 + х. а. + ' + ХN а;; = О, (3) 

Охирги икки тенгликда унг томондаги о' ноль векторнн, 
Х! (i = т;ti) лар эса I\андайдир еонларни и:родалаЙДII, 3нди 

х/ (i = т,nj ларнинг барчаси бир lJаl\тда ноша тенг эмаели
гини курсатамиэ, Х;аl\Иl\атаи, 42- § даги 1- теоремага биноан, 
Rm фазода иеталган n > m та векторлар системаси ЧИЭИI\ЛИ 
боrJJанган булар эди, Демак, камида биттаси нолдан фаРI\

лн шундай а.! (i = т;ri) сонлар мавжудки, Х; = a.i булганда 
(3) туrри еонли тенг ликларни ифодалайди, Бу эса (1) еиете
манинг нолмае ечимга зга эканлигнни таеДИl\лайди, Теорема 
иеботлаиди, 
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матрицалар НОМДОШ матрицалар деб юритилади. Фаl\ат ном
дош матрицаларгина тенг булиши мумкин. А нин г '1ар бир 
Щ! элементи В нинг унга мос bij элементига тенг булса, бу 
иккита номдош матрица тенг, яъни А = В булади. Демак, 
i ва j лар учу н aij .;. bij булса, А ва В лар тенгмас мат

рицалар булади. А ва В матрицаларнинг тенг эмаслиги А.;.В 
ОРl\али белгиланади. НОМДОШ булмаган матрицалар умуман 
тенгмас деб '1ИСОбланади. 

А матрицанинг сатрлари т та n улчовли горизонтал 

~ = (a ll , a12, a1n), 

а2 = (а2 !, а22 , ., а2п) , (1) 

ат = (am11 аm21 ., атп) 

векторларни, устунлари эса n та т улчоlJЛИ вертика.1 век
торларни ташкил этади. Бу векторларни горизонта.1 вектор· 
лардан фаРi\ I\ИЛИШ учун 

а' = (all , а2\, 

а' = (а,2 , а'2' 
"' аm1), 
" аm2), 

й" = (a1n, а2п , ." йтn) 

куринишларда белгилаЙмиз. 

(2) 

2- т а ъ риф. Горизонтал а,., а.. ., аm векторлар сиете
масининг ранги матрицанинг саmрли ранги деб, вертикал 

й\ (l!, ., а' ~векторлар системасининг ранги матрицанинг 
устунли ранги деб аталади. 

3- т а ъ риф. Матрицадаги сатр ВЕ'кторлар системасининг 
рангига "шmрицанинг ранги деЙилади. 

Матрица рангини аНИl\лаш учун элементар алмаш
тиришлар тушунчаси МУ'lИМ а'lамиятга эга. 

4· т а ъ риф. Матрица устида элементар алмашти
ришлар деб I\уйидаги алмаштиришларга айтилади; 

1) иккита сатр (устун) нинг уринларинн алмаштн
рищ 

2) сатр (устун) элементларини нолдан фаРi\ЛИ сон· 
га купайтириш; 

3) сатр (УСТУН) элементларини нолдан фаРi\ЛИ ИС· 
ташан сонга купайтириб, БОШl\а сатр (УСТУН) НИНГ мое 
элементларига i<iУШИШ; 

155 



4) барча элементлари ноллардан иборат булга н 
сатр (устун) ни матрицадан ташлаб юбориш. 

J-mеорема. Элементар алмаштuрuшлар матрица ран
гини узгартирм.аЙдu. 

И с б о т и. Элементар алмаштиришларни, масалан, 
сатрларга татби~ этаЙлик. 

1) матрицанинг ихтиёрий иккита сатрининг урин
ларини алмаштириш горизонтал векторлар системасида 

иккита векторни узаро урин алмаштиришга олиб кела
ди. Бу эса векторлар системанинг рангини узгартир
майди; 

2) матрицадаги ихтиёрий сатрнинг 'IaMMa элемент
ларини a=l=O сонга купайтириш горизонтал векторлар 
системасининг бирор векторини a=l=O га купайтириш
дан иборат. Бунинг натижасида векторлар системаси
нинг ранги узгармаЙди. Х;а~и~атан, 

Ьр 6;, ., bi , ., Ь, (1) 

векторлар системаси чизи~ли эрк,nи (БОFланган) булса, 

Ь" ь;. . а bi , ., Ь, (2) 

система 'IaM чизи~.nи эркли (БОFлаllган) БУ.nади, чунки (1) 
чизи~.nи эрк,nи булгани холда (2) ни чизи~.nи БОF.nанган де
сак, у 'Iо.nда каМlfда биттаси но.nдан фар~.nи булга н а" а., 

ai' ., а, сонлар учун бажаРlfладиган 
а,Ь, + аД + .. + а; (aii;) + 

= а"Ь, + а.Ь. +. + (aai ) Ь; + 
+аЬ = .. 
. +а.ь. =0 

тенг 'nIfK (1) иинг ЧlfЗи~ли БОFланганлигини курсатади. Агар (1) 
чизи~ли боFлаllган булса, камида бlJттаСIJ но.nдан фар~ли булган 

- - сх·-

а" а., а, сонлар учун а,Ь, + а.Ь. + + -;- . а Ь; + 

+ '" +а,Ь, =а,ь" + .. +aibi + + ai, =0 тенглик 
бажарилади. Охирги тенглик эса (2) нинг '1зм чизи~ли БOF
ланган эканлигини курсатади; 

3) матрицанинг j- сатрини а сонга купайтириб, i- сатрига 
~ушиш 

аl' а2 , ., Qi' ., aj ,. аm (3) 

системадаги а, векторни а га купайтириб, iZ; векторга ~y
шишдан иборат. Буни бажариш наТlJжасида 

156 



а1 , " (а, + а. aJ), "a i , " ат (4) 

система '(осил булади. (4) НИНГ ~ + a.a
J 
дан БОШl\а ихтие

рllЙ вектори (3) ОРl\али l\уйидаГИ'lа '1ИЗИI\ЛИ ифодаланади: 

ak=O.a1 + .+I.a,.+ .+о.аm • 

а, + а. ~ Flектор (3) система ОРl\али l\уйидаГИ'lа ЧИЗИI\ЛИ ифо
даланади: 

a,+a.~=O.a1+ +I.й;+ .. +a.aJ+ 
+ . +О.аm • 

АКСИН'Iа, (3) НИНГ а. дан БОШl\а '(ар бир ak Flектори (4) 

ОРl\али ak =O·Q1+' .+I·a,.+ +О,аm куринишда 
ифодаланади. а, векторнннг (4) ОРl\али '1ИЗИI\ЛИ ифодаланишн 
I\уйидагича булади: 

а, = О· а1 + ... + 1·(.2; + а.а,)+ . + (-а.) а, + 
+. ,+О,ат: 

Шундай I\илиб, (3) ва (4) системалар ЭК'Jивалентдир. Бун
га асосан 42- § даги 3- натижа БУЙИ'Iа (3) ва (4) системалар
нинг ранглари тенг буладн. 

2- теорема. Хар бuр матрицанинг сатрлu вектор
лари ранги унинг устунлu векторларu рангига тенг. 

Исботи. 

(
а11 а12 

А = а., а,. 

.аml Gm2 . 

а1n ) а2n 

атn 

матрица берилган булеин. Матрицанинг n улчовли го
ризонтал векторлари ва т улчовли вертикал векторла

ри I\уйидагилардан иборат: 

QJI й21 " а" "йm, 

а1 , а2 , " aS
, ., аn , 

(5) 

(6) 

(5) системанинг сатрли рангини аНИI\ЛОВЧИ ЧИЗИI\ЛИ 

эркли векторларини 

й!, й2' (7) 
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куринишда, (6) системанинг устунли рангини ани~лов
чи чиэи~ли эркли векторларини 

ai , а2, ., aS (8) 

куринишда оламиэ, (7) ва (8) системаларнинг худди 
шу хилда жойлашишига А нинг сатрларинн уэаро ва 
УСТУН,lарини уэаро урин алмаштнриш билан эришиш 
мумкин, Бунин г натижасида 1- теоремада исботланга
нидек, А нин г сатрли ва устунли ранглари уэгармайди, 
Шундай I\илиб А матрицанинг сатрли ранги r га ва 
устунли ранги s га тенгдир, 

Энди r = s эканлигини курсатиш лозим, r < s деб фараэ 
~илайлик, (7) векторлар а; = (ail' ai2' "ais' "ain) I<У-
ринишга эга, (8) векторлар а; = (а,), а2! "а/}, "ат}) 
куринишга эга, (7) векторлариинг биринчи s та координата
ларидан фойдаланиб, I\уйидаги s та номаълумли r та бнр 
жинсли чиэи~ли тенгламалар системасинн туэамиэ: a il Х1 + 
+ a i2 x 2 + ,+ aisxs = О (i = т;r), r < s га асосан, бу сис-
тема (а" а2 " "а,) куринишдаги нолмас ечимга эга, Де-
мак, 

аil аl + ai2 а2 + ' + ai. а, = Oji = ТJ) (9) 

тенгликлар уринли, (а1 , а2, "as) ечим 

ak1x1 + a k2 x 2 + ,,+ ak,x, = О (k =r+I,m) 

системани J\aM I\аноатлантиради, )\аl\Иl\атан, l(ar+1 , ar+2, ' 

аm) гориэонтал векторларнинг J\ap I\айснси (7) снстема ор~алн 
ЧИЭlЩли ифодаланиlШl, яъни ak = f-Ilka1 + f-I2ka2 + + 
+ IIrkar булиши биэга маълум, Буни мукаммал ёэсак, 
ak = (akl , a k2 , ' • " a kn) булга!!и учун 

(akl , a k2 , • , " аюJ = (f-Ilkall + f-I2k a 21 + ,+ f-Irkarl' 

f-Ilk a l2 + 112k a 22 + ' ,,+ IIrk a r2" "J.Llkaln + 
+ J.L2k а2п + ' + IIrk аrn) 

кеJUlб чи~ади, Демак, векторларнинг тенглик шартига асосан 

a kl = f-Ilk all + J.L2k а21 + ' + IIrk a rl , 

Qk2 = f-Ilk Q12+ J.L2k й22 + ' , . + IIrk Qr2 • 
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a k.= ~Ikal. + ~2.a2. +. . + ~'ka, .. 
ak.+ 1 = ~I ~ 01.+ 1 + ~2k а2,+ 1 + ... + ~'k а"+1 

аkл = ~Ikaln + ~2ka2n + . + ~'karn 
булади, бунда k = r + I,n. Бу тенгликларнинг биринчи 5 
таеинн (5 = n булган >\олда, >\аммаеини) мое равишда 011' 

а., ., а, ларга купайтнриб, натижаларни >\адма- >\ад 
~ушеак, (9) га асосан ~уйидагннн >\осил ~иламиз: 

a kl 011 + ak2 a2 + . + ak,a. = 
= ~Ik (all 011 + a l2 a 2 + . + al,aJ + ~2k (а21 011 + 

+ а22 012 + + а2, а,) + . + ~'k (а,1 011 + а,2 а2 + ... + 
+ а"а.) = ~lk'O + ~2k'O + о. + ~'k'O = О. 

aklCtI + a k2 a 2 +. . + ak,a. = О. (10) 

(9) ва (1 О) тенг лнклар (8) сиетеманинг чизи~ли БОFланганли
гини курсатади. Х;а~и~атан, (9) ва (10) ларга ,кура ~уйида
гига эга буламиз: 

011 а1 + 012 а' + . + а, а' = 011 (аll' а21 ,· ., ат1) + 
+ (Ха (а1 ., а.2 , .. , ат.) + . + а, (а1 " а." ., ат,) = 

= (а11 011 + а1• (Ха + . + а1,сх" а.lаl + а22а2 + +aa,Ctso 

ат1а1 + ат.а. + + ат, а,) = (О, О,. ., О) =0, 
а1 а1 + (х. а' + . + а, а' = О. 

Аммо, бу (8) нинг чизи~ли эркинлигига зиддир. Шу са
бабли r < 5 булиши мумкин эмае. Демак, ';;;' s. Энди (5) 
ва (6) системаларнинг уринларини алмаштириб, юи;оридаги 
каби мулохзэаларни такрорласак, r > 5 иииг булиши мум
кин эмаслигига ишонч х:осил и;иламиэ. У >\олда r .;;; s. Шуи
дай и;илиб, '';;; 5 ва ,;;;, s экаилигидаи r = 5 БУлади. 

55- §, ПОfОНАЛИ МАТРИЦАЛАР 

Мазкур темани баён этишдан олдин матрицаларнинг ран

гини ании;лашни ании; мисолларда куриб УтаЙлик. 

( 
3 1 -2 -1) 

А= 2 -1 1-2 
-5 -2 3 1 
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матрицада биринчн сатрии 2 га аа иккинчи сатрин -3 га 
купаЙтириб. биринчини иккинчига I\Ушсак. суигра яна 
биринчи сатрин 5 га. учинчи сатрин 3 га купаЙтириб. 
натижаларни I\Ушсак. 

(
3 1 -2 -1) 
О 5 -7 4 
0-1 -1 -2 

матрица J\ОСИЛ булади. 
Бу матрицада иккинчи сатрни 1 га. учинчини 5 га 

купаЙтириб. иккинчини учиичига I\Ушсак. 

(
3 1 -2 -1) 

В = 05-7 4 
О О -12 -6 

матрица J\ОСИЛ БУлади. Яна 

( 
2 -3 3 О) 

С = -4 2 -4 5 
-2 -1 -15 

матрицанн олиб. Юl\оридаги сингари алмаштиришларни ба-

жарсак. (2 -3 3 О) (2 -3 3 О) 
С-+ 0-425 -+ 0-425 =D.C-+D 

0-425 0000 

J\ОСИЛ БУлади. 
Икки А аа С матрицага I\улланилган алмаштириш

ларнинг МОJ\ИЯТИ I\уйидагидан иборат: т сатрли матри
ца берилган J\олда биринчи аа иккиичи сатрларни. ун
дан кейин биринчи аа учинчи сатрларни. .... НИJ\ОЯТ. 
биринчи аа m-сатрларни шундай сонларга купайтира
миэки. тегишли соига купайтирилган биринчи сатрни 
навбат билан БОШl\а J\aMMa сатрларга I\ушганимиэда 
иккинчи сатрдан бошлаб биринчи устун элементлари 
нолларга аЙланади. Сунгра иккинчи сатр ёрдамида ке
йинги J\aMMa сатрлар билан яна шундай алмаштириш
ларни бажарамиэки. учинчи сатрдан бошлаб. иккинчи 
устун элементлари нолларга аЙланади. Ундан кейин 
туртинчи сатрдан бошлаб учинчи устун элементлар" 
нолларга айланади ва 1\. к. Шу йусинда бу жараён охи
ригача давом эттирилади. 

Агар матрицанииг I\андайдир сатрлари БОШl\а сатр
лари ОРl\али ЧИЭИI\ЛИ ифодаланган булса. у J\олда шу 
алмаштиришлар натижасида. бундай сатрларнинг J\aM-
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~a элементларн нолларга (яънн бундай сатрлар ноль 
сатрдарга) аЙланадн. 

Бнрорта элементн нолдан фаРI\ЛН сатрнн нолмае 
сатр деб атасак, Юl\орндаги алмаштнрншлардаи кейни 
.'\осил булга и матрнцанииг раиги нолмас сатрлар сони
га тенг булади, чунки буидай сатрлар ЧИЭИI\ЛН эрклн 
сатрларни билдиради. 

ЮI\орнда I\уллаинлган алмаштнрншлар матрнцанн 
элементар алмаштнрншлардаи нборат булганн учун, 
улар матрнцанннг рангннн уэгартнрмаЙдн. Шу сабаб
лн, бнрннчн мнсолда г(А) =г(8) =3 булади, чунки В 
да учта нолмас сатр бор. Иккинчи мисолда эса 
г (С) =г (D) =2 буладн. 

1- т а ъ р н ф. Нолмае сатрларга эга А матрицада 
J\ap I\андай k- нолмае сатрнннг бнрннчи нолдан фаРI\ЛН 
элементн (k- 1) -нолмас сатрнннг бнрннчи нолдан фаРI\
лн элементндан унгда турса, у '10лда А nОFоналu мат
рица деЙнладн. 

Масалан, I\уйндагнлар ПОFоналн матрнцаларднр: 

(
О] ]83 О -7) 

] О 2 3 -5 О О -2 О О О А=(0!140 ]),8= 00 09] 5, 
0007 О 00 002 О 

00 000 4 

С = (О О 6 О ]) D = (О О О О 2) , 00000· 

Юl\орндагн МУ'lокамалардан I\уйндагн хулосага ке
ламнэ: ПОFоналн матрнцанннг рангн унинг нолмас сатр

ларн соннга тенг. Ихтнёрнй матрнцанннг рангиин aHHI\
лаш учуи уни Юl\орнда курсатилгаи I\оида буйнча эле
ментар алмаштнрнб, Т ПОFонали матрицага келтира
миэ. У '10лда г(А)=г(Т) булади. 

Масалан, Юl\орндагн мисолларда r (А) = 3, r (8) = 5, 
г(С) =], r(D) = 1 БУладн. 

( 2 -] О 3) (2 -] О 3) 
М=-4 20-6 ...... 0000 

6 -3 О 9 О О О О . 

демак, г(М) = 1. Бунда М дагн бирннчи сатрни 2 
ва - 3 га купайтириб, мос равишда, иккинчи ва учии
чи сатрларга I\УШДIIК. 
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б6-§. ЧИ3И~ЛИ ТЕИГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИИИИГ 

J!;АМЖОПЛИЛИК АЛОМАТИ 

8' сонлар майдони устидаги ЧИЗНI\ЛИ тенгламалар 
системаларн ва уларнннг ечимлари учу н матрица ту

шунчаси МуJ\ИМ аJ\амиятга эга. Маэкур тушунчалар 
ораснда уэвнй БОFланнш мавжуд. Ана шу БОFланиш
ларни баён этншга киришамнэ. 

j
allX, + а12Х• + 
а.,Х, + а •• х. + 
amlx, + аm2х. + 

+al"Xn = ь" 
+ а2nх, = Ь., 

аmnхn = Ьm 

qIlЗИl~ЛИ теllгламалар системаСII бернлган БУЛСI!Н. 

(1) 

Номаълумларнинг ai / коэффициентларидан ва Ь; озод 

J\адлардан I~уйидаги иккита матрица ни тузамиз: 

(
а" а" 

А = а., а •• 

аml аm2 

a
1n 

) . а2n. , 

аmn 
(

а" аlО 
В = а.! а •• 

aтl ат2 

a
1n Ь') а2n Ь. 

аrnn b~ 

А матрица (1) системанииг асосий матрицаси, В га (1) 
системанинг кенгайтирилгаll матрицаси деЙилади. 

В матрицанинг ранги А матрица рангидан кичик 
эмаслиги равшан, чунки В да А нинг J\aMMa устунлари 
мавжуд. 

т е о р е м а. (1) система !fамжойлu система булuшu 
УЧУН унинг асосий BIJi кенzайтuрuлган маТРUllалаРUltUнг 
рангларu тенг булuшu эарур ва етарлu. 

Исботи. Зарурлиги. (1) системани J\амжойли десак, 
у (сх, а., , аn) ечимга эга бу лади. Бу ечим О) систе

манинг J\aMMa тенг ламаларини ТУFРИ сонли тенг ликка айлаll
тиради: 

ail сх, + ai2cx. + + ain СХ, = Ь, (i = т:tn). (2) 

~~, (2) т(е~:л)иклар ШУIIИ билдирадики, В матрицанинг сунг-

- Ь. 
ги Ь = . устуни олдинги n та УСТ)'lIларни ифодаЛОIJЧИ 

Ьm 
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а1 
= (ан, 021' 

а2 = (а121 a2~1 

ап 
= (a 1rt• а2п , 

I аml)' 

, аm.), 

. , атп) 

векторлар ор~али чизи~ли ифодаланади, чунки бу векторлар
ни мос равишда а1 , а., , аn сонларга куnайтириб ~уш

сак, (2) га асосан 

а1 аl + а2 а2.+- . .. : + <-а" = ь 

J\ОСИЛ булади. Демак, А ва В матрицаларнинг 

ai . (12, ... ,а" 
на 

(11, а2• йn , Ь 

(3) 

(4) 

(5) 

вертикал векторлари системалари эквивалентдир. 

Демак, 42- § даги 3- натижага асосан А ва В матрица
ларнинг ранглари тенг, яъни 

,(А) =,(В). 

Е т а р л и л и г и. , (А) = , (В) = k берилгаи БУлснн. А мат
рицанинг, яъни (4) вертикал векторларнинг рангиии аИИI{ЛОВ
чи:~исм системаии~ 

a'i, а2, 
-k 
,а (6) 

деЙлик. В яияг ранги J\aM k га тенг бул ганидан, (6) систе
ма (5) нинг J\aM рангинн ани~ловчи система булиб хиэмат 

~илади. у J\олда (5) нинг Ь вектори (6) система ор~али на 
демак, (4) система ор~али чиэ~ли ифодаланади, яъни а1 , 

а" , аn Е 11' сонлари маржуд булиб, а1а1 +·а.а,+ 
+ аn а" = ь теиглик бажарилади. Бундан-эса, икки вектор
нинг тенг лик шартига асосан аil а1 + а;2 а. + + a;n'r!n~, 
= Ь; (i = Гm) тенгликларга келамиз. Шундай ~илиб, (1) 
система (а1 , а,. , а) ечимгя зга, ЯЪНII (1) система J\aM
жойли система булади~ Бу теорема Кронекер-=Каnеллu 
теоремаси деЙилади. 
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57- §. НОМАЪЛУМЛАРНИ КЕТМА-КЕТ Я"S'I(ОТИШ 
УСУЛИ БИЛАН,ЧИЗИI(ЛИ ТЕНГЛАМАЛАР 

СИСТЕМАСИНИ ЕЧИШ 

ЧИЗИI\ЛИ тенгламалар системаларини ечишнинг бир 
неча усули мавжуд. Улардан бири номаълумларни кет
ма·кет ЙУI\ОТИШ усулидир. Мазкур усулдан биринчи 
марта немис математиги К. Гаусс фойдалангани учун 
бу усул Гаусс усулu деб 1IaM юритилади. 

к.уЙидаги n та номаълумли т та ЧИЗИI\ЛИ тенглама-
лар системаси берилган булеин: 

a.1x, + а.2х. + + а2nхn = а2 , (1) \
а11Хl + а12х. + + a1nxn = а1 , 

am1x1 + ат2х. + + атnх, = ат · 

Бунда ао Е 5', а/ Е 5' булгани )\олда т = n, т> n, т < n 
6улиши мумкин. ai/ (i = Г:-m) лардан камида бнттаси нол
дан фаРI\ЛИ, акс J(олда номаълумлар СОНИ n дан кичик 
булар эди. Фараэ цилайлик, all .,., о. (1) системанинг бирин-

й21 а З 1 аm ! 
ЧИ тенгламасини кетма- кет - -, - - , - - сон-

ан ан ан 

ларга купайгириб, натижаларни мое равишда системанинг 
IIКкинчи, учинчи,.. ,m-тенгламаларига I\Ушамиз. Унда 
(1) га эквивалент бу лган I\уйндаги система )\ОСИЛ бу лади: 

Бунда 

I
IallX1 + а12х. + а1зхз + 

Ь •• Х. + Ь2ЗХ. + 
< Ьз.Х. + ЬззХз + I ..... 
\ Ьт2Х2 + Ьтзхз + 

+ a1nxn = Ь1 , 
+ Ь2nХ, = Ь., 

+ ЬзnХn = Ьз , 

+ Ьтnх, = Ьт . 

01" 01--
b"i=a"i-"G,';·a"l' b,=a'-a

ll 
·a,I(" =2,m; 

f1 = 2, n, i = 2,Гi). 
()') системанинг бир I\ИСМИ бу лган янги 

Ь •• х. + Ь2.х. + 
Ьэ.х. + ЬззХ. + 
bk2X. + ЬkЗХЗ + 

+ Ь2nХ, = Ь., 
+ЬзnХn = Ь., 

+ bknx" = Ь. 

()') 

(2) 



системаии ~араЙмиз. (2) системада k.;;; т булади, чунки 
барча коэффициентлари ва озод '1ади нолга тенг булга н баъ
зи бир тенг ламалар системадан ташлаб юборилади. 

Агар биэ (2) система ни ечиб, х.' х.' , хn ларнинL' 
сон ~ийматларини (1') га I~уйсак, (1) системанинг дастлабки 
тенгламасидан Х1 нинг сон ~ийматини тона оламиэ. Унда (1) 
система ечилган булади. 

Энди (2) системадан Х. номаълумни ЙУ~отамиэ. Бунинr 
учу н Ь •• *" О деб фараз I\илиб, (2) нин г биринчи тенг лама. 

ь" Ь42 bk2 • • 
сини кетма- кет - - , , -- - ларга купаи. 

Ь22 Ь22 Ь22 
тириб, натижаларни шу системанинг иккинчи, учинчи, 
k- тенгламаларига кетма- кет ~ушамиэ. Унда 

l
(b •• X, + ь2,х. + 

СзоХ, + 
< С.зХ• + 

I С/ЗХ. + 
\ 

, + Ь2nХn = ~., 
, + СзnХn = ь1 , 

, + с,nХn = ь" 

, + CJnXn = ь; 

(2') 

система '10СИЛ булиб (l .;;; k), у (2) га эквивалентдир. (2') 
системанинг бир ~исми булган 

\
С"Х, + со,х. + 
С,ЭХ, + С .. Х. + 
с/зхо + С14Х, + 

+ СзnХn = ь;, 
+ С'nХ' = b~, 
. . . 
+ С/nХn = ь; 

(3) 

(3) системадаги номаълумлар сони (2') системадаги 
номаълумлар сонидан '1еч булмаганда битта кам. Биз 
(3) системани ечсак, .(2') системаии '1ам еча оламиэ. 
Номаълумларни ю~оридаги усулда кетма-кет ЙУl\отиб, 
охирида ~уйидаги уч '10лдан фаl\атгина бирига дуч ке
лишимиэ мумкин: 

1. Номаълумларни кетма-кет ИУI\ОТИШ жараёиида 
.( 1) системанинг бирорта тенгламаси 

О·Х, + О·Х2 + + О·хn =d (4) 

були б, бу ерда d=l=O куринишда булиши мумкин. 
2. Снстеманинг энг сунгги (коэффициентлари нолдаR 

фар~лн) тенгламасининг номаълумлари сони иккита· 

дан кичик эм ас. 
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З. Энг сунгги теиглама бир номаълумли булиши 
мумкин. 

(4) куринишдаги тенглама одатда зиддиятли тенг
лама деб юритилади. (4) тенгламани номаълумларнинг 
~еч ~андай сон ~ийматлари туFрИ тенгликка айлантира 
олмаЙди. Шунинг учу н бундай ~олда (1) система ечим
га эга БУлмаЙди. 

2) ~олда (1 ') система 
( 

I ан Х1 + a1,x, + а1зхз + + a1nxn = a1• 
Ь,.х. + Ь.зХз + + Ь2nХ" = Ь,. 

{ СззХз + + СзnХn = Сз. (5) 

l [/n_IXn_ 1 + [/nХ" = [/ 

иуринишни олади. бу ерда ан. Ь,.. . [/n_1' [/n лар 1l0Л-
дан фар~лидир. 

(5) система (1) нинг иатшкаси булгани учу н (5) нинг 
~ap бир ечими (1) нинг J\aM ечими булади. (5) система га 
эътибор ~илсак. у трапеция шаклини ифодалаЙди. Шунинг 
учуи бундай система трапециясимон система деб юритилади. 
~нинг энг охирги 

[/"_IXn_1 + [/nХ" = [/ (6) 

тенг ламаси чексиэ куп ечимга зга булганидан (5) ва 
демак. (1) система ~aM чексиэ куп ечимга згадир. 

Э с л а т м а. (5) системанинг охирги тенгламаси 
иккита номаълумга БОFЛИ~ булиши шарт эмас. З) ~олда 
(5) системага яна битта 

[/+lnX" = [/+1 (7) 
шаклдаги тенглама бирлаштирилади. 

~!.' (7)';'~лама. [/+1" *' О булгани учун. ягона ечимга зга. 
(7) дан Х" нинг Х" = CI:" сон ~ийматини топамиэ ва бу 
сон ~ийматни (6) га ~УЙиб. Х"_I = CI:,,_1 ни топамиз. Кейин 
(5) системанинг ~олган тенгламаларидан Х"_2' Х,,_з. 
Х,. Х1 ларга мос ке.лувчи CI:"_2' Cl:n _ 3' • Cl:2• Cl:1 ларни 

roпамиэ. Натижада (1) система (Cl:1• а2 • • аn) куриниш-
даги яroна ечимга зга булади. Системанинг охирги куринн
ши унинг учбурчак куриниши деб юритилаДII. 

Х у л о с а: Агар номаълумларнн кетма-кет йу~отиw 
натижаснда: 
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а) системанинг бирор тенгламаси зиддиятли тенгла
мага айланса, у '(олда (1) система ечимга зга бул
майди; 

б) система трапециясимон шаклга келса, (1) систе
ма чексиз куп ечимга зга булади; 

в) система учбурчак шаклга келтирилса, у '(олда (1) 
система ягона ечимга зга булади_ 

М и с о л л а р. 1. Ушбу 

{ 
х-у+г=2, 
2х+ у-2г = -2, 
5х+ 2y-7z= -12 

системани Гаусс усули билан ечинг. 

(1) 

Биринчи тенгламани -2 га купайтириб, иккинчи 
тенгламага ~ушсак ва яна биринчи тенгламани -5 га 
купайтириб, учинчисига ~ушсак, 

{
х- у + z =2, 
3у-4г = -6, 
7у- 12г=-22 

системага зга БУламнз. Бу системадаги иккинчи тенг
ламани -7 га ва учинчисиии 3 га купайтириб, учинчига 
~ушиш натижасида 

{
х- у + г=2, 
3у-4г = -6, 
-8г = -24 

(2) 

система келиб чи~ади. Шу БИ.llан алмаштиришлар тугаб, (2) 
системанинг учинчи тенг ламасидан z нинг ягона z = 3 ~ий
матини топамиз. Бу ~ийматни иккинчи тенгламага ~уйиб, 
3 у - 4 . 3 = - 6, у = 2 ~ийматни '(осил ~иламиз. у = 2 ва 
z = 3 ~ийматларни биринчи тенгламага ~уйиш билан х нииг 
'(ам ЯГОllа х = I ~ийматини топамиэ. Шундай ~илиб, (2) 
система ва демак, унга эквивалент (1) система '(ам ягона 
(1, 2, 3) ечимга эга экан. Бундан (1) нинг ани~ система 
9каllЛИГИ куринади. 

2. Ушбу 

\
Х-2 У + 3г = 2, 
2х+ у -г = 7, 
х+ y-z = 4, 
3х-у+г =8, 
х+у+г=6 

системани Гаусс усули билан ечинг. 

(3) 
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Биринчи тенгламани 2 га, иккинчисини -1 га ку
пайтириб, иккинчига '~ушамиз; биринчини 1 га ва 
учинчини -1 га купайтириб, учинчига ~ушамиз; бирин
чини 3 га ва туртинчини -1 га купайтириб, ТУРТИlIчига 
~ушамиз; биринчини 1 га ва беШИIlЧИНИ -1 га купай
тириб, бешинчига ~УшамИз. Натижада 

j
X-2 У + 3z = 2, 
-5у+ 7z = -3, 
-3У+ 4z=-2, 
-5у+ 8z = -2, 
-3У+ 2z =-4 

системани J\ОСИЛ ~иламиз. 

Бунда ИККИlIЧИ тенгламани -3 га ва учинчини 5 га 
купайтириб, УЧИllчига ~ушамиз; иккинчини -1 га ва 
туртинчини 1 га купайтириб, туртинчига ~ушамиз; ик· 
кинчини -3 га ва бешинчини 5 га купайтириб, бешин, 
чига ~Ушамиз. Натижада 

!
Х-2 У + 3z = 2, 
-5y+7z = -3, 

- z=-l, 
z= 1, 

-llz=-I! 
системани J\ОСИЛ ~иламиэ. 

Бу системанинг учинчи тенгламасини -1 га купай-
тириб, бешинчисини -11 га ~ИСl\артирсак, 

{
Х - 2 у + 3 z = 2, 
-5y+4z=-3, 

г=! 

системага келамиз. Шу билан алмаштиришлар тугайди. 
Сунгги системани (2) система сингари ечиб, ягона (3, 
2, 1) ечимни топамиэ. Дема к, (3) аНИI\ система булиб, 
унинг ягона ечими (3, 2, 1) дир. 
3. Ушбу 

системани ечинг . 

{ 
х-у+г =2, 

2х + y-2z = -2, 
х+ 2y-3z=-4 

.( 4) да элементар алмаштиришларни 
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х-у+г =2, 
-3у + 4г =6, 
-3y+4z=6 

(4) 

бажариб, 



системани J\ОСИЛ ~иламиз. Бу системада иккиичи ва 
учинчи теигламалар битта тенгламани ифодалагаllИ 
учун (4) га эквивалент ~уйидаги система келиб чи~ади: 

{х- у + z = 2, 
-3y+4z=6. (5) 

(5) да бош~а алмаШТИРИШIIИ бажариш мумкин эмас, чунки 
иккинчи тенглама билан биргаликда ~араладиган кейинги 
тенгламалар йу~. Иккинчи тенгламадан -3y=6-4z ни 
J\ОСИЛ ~илиб, параметр (ёки озод 1I0маълум) деб аталган z 
га ихтиёрий ~иймат берамиз. Масалан, z = 3 булса, унгз 
мое - 3 У = 6 - 4·3, У = 2 ни топамиз. Буларни биринчи 
тенгламага ~уйиб, x=2+y-z=2+2-3=I, х=1 ни 
J\ОСИЛ ~иламиз. Шуидай ~илиб, (6) ЮIНг, демак, (4) НИIIГ '(ам 
(1, 2, 3) ечимини топдик. Агар z га бош~а, масалан, 
z = - 6 ~ийматни берсак, (5) па, демак, (4) учу н (- 2, 
-10, -6) ечимни топамиз ва '1. К. Бундаи маълум була
дики, (4) система чеке из куп ечимларга эга булиб, аllИl\мас 
система булади. 

4. Ушбу 

{х, - Х2 + Х. - х; + х. = 5, 
х,+х2 +х.+х.-х.= 1, 
х,-х2 -х.-х.-х. =-5 

системани ечинг. 

(6) да тегишли элемеllтар алмаштиришларЮI бажариб, 

{Х' -Х2+ х. -х. +х. = 5, 
-х. + О'Ха -х. + х. = 2, 

х.+ О·х. +х. = 5 

[(6) 

системага келамиз. Буии бош~а алмаштириш мумкин эмас. 
х. ва х. пара метр (озод номаълум) ларга ихтиёрий х. = 2 
Ба х. = 5 ~ийматлар бериб, х. = 2 ни, су игра х. = 1 ии, 
уидаи кейии х, = 1 ни топамиз. Демак, (6) аИИi<iмас систе
ма булиб, унинг чексиз кун ечимларидан бири (1, -1, 2, 
2, 3) буладн. 

5. Ушбу 

системани ечинг. 

{х-
у + z = 2, 

2 х + у - 2 z = - 2, 
-x+y-z=1 

(7) да маълум элемеитар алмаштиришларни бажаРllб. 

(7) 
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{
Х -у +z= 2, 
-3у+ 4г = 6, 

0=3 
(8) 

сист!'мага зга БУламиз. Бу системадаги охнргн 

о·х+о·у+о·z=з 

тенгламани J\еч ~андай сонлар ~аlIоатлантирмаЙди. Де
мак, (8) система ва шу сабабли (7) система J\aM J\aM
жойсиз система булиб, ечимларlI ЙУ~дир. 

Мисолларда курилган J\олларга I\араб, ю~орида кел
тирилган х у л о с а н и янада оЙдинлаштирамиз. 

Номаълумларни кетма-кет йу~отиш натижасида бе
рилган система учбурчак ёки трапеция шаклдаги сис
темага келса, бу берилган системанинг Joiамжойлилиги
ни курсатади. Агар злементар алмаштиришлар нати
жасида нотуrри о=л. (л.*о) тенглик J\ОСИЛ булса, 15ун
дай система J\амжойсиэ система булади. 

58-§. БИР ЖИНСЛИ БУЛМАГАН ЧИЗИI\ЛИ ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАСИ БИЛАН БИР ЖИНСЛИ ЧИЗИI\ЛИ 

ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИ ЕЧИМЛАРИ 

ОРАСИДАГИ МУНОСАБАТЛАР 

Козффициентлари ва озод J\адлари l5ирор tJ' сонлар 
майдонига тегишли булган бир ЖИНСЛИ булмаган ~y
йидаги ЧИ3И~ЛИ тенгламалар системаси берилган l5ул
син: 

Qjl Х1 + Qj2 X2 + + QjnXn = Ь; (i = Гm). (1) 

Бу системаlJIШГ J\aMMa Ь; озод J\ад.~арlI урнига нолларllИ 
олиш билаll J\ОСIIЛ ~илинган бнр жинсли 

ап Х1 + Qj2 X2 + + QjnXn = О (i = I,m) (2) 
система (1) га мос бир жиисли система деб юритилган 
Joiолда, (1) ии (2) га нисбатан асосий система де15 ата
лади. 

Аввало l5ир жинсли снстема ечимларннииг l5аъзи 
хоссалариии куриl5 Утамиэ. 

(2) система нин г J\ap бир (ctl, сх2 , схn) куринишдаги 
ечимини tJ' майдон устидаги Rn фаЗ0НИИГ n УJ1ЧОВЛИ век
тори деб ~араш МУМКИН. Шу сабабли, нсташан иккита (сх 1 , 
сх2 , , сх,,) Ба (Рр PZ' , Рn ) еЧИМНIl I\УШИЩ шунинг
дек ct (ctEI') СОНlШ система еЧllмига купайтириш мумкин, яъни 
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й i' а, + Йi,а, + 
Gi, ~, + Gi, ~, + 

Gi, (аа,) + Gi,( аа,) + 
булади. 

+ Gi"a" = О. 
+ йi"~,, = О. 
+ Йi,,(ааn ) = О 

1. (2) система ечимларидан исталган IIккитасининг 

(а,. а,. аn ) + (~,. ~,. ~n):= (а, +~" а, + 
+ ~,. . а" + ~,,) 

ЙИFИНДИСИ яна (2) нин г ечими булади. )\аl\Иl\~тан. 

йil( а, + ~,) + Gi,(a, + ~,) + + Gin( а" + ~n) = 
= ( Gi, а, + Gi, а, + + ai" а,,) + ( Gi, ~, + ai'~' + 

+ +ai,,~,,) = 0+ О = О. 
2. а Е 5' соннинг (2) система ечимига купайтмаси 

а(а" а,. • а,,) = (аа" аа,. • ааn) 

яна (2) нинг ечимидир. )\аl\Иl\атан. 

Gi, (аа,) + ai,(aa,) + 
= а(:ап а, + Йi,а, + 

3. (2) нинг ",ар бир (а,. а,. 

-{а" а,. • аn) = (---<Z" -а,. 
ечими БУлади. чунки 

+ ai,,(aan ) = 

+ ai"an ) = а'О = О. 
• аn) ечими билан бирга 

---<Х,,) ",ам (2) нинг 

йil( ---<Х,) + йj,( -а,) + + ain( -а,,) = - (ап а, + 
+ ai, а, + + ain аn ) = (- 1). О = О. 

Демак. 

(а" а,. аn ) - (~,. ~2' ~,,) = (а" а,. 
а,,):+ (-~" -~2' ~,,) = (а, -~,. а2 -~,. 

а" -~n) 
",ам ечимдан иборат. 

Агар (2) системанинг ",амма ечимларн тупламини W би
лан белгиласак. 39-§ даги теоремага асосан. бу туплам Rn 
фаэонинг l\ием фаэосини ташкил этади. 

Энди l\уйидаги теоремани исботлаймиэ: 
Теорема. (1) асоеuй сиеmeмаllИllг (1-1,. 1-12' • fL,,) ва 

(u" u,. • un) ечuмларuдаll тузuлгаll (1-1, - u" 1-12 - u2 • 
• I-In - u,,) айuр.llй вектор (1) га мое (2) еuеmeМйllинг 
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ЕЧUJ/UНU uфоеалаЙдu. (1) асоеий еистеманuнг (fll' 11-" 
II-n) ечuмu бuлан (1) га мое (2) систеАlaнинг (0:1' 0:" , О:n) 

II-n + О:n) ечuмuдан туэuлган (11-1 + О:р 11-, + 0:" 
ЙUfuндu вектор яна (1) нинг еЧUJ/U буладu. 

Иеботи. 

ail( II-I-UI) +ai,( II-,-u,) + +ain(lI-n -un) = 

= (ан f~l+ ai,lI-, + +ain II-n) - (ail U1+ ai, u, + 
+ajnUn) =Ь; -Ь; =0. 

+ 

Сунгра 

ajl ( 11-1 + 0:1) + ai'( f.', + 0:,) + + ai"( II-n + О:n) = 

= ( Gil fll + aj,lI-, + + ai" fl,,) + ( ai10:, + ai,o:,+ + 

+ ainO:n) = Ь; +0 = bj . 

(1) НИIIГ битта (f.'p f.'" ,f.'n) ечимига (2) нинг '(ар 

хил (О:р 0:" ,О:n) Ба ( ~I' ~" ~n) ечимлnрИIIИ 
I\ушеак, (1) нннг '(ар хил (f.'1 + a l, f.', + 0:" , II-n + аn ) 
ва (11-1 + ~ l' f.', + ~" , II-n + ~n) ечимлари '(оеил була
ди, чунки O:k~~k га кура f.'k + O:k =F f.'k + ~k булади. 

Шундай к.илиб, (ир ЖИНС'nИ бу,nмаган сиетеманинг '(ам
ма ечимлаРИНII '(оси.n I\ИЛИШ учун у"инг битта (V p U, 
un) ечимига унга мое бнр ЖНlIС'nН снстеманинг '(амма ечим

ларини I\ушиб бориш кифоя. 
Натuжа. Бир ЖННС'nИ булмаган ЧИЗИI\'nИ тенгламалар 

системасинннг ечимлари туплами ЧИЗИI\'nИ купхилликнн 
таш кил этадн. 

х,аl\Иl\атан, агар бир жинслн бу,nмагаll (1) снстеманинг 
бирор еЧИМННII хо = ( 11-1' f.'" ' f.'n)' (1) га мос бнр ЖИНС'nИ 
система ечим.nари тУп.nамини W, (1) НИIIГ барча ечим.nарн туп
ламини зса Н ОРl\а.nи бе.nги.nасак, Юl\оридаги.nарга асосан W 
ва Н орасида Н = ХО + W куринишдаги бог.nаниш уринли. 
Бунда Н туп.nам W I\ИСМ фазони хо векторга суриш lIати
жасидир. 

5В- §. БИР ЖИНСЛИ ЧI-!3ИI<,ЛII ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИНИНГ 
Ф)'НДд.\IЕНТАЛ ЕЧИМЛАРИ СИСТЕМАСИ 

О,nдинги lIараграфда куриб утганимиздек, 

ан Х1 + aj'X2 + +а;nхn = о (1 ) 
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бир Ж!!ИСЛИ ЧИЗИI\ЛИ теигламалар системаСИНIIИГ ечимлар 
туплами V арифметик фазоиииг бllрор W I\ИСМ фазосинн таш
кил этади. 

1- т а ъ р н ф. W I\ИСМ фаэонииг баэасиии ,.ашкил 
этувчи исталган векторлар системаси (1) систе;l!анинг 
фундаментал ечuмлар системаси деЙилади. 

Базис векторлар системаСИIIИИГ таърифига асосан 

aII й21 , а, (2) 

система (1) нинг фундаментал ечимлар системаси бу
лиши учун l,уйидаги иккита шарт бажарилиши керак: 

1) (2) система ЧИЭИI\ЛИ эркин булади; 
2) (1) системанинг ихтиёрии ечими (2) ОРl\али чи

ЭИI\ЛИ ифодаланади. 
Бирор арифметик фаэонинг баэасини таш кил этув

ЧИ системалар чексиэ куп булса-да (41 - § га "аранг), 
уларнинг хар биридаги векторлар сони уэаро тенг эди. 
Бу тушунчалардан фойдаланиб, (1) системанинг ихти

ёрий ечимини (биэ униа деб белгилаимиэ) 

а = k;a, + 'I,Q. + +k,й, (3) 
шаклда и:jюдалаш МУМКlIII. Бу ерда k i Е 9'(ё = т,г) булга
ни учун (3) ечиYl (1) системанииг умумий t'ЧИМИlIИ топиш 
формуласини ифодалаЙди. Эндн фундаментал ечимлар систе
масини топиш билан ШУFулланамиз. Бунин г учу!! (1) систе-
мани 

\ 

all Х 1 + al,xl + 
а21 Х1 +a22 xl + 

. . 
~'''' Х1 + аm2 Х2 + 

+ a1"x" = О, 
+ й2"Х" = О, 

+Зm,Х" =0 

(1' ) 

куринишда ёЗllб 0,1116, унга Гаусс усулини татбlЩ этаМIlЗ. 
БIlР жинсли система доимо 1\аYlЖОИЛИ булгани туфайли бир 
неча марта элементар алмаштиришларни бажаргаllдан сунг 
(1') шстема УЗllга экоивалент булган 

!
C11 ХI+СI'Х'+СIЗХЗ+ ... +C1,X, +C1,+1 X,+I+···+CI"X".::' О, 

С"х,+с,зХз+ +С"Х,+С,,+, Х,+' + ... +С,.Хn - О, 
~ззХз+ ... +Сз,Х,+СЗ,+1 Х,+I+···+СЗnХn=О (4) 

t С" х, +С,,+1 Х,+1 + ... + С'" Х" = О 
КУРИlIншдаГII СlIсте~шга келаДII. Бунда ckk.p О (k = r:rJ ва 

173 



(4) даГIf Tellr ламалар сонн r номаълумлар СОIIИ n дан кичик. 
Акс J\олда (4) система нолмас ечимларга эга булмас ,ди 
(Бl-§ га l\apaHr). (4) система r та теllГ лама ва (n - г) та 

иомаълумдан Ilборатдир. Шу туфайли биз X,+I' Х'+2' 
ХП ларни оэод 1I0маълумлар Д~б, уларга исталган СОНЛИ 
(камида биттаси нолдан фаРI\ЛИ) к.иЙмат ларни бера оламиэ. 

Фараэ I\илайлик, Х,+I = 1, Х'+2 = Х,+) = = ХП ~~ 
булеин. Унда (4) системадан Х" Х,_I' ' Х1 кетма-кет-

ликда барча номаълумларга мос сонли I\ийматларни топа 
оламиз. Параметрларнинг Юl\оридаги I\ийматларига мос ке

лувчи (1') системанинг ечими G;+I = (al' а2 , , а" 1, 
О, , О) БУлади. Энди Х,+I = О, Х'+2 = 1, Х,+)= 
= ХП = О деЙмиэ. Унда яна (4) системадан Х; ларга мос ке-

лувчи l\аllДайдир ~; (i = т,г) сонларни топамиз. Натижада 

(4) системанинг а,+2 = (~I' ~2' , ~" О, 1, О, , О) 
иккинчи ечимини топа оламиэ. 

Шу жараённи давом эттириб, (n - г) та I\адамдан сунг 
(4) система (демак, (1) система)нинг 

р,+1 : (ар а2 • t а" 1, О, • О). 

а,+2 - (~I' ~2' . р,. О, 1, О). 

I a~ = (.У1> У2' , 1',. О, О, 1) 

(5) 

ечимларини топамиз. Энди (5) ечимлар системаси (1') 
нинг фундаментал ечимлар системасини таш кил эти
шини курсатамиэ. 

ДаР'lаI\Иl\ат: 1) (5) ечимлар системаси уэаро ЧИЭИI\
ли БОFланмаган, чунки бу векторлариинг координата
ларидан туэилган 

(

a 1 а. 

А = ~l~' 

Yl У2 

а, I О 
~, О I 

у, О О ~) 
матрнцада ЧИЭИI\ЛИ боFланмаган (n - г) та сатр ва (n - г) 
та УСТУН мавжуд (унг I\исмда жойлашгаll матрица); 2) ЭНДIl 

(1') нинг IIсталган а = (v1' и2 , • и,. и,+1> ' ип ) еЧII
мининг (5) ОРl\али ЧИЭИI\JllI ифодалаНИШIIНII курсатамиэ. 

I\уйидаги векторни оламиэ: 
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ь = и,+, а,+! + и,+2 а,+2 + -
+и"аn , (6) 

a,+i, ' аn векторлар (1 ') СИСТt:'маиинг ечимлари бу щани 
туфайли уларнинг исталган чизи,\ли комбинацияси J\aM (1') 
нин г ечими булиwи бизга маълум. Демак, (6) тенглик би
лан аии,\ланувчи веJПОР J\aM (О'чим булади. (5) бешилаwлар-
га асосан векторнинг охирги г + 1, г + 2, ,n коорди-
наталари мос равиwда и,+!, и'+2' и" лар га тенг, 

чунки, масалан, и" а" = (и" 1'р и" 1'2' и" 1'", О, , и,,) 
булганидан Ь векторнинг n-координатаси иn га тенг. Демак, 
а ю ь- векторларнинг г + 1, г + 2, .. , n-координаталари 
устма-уст тушар экан. Бундай J\олда а -Ь ай ирма вектор
нинг охирги (n -г) та координаталари ноллардан иборат. 

ава ь лар (1) нинг ечими булгани туфайли а-Ь J\aM ечим 
булиwи бизга маълум. Иккинчи томондан, агар (4) система
даги Х,+р Х,+2' , Х" ларни lIоллар билан алмаwтирсак, 
у J\олда Ckk *' О булгани учун Xk = О (k=17) БУлади. Де
мак, а - ь = о ёки а = ь булиб, ихтиёрий олинган а век
тор J\aM а,+р а,+2' , а" ечимларнинг чизи,\ли комби
нациясидан иборат БУлади. Шундай ,\илиб, (5) система (1 ') 
тенг ламалар системасининг фундаментал ечимлар СJ\стемаси· 
ни ташкил этади. 

(5) системадаги ечимлар сони n-г та булганидан 
(1') система фундаментал ечимлар системасидаги ечим
лар J\aM (n-г) та вектордан иборат. 

1- натuжа. Бир жинсли чизи,\ли тенгламалар сис
темасининг фундаментал ечимлари системасида ечим
лар сони номаълумлар сони билан система матрицаси 
рангининг айирмасига тенг. 

2- натuжа. n та номаълумли т та бир жинсли чи
эи,\ли тенгламалар системасининг ечимлари туплами 
n-г улчовли векторлар фазосини ташкил этади. 

Х;а,\и,\атан, бир жинсли системанинг фундаментал 
ечимлари сони р = n-г га тенг булганидан J\амда бир 
жинсли системаllИIIГ исталган ечимларининг чиэи,\ли 

комбинацияси ана шу системаlJИНГ ечими эканлигидан 
мазкур ечимлар системаси ,\андайдир векторлар фазо
сини ташкил этади. Векторлар фазосидаги чизи,\ли 
БОFланмаган векторлаРIIИНГ максимал сони (яъни фун
даментал ечнмларни ташкил этувчи векторлар сони) 
n-г булга ни учун бу фазо n-г улчовлндир. 
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Мисол. 

{ 
3х, + 2х. -х, -х. = О, 
х, - х. - хз + х. = О, 
6х, -х.-4хз + 2х. = О 

системанинг фундамеитал ечимлар системасини топинг. 

(
3 2 -1 -1) 

В= 1 -1 -1 1. 
6 -1 -4 2 

Иккинчи сатрни 3 га купайтириб, нккинчини бирин
чидан, сунгра биринчини 2 га купайтириб, учинчини 
биринчидан айирамиэ, у ,\олда 

( 
Э 2 -1 -1) 
О 5 2-4 
О 5 2-4 

матрица JlОСИЛ БУлади. Бу матрицанинг учинчи сатрини 
иккинчидан айирамиэ, у Jlолда 

(
32 -1 -1) 
05 2-4 
О О О О 

матрицани JlОСИЛ ~иламиэ. Бу матрицадаги иоль бул
магаи сатрлар сони 2 та. 

демак, матрицаиинг раиги 2 га теиг. Шунинг учун 
берилган системаиинг биринчн иккита тенгламасини 
ечамиэ. У Jlолда бернлгаи системадан 

{ 
3х, + 2х. = х. + х.' 
х,- х. =х.-х. 

системани ,\осил ~нламиз. 

(7) 

х. ва х. параметрлар иккита булгани учун фундамен
тал система иккита ечимдан туэилади. Параметрларга аввал 

х. = 5 ва х. = О, сунгра х. = О ва х. = 5 ~ийматларни бе
рамиэ. Параметрларнинг биринчи ~ийматларида (7) дан 

{ Эх, + 2х. = 5, 
Х,- х.'=5 

система келиб чи~ади. Бу системани ечиб, х, = 3, х. = - 2 
ларии топамиэ. Параметрларнииг иккинчи ~ийматларида (7) 
дан 
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система J\ОСИЛ булади. Бу системани Е:чиб, Х1 = -1, х. = 4 
ларни топамиз. Демак, фундаментал ечимлар системаларининг 
бнттаси (3, - 2, 5, О), (-1, 4, О, 5) 6улади Ба берилган 

системаНИIIГ умумий Е:ЧИМII а = (а1' а., аз, а,) булиб, бу ер
да аl = 3С1 - С2 ' а2 = - 2С1 +4с2 , а, = 5с1 , а, = 5С2 (с1 , 

С. Е Z) тенгликлар била!! аНИl\ланади ёКII а=С1(3' -2, 5,0)+ 
+ с2(-I, 4, О, 5) булади. 

МаШl\лар 

1. I Xl+2x.+4x.-3х,!=О, 
3Хl + 5х. + 6х,-4х, = О, 
4Хl + 5х. - 2х, 't Эх, = О, 
~~1 + 8х. + 24х. -19х, = О 

системаllllНГ умумий Ба фундаментал ечимлари системасини 

топинг. 

2. а1 =(1, -2,1, О, О), 
a.=(O,O,-I,I,О), 
а. = (4, О, О, -6, 2) 

ечимлар системаси 

! 
хl + Х. + х. + х, + х. = О, 
ЭХ1 + 2х. + хз + х, - 3х.=О, 

х. + 2х. + 2х,+ бх.=О, 
5Хl + 4х. + Эх. + Эхi-х. =0 

система учун фундаментал ечимлар системаси 6уладнмн? 
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v Б О Б ДЕТЕРМИНАНТЛАР 

60-§. МАТРИЦАЛАР УСТИДА АМАЛЛАР 

Биз бу бобда матрицалар устида бажариладиган амал
лар, уларнинг хоссалари, ~айси Jlолларда берилган матрица 
учуи тескари матрица маижудлиги каби масалалар била н 
ШУFулланамиз. Матрица тушунчасидан фойдаланиб, чизи~ли 
тенгламалар снст~масининг ечимларини топишда МУ1\ИМ а1\а

миятга эга булган детерминантлар тушунчасини киритамиз. 

Элементлари ai/ Е 0'( i = ~, j = г;-п) сонлардан тузилган 
матрица баъзан 11 ai; 11 ор~али белгиланади. Фа~ат номдош 
матрицалар учун ~ушиш ~оидаси ани~ланган. О' майдон ус
тидаги иеталган икки номдош матрица ни ~ушиш ~уйидаги 
~оида буйича бажарилади: 

( 

all a l2 a1n ) 
А = а21 а22 а2n , 

аml ат2 аmn 
( 

bllbl2 

Ь21 Ь22 8= 

bml Ьт2 

b
1n

) Ь2n 

Ьтn ' 

(

all + b ll al2 + b l2 

А+8 = а21 + Ь21 а22 + Ь22 
aml + bml ат2 + Ьт2 

a1n+b1n ) 
a1" -I-Ь2n 

атn+ Ьmn 

Демак, ЙИFIfНДИ матрицанинг 11 ai/ -1- Ьilll элементлари ~y
~лувчи матрицаларнинг мое ai/ ва bi; элементлари ЙИFИН
диларига тенг б}'либ, ЙI!FI!НДИНИ тасвирловчи матрица ~уши
лувчилар билан номдош БУлади. 

Матрицаларни ~ушиш коммутатив на асеоциаТИIJ экаНЛI!ГИ 
раншан, ЧУI!КИ бу амал матрицаларнинг элементларини, яыи 
сонларни ~ушишдан нборат. Шундай ~илиб, исталган матри~ 
цалар учу!! 

А + 8 = 8 -1- А, А + (8 -1- С) = (А + 8) -1- С 
тенгликлар бажарилади. Х;амма элементлари 1I0ллардан 
иборат матрица ноль матрица деб аталади ва у О ор~али 
Еелгиланади. О матрица б!!лан номдош Jlap ~андай А мат-
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рица учун А + О = О + А = А буладио Матрицани (-1) 
сонга купайтириш амали ~уйидаГllча ани~ланади: 

( 

all a l2 

(-I)оА = -А = _ а21 а22 a
1n 

) aZn = 

аmn 

( 

-all -a
12 
атl аm2 

= -а21 -а22 

-aтl-am2 

-a
1n

) -й2n 

-атn 
Бу матрица 

а21 а22 a2n 

( 

all a l2 a1n ) 

А = a
m1

a
m2 

000 атn 
матрицага ~араМa-J~арши матрица дейилади ва А+(-А) = О 
булади о А + ( - В) ЙИFИНДИ А - В куринишда ёзилиб, у А 
ва В матрицалариииг айирмаси дейиладио Матрицаларнн 
айириш амали ~уйидагнча бажарнладн: А - В = 

( 

all -bll a l2 -b12 a1n -bl• ) 

= а21 - Ь21 a~2 - Ь22 а2n - Ь2n 

aml-bml ат2 -Ьт2 аmn-Ьт• о 

Хусуснй Jlолда А -А = о, А -о = А, О-А =-А 
буладно 

Наmuжао Номдош матрицалар тупламн адднПIВ группа 
буладно 

Эндн матрицаларнн купайтириш ~оидасини курайлико 
Фа~ат т Х n куринишдаги матрицани n Х k куриннш

даги матрицага купайтириш мумкин, бош~ача айтганда, 
фаl\ат n устунли матрица n сатрлн матрнцага купайтириладио 
Купайтмада тХ k куринишли матрица JlОСИЛ булади, яъни 

AmxnoBnXk~= CmX1:.. 

Атхn матрица (т, n) ТУРJlИ матрица дейиладио Атхn ва 

Bnxk матрицаJlарни купайтириш I\оидаси [~уйидагид~,~ 
рат: Атхn о B nxk = CfflXk купайтманинг Jlap бир Сi/~~ЭJlемен
тинн '10СИЛ I\ИЛИШ учу н Атхn нннг i-сатрндаги элементлар-
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ни BnXk иинг j-устунидаги мое злементларга купайтириб, 

натижалар ~ушилади, яъни 
n 

Ci/ = ан ыi+ ai2 Ь2/ + + ajnbnj = ~aj/bl/' 
1-1 

Шундай ~илиб, 

с·" .,. ) СЬ" А .В = aZI а22 А" b'l Ь" 
mХn nxk 

булади. 

аml аm2 аmn Ьn \ Ьn2 
n n 

!ацЬн !allb" 
1-1 I~I 

n n 

!а2l Ьп ~ a~lbl2 
1-1 1_1 

n n 

~amlbll ~amlb12 
1=1 1-1 

=С mxk 

" 
~allb'k 
1-1 

n 

~a21b'k 
1-1 

n 

~am,b'k 
1_1 

Ь") b2k = 

bnk 

Хусусий ~олда, квадрат матрицаларни купайтириш 
учун уларнинг Ту'рлари бир хил булиши талаб ~или
иади. 

Купайтма ~aM худди шу турдаги квадрат матрицани 
ифодалаЙди. 

Масалан, (1 -2 . 3) ( 2 7 -8) 
А·В = -3 1 2· 9 1 О = 

О 4 -1 -2 3 4 

(
-22 14 4) = -1 -14 32 =С, 

38 1-4 
А·В=С. 

Иккнтадан орти~ матрицаларни хам купайтприш 
мумкин. Масалан, учта матрица ~уйидаги схема буйича 
купайтирилади: 

(Amxn·BnXk)· CkXP = Dmxk ' CkXP = Хn,><Р' 
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/l\нсол. 

( (3 -1)) (О 5 -2) 
(12-3) ~ ~ '138= 

= (О -9) (~ ~ -ю = (-9 -27 -72). 

I\уйидаги теорема матрицаларни кулайтириш ассо
циа'lИВ эканини тасди~лаЙди. 

Теорема. J/чта А, В, е Ащтрица учун. АВ ва ВС 
куnайтмалар матрuцалар булеа, у )fолда (АВ)·С ва 
А,(ве) к!jnайтмалар )faAL матрuцалар булuб, (АВ)·С = 
= А· (ве) тен.глuк бажарuладu. 

И с б о т и. А, В, е лар мос равишда (т, n), (n, k), 
(k, р) турли матриuалар булеии. У Jlолда А·В кулайтма 
(т, n)·(n, k) = (т, k) турли ва ве кулайтма (n, k)·(k, р) = 
= (n, р) турли булиши равшан. У Jlолда (АВ). С кулайтма 
(т, k)· (k, р) = (т, р) турли ва А· (В· е) кулайтма !laM (т, 
n)'(n, р) = (т, р) турли булиб, уларнинг турлари бир хил 
булади. 

Энди (АВ)· е = А . (ве) тенг ликнинг бажарилишини, яъни 
(АВ). е ва А· (ве) матриuаларнинг умумий Uij ва V/j эле

ментлари узаро тенг эканИlIИ иеботлаЙмиз. J<;а~и~атан, АВ 
нин г умумий элементи 

" 
d j ~=!, а; a.b,"~ (i= I,m, ~ = 1Ji) 

a=1 

ва ВС нин г уму~шй Э.lемеllТИ 
k 

(1) 

dji=!,bj~cPJ(j=I,p) (2) 
~-I 

БУлади. 
(1) ва (2) ларга биноан (АВ)· е ва А· (ве) лар"инг УМУ

мий злемеllтлари мое равишда 

k k " 

U;j= !,di~C~j= ~ ~a/"h,,~c~j' 
~=I ~=1 ,,=1 

" "k 

Vjj = ~ aj"d"j = ~ aj"~b,,pCpj = 
а.-I а.=1 ~~I 

k n 

= ~ ~a; а.Ь" ~C~I 
р=1 а.=1 
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БУлади. Шуидай I\илиб, ио = ии' Демак, (АВ)·С = А·(ВС). 
Натuжа. Турлари бир хил булган квадрат матрица

лар туплами купайтириш амалига нисбатан ярим груп
па БУлади. 

Х;аl\Иl\атан, бу тупламда матрицаларни купайтириш 
амали аНИl\ланган ва у ассоциатив булгани учу н маз
кур туплам ярим группадир. 

Мисо л. 

( 1 О -4) (3) А = 2 _1 О, В = -т ' С = (6 4 1) булса, 

((~ _~ -~) (-л )-(64 1) = (-~).(6 4 1) = 

(-6 -4 -1) (1 - О -4) (( 3) ) = 48 32 8' 2 -1 о' -т (6 4 1) = 

( 1 0-4) ( 18 12 3) (-6 -4 -1) = 2 -1 О -12 -8 -2 = 48 32 8 
641 

тенгликларга нура (АВ) С = А (ВС) БУлади. 
Умуман, матрицаларни купайтириш коммутатив эмас. 
J\\асалан, 

(2 1 1) (1 2) А = О 3 -5 ва В = :-~ 

матрица лар учун 

'(2 1) (2 7 9) АВ = 8 -9 ВА = 2 -5 -11 . 
, 2 10 14 

АВ.;. БА. Чунки АВ lIa БА матрицалар номдош булмаган 
матрицалардир. 

Худди шунингдек, 

А =(1 -3) ва В=( 2 1) 
4 5 -6 О 

номдош матрицалар учун 

АВ = ( 20 1), ВА = ( 6 -38) 
-22 4 -6 18 

булиб, бунда '(ам АВ.;. ВА экан. 
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Берилг ан а Е 1" сонни 

(

all al2 " a1n) 
А = а21 а22 • . й2n 

Йтl йт2 · • аmn 

матрицага купайтириш деб, бу сонни А нинг хамма 
элементларига купайтириш иатижасида J\ОСИЛ б~лган 
матрицага айтилади, яъни 

(

aall aal2 . aa1n ) 

а А= аа21 а.й22 ••• аа2n 

аЙml а:ат2 · . ааmn . 

(3) 

Биринчидан, аА=Аа эканлиги равшан. Иккинчидан, 
(3) тенг лик матрицадаги J\aMMa элементларнинг а уму
мий купайтувчисини матрица белгиси таш~арисига чи
~ариш мумкинлигини курсатади. Номдош матрицалар 
учун ~уйидаги тенгликлар уринли: 

а (А + В) = а А + а В; 
а. (А -В) =a.A-аВ; 

(а + ~) А = а А + ~ А; 
(a.-~) А =a.A-~A; 

(a~) А = а (~A). 

Натижа. Номдош матрицалар т~плами берилгаи 
сонлар майдони устида чизи~ли фазоки ташкил этади. 

61- §. ТЕСКАРИ МАТРИЦА 

n- тартибли квадрат матрицанинг бош диагонали 
элементлари 1 лардаи ва ~олган хамма элементлари О 
лардан иборат ушбу 

(
1 О ... О) 
О 1 О 

О О ... I 

к~ринишдаги матрица бирлик матрица дейилади ва у 
Е ор~али белгиланади. 
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п- тартибли исталган А квадрат матрица учун АЕ = 
= ЕА = А эканлигига ИШОНЧ J\ОСИЛ I\IIЛIJШ ОСОИ. 

1- т а ъ риф. Бирлик матрицадан элементлар ал
маштиришлар натижасида J\ОСИЛ булган матрнца эле
ментар матрица деiiилади. 

К;уiiидагнлар иккинчн тартибли элементар матрн
цалардир: 

(~ ~), (6 1), (~ ~), (6 ~), (~ ~) 
Бу ерда "t а Е Р' (а *" О). 
Исталган тартибли бирлик матрица сатрлари (УС

тунлари) ЧИЭИI\ЛИ БОFланмаган булгани учун элементар 
матрицаларнинг сатрлари (устунлари) ЧИЭИI\ЛИ БОFлан
магаи БУлади. Чунки элементар алмаштиришлар мат
рица рангини уэгартирмаiiди (54- §). 

К;уiiидаги п- тартибли квадрат матрицани олайлик: 

( 

all а 12 
А = а21 а22 • 

an1 йп'2' 

а 1 n) . а2п 

• Qrln 

Бу матрицаиинг горнзонтал 

аl = (а1l , Qи" .. " Qln)' 

'й:I = (а21 , 022' ., й2п)' 

"'йn = (аn !, ап21 ., апп) 
векторлари, яъни сатрлари ЧИЭИI\ЛИ эркли ёки ЧИЭИI\ЛИ 
БОFланган булишн мумкин. Масалан, 

(
-42-1) 

А = 6 3 2 
25 1 

матрицанинг сатрлари ЧИЭИI\ЛИ БОFланган, чунки учин
чи сатр I\олгаи икки сатрнинг ЧИЭИI\ЛИ комбинацияси
дан иборат, яъни 

2=(-4).1+1.6,5=1.2+1.3,1=1.(-1)+1.2. 
Е бирлнк матрицанинг сатрлари ЧИЗИI\ЛII эрклн, чунки 

улар фазонинг е1 , ez' ••. , еn ортларндир. 
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2- т а ъ риф. Барча сатр векторлари ЧИЗИI\ЛИ эркли мат
рица ХОС.мас (аЙниАtaга.ч) матрица, барча сатр векторлари 
ЧИЗИI\ЛИ БОFлаllгаи матрица хос (айниган) MampU/ia деб ата
лади. 

3- т а ъ риф. А матрица учун АВ = ВА = Е тенгликии 
I\аноатлантирувчи В матрица мавжуд б~лса, у Jlолда В ни 
А га тескари матрица дейилади ва у А-l к~ринишда бел
гиланади. 

3-таърифдаги В ~рнига А-ll\~йсак, AA-l=А-lА=Е 
б~лади. 
l-теоремс. Матрицанинг сатр векторларидан бирu 

~олган сатр векторлари орt<,али чизи~ли ифодаланса, у 
Jjолда уни ихтuёрий матрицага кgnайтирuшдан JjОСUЛ 
6gлган кgnайтма матрицанинг JjaM худди gша номерли 
сатр вектори ~олган сатр векторлари ор~али чизu~лu 

ифодаланадu. 
И с б о т И. А матрица берилган б~либ, унинг бирин

чи сатри I\олганлари ОРl\али ЧИЭИI\ЛИ ифодаланади деб 
фараз I\илайлик, яъни 

n 

al/ = а.Е2/ + аз аз/+ + аn аn/= ~cx; а;, (j = т;n) (1) 
i=2 

б~ЛСИI!. Ихтиёрий В = Ilbi;11 матрицанинг А га к~пайтмаси 

АВ = С = I1 ci/JI б~либ, маТРИl!алар к~пайтмаси таърифи Ба 
(1) га асосан 

cl/ = a11bl/ + al2b2i + .. +a1nbn/ = (~ai аil ) bl / + 
{=2 

+ (~ai ai2 ) Ьц + + (~a{ ain) Ьn/ = а. (a.,bl / + 
t=2 \t-2 

+. . + а2nЬn) + аз (аэ1ы � ; + а •• Ь2/ + ... + аз~~n/) + 
+. . + аn (an1b l/ + а"2Ь2/ +. . + аnnЬn) = а.с2 / + 

n n 

+ аэсз; + ... + аn Сп; = ~ ai Cij' c l / = ~ ai Ci/ 
{=2 {=2 

керакли натижани оламиэ, бу ерда 

Ci/ = а ii b1i + ai2 Ьц + . + ain Ьn/ (i =2,n; i = т;n). 
2- теореМа. Хос матрицага тескари матрица 

ж!/д эмас. 

маа-
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И е б о т и. Фараэ J<;илаi!лик, А хое матрица булеин. 
у холда унинг еатр векторларн чиэнl'iли БОFланганлиги 
еабабли, бу еатр вектqрлардан бири J<;олганлари 0Pl'ia
лн ЧИЭИJ<;ЛН ифодаланади. У холда 1- теоремага муво
ФИJ<;, АА-I купаi!тманинг хам уша еатр вектори I\олган
лари ОрJ<;али ЧИЭИJ<;ЛИ ифодаланади. AA-I=E булганли
ги еабабли, бу таедиl'i Е IIИНГ еатр векторлари ЧиЭиl'iЛИ 
эркли булишига эид келади. 

демак, фаJ<;ат хоемае квадрат матрицалар учуигина 
тескари матрицалар мавжуд БУлади. 
3-mеоре.ма. Хаемое квадрат А матрицани элементар 

алмаштuрuшлар ёрдамида бuрлuк матрицага келтuрuш 
мумкин. 

И с б о т и. А хоемае матрицанинг хамма еатрлари 
нолмае еатрлардан иборат, шу еабабли хар бир еатрда 
нолдан фарl'iЛИ камида битта элемент мавжуд. А мат
рица I\уi!идаги куринишда булеин: 

(
ан a12 • • a1n ) 

А = а21 й22 а2n 

а,,1 йn2 ••• аnn • 

Элементар алмаштиришларни фаJ<;атгина еартлар 
устида бажариб, А ни бирлик матрицага келтириш 
мумкинлигини кУреатамиэ. 

a~1 (k = I,n) еОllлардан l'iайеl! бири волдан фарl'iЛИ бул
са, уша элемент жоi!лашган еатрни (a~1 лардав бир I\анчаеи 
нолдан фарl'iЛИ булеа, шу элемевтлар жоi!лашган ихтиёрий 
еатрни) биринчи еатр билан алмаштирамиз. Шувдай l'iилиб, 
a l1 .р О дея оламиз. Агар биринчн устунда аи дан БОШl'iа 
нолдан фаРl'iли элементлар булеа, уларни биринчи еатр эле
ментлари ёрдамида нолларга аi!лантирамиз. 

Натижада А матрица 

(

all al2 а 1з · . al") 
О Ь22 Ь2з ' •• Ь2n 

В = О ЬЗ2 Ьзз ' . Ьзn . . . 
о Ьn2 ЬNЗ • •• ЬМ 

куринишга келади. ЭIIДИ Ь.2 .р О деб фараз l'iилиб, В нинр 

иккинчи сатрини - Ь." _ Ь •• , • • _~ ларга купаi!ти-
Ь,. Ь" Ь., 
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риб:натижаларнн мое раnншда 3, 4, 
сак, В матрю(а 

.,!n- сатрларга i'iуш-

( 

all а\2 а\з· . а\п) 
О Ь22 Ь2з ' Ь2п 

С = О О Сзз . Сзп 

О О СпЗ • СПП 
куринишда БУлади. Бу жараённи яна n - 2 марта такрорла
сак, С матрица 

( 

а\\ а\2 а\з .\) 
О Ь22 Ь2З •• Ь2П 

D = О О Сзз .. Сзп 

О О О . СПП 
куринишни олади. ЭIlДИ матрацаНИIIГ биринчи 

1 1 

1 
еатриии - га, 

al1 

иккинчи сатрини - га, , n- еатрини -- га 
Ь22 сП,. 

куnайтиреак, 

(

1 d\2 d\з· .. d\n) 
01 d2з • .d2n 

М = О О 1 . dзп 
.. . 

о о о 1 

матрица ,\оеил булади. М матрицада n- еатрни -d\n, -d
2n

, 

., - dn_\n ларга куnайтириб, натижаларни мое равишда 

1,2, n-I-еатрларга, е)'нгра (n-I)-еатрни-d\п_\, 
-d2n_\, -dn_ 2 п-\ ларга куnайтириб, натижаларни 

мое равишда 1, 2, ., n - 2 - сатрларга на НИ,\ОRТ ик
кинчи еатрни -d12 га купайтириб, lIатижаки бириичи сатр
га !\ушеак, матрш(а ушбу 

(

1 О О 
О 1 О 
О О 1 

О О О 

,0) .0 
о 

I 
куринишда БУлади. Охирги матрица эса Е (бирлик) матрицадир. 

(1 -1 2) 
А= 3 -3 7 

2 -3 5 

Миеол. 
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хосмас матрицаии бирлик матрицага келтираЙлик. Ав
вало А нинг биринчи сатрини -3 га купайтириб, нати
жани иккинчи сатрга, кейин биринчи сатрни яна - 2 га 
купайтириб, натижани учинчи сатрга и;Ушамиэ. Унда 

(
1 -1 2) 

В= О О 1 
0-11 

матрица JlОСИЛ булади. Бу матрицада учинчи сатрни 
-1 га купайтириб, уни иккинчи сатр билан алмаштира
миэ. Натижада 

(1 -1 2) 
С= О 1-1 

О О 1 
матрицани JlОСИЛ и;иламиэ. Энди С матрицада иккинчи 
сатрни биринчи сатрга, учинчи сатрни иккинчи еатрга 
и;ушеак, 

(1 О 1) 
D= О 1 О 

О О 1 
матрица ва ННJlОЯТ D матрицадаги учинчи сатрни - Ira 
купайтириб, биринчи еатрга кушсак, 

(
1 О О) 

Е = О 1 О 
0'0 1 

матрнца JlОСНЛ буладн. Бу эса бирлик матрицадир. 
4- теорема. Хосмас матрицага тескари матрица мав

жуд ва ягонадир. 
И с б о т и. Матрицадаги еатр алмаштиришларни чапдан 

бирор матрицага к}·паЙтирнш деб и;араш мумкин. 
S матрнца (m, n) турлн матрица булиб, унннг фаи;ат 

битта элементи 1, и;олган элементлари О булеин. 1 элемент 
i- еатр, j- y~TYHдa турувчи сон булеин. 

S· А (бунда А (n, k) турли матрица) кS"пайтма матрицада 
i- сатр А даги j- еатр билан уетма- уст тушади. I\олган бар
ча сатрлар О лардан иборат булади. Масалан, 

(
a l1 аlO аа) (О О О) 

А = а21 agt аtз , S = О О 1 
аЗ1 аЗ1 азз О О О . 

У Jlолда i = 2, j = 3 БУ,1ади. 

(О О О) (ан a1t а1з) (О О О) S . А = О О 1 . аВ1 а.а авз = аЗ1 аз. аза 
О О О аЗ1 аз. азз О О О , 
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(О о О) 
S·A = а'l а" a'J 

О О О . 
ЗIIДН 

..... ) 

S'= 
( (

/ 

S"=i··· .. ·<"\'c 

о 
\ '\., 

. "- ,Т' 

1 

S"=i I ............. / ....... ct ............... . 

i ' . 
...... ) 

КУРИНИШ!1аги S', S", S'" маТРИlщлаРIIИ текширамиз. 
S' матрицада бош диагоналнинг n - 2 та элементи 1 га 

ва бу диагоналдан таШl\арида яна нккнта элемент ) га, I\ОЛ
ган элементларн нолга тенг. 

S" матрнцада бош • диагоналнинг битта элементи ct га, 
к,олганларн ) га ва баш диагоналдан таШl\ари барча эле
ментлар О га тенг. S'" матрнцада баш диагонал элемент
ларн 1 га, ундап таШl\арида бнтта элемент ct га, I\олган 
барча элементлар О га тенг. 

Бу тушунчаларга асосланнб I\уйидаги хулосаларга келамиэ: 
)) S' А матрица А матрицадаги i ва j- сатрларнинг урин

ларини алмаштиришдан J\ОСИЛ бjiладн; 
2) S" А матрица А матрицанинг i- саТРИIIИ ct сонга ку

паЙТllрllШ натижасида J\ОСИЛ булаДII; 
3) S'" А матрица А матрицадаги j- сатрни ct сон га купай

тириб, i- сатрга I\УШИШ натижасида J\ОСНЛ БУлади. 
Шундай I\илиб, А матриuада ихтиёрий элементар сатр 

алмаштиришларни А матриuага чапдан бирор ёрдамчи мат
риuаларии (S', S". S"') купайтириш натижасида J\ОСИЛ I\И
JIИШ МУМКIIII. 
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Бу тушунча ва 3- теоремага асосан I\уйндагн хулосага 
келамиэ: Агар хосмас А матрицани чапдан S" S2' ... , Sp 
хосмас матрицаларга купайтирсак, у 1Iолда бирлик Е ма т
рицани 1IОСИЛ J<;иламиэ, яъни Sp (.. (S2 (S,· А» .) = Е 
булади. Бунда S" S2' Sp лар S', S", S'" куринишдаги 
матрицалар. 

Матрицаларни купайтириш амали ассоциатив хоссага эга 

булгани учун охирги тенгликдаги I\авсларни ташлаб юбориш 
мумкин. Шунинг учун Sp S2·S,·A=E БУлади. Sp 
S2·S, купайтмани В ;ОРl\али белгилаймиэ ва охирги тенг
ликни 

В·А=Е (1) 

куринишда ёэамиэ. (1) дан куринадики, ихтиёрий хос
мас А матрица бирор В матрицага тескари БУлади. 

В матрица 1IaM хосмас (акс 1Iолда унга теекари мат
рица мавжуд булмайди) булгани учу н ун га тескари 
бирор С матрица мавжуд булади, яъни 

С·В = Е. (2) 

(2) тенг ликнинг иккала томонини унгдан А матрицага КУ
пайтирамиэ: (СВ) А = Е· А ёки С (ВА) = А. (1) тенгликка 
аеосаи С = А БУлади. Буидан А·В = Е БУлади. 

Демак, В матрица А матрица учу н излангаи теска
ри матрица БУлади. 

Энди берилган хосмас матрицага ягона тескари мат
рица мавжудлигини курсатайлик. Теекариеини фараз 
I{иламиз. А га тескари булган камида иккита В ва С 
матрицалар мавжуд булеин. В ва С ларнинг тенг экан
лигини курсатайлик. Х;аl{Иl{атан, В матрица А га тее
кари матрица булгани учун 

АВ = ВА =Е (3) 

булади. 
С матр ица 1IaM А ra тескари ма1рица булга ни учун 

А·С =Е (4) 

тенглик уринли. (4)!НИНГ иккала томонини~чапдан В га КУ
пайтирамиз ва (3) ~дall фойдаланамиз: В (АС) = ВЕ = В, 
(ВА)·С=Е·С=С, В (АС)=(ВА)·С ёки В·Е=Е·С. Бу 
эса В = С демакдир. 

Матрицалар купайтмаеи коммутатив булмагани 
УЧУII берилган хосмас матрицага тескари булган мат
рицани топиш пайтида маз кур матрицада элемеитар 
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алмаштиришлаРIlИ фа~ат сатрлар б9йича бажариш 
керак. 

ЭлемеllТ лари бирор 11' майдонга тегишли б9лгаи барча 
(n, n) турли хоемае матрицалар т9пламини OL (n, 11') op~a
ли белгилаЙмиз. 

5- теорема. < OL (n, 8'), . > алгебра группа бgладu. 
И е б о т и. 60- § да куриб 9тганимиздек, а) учта А, 

В ва С матрицалар купайтмаси аееоциатив; б) иккита 
( n, n) турли хоемае матрицалар купайтмаси яиа хос
мае матрицадир ( 1- теоремага ~apaHГ); в) 4- теоремага 
кура ~ap бир хосмас матрица учуи ягона тескари мат
рица мавжуд; г) ~ap ~андай бирлик матрица хосмас 
матрица б9лади. 

Бу шартларнинг бажарилиши (n, n) турли хосмае 
матрицалар тупламинннг к9пайтириш амалига ниеба
тан группа эканлигини к9реатади. 

Эндн хоемас А матрицага тескари б9лган В матри
цани топишнинг '\уйидаги усулини баён ~иламнз. 

А Ба Е мат рицаларни ёнма- ёII, яъни ушбу 

( 

alI а'2' . а,п 1 О. . О) 
А/Е = а2., а22 ··• а2: 0.1 ... ~ 

ап , ап2 . а"п О О 1 

к9ринишда ёзиб, А нинг устида ~андай элементар ал
маштиришлар бажарилса, Е нинг уетида ~aM 9ша эле
ментар алмаштиришларни бажариш керак. Бу жараён
ни А матрица 9рнида бирлик матрнца ~оенл б9лгунча 
давом эттириб, 

(

10 
О 1 

О О 

О blI Ь'2 •.. Ь',,) 
• О Ь2 \ Ь22 •·· Ь2n . . . 

1 ьп \ Ьп2 '" Ьпп 
1<9гщнишдаги матрицани "оснл I\иламиз. Бу матрицаНИIIГ 9"г 
I\исмида А га тескари В матр"ца JlОСИЛ булди, яъни E/A-l 
БУЛАИ. 

Мисо Л. 

(2 1 -1) 
А = 52 4 

7 3 2 
хосмас матрицага тескари А-l матрицани топинг. 
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(
2 1 -111 О О) 

А/Е = 5 2 4 О 1 О 
732001; 

матрицанинг А дагн бирннчи ва Е даги иккинчи уcrунлар
нинг уринларини алмаштирамиэ. 

(
1 2 -110 1 О) 
254100 
37 2001 

Вирннчи устунни -2 га ва 1 га купайтириб, иккин-
чи ва учиичига ~ушамиэ. У Jlолда 

(
1 О О I О 1 О) 216 1 -2 1 
3 1 5 О О 1 

матрица JlОСИЛ БУлади. Ву матрицада иккинчи УСГУННИI 
-2 га купайтириб, биринчи устунга ва иккинчи устун
НИ -6 га купайтириб, учинчи устунга ~Ушамиэ. У Jlолда 

(
1 О 01-2 1 6) 
О 1 О 5 -2 13 
1 1 -1 О О 1 

матрица JlОСИЛ БУлади. Ву матрицада учинчи устунни 
иккинчи устунга, кейин эса биринчи устунга ~ушамнэ 
ва ушбу 

(
1 О 01-8-5 
О 1 О 18 11 
О 0-1 1 1 11) 

матрицани JlОСИЛ ~иламиэ. Ву матрицадаги учинчи ус
тунни -1 га купайтирсак, 

(
1 О 01-8 -5 6] 
О 1 О 18 11 13 
О 01: 1 1-1 

матрица JlОСИЛ булади. Демак, 

(-8 -5 6) 
А:-I =1 18 11 -13 

1 1-1 

(2 1 -1) 
БУлади. "а~И~!lтан, АА-I = A-IA = 5 ~ 4 х 

7 3 :2 
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(-8 -5 б) (-8 -5 б) (2 1 -1) 
х 18 11 -13 = 18 11 -13 52 4 = 

1 1 -1 _~_I_~.I 1 -1 7 3 2 

(
1 О О) = О 1 О =Е, 
О О 1 

1. 

AA-l = A-IA = Е. 

МаШl\nар 

(1 2 3) (-1 -2 -4) 
А = 2 4 б Ба В = -1 -2 -4 

3 б 9 1 2 4_ 
матрицалариинг купайтмасини [топинг. Мазкур купайтмадав 
I\андай хулоса ЧИl\ариш мумкин? 

2. 

А = (1 О) Ба В = (C?SIp-lsIП.Ip) 
О 1 . sm Ip COS.1p 

матрицаларнииг n· даражалари I\андай матрицапи ифодалайди? 
з. 

( 2 1 О) (3 1 2) 
А = 1 1 2 Ба В = 3 -2 4 

•• -1 2 1 -3 5-1 

,улса, АВ -( в: ИИ2 ~~)Соблаиг. 
4. А = 1 -1 О матрица учун тескари БУ.nган мат-

-1 2 1_ 

62· §. МЛТРИЦЛЛИ ТЕНГЛЛМЛЛЛР 

Бирор 5' сои.nар майдоии [устидаги n та [нома'ЬJlУМ.nи, 
та ЧИЗИI\'nИ теиг .nамалар системаси 

l
all ХI + a1zxz +. . + al.x. = b1, 

й~1 ~I :- ЙZZ Х2 + ..... +.а2<. = ~2' 
й.1 Х1 + a.Z X 2 + ... + а .. х. - Ь. 

(1) 

уринишда бери.nrан БУ.nсин. 
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(

a ll а ,2 . a1n) 
А = а21 й" . а2п 

anl аn2 . йnn 

матрицаии (1) еиетеманинг матрицаеи деЙилади. Айтайлик, 
А - хоемае матрица булеин. У Jlолда (1) нинг чап томонида 
А матрицани 

x{J 
матрицага купайтиришдан келиб ЧИi\адиган n та еатрли ва 

уетунли матрицанинг элементлари, унг томонида эса 

(

b
1

) В= Ь. 

Ь, 
матрицанинг элементлари туради деб i\араш мумкин. Шу са
бабли ва иккита матрицанинг тенг лик шартига аеосан, (1) ни 
ушбу 

(

a
ll й12 . й1П) (Xl \ (b1) й21 а22 • •• а2п Х. = ~. 

ап1 ап2 • апп Х ) ь 
n n 

ёки i\ИCl\ача 
АХ=В (2) 

куринишда ёзиш мумкин. (2) га мumрuцалu mенглаl>Ю дейи
.пади. 

А га теекари A-l матрица мавжуд булганидан (2) нинг 
ечими 

X=A-IB (3) 
куринишда булади. 

Масалан, 

(1 -1 2) (2) (X1) А= 3-37,В= 9,Х= Х. 
2 -3 5 2 !с. 
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булса, АХ = В теигламани ечаЙлик. А матрица хоемас мат
рица булгаии УЧУIJ унга тескари А-l матрица манжуд. А-l ни 
61- параграфда к)"реатилган усул билаи топамиз: 

A-I= -1 1-1 ( б -1 -1) 
-3 1 О. 

Демак, (3) га кура: 

Х1 = 6·2 + (-1)·9 + (-1)·2 = 1. Хl = 1, 
х.=(-I)·2+ 1·9+(-1)·2=5, х.=5, 
~х.=(-З)·2+ 1·9+0·2=3, Х.=3 

булиб, берилган тенгламанинг ечими Х = (~) экан. 

63- §. S'РНИГ А ~S'АИШЛАР ГРУППАСИ 

Фараз ,\илайлик, n та элементга эга :булган А туплам 
берилган булеин. Бу элементларни 1, 2, 3, ., n сонлар 
ор,\али номерлаб чи,\аЙлик. Унда элементлар табиати бизии 
"изи,\тирмагани учун бу тупламни А = {1, 2, З •...• n} ку
РИlJишда ёзиш мумкин. 

1- т а ъ риф. А тупламни узига биектив (узара бир "ий
матли) акелантиришга [}рнига I\УЙUШ деЙилади. 

n та элементли А тупламда n1 (n факториал деб у,\ила-
ди на nl = 1 2·3 n) та урнига "уйишлар мавжуд. 

Охирги тасди,\ни ,\уйидагича иеботлаЙмиз. Фараз "илай
лик, n та катакчалар берилган б5·лсин. Уларни 1,2, 3, ., 
n сонлари ёрдамида номерлаш мумкии. Знди катакчаларни 
неча хил уеулда 1I0мерлаш мумкин деган маеалани "арай
лик. 

Биринчи катакчани 1 дан n гача булган сонлар ёрда
мида, RЪНИ n уеулда номерлаш мумкин. 

Иккинчи катакчани номерлаш учун бизнинг ихтиёримизда 
n - 1 та сон ,\олади. Демак, уни n - 1 уеулда номерласак 
БУлади. Шундай ,\илиб, биринчи ва иккинчи катакчаларни 
J\3MMaCl' булиб n (n - 1) та уеулда номерлаш мумкин. 

Учинчи катакчани номерлаш учун n - 2 та сон "олгани 
учун уни n - 2 та уеулда, даетлабки учта катакни аса J\aM
маеи булиб n (n - 1) (n - 2) та усулда номерлаш мумкин. 
Бу жараённи даАОМ эттиреак, охирги катакчани фа,\ат 1 уеул
да номерлаш мумкин. Бу тушунчалардан барча n та ката к-
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чани эса n (n-I) (n-2) ... 3·2·1 =n! та усулда Ho~ep
.пай оламиэ. 

ll1ундай ~илиб, А тупламни барча биектив акслантириш
.пари nl та урнига ~уйишларни нфодалар экан. 

;Vрнига ~уйишлар одатда Э, [, ••• '(арфлар ор~али бел
гиланади. 

Агар s урнига ~уйиш . деганда 1 нинг ~андайдир i 1 га, 
2 нинг i,. га, 3 нинг i. га, ., n нин г in га утишини ту-

шунсак, уни=~ищача s = (! ~ ~. .~) (i = l,n) белги ёр-
11 12 1з, • ' n 

дамнда ёэамиэ. ll1ундай ~илиб, '(ар бир урнига ~уйиш чеклн 
тупламни уэига-уэини акслантиришдан иборат экан. Буерда 
I -+ i1, 2 -+ i,., , .. , n -+ in мосликлар уриили. 

Энди А тупламнииг ~элементларидан туэилгаи] J j 

{=(! ?? ... ~) 
• 1112'з···ln 

урнига ~уйишии олнб, нккита урнига ~уйишиинг тенглиги 
тушунчаснни кирнтаЙлик. 

2-таърн:ф. Агар i.=i. (k= I,n) булса, S ва t урнига 
~уйишлар [Jзаро т~Hг дейилади вз у s = t орк;али] ёэилади. 

Мис:ол. 

s = (1 2 3 4 5) па t = (1 3 2 4 5' 
4 3 2 5 1 4 2 3 5 1) 

урнига ~уйишлар уэаро тенгдир. 
Агар юк;оридаги сатрнииг бирор pa~aMIt учун i. =1= i. БУ./l< 

са, S =1= t деб юритилади. 
;V рнига ~уйишларнинг нхтиёрий сатридаги элементлар с], 

ни-шу урнига ~уйишиинг тартибиии белгилаЙди. 
3- т а ъ р н ф. А тупламнинг '(ар бир i элементиии яна~ 

уткаэувчи е акслантиришга айнuй урнuга If!JЙUШ дейилади 

ва е = (1 2 3 ... ~ ... n) ор~али белгилаиади. 
1 23 ... ' .. n 

А тупламнинг барча уэаро бир I\ийматли акслаитиришлар 
(урнига '~уйишлари) тупламини Sn ОРl\аЛIl белгилаЙлик. Sn 
тупламнинг иккита элементи купайтмаси тушунчасини кири
тамиэ. 

Иккита S вз t урнига ~уйишлар купайтмасн деганда ав
вал s, сунгра t урнига ~уйишларнинг бажарилишини тушу
намиэ. Масалан, 
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8 = (1 2 3 4) t = (1 2 3 4) 
2341' 3241 

булса, 

5' t = (1 2 3 4) (1 2 3 4) = (1 2 3 4) 
23413241 2413' 

s.t=(~ ~ ~ ~) булади. Чунки 1-+ 2, 2 -+ 2 булганидан 1-+2; 

2-+3,3-+4 булгани учун 2-+4 булади; 3-+4 ва 4-+1, 
у Jiолда 3 -+ 1; 4 -+ 1 ва 1 -+ 3, у Jiолда 4 -+ 3 булади. 

Энди (. 5 ни толайлик: ; 

( 1 2 3 4) (1 2 3 4) (1 2 3 4) (1 2 3 4) t'5= 3 241 234 1. = 432 l' t·s= 4321· 

Ю~оридаги иккита к)'лайтмадаи 5·t '* t'5 экан, деган ху
лосага келамиз, яъни урнига ~уйишлар кулайтмаси комму
татив эмас. 

Теорема. А чеклu туnламнuнг барча урнига ~уйuшлар 
туnламu мультunлuкатuв группа БУладu. 

И с б о т и. 1. 9· § да куриб утганимиздек, иккита акслан
тиришлар комлозицияси яна акслантириш буларди. Шунга 
асосан иккита n· тартибли урнига ~уйишлар кулайтмаси яна 
n· тартибли урнига ~уйиш БУлади. 

2. Sn даги исталган 5 урнига ~уйишни айний урнига 

~уйиш (яъни е) га кулайтирсак, кулайтма 5 га тенг БУлади. 
Чунки k-+ik булганда ik-+ik булади. Демак, k-+i~ була
ди. Шунинг учун е· 5 = 5 булади. 

3. Sn тулламнинг исталган 5 урнига ~уйиши учу н s-J 
ор~али белгиланувчи тес кари урнига ~уйиш мавжуд. Дар
Jia~~aT. 

з=(123 ... n) 
i1 i.i •... in 

урнига ~y иишнинг биринчи ва иккинчи сатрлари уринларини 

алмаштирсак, S-1 = (i1 i. i. . in) JiОСИЛ булиб, уларнинl' 
1 2 3 . n 

кулайтмаси 

5'5-1=(~ ~ ~ .~).(il i. iэ .. in)=(1 23 ... n)=е 
11/.1 •• • • I n 1 2 3 n 1 2 3. . n 

булади. 
4. 5, t, k урнига ~y йишлар кулайтмаси ассоциатив бу

лади (исботланг). 
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Демак, Sn туплам элементлари купайтнрнш амалига нис
батан ёПИi\, бирлик элементга эга, ихтиёрий 5 элемент учун 
унга тескари 5-1 элемент мавжуд ва купайтнриш ассоциатив 
эканлигини курсатдик. Демак, урнига i\уйишлар туплами 
группа экан. 

n- тартибли урнига i\уйишлар группаси баъзан n- даража
.IUI симметрик группа деб Jla),{ юритилади ва у < Sn'" е> 
ор~али белгиланади. 

64- §_ )I(}'ФТ ВА TOI( 'S'РНИГА l('S'йиmЛАР 

1, 2, 3, , n раi\амлардан туэилган 

а I а2 аз аn (1 ) 

урин:алмаштириш берилган БУЖIiН. (1) да й l < й 2 < . < 
< аn шарт бажарилиши мумкин. Агар шу шарт бажарилма
са, (I);УРИII алмаштириш инверсия (тартибсиэлик) га эга деб 

юритилади. Демак, (1) урин ал),{аштиришда а; (i = I-;ri') нин г 
унг томон ида й; дан кичик нечта pai\a),{ турган бужа, а; 

шунча инверсия ташкил этади деЙилади. Агар а; нин г унг 

томони.п.а а; дан кичик БИТ1'а Jla),{ pai\a),{ турган бул)'{аса, aj 
инверсия таШКИ,1 этмайди деЙилади. 

I-таъриф. (1) урин алмаштиришдаги инверсия 
ташкил этувчи барча раi\амларнинг инверсиялари ЙИFИН
диси (1) урин алмаштиришнинг инверсияси деЙилади. 

Х;ар бир урин алмаштиришдаги инверсиялар сонини 
аНИi\лаш масаласи МУJlИМ булиб, уни i\уйидаги мисол
ларда куриб Утамиэ. 

Масалан, 5261743 урин алмаштиришда нечта инвер
сия БОРЛИГИНИ аНИi\лаЙлик. Вунинг учун JlaMMa pai\aM
лариии чапдаи уигга томои куздаи кечириб, улар томо
нидаи ташкил этилгаи инверсиялар ЙИFИНДИСННИ туза
миэ. Ву Jlолда 5 pai\aM туртта инверсия ташкил этади, 
чунки унинг унг томон ида ундан кичик туртта pai\aM 
бор. Худди шунга ухшаш, 2 pai\aM битта инверсия, 6 ра
"ам учта инверсия JlОСИЛ I\илади. 1 pai\aM инверсия 
ташкил этмайди, 7 pai\aM иккита ва 4 pai\aM битта ин
версия таш кил этади, 3 pal\aM инверсия ташкил этмай
ди. Шундай i\илиб, 5261743 урин алмаштиришдаги ин
версиялар сони 4+ 1 +3+2+ 1 = 1 1 га тенг. Худди шун
дай усулда 3261745 урин алмаштиришдаги ннверсиялар 
сони 8 та эканлигига ишонч JlОСИЛ i\иламиз. 1, 2, 3, , n 
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раl\амларнинг 1 23 n уринлаштиришини нор
мал урин алмаштириш деЙилади. Унда инверсиялар 
ЙУI\, шунинг учун нормал урнн алмаштиришдаги ии вер
сиялар сони О га тенг БУлади. Энг куп инверсияларга 
эга булган урин алмаштириш 1 2 3 . n урин ал маш
тиришни тескари тартибда жойлаштириб тузилган 
n(n-I) (n-) 3·2· 1 урин алмаштириш булади. Ун
даги инверсиялар сони ушбуга тенг: 

(n- 1)+(n-2)+ +2+ 1 = n(n-I) 
2 

Масалан, 1234567 урин алмаштнришдаги ИlJверсиялар 

сони О га тенг. 7654321 урин алмаштнришда эса 7·6 = 21 та 
2 

инверсия бор. 
2- т а ъ риф. Инверсиялар сони жуфт ёки то" булишига 

I\араб, урин алмаштиришни хам мос равишда жуфт ёки то" 
урин алмаштириш деЙилади. 

Масалан, 614253 - жуфт урин алмаштириш (8 та 
инверсияга эга) ва 634251 - то" урин алмаштириш (11 
та инверсияга эга). 

3· т а ъ риф. Урии алмаштиришдаги исталган икки 
раl\амнинг урнини алмаштириш транспозиция деЙилади. 

Урин алмаштиришда а ва Ь элементларии урин ал
маштириш билан бажарилган траНСIJОЗИЦИЯ (а; Ь) ку
ринишда белгиланади. 1, 2, 3, ... , n раl\амларнинг 
иккита )(ар хил урин алмаштиришида бир хил (а; Ь) 
транспозицияни бажарсак, яна )(ар хил урин алмашти
ришни )(осил I\ИЛИШИМИЗ равшан, чунки бу икки янги 
урин алмаштиришлар тенг десак, улар битта урин ал
маштиришни ифодалаЙди. Битта урин алмаштиришда 
яна (а; Ь) транспозицияни бажариб, )(еч I\ачон аввал
ги иккита хар хил транспозицияга ута олмаЙмиз. Бу 
айтилганлардан куринадики, 1, 2, 3, ... , n ларнинг 
)(амма n! та урин алмаштиришида бир хил (а; Ь) транс
позиuияни бажариш ана шу n! т.а )(ар хил урин алмаш
тиришни беради. 

Масалан, 1, 2, 3 раl\а~lЛарнинг 123, 132,231,213,312, 
321 урин алмаштиришларида (1; 3) транспозиuияни 
бажарсак, яна уша 321, 312, 213, 231, 132, 123 урнн 
а.lмаштиришлар )(осил БУлади. 
/-mеореNа. Битта транспозиция натижаcuда [jPUH ал

маштuришнинг жуфт-то,,<лиги [jзгаради. 
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И с б о т и. 1. Аввал урин алмаштиришда ёнма-ён 
тургаи k ва 1 ра~амлар уринларини алмаштираЙлик. 
у урин алмаштиришни ~уйидаги куринишда ёзиш мум
кин: 

AklB, (2) 

бу ерда А ор~али k дан олдин турган, В ОРl\али эса 1 дан 
кейин турган ра~амлар урин алмаШТИРIfшларини белгиладик. 
lIii (2) ва (k; 1) транспозицияни бажариб, 

A~B (~ 

урин алмаштиришга Утамиз. 
Маълумки, (k; 1) транспозиция А урин алмашти

ришдаги исталгаи а ра~амнинг инверсияларига таъсир 

этмайди, чунки f2) да а нинг унг томонидаги k ва 1 
ра~амлар {3) да ~aM а нинг унг томонидалигича ~o
лади. Бу транспозиция В урин алмаштиришдаги истал
ган ра~амнинг ~aM инверсияларига таъсир этмайди, чун
ки Ь нинг инверсиялари унинг унг 1'омонидаги раl\амлар 
билангина ани~ланади. 

Шундай ~илиб, (2) дан (3) га утишда 1 ва k лар 
орасида битта инверсия пайдо булиши ёки, аксинча, йу
~олиши мумкин. J\а~Иl\атан, k<1 шартда (3) да 1 ра
~aM k билан битта инверсия таш кил этади ва демак, 
:(2) дан (3) га утишда урин алмаштиришнинг инверсия
лари сони биттага ортади; k>1 шартда эса (2) дан (3) 
га утишда k нинг 1 билан таш кил этган битта инвер
сияси ЙУl\олади, яъни урин алмаштиришнинг инверсия
лари сони биттага камаяди. Бундан курамизки, (k; 1) 
транспозиция натижасида урин алмаштиришнинг жуфт
ТОI\ЛИГИ узгаради. 

2. Энди урин алмашинувчи k ва 1 раl\амлар ораеида т 
'га C1, С.' Са, Ст pal\aM турган деб, яьни урин алмаш-
тнриш 

Akc1c9 • cmlB :(4) 
куринишга эга деб фараз I\иламиз ва (4) даги инверсиялар 
соии t га тенг булеии. Бу урин алмашгиришдан (k;l) тране
ПОЗИЦИfl ОРl\али 

АI C1 С. Ст kB (5) 

урин алмашгиришга утиш талаб I\ИЛИНЩИ. Бунинг учун (5) 
нн (4) дан I\УЙlЩагича ~осил I\ИЛИШИМИЗ мумкин: /а ни кет
ма- кет Сl еунгра С.' ундан кейин Са Ba~. К. Ст ва :iHr 
охирида I билаи урин влмаштирсак, 
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А С1 С2 ••• Ст [. k В (6) 
урин алмаштиришга келамиз. Шундай 1\илиб, (4) да ёнма
ён турган ра1\амлардан т + 1 марта транспозиция бажариб, 
(6) га Утамиз. Худди шунга ухшаш, (6) да l ни кетма- кет 
Ст ' сунгра Ст_1 ва ~. к. энг кейин С1 била н У'рин алмаш
тирсак, (5) :)осил БУлади. Бунда :)ам (5) ни :)осил 1\ИЛИШ 
учун (6) да ёнма- ён турган ра1\амлардан т марта транспо
зиция бажарган буламиз. Демак, (4) да ёнма- ён турган ра-
1\амлардан (т + 1) + т = 2т + 1 марта, яъни ТО1\ сон мар
та транспозициялар бажарсак, (5) урин алмаштириш келиб 
чи!)ади. Натижада (5) урин алмаштиришдаги инверсиялар 
сони t + 2т + 1 та булади. t Ба 2т + 1 сонларнинг жуфт
ток;лиги :)ар хил. 

Мисол. Жуфт 614253 урин алмаштиришда (1; 3) транс
позицияни бажарсак, ТОI\ 634251 урин алмаштириш :)осил 
булади. 

2- теорема. 1, 2, 3, . . . , n ра1\амларн,ин,г n! та 
- n' n' gрин, алмаштиршuларидан, ...:... таси жуфт ва ...:... таси тo~-

2 2 
дир. 

И с б о т И. Жуфт урин алмаштиришлар сонини р била н, 
ТО1\ урин алмаштиришлар сонини q билан белгиласак, р + 
+' q = n! булади. Х;амма урин алмаштиришларда бир хил 
(а; Ь) транспозицияни бажариш билан яна уша n! урин 
алмаштиришларнинг узи келиб чик;ишини биламиз. Бунинг 
натижасида l-теоремага МУБОфИI\, жуфт урин ал~аштириш
лар ток; урин алмаштиришларга ва ток;лари, аксинча, жуфт
ларига утади, демак, энди жуфт урин алмаштиришлар сони 
q га Ба ток;ларининг сони р га тенг булиб 1\олади. Шу са-

бабли р = q дир. Шундай I\илиб, 2р = n! да р = ~ га ке-
2 

ламиз. 

1, 2, 3, ... , n рак;амларнинг исталган s = (~I ~2 ... ~n) 
1-'1 1-'2 ••• I-'n 

урнига 1\уйишига мурожаат к;иламиз, бунда '\'1' '\'2' ... , '\'N 
Ба ~I' ~2' ... , ~n лар юк;оридаги n та рак;амнинг I\андайдир 
урин алмаштиришларидан иборат. s даги ЮI\ОРИ сатрнинг 
инверсиялари сонини f..I. билан, пастки сатрнинг ИНБерсиялари 
СОНИНИ v билан белгилаЙлик. 

3-та ъриф. f..I. + '1 ЙИFИНДИНИНГ жуфт ёки ток; булиши
га 1\араб, урнига I\УЙИШ жуфт ёкu mo~ gpHuгa ~gйиш деб 
аталади. 

Таърифдан куринадики, '\'1' '\'2' ... , '\'N Ба ~I' ~2' ... , ~n 
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саТР,1арнинг иккаJlаси жуфт ёки иккаJlаси TO~ урин аJl~lаш
ТИРИШJlарни ифодаJlаса, 5 урнига ~уйи~ жуфт БУJlади. 
СаТРJlардан бири жуфт, иккинчиси TO~ урин аJlмаштириш~ 
ни ифодаJlаса, у J\ОJlда, s урн ига ~уйиш TO~ БУJlади. . .. 

Жуфт урнига ~уйиш мусбат ишарага, TO~ урнига ~уйиш 
эса манфий ишорага эга деЙИJlади. n. 

МИСОJlJlар. 1_ S = (~ у ~ ~ 1~) урнига ~уйиш ЖУфТДI1Р, 
чунки ю~ори сатр 8 та па паСТКII сатр 6 та I1нверсияга эга, 
яъни 8 + 6 = 14 жуфт сондир. 

2. t = (: ~ ~ ~ \ IO урнига ~уйиш жуфт урнига ~УЙIlШ 
БУJlади, чунки ю~ори сатрда 1 J та ва паСТКII сатрда 9, та 
инверсия мавжуд, ЯЪНII II + 9 = 20 жуфт сондир. 

3. и = (~~ ~ ~ ~ i) TO~ урнига ~уйиш, чунки Ю~Орl1 сатр 
9 та ва пастки сатр 12 та инверсияга эга, ЯЪНI1 9 + 12 = 
= 21 TO~ сондир. 

3- теорема, 1, 2, 3, ,n раl\амларнинг nl та ур-

нига l}[Jйишларидан ~ таси жуфт ва ~ таси mDl\дир. 
2 2 

И с б о т и. Х;амма урнига ~УЙИШJlарнинг ю~ори-сатрлари
ни нармаJl 1 2 3 n шаклда ёзиб чи~сак, пастки сатрла
ри J\aMMa nl та J\ap хил урин аJlмаШТИРИШJlарни ифадалаЙди. 
Х;ар бир урнига ~уйишнинг ю~ори сатрида О та инверсия 
булгани учун, урнига ~уйишнинг жуфт- ТО~JlИГИ пастки сатр
даги инвеРСИЯJlарнинг v сони билан аНИК.Jlанади, чунки 0+ 
+ v = v. Энди пастки саТРJlарнинг ~ таси жуфт ва !'.!.. та-

2 2 
си TO~ урин алмаШТИРИШJlар БУJlгани учун n- тартиБJlИ ур-

нига ~9ЙИШJlарнинг J\aM !'.!.. таси жуфт ва !'.!.. таси TO~ бу-
2 2 

ладн. 

МасаJlан, 1, 2, 3 ра~амларининг 6 та У!1нига ~УЙИШJlа-

ридан: (123) (123) (123) (123) (123) (123) 
123, 231 , 312 Jlари жуфт ва 132, 321, 213 

лари ТO~. 

4- теорема. Жуфт урн ига I}уйишлар туnлами урни
га l}(jйишлаРНlt к(jnайтирuш амалига нuсбатан группа 
ташкил I}uладu. 

И с б о т и. n- тартиБJlИ жуфт урнига ~уйишлар туплами
ни S~ ор~аJlИ беЛГИJlаЙмиз. 

1) 'it t Е S~, 'it S Е S~ => S t Е S~, демак, жуфт урнига 
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~уйишлар тупламида купайтириш амали бинар алгебраик 
амалдир; 

2) исталган учта урнига ~уйишлар купайтмаси яна жуфт 
булади; 

3) бирлик урнига ~уйишлар жуфт урнига ~уйиш булади; 
4) '<t S жуфт булса, унннг сатрларини алмаштиришдан 

'1осил булга н S-l '1ам жуфтдир. 
Демак, S~ группа БУлади. 
Н а т и ж а. To~ урнига ~уйишлар туплаМII группа эмас, 

чунки бирлик урнига ~уйиш ТO~ эмас. 

Маш~лар 

1. К;уйидаги урнига ~уйишларни купайтиринг: 

а) (1 2 3 4 5) (1 2345). 
42324, 31212' 

б) (abCdC) (abcde); 
abdb с, cdca Ь 

( 123456) (123456) ~) 23 1 2 1 2, 2 3 1 2 1 6 . 

2. (~ ? ~ '! ) урннга ~уйиш 
1112'3 о. 'n жуфт булиши учун 

11 i. io жуфт урин алмаштириш булиши эарур ва етар
ли эканлигини исботланг. 

65- §. КВАДРАТ МАТРИЦА ДЕТЕРМИНАНТИ 

Та ъ риф. n-тартибли 

(
ан а1, . а1О) 

А. = a.~ ~2' . а.о 

йnl йn 2 . йnn 

квадрат матрицанинг деmeрминанmu деб nl та '1адларнинг 

01 

~ (- 1)' al~. a2~. an~n (1) 

курннишдаги ЙИFиндисига айтилиб, :бу ЙИFИНДИ ~уйидаги та
лабларни ~аноатлантиради: 

1) (1) ЙИFиндидаги '1ар бир 

(-I)'al~. a2~. аnро (2) 
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"ЗД IlЗТРИЦЭНИНГ "эр бир сэтри вэ '(эр бир устунидан фаР. 
I\ЭТ 6иттадэн ОЛИНГЭН aJ~. a2~. an~n элементлэр купэйтмаси
га тенг; 

2) (-1)' aJ~. a2~. an~n '(аднинг биринчи 1,2,3, ,n 
индекслари a,~., a2~.' ,an~n элементлар тургэи сатрлэр 

номерларини, иккинчи ~,' ~., '~n индекслэри эса бу 
элементлэр турган устунлар номерларини билдиради ва шу 
билэн биргэ, иккинчи индекслэр 1, 2, 3,. , n рш\эмлэр
нинг I\эндайдир урин алмаштиришларини ифодалайди; 

3) (1) ЙИFиндида ги '(аммэ n I та '(адларнинг иккинчи ~" 
~2' ., ~n индекслэри бир J\эддан иккинчи J\адга утиб 60-
риш билан 1, 2, 3, ,n раl\амлэрдэн мумкин булган 
барча nl та урин элмэштиришларни тузиб борэди; 

4) (2) J\эднинг биринчи 1, 2, 3, . , n на иккинчи ~,' 
R R (1 2 3 n) u _. 

1'2" ,I'n индекслэри ~, ~2 ~з . ~n урнига I\УИНШНИ 

тузгэни J\олда, курсаткич бу УРllига I\уйишдаги пастки сатр 
инверсиялари со нини билдиради. 

Шундэй I\илиб, (1) ЙИFИIIДllда иккинчи индекслари жуфт 

урии алмаштиришларни ташкил этувчи ~ та J\ЭД «-1)' = 
2 

= + 1 булганидан) уз ишоралари билаll, иккинчи инд~ксла-
u n! 

ри TOI\ урин злмаштиришларни ташкил этувчи "2 та J\ад эса 
«-1)'= -1 булганидэн) l\эрама-l\аРШII ишоралэр билан 
олинади. 

(1) йИFИНДИ n- тартибли детерминант дейилади, у 

aJl aJ2 aJn 
а21 а22 а2n 

an1 ..... Q n2 • й nn 

куринишда белгилэнэди ва унинг горизонтэл I\эторлари сатр
лар, вертикал I\аторлэри эса устунлар деб аталади. a ij лар

ни детерминэ нт элементлэри дейилэди, бунда биринчи i ин
декс aij элемент турган сатрнинг номерини, IIККИНЧИ j ин

декс эса шу элемент турган устуннинг номерини билдира

ди. а ) l' а22 , ,аnn элементлэр детеРМИНЭНТНИflГ биринчи 

(бош) диэгонэл элементлэрини, a
Jn

, a
2n

_
J
, , аn1 . эле

ментлар эса унинг иккинчи бош (I\ушимча) дИагонал эле-
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ментларини ташкил этади; n- тартибли детерминант n' та 
элементдан тузилади. 

Шундай ~илиб, ю~оридаги 4 та хоссага эга булган ва 
квадрат матрицалар тупламини ~аlV!~ИЙ сонлар тупламига 
уткаЗУfJЧИ qJ акслантиришга n- тарrибли матрицанинг детер
минанти дейилар экан. 

Н а т иж а. А квадрат матрицанинг D детерминантини 

D = ~ (- I)~ аа,1 аа,2 ааnn ' (3) 
.e,Esn 

ЙИFИнди шаклида ~aM ифодалаш мумкин, бунда ~aMMa ~aд
ларнинг I'ккинчи 1, 2, , n номерлари нормал ~олда 
жойлашган булиб, биринчи аl' a~, , а, номерлари ~aM
ма n! урин алмаштиришларни тузади ва v курсаткич 

(~1 ~~ ~" ) урнига ~уйишлардаги инверсиялар сонини, р 
эса а" a~. .. ,а, урин алмаштиришнинг ~ap хил уэга
ришларини, Sn эса урин алмаштиришлар тупламини БИЛдира

ди. 

Таърифга асосан, иккинчи тартибли детерминант ~уйида
гига тенг; 

D = I Ql1 ~121 = ~ (-1)" Q 1p, й2р, = ан й22 -а 12 Q 21 , 
й"l.J Р Е.<, 

чунки ~1' ~. урин алмаштириш битта 12 жуфт ва битта 
21 TO~ урин алмаштиришни беради. Биэ буни (1) ЙИFИНДИ 
асосида J\ОСИЛ ~илдик. (3) ЙИFИНДИ асосида ~aM худди шу
нинг узи келиб чи~ади: 

D= IQl1 й"1 = '" (-I)"Йаl aa2=aIIQ22-аOlQI2' а22 а22 ~ 1. 
. РЕ s, 

Бундан иккинчи тартнбли детерминантни J\исоблаш 
~оидасини J\ОСИЛ ~иламиз. Иккинчи тартибли детерми
нант биринчи диагонал элементлари купайтмасидан ик
кинчи диагонал элементлари купайтмасининг айирма
сига тенг. 

Мисол. 

I-~ -~I = (-9)·6 -(-5)-3 = -54 + 15 = -39, 

1-~-~1=-39. 
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Детерминант таърифидан учинчи тартибли детерми
нантни ,\исоблаш учун ушбу I\оида келиб ЧИl\ади. (1) 
ЙИFиндига кура 

I 

а" а1 • аlЗ 1 
D = а. 1 а •• 0.з :.'I (- 1)" al~, a2~. аз~. = 

а31 аз. азз р Е s. (4) 

= аll а •• азз + а.1 аз• а1з + а12 а2з а31 - а1з а22 а31 -
- аз2. а2з а1l - а21 а12 аЗЭ1 

чунки ~1' ~., ~3 урин алмаштириш учта жуфт 123, 231 
312 ва учта TOI\ 321, 132, 213 урин ал~i3ШТИРИШНИ билди 
ради. 

(3) ЙИFиидига I\араб учинчи тартибли детерминаит
ни ,\исоблашнинг I\уйидагн I\ондасини келтирнб ЧИl\ара
миз: 

Бнринчи диагонал элементлари купайтмасининг ва 
асослари шу диагоналга параллел булган тенг ёнлн ик
кита учбурчак учларидаги элементлар купайтмасининг 
ЙИFИНДИСИНН тузамиз. Сунгра, иккинчи диагонал эле
ментлари купайтмасииииг ва асослари шу диагоналга 
параллел теиг ёнли иккита учбурчак учларидаги эле
меитлар купайтмаларииииг ЙИFИНДИСИНИ тузиб, биринчи 
ЙИFиндидаи иккинчисини анирамиз. 

Бу I\оидага 3- тартибли детерминантни 'Iисоблашнинг 
учбурчак ~ouдacu деб юритилади. 

(3) НИFИНДИ бунича '(ам худди шу I\оидага келамиз. Ха 
I\Иl\атаи, 
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ан 012 а1з1 " 

D = а.1 а2• а2з = I (-1), Оа,l аа,2,аа,з = 
а31 а32 азз р Е s. 

= аll а •• аз• + а.l аЗ2 а13 + а31 аl. а2з - а31 а22 а1з -
- а11 а •• а2з - а21 а12 азз · 



шаклга зга буладио Шундай I\илнб; D1 нин г 'Iap бнр 'Iади 
D нннг мое Jl3дини - 1 га купайтиришдан 'Iоенл булади 
деган хулосага келамнэо 

Мнеало 

1 

23-11 
D = 4 2 5 = 12 -30 - 24-4-60-36=-142, 

-26 3 

D=-142, 

I 
2 -131 

Dl~= 4 52 =60+4+36+30-12+24=142, D1 =142o 
-2 36 

Энди, D1 да иккита сатр (ёкн иккнта устун) нинг урнн
ларнни алмаштирсак ва уни D2 ОРl\али белгиласак, у J\олда 
D2 = D буладио х.аl\Иl\атан, D2=-D1= -(-D) = (-1)2D = 
= D келиб ЧИl,адИо Шунингдек, Dз = - D2 = - D ва 'IoKo 
Умуман, D нин г иккитадан сатр ёки устунларини урин ал
маштириш жараёнида J\ОСИЛ буладиган Dm детерминант учуи 
Dm = (_1)т D ёки. 

D=(-I)mDm (5) 

тенглик УРИНЛИо 
Н а т и ж ао Иккнта сатри (ёки устуни) бир хил булган 

детерминант ноша тенг (нсботланг)о 
LМисоло~: 

I 2 3 2\ D= -1 6 -1 =60-15+~8-60+15-8=O, D=Oo 
5 -4 5 

3- х о с с ао Детерминантнинг бирор сатри (ёки ус
туни) даги элементлари т умумий купайтувчига зга 
булса, т ни детерминант белгиси таШl\арисига ЧИl\ариш 
МУМКИНо 

И с б о т ИО D1 детерминантнинг i- сатр элементлари 
умумий т купайтувчига эга булеин. 

а l1 al2 a1n 

~l а22 а2n 

D= mailmai2 main 

Gl11 аП2 апп 

14-2572 

= ~ (_I)V a1p,a 2p, '00 maiPi '00 anrn• 
P6Sn 
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ЙИFиндининг J\aMMa J\адларидаги т умумий купайтувчи
ни ~aBcдaH таШl\арига ЧИl\арсак, унг томондаги ЙИfИнди 

m~(-l)' a/~/ a2~2 ... a.~. 
PEiSn 

куринишни олади. Демак, 

а" а/ 2 а/. а" а/ 2 а/ п 
а2 / а22 а2• а2 / а22 а2• 

тai/тai2 main =m 
Qil Qi2 Qin 

аnl аn2 аn\ аn2 а •• 

тенглнк уринлн. 
Н а т и ж а. Детерминантнинг бирор сатри (устуни) 

бош~а сатр (устун) га пропорционал булса, бу детер
минант нолга тенг (исботланг). 

4- х о с с а. n- тартиблн детерминантда i· сатр эле
ментлари т та I\УШИЛУВЧИНИНГ ЙИFиндиларидан иборат 
булса, яъни 

а" а/ 2 а/. 

а2 / а22 й2n 

D= I~ (k) 
т 

~a(k) 
ан ~ а:;) ,. 

k_l k=l k_l 

й. 1 а.2 а •• 

булса, D детерминант т та n-тартибли D1, D., , Dm де
терминантлар ЙИFиндисига тенг. Бу детерминант ларнинг i
сатрлари мое раflишда D даги i- сатрни ифодаловчи ЙИFИН
диларнинг 1, 2, . ,т ~ушилувчиларидан тузилади, I\ОЛ
ган сатрлари:эса D детерминантдагидек БУлади. 

Исботи. Агар: 

аН) = ail , ai~) = Ьн, 

a~~) = ai2 , ai~ = bi2 , 

a~~ = Qin' a(l~ = bi2 , 

десак, у ;.;олда D дeTepMIIHaliТ 
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a~~) = CiI ; 

a(.k) = C
ik ,2. 

a~~) = cin 



D = ~ (-1)' al~1 й2Р2 
PES,. 

(Йi~i + biP/+ +CiP;) а ПРn 
ЙИFиндига тенг булади. Ву ЙИFинди эса I\уйидаги т та I\Y
ШИЛУР.4илар ЙНFиндиеига ёйилади: 

~ (-i)' a lP1 й2В2 GiPi апрп + ~ (-1)' a
lP1 

а2Р2 
P6Sn peSn 

biPi •.• an~n + + ~ (-1)' a lP1 ~a2P2 
P<Sn 

CiPi 

х.оеил булган ЙИFИндилар 4-хоесада айтилган D1, D., 
Dm детерминантларнн ифодалаЙди. 

Миеол. 

1

2 - 3 1 41 12 1 4 I 1-3 1 41 
1 + 5 2 -1 = 1 2 -11 + 5 2 -1 
3+23 5 33 5 23 5. 

апрп , 

х.аl\Иl\атан, (2 -3)·2·5 + (3 + 2)·1( - 1) + (1 + 5)·3·4-
-(3+ 2)·2·4-(2-3)·3·(-1)-(1 + 5)·1·5 = 

= - 1 0- 5 + 72 - 40 - 3 - 30 = - 16, 
20 - 3 + 12 - 24 + 6 - 5) + ( - 30 - 2 + 60 - 16 - 9 -

-25) = 6-22 = -16. 

1
1+24-71='\141+11-71+1241+12-71 
3-1 5 + 1 35 3 1 -1 5 -1 1. 

Икки томон бир хил натижвни беради, яъни 

(1 +2)(5 + 1)-(4 -7)(3-1) = 3·6+ 3·2 = 24, 
(5 -12)(1 + 21) +(10+ 4)+ (2-7) = 

=-7+22+ 14-5=24. 
н а т и ж а. Детерминантда бнрор еатр (уетун) нннг 

элементларини I\андайдир еонга купайтириб, бу купайт
маларни БОШl\а еатр (уетун) нин г мое элементларига 
I\ушсак, детерминант уэгармайди (исботланг). 

67- §. минор ВА АЛГЕБРАИК ТУЛДИРУВЧИЛАР 

Тартиби 3 дан катта булган детерминаllтларни JlИ
соблашнинг тайёр формуласн (таърифидан булак) мао
жуд эм ас. illунинг учун ЮI\ОРИ тартибли детерминант
ларни Jlисоблаш пайтида уларнинг тартибларини пасай
ТИРИШ МУJlИМДИр. х.ОЗИР шу масалани баёи этишга 
киришамиэ. 
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l\уi!идаги таърифии берамиэ: 
1- т а ъ риф. n- тартибли детермииаитнинг исталган 

г та сатри за г та устунини (l';:;;r';:;;n-I) учириб, улар
нинг учирилган жойларидаги кесишган элементларни 
берилган детерминантдагидек тартибда олиб, бу эле
ментлардан г- тартибли детерминант тузсак, бу детер
минант берилган детерминантнинг г- тартибли минори 
деб аталади. 

2- т а ъ риф. Детерминантда г та сатр за г та устун
ни учириб, учирилмасдан I\олган элементлардан берил
ган детерминантдагидек тартибда олиб, (n-г) - тартиб
ли детерминант тузсак, у детерминант г- тартибли ми
норга I{;ушимча минор деЙилади. 

Мнсол. 

ан a1~ а1З ац а" 

~1 ааа а.з a. t а'Б 
аЗ1 аза аз. аз. аЗБ 

а" а.2 а.з а.4 а.5 
а" аБа аБз а5• а •• 

детермннантда бириичи па бешинчи сартларни, учинчи 
за туртинчи устунларни учирайлик. Учиришдаги кесиш
ган жоi!лардаги элементлардан тузилган 

la
1• а1'1 

а.з аБ4 

иккинчи тартибли детерминант берилган детерминант
нин г 2- тартибли минори деЙилади. Детерминантдаги 
учирнлмай I\олган элементлардан 

I 
а21 а22 а2Б I 
аЗ1 аз. аЗ5 
а41 а42 а'Б 

детерминантни туэаЙлнк. Ву детерминант Юl\орида )(0-
сил I\илинган 2- тартибли минорга I\ушимча минор де
i!илади. 

Хусусий )(олда, г = I булиши, яъни D детерминантда 
битта саТР па битта устун ажратилиши мумкин. У ваl\тда 
ажратилган сатр па устуннинг кесишган жойида биттагина 

элемент турган булиб, М минор биттагина элементдан ту

зилади. Уни I-тартиблн минор деб атаЙмиз. Ву )(олда М 
I\ушимча минор (n - I)-тартибли БУлади. 
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Агар i-Сатр I!а j-YCTYH ажратилса, уларнинг кесишгап 
жойида ai/ элемент тургани учуи, М = ai/ булади. Бу '(ол-

да I\УlШIмча минор Mij куринишда белгилаииб, ai/ элемеит
нин г минори деЙилади. Масалан, ЮI~оридаги 5-тартибли де
терминантда аЗ4 элементнинг минори 

ан а1а а1з а15 

а.1 а •• а.э а •• 
ан а4а а 4э а'5 

ан а5• а" а •• 

булиб, у D дан аЗ4 элемент турган учинчи сатр ва туртин
чи устунни учириш ОРl\али :,\осил I\илинди. 

3- т а ъ риф. D детерминантдаги ,-тартибли М минорнинг 
шу детерминантда иштирок этган сатр ва устунлар номер

ларини мос равишда k1 , k., , k, ва 11' 1., , 1, деб 
белгиласак, у )\олда (_l)k,+k,+ ... +k, +'.+',+ ... +', даража
нинг М I\ушимча минорга купайтмаси М минорнинг алгеб
раик mgлдирувчиси (ёкн М минорга мое алгебраик mgл
дирувчи) деЙилади. 

Алгебраик тулдирувчини А ОРl\али белгиласак, таърифга 
кура, 

А = ( _ 1) kl + k. + ... ~+k, + '1 +'2 + •.. +', м 

БУлади. М минор битта ао элементни ифодалагапда, бу 

элементнинг алгебраик тулдирувчиси Aij ОРl\али белгиланиб, 

у J\олда Ао = (_I)i+/ Мо БУлади. 

Мисол. Ушбу 

м = lа1з a1'1 
а •• а .. 

минор Юl\оридаги 5-тартибли детерминант 1,5 номерли 
сатрлар ва 3, 4 номерли устунлар иштирокида тузилгани учун 
унинг алгебраик тулдирувчиси 

I 
а.l а.о а'5 1 I а.1 а.а а •• I А =(_1)1+5+.+4 аЗ1 аз. аЗ5 = - аЗ1 аз. аз. 

й41 а4• а45 а'l а,а а" 

БУлади. 
аз, элементнинг алгебраик ту лдирувчиси эса l\уйидаГИдан 

н(юрат: 
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ан йа йlЗ й1l 

АЭ4 = (_I)З+4М,. = _ МЗ4 = _1 а.l а .. а.а а.5 

Gf,l й4.2 й4З й4Б 

aS1 аБ:J аъз а5& 1. 

Бундан кейин, D д~терминантни ифодаловчи ~(-I)~ a'B,a2~2 
peSn 

an~n ЙИFИНДИНИНГ J\.ap бир (_I)V a,~, a2~2 an~n J\.a-
дини ~ищача D иинг J\.ади деб хам аЙтамиз. 

I-mеорема. D деmерминанmдаги М минорнинг ис
талган JfaaUHU шу минорга мое А алгебраuк. mулдllрувЧII
нинг ucmaлган !faauгa куnаиmuрсак., D нинг !faau Jfосил 
буладu, Я'ЬНU МА к.уnаЙmманинг uеmалган !faau D нинг 
!faaUaaH uбораm. 

Иеботи. Биз n-тартибли D дртерминантда г-тартибли 
минории ва уига мое (n -г)-тартибли А алгебраик тулди
рувчиии олиб, ~уйидаги ИККИi'а J\.олни текширамиз. 

1- J\. о л. М минор D иииг ю~ори чап бурчагида, М ~y
ШИМ'Iа минор зса уиииг паетки унг бурчагида жойлашган, 
яъни 

all а" I а,,+, 

М 

D= I а" 
Qrr+l а,n 

аг+,г+, йг+ln 
а,+" а,+" I м 

Gnl аn, I anr+1 аnn 
булеин. М минорнннг А алгебраик ТУЛДНРУВ'Iиен l\уйндаги-
га Tt'Hr: 

А =( _1)(1+2+ ... +')+(1+2+ ... +г) . М = 
=(_1)2(1+2+ ... +r)M, А=М. 

М минорнинг иеталган !\ади 

( - I)P a,~, a2~ a,~, 

куринишга зга, бунда р курсаткич р,. Р2' 

алмаштирншдаги инвереиялар еонидан иборат. 

раик ТУЛДИРУВ'Iининг иеталган J\.ади зеа 
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(1) 

,р" урин 
А = М алгеб-



(-I? n,+lr.+1 a'+2~'+2 an~n (2) 

куринишга эга 6ули6, бунда q курсаткич P1, Р2 , ~n 
урин алмаштнришдаги инверсиялар сонидан иборат. P1, ~2' 

., Рn урин алмаштиришда р + q та инверсия мавжуд, чун
ки (1) нинг элементлари (2) нинг элементларидан кичик бу л
гани сабабли (1) даги раl\амлар (2) дагилар билан инверсия 
ташкил этмаЙди. Шу сабабли Юl\оридаги иккита (1) Ба (2) 
J\аднинг кулайтмаси худди D нинг J\адини беради. 

2- J\ о л. М минор D нинг I\андайдир kl' k2• , k, но-
мерли сатрлари ва [1' [2' , 1, номерли устунларини иш-
fОЛ этади lIа k1 < k. < < k" 11 < [2 < .. < 1, Tellr-
сизликлар бажарилади, деб фараз l\илаЙлик. Иккинчи J\ОЛНИ 
6иринчи J\олга I\уйидагича келтирамиз: k1-сатрни узидан 
Юl\оридаги (k 1 - 1) та сатр билан бирма-6ир урин алмашти
риб, биринчи сатрга кучирамиз; k.-сатрни эса узидан ЮI\ОРИ
даги (k. - 2) та сатр билан бирма-бир урин алмаштириб, 
иккинчи сатрга кучирамlIЗ Еа J\.K., энг охирида, k,-сатрни 
Юl\оридаги (k, - г) та сатр билан урин алмаштириб, г-сатрга 
кучирамиз. Натижада 

(k1 - I)j+ (k. - 2)+ . + (k, -г) = (k1 + k. + 
+ +k,)--(I +2+ +г) 

марта урин алмаштиришдан кейин М минор D нинг ЮI\ОРИ 
I\исмига Утади. Худди шунга ухшаш, устунларнн узаро 
(11 + 1. + + [,) - (1 + 2 + . + г) марта урин ал-
маштириш натижаСИда 11' 1., , I,-устунларни мос раниш-
да, биринчи, иккинчи, , г-уринларга келтирамиз. Демак, 
иккитадан сатр ёки устунларни 

~+~+ +~+4+~+ +у-
-2(1 +2+ г) 

марта урин алмаштиришлар натижаСИда D дан J\ОСИЛ 6улган 
янги детерминантда М минор ЮI\ОРИ чал бурчакни, М I\Y
шимча минор эса ластки унг бурчакни ишrол этади. Шу 
билан бирга, детерминантларнинг иккинчи хоссасига асосан 

D=(_I)lkl +k2 + ... +k, +11 +12 + ... +I;"j-2(1+2+ "'+'J. D = 
=(_I)kl+k,+ +k,+11+12+ ... +I'.D (3) 

муносабат бажарилади. 

Биринчи J(олга кура М нинг исталган J\адини -м НИНГ 
IICTa.lra!1 Jlадига купайтирсак, у5 нинг J\ади J\ОСИЛ 6Улади. 
Энди (3) га МУВОФИI\, М нин г исталган J\адини 
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( _1) kl +ka + •.. + k, + '1 +1'2 Н···!+/Г М = А 

нннг нсталган J\aдHra купайтириш D нинг J\адини беради. 
2-теорема (Лаплас mеоремаси). n-тартuблu D де

терминантда maнланган r та иxтuёpий сатр (ёки ус
тун) лордан {амма г-maртuБЛU мuнорларнu туэuб ва 
уларнu мос алгебраuк m[jлдuрувчuларuю К!lnаЙтuрuб. бу 
к[jnайmмалар Ifушuлса. J\ОСUЛ б[jлган ЙUFuндu D детерми
нантга тенг б[jладu. 

Исботи. D детерминантдаl\андайдирг Ta(l.;;;r<;;n-l) 
сатрни танлаб. улардан тузиладиган J\aMMa '- тартибли 
минорларни М1 • M~ •...• М, ва YJlapra мОс алгебранк 
тулдирувчиларни А1 • А" , A,;j ОРl\аJIИ белгилаЙлик. У 
J\олда 

Dj=jM1A1!+ М.А. + ·ii+M,A, (4) 

тенг ликни исботлашимиз лозим. [-теоремага асосан, J\ap бир 
М[ А[ купайтманинг J\адлари D нинг J\адларидан иборат. Шу 
билан бирга Jlеч I\айси икки M[Ai ва М,А! купайтма бир хил 
J\адларга эга эмас, чунки M i ва М! минорлар бир-биридан 
камида битта устун била н фаРI\ I\илади. 

Энди (4) нинг унг ТОМОНИда nl та Jlад борлигини курса
тамиз. Х;ар бир M i минор г-тартибли детерминант сифатида 
гl та JlaAra ва шуниигдек, Ai алгебраик тулдирувчи (n-г)

тартибли детерминант сифатида (n -г)1 та JlaAra эга. Шу 
сабабли Mi·Ai купайтмада rl(n-r)1 та Jlap хил JlaA мав-

I 

жуд. Дема к ~ MiAi ЙИl'индидаги JlaMMa Jlap хил J\адлар 
[=1 

соии rl(n-r)lt га тенг. Энди, t IIИНГ i\ийматини аНИl\лаЙмиз. 
Ажратилган r та сатр J\aMAa D да мавжуд булган n та 
устунлар ёрдамида тузиладиган г-тартибли Mi минорлар 
сони n элементли ТУflламдан ажратилган г элементли i\ИСМ 

тупламлар сонига тенг булиб. у С;. = _n_l_ формула ёр-
,1(11-,)1 

дамида J\lIсоблан/IДI{ 
Шундай i\lIлиб, (4) нинг унг ТОМОН Ида 

rl(n -r)lt = rl(n - г)l ~ = nl 
,I(II--t')1 

та JlaA мавжуд булнб, бу билан (4) тенглик таСДИi\ланади. 
(4) теНГЛIIК D детерминантнинг г-тартиб.~и минорлари 

буйича ёйилмаси деЙилади. 
Мнсол. 
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D= 

2 1 3 4 
-13-2 5 

О 5 4 2 
12-3 1 

детерминантни 2-таРТi!блн минорлар буйича ёяЙлик. Маеалан, 
биринчи ва иккинчи еатрларни танлаб, бу икки еатр ва турт 

2 41 
уетундан С4 = 2i2! = 6 та 2-тартибли минорлар туэамиэ. 

у лар ~уйидагилардаи иборат: 

1_т 1/=7,/_т _~/=-I,/_T~I=14,11_~I=-II, 
11 ~ 1 = -7, '-~ ~ 1 = 23. 

Бу минорларга мое алгебраик ту лдирувчилар ~УЙlIДагиларга 
тенг: 

(_1)1+2+1+21_~ i 1,= 10, (_1)1+2+1+3 1 ~ т 1= -1, 

(_1)1+2+1+41~ _Н=-23, (_1)1+2+2+3 '? TI==~ 

(_1)1+2+2+4 1? _~1=4, (_1)1+2+3+4/? ~/=-5. 
Демак, 

D =7·10+ (-1)(-1)+ 14(-23)+(-11)(-2)+ 

+ (-7)·4'+ 23(-5) = 70 + 1-322 + 22 -28-

-115 = -372. D = -372. 

ев- §. ДЕТЕРМИНАНТНИ САТР Еки УСТУН ЭЛЕМЕНТЛЛРИ 
БS'ЙИЧА Ейиш 

Лаплас теоремаеида , = 1 БУлеа. яъии D детерминантда 
битта i-сатр ажратилса, у J\олда Мр М2• , М/ минор-

лаР. биринчи тартнбли мннорлар сифатнда. шу i- сатрнинг 
ан. ai2' • ain элементларндан иборат БУлади. Ар А!, 

, А/ алгебраик ТУЛДИРУlIчнлар бу Ba~Tдa ан. а/2 , 
ain элементларнннг Ан. Ai2• • Ain алгебраик тулднрув-
чиларнга айланади ва 67- § даги (4) тенг лик 

D = ан Ail + а/2 Ai~ + +ainAin 
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куринишнн ОJlади. Бу ЙИFИИДИ D детерминантнииг i- ca1f! 
9J1емеНТJlари буйича ёЙИJlмаси деЙИJlадИ. 

Шундай I\ИJlиб, i- сатрнинг a il , Q i2 , , ain ЭJlемеНТJlа-

рини узининг Ail , Ai2 , ,A in аJlгебраик ТУJlДИРУВЧИJlари-
га купайтириб (ёки j- устуининг a1j , а2 " , йn/ ЭJlемеит-

Jlариии узининг алгебраик ТУJlДИРУВЧИJlарига купайтириб) 
I\ушсак, J\ОСИJl булган ЙИFИНДИ D детерминантга тенг БУJlа
ди. 

МИСОJl_ 2 
-1 

О 

1 

134 
3-2 5 
5 4 2 
2-3 

D= 

детеРМlIнантни аПАаJl иккинчи сатр, сунгра учинчи устун 
ЭJlемеНТJlари буйича ёЯЙJlИК: 

1
1 341 12 341 D=(_I)(_1)2+1 Б 42 +3.(_1)2+2 О 42 + 
2-31 1-31 

+(_2)(_1)2+3 052 +5·(_1)2+4 05 4 =(4+ 12-
1

214! 121 31 
121 12-3 

-60-32-15+ 6)+ 3(8 + 6-16 + 12)+ 
+ 2(10+ 2-20-8)+ 5(-30+ 40-·15-16) = 

= - 85 + 30 - 32 - 285 = - 372, D = - 372. 

1

-1351 12141 D=3.(_I)I+3 052 +(_2)(_1)2+3052 + 
121 121 

+ 4(_1)3+3 -135 + (_3)(_1)4+3 -135 = 
1 

2141 1 2141 
121 052 

= 3 (- 5 + 6 - 25 + 4)+ 2 (1 О + 2 - 20 - 8) + 
+ 4 (6 + 5 - 8 - 12 - 20 + 1) + 3 (12 - 20 - 50 -1- 2) = 

= -60-32-112 -168 = -372, D = -372. 
1- н а т и ж а. Детерминантда i- сатр (ёки j- устун) нинг 

Qi/ дан БОШl\а 'lамма ЭJlемеНТJlари О БУJlса, у 'lОJlда D = 

= Qi/ . А;/ БУJlади. 
И с б о т и. ДетеРМИIlантни i- сатр( ёки j- устун) ЭJlемеНТJlа

ри буйича ёйИб, l\уйидаГИНI! J\ОСИJl I\ИJlамиэ: 
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D=O·AiI + 
ёкн 

+ ai/Ai / + + О ·Ain = aiJAi/ 

D=O.A'j+ +aijAi/+ +O.An,=ai/AiJ. 

2· н а т и ж а. Бош диагоналнинг бир томонида фа~ат 
ноллар булган детерминант бош диагонал элементларининг 
купайтмаеига тенг. 

Иеботи. Ушбу 
а11 О О О 
а 21 а22 О О 

D = I аЗ1 аЗ2 азз . . О 

ап I ап2 апз , .. апп 

детерминант берилган булеин, бунда баш диагоналнинг ю~о
ридаги J\aMMa элементлари нолга тенг. D ни биринчи еатр 
элементлари буйича ёйиб: 

а22 О 
D = а11 I аз. аз •. 

О 
О 

ап2 аnэ ' . апп 
ни J\оеил I\иламиэ. 9"нг томондаги детерминантни яна бирии 
чн сатр элементлари буйича ёйиб, I<\уйидагига келамиэ: 

! а
зз . . о I 

D = аll а.. . 
апа ••. апп 

ва )(. к. Бу жараёнин охиригача давом эттириб, 

D = а" а22 • аnn 
га эга бу ламиэ. 

Хуеуеий )(олда: 

n{lб.~ ~1=ln=IBa 
.0 О 1. 

-1 О 
0-1 

О О 

~I =(_I)n 
-1 

000 
000 
000. 

001 
О 1 О 
1 О О 

О О 11 
о 1 о 
1 О О 
. . ·1=(-1) 
000 
000 

. о о о 

n(n-I 

2 
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булади, чунки n, n - 1, n - 2,. устунларнн 1, 2, 3, ... 
устунлар бнлан алмаштнрганда бу детермннант уз ншораен

n(,,-I) 
--- марта алмаш-

ни (_1)(·-1)+ (._2)+ ... + 2+1 = (_ 1) 2 

тириб, бош диагоиал элементлари 1 дан, I\олган элементла
ри эса ноллардан иборат детерминантга аЙланади. 

т е о р е.м а. D детерминантнинг бuтта сатрu 
(устуни) даги злементларнu БОШl(а сатр (устун)дагu мое 
злементларнuнг алгебраuк т[Jлдuрувчuларuга куnаЙтuрuб. 
наmuжаларнu l(yulcaK, UИFuнди нолга meнг буладu, я'Ънu 

ан Aj1 + ai2 А/2 + + ain Ajn = О (i =1= j) (1) 

a1kA 11 + аа А., + +ankAn, = о (k =1= l) (2) 

И с б о т и. Масалан, (1) нинг ТУFРНЛИГИНИ куреатаЙлик. 
D детерминаНТНll j- сатр элементлари буйича ёямиэ: 

a ll a l2 a1n 

йн Gl2 Qin 

·1 = а/ I Ап + aj2 Aj2 + . + а/nА/ •. (3) 
ап aj2 а/n 

апl йп2 ' . . аnл 

Ар, А/., ,Ajn алгебраик тулдирувчиларга j- сатр 
элементлари кирмайди (чунки бу алгебраик тулдирунчиларни 
туэишда маълумки, j-еатр учирилади). Энди, (3) тенглик 
~айният) нинг нкки томонида ajl , а/., , а/n элементлар 
урнига мое равищда ан, ai2' , ain ларни оламиэ. 

ао al2 • a1n 

ан ai2 ain 

аil ai2 
=ан Ап + ai. Aj2+ 

ain' 

апl аП2 • алп 

+ ainA/n· 

Бу детерминант нолга тенг, чунки унинг иики сатри бир 
хилдир. 

(2) тенглик J\ЗМ худди шундзii исботланади. 
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60- §. МАТРИЦА МИНОРЛАРИ 

(т, n) турли ~уiiидаги маТРlЩа берилгаи булсии: 

а21 а22 • а2n 

[

a1l al2 . a 1n ] 

А = атl ат2 • • Отn 
Агар т :s;;; n булса, бу матрица элемеитларидан '- тартиб

ли (1 :s;;; r :s;;; т) минорлар туэиш мумкин. 
54, 55- параграфларда матрица рангини ани~лашнинг ик

кита усулини баён этган эдик. х.оэир матрица рангини aH~
лашнинг яна бир уеули ТУFриеИда тухталиб утамиэ. 

J- т е о р е.м а. А матрuчанuнг ранги унинг нолдон 
фаРIfAU мuнорлорuдон 8нг юн;орu maрmuблuсuнuнг maрти
бuгa тенг. 

И с б о т и. Нолдан фар~ли энг ю~ори тартибли D минор 
А матрицанинг ю~ори чап бурча гида жоiiлашган деб фараэ 
~иламиэ. 

all • a1r °lr+1 .Oln 

.D 
А = I arl • а" а,,+1 . а,,, 

I 
a,+1I a,+I, a,+I,+1 .. a,+ln 

aтl аm, am,+1 . йmn 
Аке J\олда саТРJJарни уэаро ва уетунларни уэаро урин 

алмаштириб, D ни шу аiiтилган жоiiга келтириш мумкин, 
бунда н А нинг ранги уэгармайди (52- параграфга ~apaHГ). 

А матрицанинг 5- еатри (s = r + 1, т) биринчи r та еатр
лари орк.али чиэик.ли ифодаланади. Буни иеботлаш ма~еади
да ~УЙИдаги (, + 1)- тартибли детерминаитларни к.араЙмиэ: 

a ll · a1r ан 

а21 а2, а2 1 

.D 
Д.= I а · аи а,1 ' ,1 

а,1 · asг а,/ 

бунда 
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i= 1,2, ,n, 5=Г+ 1, г+2, , т. 

Х;амма ""; детерминантлар нолга тенг. Х;аl\Иl\атан, i ~ r 
I\нйматларда ""; нинг иккита сатри тенг булиб, ""; = о ке

либ ЧИl\ади; i > r I\ийматларда эса ""; детерминантлар А 
матрицанинг (г + 1)- тартибли минорларини ифодалайди, бу 
халда х:ам ""; нолга тенг булади. 

""; ни охирги устун элементлари буйича ёямиз: 

al ; A1, + а2; А2, + + aгi А" + Da,; = О, (1) 

буида аи, а2;, , а,; элементларнинг аJ1гебраик тулдирув-

чилари a'k (k = Тг) га боrшщ булгани учу н УJlарни A1" А2 ,. 
, А" ОРl\али белгиладик. D * О га МУВОФИI\, (1) тенг

ликларни а,; га нисбатан еча оламиз. 

а,; = ~I.al; + ~2sUz; + + ~"a,j (i = Т:N, 5 = 
=г+ I,m). (2) 

(2) тенг J1иклар А нинг 5- сатри биринчи r та саТРJlари 0pl\a
ли ЧИЗИI\ЛИ ифодаланганини кУрсатади. 

Демак, А матрицаиинг горизонтал векторлари системаси
да ЧИЗИI\ЛИ эркли веКТОРJ1арнинг максимал сони r га тенг 

БУ.IГанидан, А нин г ранги хам r га тенг БУJ1ади. 
Энди детерминантиинг HOJ1ra тенг булишининг зарурий 

ва етарли шартини баён этамиз. 
2- т е Q р е .м а. Детерминант нолга meнг булишu 

учун унинг саmрлари (устунлари) чuзиlfли БОFланган бу
лиши эарур ва етарли. 

Иеботи. 1. 

аli al2 a1n 

D = I ~21 а22 . а2n 

аnl аn2 . аnn 
детерминант иоща тенг булеин. У холда n- таР'll'бли квад-
рат 

С" "" а," ) а21 а22 . а2n 
А-

а.1 йn2 • . аnn 
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матрицанннг рангн n дан кнчик булади, чуики унииг 
энг юк;ори тартибли D минор и нолга тенг. Шу еабабли, 
1- теоремага биноаи, А нинг ва демак, D нин г J\aM го
ризонтал векторлари ёки еатрлари чизик;ли БОFланган
дир. 

2. D нинг еатрлари чиэик;ли БОFланган булса, бу 
сатрлардан бирини к;олганлари орк;али ноль сатрга ай
лантириш мумкин. 

Демак, бу алмаштиришлар воеитасида J\оеил к;илин
ган детерминантниl'!Г еатрларидан бири ноль-еатрни 
ифодалагани учун D' = О булиб, детерминантларнинг 
4- хосеаеидан келиб чик;адиган натижа буйича D' = D 
тенглик уринли ва шу еабаблн, D=O булади. 

n- тартибли детерминантлар n- тартибли квадрат 
матрицаларни к;андайдир сонлар тупламнга бир к;ий
матли акеланишидан иборат булганлиги учун детерми
нантлар J\aM матрицалар каби купайтнрилишннн эела
тиб Утамиэ. А матрицанинг детерминати 1 А 1 орк;али 
бел гил а нади. 
3-mеорема. Агар А ва В матрuцалар n- тартuблu 

квадрат матрuцалар б[Jлса, у !fолда бу матрuцалар K[J
nайтмасuнuнг детерминанти к[Jnайтувчuлар детерми
нантларuнuнг к[Jnайтмасuга тенг, Я'ЪНU 

1 А·В/ = \АI 'ВI (5) 

тенглuк Урuнлu. 

И с б о т и. Агар А матрица бирлнк матрица булса, (5) 
теиглик уринли. х.ак;ик;атан, ЕВ = В. Шунннг учун \ Е·В 1 = 
= 1 в I = 1 / В I = 1 Е \ . I В 1 БУлади. 

Л е м м а. Агар А" матрица А' мamрицадан бuтma 
элементар сатр алмаштuрuш ёpдaмUдa !fОСUЛ ~uлuнгаl/. 
булса, 

IA' ·ВI =/ А' / ·\ВI (6) 
теnглuкдан 

\ А" В \ = 1 А" 11 В 1 (7) 

тенглuк келuб чu~адu. 
И с б о т и. А" матрица А' матрицадан к;уйидаги эле

ментар алмаштиришлардан биттаси орк;али J\оеил бул
еин: 

а) сатрларнинг урн ин и алмаштириш; 
бl ихти~рий еатрни нолдан фарк;ли k еонга купай

тириш; 

в) битта сатрга бошк;а еатрни ихти~рий еонга ку
пайтнриб К;УШIIШ. 
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Матрицаларни купаi!тириш J<;оидаеига аеоеан А"В! 
матрица А'В матрицадан мое элементар алмаштириш i 
натижаеида J\оеил булади. ' 

а) Элементар алмаштириш бажарилеии, у ~олда 

IA"I=-IA'I, IA"BI=-IA'BI (8 • 
теиг лик уриили (нккнта сатрии алмаштиргаида детерминаит) I 
- 1 га купаяди); I 

б) э.~емеитар алмашrupиш бажарилсии, у Jlолда 

(9) 1 'А'" =k/A'I, ,А" ВI =k·IA'BI 
теиглик уринли; 

В ) элемеитар алмаштнриш бажарилса, 

'А" 1 = /А' 1, ,А"В I = 'А'В I (10) 

тенглик бажарилади. 
(8), (9) ёки (10) тенгликларнинг J\ap бирини .(6) 

билаи бирлаштиреак, (7) тенгликка эга буламиэ. 
Агар А матрица а), б), с) элементар алмаштириш

лар ёрдамида бирлик матрицадан J\оеил J<;илинган бул
са, леммадаи ва IEBI=IEI'IBI теигликдан ,(5) теиг
лик келиб ЧИJ<;ади. 

Бирлик матрицадаи элементар алмаштиришлар ер
дамида А матрица J\оеил булеа, А матрица хоемае мат
рица булади. 

А матрица хое матрица булеии, яъии уиииг еатрла
ри ЧИЭИJ<;ЛИ БОFлаигаи. Хое матрицага теекари матрица 
мавжуд эмаелигидаи, А матрица еатрлари ораеида 
~аидай ЧИЭИJ<;ЛИ БОFлаииш булеа, у J\олда АВ матрица 
еатрлари ораеида J\aM шундай ЧИЭИJ<;ЛИ БОFлаииш мав
жуд булади. 

АВ матрица J\aM хое матрица булади. 
Демак, / А I = О ва 1 АВ I = О тенг.1иклардаи I АВ I = 

= 1 А I . I В I теиглнк урннли булади. 
Туда математик иидукция прииципи аеосида (5) теиглнк 

умумлашrupилади, яъни I А 1 • А2 ••• Ak / = I А I I . I А2 I ... 
.. /Ak \. Агар A1 =A2 = =А.=А булеа, /Akl=IAJ· 
булади. 

Маълумки, фа~ат хоемас квадрат матрицага теска
ри матрица мавжуд еа ягона. Биз 61- § да бундай мат
рицага тескари матрицани топишнинг битта уеули би
лаи таиишган эдик. Х;оэир биэ ИККИНЧИ уеулни курнб 
утамиз. 
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к.уЙидаги n- тартибли хоемас квадрат матрица бе
ри.1гаи булеин: 

( 

al1 al2 - - a l.) 
а21 а22 • • а2• 

А= 

ал) йл2 • • алл 

А иинг еатрлари чизи~ли эркли. Шу еабабли бу мат
рица детермиианти иолдан фар~ли. яъни 

a l1 a l2 • . al• 

а а а 
I А 1= 1. 21 22 2~I*O. 

ал) йn2 ала I 

Ушбу 

ь.!.ь!. ~'!.! 
IAI IAI IA I 
А" А,. А., 

B=IIAI \AI' IAI 

А 1n А 2л А.n 

(

AI1 А21 . A nl) 
=...!.... A I2 А22 • •• Аn2 = ~.A' 

'АI . • IAI 
A1• А2 • ••• А •• 

I АI IAI IAI 
матрицаllИ тузамиз. Бунда Ajj лзр ajj элементларнинг ал

гебраик тулдирувчиларини ифодалзЙди. А' матрица одатда 
А га тиркалган (I\овушгаи) матрица деб 'IaM аталади. 

В матрица А га тескаридир. )\аI\Иl\атан. АВ = С булса, 
С нинг бош диагоналидаги 'Iзр бир Ci/ элементи I\уйидагнга 

тенг булади: 

Ai1 + А,. + + А,. 
,Си = аil iAТ aj2 iAТ . . . а{. IAI = 

_1 Оil Ail + а" Ai2 + •• . +О;ГоА;. _ J..!! _ I _ I 
- I А I - IAI- 'Си - • 

к.олган J\змма СН (i "1= i) элементлари учун эса 68- параг-
рафдаги (1) тенгликка асосан 

_ О;, Aj, + О" Aj, + ... + а" Ajn _ О _ О _ О 
Cjj - I А I - IAJ - • cl/ -

келиб ЧИl\ади. Демак, А· В = Е. Худди шу уеулда ,ВА=Е 
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!lканлигини теишириш мумиин. Шундай I\илиб, В = А-1 на 
А =8-1. 

Мисол. Ушбу 

( 2 -3 -2) 
А = -4 -2 5 

5 1-6 
матрицага тесиари матрицани топайлии. Бу ер,!\а 

I 
2 -3 -21 

/AI= -4 -2 5j=24-75+8-20-IO+72=-I, 
5 1-6 

IA/=-I. 

Элементларнинг алгебраии тулдирувчилари I\уйидагилар: 

Ан = 7, А'1 = 20, АЗ1 = 19, А,. = 1, А •• = - 2, 

Аза = -2, А,з = 6, А.з = -17, Азз = -16. 
Демаи, 

(
-7 -20 -19) 

А-'= -1 2 2 
-6 17 16 

А· А -1 = Е на А -, А = Е тенг ЛИl:лар бажарилади. 
Детерминантларни J\исоблашнинг турли усуллари 

бор. Бу усулларда детерминантларнинг асосий хосса
ларидан фойдаланиш, детерминантни минорлар буйича, 
хусусий '10лда сатр ёии устун элементлари буйича ёйиш 
I\оидаларини I\уллаш аЛО'lида роль УЙнаЙди. Умуман, 
детерминантлар хилма-хил булгани учун, уларни '1и
соблаш усуллари '1ам жуда иуп хилдир. Фа['iат айрнм 
махсус детерминантларнигина '1исоблаш усуллари ол
диндан берилиши мумиин. к.уЙида баъзи детерминант
лар ни '1исоблаш усуллари билан танишиб утамиз: 

1. Q l , й2 ,. ., йn сонларга нисбатан I\уйидаги n- дара-

жали детерминантни (Вандермонд детерминантини) '1исоблай
миэ: 

[1 й[ а[ af a?-I/ 
v=IЙ2а~а1 ап- I 

• 2 . 

n Ilaa'2~3 ~~~[ I n n fI 

Биринчи устундан бошлаб '1ар бир устунни -а l га 
иупайтириб, узидан иейингисига I\Ушамиэ. У ваl\тда 
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1 О О 

1 а,- 01 о. (а,-а,). 
1 аз - а, аз (аз - а1) • 

о 
a~-2 (а. - а1) 
a~-2 (аз - а1) 

1 а, - а1 а, (а, - аl) . a~-2 (а, - а1 ) 
а. - а, а. (а. - а,) ... a~-2 (а. - а,) 
аз - а, аз (аз - а1)· • аз-2 (аз - а,) 

" . 
а, - а1 а, (а, - ад ... a~-2 (а, - а1 ) 

а2 ••. a~-2 

-= (а2 - а 1 ) (аз - 01) •• (а, -a
1
)11 аз·· . a~-2 

1 а, .. a~-2 

'IОСИЛ 6Улади. ~HГ томонда тартиби (n - 1) га тенг ва а •• 
аз. ., а, ларга нисбатан Vn_ 1 детерминант турганини ку

рамиз. Юl\орида V
N 

га нисбатан I\илингаll ишни Vn:. га 
нис6атан танрорласак, 

Vn_ 1 = (аз - а2) (а. - а2) ••• (а, - а2) 

1 аз a~. . a~-3 
1 а. a~ . .. a~-3 

а,. a~ .. . а:-Э 

келиб ЧИl\ади. ~HГ томонда яна (n - 2)- тартибли ва аз, а., 
., а n Л а рга нисбатан V п-2 детарминант вужудга келrа

нини курамиз ва J\. к. Бу жараённи давом эттириб, зиг охи
рида 

Vn = (а.-а,) (аз -а1)··· (ап -а1) (аз-а.) (а.-а.) ... 
n 

(а, - а2) ••• (а, - ап_1 ) = П (ai - а/) 
i>/>1 

ни 'Iосил I\иламиз. 

2. Уш6у 
а-х а а а а 

а а -х а а а 

D=\ а а а-х а а 
а а а а-х а 

о а а о а-х 
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.Ie'Jeрминантнн Jiiнtобланг. Бешннчн устуннн '1амыа олдннгн 
устунлардан айнрамиэ (яънн - 1 га купайтнриб I\ушамиэ), 
"1 J\олда 

-х О О О а 

О -х О О а 

О О -х О а 

О О О -х а 

х х х х а-х 

детермннантга зга буламнэ. 
1, 2, '3, 4- сатрларни.5- caTpra I\ушиб, I\уйидаги детерминант IIИ 
JiiОСИЛ I\иламиэ: 

-х О О О а 

О -х О О а 

О О -х О а 

О О О -х а 

О О О О 5а-х 

Бу детерминантда бош днагоналнннг пастидаги '1амма эле
ментларн О лардан нборат булгани учун бу детерминант бош 
диагонали элементларининг купайтмасига тенг, яъни 

(5а -х)·(-х)· = 5ах' -х'. 

Шу курннишдаги n-тартибли D детерминант бернлган булса, 
у J\олда D = (_1)"-1 (nах"-1- х") БУлади. 

а) I 

128 

Маш~ла р 

1. к.уЙидагн детерминантларни '1исобланг: 
а ь с d б) а Ь с -d 

-ь а d с х О у 

-с -d й Ь ' -а Ь -с 

-d с -Ь й у О х 

й' (a+I)' (а+2)' (а+3)2 
В) Ib2 (HI)2 (Ь+2)' (Ь+3)' 

с' (с+ 1)' (с+2)2 (с+3)' 
d' (d+ 1)' (d+2)' (d+3)2 

01· 
d' 
О 



г) 12L... ~ ....!L.. .2!... 
"1-1 ... -1 ... -1 .. ,-1 

Хl Х. Ха Х, 

xr X~ X~ х: 
4 ~ .ч ~ 

2. Ушбу n- тартибли детерминантни J\ИсобnаНГI 

а Ь Ь Ь Ь 

Ь а Ь Ь Ь 

Ь Ь а Ь Ь 

Ь Ь Ь а Ь 

Ь Ь Ь Ь а 

70-1. КРАМЕР ФОРМУЛАСИ 

n та номаъnyмли n та 'lllЗlЩли тенгnамаnар системаси 

бернnган буnсин: 

a ll Х1 + a l2 x2 + 
а21 Х1 + а22 Х2 + 

аnl Х1 + аn2 Х2 + 

+al,x. +. . + a1nXn =Ьр 
+ а2,Х, + ... + a2n Xn = Ь2 , 

+ а", Х, + ... + ам Хn = Ьn ' 

НомаъnyмnaрlDUlГ ai/ коэффициентnaридаи ТУЭИJIГан 

a ll GI 2 " . a l , • a 1n 

D = 1 й21 й22 • а2,' • a2n 

йnl й'1.2 ••. afU' . аnn 

(1) 

.JетеР"ИI'~а.нтни О) систе~!а детеРШlНанти деliилиб, у ноnдан 
<j:apK.~H оу.1СИН. 

(1) систе~!гии ечиш учун уиинг Сириичи тенг.lЗ~СИИИ А 1, 

а.~г""ргш{ т5·.1;~!lруБ<rnга, I!ККИНЧИ тенг.lЗМЗCJШИ А" га, 

11- тег.г.~2'.!гСIШИ А .. га к)·r.гЙТНРИб, натижа..lЗрlDl J\ЗдJ.!З-'Iад 

\.::::С2К. '~·i~.:аги :-;оси.l С5·.lЗ;tИ; 
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(a1lA1, + а21А2, + . + аn1Аn,) Х 1 + (а12А 1 , + а22А2• + 
+ ... + аn2Аn,) Х2 +. . + (а 1 ,А\, + а2,А2 , + . + 

+ аn.Аn,) х, +. . + (а\nА\, + а2nА2, + ... + аnnА .. ) Х, = 

= Ь\А 1 • + Ь2А2, + + ЬnА... (2) 

(2) тенглнкдан уш6улар келн6 '!и~ади: Х, номаълумнинг 

коэффициеити D детерминантга тенг. ~олган коэффициент
лар эса нолга тенг (68- § га I\аранг). (2) нин г унг томони
даги ЙИFинди D детерминантнинг 5- уетун элемент лари урни
га мое равишда Ь1 • Ь2 • • Ь, оэод J\адларни I\УЙИШ ;билан 
Jlоеил I\илинган. яъни 

all а12 . Ь\ . а\n 
D = 1 а21 а22 ... Ь2 . а2n -. 

аnl an2'i.· ЬN • аnn 

детеР:llинантни и:р~далаЙди. '!унки D, ни 5- уетуннинг Ь,. 
Ь;, ... , Ь, ЭJJемеНТJJари буйи'!а ёйеак, (2) нинг унг ТО'>lони 

келиб '!:1I\ЩИ. ШУНД1Й I\Ы 15, (2) теНГ.l<1К Dx ,=D,(5 = l,n) 
ra теиг. Бундаи -

D -
Х, = ; (5 = l,n) (3) 

'(ОСИП 6Улади. 
3) тенгликларни Кра,иер формуласи деб аЙтилади. 
(3) формулаларнинг еуратларидаГII D, детеР:llинаllТ D нннг 

бирин'!и уетунини, D. эса D нинг иккин'!И уетунини, ., 
Dn детерминант эса D нин г n- устунини оэод J\адлар устуни 
билан алмаштнрюu натижасида ,(елнб '!Иl\адиган детерминант
ларднр. 

(3) снстема (1) енстеманннг е'!имини бнлдиради. 
Х;аl\Иl\атан, (1) системани ташкил этув'!н исталган 

а,\Х 1 + .+а"Х.+ +а,nхn=Ь, 

тенгламага (3) I\нймаТJJарни l\уйеак, '!ап ТО:llонда 

1 
D (а'РI + ... + а,Р, + + a .. Dn) ( 4) 

ЙИFИНДИ JlОСИЛ булади. Бу ерда 
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О) = bJA II + b2A:u + ... + b.A.J, 

О, = bJA J• + Ь2А2• + .. + Ь.Аns , 

О. = bJA J• + Ь2 А2n + ... + Ь.А •• 

эканннн назарда тутсак, (4) дан I\уйидаги келиб щадю 

( а,нА" + ... а,. А 1.) Ь, + ... +(а"А'1 + ... + а,.А,.> Ь, + Х 
D 

Х + ... + (а"А' 1 + ... + а,.А •• > Ьn = 
1 

О·Ь, + ... + D.b, + ... + О·Ь. r;;' = Ь, (s = 1,n). 

Мисол. 

системани ечинг. 

Ечиш. 

{
2Х1 - 3х. + х. = - 1, 
Х1 + 4х.-2хз = 3, 
3Х1 -х. + х. = 4 

\

2 -3 11 
О= 1 4 -2 =8+18-1-12-4+3=12, 

3 -1 1 

D = 12 =F О. 

D =F О булгани учун 6ерилган система ягона ечимга зга. 

\
-1 -3 1\ 

О,= 3 4 --2 =-4+24-3-16+9+2=12, 
4 -1 1 

О, = 12; 

\
2 -1 1\ 

О2 = 1 3 2 = 6 + 6 + 4 - 9 + 1 + 16 = 24, О. = 24; 
341 

1

2 -3 -11 
DJ = 1 4 -3 =32-27-1+12+6+12=36, 

3 -1 4 

D. ~36. 
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Демак Х1 = ~ = Е = 1, Х1 = 1; х. = D. = ~ = 2, х. = 
, D 12 D 12 

= 2; Ха = D. = Зб = з, х. = з. 
D 12 

Шундай ~ИJПIб, берилган системанинг ечими (1,' 2, 3) 
б~лади. 

Теорема. n та номаълумлu n та бuр жuнслu ЧUЭUI\
лu meнгламалар сucmeмаси НОЛJlас ечuмга эга бgлuшu учун 
бу системанинг детерминанти НОЛЮ тенг бgлuшu зарур 
ва етарлu. 

'Исботи. 1. 

ан х, + ai2x2 + . + ai.x. = О (i = I,n) (5) 

система (а" а2,. ., а.) нолмас ечимга эга б~лса, 

ан а, + ai2 а2 + . + Gi• а. = О (i = [iij (6) 

тенгликлар бажарилади. Бу тенгликлардан ~уйидагини Jlo
сил ~иламиэ: 

(а11 а1 +. . + а,. а.; а21 ct1 +. , . + а2• а.; 

а., а, + . + а •• а.) = (О; О; О), 

а, (а,I' а2 " ., а.,) + а, (а'2' а 22, а.2 ) + 
+, .. +'а. (а,., а,., ." аn.) = О. (7) 

Бу тенг лик система детерминан ти 

all а'2 . a l • 

D= а" а'2' 
. а2n 

an1 а"2' . anr~ 

нинг устунлари ЧИЗИi\ЛИ БDFланган экан~нн курсатаДl1, У X,O,l' 

да 69- параграфнинг 2- теоремасига МУВDф~Щ, D детеРМИН31П 
нолга тенг БУлади. 

2. D = О деб фараз ,\илсак, 69- § ,шнг 2- TeopeJ,Jaclira 
асосан, D нинг YCT)'II,1.lP:1 ЧИЗИi\ЛИ богланган бу.~аДII. Ш,' 
сабабЛI! Ii.1:,i,iда биттасн Н').Щ311 Ф:l;ч.1И a1 , а2 , ., а" COII' 
лар учун (3) ёки (7) GЗ 1(.'\lJi(, (6) бl,карилади. Бу эса (:)) 
систеМillj[IIiГ (ct1 , ((2' ., а,,) lIолмас ечимга эга эканини тае
ди,\лаЙди. 

МIIСОЛ. 
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{ 

Хl + 2х• + Хз = О, 
-2Х1 -Х. + Хз = О, 

Х1 + 4х. + 3хз = О 
:истема (1, -1, 1) нолмас ечимга эга. Шу сабабли 

I 
1 2 1) 

D= -2 -1 1 =-3+2-8+ 1 -4+ 12=0, D=O. 
I 43 

система учун 

{ 

2Х1 + Х. - 4хз = О, 
x1 -х.-5хз =О, 

3Х1 + 4х. - Хз = О 

D= 1 -1 -5 =2-15-16-12+1+40=O,D=0. 
\

2 1 -41 
3 4-1 

Дема к, система нолмас ечимларга эга. Бу ечимлар
ни, масалан, номаълумларни кетма-кет йу~отиш усули 
билан топамиз: 1) иккинчи тенгламани 2 га купайти
риб, биринчидан айирамиз; 2) биринчини 3 га ва учин
чини 2 га купайтириб, яна биринчидан аiшрамиз, яъни 

{ 

2х, + Х. - 4хз = О, { 2Х1 + Х. - 4хз = О, 
3Х. + 6хз = О, * Х. + 2хз = О, 

-5х. - IОхз = О О + О = О. 

Шундай ~илиб, 

{2Х1 + Х. -4х, = О, 
х. -2хз = О 

системани ечамиз. х. = - 2хз да хз = 1 булса, х, = - 2 
булади. 2Х1 = -х. + 4хз дан 2Х1 = 6, х, = 3 ни топамиз. 

Де:,I3К, системанинг битта нолмас ечюш (3, -2', 1) б5"' 
лади. 

Маш~лар 

1. {йllХ, + Q12x, = О, 
Q21x, + а"Х. = О 

система нолмас ечимларга эга булиши учун унинг коэф
фициентлари узаро ~андай БОF.1анган б}"J1I!ШИ Kepal<? 

2. Q нинг I\андай I,ИЙ'>lаТ,l<lРl1да 
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{
ах, + х. + х. ~ О, 
х,+ аХ. + Хз = О, 
х,+х.+ахз=О 

система иолмае e'll!Mra зга 6улади? 
3. I\андай шартларда М; (Х;; У;) НУl\талар ,У = ах2 + 

+ Ьх + с параболага тегишли булади? 
4. n > 2 булганда 

I +Х,У, I +Х,У •. I +Х'Уn 
I + ХоУ, 1+ ХоУ. 1+ х2уn 1= о 
I +ХnУI I +ХnУ2 1+ ХnУn 

экаилигиии курсатииг. 



VI боб. ЧИ3И~ЛИ АКСЛАНТИРИШЛАР 
ВА ЕВКЛИД ФА30ЛДРИ 

71· §. ВЕКТОР ФА30ЛАРНИНГ ЧИ3И~ЛИ АJ<СЛАНТИРИШИ 

Биз III бобда вектор фазо билан танишиб утдик. Энди 
олдимизга ~уйидаги маеалани ~уямиз: 9' еонлар майдонида 
ани~ланган турли вектор фазолар ораеида ~андай муноеабат
лар булиши мумкин? 

U вектор фазони V вектор фазога акелантирувчи <р аке
лантириш берилган булеин. Агар шундай акелаНТИРIIШ мав
жуд булса, биз уни <р:и ....... V ор~али белгилаЙмиз. 

Мазкур акелантиришда U нинг барча векторлари V нинг 
векторларига акеланади (барчаеига булиши шарт эмае). U 
вектор фазонинг ихтиёрий х элементига <р акслантириш ёр
дамида V вектор фазодан мое келувчи векторни у деб бел
гилаЙмиз. Бу моелик <р:х ....... у; Х.! у; <р х = у; у = <р(Х) ку
ринишларда белгиланади. 

1- т а ъ риф. 9' еонлар майдонида ани~ланган U вектор 
фазони V вектор фазога акелантирувчи <р акелантириш учун 
~уйидаги иккита шарт 

1) <р (х, + х;,) = <р х, + <р х.; 
2) <р (л х) = л <р х (л Е 9') 

бажарнлеа, U вектор ф230 V вектор фазога ЧUЗU1fЛU аке
ланадu деЙилади. 

U фазони V фазога ЧИЗIЩЛИ акслаНТllришлар туплами 
Нот (и, V) ор~али белгиланади. 

U вектор фазони уз-узига акелантириш U фазода ани~
ланган оператор деЙилади. 

Операторлар f, <р, 'Ф, J\арфлар ор~али белгиланиб, 
улар ЧИЗИI\ЛИ акелантиришларнинг хусуеий J\олидан иборат, 
яъни 1- таърифда U = V БУлаци. Ш унинг учун V фазонинг 
барча операторлари туплами J\aM Нот (У, V) булади. 

2- т а ъ риф. U нектор фазони уз-узига ЧИЗИI\ЛИ акслаll
тириш U фаэода аНUliланган ЧUЗUIiЛU оператор деЙилади. 

<р гомоморфизм (ЧИЗИI\ЛИ акелантириш) таъеирида <р х= v 
булса, у вектор х В~!(ТОРНИllr обраэu (таевирн), х эеа у 
векторнинг nрообраэu (асли) деб юритилади. iE U булган-
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да ер Х Е V векторлар тУплами одатда ер акслаитиришнинг 
образu деб юритиладн на im ер ёки ер U ор~али белгиланади. 

Шуни аЛО'lида ~айд ~иламизкн, ер Х СJlМВОЛ инки маъно
га эга: 

1) бу символ Х векторга ер акслантиришии ~уллаш жа
раёнидир; 

2) мазкур а"слантиришнинг натижасини, яъни Х вектор
нинг образин и билдиради. 
М и с о л л а р. 1. Х;ар бир комплекс сонни вектор деб 

~apacaK, комплекс соилар туплами комплекс сонлар май
дони устидаги вектор фазо булади. 

Х;а~и~ий сонлар тупламини 'IaM вектор фазо деб ~араш 
мумкин. Энди ер:а -+ lаl акслантиришни урнатсак, бу акс
лантириш С фазони R фазога чизи~ли акслантирмаЙдн. дар
'Iа~и~ат, а) [а + ~[ .;;; [а/ + /~[; б) {/al} туплам вектор фазо 
эмас. 

2. Агар ер:а -+ а: акслантиришни ~арайдиган булсак, бу 
акслантнриш комплекс сонлар майдони УСТliда чизи~ли опе
ратор БУлади. Чунки бу ерда чизи~ли операторнинг иккала 
шарти 'IaM бажарилади. 

Маш~ 

Чиэи~ли акслантиришлар таърифидаги иккита шартни 

битта ср (k1x1 + "2х,) = " 1 ер Х1 + ", ер х;, шарт билан алмаш
тириш мумкин экаНЛИГИНJl исботланг, бу ерда "1> ", Е $'. 

72-§. ЧИ3И~ЛИ АКСЛАНТИРИШЛАР МАТРИЦАСИ 

Фараз ~илайлик, бирор ер чизи~ли акслантириш берил
ган булиб, у n УЛЧОf!ЛИ ип вектор фазони т улчовли Vm 
нектор фазога утказсин. ип ва V т фаэоларнинг базислари 
мос равишда -е1 , е2 , ••• , еп на 71' 72' , !т БУлсин. 

Агар ёi Е U n (i = т,n) векторларга акслантиришни татби~ 
этганда 'Iосил булга н вектории ср ei Е V nI ор~али беЛГllла
сак, бу векторларни V т иинг базис векторлари ОРl\али. чи
зи~ли ифодалаш мумкин, яъии 

СР е; = йIi r; + а217, + + ami!m 

еки т 

ере; = }:,akifk (i = J,n). 
k=1 

(1) 

(1) теНГ.1ИК.1ардаги aki КОЭФФIIЦIlеIlт.ырдан 
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(
а11 а12 

А = а91 а.о 

Qml йти 

а1n ) а.n 

а"", 

матрицани тузамиз. Ана шу матрицага q> акслантиришнинг 
и n фазо базисини V т фазо базисига акслантиргандаги мат
рица деб юритилади. 

Энди масалани ~уйидагича ~Уямиз. и n фазонинг ихтиё

рий х вектори координаталари билан унинг <р: и n -+ V т аКС
лантирищ натижасида JlОСИЛ ~илинган у = q> х проо6рази 
координаталари орасида ~андай боFЛаниш мавжуд? Бу са
волга жавоб бернш учун 

х = ~ а; е; ва у = q> х= i ~k '" 
i=l k~l 

векторларни оламиз. У Jlолда 

т (n) т 
Y=~~k~ =q>x=q> ~ aiei =~aiq>ei= 

k=1 {=I {=I 

= ± а; (i aki т,.) = i (± ама; )7k' 
{=I k=1 k=1 {=I 

у= i (~ akiai )7k (2) 
k=1 ,=1 

булиб. бу ерда ai' ~; /Ia aki лар ~андайдир go соилар май
дони элементларидир. 

Булардан таш~ари. V m фазонинг ихтиёрий у векторини 
r;,. То. 7т базис ор~али ~уйидагича ёзиш МУМКИНI 

Y=~I-т;,+ ~.To+ +~тТm· (3) 

(2) ва (3) тенг ликларда fl-' f.. ..;;;. ларнииг мос ко-
эффициеитлариии теиглаштириб (иккита векториииг теиглиги 
шартидаи) ~уйидагиларга эга бу ламиз: 

\
~1 = а11 аl + а1• а. + + aln а, • 
~. = а.l а1 + а •• а. + + а2n а, • 

~т = атl а1 + ат2 а. + + аmn а, . 
(4) 

Демак. <р: и n -+ V т акслаитириш бернлгаи бу лса. уни 

237 



• 
ихтиёрий х = ~ (1..i-ei Е и n векторга татБИI\ I\илишдан )\оеил 

{~1 

булган )\ар I\андай у = q> Х Е V т векторни аНИI\лаш мумкин 
экан. (4) тенгликлар хЕи. ва унинг прообраэи 
булган q> х Е V m лариинг мое равишда е;., е., ,еn ва 
r;, r;, .. , 7 .. баэислардаги координаталари ораеидаги баF
ланишни ифодалаЙди. Агар (4) тенгликларни матрица кури
НlUUида ёзадиган булсак, 

У=АХ (5) 

)\ОСИЛ БУлади. 
Шундай I\илиб, биэ ЮI\орида куриб утганимиэга бинаан 

)\ар бир q>: и. -+ V т ЧИЭИI\ЛИ акелантиришга битта (т, n) 
турли матрица келар экан. 

Энди маеалани акеинча I\УЯМИЭ . 
.х;ар бир (т, n) турли /lа. 11 (k = 1,m; i = ], n) матри

цага мое келувчи бирар q>: и n -+ V т ЧИЭИI\ЛИ акелантириш 
мавжудми? Бу еавал ижабий жавабга эга . 

.х;аI\ИI\атан, агар Ilakill матрица берилган булса, ихтиёрий 
• т 

Х= ~ aiei вектор учун у = ~ ~. т,. вектарни (4) формула-
,~1 "-l 

лар ёрдамида аНИI\лай оламиэ. Энди q>: х -+ у акеланти
ришни киритамиэ. Бу акелантириш ЧИЭИI\ЛИ БУлади. .х;аI\И
I\aTaH: 

т т 

J) агар q> х = у булса, q>(a Х) = ~ a~.7. = а ~ ~. '. = .-1 "~1 
= ач> х, q>(a Х) = ач> Х' уринли; 

m т т 

2) Х1 = .~a,e" х; = ~ а;е, , 
1=1 {=I 

Х1 + х; = ~ (а,+а;>"ё., 
{~I 1 

q> х;, = ~ ~k'k, q> х; = i: ~~ r;. ларга бинааи, "_I "=1 
q>(Хl+Х;)=~Фk+~'k)fk=~ ~k1k+ ~ ~~1k= 

k=1 "~I "-I 

= q> ХI + q> Х;, q> (Хl + Х;) = q> Хl + Х'; )\ОСИЛ бу лади. 
Шундай I\или~, ср: х -+ у акслантириш ЧИЭИI\ЛИ акслан

тиришнииг иккала шартиии )\ам J\aноатлантиргани туфайли 

бу аксланПlpШIJ ЧИЗIЩJПlДир. демак, n улчовли иn фазони 
т~улчовли V фазога утказувчи ЧИЗИI\ЛИ акслантиришлар 
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туплами билаи (т, n) турли матрицалар туплами ораеида 
узаро бир ~ийматли акелантириш мавжуд экан. 

1- н а т и ж а. Битта чиэи~лн операторга битта квздрат 
матрица мое келади ва акеинча. 

73-§. ЧИЗИ~ЛИ ОПЕРАТОРЛАР УСТИДА АМАЛЛАР 

1-таъриф. Агар и, фаэонинг иккита q> вз 1jJ чиэи~ли 

операторлари учун q> х = 1jJ Х тенглик Иn фаэонинг иетаЛfан 
х вектори учун бажарилеа, q> ва 1jJ операторлар уэаро 
тенг деЙилаДII. 

Бирор ИN фаэода иккитадан кам булмаган чизи~ли опе
раторлар аНИl\ланган бу лса, бу операторларнинг ЙИFИИДИСН, 
айнрмаеи '1аl\ида гапириш мумкии. 

и, фаэода q> ва 1jJ ЧИЭИl\ЛИ операторлар берилган булеии. 
2- т а ъ риф. Агар U n фаэонииг иеталгаи х вектори учуи 

f х = q> Х + 1jJ Х тенг лик бажарилса, f оператор q> ва 1jJ опе
раторлар ЙUFuндuсu дейилади ва f = q> + 1jJ ор~али ёэилади. 

Чиэи~ли операторлар ЙИFиндиеи яна чиэи~ли оператор 
булади. 

)\а~и~атаи, агар q> операторга мое келувчи матрицаии 
А, 1jJ операторга мое келувчи матрицаии 8 ва f операторга 
мое келувчи матрицани С ОРl\али белгиласак, у '10лда С = 
= А + 8 тенглик уринли БУлади. Чиэи~ли операторлар 
учун 

1) q> + 1jJ = 1jJ + «р; 
2) q> + (1jJ + {) = (q> + 1jJ)+ f: 
З) q> + е = q> 

тенгликлар уринлидир. q> -1jJ айирма '1ам худди шу уеулда 
аНИl\ланади (текшириб куринг). 

З-таъриф. аЕ&' БУJlиБ, и, фаэода берилган оператор-

лар учун (а «р) х = а<рх теНГJ1ИК U n фаэонииг иеталган х- эле
менти учун бажарилса, у '10лда aq> га q> оnераторнинг а 
скаляр ми'1дорга куnайт,lIаси деЙилади. 

2- наmижа. !l' сонлзр мзйдони уетидз берилган ЧИЗИl\ЛИ 
операторлар туплами ЧIШЩЛИ фаза булади. 

4- т а ъ риф. Агар <р о~ерзторга бир:>р е i' ё;, , е, 
базиега нисбатан А квадрат матрица мое келса, А матрица
нинг ранги ер ЧUЭU'1ЛU оnераmJрнинг ~а'\I ранги деЙилзди. 

ЧИЗИI\ЛИ операторлар орзсида 't х Е U n учун q> Х = х ыа 
q> х = о каби операторлар мавжуд булса, улар мое равишда 
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айний (бнрлик) Ба иоль операторлар деб аталади. Бирлик 

оператор е, ноль оператор эса о- ОРl\али белгиланиб, уларга 
мое равишда бирJПIК, яъни Е ва ноль \ \ 0ij 1\ матрицалар 
ту FрИ келади. 

Баъэи J\о"ларда U n фазонинг ио"мае векторлари '1' опе· 

ратор таъеирида ноль lleкторга акеланиши мумкин. 

5· т а ъ риф. U n фазонинг '1' оператор ёрдамида нолга 

акелаНУI\ЧИ барча элементлари тупламига '1' оnераторнuнг 
ядросu дейилади ва у Кег q> ОРl\али белгиланади. 

J- теорема. '1' ЧUЭUl\ЛU операторлар ядросu шу оnе· 
ратор I\аралаёmган фаэонuнг I\UCM фаэосu бgладu. 

И е б о т и. Х, Е Кег '1', х;, Е Кег '1' булгаида q>x1 = О ва 
'1' х. = о J\амда '1' ЧИЗИI\ЛИ оператор булга ии учун 

1) q> (X1 - х.) = q>Xl - '1' Х. = о - б = б, q> (Х;: - х.) = о; 
2) q> (л. х) =.~ л.q> Х = л.. о = О, '1' (л. х) = о эканлигидан х;. = 

-Х.Е Кег ((', л.х Е Кег '1' БУлади. Демак, Кег '1' иn фазо
НИlIГ "НСМ фазоеидир. 

б-та ъриф. '1' ЧI'ЗИI\ЛИ оператор ядросининг улчовига шу 
оnераmорнинг дефекmu деЙилаДJl. 

2- теорема. Агар иn фазода аНUl\ланган '1' ЧUЗUI\ЛU 
оператор маmрицасининг ранги r га mенг бgлса, Кег q> 
ядронuнг gлчовu n - r га mенг бgладu. 

" И е б о т и. Фараз I\илайлик, Х = ~ <7.; е; Е Кег '1' бул-
i=( 

син. Кег '1' нинг 6арча векторлари нолга акеланганидаи 72-
параграфдаги (4) тенг ликлар системаси 

аil <7.( + ai2';:2 + + ain <7.n = О (i = г:rn) (1) 

куринишни олади. 
Аксинча, координаталари бир жинели ЧИЗИI\ЛИ тенглама

лар сиетемасининг нол мае ечимини ифодаловчи барча нектор
лар Кег q> га тегvшли БУлади. Шундай I\илиб, Кег '1' ядро
нинг улчови (1) системанинг ЧИЗИI\ЛИ боFланмаган ечимлари 
сонига (яъни фундаментал система ечимлари еонига) тенг 
экан. Маълумки, (59- § га "аранг) бундай ечимлар сони 
n - r га тенгдир. Бу ерда r сон '1' операторга мос келувчи 
А матрица рангини билдиради. 

3- теорема. Агар еl' 82' 
масu фаэонuнг баэuеu еа 11' 1;,. 
иxтuёpий еекторларu булеа, унда 
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тор шrвжудкu, у e1, е;, , e~ базuс системани 71' т;., 
, уn ларга fjmкаэадu. 
И е б.о l' И. "if х Е U n учун ер е2 , , еn баэиеда 

Х = СХ 1 е1 + СХ2 е; + ... +схn еn (2) 

бир l\ийматли ифодаланиши мавжуд. Х векторга 

QJ Х = СХ 1 ~ + СХ2 t; + . +СХnТn (3) 

векторни мое l\УЯМИЭ. (3) формула буйича аНИl\ланган QJ Х 
вектор иn вектор фаэода тула аНИl\ланган булади, чунки QJ 
моелик иn да алмаштириш БУлади. x=~ =1 :e1+O.e2+. + 
+о.еn булса, QJe1=fp шунингдек QJe2 =!;, ,QJe,,=fn 
тенгликлар уринли БУлади. Шундай l\илиб, q> алмаштириш 

el• е2 • • ё;. lJекторларни мое 1;. r;,. {n векторларга 
алмаштиради. 

Энди q> алмаштиришнинг чиэи1\ли эканлнгнни куреатамиэ. 

л х = ЛСХ 1 е1 + ла2 е; + + лап еn вектор учун (3) фор-
мула буйича -

QJ(Л х) = ЛCl 1 т; + Ла2 1; + + лапf:, = лq> Х, 

'1' (л х) = л q> х; !i Е U n' у = Р 1 е1 + Р2 е; + + Рn еn 
булеин. Х + у = (а l + P1) е; + (а2 + Р 2) е2 + + (аn + 
+ Рn) еn ЙИFИНДИ вектор учун (3) формулага аеоеан: 

QJ (Х + у) = (аl + P1) ~ + (а2 + Р2) r;, + + (схn + Рn) F:.= 
= (a1fl + а2 !. + +а);,Н (Р 1 т; + P2~+ + 

+ pJ) = q> Х + QJ У. QJ (Х + У) = QJ Х + QJ У. 

ЧИЗИl\ЛИ алмаштиришнинг ягоналигини иеботлаЙмиэ. 

'Ре; = {; (i = т,n) иккинчи ЧИЗИl\ЛИ алмаштириш мавжуд 
булеин. 

Ф ЧИЗИI\ЛИ акелантириш бушани учун ихтиёрий 

Х = аl еl + а2е2 + + аnеn · 

'РХ =1jJ(a l еl +а2 е2 + +аnё;.)=а1феl + + 
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+ а. ", г. = alll + a2f.+ + а, 7. = '1' Х, ", Х =!Рх, яъни 
", =!р булади. 

М и с о л л а р. 1. еl' ~, ~ ТУFрИ бурчакли декарт коор
дината системасининг бирлик векторлари БУлсин. ~ векторга 
'1' операторнинг татби~и сифатида х векторнинг бирор текис
ликдаги ортогонал проекциясини тушунамиз. Мазкур опера

тор чизи~ли оператор булади (текшириб куринг). ё;, ё;;, ё;, 
базисга нисбатан '1' е1 = е;" !Ре. = е., !р е, = е, булгани учун 
бу оператор матрицаси 

(
100) 

Е = О 1 О булади. 
001 

2. даражаси n дан ю~ори булмаган КУПJlадларнинг фа
зосини ~араЙлик. Бу фазонинг базиси сифатида 

- - - х2 

ео = 1, е1 =х,! е.= 2/' х" 
еn. = ;;J :(5) 

ни ва оператори сифатида берилган кущаднинг Jlосиласини 

тушунамиз. Унда 'I'~ = О, '1' ё; = 1, !р е. = е;" !Ре. = е., . 
'1'11.= 11._1 булгани учун бу операторнинг (5) базисга нисба
тан матрицаси 

10100 00\ 
0010 00 
0001 00 

0000 10 
l О О О О 00_ 

булади. 

М:а:ш~ла'р 

1. Даражалари n дан ю~ори булмаган кущадларнинг 
фазоси, базиси сифатида 

1, х х', х!', х" (6) 

векторлар, оператор сифатида зса мазкур куп~аднинг бирин
чи тартибли "iосиласи тушунилса, бу операторнинг (6) базис
га нисбатан матрицаси топилсин. 

2. 'I':f(x) ...... f"(x) ({"(х) белги {(х) нинг иккинчи тар
тибли Jlоеилаеини билдиради) операторнинг (6) базиега ниеба
тан матрица си ~андай булади? 
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м и с о л л а р. 1. V. фаэода Х1 = (О, О, 1), Х. = (О, 1, 1), 
~ = (1, 1, 1) векторларни е;" ё;, ё. базисга нисбатан мое ра
вишда У1 = (2, 3, 5), У2 = (1, О, О), У. = (0,1, - 1) вектор
ларга уткаэувчи операторнинг матрицаси топилснн. 

Е ч и ш. Аввало Х1' Х. ва Х. ларни е1 , е., гз лар ор~али 
~уйидагича ифодалаб оламиз: 

Х1 = (О, О, 1) =10· е;, + О. В. + 1 .~, 

Х2 = (0,1,1) = О . е;, + 1·ё; + 1· в.' 
~=(\,I,I)=I.e;,+I.ё2+1.ё •. 

Бундан куринадики, Х1 , Х., Х. векторларни базис вектор
ларга утказувчи матрица 

(О О 1) 
А = 011 

111 

дан иборат, Yl' У., Уз векторларни базис векторларга утка
эувчи матрица эса 

(
2 1 О) 

В= 3 О 1 
50-1 

ни ташкил этади. Энди биэ шундай Х матрицани топиши
миэ керакки, у А ни В га утказсин, ЯЪНII ~уйидаги тенг
лик бажарилсин: 

ХА=В. 

ОХИРГII тенг ликни Х = В . А -1 ор~али ёэа оламиэ. 
Бу ерда 

( 
0-1 1) 

A-1 = -1 1 О 
1 О О 

эканлигидан 

(
2 1 О) ( 0- 1 1) (- 1 - 1 2) 

Х = 3 О 1 -1 1 О = 1-33, 
50-1 1 00 -1-55 

(
-1-12) 

Х = 1 -33 
-1-55 

бу.1ади. 
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2. Хl = (0,0,1), Х. = (0,1,1), Х3 = (1, 1,1) баэиега иие· 
6атаи шу Бекторлариинг узини Уl = (2, 3, 5), У. = (1, О, О), 
Уа-=(о, 1, -1) ларга утказув"и У3 да ани~ланган "изи~ли 
операторнинг матрицаси топилеин. 

Е ч и ш. А матрица у"ун шундай У матрицани топиш 
кераккн, А матрица У ни В га утказсин, яънн АУ = В 
тенглик уринли БУлсин. Бундан У = А-' В топилади. 

( 
0-11) 

А-l = -1 1 О 
1 О О 

булгани учун 

( 
0- 1 1) (2 1 О) (2 0-2) (2 0-2) у= -1 10 30 1 = 1-1 1 ,у= 1-1 1 
1 О О 5 О -1 2 1 О 2 1 О 

БУлади. 
З. f (х) = аеХ + Ье-Х куринишдаги бар"а функцияларнинг 

икки УЛЧОБЛН фаЗОСИIIИ оламиз. Бу фазо базислари снфатида 
- - - еХ +е-Х -
е,=еХ , е.=е-Х лар Ба fl=ch х= --2--' f.=shx= 

е' _._Х . 
= --2-- ларни танлаимиз. Унда 

ёкн 

- 1 - 1- - 1- 1-
f, = 2" е1 + 2" е., {. = '2 е, - 2' е, 

A~(!_!) 
булиб, Т-l = U ._ о БУлади. 

Агар 7 = f (х) IIИНГ координа таларини (1) Ба (2) базис
ларга нисбатаll мос равишда а, Ь ва а', Ь' десак, улар 
~уйидаги"а БОFланган булади: 

(~)=~o-\) (~} 
(а') = (1 1). (а) 
Ь' 1 -1 Ь. 

246 



МаШI\Jlар 

1. V. фазода (иънн текнсликда) уэаро перпендикулир 
булган е;, е. ортларни базис деб и;араб, инги е1 , с. сифа
тнда е1 ва е. ларни мое равишда а 6урчакка буриш тушу
нилганда ихтиёрий ректор координаталарн ЭСКlI ва ннги ба
зислар ор~али ~андай боFланади? 

2. V4 фазода е1 , е., е:., е:. 6азисдан 

ё; = (1, 1, О, О), 

ё; =(1, О, 0,1) 

ё; = (1, О, 1, О), 

e~ =(1,1,1,1) 

6азисга утганда ихтиёрий вектор координаталари ~андай 
формула асоснда узгаради? 

3. V. фазонинг е1 , е., с. 6азисидаи х;, = (1, 1, 1), х.-= 
=(1,1,1), х.=(2, 1, О) базисга утганда: 

а) а1 =(2, 3,1); б) а.=(1, 2, -1); в) а.=(I, 1, 1) 
векторлар координаталари ~андай узгаради? 

75- §. ЧИЗИI(ЛИ ОПЕРАТОРНИНГ ТУРЛИ БАЗИСЛАРДАГИ 
МАТРИЦАЛАРИ ОРАСИДАГИ БОFЛАНИШ 

Фазонинг иккита 

e1, е2 , еп , 

11' 7., , r. 
.(1) 

(2) 

базиси ва битта <р ЧИЗИ"iли операторини оламиз. Бу <р опе
раторнинг (1) ва (2) базислардаги матрицалари 

( 

all G
12 й1п ) (Ь11 Ь12 

й21 а22 й2п Ь21 Ь22 
А = ва В= 

. a'll а1l2 аnn Ьn1 Ьn2 

Ь1П ) ь2п 

Ьпп 
бу леии. Бу матрицаларии аllИ1,ловчи тенг ликлар ~ищача 

бу Н,~ай ёзилади: 

I 
n - ,,- -

<pe
k 

= ,_ aikei (k = 1, n), 
,=1 
n 

Cf!t~=~ bikfi(k=т,n). 
i=1 

(I!) баЭИСIlИ (1) баше ори;али чизии;ли ифодалаймиэ: 

(3) 
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(

11 = CII~I + C21-~ + 
12= CI2 еl + С22 е2 + 

,. = сl.ёl + С2• е2 + 
(4) системанинг 

(

CII CI2 
С21 С22 

С= 

Сnl Сn2 

+ c. I !..., 
+ С.2е., 

+ с •• е •. 

J 
(4) 

матрицаси хосмасдир. Х;аl\Иl\атан, 61- § даги, 1,3,4-теорема
ларга биноан хосмас матрицалар купайтмаси хосмас матри
ца булади. Шунинг учун С матрица J\aM хосмас БУлади. 
73- § даги 3-теоремага асосан ягона \/ ЧИЗИI\ЛИ оператор 
мавжуд булиб, у (1) базис некторларини (4) векторларига 
акслантирадд: 

\/ё; = 'h (! = т,n). (5) 

(5)~нинг иккала томонига <р операторни татБИI\ зтамиз. На

тижада <р\/ ej = <р -1/ J\ОСИЛ булаДfl. 
Охирги тенгликларнинг унг ТОМОНflДаги <р 7; (! = Ifi) . 

ларни (3) билан алмаштирсак, <р\/ ё; =.~ b,i; келиб ЧИI\ЗДИ. 
L=l 

Агар Т;(! = [Гi) ларнинг урнига (4) ни I\уйсак, натижада 
I\УЙfIДагига зга буламиз: 

.] 

<р\/ е k = ~ bik\/ej ; (6) 
i=1 

\/ нинг I С\ детерминанти О дан фаРI\ЛИ булгани сабабли, 
~. га тескари ,,-1 оператор мавжуд булиб, уни (6) вектор га 
татб ИI\ зтаМflЗ: 

• n • 

,.-Iq>ё" = ,,-1 "5'. b'k \/ё. = ~ \/-1 b.k\/ е'= ~ b'k \/-1 \/е. = 
k 1'=1 t t i=1 l lJ i=l L L . . 

=.;s bikE ~ = ~ b jk ej , 
,=l [=1 

(7) 

n 

\/-I<p~ = ~ bik ё! (е-бирлик оператор). ,=1 
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Бир томоидан ,,-1 <Р" операторнинг (1) базисдаги матри
цаси С-l АС булиб (чунки "-1 ..... C-l, <р ...... А ва " ..... С), 
иккинчи томондан, (7) га муВОФИl\, бу операторнинг (1) ба
эисидаги матрицаси В булганлигисабабли 

В = C-IAC (8) 

булади. Бунда С ни (2) базисдан (1) базисга утиш матри
цаси деЙилади. 

т а ъ риф. (8) тенглик билан БОFланган А ва В матри
цалар УХluаш маmрuцалар деЙилади. 

Мисол. Уч улчовли арифметик V фазонинг 

~ = (1,0,0), ез = (0,1,0), ёз = (О, О, 1), 

7" = (1,1,1), f~ = (1,2,1), f~ = (2, -1,1) 
базисларини ва <р (а!, аз, аз) = (a1 , 2аз , 3аз) операторни ола" 
МИЗ. Бу операторнинг биринчи базисдаги матрицаси 

(
1 О О) 

А = О 2 О 
003 

бу либ, иккинчи базиснинг бирин чи базис ОРl\али ЧИЗИI\ЛИ 
ифодаси I\уйидагидан нборат: 

Демак, 

т;, =~ + е.+ез, 
{.=ё1 +2е.+е., 
1; = 2ё" - е. + е.. 

(
1 1 2) (-3 -1 5) 

С = 1 2 -1 ва С-l = 2 1-3 
11 1 1 0-1 

лардан иборат булгани учу и ер операторнинг I1ККИИЧИ базис
даги матрицаси 

булади. 

( 
10 8 11) 

В = C-IAC= - 5 -3 - 7 
',- 2 -2 - 1. 

76- §. }'ЗАРО ТЕС КАРИ ЧИЗИI<;ЛИ ОПЕРАТОРЛАР 

9' майдон устидаги V n фазо ва унинг 

e1, e~, , еn (1) 
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базиеи берилгаи булеин. q> чизи~ли операторни ва~унииг (1) 
базиедаги 

(

all al2 

А = а21 а22 

Qnl аn2 

a
1n

) а2n 

аnn 

матрицаеини оламиз. Бу матрицанинг 

all al2 a1n 

IA\= 
а21 а22 а 2n 

anl аП2 й пп 

детерминанти А га мое q> операторнинг J\aM детерминанти 
деЙилади. 

1- т а ъ риф. I А I детерминант нолдан фар~лн бу лганда 
q> чизи~ли оператор хоемае оператор. I А \ = о булса q> хое 
оператор деб аталади. 

2- т а ъ риф. q> чизи~ли оператор учу н шундай Ij> чизи~
ли оператор манжуд булиб. 

q>1j> = Ij;q> = 8 (2) 

тенглик бажарилса. Ij> ни q> га тескари оператор деЙилади. 

(2) тенгликдан ~уйидагини топамиз: х Е V n вектор учун 

(cplj» х = е х = Х. Энди Ij>x = у булса. у J\олда ((j)ф) х = 

=(j)(lj>x) = <р у = х БУлади. яъни <р опеl!..атор ~ ни х га 
акслантирса. тескари Ij> оператор. аксинча. х ни у га аие
лантиради. 

Теорема. ЧU3Ul\ЛU операторга тескари оператор А/ав
жуд бйлuшu уЧуlt уltиltг хосмас оператор булuшu зарур 
оа етарлu. 

И с б о т и. 3 а р у р л и г и. <р га тескаРII Ф оператор мавжуд 
БУлса. (j)1j>=e бажарилаДII. У J\олда ср .... А. 'р .... В. е .... Е 
ларга асосан. (p·~)=e=>A·B=E. Бунда А. В. Е лар I<Е1Д
рат маТРllцалар БУлади. МаТРllцалар купайтмаСНII!ШГ дrтер,ш
flанти бу маТРllцалзр детерминаНТJliIРИlШНГ l<упаЙТ,\lзсига 
.. енг булгаllИ учун I А I I в 1= \ Е 1 = 1 теНГЛИI<ДЗН \ 41 * * О. яъни (р ХОС,lЗс оператор эканлиги келиб ЧИI\ади. 

Е та р л и л и г и. (j) хосмас оператор. яъни I А 1* о булса. А 
,а тескари 
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~~ А •• 

\А\ \А\ 'А\ 
~~ А., 

А-' 11 А\ \ АI ,А\ 

А,. А,. А •• 
\АI 'АI 'А\ 

матрица мавжуд БУлади. 
Энди А-l матрица га мос 'ф чизи~ли операторни олсак, 

<рф -+ АА-l = Е га мувофи~ <рф = В, яъни <Р га тескари Ф 
оператор мавжудлиги маълум булади. 

<Р га тескари Ф оператор Ф = <р-l куринишда белгила
нади. <р оператор уз навбатида <р -1 га тескари, чунки 
<р-'<р ...... А-l А = Е мослик ер-l<р = В га олиб келади. 

А га тескари А -1 матрицанинг лгоналигидан ер га тес
кари <р-l оператор J\aM ягона деган хулосага келамиз. 

<р lJa "Г1 лар узаро тескари чиэи~ли операторлар дейи
лади. 

Н а т и ж а. Хосмас чизи~ли операторлар туплами опера
roрлар композицилси (купайтириш амали) га иисбатан груп
па ташкил l\илаДIl (исботланг). 

Хосмас чизи~ли операторлар туплами J\ОСИЛ l\илган груп
па одатда ОЦn) ор~али белгиланади. ОЦn) нинг ~исм груп
палари ~уйидаги турларга булинади: 

1) чекли ~исм группа лар; 
2) дискрет I\ИСМ группалар (элементлари сони сано~ли 

булган ~исм группалар). Бундай ~исм группага текислик
нинг координата боши атрофида kep (k Е z) бурчакларга бу
ришдан J\ОСИЛ булган группа мисол булади (бу ерда <р бур
чак n бурчак билан улчовдош булмаган бурчакдир); 

3) узлуксиз ~исм группалар (элементлари сони сано~ли 
туплам элементлари сонидан орти~ булган ~исм группалар). 
Уч улчовли фазони ~УЗFалмас y~ атрофида буришдан J\ОСИЛ 
l\илинган ~исм группа узлуксиз ~ИСМ группа БУлади. 

МИСОЛ. Уч улчовли арифметик VЗ фазонинг 

ё,.~= О,О,О), е, = (О, 1, О), ё; = (О, О, 1) 1(3) 

базиси ва 

<р(а 1 а., аз) = (а, + а2 , а2 + аз, аз + а,), 
ер(а,. а2• аз) = (О. й2' аз) 

операторлари берилган. <р хосмас оператор, чунки! 
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Демак, 

'I'е1 = (1, 0,1) = l·e1+ О.е. +J.ез, 
'I'ё. = (1, 1, О) = l,e1 + I.e;+ О· ез, 
'I'ёа=(О, 1, 1)=0.e1+I.e.+1 :ез · 

1

1 1 01 I А I = О 1 1 = 2, I А I =1= О. 
1 О 1 

Шундай ~илиб, '1' га тескари оператор мавжуд булгани 
J(олда унинг (3) базиедаги матрицаси .ушбудан иборат: 

Д-l=_ 1 1-1 1 ( 1 -1 1) 
2 _1 1 1. 

Лекин '" оператор хосдир, чунки УНlПlг матрицаси 

В= О 1 О (
00 О) 

О О 1 
булиб, бу хос матрицадир. 

Маш:~лар 

1. Чекли фазода ани~ланган чизи~ли оператор ранги шу 
оператор матрицасининг рангига тенг лигини иеботланг. 

2. ер е;, , еn система V
N 

нинг базиси булиб, V
N 
да 

'1' оператор ани~лаflган булеин. el , е2 , ek , е:, 
еn базисдан el , е2 , , еm, ~, , е. базисга утганда '1' 
оператор матрицаси ~андай узгаради? 

3. Элементар матрицаларнинг хос ёки хосмаслигини 
ани~ланг. 

4. <р чизи~ли оператор а1 = (2, 3, 5), а. = (О, 1,2), аз= 
= (1, О, О) векторларнн мое равишда ь-; = (1, 1, 1), Ь. = (1, 
1, -1), Ьз = (2, 1, 2) векторларга акслантирса, <р оператор
нннг аl' а2 , аз базис ни 61' Ь2 , Ь. баэисга уткаэувчи маl'
рицаеи топнлсин. 

5. <р чиэи~ли операторнинг 

е1 = (8, -6, 7), е;; = (-16, 7, -13), ё; = (9, - 3, 7) 
базиега ниебатан матрицаси 

( 
1 -18 15) 

-1 -22 15 
1 -2522 



(бунда Ео i-сатр ва j- устун элементи 1 дан, ~олган элемент
лари нол.1ардан иборат булган квадрат матрицадир). 

3. 3' майдон устидаги n улчовли V. фазонинг '1амма 
чизи~ли операторлари тупламнни Т билан белгилайлик: 

т = {<р, ,\>, , /L, 'У}. 

72· § дагн 1-натижага мувофи~ майдон устидаги исталган 

(

a ll al2 

а21 а22 
А= 

,аn1 аn2 

a
l
• ) azn 

а •• 

матрнца Т тупламга i\арашлн битта <р операторнинг 

el , е2 , е. (1) 
базисдаги матрицасидир. Х;ар бир чизи~ли операторга унинг 
(1) базисдаги матрицаси мое ~уйилса, яънн <р ...... Ава,\>-->-8 
булса, <р+'\> ...... А +8, <р·,\>-->-А·8 эканинибиламиз. V~E3' 
учун q> -+ А билан бирга ~<p ...... ~A '1ам бажарилади. Шу са
бабл!! 1· <р--+ 1 А дан, 1· А = А га асосан, 1· <р = <р келиб 
чи~адн. Чизи~ли операторларни ~ушиш ва а. Е 3' сонларни 
уларга купайтириш амалига нисбатан Т туплам 3' майдон 
устидаги чизи~ли фазони ташкил этади. 

Маълумки, Т нинг элементлари (оператор лар) учун ку
пайтириш амали ани~ланган па шу билан бирга чизи~ли 
алгебра нин г J\aMMa аксиомалари бажарилади. Демак, Т фазо 
3' майдон устидаги чизи~ли алгебра БУлади. 

4. Х;а~и~ий сонлар майдони устида ани~ланган кватер
нионлар алгебраси. R майдон устида ани~ланган V. ЧИЗИi<\

ли фазо базиси сифатида е, {, 7, k векторларни олиб, улар 
учун купайтириш ~оидасини ~уйидагича киритамиз: 

J = - 7 i = k, 7· k = - k . Т = '{, k· i = - i . k = ], 
/2 = f = k2 = -е. & = ~ ё· ~= 7 . ё =], i е= 

= е т = {, е k = k е = k. 
а, Ь, с, d Е R булганда а + ь i + с т + d k куринишдаги ифа
дани кватернион деб юритамиз. 

а=аё +bi+cT+dk ва ~=ale+blT+cJ+d;k 
кватернионлаРIlИ купайтириш учуtt ~уйидагн жадвалдан фой
даЛ<JНИШ Ma~caдгa мувофи~дир: 
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I ё I 7 I / I k 

ё I ё I i I 1 I k 

Т I т I -1 I k I -1 

Т I 7 I -k I -1 I 7 

k I k I т I -7 I -1 

I<:ватернионларни I\УШИШ эса мое координаталар бунича ба
жарилади. 

а = ае + bi + с 7 + dk Ба ct = ае - ьТ - с 7 - d k 
КБатернионлар уэаро I\ушма деб IOfJитилади. аа = а' + Ь' + 
+ с' + d' сон эса а кватернион нормаси деб J\исобланади. 
<V

4
, +, ,{w,- I л Е R}> алгебра КБатернионлар алгебраси 

деб аталади. Бу ерда w,-: а -+ ла. (лЕ R) моеликдир. 
I<:ватернионлар алгебраси коммутаТИБ булмаган алгебра

дир (текшириб курииг). 
2- т а ъ риф. If' майдон устидаги бир хил УЛЧОБЛИ V ва 

v"r'ЧИЗИl\ли алгебралар берилган булиб, J\ap бир х-Е V~ эле
мент битта 7 Е V' элементга (шу билан бирга V иинг J\aM
ма элементлари V' нинг J\aMMa элементларига) уэаро бир I\ИЙ
мат ли акслангани '10лда, I\уйидаги а к е и о м а л а р бажа
рилса, V ва V' лар изоморф ЧUЭU'lЛU алгебралар дейuладu: 

1. (x~"'X')!\(Y~"Y')*(x+y-+x'+y') (vx. уЕ 
Е V, 7, у' Е V'); 

2. Cx~.,.x')*(ax~.,.a7)(VxEV, Х'ЕУ', VaEIf'); 

3. (X~".2)!\ (y~",y,) * (х. У-+Х' .У') (Vx. уЕУ, 
х', у' Е У'). 

V Ба У' алгебранинг изоморфизми V ~ У' куринишда белги
ланади. 

Мисол. "'~MaHДOH устидаги n улчовли фаэонинг J\aMMa 
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УРШIЛИ. Фараз ~илаЙлик. (3) тенглик i = 1- 1 учун урин
Лli булеин. УНИIIГ i = 1 учун уринли Sl(анлигини курсатамиз. 
Х;а~ш\атаll. 

( 1т ) (1-1 т) 
~ctiXi'~P;Y; = ~ctiXi+ctIX/';~PiY; = 

(

1-1 m ) ( m ) 1_1 ( m 
= ~cti:;i' Ip;y; + ct1X1 •. Ip;y/ = I Ia; P/"Xi' 

,~I /~I J~I /=1 /=1 
m 1 m 

У;)) + а[ Ip; (х/. У;) = I IctiP/~;, у/). 
;=1 1=1;=1 

Демак. (3) тенг лик исталган чекли i ва j лар учун 
УРИIIЛИ экан. __ 

2- т·а ъ р 11 ф. V (а, а) ми~Дор а Е v векторнинг нормаси 
(уэунлuгu) дейилади на 1\ а 11 ор~али белгиланади. 

Таърифга кура \1 а 11 = V (а. а) БУлади. 
М и с о л. Агар n улчовли lJекторлариинг арифметик фа

зосида 

а =, а l еl + а2 ё;; + 
+ 

+ <eJj = pjel + Р2 ё;.+ 
+ рn е;, 

векторлаРIIИНГ скаляр купайтмаси (а, Ь) = а! 51 + а2 Р2 + 
+ + аn рn булса, У }\олда а веКТОРНИIIГ нормаси Ila 11 = 

= V а; + a~ + + a~ БУлади. 
Маълумки. VЗ фазода берилган ихтиёрий икки вектор 

орасидаги бурчак (2) формула ор~али ани~ланар эди. l\apa
лаётган V" фазо Енклид фазоси булганда }\ам }\ар бир n 
улчопли булган IIккита а на Ь вектор орасидаги бурчак ко
синуси учун }\ам (2) формула уринли эканлигини курсата

миз. Бунинг учун f1хтиёрий }\а~и~ий ct сон учун (аа
- Ь, аа - Ь) ;;;, о скаляр купайтмани ~араЙмиз. (3) форму
лага асосан охирги тенгсизликни 

а2(а. а).-2а(а. Ь) + (Ь. Ь);;;'О (4) 

ор~али ёза оламиз. 
(4) тенгсизликнннг чап томонидаги кnaдрат учад а нинг 

ихтиёрий ~ийматида манфий ~ийматни ~абул ~илмаЙди. Де-
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мак, бу квадрат уч,\ад дискримиианти (а, Ь)' -(а, а) (Ь, Ь) 
булган ифода мусбат була олмайди, яъни (а, Ь)''';;; (a~ а.)(ь,ь) 
БУлади. Охирги тенгсизликнинг иккала томонидаll Кllадрат 

илдиз чи~арсак, 

1 (й, Ь) 1 ,,;;; 11 аН • /1 Ь Ii (5) 

Б U (5) Ica. Ь)/ I Б U б б улади. тенгсизликка асосан 1\ а 11 . \1 ь 1/";;; ули у 

нисбат ~андайдир бурчакнинг косинусини ифодалаЙди. (5) 
тенгсизлик одатда Кошu-Буняковскuй mенгсuзлuгu деб юри
тилади. 

а ва ii lleкторлар коллинеар булгандагина (5) тенгсизлик 
тенгликка аЙлзнади. 

Ха~и~атан, агар 5 = ла ("'Е R) булса,1 (а:Ь) 1 = 1 (а, "'а)1 = 
1"'/ (а, а) =1"'llIaIl2 =1"'"lall lIаll6улади. 
r· Энди аксинча, l(a,b)I=lIall IIb\\ булеин. Унда (4) 
квадрат уч,\аднинг дискриминати нолга тенг БУлади. Шу
нинг учун У ,\а~и~ий илдизга эга бу либ, бу илдизлар бир 
хил булади. Бу илдизни 0:0 ор~али белгиласак. у ,\олда 

cx~ (а, а) -2а.о(а, li) +Нь, :Ь) =-la.oa;- b,~Cт.oa -li)l= 
= О*а.оа = ii 

келиб чи~ади. 
I<оши-Буияковский тенгеизлиги ёрдамида учбурчак тенг

еизлигини ,\осил ~ИЛIIШ мумкин. 

Дap,\a~~aT, агар учбурчакнинг иккита томонини а ва Ь 
еекторлардан иборат десак, у ,\олда унннг учинчи томони 

а + /i булади. У ,\олда I<оши-Буняковский тенгеllзлигидан 
фойдалансак, 

"а+ 11112 = (a+~a+b) = (а, а)+2(а, b)+(I1,~li) ~ 

,,;;; l/аllЧ 211iill· ~II + IIbIl2 ,= (Iall + iill )': 
1\ а + 7,\1' ;;;.\raIl 2-2I1аll·I\ыl + \\bIl 2 = (lIiill-11 511)2 
лардан МОС равишда 

Ilii+ bIl,,;;; I/all + 117,1/ 

Ба 11 а + БII ;;;.1I\ii 1\-11 ii 111 келиб чи~ади. 
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79-§. ЕВКЛИД ФАЗОЛАРИНИНГ ~ОРТОНОРМАЛЛАНГАН БАЗИСИ 

1- т а ъ риф. ЕВКЛJЩ фаЗОСJЩаги иормаси 1 га тенг бул
ган векторга нормалланган Бектор дейилади, 

Бу таърифга асосан "Ita Е v (а =F о) учун 

l:а 1/=1 (1) 

булса, а IIИ нормалланган вектор деб атаЙмиз. Демак, n 
улчовли векторларнинг арифметик фаЗОСJЩаги барча орт век
торлар нормалланган векторлардир. 

2- т а ъ риф. Евклид фазосининг J\ap бир вектори нор
малланган 

01' й2 ' , аn (2) 
ортогонал нектарлар системасига ортонормалланган вектор

лар системаси деЙилади. Агар (2) система базисни ташкил 
э,-са, унга Евклид фаэосининг орmoнормалланган баэиси 
деЙилади. 

J-mеорема_ Чекли gлчовли Евклид фаэосининг 'Jсmал-
ган 

- _о. 

QI t а2! .• аn 
-~ .,.--. ~(3) 

орmогонал баэисини доимо орmонормаллаш MYMKUН. 
И с б о т и. (3) системадаги J\ap бир векторни уз нормаси

га булиб, I\уйидаги системани J\ОСИЛ I\иламиз: 

йl 02 

I1 а;.I/' 11-;;' 11' 
аn 

, 1\ а;; ,,' (4) 

- ai 
уn фаза Евклид фазоси булганлиги учуи ei = /1 ai 11 ва 

а} 

е} = 11 Uj 11 веlПорлар учун 

(- -) { 1, агар i = i булса, 
ei , е, = О, агар i =F i булса, [(5) 

теигликлар бажарилади_ Демак, (4) система ортонормаллан
ган система экан. 

Наmижа. Агар 

tl' е., , еn (6) 

V n Евклид фазосининr ортонормалланган базиси булса, НС-
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талган а Е V. ва Ь Е V. векторлар учун (а. ь) = а, ~, + 
+ а2 ~2 + + 'Хn ~n' 11 al12 = а; + a~ + . + IX~ б~'лади· 

Х;а~и~атан. (6) ортонормаллангаи базис векторлар бул-
• n 

ганлигидан а = ! а; ё;. Ь = ! ~iёi векторлар учун (5) 
;=, 1=' 

n n 

тенг ликларга асосан (а. Ь) = ! а; ~; Ба IIa!l2 = ! а; бу-
i=1 i=1 

лади. 

2-mеоре.ма. Хар l\aHaau иккиmа n !Jлчовли Евклид фа
залари и30МОРФ булади (43-§ даги теоремага ухшаш hсбот
ланади). 

Мисоллар. 1. Ихтиёрий n улчовли Vn Евклид фазо-

СИНИIIГ ихтиёрий а ва iJ узаро ортогонал !3~кторлари учун 
/1 а + ь 112 = l\a112 + IIbIl2 тенглик уринли экаНЛИГИIIИ ис
ботланг. 

Исботи. Скаляр купайтма Ба вектор нормаси таърифига 

асосан Ila + ь 112 = (а + Ь. а + ь) УРИНЛИ. ЛеКИII ( а + ь. 
а + ь) = (а. Q)+2(a. Ь) + (ь. Ь) булиб. а Ба ь ларнинг 
ортогоналлигидан((а. Ь) =0 эканлигидан) Ila+ ь /1' = (й+ 
+ ь. а + ь) = (а. а) + (Б. Ь) = На 11' + Ilb 11' хулосага ке-
ламlIЗ. Охирги тенглик геометрия курсида одатда Пифагор 
теоремаси деб юритилади. 

2. У'заро ОРТОГОl1ал булган Ба чекли сондаги а,. а2 • ••. , 

а;, векторлар учун IIa1 + аа+ + ап 112 = 11 a,II' +lla.112 + 
+ .. + IГап 112 булади. 

Х;а~и~атан. 

1\ a1+а.+ +йn.~+a.+ +апll=(а1.й;)+ 
+ (а •• 12;) + + (ап • ал )+2 ((а" I-;;)+"(а,. й,)+ + 
+ (an_ l • ап )) = (al.ul ) + (а2 ·02 ) + + (il". ап ) = 

= 11 аl 11,+ 11 а2 11' + .. + 1 ОП 11' дир. 
МаШ~JIар 

1. Чекли у лчовли Евклид фаЗОСИIIИНГ ихтиёрий базисини 
ортонормал базис га айлантириш мумкинлигини иеботланг. 

2. e;.~. . е. векторлар системаеи~n улчопли Евклид 
фазосининг ортонормал базиеи булеин. а = al-el + а. е2+ 
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+ + аn ёn булганда ai =(а. ё;) эканлигини ис60тланг. 
3. ЕRКЛИД фазоеининг нолмае а ва ь векторлари учун 

шундай а сон топилсинки, а + а Ь пекторнинг узунлиги (нор
маси) энг кичик булсин ва бундай J\олда а вектор Ь га 
ортогонал эканлигини курсатинг . 

4. Евклид фазосининг а ва ь neкторларн учу н 1 (а, 6)1= 
= 1!Q]I·llbТl тенглик а ва ь лар ЧИЗИI\ЛИ БОFЛИI\ БУлгаНДЗГ!i· 
на уринли экаНЛИГIIНИ исбот ланг. 

во-§. ИНВДРИДНТ i\ИСМ ФДЗОЛДР. ЧИЗИi\ЛИ ОПЕРДТОРНИИГ 

ХОС i\ИЙМДТЛДРИ ВД ХОС ВЕКТОРЛДРИ. ХДРДКТЕРИСТИК 
К$'ЩДДЛДР 

Комплекс сонлар майдони устида I\урилган VN фазо ва 
q>:Vn-+Vn ЧИ,"ЩЛИ оператор берилган БУлсин. 

1-т а ъ риф. Агар V n фазонинг бирор q> ЧИЗИI\ЛИ опера
тори V" фазодаги W I\ИСМ фазонинг барча векторларини яна 
шу "НСМ фазо векторларига акслантирса, W I\ИСМ фазо q> 
операторга нис6атан инвариант 1fUCM фазо деЙилади. 

2- т а ъ риф. Ч;Х = А x(\t Х Е vn , х* о; ч 5') тенгликни 
I\аноатлантирувчи А сони q> операторнинг хос 1fиймати, 

х вектор эса А хое I\ийматга мое келувчи хос вектори, хое 
I\иймат эса характеристик СОН деЙилади. 

!jJ ЧИЗИI\ЛИ операторнинг хос векторлари I\уйидаги хос
саларга эга: 

1-х о с с а. Х;ар бир хос векторга ягона хое I\иймат мос 
келади. 

И с б о т И. Тескарисини фараз I\илайлик, яъии q> опера
торнинг битта хос векторига нккита J\ap хил А вз А, хос 
I\ийматлар мое келсин. Унда Юl\оридаги тенглама била н 

биргаликда <рх = А,Х тенгла~а J\aM уринли БУладн. Бу тенг
ламаларни J\адлаб айирсак, (А - А,)Х = о булиб, хое век
торнинг таърифига кура охирги тенг лик бажарилиши учуи 
А = А, булиши шарт. демак, фаразимиз НОТУFРИ экан. Бу 
хоссанинг тескариш туррн эмас. 

2-х о с с а. )(,ар бир хос I\ийматга мое келувчи хос век
торлар туплами (ноль вектор бидан биргаликда) q> оператор 
учу!! ИНlJaРпант I\ИСМ фазони ташкил этади. 

И с б о т и. Аввало х вектор А характеристик еонга мое 
кедувчи хое вектор булганда, яъни !jJX = АХ булганда, ие-
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талган а сон учун а х вектор '(ам л характеристик сонга 
мое келувчи хое вектор эканлигини курсатамиз. 

)\аl\Иl\атан, ер (а xj = аер х = а (л Х) = л(а xj булгани учун 
л характеристик сонга ах вектор мое I(елади. Энди Х, ва 
Х. векторлар ер операторнинг л характеристик сонига мое 
келувчи хое Flекторлар булганда ~ + х. ва х; - х:. '(ам хое 
векторлар эканлигини курсатамиз. q> Х, = л х" q> х. = л х. 
тенгламалар '(амда ер операторнинг ЧИЗИI\ЛИ оператор экан

лигига аеоеан 

ва 

ер (х, + xj = ер х, + ер Х. = л х, + л х;; = Л(х, + x~). 
ер(х, + х,) = л(Х, + Х.) 

<р(х, -х,) =ер(х, +(-1 )Х.) = q> Х, + (-I)q>x2 = <рХ,
- ер Х. = л х, - л Х. = л (х, - Х.), ер (х, - Х2) = л (х, - Х.) 

ларни ёза оламиз. Охирги иккита тенг лама Х, +;;;; ва х; -
-Х2 векторлар '(ам л хое I\ийматга мое келувчи хое век
торлар эканлигини куреатади. 

к.уЙидаги теоремада хое векторларнинг мавжудлиги ва 
уларнн иэлаш усули баён этилади. 

3-т е о р е.м а. Комплекс V n фазон.uн.г {ар бuр q> чu
эu"лu оnераmори камида бummа хос векторга эга. 

Исботн. VN фазонинг бирор ё" е2 , ,е. базиенда 
х = а,е, + а;е. + + аn еn векторни оламнз. Бу баэисга 
к)'ра 

булиб, 

булади. 

1 
ер ~ = а,,-е, + a2~e. + 
ер е. = a12e, + а .. е. + 

. . .. 
ер сп = а In ё, + а2n ~ + 

(
ан 

А = а., 

аnl 

а1• 

а22 

аn2 

+ аn ! еn , 

+ аn2 еn , 

+ аnn еn 

а!n) а2n 

аnn 

(1) 

Энди ер х p.eKТOpНlIНГ берилган баэисдаги координаталари
ин аНИi\лаЙмиэ. (1) га асосан: 
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q> х = а1 'Р"ё1 + а. q> е. + + а, q> еn = (ан а1 + ана. + 

+ +alnan)~+(a'lal+a •• cx.+ +О2nаn)е.+ 
+ + (anla1 + аn2а• + + аnn аn)еn . (2) 

х Е(К1СР !р сг.frатсрнинг >-СС ВЕКТОРИНИ 13СFирлаши учуи 

~q>х=лх (3) 

тенг лама нолмае ечимга эга булиши лазим. (3) 1енглама
нинг унг томонини I\уйидагича ёзамиз: 

лх=ле,.а,+ле2 а.+ +леnаn . (4) 
(3) тенглик бажарилиши учун (2) НИlIГ координаталари (4) 
нинг мое координаталарига 1еНГ булиши керак, яъни 

Бундан 
! 
а11 а, + а,.а2 + 
02\ а\ + 022 а. + 

a,,1 а\ + аn2а. + 

J 

(а" - л) а\ + О,. а. + 
а.\ а\ + (о •• - л) а. + 

l anl а1 + Оn2 а. + 

+ al n а, = ла1 , 

+ а2n а, = Ла., 

апп<хn = лап. 

+ alnan = о, 

+ а2nа, = о, 

+ (а", - Л)а. = О 

(5 

булиб, (5) система а" а., , а. номаълумларга ниеба
тан бир жинели ЧИЗИI\ЛИ тенг ламалар системасини билдира
ди. Система нолмае ечимларга эга булиши учун унинг де
терминан1Н нолга тенг булиши шарт, яъни 

/А-НI = 

аl\ - л а,. 

а2\ а •• -Л 

йпl йп2 

al n 

а2n 

аn.-Л 

=0. (6) 

Агар (6) детерминантни J(иеоблайдиган булсак, у л га 
нисбатан n-даражали кущадни ифодалаЙди. Бу кущад 
одатда Р (л) куринишда белгиланади ва q> операторнинг л. 
га мое келувчи характеристик КУПJ(ади деб юритилаДli. Бу 
ерда Р(л) = \А - л. ЕI = (- 1)" (лn - Р1 Л·- I + Р. лn-2 _ 
- Р. л"-3 + + (- 1)" Рn ) куринишда булиб, Р(Л) = О 
булгани учун 

л.n_р\Лn-I+Р.Лn-2_Р.л.n-з+. +(-I)"_Рn *0 (i) 
J(ОСИЛ булади. 
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(7) тенг лама л га нисбатан комплекс сонлар майдони 
устидаги n-даражали алгебраик тенг лама б5'ЛИб, у n та 
комплекс Л,. л2 • • лn илдизларга эга. Бу тасди~ ~ул
ланманинг иккинчи ~исмида исботланади. 

лi (i = Т;-n) ИЛДfIЗлар q> операторнинг характеристик 
сонлари б):лади. Шундан сунг >\ар бир лi ни (5) тенг лама
лар системасига ~УЙиб. бу системанинг узаро чизи~ли боF
ланмаган ечимларини танлаб оламиз. Танланган ечимлар хос 
~ийматларга мос келувчи хос векторлар БУлади. 

Агар А - лi Е матрицанинг рангини fi деб беJIГиласак. 
<р операТОРНIIНГ >\ар бири лi хо.; ~lIйматига мос ке"ув'Ш хос 
векторлари сони n - гi га тенг ЛИГИ бизга маълум (59-§ га 
~apaHГ). 

4- т е о р е.м й_ q> чизиl'jли операторнинг характерис

тик Kyn>;aall 6ашсга БОFлиl'j эмас. ЯЪНll q> чизиl'jЛU оп ера
mорНllнг !(ар хил 6азuсдагu xapaKmepllcmUK куn!(адлаРll 
тенг. 

И с б о т и. q> операторнинг 

e1, е2 , (8) 
ва 

'~. ;;. 7" (9) 

базислардаги матрицасl'НИ мос равишда А ва В деб белги
лайлик. Унда бу базисларга мос кеJlУВЧИ характеристик куп
J\адлар IA - л ЕI х;амда IB - л, Е/ лардан иборатдир. Энди 
IA - л Е/ = IB - л ЕI эканлигини к}·рсатамиз. 

Х;а~и~атан. В = C-I АС булгани туфайли (бу ерда С 
матрица (8) базисдан (9) базисга утиш матрицасидир) 

IB-лЕ\ = IcIAC-С-IСЛ,1 =ICIAC-c-1 Л,С/ = 

= Iс-11IАС-Л,СI = Icl\IA-лЕI/СI = 

= IA -лЕllсl\\СI = IА-ЛЕI·I = \А -ЛЕI. 
IВ-ЛЕ\ = IA -Н/. 

Теорема исбот БУлди. 

61- §. СОДДА СЛЕКТРЛИ ОПЕРАТОРЛАР 

1- т а ъ риф. V n фазонин г <р чизи~ли операторига ~араш
ли J\aMMa хое ~ийматлар туплами шу <р операторнинг спектри 
деЙилади. 
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2- т а ъ риф. V n фазонинг Ip ЧИЗИ~ЛИ операторига ~араш
ли :>iaMMa хос ~ийматлари :>iap хил булса, Ip еодда еnектрлu 
оператор деЙилади. 

J- meope.!oza. Ip ЧUЗUI\ЛU оnераторнинг л" л., ЛN 
еnектри !fap хuл /fuйматлардан тузилган булеа, уларга 

тегишлu ;;, Х;, Х;: хое векторлар еиетемаеи Уn 
фазонинг баэиеuнu ташкил этадu ва !р операторга мое А 
матрица диагонал шаклда ифодаланадu. 

И с б о т И. Х1 , Х; , , х;; векторлар системасининг чи-
зи~ли эркли булишини курсатамиз. 

n = 1 I\ийматда битта хос х;: =1= о- векторнинг ЧИЗИI\ЛИ 
эркли экаllЛИГИ бизга маълум. Шу сабабли!р нин г n - 1 
та хос векторини ЧИЗИI\ЛИ эркли система булади деб фараз 
I\илиб, УНИIIГ n та хос вектори :>iaM чизи~ли эркли система 
эканини исбот лаЙмиз. 

6унинг учун 

а1 Х, + а. Х;+ + ai Xi + + аn Х;; = о' ( 1) 

тенг лик а" а" a i , , аn коэффициентларнинг фа-

l\aT нолlo I\ийматларидагина бажарилишини курсатишимиз 
кифоя. (1) даги векторларга!р оператор"и татби~ этсак, 

!р ~ = лi ~ га биноан, 

а1 Л1 х;- + а,л, х, + + a i лi Xi + + а"Л" х;; = о- (2) 

:>iОСИЛ БУлади. (1) ни Лi га купайтириб, натижани (2) дан 

аЙирамиз. У :>iолда ai (л.; - Лi) = О га асосан n - 1 та 

X1• Х2 ' Xj_:. Xi+ l, , Х" нектор учун 

а, (Л 1 - Лi) Х;- + а. (л. - лi) х, + . + аn (лn - лi) х;; ="0 (3) 

бажарилади. ИНДУI<ТИВ фараз буйича!р нинг n - I та хос 
вектори ЧИЗИI\ЛИ эркли система булганидан (3) тенглик 
ai (л, - л;) = о шартдагина урин ли эканини топамиз. Теоре

манинг шартига кура л J * лi (i * j) дир. Унда охирги тенг
ликдаll а; = О келиб ЧИl\ади. демак, (1) дан aixi = О ни 

:>iОСИЛ I\иламиз. ~ * о- га асосан ai=O эканлигига ишонч ,\0-
(ИЛ ~.ИJ1амиз. Шундай I\илиб, (1) тенг ЛИК :>iaMMa коэффициент-

лар ноль бу лгандагина бажарилади. Бу эса !р нинг хос век
торлари ЧИЗИI\ЛИ эркли система ташкил I\ИЛИШИНИ билдиради. 
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Маълумки. n улчовли Vn фазонинг n та ЧИЗИI\ЛИ эркли 

Х]. Х.. • Х. векторлари базис ташкил этади. Шунингдек. 

<Рх.=л]Х;. <Рх.=Л2 Х2 •• , qJ Х: = Лn х: 
ларга асосан. а нинг шу базисдаги матрицаси I\уйидагидан 
иборатлиги келиб ЧИl\ади: 

(

1..10 
А = 0.1... 

О О :.) 
2- теорема. n· тартибли В квадрат матрица берил

ган. булиб.1 В - л ЕI характеристик кущадн.инг л]. 1..2' 
Лп илдизлари !fap хил булса. В матрщ/а 

А = (0],1..2 , О "л О О) 

,.о О Лп 

диагонал Аlатрицага ухшаш булади. 
И с б о т и Х;ар бир В квадрат матрицага V n фазонинг 

бирор е]. е.. . е;: базисга нисбатаll I\андайдир q> чизик;ли 
оператори мос келиши бизга маълум (72- § га "аранг). 

Маълумки. IB - л ЕI характеристик кущаднинг J\ap хил 
1..1' Л.. • Лп илдизлари q> операторнинг хос I\ийматлари
ни ташкил этади. Шу билан бирга. q> нинг бу ~xoe I\иймат

ларга тегишли х.. х.. . х,; хос векторлари. 1- теоремага 
асоеан. Vn нин г базисини ифодалайди ва шу базисда <р га 
мое матрица 

(

1..1 О 
А = 0_1..2 

О О , ~) 
дан иборат БУлади. Маълумки. <р нин г турли e1 • е... • e~ 
ва х.. Х;. • х;; базислардаги В ва А матрицалари ух
шашдир. 

1- н а т и ж а. Агар <р операторнинг бирор базисга кура 
тузилган матрицаси учбурчак шаклда булса. унда <р опера-
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торнинг хос ~ийматлари диагоналдаги элемеllтлар била н уст
ма- уст тушади. 

Х;а~и~атан. qJ оператор матрицаси чап диаГОllалининг унг 
ёки чап томони (ёки Jiap иккаласи) ноллардан иборат БУлса. 
IA - л ЕI = (а11 - л) (а .. - л) БУлади. Охирги купайтма 
нолга тенг булиши учун 1..1 = а11 • Л. = а.,. • Лn = аnn 
булиши керак. 

2- н а т и ж а. <р операторнинг барча хос ~ийматлари ЙИFИН
диси А матрица Дlfагонали элементлари ЙИFиндисига тенг 
бу.r.ади. Умуман IA - л EI = о тенг ламани 

(_J,)n + Рl(-л)n-I + +Pn_I(-Л)+Рn=О (3) 

куринишда ёэиш мумкин. 
Иккинчи ТОМОllдан. агар 1..1' л,. . л" лар <р опера-

торнинг '(ар хил хос ~ийматлари БУлса. А матрицани диаго
нал шаклга келтириш мумкин. Демак. 

(а11 - л1)(а'2 - л,) (aпn - Лn) = О (4) 

тенг лик УРIIНЛИ. (3) тенг лик ни 

(_л)n + (ан + а" + + аnn)(-л)n-I + 

+ (а11 ·а" + + а11 ·аnn + + аn_ 1 n_l·аn,,)(-Л)n-'+ 
+ (аl1а"азз + + аn_2 n_2аn_1 n-I аnn)( - л)n-3 + 

+ + а1lа" аnn = О (5) 

куринишда ёэа оламиэ. (3) Ба (5) тенгламалардаги (- л) 
нинг мое даражалари олдидаги коэффициентларнинг тенгли
гидан 

1..1 + 1..,+ + Лn = а11 + а" + +аnn (6) 

тенглик келиб чи~ади. 
з- теорема. А,ар 1..1' л,. . Лn лар <р оператор-

нинг хос I<;UЙАtamларu булеа. лr. Ч. . л~ лар <р' опера
торнинг хос I<;uйматларu бl}ладu. <р оnераторнинг {ар бuр 
хос вектори <р2 учу//. {ам хос векmoр бgладu. 

Исботи. АЙтаЙлик. л сон <р нин г хое ~иймати булеин. 
У '(олда 

<рх = лх 

БУлиБ. (7) тенг ликка биноан 

<pix = <р(лх) = л(<рх) = л . лх = л'Х. <р'х = л·х. 

(7) 
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Демак, л' сон ер' операторнинг х хос вакторга мое келув
чи хое I\иймати экан. 

Э с л а т м а л ар. 1. л ва fL сонлар мос равишда <р ва 1jJ 
операторларнинг хос I\ийматлари булса, л· fL сон J\ap доим 
J\aM ер 1jJ оператор учун хое I\иймат бу лавермаЙди. 

2. ,<ар I\андай оператор матрица сини J\aM диагонал мат
рица куринишига келтиравериш мумкин эмас. 

М и с о л л ар. 1. <р операторнин г ё;., е., е; баэисга нис
батан туэилган матрицаси 

( 
1 -1 О) 

А= -1 2-1 
0-1 1 

дан иборат булса, шу олераторнинг хос вектор ва хое I\ИЙ
матлари толилсин. 

Е ч и ш. АВfiало I\уйидаги характеристик тенг лама ни туэиб 
оламиэ: 

\
I-л -1 01 

JA-лЕ/= -1 2-л -1 =0-лЗ +4Л2 -Зл=О, 
О -II-л 

лЗ -4л'+ Зл = о. 
Бу тенгламанинг ечими Л1 = О, л. = 1, лз = З дан иборат. 

Энди Л1 га мое келувчи хое векторни а = (;:) куринишда 
I\идирамиз ва 

( 1 -1 О) (Х1) (О) (А - О· Е)а = - 1 _ 2 - 1 х. = О 
О 1 1, хз О 

матрицали тенгламани ечамиз. Бу тенгламаиинг ечими Х1 = 
= х. = хз = 1 даи иборат булгани учун Л1 = О хое I\ийма-

тига мое келувчи хос вектор (!) дан ибора т. 

( 
О - 1 О) (Уl) (О \ л. = 1 да эса (А - Е) У = - I I - 1 У. = О I 
О -1 О Уз 01 
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маТРИllали тенгламани ечиб, хос вектор у = (f:) = (_ f) 
эканини аНИl\лаЙмиз. 

Энди Аз = 3 хос I\ийматга мос келган хос векторни 

z = (::) десак, 

(-2 -1 -О) (Z1) О) 
(A-3E)z= -1 -1 -1 (Z2 =(0 

О -1 -2 ZЗ О 

матрицали тенгламани ечиб, учиичи хос вектор z = ( - ~ ) 
ни топамиз. ШУllдай I\илиб, узаро ЧИЗИI\ЛИ БОFланмаган 
Х, у, z хос векторларни '1осил I\ИЛДИК. У лар '1аI\ИI\ИЙ ва 
'1ар хил булганлигидан, lIIундай В = C-IAC матрица мав
жудки, бу матрица А га ухшаш ва диагонал куринишдаги 
матрица булади. 

Энди В матрицани топиш билан шyrулланамиз. Бунинг 

учун аввало е; = (1, о, О), е; = (О, 1, О), е; = (О, О, 1) ба
зис векторлардан 

х=о). y=(-f} z=(-o 
базис векторларга утиш матрицасини топамиз. 

Бу матрица 

(
1 1 1) 

С = 1 0-2 
1-1 1 

дан ибо]XIТ. 
Х;аl\Иl\атаи, 
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(
1 1 1) C-l=...!.. 1 0-2 

6 1 _1 1 

булганн учун 

(

2 2 2) ( 1 - 1 О) 1 1 1 B=i 3 0-3 -1 2-1 (1 0-2)= 
1 -2 1 0-1 1 1 -1 1 

(О О О) = О 1 О 
О О 3 , (О О О) В= О 1 О 

О О 3 

БУлади. 

2. 

( 
7 -12 6) 

А = 10 -19 10 
12 -24 13 

матрица диагонал шаклга келтирилсин. 

Е ч и ш. Аввало 

1

7-').. -12 6 I 
IА-ЛЕI= 10 -19-').. 10 =0 

12 -24 13-').. 

тенгламанинг илдизларини топаИлик. 
1- мисолдагидек Jlисоблашлардан сунг бу илдизлар ').., = 

= ')... = 1 ва ')... = - 1 эканлигига ишоич JlОСИЛ ~иламиз. 
1) ').., = ')... = 1 да 

( 
6 - 12 6 ) (х,) (О ) (А-Е)х= 10 -20 10 Х. = О 

12 -24 12 Хз О 

ма1J)ицали тенгламани тузамиз. Ву тенгламадан 

'212 

{Х' - 2 х. + х. = О, 
Х, - 2 х. + хз = О, 
х, -2х. + Ха = О 



J\ОСИ.l I,илиниб, бундан х 1 - 2 х, + х. = О Tellf ламага зга 

буламиз. Бу тенгламадан (~) l1a (- ~) векторларни J\o

сил ~илиб, улар узаро чизи~ли ЗРКЛII булгани учун уларни 
хос векторлар деб оламиз. 

2) Аз = - 1 характеристик еонга мое келувчи хос веl<ТОр
ни топамиз. 

га асосан 

(А + Е)у = 10 -18 10 У2 = О ( 
8 - 12 б ) (Yl) (О) 

12 -24 14 Уз О 

{
4 Уl - б У, + 3 Уз = О, 
5 Уl -- 9 У. + 5 Уз = О, 
б Уl - 12 У, + 7 Уз = О 

еиетемани J\ОСИЛ ~иламиз. Бу сиетеманинг ечими (~) дан 
иборат. Шундай ~илиб, берилг~н матрица 

(
1 О О) 
О 1 О 
О 0-1 

КУРШlИшдаги диаГОllал матрицага келтирилади. 
Бу тасди~ни б~восита и(ботлаш учун В = C-IAC матри

цани ~араiIМИЗ. 

(2 -1 3) 
С = 1 О 5 булгани учун 

О 1 б 

В = C-1AC = б -12 7 10 -19 10 1 05 = ( 
5 - 9 5) ( 2 - 12 б ) (2 -1 3) 

-1 2 -1 12 -24 13 О 1 б 

(
1 О О) (1 О О) = О 1 О В= О 1 О 
00-1 00-1 

6Улади. 

Маw~лар 

1. Бирор базиеда ~уйидаги матрицаларга зга бул
ган чизи~ли операторнинг хое вектор ва хое ~ийматла
рин и топинг: 
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(
- 1 3 - 1) (2 - 1 2) (-1 4 -2) 

а) -3 5 -1 ; б) 5 -3 3; в) 4 -1 2 
. -3 3 1 -1 О -2 -2 2 2 
2. I\уйидаги матрицаларнинг рационал, '1аI\ИI\ИЙ ва 

комплекс сонлар майдонида бирор диаГОflал матрицага 
ухшаш булиши ёки ухшаш булмаСЛИГИНII аНИl\ланг: 

а) (8 15 -36) б) ( 4 7 -5) 
8 21 - 46 ; - 4 5 О; 
5 12 -27 1 9 -4 

г) (4 2 - 5) 
64-9 
53-7 

в) (5 2 -3) 
45 -4 ; 
64-4 

3. Агар ~ на ~ операторлар бир хил хос векторлар
га зга булса, уларнинг матрицалари кS·паЙтириш ама
JlИга кура коммутатин эканлигини курсатинг. 



VII Б О Б 

IJИЗИI<;ЛИ ТЕНГСИЗЛИКЛАР СИСТЕМАЛАРИ 

82- §. х.АМЖОИЛИ ВА х.АМЖОIIЛИ БУЛМАГАН ЧИЗИ~ЛИ 
ТЕНГСИЗЛИI(ЛАР СИСТЕМАЛАРИ 

Мактаб математика курсида учрайдиган баъзи бир 
тенгсизликларни ечиш масаласи купинча ЧНЗИI\ЛИ тенг
сизликлар системасини ечишга келтири.~ади. Бунда н 
танщари J\ОЗИрГН кунда энг МуJ\ИМ аJ\амнятга эга бул
ган Иl\тисодиёт масалаларинн J\ал этиш учу н J\aM "ан
дайдир ЧИЗИI\ЛИ тенгсизликлар системаСIIНИ ечишга Tyr
[JИ келади. Шунинг учун энди биз шу мавзунинг бош-

'лаНFИЧ тушунчаларини баён этишга утамиз. R J\аI\ИI\ИЙ 
сонлар майдони устидаги n та номаълумли ЧИЗИI\ЛИ 
тенгсизлик деб ушбу 

а.х. + а,Х, + + аnхn + Ь;;;. О ( 1) 

куринишдаги ифодани атаЙмиз. 

(l)да Х., Х" хn-номаълумлар ва й;, ЬЕЛ 

(i = Т:n) зса коэффициентлар деЙилади. 
Ь = О I\ийматда (1) тенгсизликня бир жинсли, b=l= О I\ий

матда (1) тенгсизликни бир жинсли булмаган тенгсизлик 
деЙилади. 

ЭНД" , R J\аI\ИI\ИЙ сонлар майдони устидаги n та номаъ
лумли т та 

I
Ql1X. + а.,Х, + 
а,.х. + а"Х, + 

tQm1X• + йm2Х' + 

+ QlnXn + Ь. ;;;. О, 
+ й2nХn + Ь, ;;;. О, 

+ аmnХn + Ьт ;;;. О 
(2) 

ЧИЗИI\ЛИ тенгсизликлар системасига мурожаат I\иламиз, бу 
ерда й;/, Ь; Е R (i = гm; j = Т,1l) ва системани ташкил 
этувчи тенгсизликларнинг сони т учун т < n, т = n, т > n 
лардан бири булиши мумкин. 

(2) системанинг J\aMMa тенгсизликларини I\аноатлантирув-

чи Х. = а., Х, = а" , Хn = аn J\аI\ИI\ИЙ соилар бу систе-

манинг битта (а., а" , аn) ечимини ташкил этади. Ма-
салан, J\аI\ИI\ИЙ сонлар майдони устидаги 
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{
2Х, -3х, + Хз - Х.;;;. О, 
Х, + 3Х.-Х. - 3х.;;;. О, 
х,-х,+2хз -12х.;;;.0 

система учун (4, 2, 5, 1) ечим булиб хизмат I\илади, чункн 

{
2.4 - 3·2 + 1 ·5- 1 > О, 

4 + 3·2 - 5 - 3> О, 
4-2+2·5-12;;;'0. 

1- т а ъ р н ф. (2) системани ташкил этувчи тенгсиз
.IIикларнинг J\аммаси бир жинсли булса, система J\aM 
Сир жинсли деЙилади. (2) даги тенгсизликларнинг ка
мида биттаси бир жинсли булмаса, у J\олда (2) система 
оир жинсли булмагаll система деб аталади. 

2- т а ъ риф. Камида битта ечимга эга булган (2) 
система >;а,ижойли система, битта J\aM ечимга эга 
булмаган (2) система >;амжойли булмагаll система де
Йилади. 

3- т а ъ риф. (1) тенгсизлнк битта J\aM ечимга эга 
булмаса, у эиддиятли теllгсиэлик дсб аталади. 

Зиддиятли тенгсизлик 

О·х, + О·х,+ + О.Хп + ь ;;;. О (Ь < О) (3) 

куринишда 6Улади. 
4-таъриф. (2) системанинг и(тащан «(1." (1." ,(1.п) 

ечими 

а,Х, + а,х. + + апхп + ь :;;;. О (4) 

-rенгсизлик учун J\aM ечим булса, у J\олда (4) га (2) нин г 
Ilатuжаси деЙилади. 

(2) системанинг биринчи тенгсизлигини k, > О сонга, 
иккинчисини k. > О сонга, , т-сини km > О сонга купай-
-rириб, уларни J\адма- J\ад I\Ушамиз. У J\олда 

т т 

~ kaflx, + ~ kfj2x, + 
/=1 1 1=1 

т 

+ ~ k/bJ ;;" О 
/=1 

-reнгсизлик J\ОСИЛ 6улади. 

т 

+ ~ k/a/nxn + 
}=I 

(5) 

(5) тенгсизлик (2) системанинг ЧИЗИI\ЛИ комбинациясl' 
деЙилади. 

(5) тенгсизлик (2) системанинг натижаси булади, чунки 
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(2) нин г IIсталгаlI( а" а" 
тиради: 

, аn) еЧИ~1II (5) ни ~aHoaT лан-

т т m т 

2:: kpi\ а, + 2:: kJai,a, + + 2:: k/aJn а, + ~ k,b/ = 
,~\ /~\ J~\ /~\ 

= k, (' ~ a\iai + ь,) + k. (~a2iai + ь.) + 
1=\ 1=1 

+km(~\a71iai+bm) ;;;'k,·O+k. 0+ +km·O=O. 

Агар берилган тенгсизликлар системаси J\амжойли 
булмаса, бу система, устида бажарилган элементар ал
маштиришлар натижасида эиддиятли тенгсиэлик J\ОСИЛ 

булади 
Масалан, 

{ 
Х, + 2 Х. + 3 Хз - 2 ;;;. О, 

- 2 Х, + Х2 + 2 Хз + 2 ;;;. О, 
4х,-7х2 -12хз -5;;;. О 

система тенгсизликларини мое равишда, 2, 3, I сонларга 
купайтириб, J\адма- J\ад ~ушсак, эиддиятли О· Х, + О· Х. + 
+ о 'Хз - 3> О тенгсизлик J\ОСИЛ булади. 

5- таъриф. Бир хил Х]' Х2 ' , Х, номаълумли иккита 'IaM-
жсйли теllгсизликлар системасидан бирининг исталган ечими 
ИККИlIЧИСИ учун 'IaM ечим булса, ёки иккала система J\aM 
"амжойсиз система булса, улар тенг кучли системалар дейи
лади. 

a21x, ~ а .. Х2 + + а2nхn + Ь. ;;;. О, (5) \
аllХ, + a12x2 + + a1nxn + ь, ;;;. О 

am1x, + ат2Х2 + + аmnх, + ьт ;;;. О 
чиэи~ли тенгсизликлар системаси берилган булеин. 

т а ъ риф. ЧИЭИI\ЛИ тенгсизликлар системасидан 
номаълумлар сонини биттага камайтириб тузилган яиги 
снетемани берилган системага йулдош система дейи
лади. 

(5) системанинг ихтиёрий битта тенгсизлигини тек
ширамиз: 

аilх, + ai2x2 + + ainxn + bi ;;;. О (6) 

Агар (6) да ain = О б5' лса, бу тенгсизликни узгаришсиэ ~ол-
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дирамиз. Агар а;n < О бул~а, у J(олда а;n Хn J(адни YlIf то

монга утказамиз яа тенгсизликнинг иккала томониии мусбат 
сонга буламиз. Натижада 

bilX1 + ь;,х, + + bn_1xn_ 1 + ь; ;;;, Хn 
теигснзликка зга буламиз. Агар (6) да ain > Обулса, а;n Хn 
дан бош~а барча ~ушилувчнларни тенгсизликнинг унг 
томонига утказамиз ва иккала томонини ain СОllга БУламнз. 

Натижада 

Хn ;;;, C1Xl + С,Х, + -1- Cn_ 1 Xn_ 1 -1- С; 

тенгсизлик J(ОСИЛ буладн. 
Демак, берилган снстемаиинг J(ap бир тенгсиэлигини 

мусбат сонга купайтириб, тегишли алмаштиришлардан 
кейин берилган системага тенг кучли ~уйидаги систе
мани J\ОСИЛ ~иламиз: 

( Р1 ;;;, Хn ' I Хn ;;;, Ql' 

j :' ;;;, Хn ' Хn ;;;, Q" 

l Р р ;;;, Хn ; [ Хn ;;" Qq 

(Т) да Рl' Р" , Рр' Ql' 

R1 ;;;,0, 
R,;;;, О, 

R,;;;,O. 

Qq' R1 , ,R, лар 

dil x1 + di,x, + + d in _ 1 x n_ l+ d;;;, О 

куринишдаги ифода.1ардир. 

(Т) 

Агар (S) системада (6) куринишдаги тенгсиз.1ИК булма
са, у J(олда (Т) системада биринчи блок БУлмаЙди. Шунинг
дек, агар (S) да ain > О куринишдаги тенгсизлик булмаса, 

у J(олда (Т) системада иккинчи блок БУлмаЙди. Агар (S) 
системада ain = О куринишдаги тенгсизлик булмаса (Т) сис

тема да учинчи блок БУлмаЙди. 
(Т) система билан бир вa~Tдa (n - 1) та Xl, Х" ,Xn_ 1 

Н омаълумли ~уйидаги теНГСlIзликлар системасини текшира
миз: 

{ Pa.;;;'Q~, (S') 
Ry ;;;' О, 

буида а = 1, р; ~= Iq;- у = тг БУлади. (S') система да 
(pq + г) та тенгсизликлар мавжуд. (S') система (S) га НlIC
батаll йулдош система БУЛllБ, у (Т) системага тенг кучли 
система 5у лади. А гар (Т) системада биринчи ва учинчи блок-
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лар ёки иккинчи ва учинчи блоклар булмаса, у Jlолда йул
дош система J\ОСИЛ БУлмаЙди. 

эндll берилган ва йулдош системалар ечимлари орасида
ги БОFланишни кураЙлИ/(. 

Теорема_ Агар (S) сиСтЕманинг иxmuёpий ечuмuдан 
х n номаълумнuнг I\UUMamuHu чиl\арсак, У >;олда (S') йул
дош сисmеманинг бuрор ечuми >;осuл буладu, аксuнча (S') 
йgлдош сuсmе,иаuuнг иxmuёpuй ечuмu учун хп номаълум

нинг шундай l\uaMamUHu mоnuш мумкинки, уни (S') нинг 
ечuмига кирumuлса, берuлган (S) сисmеманинг ечu,\/u >;0-
сил буладu. 

Исботи. (S) системанииг ечими (a l , а" , апJ те-
рим бужа, у (Т) система ни 'IaM I\аноатлантиради. Демак, у 
терим (S') системаиинг барча теНГСИЗЛlIкларини J\aM l\aHoaT
лаитираJ\И. Теореманииг иккинчи I\ИСМИНИ исботлаЙмиз. (S') 
системада Р а. ;;;. Q ~ теНГСИЗЛИI( бажарилсин. Х1 = Х?, Х2 = 
= x~, , Хп_ 1 = X~_I сонлар (S') системанинг бliРОР ечи-
ми БУЛСИII. Буечимнн Рр , Рр ' Qp , Qq' Rp . , R, 
ифодаларга I\уйсак, P~, , P~, Q~, ,Q~, R1, ,Ю, 

сонлар J\ОСИЛ БУлаJ\И. Бу сонлар учун P~;;;. Q~ (а = I;P; ~= 
= r:q), RZ;;;, О (у = I:"Г) теНГСИЗ,1иклар бажарилади. Их
тиёрий Q~ (j = т;-qj сон ихтиёрий P~ (i = Т:-Р) санда н катта 
эмас. Шунинг учу" шундаii x~ сон топиладики, у P~;;;. X~ ;;;. Q? 
тенгсИJЛИКНИ I\аноатлантиради. Демак, x~, , X~_p X~ сон
лар (Т) системаllИНГ ечимн булади. Шунинг учун бу сонлар 
системаси (S) системаНИ1IГ ",ам ечими БУлади. Энди йулдош 
(S') система фаl\ат Rj ;;;. О тенгсизликлардан иборат булсин, яъни 
(S') системада биринчи, иккинчи блоклар БУлмасин. (Т) сис
темада биринчи блок бу лмасин. У 'Iолда X~ сонни X~ ;;;. Q7 
тенгсизлнклар"и l\aHoaT лантирадиган шартга асосан 1анлаб 

оламиз. Агар (Т) сист~мада иккинчи блок булмаса, P~;;;. X~ 

тенгсизликларни l\аиоатлаllТирадиган X~ сонни танлаб оламиз. 
Агар (Т) системада биринчи Ба иккинчи блоклар маБЖУД 
булмаса, у J\олда X~ )'рнига ИХ1"иёрий сонни танлаб оламиз. 

1- н а т и ж а. ЧИЗИ,\ЛИ тенгсизликлар системаси (S) нинг 
J\амжойлн булиши учун унга йулдош (S') системанинг J\aM
жойли булиши зарур БЗ етарли. 

2- н а т и ж а. Берилган (S) систеМЗIlИНГ барча ечимлари 
(8') йулдош системаllИНГ J\ap l\андай x~, xg, , X~_I ечи-
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мига ~ ;;. Q~ Ба x~..:; Р? тенгсизликларни I\аноатлантиради
ган ихтиёрий X~ сонни бирлаштиришдаи )(ОСИЛ булади. 

Энди номаълумлар сонини кетма-кет камайтириш йули 
билан (S) системани ечиш УСУЛИIIИ кУраЙлик. 

х., х. Х" номаълумлн ЧИЗИI\ЛI! тенгсизликларнинг 

ихтиёрий (S) системаси учун (S') йулдоUJ системани туздик. 
(S') системада х., Х" Х"_I лар номаълумлар БУлади. 
S') система учун Х., Х2 ' Х"_2 номаълумлари булган 
(S") йулдош системаНII тузамиз. Шу жараённи давом этти
риб, бир печа I\адамдаи кейин битта х, номаълумга эга бул

ган (S"_I) система га келамнз. 2- натижага асосан (S) систе
TtMa )(амжойли булиши учун (S,,-I ) система )(амжойли бу
лиши эарур ва етарли. Бир номаълумли система учун унинг 
)(амжойли ёки )(амжойсиз эмаслигини к5'рсатиш I,ийин эмас. 
Шундай I\илиб, (S) системанинг )(амжойли ёки )(амжойли 
эмаслигини )(исоблаш усулини топдик. (S) система У,амжой
ли булсин, у )(олда унию' барча ечимлаРИIIИ топиш учун 

(S'), (S"), , (S"-I) системаларни тузнш керак. 
т а ъриф. (S) системада биринчи k та номаълумнинг 

Х 7, x~, , x~ I\ий~:ат лари берилган ва уни (S) система-
НИН Г fирор еЧl;мигача ТУ'лдириш мумкин бужа, яъни 

X~+I' ~+" , X~ 7 ) 

сонда р мавжуд булиб, Х?, xg, xg, xg+ i' х?, систе-

ма (S) системаиинг ечими булса, у )(олда (7) СИСТЕ'мага !)а
бул !)UЛUШU мумкин. бgлган. !)uймаmлар деllИлади. 

(S'), (S"), (S''') Da )(. к. ,системалар т)'зилган бужа, I\Y
йидаги имкониятларга эга буламиз: 

1) х, номаълумнинг барча I\абул I\иладигаll I\ийматлари
ни (S"-I) дан топиш; 

2) х7 I\иймат учун унинг билан биргаликда х, номаълум
нинг I\ийматларини (s"-')дан топиш; 

3) х7, ~ сонлар билан биргаликда хз номаълумнинг бар-
ча I\ийматларини (S"-Э) дан топиш Ба >iоказо. 
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Мисол_ Ушбу система ни ечинг: 

{ 

х - у + 3 ;;. О, 
7х+ y-II ;;.0, 
3х+ 5у+ 9 ;;.0. 

Е ч и ш. у га нисбатан берилган системани ечамиз: 



х+з ~y, 
у~-7х+II, 

з 9 
Y~-5X-5' 

Бу системага йуддош система тузамиэ. У СИСlема I\УЙИ
дагича будади: 

{
Х+З~-7Х+ 11, 

х+ з:;;" _2.x_~· 
~ 5 5' 

{ 

8х;;;;. 8, 
в 24 
5X~-5; 

,X~ 1, X~ 1. 
!х~-з; 

х = 1 бушанда охирги тенгсизлик бажариmди. Бу I\ИЙ-
матни беришан система га I\УЯМИЗ. У J\одда 

]

4 ~y, 
y~4 

12 
Y~-5 

дан у = 4 J\ОСИЛ б}·лади. 
Демак, системанинг битта ечими х = 1, У = 4 БУдади. 

Энди эиддиятли тенгсиэлик тушунчасини кУраЙлик. 

а,Х, + й2Х2 + + аnхn + а ~ О (8) 

теllГСНJДИКНИ текширамиэ. 

(8) даги номаълумлар ОЛДНдаги коэффициентдардан ка
мида биттаси ноддав фаРI\ЛИ булса, (8) тенгсизлик камида 
битта ечимга эга булади. Масалан, а, * О бужа, у J\олда 
Х2 = Х. = = Хn = О I\ийматлар б~риб, а,х, + а ~ О тенг
сиэлик ечимга эга. (8) да 1l0маълумлар олдидаги барча ко
эффициентлар ноша теиг б5·жин. У J\олда (8) тенгсизлик 

o·~+o·~+ +O·~+a~O 00 
куринишда БУлади. 

Агар а сон манфиймас булса, номаълумлар I\иймат
ларининг ихтиёрий тупдами (9) тенгсизликни l\aHoaT
лантиради. 

Агар а сон манфий бужа, (9) тенгсизлик ечимга 
эга эмас. а сон манфий булса, (9) тенгсиэликка эид
диятли тенгсизлик деЙилади. 
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Юl\оридагилардан I\уйидаги хулоеа келиб ЧНl\ади: 
(8) тенгеизлик ечимга зга булмаелиги учун, унинг зид
диятли булишн зарур ва етарли_ 

Сиетеманинг хамжойеизлик аломатини курайлик_ 

j
L\ ;;;, о, 
L,;;;' о, 

Lт ;;;, О 

(S,) 

тенгеИJлиилар системаеини теиширамиз. Бу ерда aJx, + а,х,+ 
+ + аn хn + а иуринишдаги ифодаларни L" L" ,Lm 
била н белгиладии. (S,) lиетrмадаги биринчи тенгеизлиини 
манфиймае k\ (онга, иииинчиеИIfИ манфиймас k, еонга ва 1\0-
казо т- тенгеизлиини манфиймае km соига иупайтириб, ие

йин бат,ча тенгеизлииларни хадлаб I\ушиб, I\уйидаги тенгеиз
лиииа эга бу ламиз: 

k,L, + k,L. + + kmLm ;;;, о. 

Бу тенгсизлиини (S,) тенгеИЗЛИК,1аРНИНГ ЧИЗИI\ЛИ комбинация
си деЙилади. Масалан, 

{ 
Зх - 4у + 5 ;;;, о, 

-2х+5у-7 ;;;,0 

тенгеизлиилар системаеи берилган булса, мумиин булга н иом
бинациялардан биттаси 2 (Зх-4у + 5) + 3 (-2х + 5у - 7);;;,0 
ёии 7 у - 11 ;;;, О тенгеизлик булади. Тенгсизлииларнинг чи
ЭИI\ЛИ комбинацияси таърифидан I\уйидаги жумлалар иелиб 
ЧИl\ади: 

1. (5) системанинг ихтиёрий ечими (5) нинг тенг
сизлиилари ЧИЭИI\ЛИ иомбинацияси булга н ихтиёрий 
тенгсиэлиини хам I\аноатлантиради. 

2_ (5) системанииг тенгсиэлииларидан бир нечта 
ЧИЗИI\ЛИ иомбииацияни туэсаи ва бу ИОМбинациялардан 
яна ЧИЭИI\ЛИ иомбинация тузсаи, у халда хосил булган 
тенгсизлии яна (5) даги тенгсизлииларнинг ЧИЗИI\ЛИ 
иомбинацияси БУлади. 

Агар (5) тенгсизлииларнинг айрим ЧИЗИI\ЛИ иомби
нацияси эиддиятли тенгсизлии булса, у холда система 
хамжойли булмаган система булади_ Бу жумлага тес
иари жумла хам рост булади. 

Теорема. ЧUЗUIf:ЛU тен.гсuзлuклар системаси >tамжой
сuз бfJлuшu учун. бу тен.гсuзлuкларн.uн.г бuрор ЧUЗUIf:ЛU 

282 



каJtбинацияси зиддиятли тенгсизлик б[jлuши зарур ва 
етарли. 

И с б о т и. Тенгсизликларнннг '1амжойсиз система
сидан '1амма BaI\T знддиятли тенгсизлик тузиш мум

кин эканини курсатамиз. Бунинг учун I\уйидаги лемма
ни исботлаЙмиз. 

Лемма. й [jлдаш системанинг !fap бuр тенгсизлиги 
берилган тенгсизлuклар сцстемасининг чtlзu~лu камби
нацияси б[jладu. 

Х;аI\ИI\атан, йулдош система (5') I\уйидаги теIfГСИЗ
ликлардан тузилган: 

Ра ;;' Qp (а = I;"P; ~ = Т,q) (10) 

Р.а 

Rv ;;. О (у = J;Г). (11) 

(I О) тенгсизлик Р а ;;. Х" ва х" ;;. Qp тенгсизликларни I\УШИШ 
натижасида '10СИЛ булади. У тенгсизликларнинг '1ар бири бе
рилган (5) системадаги айрим тенгсизликларнинг иккала то
монини мусбат сонга купайтиришдан '10СИЛ булган. Демак, 
(I О) тенгсизлик, берилган (5) системанинг иккита тенгсиз
ЛНГИНИIfГ комбинацияси БУлади. (11) даги тенгсизликларнинг 
'1ар бири (5) тенгсизликлар системасининг биттасидан иборат . 

Пlу билан лемма исботланди. 
Берилган теореманинг ТУFрИЛИГИНИ битта номаълумли сис

тема учун исбот I\ИЛИШ етарли 
Х;аI\ИI\атан, (5) система n та иомаълумли, ЗИДДИRТЛИ чи

ЗИI\ЛИ тенгсизликлар СlIстемаси БУлсин. (5) учун (5'), (5") 
ва ,\оказо (5"-1) йулдош системаларни тузамиз. Натижада, 
(5), (5'), (5") , (5"-1) системалар кетма-кетлигига эга бу
ламиз. Бу ерда (5"-1) х, номаълумли система булади. 

ЧИЗИI\ЛИ теНГСИЗJlиклар системасининг '1амжойли булиши 
УЧУII унга йулдош система '1амжойли булиши зарур вз етар
ли, деган жумлага кура (5) система '1амжойсиз булса, у 

'10лда (5"-1) система 'IaM '1амжойсиз система БУлади. Агар 
теореманинг ТУFРИЛИГИНИ бир номаЪЛУМЛf1 система учун урин

ЛИ деб фараз I\илсак, Уl1дан (5"-1) тенгсизликлар системаси
нинг бирор ЧИЗИI\ЛИ комбинацияси ЗИддиятли тенгсизлик бу
лиши келиб ЧИI\ади. Лекин ЮI\оридаги леммага асосан (5"-1) 
системанинг '1ар бир тенгсизлиги берилган (5) система тенг
сизликларининг комбинацияси БУлади. Демак, (5) система 
тенгсизликларининг айрим комбинацияси ЗИддият ли БУлади. 
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Энд И теореманинг тУrри.nигини I\уйидаги бир номаълум
ли теиг СИЭЛНКJJар системаси учун теКШИРJМИЭ: 

а1х+ Ь1 ;;. О, 

а,Х + Ь, ;;. О, 
(12) 

атх+ Ьт;;'О. 

(12) J\амжойлимас ТЕ'ИГСИЗJJиклар систtcмаси БУлсин. Бу сис
темада О·х + ь ;;. О (бунда Ь - манфий сон) куринишдаги 
теНГСИЗJJИК I\атнашмайди деб фараз I\иламиз. Х нинг олди
даги барча коэффициентларни нолдан фаРI\ЛИ дейиш мум-
кин. ар а2 , , ап сонлар орасида мусбатлари J\aM, ман-

фийлари J\aM мавжуд. Х;аI\Иl\атан, агар а1 , а2 , , ап лар
нинг барчаси бир хил ишорали булса, масалан, мусбат ишо
рали бужа, (12) тенгсизликлар системаси 

(X~-~; 
аl 

X~_..!!:!., 
а, 

X~-~ 
\ ат 

куринишга ке.r.иб, система J\амжойли булар эди. Айтайлик, 
(12) да k та а1 а2 , ak сон муссат, I\олган (т - k) та 

сон манфий бу лсин. У J\олда (12) система 

X~-~, 
а1 

x";;3:_l2, 
а, 

Ix;;.-~, ak 

система га теиг кучли булади. 

Х.;;; _ ЬН1 
ak+l 

Х.;;; _ bk+ 
ak+2 

Х.;;;_Ьm 
ат 

(13) 

Ь1 Ь, bk 
Агар (13) да--,--,. ,-- сонларнинг энг кат-

а! а2 ak 
bk+1 Ь 

таСИllИ а.; - --, ,_..!!!. сонларнинг ЭllГ кичигини ~ де-
"k+l ат 

сак, (13) система ечимлар туплами [a.;~] кесмада ётади. 
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Шунинг учун (18) системанинг '(амжойсиз булиши учу н 
с1. > ~ булиши ксрак. 

C1.=-~ ва ~=-~ 
Ql йm 

БУЛСИII. 

У '(олда - .!?!. > - ~., бундан 
a1 йт 

Ьтаl -Ь1аmО< О (14) 

бажарилади (бунда а, > О ва ат < О эканлигини эслаш ке
рак). 

Агар (12) системанинг биринчи тенгсизлигини мусбат ат 
сонга, охирги тенгсизлигини эса мусбат а, СlJнга купайти
риб, уларни ~ушсак, 

О·х+ (Ьта, - b,aJ:;;' О 

куринишдаги чизи~ли комбинацияга эга БУламиз. Бу 
тенгсизлик (14) га асосан зиддиятли тенгсизлик була
ди. демак, битта номаълумли тенгсизликлар системаси 
учу н теорема уринли. йулдош система тушунчасига 
асосан берилган теорема (п-l) та номаълумли чизи~
ли тенгсизликлар системаси учук ТУFрИ булиб, унинг n 
номаълумли чизи~ли тенгсизликлари системаси учун 

ТУFрИЛИГИ келиб чи~ади. 
2-т е о р е м а (Мuнковскuй теоремаси). Бuр ЖUНСЛU 

чuэu~лu тенгсuэлuклар системасининг ~ap бuр натuжа
Си бу системанинг манфuймас коэффuцuентлu ЧUЭU~ЛU 
комбuнацuясuдан uборат буладu. 

Исботи. Ушбу 

! 
/1', = a l1x, + a12x. + + x1n Хn :;;. О, 
/1'. ~a.,x, + а •• х. + + а2n хn :;;. О, (15) 

/1' т - am1x,.+ ат2х.+ ... + атnхn;;;.О 
бир жинсли система ва унинг исталган 

/1' = а,х, + а.х. + + аnхn;;;.О (16) 

на11lжаси берилган бу лсин. 
С мусбат сон булганда /1' + с < О ~атъий тенгсизлик '(ам 

(15) системанинг натижаси эканлиги равшан, чунки (16) ни 
~aHoaT лаН11IРУВЧИ J\ap бир ечим /1' + с > О ии '(ам. ал(\атта 
~аноатлаН11Iради. У '(олда /1' + с > О, 5' + с .;;; О_система 
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J\амжойсиэ булади, чунки /р + с > О нинг ечими бир ваl\тда 
9' + с.;;; О ни J\aM I\аноатлантириши мумкин эмас. (15) сис
теманинг исталган ечими 9' + с > О учун J\aM ечим булга!!и 
сабабли 

9', ;;;. О, 9'. ;;;. О, , 9' т;;;' О, -IJ' - с ;;;. О (17) 

система J\амжойли булмаган система БУлади. 
1- теоремада берилган J\амжойсиэлик аломатига асосан, 

манфиймас k"k., , km, k сонлар маэжуд булгани J\олда, 

(17) системанинг ЧИЭИI\ЛИ 

k,9', +k.9'. + + km9'm + k(-9'-c);;;. О 

комбинацияси О·х, + О·Х. + + О·Хn + Ь = 0+ Ь = Ь;;;.О 
эиддиятли тенгсиэJПIКНИ ифодалайди, бунда Ь < о. Шундай 
I\илиб, 

k,9', + k.9'2 + + km9' т - k9' - kc = О + Ь 
тенглик бажарилади. Бундан, 9'" 9'2' , 9' т' 9' лар бир 
жинсли ифода булганн учун (оэод J\aAH булмаган) охирги 
reнгликдан-kс-Ь=О тенглик келиб ЧИl\ади. Ь<О, С>О 
булгани учун k> О БУлади. Демак, 

k,9', + k.9'2 + + km9' т - k9' = О, 

9' = ~9',+ ~9'2 + 
k k 

бунда .!!.!.. ;;;. О, чунки k, ;;;. о. 
k 

+ km 9' 
k т' 

(18) 

(19) 

(19) тенгликдан куринадИКИ, (16) reнгсизлик (15) систе
манинг ЧИЭУI\ЛИ комбинацияси экан. 

83- §. ТЕНГСИЗЛИКЛАР СИСТЕМАСИНИНГ МАнФиАМАС 
ЕЧИМЛАРИ 

куп J\олларда 

I 
аllХ' + а'2Х2 + ... + а)nхn + ь,;;;. О, 
а.,х, + а22Х2 + . + а2n Х, + Ь. ;;;. О, 

,а т) Х) +атО Х2 + + aтnxn + Ьт ;;;' О 

системанинr 

Х, ;;. о, х.;;;. о, ... , хп ;;;' О 
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шарт ларни ~aHoaT лантирувчи манфиймас ечимларини топиш 
талаб этилади. Бундай ~олларда 

al1x, + а'2Х' + 
a21x, + а'2Х2 + 

+ а,n Хn + Ь, ;;;. О. 
+ а2n Хn + Ь, ;;;. О, 

ат,х, +ат2 х2 + +атnх,,+Ьт;;;'О 
х, ;;;. О, Х,;;;. О, , Хn ;;;. О 

системани ечиш кифоя эканлиги уэ-узидан маълум. 

(2) 

т а ъ риф. (2) системанинг манфuймас ечuмu деб х, = 
=а, ;;;'0, х2 =а2 ;;;. О, , Хn = аn ;;;, О сонлардан тузилган (а" 
а" ,аn) ечимга аЙтилади. 

(2) системанинг (1 ') ~исми фа~ат манфиймас ечимларга
гина эгадир. Демак, (2) система ~аМ)!{ойли булиши учу н унинг 

! 
а"х, + a12x2 + + а,n Х,. + Ь, ;;;. О, 
а2,Х, +. а"Х2 +. + а2n х,. + Ь2 ;;;. О, 

аm, Х, + ат2 Х2 + + атn Х" + Ьт ;;;. О 
(3) 

~исми ~aM манфиймас ечимларга эга булиши лозим. 
Акс ~олда, яъни (3) нинг манфиймас ечимлари мавжуд 
булмаганда, (2) ~амжойли булмаган системани ифо
далаЙди. 

Масалан, 

{ 
2х, + Х2 -Х. + 3;;;. О, 

-Х, + 2х, -Х• + 8;;;. О, 
система J(амжойли, чунки унинг манфиймас (2, О, 6) ечими 
мавжуд. 

Лекин 

{ 

-Х, - 2х, - 3х. - I ;:;;. О, 
-2х, -х, -Ха - 2;;;. О, 
х, ;;;. О, Х. ;;;. О, хз ;;;, О 

снстема J(амжойснз, чунки биринчи иккита тенгснэлик
дан тузилган снстеманинг манфиймас ечимн йу~. 

Теорема_ (3) тенгсuзлuклар системасининг манфuй
.нас ечuмларu мавжуд б{jлмаса, бу тенгсuзлuкларнuнг 
бuрор ЧUЗU~ЛU комбuнацuясu шундай 
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а,х, + а,Х, + + а"хп + Ь;;;. О (4) 

курuнuшга эгакu, бунда а; .;;; О (i = -т;-n). Ь < О шарmлар 
бажарuладu. 

И с б о т и. (3) система манфиймас ечимларга эга булмаса, 
(2) '1амжойсиз система ни ифодалайди У '10лда '1амжойсиз
лик аломатига МУlJOфи~ (2) системанинг 

О· Х, + о· Х, + -+ О· хП + Ь ;;;. О (5) 
куринишдаги эиддиятли ЧИЗИI\ЛИ комбинацияси мавжуд бу
либ, бунда Ь < О БУлади. 

Маълумки, (5) тенгсизлик I\уйидагича '10СИЛ ~илинади: 
(2) системанинг биринчи т та тенгсиэлигини мос равишда 
/, ;;;. О, 1,;;;' О, 1т ;;;. О сонларга ва кейинги n тасини 
k, ;;;. О, k,;;;. О, .. , , kn ;;;. О сонларга купайтириб Аа сунгра 
уларни '1адма-'1ад I\ушиб, 

(i ljйjl + k, )х, + ( s: lpj. н.) + ... +( i: lpjn + kn )х" + 
'=~ 1=1 1=1 

+ !ljbj= (а, + k,)X,+ (a.+k.)x.+ .. + (а,. +kn)xn +Ь=. 
1=1 i 

= О·Х, + О·Х. + ... + О·Хп + Ь;;;. О 1 
тенгсизликни '10СИЛ ~иламиз. Дема к, а/ = - k; .;;; О (i = 

= Т;n), ь<о. 
Масалан, Юl\оридаги иккинчи мисолда келтирилган 

{ 
-х,-2х.-3хз-1 ;;;.0, 
- 2х, - х. - хз - 2 ;;;. О 

системанинг манфиймас ечимларга зга змаслиги биэга 
маълум. Энди, масалан, биринчи тенгсиэликни 2 га ва 
иккинчини 3 га купайтириб, уларни '1адма-'1ад ~ушсак, 
I\уйидаги чиэи~ли комбинацияни '10СИЛ I\иламиэ: 

- 8х, - 7х.-9хз - 8;;;. о. 
Энди, '1амжойсиз системанинг тенгсизликларини мое равиш
да 2,3,8,7,9 ларга купайтириб I\УШсак, О·х,+О·Х.+ 
+ О· хЗ - 8 ;;;. О чизи~ли комбинация келиб ЧИl\ади. 

84-1. ·чизик;ли ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИНИНГ МАНФИflМАС 
ЕЧИМЛАРИ 

Ушбу 

ajlX, + aj.x. + ... + ajn х,. = ь, (j = т;m) 
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Т€flгламалар системасининг манфиймас, яъни 

Х, ;;;, О, Х. ;;;, О, , ХN ~ О, (2) 

шартни I)аноатлантирувчи ечимлаРИflИ излаш билан ШУFулла
иамиз. Б)'ндай ечимларНIIНГ мавжудлиги 

{ 
aj'X' + aj-Ox 2 + + ajn Хn ;;;, bj , 
aj'x, + aj'X2 + + ар, Хn .;;; Ь} 

(3) 

тенгсизликлар системасининг J\амжсйли булишига БОFЛИl). (3) 
системаиин r J\амжойлилик масаласи 

{ 
алх, + aj2x 2 + ... + aJn Х, ;;;, bJ, (4) 

-аj,х,-аj2Х2-'' -аJnхn~-ЬJ 

системани иг J(амжойлилик масаласи БИJJан устма-уст тушади. 
Шундай I)ИJJиб, (1) система манфиймас ечимларга эга булса, 
(4) систем а J(амжойли булади Еа аксинча. 

[v\ н с о л. Ушбу {2Х, - Х2 + х, = 5, 
Х, + 3Х2 - 2х, = - 3 

:истема Xl;;;' О, х,;;;' О, Ха;;" О шартда манфиймас (1, 2, 5) 
~чнмга эга. 

иккинчидан,! 2x1 - Х. + Хз ;;;, 5, 
x1 + 3х, - 2хз ;;;, - 3, 

- 2x1 + х 2 -х,;;;' -5, 
- Xl - 3Х2 + 2х, ;;;, 3, 

X1 ;;;, О, Х2 ;;;, О, ХЗ ;;;' О 

:истема J\амжойли, чунки унинг ечимларидан бири (1, 2, 5) 
jУлади. 

85-§. ЧИ3Иl\ЛИ ПРОГРАММАЛАШ 

ЧИЗИI\ЛИ программалаш математиканииг шундай бу
IИмики, у бир иечта узгарувчили f ЧИЗИl\ЛИ функция
IИнг (ЧИЗИI\ЛИ форманинг) энг катта (максимум) еки 
,нг кичик (минимум) I\ийматини топиш усуллари би
laH шуrулланади. f функция таркибидаги узгарувчи
lap, ЧИЗИI\ЛИ теигламалар ёки ЧИЗИI\ЛИ тенгсизликлар 
:истемасининг номаълумларини ифодалаJiди ва f 
~ункция узгарувчиларининг l\иJiматлари шу система
IИНГ мос равишда танланган манфиJiмас ечими билан 
IНИl\лаиади. ЧИЗИI\ЛИ программалаш усулларини I\УЛ
lаб ечиладиган масалалардан l\уJiида баъзи бирлари
IИ куриб УтаJiлик. 
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1. Транспорт масаласн. М" М.' М, I<УМИр конларида 
'Iap ойда мое равишда а" а., а, тоннадан кумир I\аэиб ЧИl\ари· 
лади. Бу кумир 11'" 11'., 11', корхоналарга еткаэиб берилиб, 
бу корхоналарнинг кумирга 'Iap ойдаги талаби мое равишда 
Ь" Ь., Ь, тоннани ташкил этади. Бир тонна КУ~1Ирни кон
дан 11'" 11'" 11', корхонага еткаэиб бериш харажатлари СП 
сумни ташкил этади (i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3). 

Масала I\уйидагича I\уйилади: кумирни конлардан 
корхоиаларга ташишнинг умумий харажати энг арэон 
нархда (энг кичик - минимум) булеин. 

Конлар )\ар ойда I\аэилган кумирни сотишга манфаатдор 
булганлиги сабабли а, + а. + а, = Ь, + Ь, + Ь, I\аэилган ку
МИР МИI\ДОРИ сотилган МИl)дорга тенг деб )\иеоблаш тзбиий
дир. 

М/ кондан 11'/ корхонага келтирилган кумирни Хц тон
на десак, кумир ташиш режаси I\уйидаги жадвал буйича бу
лади: 

, 
~, , ~, I ~э I Хt=\ММЗ "ЖУН<lтилган 

кумир 

М, I хн I Х" I Х" I й, 

м, I Х" I Х" I Х" I й, 
м, I Х31 I Х" I Хзэ I а, 

Х;амма ,кеnтирил,' 
ган кумир 

Ь, I ь, I ь, I [ 

М, конлардан 5'j KopXOHa.~apгa жунатилган кумир МИI\
дори 

булиб, 

БУлади. 

{ Хн + Х'2 + Х" = а" 
Х21 + Х .. + Х" = а., 
Х31 + Х" + Х" = а, 

М/ лардан II'j ларга келтирилган 

(1) 

кумир МИl\дОРИ эса 

{ ХН + Х.1 + Х31 = Ь" 
Х,. + Х .. + Х,. = Ь., (2) 
х" + х" + х зз = Ь, 

Эслаmма. (1) ва (2) Сllстемаларда а, = Ь" а. = Ь., аз=Ь, 
булиши шарт эмас, лекин а, + а. + аз = Ь, + ь. + Ь, тенг
лик бажаРИЛИШII талаб I\илинади. 

ХН TOIIHa кумирни ташиш харажзти C'j X,j су.'1 булганидан 
'Iзмма а1 + а. + аз кумирни ташиш харажати 
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QilXI + Qir2 +. . + QinXn ;;. Ь; (i = I,m) (1) 

Xk ;;. О (k = I,n), 

чеклаНИllJ тенгсизликлари Ба 

!=cJX1 +с,х.+ . + СnХ, (2) 

ЧИЗИI\ЛИ форма берилган булеин. Фараз I\илайлик, (1) 
системанинг оптимал ечими учун (2) формани мини
мумлаllJТИРИllJ лозим булеин. (1)-(2) масалани даст
лабки масала деЙмиэ. 

Яна битта программалаllJ масаласи берилган бу
либ, у 

a1j YI + a'jY' + . + aтjYт ,;;;; с, (j = I,m) (3) 

Ys;;,O (5= I,m) 
чеклаНИllJ тенгсизликлари Ба 

<р = bJYl + Ь.у, + . + ЬтУm (4) 

ЧИЭИI\ЛИ форма воситаси билан ифодалансин. Бу ерда 
(3) системанинг оптимал ечими учун (4) ни максимум
.1аllJТИРИllJ талаб I\илинади. (3)-(4) масалани даст
.lабкига нисбатан икки ёl\лама масала деб атаЙмиэ. 

Дастлабкн ва икки ёl\лама масалаларнинг матри-
цалари бир-бирига нисбатан транспонирлангандир, 
яъни 

(
ан а12 

А _ а" а .. 

аm1 аm2 · 

a1n 
) (а11 Й'l . аm1) 

а211 Аа А] = а12 й22 о. аm2 . 

а mll ,Q 1n й2п • йтn I 

(1) системанинг оэод ~адлари 
фициентларидаи ва аксинча, (2) 
цеитлари (1) системанинг оэод 
дир. 

(2) форманинг коэф
форманинг коэффи
~адларидан иборат-

(1) системанинг ~aMMa тенгсиэликлари ;;;. маънога 
ва (3) система эса, аксинча, :;;;; маънога эга. 

(1) - (2) масала дастлабки масала, (3) - (4) маса
ла ун га икки ёl\лама маса,lа, ШУIIИНГ учун (3) система
даги теигсизликлаРIIИНГ маъносини :;;;; дан ;;;. га ал

маштирамиз на 'Р IIИIIГ максимуми урнига МИНИМУМИflИ, 
f нинг эса, аксиича, минимуми урнига маК('ИillУ~НIIIfJ из
лашимиз керак. Бунга ЭРИШИllJ учун (1) ва (3) даги 
.\амма тенгсизликларнинг икки томонини (-1) га ку
пайтириб, I\уйидагиларни ~осил I\иламиэ: 
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-аli УI -а2j У2 - о о -аm} Ут ;;' -с, (j = I,n), 

-a/IYI -а/2 х2 - -ajnxn ..;; -Ь/ (i = I,m), 
n 

-!=-C1X1-C2X2- o-СnХn=~(-СI) Xj , 

I~I 

m 

-ер =-Ь,у,-Ь2у,- -Ьт!lт = ~ (-b/)Yjo 
1~1 

Демак, бизга min (- ер) ва mах (- f) ларни аНИl\лаш 
талаб I\илинадио Бу эса I\уйидагини б~ради: 

m m 

min (-ер) = min ~ (-Ь) У/ = -mах 2': Ь/у; = 
i=1 i=1 

= -mахер, min (-ер) = -mахер. 

Шунга ухшаш 

n n 

mах (-{) = mах ~ (-с) Х; = -min I CjXj = 
j~1 ,~I 

= -min{, mах (- f) = -min{. 

Булардан: 

mахер = -min (-ер), min{ = -тах (-по 
J- теорема. (1) аа (3) сисmеАfйларftиftг исmалган урин-

ли ечи,иларuни ,~LOС равишда (x~, x~, О, X~) еа (y~, y~, 
y~) ОРl)аЛII белгиласак, у !(олда { еа ер формаларнинг 6у 

ечимлардагu {о еа еро I)иймаmлари fo;;' еро mенгсuзликни I)a
ноаmланmирадио 

Исботио (1), (2), (3), (4) ларга уринли е4имларии I\уйиб, 
I\уйидагиларга эга буламиз: 

а/ I X~ + a/2x~ + + ainX~;;' Ь/ (i = I,m), 

fo=C,X~+C24+ o+CnX~, (5) 

а,! y~ + а2! y~ + + ат! y~ ..;; С! (j = Гn), 
!PO=bly~+b2yg+ +ЬтУ?nо (6) 

(5) тгIlГСЮЛИКЛЗР,!И М)С РЗ~I1Щ:J,a y~, y~, о, У?n лар!'а 
купайтириб, сатрлар БУЙИ4а I\УЩС ак, 
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n m 

.I .I ai,x'J У? ;;;. .I Ь; Y~ = <1'0 (7) 
'=l ;=1 ;=1 

келиб ЧИl\ади. Шунингдек, (6) тенгсизликларии мое равишда 
ху, x~, ., X~ ларга купайтириб, устунлар буйича l\ушсак, 

n па n 

.I }:aiJX~Y? ,;;;; I CJX~ = {о (8) 
,=l i=l ,=l 

J\ОСИЛ булади. (7) ва (8) лар {о;;;' <1'0 э"<анлигиии билдиради. 
Натижа. Агар <l'o=fo тенглик бажарилса, <1'0 = max<l' 

ва 'О = min {о булади, яъни И, K~, Х?,! ва (У1, Y~, 
y:;J лар оптимал ечимларии ифодалаЙди. 

Х;аI\Иl\атан, Юl\оридаги теоремага асосаи, исталган уринли 
И,4, ., X~) ва (уу, y~, ., Y~) ечимлар учун <1'0';;;; {о 
булгани саGабли f о сон <1' форма l\ийматларининг ЮI\ОРИ че
гараси, <1'0 сон эса f форма l\иймат ларининг I\УЙИ чегараси 
БУлади. Демак, <1'0 = {о тенглик бажарилганда <1'0 = тах <1' 
ва {о = minf эканлиги таСДИl\ланади. 

Мисол. Ушбу 

{ 

Х, + 3Х2 + Х. ;;;. 4, 
2х, + Х2 ;;;. 3 

Х2 + 4хз + Х. ;;;. 3 

f = 2х, + 4Х2 + ХЗ + Х. 
масала J\амда унга икки ёl\лама 

ва 

{
У, + 2У2';;;; 2, 

3у, + У2 + Уз ,;;;; 4, 
4уз,,;;; 1, 
У, + Уз';;;; 1 

!р = 4у, + 3У, + 3Уз 

(9) 

(1 О) 

масала берилган бу лсин. (9) ва (1 О) системаларнинг уринли 
(1,0,5,3) ва 11,2,0) ечимлари учун '0=2·1+4·0+ 
+1·5+1·3=10, fo=IO, <1'0=4·1+3·2+3.0=10, 
<1'0 = 10 булиб, minf = тах!р = 10 дир. 

Икки ёl\ламаликнинг асосий теоремасини l\уйида иебот
сиз келrnрамиз. 

2- теорема. дасmлабкu масdла ечuладuган булеа, УН-
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га ИККU ёljлйма масала ",йм ечuладuган булuб, f форманuнг 
.минимуми бuлан !р формйнuнг максимуми УЧУН minf = 
= тnax!p mенглuк бажарuладu. Агар даеmлабкu масалада 
f форма Ijуйuдан чегарйланмаган булеа, иккu ёljлама ма
саладагu чеклйнuш сиеmемаси манфuймас ечuмларга эга 
булмаЙдu. 

Бу теореманинг исботи бир нечта адабиётда, жумладан, 
А. С. СОЛОДОВНИКОDНИНГ "ВDедение 8 линейную алгебру и 
линейное программирование» китобида берилгаи. 

87- §. СИМПЛЕКС УСУЛ 

Чизи~ли программалаш масаласиии ечишнинг МуJ\ИМ усу
ли симплекс усулдир. Бу масалада чекланиш тенгламалари 
Х" Х2 ' ., Х, номаълумларга нисбатан ечилган, яъни 

Х, = Ь, - (а,,+,х,+, + аи+, Х,+2 + 
Х2 = Ь2 - (а2,+1 Х,+1 + а2'+2 Х,+2 + 

+ а1n хn), 

+ а2n хn), 

х, = Ь, - (а,,+1 Х,+1 + а,,+2 Х,+2 + + а,n хn) 
(1) 

куринишда олинган булиб, Ь, ;;;. О, Ь,;;;' О, ., Ь,;;;. О бул-
еин. 

f чизи~ли формада J\aM х" х" хг ларни (1) лар ор-
~аJIИ ифодалаб, уни 

f = 1'0 - 1"+1 Х,+1 - 1"+2 Х,+2 - . . - 1'n';n (2) 

куринишга кеЛТllрамиз lIа бу форманинг минимумини топиш 
масаласини ~Уямиз. 

(1) даги х" х" , х, номаълумлар туплами чизи~ли 
программалаш масаJlасининг базис и дейилади Ба у М = 
= {Хр Х2 ' , х,} куринишда беЛГИJlЗнади. Хр Х2 ' , х, 
Jlарнинг узини базис HOMaloJlYMJlap, Х,+I' Х'+2' , х" Jlарни 
эса озод номаЪJlУМJlар деб атаЙмиз. Х,+I' Х'+2' Х" но-
маЪЛУМJlарга Х,+р = Х'+2 = = хn = О ~ийматни берсак, 
(1) дан Х 1 = Ь 1 ;;;. О, Х2 = Ь2 ;;;. О, , Х, = Ь, ;;;. О ларни 
>iОСИJl ~иламиз. llIундай ~ИJlиб, 

(ы' Ь2 , , Ь" О, О, О) (3) 

еЧН\I ,\С"I,' 55·Jlа~и. ! нинг бу ечимдаги ~иймати f = 1'0 га 
тенг. 

I\уйидаги И~I(J" \0.1 руй беРИШII ~1УМКИН: 
1. (2) да >ia'1M~ -'1',+1' -'1"+2' , -'I'n сонлар ),I3Н-
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фиймае, яъии -'Vi ;;;;. о. у Rщтда f форма Хг+1 = ХГ+2 = 
= ХN = О шартда минимум f = 'Vo ~ийматга эришади, 

яъни М базиенинг (3) ечими оптимал булади, чунки бирор 
-'VI>O Ба X1>0 ,1ар учун -'VjХI>О булиб, f='Vo-
-'Vlх,>'VО' f>'Vo келиб чи~ади. 

В. (2) да -'Vr +l' -'Vr +2' ., -'Vn сонлар ораеида 
манфийлари бор булеин. Масалан, - 'V i < О деЙлик. У Ba~T
да Хг+ 1 = = Xi_ 1 = x i+1 = = Хn = О ва X j > О деб 
олиб, Х! нинг ~ийматини орттира бориш !lисобига ! = 'Vo -
- 'Vj Х! нинг ~ийматини ка~айтириш мумкин. Лекин бу иш
да э-,\тиёткорлик керак, ЧУНЮf бу холда (1) лардан келиб 
чи~адиган 

Х1 = Ь 1 -а 1 / X j ' 

Х2 = b2 -a2,xj , 

Хг =Ьг-аг,х, 
(4) 

тенгламалардаги ХI' Х2 ' , Хг ларнинг хеч ~айеиеи ман-

фий булиб ~олмаеин. 
Бу ерда !laM ~уйидаги иккита~ол руй берадн: 
А. (4) да 1\амма а 1 !" a2j , • , аг! сонлар муебатмае. У 

~a~Tдa Х, > О учун -akjxi ;;;. О (k = J;Г) булганидан Х• = 

= bk -аkjХj ;;;. bk ;;;. О (k= I;Гj га aeo~aH Х 1 ;;;. Ь, ;;;. О, Х2 ;;;. 
;;;'Ь2 ;;;'0, 'Хг;;;'Ьг;;;'О БУлади. Д~MaK, !=Уо-У,х ! 
да Yj> О ва Х! > О булгани еабабли Х! нн чексиз орттира 
бориш билан min ! = - 00 га келамиз. Бундан эеа ! фор
манннг минимумга эришмаелиги куринади. 

Б. (4) да a'i' а2 /, 'й г/ сонлар ораеида муебатлари 
бор. Масалан, Qkj > о. у холда Х• = Ь• -аkjХj да Х, га 

~ дан орти~ ~иймат бериш мумкин эмае, чунки аке \олда 
akj Ь 
Х• < О булиб I\олади. Бунда .!!.- ;;;.0 эканлиги равшан. Бундай 

akj 
Ь· 

каерлар ораеида энг КИЧИПI --':.. булеин. Бунда ajj > О сон 
щ,. 

хал ~илувчи элемент деЙилади. 
Ь· 

К.иск.алик учу н --':.. = Р белгилаш киритаЙлик. (4) да х, 
щ, 
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1111 Р гачагина орттира оламиз, чунки акс J\олда Х; < О бу
ЛИШIIНИ курдик. 

Озод номаълумларга 

Х,+I = Х,+2 = = Xj_ 1 = О, Х, = р, ХНI = 

= ХН2 = = ХN = О 

I\I1ймаТJ1арни бериб, базис номаълумларни аНИl\лаймvз: 

Х1 = ы� -а1jР, 
x2 =b2 -а2j Р, 

X i = Ь; -aij Р, 

Х, = Ь, -а" р. 

ЭНДИ I\уйидаги янги М' базисга утамиз: 

Х!, Х21 , Xi_11 xjl xi+l' 

(5) 

(6) 

Бунга мос базнс ечнм (6) Ба (5) лардан тузилади, (1) систе
ма Ба (2) ctорrv.ани янги базисга мослаб ёэамиз. Бунинг учун 
(1) даги 

Х; = ЬЕ - (ai,+1 Х,+I + +аиХ, + + ainXn) 

тенгламани Х, га ннсбатан ечамиз, яъни 

bi (' ai,+1 I а;n ) 
Х' = aij - ~ Х,+I + + ~ Х; + + -;;;j хn 

Ба бу ифодани (1) га I\УЯМИЭ. Х;осил булган янги системани 

Х1 = Ь; - (а;'+1 Х,+I + + a;ixi + а;nхn), 
Х2 = Ь; - (а;'+1 Х,+I + + а;; Х; + а;n Хn)' 

(7) 

Х, = Ь; - (а;,+1 Х,+I + +a;ixi+ + а;nхn) , 

x,=b;-(а;,+lх,+I+ +a;ixi + +а;nхn) 

куринишда ёзамиз. Бу базисиинг ифодалаРИНII f га I\уйиб, 
уни 

f = 1'~-1':+I X,+I'- -l'i Хi- -1'~Xn (8) 

куринишга келтирамиэ. 
Бу билан жараённинг l'5иринчи I\адами тугаЙди. Ке-
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йииги I\адам яна шу биринчи I\адаМIIИ, яъни (8) ва (7) 
ларга lIисбатан 1 ёки 11 'IОЛНИ, ундан кейин 11 А ёки 
11 Б ни такрорлашдан иборат булади ва '1. к. 

Шундай I\илиб, Симплекс усул I\уйидаги жараённи 
ифодалайди: 

1. Чекланиш - тенгламалар системасини (1) га, 
ЭИI\ЛИ формаllИ эса (2) куринишга келтирамиз. 

2. Агар (2) да 'IaMMa -УГ+"-УГ+2 ' , -У, коэффи-
циентлар манфиймас булса, М базиенинг (Ь" Ь2 , , Ьг , 

О, О, , О) ечими ОПТЮlал булиб, бу ечимда f форма 
f = Уо минимумга эришади. 

3. (2) да -Уг+р -УГ+2 ' , -У, лар орасида ман-
фийлари мавжуд, масалан, -Уi<Одесак, Хг+I =. .= Xi _ I = 
= О, x j > О, Xi+I = = Х, = О I\ийматларда (1) система 
(4) куринишни О,1ади. Агар (4) да х.амма Q Ii , a2i , • , йг/ 
коэффициентлар мусбат булса, miп t = - 00 келиб ЧИI\ади, 
яъни f функция минимумга эришмаЙди. 

4. (4) даги Q Ii , Q2i , ,Qrj коэф:jшциентларнинг мус-
Ь 

батлари мавжуд, яъни ak/ > Одесак, ....!!.. сонлар О;Jaсида энг 
akj 

КИЧИГИ ~ ни оламиз. (1) системанинг Х; га НIlсбатан ёзил-
а/· 

ган тенглdмасидан Х; ни ани!\лаб, (1) системани янги М' = 
= {Хр xi_I' x i ' xi+J> ' ХГ} бансга нисбатан ёзиб, 
(7) ни J\ОСИЛ I\иламиз. t формани эса (8) куринишда ифода
лаЙмиз. Янги озод номаълумлар (5) дан иборат булади. (8) 
Ба (7) ларга асосланиб, ЮI\орида баён этилган жараён так
рорланади. 

/1\ и с о л л а р. 1. {Х, = 2 - (2хз - 3х.). 
Х2 = I--(хз + 2х.) (1) 

система учун t = 1 + 4х. + 2х. форманинг минимуми топил
син. 

Е ч и ш. Х, ва Х2 - базис номаълумлар, хз ва Х. эса озод 
номаъ.lумлар. х, = Х" = О да (1) дан х, = 2, Х2 = 1 келиб 
ЧНI\эди. Шундай I\или5, М базиснинг уринли (2, 1, О, О) 
ечимига эга бу ламиз. 

f фОР\13нинг бу еЧЮlга мос l,иймаrи t = 1 + 4хэ + 2х. = 
= 1 + 4· 0+ 2· 0= 1, f = 1 булади. 

Эиди, f да уз = 4 > О, у. = 2> О булгани учун 1 'IОЛ
га эгамиз. lv\асалан, 0< Хз < 1 ва х. = О га мос )'ринли 
ечимда f = 1 + 4хз > 1, {> 1 БУлади. Шу сабаб.11I, f нинг 
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мииимуми f = 1 булиб, унга МОС (2, 1, О, О) ечим опти
малдир. 

2. {х, = '-(-х.+х.), 
Х2 = 2-(х.-2х.) (1) 

чекланиш тенгламалар берилган булиб, f = 0- ХЗ - х. фор
мани минимумлаштираЙлик. Бу ерда {х" х,} базис номаълум
лар ва ХЗ' х. - озод номаълумларднр. ХЗ = х. = О I\иймат
ларда (1) дан х, = 1, х. = 2 ни J\ОСИЛ I\иламиз. Демак, 
(1, 2, О, О) уриили ечимга f = О - О -о = о, f = О I\иймат 
МОС келади. f = О -ХЗ -х. = О-"\'. х. -х.формада, маса
лан, х. > О Ба х. = О д!'б олсак, (1) даи х, = 1 -(- ')х., 
х, = 2 - '·х. J\ОСИЛ БУлади. Бунда а,. = 1 га кура 11 Б 
'10лга келамиз. Демак, !!!.. = ~ = 2, !!.с. = 2 булиб, 1 сон 

й23 \ й2:1 
J\ал I\ИЛУВЧИ элементни ифодалаЙди. 

(1) нинг иккинчи тенг ламасини х. га нисбатаи ечиб ва 
х. ни биринчи тенг ламага I\уйиб, I\уйидаги инги система ни 
J\ОСИЛ I\идамиз; 

{х, = 3 -(х. -х.), 
х. = 2 -(х. - 2х.) 

(2) 

Бунда, {х" х.} - инги базис Ба х.' Х. озод номаълумлар. 
f нинг бун га МОС I\уйидаги ифодасини топамиз; 
f = О-ХЗ-Х' = 0-2 + х2 -2х. -х. = -2 + х, -3х •. 

Энди, х. = О деб, х. га исталганча катта мусбат I\ий
матни берсак, miп f = - IX> булади, иъни f форма мини
мумга эришмаЙди. 

3. {X1 +2X.+X.-X.+2X.=-I, 
х. - 3хз + х. = 2, 

-х, +х. +х.-3х. = I (1) 

система ва f = 2 + 4х, -х. + х. форма берилган булиб, f 
ни минимумлаштириш талаб I\илинади. 

Е ч и ш. (1) нинг иккиичи тенгламасини х. га ва бирии
чисини х. га нисбатан ечамиз; 

Бундан 

{Х2 = 2+ 3х.-х., 
х. = 1 +х, + 2Х2 + Х. + 2х._ 

{Х2 = 2 + 3х. -х" 
х. = 5 + х, + 7х. (2) 

системани J\ОСИЛ I\иламиз. (2) дан х. ва х. ларнинг ифода
ларин и f га I\уйиб, I~УЙИдагини J\ОСИД I\иламиз; 

302 



f = 5 + 5 Х1 + 4 ХВ + Х •• 

Энди (2) ни ~уйидаги шаклда ёэамиз: 
(3) 

{Х.=2-(-3х,+х.), (4) 
Х. = 5-(-ХI-7х,). 

Хl = Х, = Х. = О ~ийматларда (4) даи Х2 = 2, Х. = 5 ларни 
топамиз. Демак, (4) система ушбу (О, 2, О, 5, О) уринли 
ечимга эга БУлади. Бу ечимда f нинг ~иймати 5 га тенг. 

(3) да Уl = 5>0, У, + 4 > О, У. = I > Одир. Шу сабабли 
f = 5 ~иймат f нинг минимумини, (О, 2, О, 5, О) 3са опти
мал ечимини ифодалаЙди. 

4. Ушбу 

системаиинг 

{ 
Хl + 3х • .;;; 9, 

2Х1 + 2х • .;;; 8, 
Х1 ;;;. О, Х.;;;. О 

f =Xl + 2х. 

(1) 

формага максимум ~ийматни таъмииловчи оптимал ечими 
топилсин. 

Ечиш. 86-§ да айтилган тaxf=-min(-f)=minq> 
дан фойдаланиб, (1) системанинг q> = - f = - Хl - 2 Х. фор
мулага минимум ~ийматни берувчи оптимал ечимини излай
миз. 

(1) системада х, ва Х. сунъий номаълумларни киритиб, 
ундаги тенгсизликлардан I\уйидаги тенг ламаларга утамиз: --- I {х1 +зх.+х,=9, '(2) 

I 2х1 +2х.+х.=8. 
(2) да Хо ;;;' О ва Х. ;;;. О шарт бажарилиши лоэим, чунки 9 
ва 8 лардан катта булмаган Хl + 3х. ва 2Х1 + 2х. ифода
лар шу 9 ва 8 ларга тенг булиб I\ОЛИШИ учун уларга ман
фиймас ХЗ ва х. ларни I\УШИШ талаб I\илинади. 

Энди масала (2) системанинг q> = - Х1 - 2 х. га минимум 
I\иймат берувчи опrnмал ечимини топишдан иборат БУлади. 

(2) системани х, ва Х. ларга нисбатан ечамиз: 

{Х. = 9 - (х, + 3Х.), (3) 
Х. = 8-(2х, + 2х.). 

Бу Jlолда М = {ХЗ' х,} базисни ва Х,. Х. лар эса озод 
номаълумларни ташкил этади. х, = х, = О I\иii~штларда (3) 
дан Х, = 9 ва х. = 8 ларни JlОСНЛ I\иламиз. Демак, 
М базисда q> нинг I\ийматн О БУлади. q> нинг I\ийматини 
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камайтириш мумкинлигини курамиз. fjJ = - Xl - 2 х. га аео
сан, X1 на Х. ларнинг I\ийматлари ортиши билан fjJ камаяди, 
яъни fjJ = - X1 - 2 х. га I\араб шуни курамизки, - Х1 га 
кура - 2 х. fjJ ни теЗРОI\ камаЙтиради. Шу еабабли, X 1 = О 
Ба Х. > О деб олиб, Х2 га Х2 = 3 I\ийматни берамиз (чуюш 
Х2 > 4 I\ийматда (3) дан Хз < О булиб I\олади, аммо биз (3) 
нинг J\ap Баl\Т манфиймае ечимларинигина излашимиз керак). 
у J\олда X1 = О Ба Х2 = 3 I\ийматларда (3) дан Хз = О, 
Х. > О келиб ЧИl\ади. 

Энди, янги М' = {Х., Х.} базиега 5·тиш I\улай булиб, (3) 
ни х" Х. ларга ниебатан ечамиз: 

j~=з-~~++~, 

~=2-~~-f~ 
(4) 

Бунда мое fjJ = .- б _...!.. X 1 + 2 х. БУлади. Бу ифодада x1 3 3 
ортганда fjJ камаяди, лекин Хз ортганда fjJ J\aM ортади. Шу-

нин г учун Хз = О деб оламиз ва Xl .;;; 2 деймиз, чунки 
2 

X1 >.2 шартда (4) нинг иккинчи тенгламаеидан Х. < О га 
2 

келамиз. Бунда н М" = {X1, х.1 базиега утиш лозимлиги маъ
лум булиб, (4) да I\уйидаги системани J\оеил I\нламиз: 

x1 =-- --Хз + -Х. 3 (1 3) 
2 2 4 

Х. =~ -(iхз - ix.) 
• 13 1 1 

Бу J\олда ер нинг куриниши ер = - 2" + "2 Хз + 4" х. дан 
иборат БУлади. Буерда...!.. > о Ба ..I.. > о булгани сабабли, 

2 4 
Хз ва Х. ларга мусбат I\ийматларни бериш билан fjJ нинг 
I\ийматинн камайтириш мумкин эмас. Демак, Хз = Х. = О ва 

3 5. (3 5 ) Xl = -, Х2 = - I\ииматларда -, -, О, О оптимал ечим-
2 2 2 2 

га келамиз на ер = _..!! минимумга эркшамиэ. Шундай 
2 

I\илиб, maх f = - min ер = _..!.! буладн. 
2 
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88-§. СИМПЛЕКС ЖАДВАЛЛАР 

Бирор масаланннг ечимиии симплекс усул ёрдами
да топиш бир I\аича БОСl\ичлардан иборат эканлиги биз
га маълум. Шу БОСl\ичларнинг J(аммасини симплекс жад
валлар ёрдамида бажариш мумкин. Буни I\уйидаги ми
солларда куриб утамиз: 

1. x, +x.-2х.=I, 
J х, - 2 х. + х. = 2, 
I хз +3х.+х.=3 

системанинг манфиймас ечимлари орасида 

f =х.-х. 

(1) 

(2) 

формага минимум I\иймат таЪМf.НЛОВЧИ ечим топилсин. 
Е ч и ш. (1) ва (2) ларнн биргаликда олиб, I\уйидаги сис

Тб1Зга эга бу ламиз: 

х. + х. - 2 х. = 1, 
х, - 2 х. + х. = 2, 
ха + 3х. + х. = 3, 
{-х.+х.=О. 

(2) системанн х.' Х2 ' Ха ларга кура QCонгина ечиш мумкин. 
Шунинг учун бу номаълумларни (1) системанннг базис 
номаълумлари деб I\абул I\иламиз. 

Базис номаълумларнн жадвалнинг 1- устунига, оэод 
J(адларни 2- устунига, х, нинг коэффицнентларини 3- ус
тунига ва J(окаэо, Х5 нинг козффициентларини охирги 
устунига ёзиб. I\уйидаги жадвалга зга буламиэ: 

l-жадвал 

Баэие номаълумлар Озод ~адл ар х, х, х. х. х. 

х, I 1 I 1 I о I о 1 1 1-2 
х. 1 2 I о 1 1 1 о I -2 1 (9 

х. 1 3 1 о 1 о I 1 I 3 1 1 

f форма I о 1 о 1 о I о 1-1 1 1 
-

20-2572 111& 



f формага мииимум ~ийматии берувчи оптимал ечимии 
топиш учу и {XI' Х'ь Хз} базиедаи бош~а базиега утиш 
лозимлигини биламиз. Бу иш жадваллар ёрдамида ~y
йидагича бажарилади: 

а) f формага мое келувчи еатр элементлари ораеи
да муебати булеа, шу элемент жойлашган уетун эле
ментларидан муебатларинн белгилаб оламиз. Бизнинг 
миеолимизда охирги, яъни f форманинг еатрнда битта 
муебат 1 элемент бор. Бу элемент жойлашган охирги 
уетуида 1 дан таш~ари яиа иккита муебат 1, 1 элемент
лар мавжуд. Улар 2 ва 3- еатрларда жойлашган; 

б) ажратилган муебат 1, 1 элемент лар билан битта еатр
да жойлашган озод J\адларнинг шу 1, 1 ларга ниебатлари-

ни тузамиз. Бизда бу ниебатлар 2. = 2 на ~ = 3 булади; 
1 1 

в) тузилган ниебатлардан энг кичигининг махражи 
J\ал ~илувчи элемент БУлади. 1- жадвалда J\ал ~илувчи 
элемент тугаракча ичига олинган; 

г) J\ал ~илувчи а элемент О га тенг булмаеа, уни 
1 га тенг ~илиб олиш мумкин. Бунинг учу н шу элемент 
жойлашган еатрнинг барча элементларини а га булиш 
кифоя; 

д) 1- жадвал еатрларининг элементларини шундай 
уэгартирамизки, натижада J\ал ~илувчи 1 элемент тур
ган уетундаги шу элементдан бош~алари О ларга ай
ланеии. Бунинг учун 1· жадвалнинг иккинчи еатрини 
2, -1, -1 ларга купайтириб, мое равишда 1, 3, 4 еатр
ларга ~Ушамиз. Бунинг натижаеида Х2 жойлашган уе
туннинг туртинчи еатрида -1 J\оеил булгани учун Х2 ни 
базисдан чи~ариб ташлаб, унинг урнига Xs ни кирита
миэ. У J\олда ~уйидаги янги жадвал келиб чи~ади: 

2· ж ад в ал 

Боъэис I I номаълум I Озод ~aд I I I 
х, I 5 I 1 I 2 I о I -3 I О 

х, I 2 I о I 1 I о I -2 I 1 

ХЗ I I I о I -1 I I I шl 1 

~ форма I -2 I О 1-1 I О I 1 I о 
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е) Юl\орида I\илингаи иш иатижасида аввалги {Х" X2'~ ХЗ} 
базисдаги Х2 уриига Хs келади ва 2- жадвалда курсатил
гаидек, яиги {Хр Х., ХЗ} базис J\ОСИЛ БУлади. 

2- жадвалнинг охирги сатрида фаl\атгина битта 
мусбат элемент мавжуд були б, у Х4 жойлашган устуи
дадир. llly устунда яна битта мусобат элемент 5 бор_ 
Уни J\ал I\ИЛУВЧИ элемент деб :)исоблаб, учинчи базисга 
киритамиз. Бу ИШНIIIIГ натижаси I\уйидаги жадвалда 
курсатилгаидир: 

3-жадваn 

Базис HOMaЪnYMnap 1 Оэод хадnар 1 х, 1 х, I х, I 
/ 

/ 2: 11 1+1~lo 10 

I 1; 10 Ifli/ o 11 I 

х. 1 f 1 о '-~ 1 ~ 11 1 о I 

f форма 1 -~ 1 о /-~I-~I о 10 . 

3- жаДЕалнинг охирги сатрида бирорта 1IaM мусбат эле-

мент I\олмади. Демак, топилган -, О, О, -, - ечим (
28 112) 
555 

оптимал були б, унга мос келувчи f форманинг минимуМII 

_..!..!. га теиг яъни тiп f = - ~ 
5' 5 

2_ {5Х1 -4Х2 + 13хз -2х. + Х. = 20, 
Х, - Х2 + 5 Хз - Х. + Х. = 8 

системаиинг ечимлари орасидаи f = Х, + 6 Х. - 7 Х. + Х. + 
+ 5 Х. форма га минимум I\иймат таъминловчи ечим топил
син. 

Е ч и ш. Системанинг биринчи теиг ламасидан иккинчисиии 

айириб, 

4х, - 3х, + 8хз -Х. = 12 

тенг ламага эга бу ламиэ. Бундаи 

х, - ~ Х, + 2х, -_..!...Х. = 3. 
4 4 
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Энди, снстеманинг НККННЧН тенгламасинн - 5 га купай· 
тнрнб, бнрннчн тенглама бнлан нккинчн тенгламани I\Уша· 
миз: 

Х. -12х. + 3х. -4 Х. = -20*х,

_..!..х. + 3хз - ~x. = 5. 
4 4 

f формани 1IaM х., х. Х. лар ОРl\али ифодалаб, I\уйидаги 
система га келамиз: 

1 

3 1 
X1 --Х. + 2хз --х. = 3, 

4 4 
1 3 

Х5 - ТХ'+ 3х. -ТХ. = 5, 
t{-8x. + 24хз -5х. = 28. 

Энди I\уйидаги жадва.~ларни тузамиз: 

4· ж а Д в ал 

I H~i~?YM·1 ~:~p I I I I I х, 
I 3 I 1 I - f I C~) I -~ , о 

х, I 5 I о I -+' 3 I - f I 1 

f форма I 2В I О I - в I 24 , - 5 I о 
- -

Хал I\НЛУВЧИ элемент 2 дан нборат булгани учун X1 ни 
х. билан алмаштириб {Х., Х5} баэисга кура I\уйидаги жад
яалга утамиэ: 

5·жадвал 

Базис I Озо I I I номаълум· дл ~ х. х. 
лар i\fI а ; 

I ~ 
I 

1 

I 
3 + \ о 2 2 в 

I 1 J _ ~ I (f) 3 

I о -
2 R 

- ---

I f форма I - в --, - 12 , о -2 \ о I 
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НИ'lоят, 7 соига кура ~уйидаги жадвални '1осил ~иламнз: 
8 

6·жад.ал 

Базис нома"·1 Озод 
лумлар ,.здлар 

х, х. х. х. х, 

12 2 3 
х. 

7 
О 

7 7 7 

4 12 3 8 
7 

О 
7 7 7 

60 72 11 8 f форма о О -
7 7 7 

6-жадвалнииг охирги сатри бирорта ~aM нолдан катта 

( 
4 12 ) coнra эга эмас. Демак, топилган 0'"7' "7' о, о ечим 

оптимал булади. Бу ечимга мое келувчи fmin = _ 6; була
ди. 

3. {х, -Х2 -хз = -1, 
х, - 2Х2 + Х. = 2 

системанинг шундай манфиймас ечими топилсинки, бу ечим
да f = -х, -Х2 форма минимум ~ийматга эришсии. : 

Е ч и ш. Масала ~уйидаги системаиинг . манфиймас ~ ечим-
ларини топишдан иборатдир: 

{-х,+Х2 +Хз =l. 
х, - 2 х. + х. = 2, 
f+-", +Х2 = о. 

Охирги системага МОС келувчи l\уйидаГII жадnaлии туза
миэ: 

Базис но"аъ· I Озо;( I 
лумлар ;.;.адлар I Х, I I Х. I 

Х, I 1 I -1 I 1 I 1 I о 

х, I 2 I о I -2 I О I 1 

f форма I о I 1 I 1 I о I о 
I 
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· Янгн {Хl' Х.} 6азнсга кура I\уйндагн жадвал '1осил 6у ла 
дн: 

Базис номаъ· I Озод I 
лумлар ~адлар I I I х, 

х. I 3 I о I -1 I 1 I 1 

Хl I 2 I 1 I -2 I О I 1 

f форма I -2 I О I 3 I о I -1 

f формага мос келувчи сатрда фаl\атгина бнтта 3> О 
сон мавжуд булнб, у жойлашган устуннинг БОШl\а сон· 
лари нолдан кичнкднр. Бундай '10лда I\уйилган масала 
оптимал ечимга эга булмайди, чунки охнрги жадвалга 
мос системаии тузсак, I\уйидаги система келнб ЧИl\ади: 

{-Х2 + Х. + Х. = 3, 
Хl - 2 Х2 + Х. = 2, 
'+ 3Х2 -Х. = -2. 

Бунда н 

{Х. = 3 +Х2 -Х., 
Х1 = 2 + 2Х2 -Х., 
f = - 2 - 3 Х2 + Х. 

булиб, f нинг I\нйматннн Х2 ни орттириш '1исобига камай
тириш мумкин. Лекин Х2 уэгарувчининг ортнши Х. нинг 
мусбатлигига таъсир этмаЙдн. Демак, бу '10лда min f = - 00 

БУлаДf!. 

МаШl\лар 

1. !2Xl+X2+3X.-6';;;О, 
2 Х1 + 4 Х. + 3 Х. - 16 .;;; О, 
3 Хl + 4 Х, + 2 ХЗ - 12 .;;; О, 
Хl ;;. О, Х2 ;;' О, Хз ;;' О 

систсманннг шундай ечимн топилеинки, у ечимда f = 2 X1 + 
+ 3Х2 + 2 х. форма минимум I\ийматга эришсин. 

~ 

2. { х1 -х.-хз =-2, 
ЭХl -Х2 + Хэ = О, 
x1 ;;. О, Х.;;. О, Хэ ;;;' О 

учун ' m1n = -x1 -х. -Хэ топилсин. 
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3. \Хl + Х, + Хз + 3х. = 3, 
Xl+X2--ХЗ+Х.= 1, 
Хl -Х2 + ХЗ + Х. = 1, 
Xi ;;;. О (i = 1, 2, 3, 4) 

учун ' m1n = Х1 -Х2 -Х. - Х. топнлснн. 

4. {Х1 -Х2 -Х. = -1, 
Х1 - 2 Х2 + Х. = 2, 
Xi ;;;. О (i = 1, 2, 3, 4) 

системанинг шундай ечими топилеинки, у ечнмда 

{т,п = -Х1 -Х. булеин. 

89· §. СИМПЛЕКС УСУЛНИНГ ТАТБИИ;ЛАРИ 

И~тисодий масалаларни ечишда ЧИЗИI\ЛИ система
ларнинг манфиймас ечимларини топиш кераклигини 
курдик. Маълумки, '1ар бир ЧИЗИI\ЛИ тенгламалар ва 
тенгсизликлар системасини матрицали тенглама ёки 
тенгсизлик шаклида ёзиш мумкин. 

СистемаllИНГ манфиймас ечимларини топиш усул
ларидан бири 

хА=Ь (1) 

тенгламанинг барча ечимларини топиб, улар орасида
ги манфиймасларини ажратиб олишдир. Лекин номаъ
лумлар сони тенгламалар сонидан етарлича катта бул
ганда, бу усу л анча Me'lHaT аа Bal\T талаб I\илади. Бу 
масалани ечишнинг эффектиа усулларидан бири уни 
минималлаштириш масаласига келтиришдан иборат. 

Агар (1) да Ь аекторнинг баъзи координаталари ман
фий булса, уни мусбат '10лга келтириш мумкин. Бунинг 
учун системадаги тегишли тенгламаларнинг иккала то

монини -1 га купайтириш кифоя. Масала I\уйидаги
ча I\уйилади: 

х . А + У = /i (2) 

системанинг ечимлари орасида шундай манфиймас х Ба у 
ечимлар ТОПИЛСИflКИ, бу ечимларда 

{=(У, v) (3) 

форма минимум I\ийматга эришсии, бу ерда v вектор бирлик 
IkКТОРДИР· 
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Масаланинг шаРl1lга асосан у манфиймас булиб, t фор
ма минимум ~ийматга эга булиши лозим. v вектор мусбат 
булганидан f форманинг манфиймас ~иймати у векторга 
БОFЛИ~. Демак, у = о булгандагина форма минимум ~ий
Maтra эришади. Бундай Jlолда х ;;. о ~уиилган масаланинг 
ечими булади, яъни бу вектор (1) системанинг манфиймас 
еЧИМИIIИ беради. 

Мисол. 

{ 
х, - хз + 4 х. = 3, 

2х, -х. = 3, 
Зх,-2х.-х. = I 

учу н х = (х" х., хз, х.) векторни топайлик. 
Е ч н ш. Янги У = (У!, У., Уз) вектор ёрдамида бу маса

лага мос чизи~ли программалаш масаласини ~уйидагича 

~уямиз: 

{х,-хз + 4х. + У, = 3, 
2 х, -х. + У. = 3, 
Зх,-2х.-х.+ уз = I 

система учун манфиймас х lJeKTOp ва t = У, + У. + Уз фор
мага минимум ~ийматни берувчи у = (у" У2' Уз) вектор то
пиленн. 

БошлаНFИЧ жадвалда базис номаълумлар учун У" У2' Уз 
ларни олиб, ~уйидагиларга эга буламиз: 

У, + х, -хз + 4 х. = 3, 
у.+ 2х,-х. = 3, 
уз + Зх, -2х. -х. = 1, 
t + б х, - ЗХ2 -хз + 3 х. = 7 

Бу система га мос симплекс жадвал ~уйидаги шаклни ола
ди: 

Возне номаъ·1 1 I I I I I I I лумлар Оэод ~адлар Х, Х. ХЗ х. У, У, Уз 

У, ! 3 I 1 I о I -1 I 4 i 1 I о I о 
У. \ 3 I 2 \ -1 I О \ о \ о \1 1 О 
Уз I I ш I -2 I О 1-1 I О \ о 11 

f форма I \ б 1 -3 I -1 1-з I о I о I о 
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Симплекс >кадвалларнинг биридан иккинчисига кетма-кет 
утиб, ~уйидаги >кадвалларни тузамиз: 

базис номаъ-\ Озод \ 1 1 I 1 1 I лумлар ~адлар х, х, Х, х. У, У, У, 

У, \ 
~ \ о \(3:)1 1 1 ~3 1 1 \ о I о 3 

У, 1 ~ 10 I~\o 1+10 11\0 

\ ~ 1 1 1- f \ о \-~ 1 о I о 11 
r форма 1 5 1 о I 1 1-1 1 5 I о I о I о 

базис номаъ-I Оэод 1 \ 1 \ 1 1 1 I лумлар ~адлар Х2 . Х 3 Х4 Уl У2 Уз 

Х, I 7 \ о I 1 I о I 2 \ о 1 3 I -2 
х, 1 2 1 о \ о 1 1 \ -3 \-1\ 2: -1.1 

1 
5 11 1 о \ о \-+IO\2]-f! 

I форма I о \ о 1· о \ о 1 о 1-11-1\-1 

Охирги >кадвалнинг охирги сатрида мусбат сон мав>ку Д 
эмас. Демак, топилган (5, 7, 3, О) ечим берилган система
нинг манфнймас ечнми БУлади. Бу ечимда f = у, + У. + Уз 
форманинг минимум ~иймати нолга тенг. 
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75- §_ Чизи~ли операторнинг турли базислардаги матрица-
лари орасидаги БОFланиш . 

~
_ Узаро тсекари ЧИЗИ'lли операторлар 

- . ЧИЗИl\.,и алгебра 
- . Евклид фазолари.. . 
- §_ Евклид фазоларининг ортонормалланган базиси . 

80- §. Инвариант '1исм фазолар. ЧИЗИ'lли операторнинг хос 
~иймаТJlари ва хос векторлари. Характеристик куп- ' 
'Iадлар _ 

81- §. Содда спектрли операторлар 

VII б о б_ Чизи'lЛИ тенгсизликлар системалари 

82- §. )\амжойли ва 'Iамжойли булмаган ЧИЗИ'lJlИ тенгсиз-

;r 
249 

~~~./ 
261 

263 
266 

ликлар системалари . . . .. . 275 
83- §. Тенгсизликлар системасининг манфиймас ечимлари 286 
84- §. ЧИЗН'Iлн тенгламалар системасининг манфнймас 

ечимлари _ . 288 
85- §. ЧНЗИ'lли программалаш . . ~89 
86- §. Узаро икки ё'lлама масалалар 294 
87- §. Симплекс усул 298 
88- §. Симплекс жадваллар . . . 305 
89- §. Симплекс усулнинг татБИ'lлари 311 

Адабнёт 314 

317 
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Назаров Р. Н. ва БОШJ<;. 
Алгебра ва сонлар назарняси: Пед. ин-т ва 

ун-т фиэ.-мат. фак. талабалари учун YJ<;YB J<;УЛ
ланма / Р. Н. Назаров, Б. Т. Тошпулатов, 
А. Д. Дусумбетов, 2 J<;ИСМЛИ. 1\. 1.- Т.: УJ<;ИТУВ
ЧИ, 1993.-320 б. 

1. 1,2 Автордош. 

Назаров Р. Н. и др. Алгебра и теория чисм. В 2 час· 
тях. ч. 1. 

22.14я73 
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НАЗАРОВ РАСVЛ 

ТОШП'VЛАТОВ &А"ОДИР ТОШП'VЛАТОВИЧ 
ДVСVМ&ЕТОВ А&ДVЛЛА 

АЛГЕБРА ВА СОН ЛАР НА3АРИЯСИ 

1 I\ИСМ 

Педагогика институтлари 
математика факультетлари 
талабалари учун YI\YB I\улланма 

Тошкент «Y~UTYB'U' 1993 

Та>;РНРIIЯТ мудири '9. ХIIсанов 
Му>;аррнр С. Бе"боева 

БадинА мy~appHp Н. В. Сучкова 

Тех. му -\зррир д. Га6дРCJл.ч(JнйвCJ 

Муса"х,иJot А. И6РОJf'.JМО8 

ИБ К,6078 

еришга бериnди 18. 12. 92. БОСИlUга ру:<сат 3ТНnДИ 07.10,93. Формати 8.JXI081/. 1 
'нп. I(,ОtОЗU. Кегли 10 ШПоНе"э. Лнгературная гарнитураси. Ю~ори босма усуnи· 
,8 басМДМ. ШаРТJJII б. л. 16,8. Шартли ICР.-ОТТ. 16,96. Нашр. л. 11,58. НУС:JIII 
500. Буюртма 2572. 

:9'F;,ИТУВЧН» нашрнети. ТОШКellт-129, НавонА к9чаСlf, 30. Шартнома 9-155-92. 

rзбеккстон Республнкаси ДаВJJЗТ матбуот 1(.9митасинииr Таwполнграфкомбиuа
н. Тошкент. НанакА к"9'часи, 30. 1993. 

tA\ ~1~ 



М., 

зар' 

М., 

АЗИЗ ТАЛАБАЛАР БА .IJY,,(TAPilM МУАЛЛИМЛАР! 

«У!\итувчи>' нашриёТl! Сизлар УЧУIl 1993-94 Йил.'!ар
да физика ва математика фанларидаIl ушбу КlIтоблаРII!I 
чоп этади: 

1. Р. Б е к ж о н о в. Атом ядро си ва зарралар фН3И-
каеи, 25,0 6.Т. 

2. Т У Р е У н о в с., К а ~! о JI О U )1(. Умумий фIl3I1К<I 
куреи. ЭJlектр ва магнетизм. 16,06. т. 

3. У JI М а е о в а М. Х., т о ш х о н о в а >к. Х. ФIlЗIl-
кадаIl практикум (мехаш!ка ва ,IO.'IСJ{У:IЯР фИЗIlJ{З), 
13,0 б. т. 

4. Х. о ш и м о в Е. ва 60ШI\. Квант мсханикаси асое-

лари, 20,0 б. т. 
5. Н а зар о в Р. ва 60ШI\. Алге6ра ва еонлар наза· 

зарияеи, 11 I\ием, 15,0 6. т. 
6. И 6 Р о 1\ И м о в Р. ва 60ШI\. Математикадан маеа

лар туплами. 8,06. т. 
7. А з л а р о в Т., М а н с у р о в Х. MaTCMaTIIK ана· 

лиз, 1 I\ием, 20,0 6. т. 
8. Н а зар о в Х. ва 60ШI\. Геометриядан маеаJlалар 

туплами, 2· I\ием, 10,0 б. т. 
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